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Zusammenfassung

Der Erfolg des Deep Learnings in den vergangenen Jahren ist unbestreitbar, insbesondere bei neuronalen
Netzen mit einer grol3en Anzahl von Parametern. So verfiigt beispielsweise ChatGPT-3 iiber 175 Milliarden
Parameter und BERT-Large von Google iiber 340 Millionen Parameter. Diese Beispiele verdeutlichen
den Trend zu immer gréfReren neuronalen Netzen mit wachsender Parameteranzahl, wodurch sie in
ein {iberparametrisiertes Regime iibergehen, in dem die Anzahl der Modellparameter die verfiigbaren
Trainingsdaten deutlich iibersteigt.

Dieses Phdnomen wirft grundlegende theoretische Fragen auf, da {iberparametrisierte neuronale Netze,
die durch den Gradientenabstieg trainiert werden, trotz ihrer Komplexitit oft gut generalisieren, was
der klassischen Theorie widerspricht, die die Uberparametrisierung als nachteilig ansieht. Sie geht davon
aus, dass Netze mit einer sehr hohen Anzahl von Parametern dazu neigen, sich zu stark an die Trainings-
daten anzupassen, was zu einer Uberanpassung fiithrt und die Leistung auf neuen, unbekannten Daten
verschlechtert. Aufgrund dieses scheinbaren Widerspruchs werden wir uns in dieser Arbeit eingehen-
der mit liberparametrisierten neuronalen Netzen und ihrer Leistungsfahigkeit beschiftigen. Im Rahmen
der nichtparametrischen Regression untersuchen wir dabei wichtige Eigenschaften wie die universelle
Konsistenz und Konvergenzraten. Unsere Analyse fiihrt zu der Schlussfolgerung, dass die Hypothese der
Uberanpassung in diesem Kontext nicht zutrifft.

Die zugrunde liegende Theorie verfolgt hierbei einen ganzheitlichen Ansatz, der die drei Kernbereiche des
Deep Learnings vereint: Optimierung, Approximation und Generalisierung.

Bei der Optimierung trainieren wir unsere Schitzer, wie in der Praxis iiblich, mittels Gradientenabstieg.
Dabei werden die Parameter des Netzes so angepasst, dass die Verlustfunktion minimiert wird. Im Gegen-
satz zu herkommlichen theoretischen Ansitzen verwenden wir jedoch keinen Regularisierungsterm, der
normalerweise zur Vermeidung von Uberanpassung eingesetzt wird.

Der Bereich der Approximation konzentriert sich auf die Fahigkeit neuronaler Netze, komplexe Funktionen
moglichst genau zu rekonstruieren. Durch den Einsatz einer geeigneten Netzwerktopologie konnen wir
zeigen, dass liberparametrisierte neuronale Netze gute Approximationseigenschaften aufweisen.

Ein weiterer wichtiger Bestandteil ist die Generalisierung, also die Fahigkeit, auch auf neuen, unbekannten
Daten gute Ergebnisse zu erzielen. Unsere Untersuchungen zeigen, dass iiberparametrisierte neuronale
Netze trotz der grof3en Anzahl von Parametern in der Lage sind, zuverléssige Vorhersagen zu treffen.

In der vorliegenden Arbeit werden wir drei zentrale Resultate prasentieren, die die statistische Leistungsfa-
higkeit dieser Netze verdeutlichen. So kann durch die Verwendung der sigmoidalen Aktivierungsfunktion
o(z) =1/(1+ exp(—z)) die universelle Konsistenz solcher Netze nachgewiesen werden. Dariiber hinaus ist
es moglich, dieses Ergebnis fiir Regressionsfunktionen mit geeigneten Glattheitsannahmen zu erweitern,
indem eine gute Konvergenzrate hergeleitet wird, die nahezu optimal ist. Des Weiteren konnen wir fiir
iiberparametrisierte Neuronale-Netze-Schatzer mit ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z, 0} eine di-
mensionsunabhédngige Konvergenzrate herleiten. Die Grundlage fiir diese Rate bildet eine kompositionelle
Annahme an die Struktur der Regressionsfunktion, wodurch gezeigt werden kann, dass iiberparametrisierte
neuronale Netze unter bestimmten Bedingungen in der Lage sind, den Fluch der Dimensionalitédt zu
umgehen.







Abstract

The success of deep learning over the past few years has been undeniable, especially for neural networks
with a large number of parameters. For example, ChatGPT-3 has 175 billion parameters, and BERT-Large
has 340 million parameters. These examples illustrate the trend toward increasingly larger neural networks
with a growing number of parameters, leading to an over-parametrized regime where the number of model
parameters significantly exceeds the available training data.

This phenomenon raises fundamental theoretical questions, as over-parametrized neural networks trained
by gradient descent often generalize well, contradicting the classical theory that over-parameterization
should be avoided. It is believed that networks with a very large number of parameters tend to overfit the
training data, resulting in reduced performance on new, unseen data. Based on this apparent contradiction,
we will take a closer look at over-parametrized neural networks and evaluate their performance. In the
context of nonparametric regression, we examine important properties such as consistency and rates of
convergence. Our analysis leads to the conclusion that the hypothesis of overfitting does not hold in this
context and thus provides an important contribution to the understanding of over-parametrized neural
networks.

Our theory takes a comprehensive approach by integrating the three fundamental aspects of deep learning:
optimization, approximation, and generalization.

Regarding optimization, our estimates are trained using gradient descent, as is commonly done in practice.
The parameters of the network are adjusted to minimize the loss function. Unlike traditional theoretical
approaches, we do not use a regularization term, which is commonly included to prevent overfitting.

The aspect of approximation focuses on the ability of neural networks to reconstruct complex functions
as accurately as possible. By using a suitable network topology, we show that over-parametrized neural
networks exhibit good approximation properties.

Another crucial aspect is generalization, which refers to the ability of a model to perform well on new, unseen
data. Our analysis shows that over-parametrized neural networks are able to make reliable predictions
despite their large number of parameters.

In this thesis, we will present three main results that demonstrate the statistical performance of
over-parametrized neural networks.

By using the sigmoidal activation function o(z) = 1/(1 + exp(—z)), the good generalization capability of
such networks can be confirmed, as we prove their universal consistency.

Furthermore, it is possible to extend this result for regression functions under suitable smoothness assump-
tions by deriving a good rate of convergence that is close to optimal.

Finally, we can derive a dimension-independent rate of convergence for over-parametrized neural network
estimates with ReLU activation function o(z) = max{z,0}. The foundation of this theorem is a compositional
assumption about the structure of the regression function. This result shows that over-parametrized neural
networks are able to avoid the curse of dimensionality under appropriate conditions.
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1 Einfihrung

1.1 Motivation

Kiinstliche Intelligenz (KI) ist kein neuartiges Phdnomen. Bereits in den 1940er Jahren beschéaftigten sich
Forscher mit der Idee, Maschinen zu entwickeln, die in der Lage sind, menschliches Denken nachzuahmen
(siehe Goodfellow et al. (2016)). Das Problem besteht darin, dass menschliches Denken oft intuitiv erfolgt.
Somit ist es sowohl schwer zu formalisieren als auch zu implementieren. Um diese Herausforderung zu
meistern, miissen KI-Systeme in der Lage sein, sich selbst Wissen anzueignen, indem sie aus gegebenen
Daten die notwendigen Informationen extrahieren. Dieser Prozess wird mit dem Begriff Machine Learning
bezeichnet.

Im Jahr 2006 wurde das sogenannte Deep Learning von Hinton et al. (2006) eingefiihrt. Es basiert auf
kiinstlichen neuronalen Netzen (KNN) mit mehreren Schichten und ermoglicht es, Muster in grof3en
Datensétzen zu erkennen. Durch die zunehmende Verfiigbarkeit groRer Datensitze und die Verbesserung
der Rechenleistung konnte das Deep Learning in praktischen Anwendungen beachtliche Erfolge erzielen.
Bekannte Beispiele fiir den Einsatz von Deep Learning sind die Bereiche der Bilderkennung (Rawat und
Wang (2017)), der Spracherkennung (Hinton et al. (2012)) oder der Medizin (Litjens et al. (2017)).
Insbesondere im Bereich der medizinischen Bildanalyse ermoglichen Deep-Learning-Algorithmen die Friih-
erkennung von Krankheiten wie zum Beispiel Hautkrebs, indem sie prizise Diagnosen aus radiologischen
Bildern liefern (Lai et al. (2023)).

Das Deep Learning wird heutzutage als Kerntechnologie der vierten industriellen Revolution, die auch als
Industrie 4.0 bezeichnet wird, betrachtet (Sarker (2021)). Industrie 4.0 steht fiir die intelligente Vernetzung
von Maschinen und Abldufen. Diese soll mithilfe von Informations- und Kommunikationstechnologien wie
zum Beispiel dem Internet der Dinge, Big Data und kiinstlicher Intelligenz erreicht werden. In diesem
Zusammenhang spielt das Deep Learning eine entscheidende Rolle, da es die Grundlage fiir intelligente
Automatisierungssysteme bildet. Tiefe neuronale Netze konnen so zum Beispiel in der Produktion oder fiir
die Produktqualitédtspriifung eingesetzt werden (Hernavs et al. (2018)).

Trotz der praktischen Erfolge des Deep Learnings fehlen oft die theoretischen Grundlagen, um diese
vollumfanglich zu erklaren. Die Suche nach geeigneten Netzwerkarchitekturen ist daher sehr zeitaufwendig
und basiert haufig auf dem Prinzip von Versuch und Irrtum. Die Forschung auf diesem Gebiet hat in den
letzten Jahren stark zugenommen und zielt darauf ab, diese Liicken zu schlieen.

Die mathematische Analyse neuronaler Netze ist sehr komplex, da verschiedene Aspekte beriicksichtigt
werden miissen. Beispielsweise spielen die Wahl der richtigen Netzwerkarchitektur, der geeigneten Aktivie-
rungsfunktion und dem optimalen Lernalogrithmus eine grol3e Rolle. Im Deep Learning haben sich im
Laufe der Zeit drei zentrale Forschungsbereiche herauskristallisiert: Generalisierung, Approximation und
Optimierung (siehe Kutyniok (2022)). Diese drei Bereiche sind in Abbildung 1.1 dargestellt.
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Abbildung 1.1: Fundamentale Forschungsbereiche des Deep Learnings

Im Bereich der Generalisierung liegt der Fokus auf der Analyse, wie gut neuronale Netze die gewiinschte
Funktion auf neuen, unbekannten Daten nachbilden. Eine interessante Beobachtung ist, dass Netze, die
mehr Parameter als verfiigbare Daten haben, neue, unbekannte Daten sehr gut wiedergeben und nicht,
wie lange angenommen, zur Uberanpassung neigen (Neyshabur et al. (2019)).

Im Bereich der Optimierung wird der Trainingsalgorithmus, mit dem das neuronale Netz effizient trainiert
werden kann, untersucht. Hierbei hat sich insbesondere der (stochastische) Gradientenabstieg durchgesetzt.
Mit seiner Hilfe konnen oft geeignete lokale Minima erreicht werden, was wesentlich zur erfolgreichen
Anwendung neuronaler Netze beitrdgt (Ruder (2016)).

Der Bereich der Approximation beschéftigt sich mit der Frage, wie gut eine gegebene Funktionsklasse durch
eine Klasse von tiefen neuronalen Netzen beschrieben werden kann und wie grof der damit einhergehende
Fehler ist. Bereits Hornik et al. (1989) konnten die universelle Approximationsfahigkeit fiir neuronale
Netze mit einer einzigen verdeckten Schicht nachweisen, welche besagt, dass ein solches Netzwerk mit
geniigend Parametern jede stetige Funktion beliebig genau approximieren kann. Diese Aussage lasst sich
auf tiefe neuronale Netzwerke erweitern (siehe zum Beispiel Yarotsky (2017)).

Viele bereits existierende Resultate beschéftigen sich lediglich mit zwei der drei Forschungsbereiche und
lassen einen der Bereiche aul3er Acht. Um neuronale Netze jedoch ganzheitlich verstehen zu konnen,
sind Resultate notwendig, die alle drei Bereiche beriicksichtigen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
betrachten wir neuronale Netze als Schétzer im Kontext der nichtparametrischen Regression und kénnen
dabei Resultate herleiten, welche in der Schnittmenge der drei Forschungsbereiche liegen. Damit leisten wir
einen wichtigen Beitrag zum theoretischen Verstédndnis des Deep Learnings und zeigen, wie Generalisierung,
Approximation und Optimierung zusammenwirken, um die Leistungsféahigkeit neuronaler Netze zu erklaren.

Diese Arbeit ist folgendermal3en gegliedert:
In Kapitel 1 geben wir eine Einfiihrung in die nichtparametrische Regression sowie die Grundlagen

neuronaler Netze. Am Ende dieses Kapitels prasentieren wir die erzielten Resultate im Kontext bereits
bestehender Forschungsergebnisse.




Im zweiten Kapitel fiihren wir einen {iberparametrisierten Neuronale-Netze-Schétzer ein, der durch den
Gradientenabstieg trainiert wird, und weisen fiir diesen die Eigenschaft der universellen Konsistenz nach.
Hierfiir leiten wir Resultate fiir die drei fundamentalen Forschungsbereiche des Deep Learnings her.

In Kapitel 3 stellen wir fiir diesen tiberparametrisierten Neuronale-Netze-Schétzer eine Fehlerschranke vor
und analysieren auf Basis dieser Schranke die Konvergenzgeschwindigkeit des Schétzers. Dabei greifen wir
auf einige der im zweiten Kapitel aufgefithrten Ergebnisse zuriick.

Im vierten Kapitel werden wir einen weiteren durch den Gradientenabstieg gelernten Neuronale-Netze-
Schétzer einfiihren, fiir den wir, unter geeigneten Voraussetzungen an die Regressionsfunktion, eine
dimensionsunabhéngige Konvergenzgeschwindigkeit nachweisen. Hierfiir verwenden wir unter anderem
die Approximationsfahigkeit vollstindig verbundener neuronaler Netze und begrenzen den Generalisie-
rungsfehler durch die Rademacher-Komplexitit.

Das letzte Kapitel schliel3t mit einem Fazit ab, das die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit zusammenfasst
und bietet dariiber hinaus einen Ausblick auf zukiinftige Forschungsmoglichkeiten.

1.2 Nichtparametrische Regression und Fluch der Dimensionalitat

Die Regressionsanalyse ist ein wichtiger Bereich der Statistik, der darauf abzielt, die Beziehung zwischen
einer abhingigen Variablen und einer oder mehreren unabhingigen Variablen zu modellieren. Hierfiir
betrachten wir einen Zufallsvektor (X,Y’), wobei X € R? der sogenannte Prddiktorvektor und Y € R die
sogenannte abhdngige Variable mit E{Y?} < oc ist. Wie in Gyorfi et al. (2002) beschrieben, interessieren wir
uns flir den funktionalen Zusammenhang zwischen der abhidngigen Zufallsvariable Y und dem Zufallsvektor
X. Das Ziel der Regression ist es, eine Funktion f : R — R zu bestimmen, so dass die abhingige
Zufallsvariable Y moglichst gut durch f(X) approximiert wird. Als Mal? fiir die Giite dieser Approximation
verwenden wir den mittleren quadratischen Fehler, auch bekannt als das Ly-Risiko

E{|/(X)-Y[’},
welches minimiert werden soll. Das bedeutet, wir mdchten eine Funktion m* : R¢ — R finden, die

B{jm"(X) = ¥P} = min B{If(X) Y]} (1)

erfillt.

Die sogenannte Regressionsfunktion
m(x) = E{Y|X =x}

ist eine Losung des Minimierungsproblems in (1.1). Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass
E{|f(X) =Y} = E{|f(X) - m(X)]’} + E {|m(X) - Y|*}

= [ 176 =m0 PPx(dx) + B {{m(X) = V) 1.2)

gilt (fiir eine detaillierte Herleitung siehe Abschnitt 1.1 in Gyorfi et al. (2002)). Somit kann das L,-Risiko
einer Funktion f : R? — R durch die Summe des sogenannten L,-Fehlers

/ (%) — m(x) *Px(dx)
Rd




und des Lo-Risikos der Regressionsfunktion dargestellt werden. Da der Ly-Fehler fiir f(x) = m(x) gleich 0
ist, erfiillt die Regressionsfunktion das Minimierungsproblem in (1.1).

In praktischen Anwendungen sind sowohl die Verteilung von (X, Y") als auch die Regressionsfunktion m im
Allgemeinen unbekannt. Es ist jedoch oft moglich, Beobachtungen von (X,Y") zu erhalten. Wir bezeichnen
mit

Dn={X1,Y1),...,(Xp,Yn)}
die Menge aller Beobachtungen, wobei (X,Y), (X1,Y1),...,(X,,Y,) unabhingig und identisch verteilte
Zufallsvariablen sind. Mithilfe dieser Daten wird ein Regressionsschitzer

my i RY =R mit my,(x) = My (X, Dp)

konstruiert, um die Regressionsfunktion m moglichst gut zu approximieren. Dies bedeutet, dass der
Lo-Fehler des Schétzers

/d M (x) — m(x)]*Px (dx) (1.3)
R
moglichst klein sein soll.

Die Wahl des Lj-Fehlers als MaR fiir die Approximationsgiite wird durch die folgende Uberlegung motiviert:
Das Ly-Risiko des Regressionsschétzers

E {\mn(X) - Y\Q‘Dn}
lasst sich analog zu Gleichung (1.2) durch
E {|mn(X) = Y*|D} = /R () = m(x)PPx(dx) + B {[m(X) - Y|’}

darstellen. Damit ist das Lo-Risiko des Schatzers m,, nur nahe am optimalen Wert, wenn der Ly-Fehler
in (1.3) sehr klein wird. Da der Schétzer m,, von der Datenmenge D,, abhdngt und sein L,-Fehler damit
selbst eine Zufallsvariable ist, verwenden wir in dieser Arbeit den erwarteten L,-Fehler als Grundlage fiir
die Beurteilung der Giite eines Schitzers.

Grundlagen der parametrischen und nichtparametrischen Regression

Im Allgemeinen wird zwischen der parametrischen und der nichtparametrischen Regression unterschieden.
Parametrische Verfahren setzen die Bauart der zu schdtzenden Funktion als bekannt voraus, wohingegen
in der nichtparametrischen Regression keine Annahmen {iber den funktionalen Zusammenhang getroffen
werden. Ein klassisches Beispiel fiir die parametrische Regression ist die lineare Regression. Hierbei wird
ein linearer Zusammenhang, das heif3t

m(x)=a'x+b firaecR)becR xeR?

unterstellt. Die Aufgabe besteht nun darin, die Parameter a und b so zu bestimmen, dass das Modell die
Daten moglichst gut beschreibt. Der Nachteil parametrischer Schatzverfahren besteht darin, dass eine
falsche Annahme {iber die Bauart zu einem grol3en Fehler fithren kann. Ein linearer Regressionsschitzer
wird beispielsweise bei Datensétzen, deren zugrundeliegende Regressionsfunktion nicht linear ist und nicht
gut durch lineare Funktionen approximiert werden kann, gro3e Fehler verursachen. Dieses Problem wird
bei der nichtparametrischen Regression umgangen.




Nichtparametrische Verfahren werden zum Beispiel in der Finanz- und Wirtschaftsanalyse bei der Schit-
zung von Renditen, der Volatilitdt von Finanzinstrumenten sowie zur Bewertung von Anleihekursen und
Aktienoptionen eingesetzt (Hardle und Simar (2019)). In diesem Zusammenhang gibt es in der Literatur
eine Vielzahl nichtparametrischer Schétzer, darunter der lokale Mittelungsschdtzer, der lokale Modellie-
rungsschdtzer, der Kleinste-Quadrate-Schdtzer und der penalisierte Kleinste-Quadrate-Schdtzer. Bei den
lokalen Mittelungsschétzverfahren wird der Schétzer der Regressionsfunktion m als gewichtete Summe
der Y; gebildet. Beispiele fiir solche Schéatzer sind der Partitionierungsschdtzer, welcher zuerst unter dem
Namen Regressogramm in Tukey (1947) und Tukey (1961) eingefiihrt wurde, oder die sogenannten
Kernschdtgzer, bei denen als Gewichte zum Beispiel der Kern von Nadaraya-Watson (Nadaraya (1964),
Nadaraya (1970), Watson (1964)) oder der naive Kern (Zambom und Dias (2013)) verwendet werden.
Ein weiterer Schatzer dieser Klasse ist der Ndchste-Nachbar-Schdtzer (Cover (1968), Stone (1977)). Eine
Verallgemeinerung der lokalen Mittelungsschétzer fithrt zu dem lokalen Modellierungsschétzer. Hierbei
wird anstelle einer konstanten Gewichtung eine allgemeinere Funktion verwendet, um die Daten zu ap-
proximieren. Diese Funktion hangt dabei von mehreren Parametern ab. Der bekannteste Schétzer dieser
Kategorie ist der lokale Polynomschdtzer (Hardle und Tsybakov (1997), Fan (1996)). Ein weiterer Ansatz
ist der Kleinste-Quadrate-Schétzer, der fiir eine Menge von Funktion F,, definiert ist durch

my,(x) = arg min {711 Z |f(Xs) — }/5‘2} .
s=1

feFn

Dieser minimiert das empirische Lo-Risiko

1 n
EZ |f(Xs) - }/5’2
s=1

iiber eine gegebene Funktionsklasse F,,. Da der beste Schétzer derjenige wire, der die Daten interpoliert, ist
es sinnvoll, die Funktionsklasse F,, einzuschranken. Eine Alternative zur Einschrankung der Funktionsklasse
F, bietet die Verwendung von penalisierten Kleinste-Quadrate-Schétzern. Dabei wird der zu minimierenden
Funktion ein Strafterm hinzugefiigt, welcher die ,Rauheit“ der Funktion bestraft. Ein bekanntes Beispiel
fiir einen penalisierten Kleinste-Quadrate-Schétzer ist der sogenannte Smoothing-Spline-Schdtzer (Wahba
(1990)). Hierbei wird der Strafterm als das Integral der quadrierten zweiten Ableitung der Funktion
definiert. Fiir einen detaillierten Einblick in nichtparametrische Regressionsschitzer verweisen wir auf
Gyorfi et al. (2002).

Konvergenzeigenschaften von Schiatzern

Es gibt verschiedene Konvergenzeigenschaften, die ein Schétzer erfiillen sollte. Eine grundlegende Ei-
genschaft besteht darin, dass der Schétzer fiir einen wachsenden Stichprobenumfang in allen moglichen
Situationen gegen die zu schitzende Funktion konvergiert. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass der
erwartete Lo-Fehler beziehungsweise der Lo-Fehler des Schétzers gegen 0 konvergiert, wenn der Stichpro-
benumfang gegen unendlich geht. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 1. Wir bezeichnen eine Folge von Schdtzern m,, als schwach universell konsistent, wenn




fiir jede Verteilung von (X, Y') mit E{Y 2} < oo gilt. Im Folgenden werden wir diese Eigenschaft der Einfachheit
halber als universelle Konsistenz bezeichnen.

Eine Folge von Schdtgzern wird stark universell konsistent genannt, wenn

lim / Imn(x) — m(x)|> Px(dx) =0  fast sicher

n—oo

fiir jede Verteilung (X,Y) mit E{Y?} < oc erfiillt ist.

Hierbei wollen wir noch einmal betonen, dass die Verteilung von (X, Y’) im Allgemeinen unbekannt ist.
Aus diesem Grund stellt die universelle Konsistenz eine essentielle Eigenschaft fiir einen Schitzer dar.

In Stone (1977) wurde zum ersten Mal nachgewiesen, dass schwache universelle Schitzer existieren.
Inzwischen konnte fiir eine Reihe von Schétzern nachgewiesen werden, dass diese schwach und stark
universell konsistent sind (siehe Gyorfi et al. (2002) fiir einen Uberblick iiber universell konsistente
Schétzer).

Allerdings sagt die Eigenschaft der universellen Konsistenz nichts dariiber aus, wie schnell der Schéatzer
gegen die zu schitzende Funktion konvergiert. Daher betrachten wir zusétzlich die Konvergenzgeschwin-
digkeit des Schitzers, die mithilfe des erwarteten L,-Fehlers gemessen wird, wobei wir insbesondere
an einer Schranke interessiert sind, die vom Stichprobenumfang n abhéngt. Diese liefert schlief3lich die
Konvergenzgeschwindigkeit.

Es ist nicht moglich, eine allgemeingiiltige Konvergenzgeschwindigkeit herzuleiten. In Kapitel 3 von Gyorfi
et al. (2002) wird gezeigt, dass es immer eine Verteilung von (X, Y") gibt, bei der der erwartete Lo-Fehler
beliebig langsam gegen 0 konvergiert. Fiir den Nachweis einer Konvergenzgeschwindigkeit ist es daher
erforderlich, die Klasse der Verteilungen einzuschrianken. Dies kann zum Beispiel erreicht werden, indem
wir die folgende spezifische Glattheitsbedingung an die Regressionsfunktion stellen.

Definition 2. Sei p = q + s fiir ein ¢ € Ny und ein 0 < s < 1. Sei C' > 0. Eine Funktion m : R¢ — R wird
als (p, C)-glatt bezeichnet, wenn fiir jedes a = (a1, . .., aq) € N& mit Z?Zl a; = q die partielle Ableitung
99m . .
i existiert und
a7m d7m
... 0y .. 0y

<O x|
fiir alle x,z € R? erfiillt ist.

Die (p, C')-Glattheit stellt somit eine Erweiterung der Holder-Stetigkeit dar, indem sie auch Ableitungen
hoherer Ordnung berticksichtigt.

Der Fluch der Dimensionalitat

Fiir Regressionsfunktionen in der Klasse der (p, C')-glatten Funktionen wurde von Stone (1982) gezeigt,
dass die optimale Konvergenzgeschwindigkeit durch

__2p
n 2p+d




gegeben ist. Damit hdngt die Konvergenzgeschwindigkeit von der Dimension d unserer Eingabevariablen
ab. Bleibt nun die Glattheitsanforderung an die Regressionsfunktion mit steigender Dimension gleich, so
konvergiert der Schatzer immer langsamer gegen die zu schatzende Funktion. Wir verdeutlichen dies durch
ein Beispiel: Sei p = 1 und seien d; = 10, d2 = 50 und d3 = 500, so erhalten wir Konvergenzraten von n‘é,
n~32 und n~%1. Es ist also deutlich erkennbar, dass die Konvergenzgeschwindigkeit abnimmt. Der Grund
hierfiir ist, dass mit steigender Dimension der Eingaberaum exponentiell wichst, wodurch die vorhandenen
Datenpunkte den Raum nicht mehr ausreichend abdecken. Dadurch liegen die Datenpunkte sehr isoliert,
was die Schatzung der Funktion erschwert. Dieses Phdnomen wird als Fluch der Dimensionalitdt bezeichnet
(Bellman (1957)). Durch zuséatzliche Annahmen an die Regressionsfunktion ist es jedoch moglich, den
Fluch der Dimensionalitdt zu umgehen.

In Stone (1985) wurde gezeigt, dass eine Regressionsfunktion m mit additiver Struktur, das heil3t

m(x) = imi(x(i)) (x = (W, ...,z
i=1

fiir univariate (p, C')-glatte Funktionen m;,...,my4 : R — R, die optimale Konvergenzgeschwindigkeit von
n~20/(2r+1) erzielt. Dadurch konnte der Fluch der Dimensionalitit umgangen werden.

Stone (1994) weitete dieses Modell auf sogenannte Interaktionsmodelle aus. Die Regressionsfunktion ist
hier fiir 1 < d* < d gegeben durch

m(x) = > my(x;) (x = (D, ...,z (1.4)

IC{1,...,d} : |I|=d*

mit (p, C')-glatten Funktionen m; : Rl — R, wobei I C {1,...,d}, |I| = d* und x; = (z(™), ..., gla*))T,
Die optimale Konvergenzgeschwindigkeit fiir Interaktionsmodelle betrigt n—2"/(2P+4") und ist somit unab-
hédngig von der Eingabedimension d.

Ein weiterer Ansatz aus der Literatur, um eine Dimensionsreduktion zu erzielen, ist das sogenannte
Single-Index-Modell. Hier wird angenommen, dass die Regressionsfunktion durch

m(x) = g(ax) (x € RY)

gegeben ist, wobei a € R? und ¢ : R — R eine univariate Funktion ist (Hardle et al. (1993), Hirdle und
Stoker (1989), Yu und Ruppert (2002), Kong und Xia (2007)).

Dieses Modell lasst sich zum sogenannten Projection Pursuit erweitern. Dabei kann die Regressionsfunktion
als Summe von Single-Index-Modellen dargestellt werden. Das heil3t

K
m(x) = Z g(ay x) (x € RY)
k=1

fir K €N, g, : R - R und a; € R? (Friedman und Stuetzle (1981)). Sind in diesen beiden Modellen
die univariaten Funktionen (p, C)-glatt, so erhalten wir, bis auf einen logarithmischen Faktor, die gleiche
Konvergenzgeschwindigkeit wie bei den Modellen mit additiver Struktur (sieche Theorem 22.2 in Gyorfi
et al. (2002)).

In Horowitz und Mammen (2007) wurde eine spezielle Klasse von Regressionsfunktionen untersucht,
welche durch

! Lo L,
m) =g > an [ D gne |- D gnn @)

=1 lo=1 lr=1




definiert ist, wobei g, gi,,...,9,.. 1. : R — R univariate (p, C)-glatte Funktionen sind und z!t-!* die
einzelnen Komponenten von x € R? reprisentieren. Die Komponenten miissen dabei fiir unterschiedliche
Indizes nicht notwendigerweise verschieden sein. In diesem Zusammenhang wurde gezeigt, dass ein
penalisierter Kleinste-Quadrate-Schitzer eine Konvergenzrate von n—2/(2»*1) erzielen kann.

Es ist also durchaus moglich, unter geeigneten Voraussetzungen dem Fluch der Dimensionalitét bei der
Schétzung der Regressionsfunktion zu entgehen.

Hierarchische Modelle

Die oben beschriebenen Modelle kénnen durch das in Kohler und Krzyzak (2017) eingefiihrte verallgemei-
nerte hierarchische Interaktionsmodell erweitert werden.
Definition 3. Sei d € N, d* € {1,...,d} und sei m : R? — R eine Funktion.

a) Die Funktion m geniigt einem verallgemeinerten hierarchischen Interaktionsmodell der Ordnung d* und
Level 0, wenn Vektoren ay, ..., ag € R% sowie eine Funktion f : R — R existieren, so dass

m(x) = f(a; x,...,ap.x)  fiir alle x € R?

gilt.

b) Die Funktion m geniigt einem verallgemeinerten hierarchischen Interaktionsmodell der Ordnung d*
und Level ¢ + 1, falls ein K € N, Funktionen g, : R — R (k € {1,...,K}) sowie Funktionen
figrooos fae g R? - R (k € {1,...,K}) existieren, so dass

K
m(x) =Y ge(fre(x),. .., fa-x(x))  fiir alle x € R?
k=1
gilt und die Funktionen fi, ..., fa= 1 (k € {1,..., K}) einem verallgemeinertem hierarchischen Inter-

aktionsmodell der Ordnung d* und Level ¢ geniigen.

¢) Das verallgemeinerte hierarchische Interaktionsmodell ist (p, C)-glatt, wenn alle in der Definition vor-
kommenden Funktionen f und gy, ebenfalls (p, C')-glatt sind.

Sowohl die additiven Modelle als auch die Projection Pursuit Modelle gehoren zu den verallgemeinerten
hierarchischen Interaktionsmodellen der Ordnung 1 und Level 1. Das Interaktionsmodell von Stone in
(1.4) entspricht einem verallgemeinerten hierarchischen Interaktionsmodell der Ordnung d* und Level 1.
Auch die Single-Index-Modelle lassen sich durch ein verallgemeinertes hierarchisches Interaktionsmodell
der Ordnung 1 und Level 0 darstellen. Das Modell in Horowitz und Mammen (2007) hingegen ist ein
verallgemeinertes hierarchisches Interaktionsmodell der Ordnung 1 und Level r + 1.

In Schmidt-Hieber (2020) wurde das verallgemeinerte hierarchische Interaktionsmodell erweitert, indem in
den verschiedenen Leveln unterschiedliche Glattheiten p, sowie unterschiedliche Dimensionen d, zugelassen
wurden. Dariiber hinaus wurde der additive Zusammenhang durch einen allgemeineren funktionalen
Zusammenhang ersetzt.

Dieses Modell wurde in Kohler und Langer (2021) dahingehend weiterentwickelt, dass auch innerhalb
desselben Levels einer Komposition unterschiedliche Glattheiten und Dimensionen zugelassen werden.
Dies fiihrte zum sogenannten hierarchischen Kompositionsmodell:




Definition 4. Sei d € N und m : R — R. Sei weiter P eine Teilmenge von (0, 00) x N.

a) Die Funktion m geniigt einem hierarchischen Kompositionsmodell von Level 0 mit Ordnungs- und
Glattheitsbedingung P, wenn ein K € {1, ..., d} existiert, so dass

m(x) = 25 fiir alle x = ($(1)’ . ,x(d))T c R4

gilt.

b) Die Funktion m geniigt einem hierarchischen Kompositionsmodell von Level { + 1 mit Ordnungs- und
Glattheitsbedingung P, wenn (p, K) € P, C >0, g: RX - Rund f1,..., fx : R? — R existieren, so
dass g eine (p, C)-glatte Funktion ist sowie

m(x) = g(f1(x),..., k(X)) fiir alle x € R?

gilt, wobei fi, ..., fx einem hierarchischen Kompositionsmodell von Level ¢ mit Ordnungs- und Glatt-
heitsbedingung P geniigen.

In Kohler und Krzyzak (2017) sowie in Kohler und Langer (2021) werden hierarchische Kompositions-
modelle durch die Anwendung in komplexen technischen Systemen, die in modularer Form aufgebaut
sind, motiviert. Nach diesem Vorbild scheint es realistisch zu sein, dass die Eingabe-Ausgabe-Beziehung
eines solchen Systems durch eine Regressionsfunktion beschrieben werden kann, die aus der Klasse der
hierarchischen Kompositionsmodelle stammt. Fiir diese Klasse an Regressionsfunktionen konnte in Kohler
und Langer (2021) unter Verwendung eines Kleinste-Quadrate-Schatzers die, bis auf einen logarithmischen

Term, optimale Konvergenzrate von
__2p
max n 2rtK
(p,C)eP

mit Ordnungs- und Glattheitsbedingung P C [1,00) x N nachgewiesen werden.

In diesem Abschnitt haben wir uns eingehend mit der Struktur von Regressionsfunktionen befasst, die
zur Erzielung guter Konvergenzgeschwindigkeiten erforderlich sind. Dabei spielt natiirlich auch die Wahl
des Schétzers eine entscheidende Rolle. Als besonders erfolgreich haben sich sogenannte Neuronale-Netze-
Schdtzer erwiesen (siehe zum Beispiel Gyorfi et al. (2002), Devroye et al. (1996), Anthony und Bartlett
(1999) und Ripley (1996)). Diese wurden unter anderem auch in den Resultaten von Bauer und Kohler
(2019), Schmidt-Hieber (2020) sowie Kohler und Langer (2021) verwendet. Im folgenden Abschnitt
werden wir daher neuronale Netze und ihre theoretischen Grundlagen niher betrachten.

1.3 Neuronale Netze

Urspriinglich diente das menschliche Gehirn als Vorbild fiir die Entwicklung kiinstlicher neuronaler Netze.
Heutzutage steht jedoch nicht mehr die Nachbildung des menschlichen Gehirns im Vordergrund, sondern
vielmehr die Entwicklung leistungsfahiger und spezialisierter neuronaler Netze fiir verschiedene Anwen-
dungsbereiche. Ein neuronales Netz besteht aus verschiedenen Komponenten. Eine der Hauptkomponenten
neuronaler Netze ist das Neuron. Die kiinstlichen Neuronen wurden nach dem Vorbild menschlicher Ner-
venzellen entwickelt. Sie nehmen Informationen von auf3en oder von anderen Neuronen auf und leiten
diese an andere Neuronen oder an die Umwelt in modifizierter Form weiter. Der Effekt, den Neuronen
aufeinander haben, wird durch die sogenannten Gewichte ausgedriickt. Je grol3er der absolute Betrag eines
Gewichts ist, desto grof3er ist der Einfluss, den ein Neuron auf ein anderes Neuron hat.




Die Eingabe eines Neurons ergibt sich aus der gewichteten Summe der Komponenten des Eingabevektors,
welche um den sogenannten Bias-Term verschoben wird. Im Folgenden fassen wir sowohl die Gewichte
des Netzes als auch die Bias-Terme unter dem Begriff Gewichte zusammen.

Bevor das Neuron die empfangene Eingabe an die nachfolgenden Neuronen weiterleitet, wird die soge-
nannte Aktivierungsfunktion auf die Eingabe angewendet. Diese Funktion bestimmt, wie die Informationen
an die folgenden Neuronen weitergegeben werden. In der Literatur wird eine Vielzahl unterschiedlicher
Aktivierungsfunktionen beschrieben. Dabei stellen sigmoidale Aktivierungsfunktionen eine besonders
bekannte Klasse dar. Diese sind monoton wachsend mit

lim o(z)=0 und lim o(z) = 1.
Z—r—00 Z—00

Die am weitesten verbreitete Aktivierungsfunktion dieser Klasse ist die logistische Sigmoidfunktion

1

= fir z € R.
Tpr—— ur z

o(2)
Diese ist in Abbildung 1.2a dargestellt. Die logistische Sigmoidfunktion war lange Zeit die bevorzugte Wahl
in neuronalen Netzen.

Ein weiteres Beispiel fiir eine Aktivierungsfunktion ist der Tangens Hyperbolicus tanh(z) mit

zgllaooa(z) =-1 und zhﬁlgo o(z) =1.

Eine grafische Darstellung des Tangens Hyperbolicus befindet sich in Abbildung 1.2b.

Die logistische Sigmoidfunktion und der Tangens Hyperbolicus wurden vor allem in den spaten 1980er
und 1990er Jahren héufig verwendet (Goodfellow et al. (2016)). Sie spielten eine entscheidende Rolle bei
der Entwicklung neuronaler Netze und sind bekannt fiir ihre Fihigkeit, nichtlineare Zusammenhénge zu
modellieren.

Eine der bekanntesten Aktivierungsfunktionen, welche heutzutage hiufig in praktischen Anwendungen
zum Einsatz kommit, ist die Rectifier Linear Unit (ReLU)

o(z) = max{z,0} fir z € R.

Hierbei handelt es sich um eine lineare Aktivierungsfunktion mit einer Schwelle. Das bedeutet, dass sie
erst ,aktiv‘ wird, wenn die Schwelle {iberwunden wird. Im Fall der ReLU-Aktivierungsfunktion wird also
einfach die Eingabe ausgegeben, sobald der Wert O iiberschritten wird. In Abbildung 1.2c befindet sich die
Darstellung der ReLU-Aktivierungsfunktion.

1 1 5
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o(z)
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(a) Sigmoidfunktion (b) Tangens Hyperbolicus (c) ReLU Funktion

Abbildung 1.2: Aktivierungsfunktionen
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Nachdem wir die Funktionsweise der Aktivierungsfunktion erldutert haben, méchten wir nun die Struktur
eines einzelnen Neurons veranschaulichen. In Abbildung 1.3 ist ein Neuron mit drei Eingaben dargestellt.
Das Neuron wird hier als Knoten abgebildet, wéhrend die Eingaben durch Kanten mit dem Neuron verbunden
sind. Diese Kanten beschreiben sowohl die Verbindung zwischen den Eingaben und dem Neuron als auch
den Informationsfluss im Netzwerk. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit haben wir auf die Beschriftung der
Kanten sowie die Darstellung der Bias-Terme verzichtet.

o (Z?Zl wj - 20 4+ wo) ]

Abbildung 1.3: Graphische Darstellung eines Neurons

Formal ausgedriickt handelt es sich bei einem Neuron um eine Funktion g : R — R mit
d
g(x) =0 Zw] . $(]) _|_ wo ,
j=1

wobei x € R? der Inputvektor, wy, . . . , wq die Gewichte und o : R — R die Aktivierungsfunktion sind. Das
Gewicht wy wird dabei, wie oben bereits erwiahnt, als Bias bezeichnet. Ist der Bias wy positiv, so erhoht sich
der Eingabewert und es wird sichergestellt, dass das Neuron aktiviert wird, auch wenn die Eingabe nur
gering positiv war. Ist der Bias w( negativ, so sorgt er dafiir, dass ein Neuron weiterhin inaktiv bleibt oder
in einen inaktiven Zustand tibergeht. Dies geschieht natiirlich immer in Abhéngigkeit von der gewéhlten
Aktivierungsfunktion.

Kombinieren und verbinden wir mehrere Neuronen miteinander, so erhalten wir ein neuronales Netz.
Bildlich gesprochen bilden iibereinander angeordnete Knoten eine sogenannte Schicht (englisch: layer). Die
Schichten, die sich zwischen der Eingabe und der Ausgabe befinden, nennt man verdeckte Schichten (englisch:
hidden layers). In Abbildung 1.4 ist ein neuronales Netz mit zwei Eingaben, je drei Neuronen pro verdeckter
Schicht sowie einer Ausgabe dargestellt. Besteht ein neuronales Netz aus mehreren Schichten, in denen
der Informationsfluss vorwartsgerichtet ist, spricht man von einem mehrschichtigen vorwdrtsgerichteten
neuronalen Netz (englisch: multilayer feedforward neural network).

Ist die Anzahl der Gewichte in einem Netzwerk durch eine Zahl s € N beschrankt, so sind je nach Grofe
von s nicht alle Neuronen einer Schicht mit denen der néachsten Schicht verbunden. Das bedeutet, dass
die Gesamtanzahl der Verbindungen in dem Netz hochstens s betrdgt. Ein solches Netzwerk wird als
unvollstdndig verbundenes neuronales Netz (englisch: sparse neural network) bezeichnet. Existiert keine
solche Beschridnkung und alle Neuronen einer Schicht sind mit allen Neuronen in der folgenden Schicht
verbunden, sprechen wir von einem vollstdndig verbundenen neuronalen Netz (englisch: fully connected neural
network).

Formal lésst sich diese Art von neuronalen Netzen durch eine Funktion fy, : R — R definieren, die durch

kr,
Fo(x) =Y wi) - F 0 + wil) (1.5)
j=1




Eingabe Verdeckte Schichten Ausgabe

fw(x)

o (Z?Zl wj <2 4w J

Abbildung 1.4: Vollstandig verbundenes vorwartsgerichtetes neuronales Netz

gegeben ist, wobei wfo), e wg,Lk)L € R die Gewichte sind. Die Funktion f\Esz) : R — R ist hierbei rekursiv
definiert durch
ki1
FO0) =0 [ S w0 D ) 4wl (1.6)
j=1
fiir Gewichte wly V... wi}, ") e Rfiirl € {2,...,L} und
d .
févl)z(x) =0 sz(,oj) 2 4 wi%) (1.7)
j=1
fiir Gewichte wg)o), .. ,wg)d) €R.

@

Dabei bezeichnet fi(l) (x) die Ausgabe des i-ten Neurons in Schicht / und w; ; das Gewicht zwischen dem

Neuron j in der (I — 1)-ten Schicht und dem Neuron ¢ in Schicht /.

Wir definieren die Klasse der vollstdndig verbundenen neuronalen Netze durch
F(L,r):={f: f wird durch (1.5) beschrieben, wobei ky = --- =k, =r}.

Mit anderen Worten enthalt die Klasse F (L, r) vollstdndig verbundene neuronale Netze mit L verdeckten
Schichten, wobei jede dieser Schichten die gleiche Anzahl von r Neuronen besitzt.

Neben diesen Netzwerkstrukturen gibt es noch viele weitere. Zum Beispiel die Klasse der rekurrenten
neuronalen Netze (englisch: recurrent networks). Bei dieser Netzwerkart konnen Neuronen Verbindungen zu
sich selbst oder zu Neuronen aus vorherigen Schichten haben. Eine weitere sehr bekannte Netzwerkstruk-
tur bilden die sogenannten faltenden neuronalen Netze (englisch: convolutional neural networks), welche
insbesondere im Bereich der Bilderkennung malfgebliche Erfolge erzielen (Krizhevsky et al. (2012)).
Sie basieren auf der Faltungsoperation in mindestens einer Schicht des Netzes und ermoglichen so eine
effiziente Verarbeitung von Bilddaten. Faltende neuronale Netze werden vor allem in den Bereichen des
autonomen Fahrens (Grigorescu et al. (2019)), im medizinischen Bereich bei bildgebenden Verfahren
(Yamashita et al. (2018)) oder bei der Gesichtserkennung (Coskun et al. (2017)) eingesetzt.
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Hat ein neuronales Netz ,viele“ Schichten, so bezeichnen wir es als tiefes neuronales Netzwerk (englisch:
deep neural network). Im letzten Jahrzehnt gewannen tiefe neuronale Netze, wie oben bereits erwéhnt, in
verschiedenen Bereichen an grof3er Bedeutung. Dieser Erfolg ist auf die Verfiigbarkeit grof3er Datensitze
sowie den Anstieg der Rechenleistung und Leistungsfahigkeit moderner Grafikkarten zuriickzufiihren
(siehe Goodfellow et al. (2016)). Dadurch kann ein tiefes neuronales Netz mit einem Lernalgorithmus so
trainiert werden, dass es bei bestimmten Aufgaben nahezu menschliche Leistungen erbringt.

Training neuronaler Netze

Das Training eines neuronalen Netzes bedeutet, dass die Gewichte des Netzes mithilfe sogenannter
Trainingsdaten modifiziert werden. Das neuronale Netz erhélt eine Eingabe, fiir die es eine Ausgabe bestimmt.
Durch eine vorgegebene Lernregel sollen die Gewichte so optimiert werden, dass die Ausgabe des Netzes
sich dem korrekten Output der Trainingsdaten annéhert. Die Fehlergrof3e fiir die Trainingsdatenmenge
wird als Trainingsfehler bezeichnet. Um herauszufinden, wie gut ein trainiertes Netz auf unbekannten Daten
abschneidet, werden sogenannte Testdaten, die sich von den Trainingsdaten unterscheiden, verwendet. Als
Malf fiir die Leistung des Netzes auf diesen Daten wird der sogenannte Testfehler verwendet. Die genaue
Vorgehensweise beim Training eines kiinstlichen neuronalen Netzes wird im Abschnitt 1.4 erlautert.

Uberparametrisierte neuronale Netze

In der klassischen statistischen Theorie herrschte lange die Uberzeugung, dass ein Modell, welches im
Vergleich zu den Trainingsdaten zu viele Gewichte enthélt, keine gute Generalisierung auf unbekannten
Daten erzielen kann. Man ging davon aus, dass es eine optimale Kapazitiat des Modells gibt, fiir die der
Testfehler minimal wird. Diese Theorie wird in Abbildung 1.5 veranschaulicht. In der Abbildung wird
deutlich, dass sowohl der Trainings- als auch der Testfehler hoch sind, wenn das Modell zu einfach ist. Dies
ist darin begriindet, dass das Modell bei einer geringen Kapazitét zu simpel ist, um die Struktur der Daten
zu erkennen. Ist die Kapazitat des Modells jedoch zu hoch, so passt es sich zu stark an die Trainingsdaten an,
was zu einem geringen Trainingsfehler fiihrt. Da es jedoch die zugrunde liegende Struktur der Daten nicht
gelernt hat und stattdessen etwaiges Rauschen in den Daten mitlernt, erzielt es eine schlechte Leistung
auf den Testdaten (Gyorfi et al. (2002)). Dieses Problem wird als Uberanpassung (englisch: overfitting)
bezeichnet. Um dies zu vermeiden, verwenden viele Ansatze eine sogenannte Regularisierung (Goodfellow
et al. (2016)). Fiir einen Uberblick iiber verschiedene Regularisierungsmethoden siehe Kukac¢ka et al.
(2017).

Unteranpassung Uberanpassung

——  Testfehler

Fehler

— Trainingsfehler

Kapazitat des Modells

Abbildung 1.5: Klassische U-férmige Risikokurve
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In den letzten Jahren zeigte sich allerdings in der Praxis, dass neuronale Netze mit einer sehr gro3en Anzahl
von Gewichten herausragende Ergebnisse erzielen knnen. So hat zum Beispiel eines der leistungsfahigsten
Sprachprogramme, ChatGPT-3, eine Anzahl von 175 Milliarden Gewichten (Kalyan (2024)). Auch BERT-
Large von Google, ein ebenfalls sehr leistungsfahiges Sprachmodell, verfiigt iber 340 Millionen Gewichte
(Devlin et al. (2019)). Zudem verfiigt das Text-zu-Bild-Modell DALL-E-2 mit 3,5 Milliarden Gewichten
iiber eine beachtliche Komplexitat (Hunt (2023)).

Enthélt ein neuronales Netz eine gro3e Anzahl an Gewichten, das heil3t, ist die Anzahl der Gewichte
in dem Modell wesentlich grof3er als die Anzahl der Trainingsdaten, so bezeichnen wir dieses Netz als
iiberparametrisiert (englisch: over-parametrized).

Belkin et al. (2019) konnten die klassische Theorie mit den neuen Erkenntnissen aus praktischen An-
wendungen vereinen. Sie identifizierten ein Muster, welches die Abhangigkeit der Modellleistung von der
Modellkapazitét darstellt. Dieses Muster wird durch die sogenannte Double Descent Curve in Abbildung 1.6
veranschaulicht. Sie beschreibt das Phdnomen, bei dem der Testfehler nach einem anfanglichen Anstieg
mit zunehmender Modellkomplexitdt wieder abnimmt, wenn das Modell in den {iberparametrisierten
Bereich eintritt. Das bedeutet, dass das Modell, trotz der hohen Kapazitidt und dem damit sehr kleinen
Trainingsfehler, eine prézise Vorhersage neuer Daten liefern kann. Aus theoretischer Sicht konnte allerdings
noch nicht gezeigt werden, warum dies geschieht.

,Klassisches“ Regime ,Modernes“ Regime
A :

Unteranpassung Uberanpassung§ Uberparametrisiert

——  Testfehler

Fehler

— Trainingsfehler

Kapazitédt des Modells

Abbildung 1.6: Double Descent Curve

Dieses Phdnomen veranlasst uns, iiberparametrisierte neuronale Netze genauer zu untersuchen. Dafiir
werden wir diese in dem zuvor vorgestellten statistischen Kontext der nichtparametrischen Regression
betrachten. Um fiir iiberparametrisierte neuronale Netze ein Schitzverfahren zu definieren, werden wir im
folgenden Abschnitt den Gradientenabstieg als zentrale genauer Lernmethode betrachten.

1.4 Gradientenabstieg

In diesem Abschnitt werden wir uns naher damit befassen, wie neuronale Netze lernen, beziehungsweise
wie sie trainiert werden. Das Training eines neuronalen Netzes besteht im Wesentlichen in der Modifizierung
seiner Gewichte. Wie bereits in Abschnitt 1.3 erwéhnt, bestimmen diese Gewichte, wie die Eingaben im
Netzwerk verarbeitet werden und welche Ausgabe erzeugt wird.
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Machine-Learning-Algorithmen kénnen grundsatzlich in drei Kategorien eingeteilt werden:
Uberwachtes Lernen (englisch: supervised learning), Uniiberwachtes Lernen (englisch: unsupervised learning)
und Verstdrkendes Lernen (englisch: reinforcement learning).

Regressionsprobleme gehoren zum Bereich des iiberwachten Lernens. Aus diesem Grund werden wir
uns im Folgenden eingehender mit diesem Themenfeld beschiftigen. Fiir einen tieferen Einblick in das
uniiberwachte und verstarkende Lernen verweisen wir auf Goodfellow et al. (2016).

Beim {iberwachten Lernen wird ein Datensatz verwendet, in dem die beobachteten Werte der abhéngigen
Variable bereits in den Trainingsdaten enthalten sind. Diese Daten dienen zur Anpassung der Gewichte des
neuronalen Netzes. Das Ziel des Lernprozesses besteht darin, die Gewichte des Netzes so zu optimieren, dass
die Vorhersage des Modells moglichst mit den tatsdchlichen Werten der abhéngigen Variable iibereinstimmt.
Um dies zu erreichen, wird der Datensatz in zwei Teile aufgeteilt: einen Trainings- und einen Testdatensatz.
Der Trainingsdatensatz dient dazu, das neuronale Netz zu trainieren und die optimalen Gewichte zu
ermitteln. Mit dem Testdatensatz wird anschlieend die Generalisierungsfahigkeit des Netzes tiberpriift.

Einer der bekanntesten und in praktischen Anwendungen weitverbreiteten Algorithmen im Bereich des
iiberwachten Lernens ist der sogenannte Gradientenabstieg. Das Ziel dieses Algorithmus ist es, die soge-
nannte Verlustfunktion fiir einen gegebenen Datensatz (X1,Y}),. .., (X,,Y,) € R? x R zu minimieren. Die
Verlustfunktion wird fiir eine Klasse von Funktionen fy : R — R definiert, welche unsere neuronalen
Netze darstellen, sowie eine Giitefunktion ¢ : R x R — [0, oo, welche den Output der Funktion fy, mit den
Werten der abhédngigen Variablen Y beziiglich der Eingabe X, vergleicht. Die Verlustfunktion ist gegeben
durch

n

Lw) = 3 el fwl(X.), Vo).

s=1

Im Kontext der nichtparametrischen Regression ist die géangigste Wahl fiir die Verlustfunktion das empirische
L2 -Risiko

Fuw) = 3" [ fuw(Xe) = YiP?.
s=1

Gesucht sind nun die Gewichte, die die Verlustfunktion minimieren.

Um das Minimierungsproblem
min F,(w)
w

algorithmisch zu losen, wird in der Praxis tiberwiegend das Gradientenabstiegsverfahren, auch Gradienten-
abstieg genannt, verwendet. Die Grundidee hierbei ist, dass man sich von einer Startposition ausgehend
immer in die Richtung des steilsten Abstiegs bewegt. Dabei ist der steilste Abstieg gerade der negative
Gradient der Verlustfunktion. Auf diese Weise werden die neuen Gewichte des neuronalen Netzes bestimmt.
Formal ausgedriickt, ergeben sich die neuen Gewichte in Iteration ¢ + 1 durch

wtt) = w® — XV F,(w®).

Die sogenannte Schrittweite A gibt die Grof3e der Schritte im Verfahren an. Die Gradientenschritte werden so
lange durchgefiihrt, bis ein Abbruchkriterium erreicht ist. In der Praxis wird héufig eine vorher festgelegte
Anzahl an Gradientenschritten verwendet oder das Verfahren wird abgebrochen, falls die Anderung der
Verlustfunktion zwischen zwei Iterationen unter einen bestimmten Schwellenwert fallt.
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Die Berechnung des Gradienten

Um die Gewichte eines neuronalen Netzes anzupassen, benotigen wir die partiellen Ableitung der Verlust-
funktion beziiglich jedes einzelnen Gewichts. Dieser Gradient kann mithilfe des Backpropagation-Verfahrens,
das auf den Artikel von Rumelhart et al. (1986) zuriickgeht, analytisch berechnet werden.

Fiir die Berechnung des Gradienten der Verlustfunktion nehmen wir im Folgenden an, dass die Aktivie-
rungsfunktion differenzierbar oder wenigstens subdifferenzierbar ist. Ziel des Backpropagation-Verfahrens
ist es, die partiellen Ableitungen der Verlustfunktion F;, beziiglich aller Gewichte zu berechnen. Erinnern
wir uns hierfiir daran, dass die Ausgabe des neuronalen Netzes durch

kr,
Fo(x) =Y wl - f ) + wiy

=1

gegeben ist und die Ausgabe von Neuron i in der /-ten verdeckten Schicht eines neuronalen Netzes fiir
l=1,...,Ldurch
ki1

f&f)z(x) =0 Z ng*l) . f‘g;l)(x) + wz(f(;l)
j=1

Die Ausgabe eines Neurons vor Anwendung der Aktivierungsfunktion o bezeichnen wir mit

ki—1
l -1 [—1 -1
2 =S Y Y )+l Y,

j=1

wobei fv(g )j(x) = 2\ ist. Wir fassen die Ausgaben der einzelnen Neuronen und die Ausgaben vor Anwen-

dung der Aktivierungsfunktion jeweils in einem Vektor f‘g) = ( fv(j?l (x),.-., ‘Ej)kz (x)> beziehungsweise

2 = (zy)(x), . ,z,(cll) (x)) zusammen. Die Verlustfunktion definieren wir durch

mit 75(W) = | fw(xs) — ys|*.
Aufgrund der Linearitit der Ableitung geniigt es, die partielle Ableitung von rs(w) fiir s = 1, ..., n beziiglich

des Gewichtsvektors w zu bestimmen. Hierfiir bendtigen wir 5,(;) = Ors(w)/ 8z,g) firl =1,...,L + 1.
) 0

. l . . . .
auf den Werten von z; ' sowie f‘fv)i der vorherigen Schichten basiert, miissen

Da die Berechnung von (5,(;

die Netze zuerst vorwidrts (englisch: forwards) durchlaufen werden, um 2 figr | = 1,..., L+ 1 sowie fy

i
beziehungsweise fv(j)i fir i =1,..., L zu berechnen. In einem zweiten Schritt miissen die Netze riickwdrts

(englisch: backwards) durchlaufen werden, um oW fiir{ = 1,..., L + 1 zu bestimmen.
Um nun 5,(;) firl = 1,...,L + 1 zu bestimmen, starten wir mit der Ausgabeschicht des Netzes. Wir

(L+1)
1

bestimmen § , indem wir die korrekte Ausgabe y; mit der Ausgabe des Netzes fw(x;) vergleichen.

Damit ergibt sich

s _ Ors(w) _ Ors(w)

1 - 82§L+1) - 8fw (fW(XS) - yS)
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Zudem ist
g = Oree) _ Ono) BT 1) (o)
Oz, 02, 0z, ’
Nun kénnen wir die Terme 5,(;) firl=1,...,L — 1 durch 5,(!“) ausdriicken. Daher erhalten wir
orgs(w f ors(w 82(-l+1) hi
= asziﬁl)) - ; 3Zj<l(+1>) | ajz,ﬁw - ;5§'l+1) iy o ()

Aus diesen Termen ergeben sich die partiellen Ableitungen der Gewichte in der Ausgabeschicht wie folgt

Org(w) _ Org(w) B ) = 6L D) () und Ors(w) _ Ors(w) _ 5D,

o) Ofw : ’ owl — Ofw
Die partiellen Ableitungen in den Schichten ! = 1,..., L — 1 ergeben sich aufgrund der Tatsache, dass
az(l+1)
ow, .
ist durch
k (1+1) k (14+1)
Ors(w) _ f 8TS(W) . 8Zj _ 5(l+1) . f(l)k(x) und 67’5(W) _ . Irs(w) . 8Zj _ 5'(1“’1)‘
3w§7l,)€ = 32](l+1) 8w(f) ’ he aw%) Jj=1 azj(lH) awz(,lg l

Auf diese Weise liefert das Backpropagation-Verfahren die partielle Ableitung der Verlustfunktion fiir jedes
einzelne Gewicht.

Bei einem grof3en Stichprobenumfang n und einer grofsen Anzahl von Gewichten kann die Berechnung
des Gradienten so zeitaufwendig werden, dass ein Computer nicht mehr in der Lage ist, diese in einem
angemessenen Zeitraum durchzufiihren. Aus diesem Grund wird in der Praxis haufig auf den sogenannten
stochastischen Gradientenabstieg zuriickgegriffen. Bei diesem basiert die Berechnung des Gradienten auf
einer einzelnen Stichprobe (X;,Y;) oder auf einer zufélligen Stichprobe (X;(1), Yj1)), - - (Xi(s), Yi(s))-
Somit reduziert sich der Rechenaufwand bei dieser Variante des Gradientenabstiegs deutlich.

Der Gradientenabstieg findet nicht notwendigerweise ein globales Minimum. In den meisten Féllen konver-
giert lediglich eine Teilfolge der Gewichte w(*) gegen einen stationiren Punkt der Zielfunktion, der hiufig
nur ein lokales Minimum ist. Die Konvergenz des Gradientenabstiegs zu einem globalen Minimum kann nur
garantiert werden, wenn die Zielfunktion konvex ist (siehe Ulbrich und Ulbrich (2012)). In Choromanska
et al. (2015) wurde jedoch mithilfe der Random-Matrix-Theory empirisch belegt, dass das empirische
Ls-Risiko lokaler Minima oft nicht wesentlich grofer ist als das globaler Minima. Dies konnte fiir neuronale
Netze mit speziellen Aktivierungsfunktionen in Arora et al. (2019), Kawaguchi (2016) und Du und Lee
(2018) bestatigt werden. Diese Arbeiten untersuchten den Gradientenabstieg fiir neuronale Netze mit
linearen sowie quadratischen Aktivierungsfunktionen und zeigten, dass diese Netzwerke trotz zahlreicher
lokaler Minima oft Losungen finden, deren L,-Risiko nahe am globalen Minimum liegt.

Da iiberparametrisierte neuronale Netze, die durch den Gradientenabstieg trainiert werden, zunehmend
an Bedeutung gewinnen, wollen wir in dieser Arbeit die Kombination aus Uberparametrisierung und
Gradientenabstieg aus statistischer Perspektive naher untersuchen.
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In den folgenden beiden Abschnitten werden wir zunachst die bestehende Literatur zur statistischen
Theorie tiefer neuronaler Netze vorstellen und anschliefend auf unsere Forschungsergebnisse eingehen,
die einen wichtigen Beitrag zum Verstandnis des Erfolgs von iiberparametrisierten Netzen, die durch den
Gradientenabstieg trainiert werden, leisten. Die im Rahmen dieser Arbeit erzielten Resultate lassen sich
hierbei in zwei Bereiche aufteilen, die jeweils in Abschnitt 1.5 und Abschnitt 1.6 vorgestellt werden.

1.5 Konvergenzverhalten iiberparametrisierter tiefer
Neuronale-Netze-Schatzer trainiert durch Gradientenabstieg

In der Literatur gibt es bereits eine Reihe wichtiger Forschungsergebnisse zu Neuronale-Netze-Schétzern. So
konnte Barron (1994) zeigen, dass Kleinste-Quadrate-Neuronale-Netze-Schétzer eine Konvergenzgeschwin-
digkeit von n~1/2 erreichen kénnen, vorausgesetzt, die Fourier-Transformierte der Regressionsfunktion
hat ein endliches erstes Moment. Dieses Resultat wurde von Kohler und Krzyzak (2005) erweitert, in-
dem sie nachwiesen, dass Neuronale-Netze-Schéitzer mit zwei verdeckten Schichten fiir (p, C)-glatte
Regressionsfunktionen mit p < 1 die optimale Konvergenzgeschwindigkeit von n~2?/(2r+4) (bis auf einen
logarithmischen Faktor) erzielen kénnen.

Dariiber hinaus konnten Kohler und Krzyzak (2017) zeigen, dass unter der Annahme eines verallge-
meinerten hierarchischen Interaktionsmodells (siehe Definition 3) die Konvergenzgeschwindigkeit eines
geeigneten Kleinste-Quadrate-Schéatzers, der auf einem mehrschichtigen neuronalen Netz basiert, eine
dimensionsunabhingige Konvergenzgeschwindigkeit von n 2P/ (2»+4") (bis auf einen logarithmischen Term)
fiir p < 1 erreicht. Dieses Resultat wurde in Bauer und Kohler (2019) auf den Fall p > 1 verallgemeinert.

In Schmidt-Hieber (2020) konnte die gleiche Konvergenzgeschwindigkeit fiir einen Schétzer mit ReLU-
Aktivierungsfunktion, der auf einem unvollstdndig verbundenen neuronalen Netz basiert, hergeleitet
werden, sofern die Regressionsfunktion geeignete Kompositionsannahmen (siehe Abschnitt 1.2) erfiillt.
In diesem Fall ist es sogar moglich, eine dimensionsunabhéngige Konvergenzgeschwindigkeit fiir einen
Kleinste-Quadrate-Schétzer zu zeigen, der auf vollstdndig verbundenen neuronalen Netzen basiert (siehe
in Abschnitt 1.2 und Kohler und Langer (2021)). In Suzuki (2019) und Suzuki und Nitanda (2021) konnte
gezeigt werden, dass auch unter schwédcheren Annahmen an die Glattheit der Regressionsfunktion eine
Dimensionsreduktion erreicht werden kann. Zu diesem Zweck untersuchten sie tiefe neuronale Netze mit
ReLU-Aktivierungsfunktion als Schitzer fiir Funktionen in Besov-Rdumen.

Diese Resultate vernachlissigen jedoch zwei wichtige Eigenschaften, die fiir praktische Anwendungen
essentiell sind. Zum einen handelt es sich hierbei um die bereits erwihnte Uberparametrisierung eines
neuronalen Netzes. Zum anderen werden die Schitzer in der Praxis mithilfe des Gradientenabstiegs
optimiert und nicht, wie in den oben genannten Resultaten, mit der Methode der kleinsten Quadrate.
Da Gradientenverfahren jedoch nicht zwangslédufig ein globales Minimum finden, ist es in praktischen
Anwendungen selten moglich, das globale Minimum des empirischen L,-Risikos fiir eine Klasse neuronaler
Netze zu bestimmen. Stattdessen wird in der Regel nur ein lokales Minimum erreicht.

Ein fur diese Arbeit zentrales Resultat konnte in Braun et al. (2024) erzielt werden. In diesem Artikel
entwickelten die Autoren das zuvor erwahnte Resultat von Barron (1994) weiter. Sie konnten unter der
Annahme, dass die Fourier-Transformierte der Regressionsfunktion hinreichend schnell abféllt sowie einer
geeigneten Initialisierung der Startgewichte, zeigen, dass ein Neuronale-Netze-Schitzer, der durch den
Gradientenabstieg gelernt wurde, ebenfalls eine Konvergenzgeschwindigkeit von n~'/2 (bis auf einen
logarithmischen Faktor) erzielt. Durch die geeignete Wahl der inneren Gewichte und die Anpassung der
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dufderen Gewichte konnte die Methode der kleinsten Quadrate genutzt werden, um die duf3eren Gewichte
Zu optimieren.

In Kohler und Krzyzak (2022a) konnte weiter gezeigt werden, dass unter dhnlichen Voraussetzungen an
eine univariate Regressionsfunktion sowie der Verwendung des Gradientenabstiegs eine Verbesserung der
Konvergenzgeschwindigkeit auf n~2/3 fiir einen {iberparametrisierten Neuronale-Netze-Schitzer erreicht
werden kann. Zusétzlich konnte nachgewiesen werden, dass der (stochastische) Gradientenabstieg bei
iiberparametrisierten neuronalen Netzen sogar in der Lage ist, ein globales Minimum des empirischen
Ls-Risikos zu finden (Du et al. (2018), Allen-Zhu et al. (2019), Kawaguchi und Huang (2019) und Zou
et al. (2020)).

Trotz dieser bemerkenswerten Eigenschaften gibt es Hinweise darauf, dass iiberparametrisierte neuronale
Netze nicht immer gut generalisieren. So prédsentieren Kohler und Krzyzak (2021) ein Gegenbeispiel,
welches zeigt, dass liberparametrisierte neuronale Netze, die im Wesentlichen die Trainingsdaten inter-
polieren, auf neuen Daten nicht zwangslaufig gut abschneiden. Sie konnten nachweisen, dass es fiir
solche Schétzer eine Verteilung von (X,Y) gibt, fiir die der Lo-Fehler einer (p, C')-glatten Regressions-
funktion von unten beschréankt ist. Dies impliziert, dass iberparametrisierte neuronale Netze auf neuen
Daten nicht gut abschneiden, da Netzwerke, die das empirische Ly-Risiko minimieren, nicht die optimale
Minimax-Konvergenzrate bei der Schiatzung glatter Regressionsfunktionen erreichen.

In Drews und Kohler (2024) konnte jedoch gezeigt werden, dass es aus theoretischer Sicht moglich ist,
gute Schitzungen mit iiberparametrisierten neuronalen Netzen zu erzielen, wenn das Netzwerk nicht
so lange trainiert wird, bis das empirische L,-Risiko minimal wird. Diese Erkenntnis fiihrte zu einer
detaillierten Untersuchung des Konvergenzverhaltens von {iberparametrisierten Neuronale-Netze-Schétzern,
die beziiglich des empirischen Ls-Risikos mit Regularisierungsterm durch den Gradientenabstieg trainiert
wurden. Dabei konnte nachgewiesen werden, dass ein iiberparametrisierter Neuronale-Netze-Schétzer, der
durch den Gradientenabstieg gelernt wurde, die Eigenschaft der universellen Konsistenz besitzt und somit
auf neuen unabhéngigen Daten gut generalisieren kann.

In dem Resultat von Drews und Kohler (2024) wurde der verwendete Regularisierungsterm allerdings nicht
zur Beschrankung der Komplexitédt des Schitzers benotigt, sondern fiir die Analyse des Gradientenabstiegs.

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir das Resultat erweitern, indem wir nachweisen, dass der Regularisie-
rungsterm nicht notig ist, um die universelle Konsistenz des Schétzers zu erhalten. Dies bedeutet, dass
unser Schétzer trotz seiner hohen Komplexitdt in der Lage ist, das zugrunde liegende Muster in den Daten
korrekt zu erfassen und auf neue Daten zu verallgemeinern.

Universelle Konsistenz iiberparametrisierter Neuronale-Netze-Schatzer trainiert durch
Gradientenabstieg

Der Schatzer m,,, den wir in den ersten beiden Resultaten dieser Arbeit verwenden, basiert auf einem
iiberparametrisierten tiefen neuronalen Netz. Dieses ergibt sich, indem wir mehrere tiefe vollstandig
verbundene neuronale Netze parallel berechnen und ihre Ausgabeneuronen miteinander verbinden, um
die Ausgabe des finalen Netzes zu erhalten. Die Uberparametrisierung erreichen wir, indem wir eine
polynomielle Anzahl vollstindig verbundener neuronaler Netze in Abhingigkeit von der Stichprobengrofie
n verwenden. Die Werte der Gewichte im neuronalen Netz werden durch eine festgelegte Anzahl von
Gradientenschritten bestimmt, die ebenfalls von der Stichprobengrof3e n abhingt. Als Schétzer wahlen
wir dann das daraus resultierende neuronale Netz. Bevor der Gradientenabstieg angewendet werden
kann, um den Neuronale-Netze-Schitzer zu bestimmen, wird eine Startinitialisierung der Gewichte des
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Netzes benotigt. Hierfiir setzen wir die dulderen Gewichte, also die Gewichte der Ausgabeschicht, auf
0. Die iibrigen Gewichte werden unabhéngig voneinander gemaf3 einer Gleichverteilung auf geeigneten
Intervallen gewéhlt. Eine detaillierte Einfiihrung des Schéatzers m,, erfolgt in Abschnitt 2.1. Mit diesem
Schétzer erhalten wir das folgende Resultat:

Resultat I (Universelle Konsistenz eines {iberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-Schétzers trainiert
durch Gradientenabstieg). Sei o(z) = 1/(1 + exp(—=z)) die logistische Sigmoidfunktion. Wir betrachten den
liberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-Schdtzer m,, fiir ein Netzwerk mit mindestens zwei verdeckten
Schichten und 2d Neuronen in jeder Schicht. Fiir eine geeignete Anzahl von Gradientenschritten, welche von der
Grofse des beobachteten Datensatzes n abhdngt (siehe Theorem 1), und einer Schrittweite, die dem Kehrwert
der Angahl der Gradientenschritte entspricht, gilt

lim E/ M (x) — m(x)]? Px(dx) =0

n—oo

fiir jede Verteilung von (X,Y’), wobei supp(X) beschrdnkt ist sowie E {Y?} < oco.

Die universelle Konsistenz eines Schatzers ist jedoch nur ein Aspekt seiner Leistungsfahigkeit. Wie bereits in
Abschnitt 1.2 erwéhnt, ist die Konvergenzgeschwindigkeit ein weiterer wichtiger Maf3stab zur Beurteilung
der Qualitat eines Schétzers.

Konvergenzgeschwindigkeit iiberparametrisierter Neuronale-Netze-Schatzer trainiert durch
Gradientenabstieg

Um die Konvergenzgeschwindigkeit eines iiberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-Schitzers bestim-
men zu konnen, miissen wir die Klasse der Regressionsfunktionen einschréanken. Dabei konzentrieren
wir uns im Folgenden auf die Klasse der (p, C)-glatten Funktionen mit p € [1/2,1]. Fiir diese Klasse von
Regressionsfunktionen konnte in Kohler und Krzyzak (2022b) fiir einen {iberparametrisierten Neuronale-
Netze-Schitzer, der durch den Gradientenabstieg beziiglich des empirischen Ls-Risikos mit einem Regula-
risierungsterm gelernt wurde, eine Konvergenzgeschwindigkeit von n~'/(1+4)+¢ hergeleitet werden.

In dieser Arbeit wird dieses Resultat erweitert, indem wir zeigen, dass diese Konvergenzgeschwindigkeit
auch ohne Regularisierungsterm erreicht werden kann.

Resultat II (Konvergenzgeschwindigkeit eines iiberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-Schéitzers
trainiert durch Gradientenabstieg). Sei supp(X) C [0,1]¢ und E {exp (c1 - Y?)} < oo fiir eine Konstante
c1 > 0. Weiterhin sei die Regressionsfunktion m(x) eine (p, C')-glatte Funktion fiir p € [1/2,1] und C' > 0. Fiir
eine geeignete Anzahl der Gradientenschritte, welche von der GréfSe n des beobachteten Datensatzes abhdngt
(siehe Theorem 3), und einer Schrittweite, die durch den Kehrbruch der Anzahl der Gradientenschritte gegeben
ist, erhalten wir fiir einen ausreichend iiberparametrisierten Neuronale-Netze-Schdtzer m,,, dass fiir alle ¢ > 0
die Ungleichung

E/ M (x) — m(x)|* Px(dx) < cs - n-THate

fiir eine Konstante co = co(g) > 0, die von ¢ abhdngt, erfiillt ist.
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Fiir p = 1/2 liegt der Exponent dieser Konvergenzgeschwindigkeit beliebig nahe an dem der optimalen
Konvergenzrate von Stone (1982).

Gentigt die Regressionsfunktion m zudem einem Interaktionsmodell (1.4) mit p € [1/2, 1], so konnen wir
fiir diesen iiberparametrisierten Neuronale-Netze-Schétzer m,, nachweisen, dass er eine Konvergenzge-

schwindigkeit von n’ﬁ% besitzt (sieche Theorem 4). Auf diese Weise kann der Fluch der Dimensionalitét
umgangen werden.

Diese Ergebnisse sind insofern bedeutend, da sie zeigen, dass der Regularisierungsterm nicht notwendig
ist, damit ein iliberparametrisierter tiefer Neuronale-Netze-Schétzer, der durch den Gradientenabstieg
trainiert wurde, gute Ergebnisse auf neuen Daten liefern kann. Dies bietet aus theoretischer Perspektive
neue Einblicke in die Fahigkeiten iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze.

Fiir die Beweise der Resultate wird der Lo-Fehler aufgespalten, so dass Approximations-, Generalisierungs-
und Optimierungsfehler analysiert werden kénnen. Zur Untersuchung dieser Fehlerkomponenten verwen-
den wir verschiedene Ansitze.

Fiir die Analyse des Optimierungsfehlers kombinieren wir Methoden aus Braun et al. (2024) und Yehudai
und Shamir (2019). Wahrend Braun et al. (2024) die Lipschitz-Stetigkeit des empirischen L,-Risikos zur
Fehleranalyse verwenden, nutzen Yehudai und Shamir (2019) die Konvexitédt des empirischen L,-Risikos.
Durch die Kombination dieser beiden Techniken gelingt es uns, den Optimierungsfehler des empirischen
Ly-Risikos ohne Regularisierungsterm zu begrenzen (siehe Lemma 1).

Um den Generalisierungsfehler zu beschréanken, verwenden wir wie in Kohler und Krzyzak (2022b) einen
Ansatz, der in Li und Ding (2021) vorgestellt wurde. Dieser Ansatz ermoglicht es uns, die Komplexitat
iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze mithilfe einer metrischen Entropie-Schranke zu kontrollieren
(siehe Lemma 5).

Zur Analyse des Approximationsfehlers werden wir Resultate herleiten, die die guten Approximationsei-
genschaften iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze ausnutzen und zeigen, dass diese in der Lage
sind, (p, C')-glatte Funktionen gut zu approximieren.

1.6 Dimensionsreduktion durch iiberparametrisierte tiefe
Neuronale-Netze-Schatzer

Aufbauend auf dem Resultat von Kohler und Langer (2021) werden wir im Rahmen dieser Arbeit eine
Konvergenzgeschwindigkeit fiir {iberparametrisierte Neuronale-Netze-Schétzer herleiten, die durch den
Gradientenabstieg gelernt werden. Geniigt die Regressionsfunktion hierbei einem hierarchischen Komposi-
tionsmodell (siehe Definition 4), so ist diese Konvergenzgeschwindigkeit ebenfalls unabhéngig von der
Dimension der Eingabedaten d.

Fiir dieses Resultat betrachten wir einen Neuronale-Netze-Schétzer, der aus einer Linearkombination von
vollstandig verbundenen neuronalen Netzen besteht, deren Anzahl exponentiell in n wachst. Auch dieser
Schitzer wird durch den Gradientenabstieg trainiert. Hierbei projizieren wir sowohl die duf3eren als auch
die inneren Gewichte auf geeignete Intervalle und fithren eine geeignete Anzahl von Gradientenschritten
durch, die von der Gro3e des Trainingsdatensatzes n abhangt. Als Schitzer wéahlen wir dann das neuronale
Netz mit den Gewichten, die im Verlauf der Gradientenschritte das kleinste empirische L»-Risiko erreicht
haben. In Abschnitt 4.1 befindet sich eine ausfiihrlichere Beschreibung des Schatzers.
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Resultat III (Dimensionsreduktion iiberparametrisierter tiefer Neuronale-Netze-Schétzer trainiert durch
Gradientenabstieg). Sei o(z) = max{z,0} die ReLU-Aktivierungsfunktion sowie supp(X) beschrdnkt und
E {exp (c3 - Y?)} < oo fiir c3 > 0. Die Regressionsfunktion geniige einem hierarchischen Kompositionsmodell
mit geeigneten Ordnungs- und Glattheitsbedingungen P C [1,00) x N (siehe Theorem 6). Unter der Voraus-
setzung, dass die Anzahl der Gradientenschritte von der Anzahl der parallel berechneten Netze abhdngt, die
Schrittweite als Kehrwert der Anzahl der Gradientenschritte gewdhlt wird und das Netzwerk aus L,, Schichten
mit jeweils r,, Neuronen besteht, existiert eine Konstante c4 > 0, so dass

E/ Imn(x) — m(x)]? Px(dx) < ¢4 - (logn)® - max n_ IR
(p,K)eP

gilt.

Auch in diesem Beweis spielen der Optimierungs-, Approximations- und Generalisierungsfehler eine zentrale
Rolle.

Den Approximationsfehler konnen wir mithilfe des Approximationsresultats aus Kohler und Langer (2021)
abschétzen, wodurch eine Fehlerschranke fiir die Approximation einer (p, C')-glatte Funktion durch voll-
standig verbundene neuronale Netze hergeleitet werden kann. Um dieses Resultat anwenden zu konnen,
muss sichergestellt sein, dass das bestapproximierende Netzwerk auch in dem benétigten Bereich liegt.
Dies erreichen wir durch die geeignete Wahl der Startgewichte.

Das Approximationsresultat aus Kohler und Langer (2021) ist eine Erweiterung der folgenden Resultate:
Bauer und Kohler (2019) zeigten, dass fiir ein neuronales Netz mit zwei verdeckten Schichten, der
logistischen Sigmoid-Aktivierungsfunktion und einer Anzahl von W Gewichten, ein Approximationsfehler
der Ordnung W —?/¢ hergeleitet werden kann. Dieselbe Fehlerordnung konnte von Schmidt-Hieber (2020)
fiir Netzwerke mit ReLU-Aktivierungsfunktion nachgewiesen werden. Yarotsky (2017) zeigte fiir die Klasse
der Holder-stetigen Funktionen, dass diese durch sehr tiefe vollstandig verbundene neuronale Netze mit
ReLU-Aktivierungsfunktion mit einem Fehler von W 2P/ approximiert werden koénnen. Aufbauend auf
diesen Arbeiten wurde in Kohler und Langer (2021) ein Approximationsfehler der gleichen GroRenordnung
fir alle (p, C')-glatten Funktionen mit p > 1 hergeleitet.

Fiir die Betrachtung des Optimierungsfehlers verwenden wir dhnliche Techniken wie in Resultat I und
Resultat II.

Die Komplexitét eines neuronalen Netzes kann fiir die Analyse des Generalisierungsfehlers entweder im
Rahmen der klassischen Vapnik-Chervonenkis-Theorie (siehe Bartlett et al. (2019)) oder, im Fall sehr grof3er
iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze, mithilfe von Schranken fiir die Rademacher-Komplexitat
(siehe z. B. Liang et al. (2015), Golowich et al. (2018), Lin und Zhang (2019) und Wang und Ma (2023))
untersucht werden. Da wir exponentiell {iberparametrisierte tiefe neuronale Netze betrachten, verwenden
wir hier die Rademacher-Komplexitdt, um eine Schranke fiir den Generalisierungsfehler herzuleiten. Hierbei
spielt die Projektion der Gewichte im Gradientenabstieg eine wichtige Rolle und ermoglicht es uns den
Generalisierungsfehler kontrollieren zu konnen. Wie in Kohler und Langer (2021) betrachten wir ebenfalls
vollstdndig verbundene neuronale Netze. Fiir unseren Schitzer schalten wir jedoch mehrere dieser Netze
parallel, wodurch wir ein iberparametrisiertes neuronales Netz erhalten. Dies fiihrt zu einer deutlichen
VergroRerung der Komplexitit des Netzes. Uber den Ansatz der Rademacher-Komplexitit kénnen wir
dennoch eine sehr gute Konvergenzgeschwindigkeit von

__Dp
max n 2pt+K
(»,C)eP

herleiten, welche nicht von der Eingabedimension d abhangt.
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1.7 Notation

In diesem Abschnitt wird eine detaillierte Ubersicht iiber die Symbole und Bezeichnungen gegeben, die
in der vorliegenden Arbeit verwendet werden. Die verwendeten Symbole werden vorgestellt und kurz
erliutert, um einen Uberblick iiber die Notationen zu geben. In Tabelle 1.1 sind alle wichtigen Abkiirzungen
mit ihren zugehorigen Bedeutungen aufgelistet.

Symbol Bedeutung
N Menge der natiirlichen Zahlen
Ny Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0
R Menge der reellen Zahlen
R* Menge der positiven reellen Zahlen
RS Menge der positiven reellen Zahlen inklusive 0
Px Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen X
E Erwartungswert
arg min, p f(x) Bezeichnet das Argument x, fiir das die Funktion f : R* — R ihr Minimum

auf der Menge D annimmt (sofern das Minimum minyep f(x) existiert)
I3 Multiindex € = (£1,&2,...,&4), wobei §; € Ny fiiri =1,...,d
¢! Fakultiat des Multiindex: £! = &;!- &!--- &,!
x¢ Potenzprodukt: x¢ = (z(D)&1 . (z@)é ... (z(D)& fiir x € RY
s f Partielle Ableitung der Funktion f : R? — R: 9 f(x) = % (x)
[Ix|| Euklidische Norm des Vektors x € RY
llx||1 1-Norm des Vektors x € R?
[1%| 0o Supremumsnorm des Vektors x € R?
I1f oo Supremumsnorm sup,g« | f(x)| einer Funktion f : RY — R
| £l 4,00 Supremumsnorm supy¢ 4 | f(x)| einer Funktion f : A — R auf A C R?
Il fllcaca C9-Norm einer Funktion f : A — R, wobei A C R%

max {[|0°flloc,a : €]l < g, & € N}
fog Komposition zweier Funktionen f und g
log(-) Logarithmus zur Basis e
[2] Aufrundungsfunktion: [z] = min{n € Z : n > z}
|z] Abrundungsfunktion: |z| = max{n € Z: n < z}

1, fallsxe A
Ta(") Indikatorfunktion einer Menge A C R%: 1 4(x) = amsx
0, sonst
Tsz Stutzungsfunktion fiir z € R auf Hohe 5 > 0 :
z, falls —g<z<p
Thz =
B -sgn(z), falls|z|>p

x7 Sequenz von n Vektoren x1, . .., x, mit x} = (x1,...,X,), wobei x; € RY fiir

allei=1,...,n
Ci Positive Konstante ¢; mit ¢ € N zur Unterscheidung

Tabelle 1.1: Notationsverzeichnis
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2 Zur universellen Konsistenz von
uberparametrisierten tiefen
Neuronale-Netze-Schatzern

In diesem Kapitel werden wir die universelle Konsistenz eines iiberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-
Schétzers, der durch den Gradientenabstieg gelernt wurde, nachweisen.

Zu Beginn des Kapitels fithren wir den Neuronale-Netze-Schitzer ein, dessen spezielle Topologie fiir die
spatere Analyse von Bedeutung ist. Im zweiten Abschnitt prasentieren wir das Resultat zur universellen Kon-
sistenz des liberparametrisierten Neuronale-Netze-Schétzers. Fiir den Nachweis der Konsistenz benétigen
wir Ergebnisse aus den Bereichen Optimierung, Generalisierung und Approximation.

In Unterabschnitt 2.2.1 werden wir die Resultate fiir den Optimierungsfehler priasentieren. Dabei leiten
wir eine Abschétzung fiir das empirische Lo-Risiko her und zeigen, dass sowohl die inneren als auch die
dufleren Gewichte, die durch den Gradientenabstieg gelernt werden, nicht zu weit von den Startgewichten
abweichen. Zusitzlich geben wir eine Schranke fiir den Gradienten des empirischen Ls-Risikos an und
weisen die Lipschitz-Stetigkeit des Gradienten des empirischen L,-Risikos nach.

Fiir die Analyse des Generalisierungsfehlers schiatzen wir die Komplexitédt des Funktionsraums der iiberpa-
rametrisierten neuronalen Netze mithilfe der sogenannten Uberdeckungszahl ab. Diese wird durch eine in
Unterabschnitt 2.2.2 hergeleitete obere Schranke begrenzt.

In Unterabschnitt 2.2.3 zeigen wir, dass iberparametrisierte neuronale Netze in der Lage sind, beschrénkte
Lipschitz-stetige Funktionen gut anzundhern. Dadurch lésst sich der Approximationsfehler kontrollieren.

Zum Abschluss des Kapitels kombinieren wir die verschiedenen Resultate, um zu beweisen, dass der betrach-
tete liberparametrisierte tiefe Neuronale-Netze-Schétzer fiir jede Verteilung von (X, Y') mit beschranktem
supp(X) bei wachsender Stichprobengrol3e n gegen die Regressionsfunktion konvergiert.

2.1 Einfiihrung des Neuronale-Netze-Schatzers

Fiir die Definition des Schatzers, benotigen wir eine Aktivierungsfunktion. Bei diesem Schétzer féllt unsere
Wahl auf die logistische Sigmoidfunktion o(z) = 1/(1 + exp(—z)). Fiir die Topologie des neuronalen Netzes
verwenden wir mehrere der in Abschnitt 1.3 beschriebenen, vollstdndig verbundenen neuronalen Netze,
fiihren deren Berechnungen parallel aus und bilden abschlieend eine Linearkombination ihrer Ausgaben.
Eine beispielhafte Darstellung eines solchen Netzes mit zwei verdeckten Schichten und drei Neuronen pro
Schicht ist in Abbildung 2.1 zu finden.
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Eingabe Vollsténdig verbundene Netzwerke Ausgabe

Abbildung 2.1: Neuronales Netz, bestehend aus parallel berechneten, vollstandig verbundenen Netzen

Formal lésst sich die Ausgabe des Netzes durch

Kn
For) = 3wy s () 2.1
k=1
darstellen, wobei die Gewichte wgﬁ{l, . ,wiLl) € Rsind. Die vollstdndig verbundenen neuronalen Netze
fV(VL/,)f 1 sind rekursiv durch
l - -1 -1 -1
R =0 | Suils) - fup o) + iy 2.2)
j=1
mit Gewichten wl(fi_é), cey w,(gli_rl,) eRfiiri=2,...,L und
1 N ; 0
fkab) =0 [ Sl -+ wl), (2.3)
j=1
mit Gewichten w,(COi) 0> ,w,(coi) 4 € R definiert.

Mit f‘g)k ,(x) wird das i-te Neuron aus der [-ten verdeckten Schicht bezeichnet. Der Index £ gibt an, in

welchem der K, vollstdndig verbundenen neuronalen Netze wir uns befinden. Mit w,(f)i ; wird das Gewicht
im k-ten vollstdndig verbundenen neuronalen Netz zwischen Neuron j in der (I — 1)-ten und Neuron i in

der [-ten verdeckten Schicht bezeichnet.

Die Uberparametrisierung des Netzwerks wird durch die geeignete Wahl von K., also der Anzahl von
parallel berechneten vollstdndig verbundenen neuronalen Netzen, in Theorem 1 erzeugt.

Den Schétzer erhalten wir, indem wir die Gewichte mithilfe des Gradientenabstiegs trainieren. Hierfiir
wird der Gewichtsvektor w(?) = ((w(o))g)l. )kjij Wie folgt initialisiert: Die Gewichte der Ausgabeschicht
werden auf 0 gesetzt, das bedeutet

(W =0 firk=1,... K, (2.4)
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Die anderen Komponenten des Vektors w(?) werden derart gewihlt, dass diese unabhingig sind. Die Gewich-
te (w®)¥ ; fir 1 e {l,...,L — 1} werden zudem gleichverteilt aus dem Intervall

—20d - (logn)~,20d - (logn ewahlt, wahrend die Gewichte der ersten Schicht (w - . gleichverteilt
d- (logn)2,20d - (log n)?] gewihlt, wihrend die Gewichte d Schicht (w(®)}") . gleichverteil
aus dem Intervall [-8d - (logn)? - n”,8d - (logn)? - n™] fiir ein festes 7 > 0 stammen.

Durch den Gradientenabstieg wird eine Folge von Gewichten w*) fiir ¢ = 1, ..., ¢, berechnet. Die Anzahl
der Schritte des Gradientenabstiegs t,, hédngt von der Grof3e n des Stichprobenumfangs D,, ab und wird in
Theorem 1 gewdhlt. Wie im Abschnitt 1.4 bereits erlautert, erfolgt die Aktualisierung der Gewichtsvektoren
durch

w ) = wt) — X (VwF,)(wh).

Die Verlustfunktion ist hierbei durch das empirische Lo-Risiko beziiglich des Netzes fy, auf den Trainings-
daten gegeben, das heif3t

Fuw) = 3" [fuw(Xe) = YiP?.
s=1

Fiir die Schrittweite verwenden wir den Kehrwert der Anzahl der Gradientenschritte, also

Als Schatzer wihlen wir dann das neuronale Netz mit den Gewichten, die sich nach ¢,, Gradientenschritten
ergeben, wobei wir die Ausgabe des Netzes auf das Intervall [— 3, (,] beschrdnken. Der Schétzer ist fiir
Bn = ¢5 - logn gegeben durch

M (x) =T, fytn) (X)- (2.5)

2.2 Universelle Konsistenz des Schatzers

Das folgende Theorem zeigt die universelle Konsistenz eines iiberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-
Schétzers, der mittels Gradientenabstieg trainiert wird. Es weist nach, dass der Schitzer unter geeigneten
Voraussetzungen und bei wachsender Stichprobengroe n fiir jede Verteilung von (X,Y) gegen die
Regressionsfunktion konvergiert, sofern supp(X) beschrankt ist.

Theorem 1. Sei o(z) = 1/(1 + exp(—=z)) die logistische Sigmoidfunktion. Seien weiter K, L,r,t, € N mit
L >2undr > 2dsowie 7 € R" mit 7 = 1/(d + 1). Zudem gelte

K,
. —0 (n — o0) (2.6)
fiir ein k > 0 und
K,
g 0 (n — 00). (2.7)

Der Neuronale-Netze-Schdtzer m,,(x) sei definiert wie in (2.5) mit

Bn = c5-logn
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sowie

Ap = ti und t, = [cg- Cy| (2.8)

n

fiir eine Konstante cg > 2, wobei C,, > 0 gegeben ist durch
Cp > [?2/2 - (log n)5L 5,

Dann konvergiert

E/ I (x) — m(x)[*Px (dx) — 0 (n — o0)

iir jede Verteilung von (X,Y), deren supp(X) beschrdnkt ist und fiir die EY? < oo gilt.
J 8 4

Das Theorem zeigt, dass die Verwendung des empirischen Ly-Risikos mit einer geeigneten Anzahl von
Gradientenschritten und einer geeigneten Schrittweite eine gute Generalisierung auf neuen, unabhingigen
Daten liefert. Die Voraussetzung (2.7) stellt hierbei sicher, dass das neuronale Netz {iberparametrisiert ist.

Der Beweis von Theorem 1 (siehe Unterabschnitt 2.2.4) basiert darauf, dass sich die inneren Gewichte
wiahrend des Gradientenabstiegs nur geringfiigig dndern und der Gradientenabstieg in der Lage ist,
geeignete Werte fiir die dulderen Gewichte des Netzes zu bestimmen. Die inneren Gewichte werden mit
hoher Wahrscheinlichkeit so gewahlt, dass geeignete Werte fiir die &uleren Gewichte existieren, fiir die
das entsprechende neuronale Netz ein geringes empirisches Lo-Risiko erzielt. Der Beweis besteht dabei aus
drei wichtigen Aspekten:

Zunichst widmen wir uns der Analyse des Optimierungsfehlers. Dafiir verwenden wir eine Methode, die
sowohl die Lipschitz-Stetigkeit des Gradienten des empirischen Ls-Risikos als auch die Konvexitat des
empirischen Lo-Risikos ausnutzt (siehe Lemma 1).

Um den Generalisierungsfehler des Schétzers kontrollieren zu konnen, benétigen wir eine Aussage iiber
die Komplexitit des Funktionsraums der {iberparametrisierten neuronalen Netze, welche wir in Lemma 5
herleiten werden.

Fiir die Analyse des Approximationfehlers haben wir die gute Approximationseigenschaft eines tiefen,
vollstdndig verbundenen neuronalen Netzes fiir die Indikatorfunktion ausgenutzt. Dariiber hinaus konnten
wir unter geeigneten Bedingungen fiir die Gewichte des Netzes die Beschranktheit des iiberparametrisierten
neuronalen Netzes nachweisen. Die Kombination dieser beiden Eigenschaften fiihrt zu einer insgesamt
guten Approximationseigenschaft des iiberparametrisierten tiefen neuronalen Netzes (siche Lemma 9).

2.2.1 Analyse des Gradientenabstiegs

Das erste Lemma ermdglicht es uns, den Gradientenabstieg zu analysieren und zeigt zudem, dass die
Gewichte wahrend des Trainingsprozesses nahe an ihren Startwerten bleiben.

Lemma 1. Seien dy,ds € N. Sei (ug, vo) € R% x R% ynd sei F : R® x R% — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Wir definieren im Folgenden die Menge A durch

A= {(u,v) eRM x R% : ||(u,v) — (ug, vo)|| < 2'\/F(T7VO)+1}~
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Des Weiteren sei
u— F(u,v)

fiir alle v € R% konvex. Fiir C,,, D,, > 0 gelten die folgenden Bedingungen
(V) ) (w, v) || < G
fiir alle (u,v) € A,
(V) (a1, vi) = (Vv F)(uz, vo)|| < Cp - [[(u1, vi) — (uz, vao)||
fiir alle (uy,vy), (uz, ve) € A sowie
[F(u,v) = F(u*, vo)| < Dy - [u”[] - [|v = ol
fiir ein u* € R% und alle v € {G IV = voll < /2 F(uo,vo)}.

Zudem sei t,, € N sowie
ty, > C, und Ap = —.

Firt=0,1,...,t, — 1 setzen wir
W1 = — Ay (VaF) (g, vi),

Vil = Vi — )\n . (VVF) (ut, Vt).
Dann gilt fiir u* aus (2.11) die folgende Ungleichung

F(uy,,v,) < F(u*,vo) + Dy - ||u*]| - /2 - F(ug, vo) + 5 "
n

Unabhdngig davon, ob die Bedingung (2.11) erfiillt ist, erhalten wir
luy —ug|| < /2 F(up,vp) und |vi—vol <2 F(ug,vo)

fiirallet =0,1,..., ¢,

Beweis. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

= ol tn—1
1 n 1 n ||u*_u0H2 1 n )
4 2 Flusve) s o= 0 P, A |[(VaF) (u,
tn tZ:; (ug, vy) < th tzzg (u*,vy) + 5 + 51, tz:; n |(VuF) (ug, ve)|]

gilt. Aus der Konvexitdt der Funktion u — F'(u,v;) ergibt sich

F(ut,vt) - F(u*,Vt)
< (VuF) (v, w — )

1 *
=3 -2 (Ap - (Vo) (ug, ve),up —u®)
1
=30 (=llag = u* = A - (Vo) (ug, vo) [ + [[ag — 0| + [ An - (Vo F) (g, ve)[|?)

o — ol Fluo,vo)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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1

= 5 (Flue =P+ o = a7 X5 [(VuF) (a, v)|7)

Zusammen mit der Wahl der Schrittweite \,, = % folgt hieraus

| tal tn—1
tf F ut,vt - Z F u” Vt
| tal
= (F(ug, ve) — F(u*,vy))
" =0
- tn—1
1 < 1 * * 1 \ A
=i 2N\, (—lhapgr — a*[* + [lug — u*|?) + t Z ?n N (VuF) (g, vo) [
[C— n —)
| taml tn—1
=5 0 (= = s — w)?) 4+ 5 Z Mo | (VaF) (ar, v P
=0 "
tn—1
[uo —U*HZ \ 2
< An .
=3 "1 tn Z R

Damit erhalten wir Ungleichung (2.12).
Im zweiten Schritt des Beweises zeigen wir, dass aus
H(v(u,v)F) ((llt,Vt) + 7 (Wg1, vir1) — (llt,Vt))) - (V(u,v)F) (utth)H
< Cn -7+ (W1, vigr) — (ug, vi) |

fir alle 7 € [0, 1] folgt, dass

1 1
F(u1, vigr) = Fug, vi) < =5 A (Vo) (o vo) 2 = 5 - A [V F) (g, vo) |2

gilt.

Hierfiir definieren wir eine stetig differenzierbare Funktion H : [0, 1] — R mit

H(r) = F((ug, ve) + 7 (011, Vi) — (wg, v4)) ).

(2.13)

Aufgrund von Annahme (2.13) erhalten wir durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1
F(ut+1,vt+1) - F(ut,vt) = H(].) - H(O) = /0 H/(T)d’T

1
:/0 (Vi F) (g, ve) +7 - (g1, vigr) = (u, ve)) ) - (g, vig1) — (ug, ve) ) dr

1
:/O ((V(u,v)F) (g, ve) + 7+ (g1, Vigr) — (W, ve)) ) — (v(u,v)F)(utth)>

‘((ut+1, virr) — (g, Vt))dT

1
/ (V) F) (g, ve) - (g1, vig1) = (ug, ve))dr

/ H (u,v) utvvt) +7- ((ut+1,Vt+1) - (ut’vt))) - (v(u,v)F)(ut7vt)H
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(a1, vipr) — (ug, ve)||dr
+ (v(u,v)F) (ug, v¢) - ((ut+1,Vt+1) - (ut7Vt))

1
< / Cr - 7 (g1, Ver1) — (e, vo)[Id7 + (Vg F) (ug, ve) - ((Weg1, vig1) — (ug, ve))
0
1
=35 Cr - (g1, virr) — (e, vo) 1> + (Vi F) (ae ve) - (Wi, virr) — (ag, ve)).
Die Vorschrift des Gradientenverfahrens zusammen mit der Tatsache, dass die Schrittweite

1 1
- <
An th — Ch
ist, liefert
1
5 Cr - (a1, vigr) — (g, ve)||* + (Vi F) (ug, ve) - ((wegr, vigr) — (ug, vy))

= 1 Cr - (M-I uF)(utth)H2 + A0 [ (Vo F) (u, vi)[I?) = An - || (VuF) (g, vo) |12
—)\ (V) (g, v ||

1 1
= (2 -1 An V F (ut,Vt)H + <2 Cn . )‘n — 1> . )\n . H (VVF) (ut,vt)HQ
1 1

IN
|
\

An [ (VaF) (g, ve) |2 —3 M NV F) (ue, ve) |

Im dritten Schritt des Beweises zeigen wir, dass die Ungleichung
1 2 1 2
F(ug,vi) = F(ug, vo) < =5 - A [(VaF) (10, vo) [ = 5 - An - [ (Ve F) (w0, vo) |

gilt. Um diese Ungleichung zu belegen, werden wir nachweisen, dass Ungleichung (2.13) aus dem zweiten
Beweisschritt fiir ¢ = 0 erfiillt ist.

Da (ug, vo) € A folgt aus Voraussetzung (2.9), dass
[(V () F) (w0, vo)|| < C,

erfiillt ist. Dies impliziert fiir jedes 7 € [0, 1] zusammen mit der Vorschrift des Gradientenverfahrens und
A < Ci, dass

[[(ug, vo) + 7 - ((u1, v1) — (uo, vo)) — (ug, vo)|| < 7 [An - (Viuw)F(uo,v0)) [| < An-Cp <1

gilt, woraus

(ug, vo) + 7 - ((u1, v1) — (uo, vo)) € A
folgt. Somit konnen wir aus Voraussetzung (2.10) folgern, dass Ungleichung (2.13) aus dem zweiten
Beweisschritt fiir ¢ = 0 erfiillt ist, denn

| (Vuw F) (a0, vo) + 7 - ((u1,v1) = (u0,v0)) ) = (Vuw)F) (o, vo)|| < Cr - 7 - || (g, vi) — (ug, vo)||.

Wenden wir darauf nun die Behauptung aus Beweisschritt zwei fiir ¢ = 0 an, so erhalten wir die Aussage
des dritten Beweisschrittes.
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Im vierten Schritt des Beweises zeigen wir mittels Induktion {iber ¢ und ¢, dass
Flus,vinn) = Fluov) < 5 o [(VaF) vl = 3 A (Ve F)ov)l? - @214)
fir alle t € {0,1,...,t, — 1} gilt, und dass
lag —uoll < v/2- F(ug,vo) und vy —vol < /2 F(ap, vo) (2.15)

firallet € {0,1,...,t,} erfiillt ist.

Fiir t = 0 wurde die Aussage von (2.14) bereits im dritten Beweisschritt gezeigt, und die Ungleichungen in
(2.15) sind fiir £ = 0 direkt erfiillt. Wir nehmen nun an, dass Behauptung (2.14) fiireint € {0,1,...,t,—2}
und Behauptung (2.15) fiir eint € {0,1,...,t, — 1} erfiillt sind. Dann ist (u;;1,viy1) € A, woraus aus
Voraussetzung (2.9) die Ungleichung

1V () F) (Wi r1, vir1) || < Gy

folgt. Diese impliziert fiir alle 7 € [0,1] und ¢t € {0,...,t, — 2} die folgende Abschédtzung

(@1, vi1) + 7 (Wet2, Vir2) — (W1, Vit1)) — (1o, vo) |
< (a1, vir) = (o, vo) | 4 [[An - Viuw) F(aes1, vig) ||
< (w41, ve1) — (o, vo) || + A - Cn

< Vlu —uoll? + [[vigr — voll> + A - Ca
<2-/F(up, vo) + An - Cn

<2./F(ug,vo) + 1.

Damit ist auch (ug11, ver1) + 7 ((Wpr2, vig2) — (Wpr1, ver1)) € A. Wie im vorherigen Beweisschritt konnen
wir aus Voraussetzung (2.10) folgern, dass Ungleichung (2.13) erfiillt ist. Wegen Beweisschritt zwei folgt
hieraus

1 1
F(ugiz,vite) — F(uggr, vigr) < 5" Ao [(VaF) (@1, vir) || — 3 A (Ve E) (g, vie) ||

Daher erhalten wir mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, der Vorschrift des Gradientenverfahrens
sowie t € {0,1,...,t, — 1}, dass

i
Hu%Jrl - uOH < Z ”us—i-l — ug|
s=0

IN

i
(F+1)- ) fuse —ug?

IA
[\)
R
+
=
>

3
=
(=1

¢
<
N
!
=
(=1
w
t
£
t
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und
i
va-i-l_VOH < ZHVS-H_VS”
=0
i
< (t+1)- ZHVs—I—l_VsHZ
s=0
i
= 4| (E+1)- D A [[(VeF)(us, vs) |
s=0
i
< W25 A ) (F(us,vi) = F(Usg1,Vayn))
s=0
~ 1
< \/2‘(t+1) o F(uo, vo)
S 2- F(uO,Vo)
gelten.

Im fiinften Schritt des Beweises zeigen wir nun die Behauptung des Lemmas. Aus dem vierten Beweisschritt
folgt, dass die Funktion F' monoton fallend ist. Daher gilt

th—1
1

F(uy,,vy,) < . ; F(ug, vy).

Aus Ungleichung (2.12) aus dem ersten Beweisschritt konnen wir damit folgern, dass

tn—1
1 n
F(utn7vtn) S ? Z F(ut,Vt)
™ =0
< ! tn_lF( * ) + HU* - uOH2 tnz_l)\ )H2
e u .,V u v
S g v s to Vi
tn—1
< F(u*yv()) + g Z ]F(u*,vt) — F(u*)vo)‘
t=0
w1 A 2
+ 2 to Z An F)(ug, v (2.16)

gilt. Mit Voraussetzung (2.11) und den Ungleichungen in (2.15) aus dem vierten Schritt des Beweises
erhalten wir dann

tn—l tn—l

*Z!Fu vi) = F(u",vo)| < ZD ]| - [lve = vol|
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< Dy -|u]] - /2 F(ug, vo). (2.17)

Zudem ergibt sich mit Ungleichung (2.14) aus dem vierten Beweisschritt

t—1 tn—1
Z A [(VuF)(ug, vi)|? < 2 Z (ug, vi) = F(ugs1, vig1))
=0
S 2- F(uO,Vo). (218)

Setzen wir nun (2.17) und (2.18) in Ungleichung (2.16) ein, so erhalten wir die Aussage von Lemma 1. [J

Um Lemma 1 im Beweis von Theorem 1 anwenden zu kénnen, benotigen wir die beiden folgenden Lemmata.
Mit ihrer Hilfe konnen wir zeigen, dass die Voraussetzungen von Lemma 1 im Beweis von Theorem 1 erfiillt
sind.

Lemma 2. Sei o : R — R eine beschrdnkte und differenzierbare Funktion, deren Ableitung ebenfalls beschrdnkt
ist. Des Weiteren seien o, > 1, t, > Cy, 72 > 1, B, > 1l und d,r € N mit r > 2d. Ist zudem

W <y firk e {1, Ky}, 2.19)
|w](€l:)iyj|§Bn fﬁrle{l,...,L—l},k;e{l,,,_,[?n}, iaje{l,-.-,r} (220)

und

lw—v|?% < " max{F,(v),1} (2.21)

n

erfiillt, so gilt fiir X1, ..., X, € [~an, ay]? die Ungleichung

(VwEa) (W)l < er - K3/? - B - (77)° \/ ~max{fy(v), 1}.

Beweis. Durch die Anwendung der Kettenregel sowie der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt sich

n 2
2 O fw
vaFn(W)H2 = Z (n Z (fw(Xs) - Y:s) : (l)(Xs))
ki gl s=1 8wk,i,j
2
1 s 1« O fw
< 4 Z gZ(fw(Xs)_}/s) EZ 8w(l) ( 8)
kgl s=1 s=1 k,i,j
2
~ w 1 <&
< 4Ky L-r?-d- max %(Xs) Y (WX =Y (2.22)
ksigilss 8wk7i7j n s=1

Um die Aussage des Lemmas zu zeigen, werden wir im Folgenden die beiden letzten Faktoren beschranken.
Die partielle Ableitung des neuronalen Netzes fy, beziiglich des Gewichts w,i) ist gegeben durch

5fw 1) a I ! ! I+1
LY Y O -f(zw,a,z,t- sxk,t<x>+w,a;,0) )

(l
ow Wi 5.4 Sp42=1 sp—1=1 t=1
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d (1+1) (I+1) (I+1) (1+2)
o’ <Z wk781+27t “wokt (X) + wk,81+270> ) wk,81+3751+2
t=1
142 1+2) 1+2 L-2)
o (Z w/(f Sl+)3¢ ' ‘EVJWf <X) + wl(f,sl+)3,0> a .wliystl’SL72
t=1
(L—-2) (L-2) (L-2) (L-1)
o’ (Z Weysy ot Tweks (%) Fwig, ™ 10) "Wrspoa
t=1
_ (L—1) L—1) L—1 L
'0/< k,l,t fv(vkt (x) + 1(910)) 5,1),19’ (2.23)
t=1
wobei "
(0) 2V, fallsje{1,...,d}
fw,k‘,j(x) - { 17 falls ] -0
und

FO0x) =1 fari=1,...,L—1.

Zusammen mit den Voraussetzungen (2.19) und (2.20) ergibt sich damit

2
0
max [ 2P X)) < eoer? max{lol 1) max{ 021} B2 ()02 (2:24)
k77'7]7l75 awk‘ i j

Fiir die Abschitzung des zweiten Faktors bezeichnen wir mit f,, das neuronale Netz, welches durch die

Gewichte (v/,(j)Z j)k,i,j’l gemald (2.1)—(2.3) definiert ist. Durch eine geeignete Nulladdition folgt daraus die

Ungleichung

n

72 (fu(Xe) = Vo) S 20 Fa(v) + - S (A(KL) — ful(X0))2

s=1

Es bleibt noch zu zeigen, dass
[ fw (%) = o ()] < co - Ky - max{[lo’||5, 1} - 75 - (20 + 15 - By - an - [ W = Voo - max{|or]| oo, 1}
gilt.

Hierfiir zeigen wir im Folgenden per Induktion, dass

80 = 4 (x)

<l-ecp- maX{HU/HéO, 1}-(2r+ 1)l . BL “Qup + max ]w,(:g] - Uk”’ max{||o|lec, 1} (2.25)
4,5,5:8<L )

firle{1,...,L}, ke {l,..., Ky} und x € [—an, o] erfiillt ist.

Sei hierfiir k € {1,...,K,}. Die Funktion ¢ ist nach Voraussetzung differenzierbar und besitzt eine
beschriankte Ableitung. Damit ist o Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten ||o”||.. Wegen r > 2d
folgt daher

; 0 0
29| + ‘wl(c,i)o_vl(cz)(]

d
1) 1 0
P00 = F060| < o'l | S [wl); — ol
]_
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/ (s) (s)
< o'l @r 1) e max fufl); — ol |
fiir x € [—ay, a,)?
Angenommen, die Induktionsannahme (2.25) ist fiir ein [ — 1 mit [ € {2,..., L} erfiillt, dann ist
l !
10460 = £, )]
1-1) -1 -1
< oo ( S [k | [y 00 = 55 )

a1 -1 (-1
fv,k,] ‘ + ‘wk,z,O ~ VL0 ’)

+Z(wff13 ol |

1) I
SHU/Hoo'(V’ By L max ‘Svkj() f\(zki( )‘

(s)

k7i7j

'maX{HUHooal}>

+(r+1)- z}I;%ﬁL ’w,(fz)] —v

<1 ero - mas{o/ b, 1} 2+ 1) B o ma [wl) — ol

) 1
ij,s:s<L max{||oe, 1}

fiir x € [—a, ay).
Fiir die Differenz der Ausgaben der beiden neuronalen Netze erhalten wir damit

‘fw( )_ fv( )|

K.

Kn
- Z Z 1,1,k vkl X)
k=1

Rn K,
Zuﬁ Lk ( 1 (%) — f\(sz)1( )) + Z (wﬁ)k U§L1)k> : f\(z,Lk;),l(x)
k=1 k=1

<
= L) L - L
< K,- max_ ‘wl’lyk’ . max )f‘gv (%) — f‘(,’,il(x)‘ + K, - max ‘wuyk - vg 1)k -max{||o]|co, 1}
k=1,...,Kn k=1,. k=1,.
< cg -I?no'y;-maX{HU'Hg’o,l} (2T+1) “BL oy, W = Voo - maX{HUHOO, }. (2.26)

Mit Voraussetzung (2.21) folgt hieraus

%Z(fw(xs) 0%
o D)~ X))

gQ-Fn(v)+2-c9-K,%-(7n)2-max{ua’u Y- (2r+1)2 . B o2

8 C’f” - max{F, (v), 1}. 2.27)

< 2-Fyf

3\1\3

- max{]|o]|oc, 1}*

Setzen wir nun (2.24) und (2.27) in Ungleichung (2.22) vom Beginn des Beweises ein, so erhalten wir die
Aussage des Lemmas. O
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Lemma 3. Sei o : R — R eine beschrdnkte und differenzierbare Funktion, deren Ableitung Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante Uiip und beschrdnkt ist. Seien weiter t, € N und C,, > 0 mit t,, > C,, sowie v} > 1,

B, > 1und d,r € N mit v > 2d. Zudem sei o, > 1 und die Zufallsvariablen Xi,...,X, € [—ay,a,]%
Angenommen, es gelte

’max {(Wl)gﬁ),k’ (Wg)gﬁ)k}‘ <~r  firke{l,...,K,}, (2.28)

’max{(wl)(l) (w2) Han firle{1l,....L -1}, ke {l,....Kn}, i,je{1l,...,r} (2.29)

k7i7j ’ k7i7j

und

Tt
lwa — v < 80 max{Fp(v), 1}, (2.30)

n

dann ist die Ungleichung

~ tn
I(VwF)(wi) = (Ve Fn)(wo)|| < e - K2 - BYE - (37)7 - ) - \/C -max{F,(v),1} - [[wi — wy
erfiillt.

Beweis. Wir beginnen damit, die Norm der Differenz der Gradienten der Verlustfunktion nach oben
abzuschétzen. Durch Anwenden der Ungleichung (a — b)? < 2-a? 4 2 - b? fiir a, b € R und der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz erhalten wir

[V Fp(w1) — van(W2)H2

2 O fw 2 o 3 fw
= <n Z(fwl (Xs) — Y5) (l)l (Xs) — (n (fwa(Xs) = Y5) - (1)2 (XS)))
kyi,jl s=1 8wk,i,j s=1 awk,i,j
2
. 0 fw,
<8 - Z(fw2(XS) fW1 (XS>) ’ D) (XS)
ki gl s=1 awk,i,j
., 2
1 Ofw Ofw
+38 Z - Z(fWZ (XS) Y;) ' (l)l ( ) (1)2 ( S)
kgl s=1 awk,i,] awk,i,]
2
1 — Ofw
<8-— Z(fWQ(XS) — fwi (X4))?- max o (Xs)
ot kg \ Owy
2
1 & O fw O fw
F8 I (X - a2 Y max | ey o O x ) (231)
gyt kg "\ Owy owy; ;
Aus Ungleichung (2.24) im Beweis von Lemma 2 konnen wir
2
max 0w, (Xs)
s=1,...,n aw(l) )
k,i,g,l k,i,j
<Kp-Ler?d-cs r? max{|o]|%, 1} - max{||o’|2E, 1} - B2 - (73)% - o (2.32)
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folgern. Zudem erhalten wir aus den Ungleichungen (2.26) und (2.27), dass

Y (FwalX0) ~ fo (X))
s=1

< K2 ()% maxf{[o’|25, 1} (2r + 1)*E - B2 o2 - max{||o]|oc, 1}2 - w1 — wa|? (2.33)
und
1 - 2 2 2 *\ 2 /112L
EZ(wa(Xs)—Ys) <2-Fp(v)+2-¢5- Ky - ()" - max{||o’]|50, 1}
s=1

8- tn

(2r+ 1) B af - max{|lofls, 1} - c
n

-max{F,(v),1} (2.34)

gilt. Daher geniigt es im Folgenden,

2

Ot Ot
2 max, | g (Xe) = (Xa)
p=Lon \ g o

k7i7j7 k7i7j k7i7j

zu beschranken.

Aus Gleichung (2.23) im Beweis von Lemma 2 folgt, dass die partielle Ableitung

0 fw
o (%)

w5

fiir feste x € [—ay, a,]¢ eine Summe von hochstens 7 ~2 Produkten ist. Jedes dieser Produkte besteht aus

hochstens 2L + 1 Faktoren. Von diesen Faktoren sind hochstens L — 1 Faktoren betragsmaf3ig durch B,,
beschréankt. Der letzte Faktor ist im Betrag durch ~; beschrankt. Betrachten wir diese Faktoren als eine
Funktion in w, so sind diese Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten, welche durch 1 beschrankt ist.

Aufgrund des Beweises von Lemma 2 ist bekannt, dass f‘f‘f?kd(x) firke{1,...,K,},je{l,...,r} und
le{l,..., L}, beziiglich des Gewichtsvektors w, Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten kleiner
gleich 1 - 19 - max{||o’||%., 1} - max{||o]|oe, 1} - (2r + 1)! - B, - o, ist. Zudem ist f, .(x) aufgrund seiner
Definition entweder durch |||/~ oder «,, beschrankt.

Die verbleibenden L Faktoren, also die Ableitungen der Funktion o, sind durch max{||o”||oc, 1} beschrankt.
Aus der Lipschitz-Stetigkeit von ¢’ und dem Beweis von Ungleichung (2.25) im Beweis von Lemma 2 folgt,
dass die Lipschitz-Konstante dieser L Faktoren kleiner gleich o7y, - L-c19- (2r + - BE-a,, - max{||o]|c0, 1}
ist.

Mit Hilfslemma 3, welches im Anhang enthalten ist, folgt, dass die Lipschitz-Konstante von

Ofw

(x)
awl(cl,)i, j

durch

rf 7 2L+ 1) e (2r +1)7 - By - an - max{||o]loo, 13 - By - ()" - max{[lo oo, an}

n .
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beschrénkt ist, wobei ¢12 = max{l - c1g - |0’ |00, Uﬁip - L - ¢10, 1} ist. Damit ergibt sich mit der Beschranktheit
von o sowie der Beschranktheit von o', dass

2

(Xo) | e Bo- B al- (1) Jwi—wol? (235)

n

gilt. Setzen wir nun die Resultate aus (2.32)-(2.35) in Ungleichung (2.31) ein, erhalten wir die Behauptung
von Lemma 3. [l

2.2.2 Komplexitat des Funktionsraums iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze

In diesem Abschnitt leiten wir eine obere Schranke fiir die Uberdeckungszahl her. Damit kénnen wir
zeigen, dass die Komplexitiat des Funktionsraums iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze beschrankt
ist. Bevor wir diese Schranke herleiten, definieren wir zunichst, was unter einer Uberdeckungszahl zu
verstehen ist.

Definition 5. Sei ¢ > 0. Sei zudem G eine Menge von Funktionen g : R? — R, x} = (x1,...,%,) € (RH)"
sowie 1 < p < .

a) Eine endliche Menge von Funktionen g1, ..., gy : R* — R wird als Lp-f-:-Uberdeckung von G auf x!
bezeichnet, falls fiir jedes g € G ein j = j(g) € {1,..., N} existiert, so dass

( Z|9Xz g]Xz)‘>p<5

gilt.

b) Wir bezeichnen mit
NP (57 g: X?)

die Ly-¢-Uberdeckungszahl von G auf x7, welche durch die Anzahl N der kleinsten L,-c-Uberdeckung
von G auf x} definiert ist. Wir setzen N, (¢,G,x}) = oo, falls keine endliche L,-c-Uberdeckung von G
auf X7 existiert.

Das folgende Lemma liefert eine Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der empirische Mittelwert einer
beschrankten Funktion vom Erwartungswert abweicht. Diese Aussage dient im Beweis von Theorem 1 als
Grundlage, um weitere Aussagen {iber die Komplexitét des iiberparametrisierten neuronalen Netzes treffen
zu konnen.

Lemma 4. Seien X, X, ..., X,, unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in R%. Sei
zudem B > 0 und G eine Menge messbarer Funktionen g : R — [0, B]. Dann gilt fiir alle n € N und alle
€ > 0 die Ungleichung

sup
g€eg

b <nm o (L)) o (- i T

nzg - E{g(X)}
i=1

39



Bemerkung 1. Da die Menge, iiber die wir das Supremum in der obigen Wahrscheinlichkeit bilden, moglicher-
weise nicht abzdhlbar ist, konnen Messbarkeitsprobleme auftreten. Diese Probleme konnen, wie in Van der Vaart
und Wellner (1996) beschrieben, durch die Verwendung der dufSeren Wahrscheinlichkeit umgangen werden.

Beweis. Siehe Theorem 9.1 in Gyorfi et al. (2002). O

Das folgende Lemma présentiert eine obere Schranke fiir die e-Uberdeckungszahl, die fiir die Kontrolle der
Komplexitét der Funktionsklasse der iiberparametrisierten tiefen neuronalen Netze notwendig ist.

Lemma 5. Seien a« > 1, 8 > 0 und A, B,C > 1. Sei weiter o : R — R eine ¢-mal differenzierbare Funktion
derart, dass alle ihre Ableitungen bis Ordnung ¢ auf R beschrdnkt sind. Wir begzeichnen mit F die Menge aller
Funktionen fy, welche durch (2.1)-(2.3) definiert sind und deren Gewichtsvektor w die Eigenschaften

Kn
Sl <c (2.36)
k=1
ik | < B fiirke{l,.... K.} ijef{l,...rhle{l,... L1} (2.37)
sowie R
i | <A fiirk e {1,... . Ky}bie{l,...r}je{l,....d} (2.38)

besitzt. Dann existieren Konstanten cy4, c15, c16 > 0, so dass fiir alle p € [1,00), € € (0, 3) und X} € [—a, a]®™

die Ungleichung

5p> cls.ad,B(Lfl)d‘Ad.(%)d/é+616
eb

Np (e ATpf : f € F},x7}) < <Cl4 2
gilt.

Fiir den Beweis dieses Lemmas bendétigen wir einige Hilfsresultate, die wir im Folgenden vorstellen.

Um die Uberdeckungszahl einer Klasse von Funktionen abzuschitzen, kann diese in Beziehung zur so
genannten Packzahl gesetzt werden.

Definition 6. Sei ¢ > 0 und sei G die Menge aller Funktionen g : R? — R. Sei zudem x} € (R%)" sowie
1<p<oo

a) Eine endliche Menge von Funktionen g1, ...,gn € G, die

(711 S lgjxi) - gk<xi>|p) s
=1

fiiralle 1 < j < k < N erfiillt, bezeichnen wir als Ly-e-Packung von G auf x}.

b) Die maximale Anzahl N € N, fiir die eine solche L,-c-Packung von G auf x7 existiert, wird mit
M, (e,G,xT) bezeichnet. Existiert fiir jedes N € N eine e-Packung von G beziiglich der L,-Norm,
so setzen wir Mp(e, G, x]) = oc.

Wir nennen My (e, G, x7) die e-Packzahl von G auf x7 beziiglich der L,-Norm.
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Das folgende Hilfslemma zeigt, dass die e-Uberdeckungszahl durch die e-Packzahl nach oben beschrankt
werden kann.

Hilfslemma 1. Sei G eine Klasse von Funktionen auf R% p > 1 und ¢ > 0. Dann gilt
MP (257 g7 X?) S NP (57 g7 X?) S MP (57 g7 X?)

fiir alle x} € (R%)™
Beweis. Siehe Lemma 9.2 in Gyorfi et al. (2002). O

Eine in der Literatur géngige Methode zur Abschitzung der Uberdeckungszahl basiert auf der sogenannten

Vapnik-Chervonenkis-Dimension. Sie spielt eine entscheidende Rolle bei der Analyse der Komplexitat des
Funktionsraums eines neuronalen Netzes.

Definition 7. Sei A eine Klasse von Teilmengen des R? mit A # () und n € N.

a) Fiir x1,...,%x, € R? definieren wir durch

= AN Xyt A
S(Av TL) {xl,..r.r;caﬁQRd ’{ {Xl, y X } € “A}‘

den n-ten Zerlegungskoeffizienten von A.

b) Die Vapnik-Chervonenkis-Dimension (VC-Dimension) V4 is definiert durch

V4 =sup{n € N:s(A,n)=2"}

In Worten ausgedriickt, bedeutet dies, dass die VC-Dimension V4 die grof3te natiirliche Zahl n ist, so dass
es eine Menge von n Punkten in R? gibt, die durch A vollstindig zerlegt werden kann.

Das folgende Hilfslemma zeigt, dass die VC-Dimension einer Menge von Subgraphen, die durch reellwertige
Funktionen aus dem Funktionsraum G definiert sind, durch die Dimension von G beschrinkt ist.

Hilfslemma 2. Sei G ein r-dimensionaler Vektorraum von reellen Funktionen auf R? und sei

g+:{{(x,t)€Rde:g(x)2t} :geg}.
Dann gilt

Vg+ S r+ 1.
Beweis. Folgt aus Theorem 9.5 in Gyorfi et al. (2002). O

Mithilfe des folgenden Lemmas erhalten wir unter Verwendung der VC-Dimension eine obere Schranke fiir
die e-Packzahl beziiglich der L,-Norm.
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Lemma 6. Sei G eine Klasse von Funktionen g : R? — [~ B, B] mit Vg+ > 2, wobei
Gt = {{(x,t) ERI xR : g(x) zt} :geg}.

Seien zudem p > lund 0 < e < g. Dann gilt

M, (5,6, x2) < 3 <2e(§f)p log <3e(2B)p)>vg+ |

epb

Beweis. Siehe Theorem 9.4 in Gyorfi et al. (2002). O
Auf Basis dieser Resultate konnen wir nun Lemma 5 beweisen.

Beweis von Lemma 5. Da es sich bei o um eine /-mal differenzierbare Funktion handelt, deren Ableitungen
bis Ordnung ¢ auf R beschrankt sind, kénnen wir annehmen, dass |0(®)| < ¢;7 fiir s € {1,..., ¢} ist.

Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dass
‘fﬁfw(x)‘ <eg-C-BETDE A = ¢ (2.39)

fiir alle Funktionen f, € F, alle x € R? sowie ||£||; =  gilt. Die Definition von fy, impliziert

agfw Z wl 1 K agfévl:l)ﬁ,l(x)‘

Wir beginnen damit zu zeigen, dass
06700160 < eas - BEDE A (2.40)

fiir alle x € R? ist.

Die partielle Ableitung von f&f)kz nach () mit p € {1,...,d} ist gegeben durch

Oy ~ (-1 A1) -1\ = (-1 ofy kl
W,R, / - - — — ,
ox(p) x) = o <Zwknyt et (%) Wy ) D Wiy dx(p )j( x)

t—1 j=1
r r f(l 1)
-1 (-1 1-1) -1 k,j
= Zwl(c,z}j)'o-/ (Z kzt) fxgvkt( )+ 1(4:10)>. 81‘( )J(x)‘
j=1 t=1
Fiir [ = 1 gilt dementsprechend
(l)k (0) (0)
ox p) Z k,z,] + Wy 4,0 |7 wk,i,p‘
Die Anwendung der Produktregel der Differentialrechnung liefert fiir / > 1, dass die partielle Ableitung

O £, (%) (2.41)
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eine Summe von héchstens 7 - (r + £)*~! vielen Termen der Form

T

s - - ! L
w o Zwl(mgl) ' fv(v,k,lg)( )+ l(mé) 8t1f k,ﬁ( X) e ot £ k,lj)s(x) (2.42)
j=1

firse{1,....0}, j1,...,js € {1,...,r}, |lw| < B*und |t1]|1 + - - - + ||ts][s = £ ist. Zudem ist

l d
0610, ) = [Tl -0 (z W, .20 w;?z,o)
j=1 t=1

fiir [[€]l1 = £.

Da die Ableitungen der Funktion o bis Ordnung ¢ beschrénkt sind, erhalten wir zusammen mit Voraussetzung
(2.38), dass

0510, 00| < eap - af
fiir alle ¢ € N und ||| = ¢ gilt.
Mithilfe einer Induktion wollen wir nun nachweisen, dass

0278 (0)] < iy - BOTDE A1 (2.43)

fiir |||y =¢und [ € {1,..., L} erfillt ist.

Fiir [ = 1 folgt die Aussage direkt aus der obigen Ungleichung mit
‘8£f$,)k,i(x)‘ <epp- Al =l  BUTDLL AL

Im Folgenden nehmen wir an, dass Ungleichung (2.43) fiireinl € {1,...,L — 1} gilt.
Wir wollen nun zeigen, dass

‘agf l+1( )‘ <c (H'l) Blf AZ

fir [ € {1,...,L — 1} ebenfalls erfiillt ist. Wie oben bereits gezeigt, ist diese partielle Ableitung eine
Summe von hochstens 7 - (r + 6)5_1 vielen Termen der Form (2.42). Wegen der Induktionsannahme sind
die hinteren partiellen Ableitungen durch

cl” LU= 4t

begrenzt. Das erste Produkt ist aufgrund der Voraussetzung, dass ¢ bis Ordnung ¢ auf R beschrénkt ist
sowie der Voraussetzung (2.37) kleiner gleich

ci7 - B.
Daher ist
‘8€f l+1)( )‘ <e¢p7-B- Cl17 . B(l—l).é AL — cgl;—l) B . AL
Setzen wir [ + 1 = L und 0517“) = c13, so erhalten wir Ungleichung (2.40).

43



Um die Behauptung (2.39) des ersten Beweisschrittes zu zeigen, betrachten wir nun erneut die partielle
Ableitung des neuronalen Netzes f,, welche gegeben ist durch

O fu(x Z w4 £ ().

Die Anwendung von Voraussetzung (2.36) zusammen mit Ungleichung (2.40) liefert die Behauptung des
ersten Schrittes.

Im Folgenden sei G die Menge aller Polynome vom Grad kleiner gleich ¢ — 1. Weiter sei II eine Partition
von [—a, a]? in K Wiirfel mit Seitenldnge
e\ 1/¢
(019 ’ 7) )
c

wobei 0 < c19g = Clg(d, E) < % . C% gllt

Im zweiten Schritt des Beweises zeigen wir, dass fiir jedes p € [1,00), € € (0, 3) sowie x} € [—a, a]?™ die
folgende Ungleichung gilt

Np (e {Tpf: feF}LxT) <N, (%,{T@g:g € QOH},X?>. (2.44)

Hierfiir werden wir zuerst zeigen, dass

[fw(x) —g(x)| <

| ™

fiir fo € F, g € GoIl und alle x € [—a, o]? erfiillt ist.

Da G o II gemalf3 der obigen Definition die Menge aller stiickweisen Polynome beziiglich der Partition IT ist,
konnen wir fy, nach dem Satz von Taylor auf jedem Teilbereich der Partition durch eine Funktion g € G o II
zuziiglich dem mehrdimensionalen Integralrestglied der Ordnung ¢ — 1 darstellen. Das heil3t, fiir jeden
Teilbereich P der Partition gibt es ein xy € P und eine Funktion g € G o IT derart, dass

Jw(x) = g(x) + Rpxye—1f(h),

fiir alle x € P und h = x — xg, wobei

Rpx,e—1f(h) =/ Z /

lI€ll1=¢

Z 1 hg
- 9% f(xo + th)dt.

Aus dem ersten Beweisschritt wissen wir, dass die partiellen Ableitungen von f beschriankt sind. Durch
Anwendung des Multinomialtheorems (siehe z. B. Arens et al. (2022)) erhalten wir die Identitat

14
(hi+--+ha)'= > —-hﬁ,
lI€ll1=¢
woraus sich ergibt, dass

w1
|Rpxo,e—1f(h)| < %: e T a (hi+ -+ +hy)'-c
&lli=¢
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fir alle x € P und h = x — x¢ erfiillt ist.

Ersetzen wir nun ¢ = c¢15 - C' - BED¢. A und h; = (19 - £) Ve tir i e {1,...,d}, so erhalten wir fiir jedes
Restglied
ol : (e R N <
d* 1/ df €
< <

R A TR A A A
fiir alle x € P und h = x — xg. Daher gilt diese Abschétzung insbesondere fiir alle x € [—a, a]?, womit
[Fwl3) = g(x)| <
fiir alle x € [—a, a]? folgt.
Sei nun {gi,...,gn} eine L,-5-Uberdeckung von 7j(Goll) auf x}, dann existiert ein

j=17j(g) €{1,...,N}, sodass

P
13
{ Z‘g xz g] Xz)|p} §§

fiir g € T3 (G o II) gilt. Damit erhalten wir fur f € TpF die folgende Ungleichung

{ Z’f Xz g] Xz }pg{;z‘f@(z)_g( z } { Z\g XZ g] XZ)|p}p§€.
=1

Daher ist jede Lp-%-Uberdeckung von T} (G o II) auch eine L,- e-Uberdeckung von T.F, woraus Unglei-
chung (2.44) folgt.

Im dritten Schritt des Beweises zeigen wir die Aussage des Lemmas.
Aus Hilfslemma 1 folgt
5 €
Ny (5:ATs9: 9 € GoTlxt ) < M, (5{Thg g € Go Iy x7)

Die Anwendung von Lemma 6 liefert dann die Abschatzung

M, <%, {Tsg:9€Go H},X?> <3 (2(65(/226)2710 log <3?S§))p>)v(gon)+ . <014 f:)‘/(gon

Da G o II ein linearer Vektorraum mit einer Dimension kleiner als

c\ 4/t
G
€

ist, ergibt sich aus Hilfslemma 2 die folgende obere Schranke fiir die VC-Dimension:

c\ 4/t
Vicorn+ < . (,> 1
(GoIl)* < €20 - (0 - +
Somit erhalten wir

c . N /Bp 015~ad-Bd'<L*1)-Ad~(%)d/z+c16
Np(g,{ng.gegoH},xl)S G4
fiir Konstanten C14, C15,c16 > O.

Mit Ungleichung (2.44) folgt hieraus die Aussage des Lemmas. O
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2.2.3 Approximationseigenschaft iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass eine Lipschitz-stetige Funktion hinreichend gut durch die
Linearkombination tiefer neuronaler Netze approximiert werden kann. Fiir den Beweis dieser Aussage
bendtigen wir die zwei folgenden Hilfsresultate.

Das folgende Lemma zeigt, dass ein tiefes, vollstdndig verbundenes neuronales Netz unter geeigneten
Voraussetzungen eine Indikatorfunktion, die im Inneren eines Wiirfels den Wert 1 und aulderhalb den Wert
0 annimmt, bis auf an den Réndern des Wiirfels beliebig genau approximieren kann.

Lemma 7. Sei o : R? — R die logistische Sigmoidfunktion. Seien weiter 0 < § < 1 und u,v € R% mit
o —u®) >25  fiirse{l,...,d}

sowie 1 < «ap, < logn und x € [—an,an]d. Zudem seien L,n,r € Nmit L > 2, r > 2d, n > 8d und

n > exp(r + 1). Die Ausgabe des vollstdndig verbundenen neuronalen Netzes fV(VLil(x) sei definiert wie in (2.2)
und (2.3).

Angenommen, fiir die Gewichte gelten die Bedingungen

4d - (logn)? 4d - (logn)? ; ..
S)}J = (5g ) und wg(go = ((f) ) fiir j € {1,...,d}, (2.45)
4d - (logn)? 4d - (logn)? . o
§?}+d7j = _(6g ) und w%%_d’o = ((f) W) firje{l,...,d}, (2.46)
w?, =0 fallss<2ds#ts#t+dundt >0, (2.47)
w&)ﬂt = 8- (logn)? firte{l,...,2d}, (2.48)
(1) 2 1
wyig=—8" (logn)® - ( 2d — 5 ) (2.49)
wll, =0 firt>2d, (2.50)
wl), =6-(logn)?  firle{2,...,L -1}, (2.51)
w) g =-3-(logn)®  firle{2,...,L—1} (2.52)
sowie

wﬁ)l,t =0 furt>1lundle€{2,...,L—1}. (2.53)

Zudem sei der Gewichtsvektor w so gewdhlt, dass
@) —wl) | <logn  firallele{0,...,L —1} (2.54)

erfiillt ist. Dann gilt sowohl

f(_L% (x)>1-— %, falls x € [u + 6,01 — 6] x -+ x [u® + 6, 0@ —§]

als auch
, falls 29 ¢ (W — 5,09 4 6] fireinie {1,...,d}.
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Beweis. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

=1+

fiir alle x € [u(® 4 6,00 = §] x -+ x [u@ + §, 0@ — §] erfiillt ist.

Sei hierfiir x € [u™® 4 6,01 — §] x --- x [u® + §,v(4) — §]. Durch die Bedingungen (2.45), (2.47), (2.54)
und 1 < «,, < logn erhalten wir fiir alle i € {1,...,d}, dass

d
> a2+,

i=1
: ( ) (0) (0) d (0) (0)
0 ; (0 0 0 ; 0
Z wl i~ Wij) -2l 4 (wy;0—wii0)+ Zwl,i,j -2l 4 wiio
=1 =1
. 2 . 2 .
> —d-logn - ay, — logn + M(l;g”) (D + §) 4d (lgg n)” 0

> 3d - (logn)* — logn
>logn

gilt. Mit den Bedingungen (2.46), (2.47) und (2.54) ergibt sich fiir alle i € {1, ...,d} die Abschitzung
- (0 j (0)
Y @ray t @) g

d
_ _ (0) (0) j _(0) (0)
= Z(wl,i—f—d,j Wy ivqi) 29 4 (03 ;4 a0 “’1 z—i—d o) + Z wl z+d,] 2 4w itd,0

. 2 . . .
> —d-logn -y, —logn — 461(1:;5571)(@(2) — )+ d(l;gn)v(l)
> 3d - (logn)* —logn

> logn.

1

Da die logarithmische Sigmoidfunktion o(z) = j monoton wachsend ist, impliziert dies

Ttexp(—z)
fwylﬂ(x)_O’(Ogn) 1+% n+1 n41 n+1— n

firallei e {1,...,2d}.

Analog erhalten wir durch Anwendung der zuvor gezeigten Ungleichungen sowie den Bedingungen (2.48)—
(2.50), (2.54) und unter Beriicksichtigung von |o(z)| < 1 fiir alle z € R, dass

: _(1 1 _(1
Yoot £Oh00 +all,
=1

~(r+ 1) -logn+ Y wil) - fO ) +wil
j=1

47



2d r
~(r+1)-logn+ Y wl) o fO L)+ Y wﬂ,j SO )
j=1 j=2d+

—(r+1)-logn+2d- 8- (logn)? (1—> - (logn)? <2d—>

= —(r+1)-logn+8- (logn)? (; — )

n
> logn

gilt. Die letzte Aussage folgt hierbei aus n > exp(r + 1), was dquivalent zu logn > r + 1 ist. Somit ergibt
sich analog zu oben
) 1oLt
0 =1,

Durch wiederholtes Anwenden des gleichen Arguments konnen wir, unter Beriicksichtigung der Bedingun-
gen (2.51)-(2.54) sowie der Voraussetzung n > exp(r + 1) schlief3en, dass

T

_(-1) (-1 (-1
ng,l,j) : fv(v,Lj) (x) + wg,l,O)

j=1
>+ 1) Jogn+ Yl - 147060 4wl
7j=1
1
> —(r+1)-logn +6- (logn)? <1 — > — 3 (logn)?
n

=—(r+1)-logn+3- (logn)2 — g . (logn)2

6
2 (logn)? — — - (logn)?
n
> logn

firl = 3,..., L ist. Daraus ergibt sich

féj,)1,1( ) >1— %
fiirl = 3,..., L.
Somit gilt

RS

falls x € [u™® 4 6,0 — 6] x --- x [ul® + §,0(¥ — §] ist, was die Aussage des ersten Schrittes beweist.

Im zweiten Schritt des Beweises wollen wir zeigen, dass

ist, falls () ¢ [u® — 6,0 + §] fiireini € {1,...,d}.

Seii € {1,...,d}. Wir nehmen im Folgenden an, dass (") ¢ [u(") — §, v(") 4 §]. Das Vorgehen ist dhnlich wie
im ersten Beweisschritt. Fiir den Fall, dass () < w9 — ¢ fiirein i € {1,...,d} ist, erhalten wir zusammen
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mit den Bedingungen (2.45), (2.47), (2.54) und 1 < «,, < logn, dass

d
_ (0 _(0
ng,i),j 2 g,z),()
j=1
. 2
< d-logn-an+logn+4d(l§gn)-
—3d - (logn)? + logn

—logn

VANVAN

gilt. Im Fall, dass z(V > v() + § fiir ein i € {1,...,d} ist, folgt aus den Bedingungen (2.46), (2.47) und
(2.54), dass

d
0
Z lz-i-dj +w§z)+d0
4d - (1 2 . 4d - (1 2
Sd.]ogn.an—i—logn—((;)gm.(v(l)_i_(;)_}_(;m.v(l)

—3d - (logn)? + logn

<
< —logn

erfiillt ist. Wenden wir hierauf die logistische Sigmoidfunktion an, ergibt sich

1 1
<

D) (%) < o(— - -
fw1:(x) < o(—logn) =n<n

fireini € {1,...,2d}.

Mit dem gleichen Argument wie im ersten Schritt, unter Beriicksichtigung der Bedingungen (2.48)-(2.50),
(2.54), sowie der Tatsache, dass n > exp(r + 1) ist, und dem eben Gezeigten, erhalten wir die folgende
Abschatzung

_(1 1 _(1
S, fh 0+l
=1

<(r+1)-logn+ Z wﬁ] : f‘(x,l,)Lj(X) + wfl),o

j=1
- 1 1 1
<(r+1)- logn—l—wl“ f A(x)+ Z %1)3 fév,)l,]( )+ ’wg,f,o
J=L1,j#
g(r+1)-logn+8‘(logn)2-1+(2d—1)~8~(logn)2—8~(logn)2‘<2d—;>
n
= (r+1)-logn+8-(logn)*- 1.1
= g g n 9

| =

1
< (logn)? + 8- (logn)? - = — 8- (logn)? -
n
—logn.

Damit gilt
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Durch die gleiche Argumentation wie zuvor, in Verbindung mit den Bedingungen (2.51)-(2.54) und der
Annahme n > exp(r + 1), konnen wir folgern, dass

a (-1 1-1) _ (-1
Z 1,1,3) fwgvlg( ) + wg,l,O)
j=1

1-1) -1
—( 1Ogn+zw§1] ’ wlj X)+w§,1,0)

1
< (r+41)-logn+6- (logn)? - — 3 (logn)?
1
< (logn)? +6- (logn)?- = — 3 - (logn)?
n

1
= —2-(logn)? +6 - (logn)*- —

n
< —logn

firl = 3,..., L gilt, wobei die letzte Ungleichung aus n > 8d > 8 folgt.

Somit erhalten wir fg?l’l(x) <lfiri=3,...,L
Folglich ist
1 . A .
£ x) <. fallsal ¢ [w® — 8,0 + 6] fiireini € {1,...,d},
woraus sich die Aussage des Lemmas ergibt. O

Durch das folgende Lemma erhalten wir eine obere Schranke fiir den Abstand zwischen der Ausgabe
eines tiefen neuronalen Netzes und einer Lipschitz-stetigen Funktion im Inneren der Wiirfel einer Partition.
Dariiber hinaus stellt es sicher, dass die Ausgabe des neuronalen Netzes auf ganz R beschrankt ist.

Lemma 8. Sei 0 < § < 1sowie 1 < a,, < logn. Sei o die logistische Sigmoidfunktion und sei m : R* — R eine
Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante Cp;, > 0. Zudem seien L,n,r € Nmit L > 2, 7 > 2d, n > 8d,
n > exp( +1)und K, K,, € Nmit K < K,,. Des Weiteren seien ), ..., a® M), .. b € [—a,, a,] mit
b —a® = A fiirallei € {1,...,d} und A € R. Wir teilen den Wiirfel [a®,b(0)) x --- x [a¥) b®)) in K¢
dlS]unkte gleichgrofse Wiirfel der Seitenlc'inge %, welche gegeben sich durch

[us, vs) = [u
fiir s € {1,...,Kd}.

Das neuronale Netz f sei definiert wie in (2.1)-(2.3) und der Gewichtsvektor w erfiille in Abhdngigkeit von

u, (ugl), .. (d)) und vy = (vgl), . ,vgd)) die Bedingungen
4d - (1 2 —4d - (1 2
w), Ao g0 A loEn G e @ss)
—4d - 2 . 2 ]
w® = 4d%10gn) und w0 = d(ldog”) W) firje{l,...,d},  (2.56)
w, =0 fallsi<2di#ti#At+dundt >0, (2.57)
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wﬁ,lf,t =8-(logn)®  firte{1,...,2d}, (2.58)

(1) 2 1
Weig=—8" (logn)~ - <2d - 2) (2.59)
wll =0 firt>2d, (2.60)
wlly =6-(logn)®  firte{2,....L—1}, (2.61)
wilo=—3-(logn)®  firle{2,...,[ -1} (2.62)

und

wg)l’t =0 firt>1lundle{2,...,L—1} (2.63)

fiir alle s € {1,..., K%}. Des Weiteren sei

w =0 firse {1,...,K%.

ERN

Dann existieren

a1, aga € [=[|lmlls, [[m]loc],
so dass fiir alle paarweise verschiedenen ki, ..., kya € {1,..., IA(n} und fiir alle Gewichtsvektoren w mit
o), =a, (s c{l,... ,Kd}> c oo =0 (s¢ (k.. kga)) (2.64)

und
W), — @, .| <logn firallel€{0,....L—1},s € {1,.... K%

die Ungleichung

|fw(x) = m(x)] < co1 - (CLip : % + K. :L)

fiir alle x € [a™,bM] x -+ x [a(D b?)] gilt, welche nicht in der Menge

. . @) _ 4@
U U {x eR?: 20 — (a(l) +j- bK“> < 5} (2.65)
je{o1,.. K} ie{l,...d}
enthalten sind.
Fiir § < % und x € R? erhalten wir zusdtzlich
Kd
| fo (%) < [Imloo - <3d - n) : (2.66)

Beweis. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Wiirfel [uy, v,) mit C; fiir s € {1,..., K?}.

Da die Funktion m Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante Ctp, ist, konnen wir sie durch eine Funktion
S : R? — R, die stiickweise konstant auf jedem der Teilwiirfel ist, approximieren. Die Funktion S hat dann
die Form

Kd
Sx) =Y a1, (x)
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mit a, = m(z,) fiir s € {1,..., K%}, wobei z, den Mittelpunkt des Wiirfels C, beschreibt.

Fiir x € Cs nimmt der Funktionswert S(x) den Wert m(z,) an. Damit folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit der
Funktion m, dass
[S(x) = m(x)| = [m(zs) —m(x)| < Cuip - [|2s — %||

gilt, falls x € C, fiir ein s € {1,..., K%}. Da jeder Wiirfel eine Seitenlénge von % hat, erhalten wir
1S(x) — m(x)| < Crip - Vd - % fiir x € [a®™,pM) x ... x [al® p(@),

Mit Bedingung (2.64), der Definition der Funktion S sowie der Definition des neuronalen Netzes f ergibt
sich

Kd
S(x) — fox) = Y as (o) = £ 1))
s=1

Fiir alle x € [a™, b)) x ... x [aD,b(D), welche nicht in der Menge (2.65) enthalten sind, liefert die
Anwendung von Lemma 7 die Ungleichung

J 1
1S(x) = fa(x)| < K% [[m]oo - o

Die letzte Ungleichung folgt hierbei aus a1, ..., axd € [—||m|0o, ||| oo]. Somit ergibt sich

1 A
‘fv—v(x) — m(x)‘ = ’fv—v(x) — S(x)‘ + ‘S(x) — m(x)‘ < coq - (Kd = + Cip - K>
fiir alle x € [a™), b)) x ... x [a(D,b(D), die nicht in der Menge (2.65) enthalten sind.

Um Ungleichung (2.66) nachzuweisen, nehmen wir an, dass x € R? ist. Dann gilt fiir § < % und jedes
feste x € R die folgende Gleichheit

Kd
_(L L
fal = S alt, - f )
s=1
_(L L
= Z wg,l),ks 'f\gv,/)cs,l(x)
se{l,...,Ka} : xE[ugn—é,vgl)-i-cS]><~~-><[ugd)—5,vgd>+6]
_ (L L
+ Z wg,l),kzs 'f\ET/,I)cS,l(X)‘

se{l,...,Kd} : xg[ugl) B +8] XX [ugd) —s08Y +6]

Da héchstens 3¢ Wiirfel der Form [ugl) -4, vZ(l) +0] x - x [ugd) -9, v,gd) + 6] den Vektor x enthalten, ergibt
sich aufgrund der Definition der Gewichte ﬂ)ng) g furse{l,... K 41 sowie der Schranke |o(z)| < 1 fiir
alle z € R die Ungleichung

_ (L L d
2. W, - Lk a(¥) <37 .
se{l,...,Kd} : xe[ugl)—é,vg)—&—&]x...x[ugd)_57vgd)+5}

Aus Lemma 7 ist bekannt, dass fiir die Ausgabe eines vollstindig verbundenen neuronalen Netzes

fiir s € {1,..., K%

S|+

%) <
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gilt, falls x ¢ [ugl) -9, vgl) +0] X - X [ugd) — 4, vgd) + 0]. Daher erhalten wir aus der Definition der Ge-
wichte wg,Ll),ks fir s € {1,..., K%} die Ungleichung

(L) (L) d 1
2 B, k(0 < K fmlloo -
se{l,...,Ka} : x%[ugl)fé,vglhré}X---X[ugd)f5,v£d)+5]
Die Kombination dieser beiden Abschédtzungen fiihrt zu
Kd
_ (L) (L)
|fw(x)| = Z“ﬁ;,ks S 1 (%)
s=1
_ (L) (L)
= ) W11y~ Fo g1 (%)
se{l,...,.Kd} : xe[ugl)—&vgl)—&—&]><~~~><[u§.d)—(5,v£d)+5]
(L) (L)
+ Z 0y Vg, Serks1(X)
se{l,.., K} : x@[ul) —8,080 +6]x - x [ul® —6,0{P +4]
1
< 3T fmlloe + KO- [l -
fiir x € R?, woraus die Behauptung von Lemma 8 folgt. O

Im nachsten Lemma leiten wir eine Schranke fiir den Approximationsfehler her, der bei der Approximation
einer beschriankten, Lipschitz-stetigen Funktion durch ein tiefes neuronales Netz entsteht.

Lemma 9. Sei 0 : R — R die logistische Sigmoidfunktion und 1 < o, < logn. Die Funktion m : R? = R
sei sowohl beschrdnkt als auch Lipschitz-stetig. Zudem gelte L,n,r € Nmit L > 2, r > 2d, n > 8d und
n > exp(r—+1) sowie K, I?n, N, e Nmit2< K <a,—1und N, - (K> +1)¢ < K,,. Des Weiteren unterteilen
wir den Wiirfel [-K — 2, K|% in ein Gitter von (K? + 1)? dquidistanten Wiirfeln der Seitenldinge % und
begeichnen diese mit

fiirse {1,...,(K?+1)%}.

Der Gewichtsvektor w erfiille die Bedingungen

w? =4d-K?-(logn)®  und  w'”)=—4d- K- (logn)®- W firje{l,....d}, (2.67)

8,7, s
W, =—4d-K*-(logn)®>  und w0, =4d-K>-(logn)>- 09 fiirj € {1,...,d}, (2.68)
W§?2,t =0 fallsi<2d,i#ti#t+dundt>0, (2.69)
wll, =8 (logn)?  firte{1,...,2d}, (2.70)

1

wﬁ,lf,o = —8- (logn)? <2d - n> ; (2.71)
wl, =0  firt>2d, (2.72)
wgl)l 1 =6" (logn)2 firle{2,...,L—1}, (2.73)
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wgf)l’o = —3-(logn)®  fiirle{2,...,L—1} (2.74)
und
wll, =0 firt>1undle{2,...,L—1} (2.75)
firale s e {1,...,N,- (K% +1)}.
Zudem sei
wll, =0 firs g {1,..., Ny (K2 +1)%). 2.76)
Dann existieren i m
Mmoo ||M|oo
at, ... 7dNn(K2+1)d € |:_‘ N, ) ‘ N’ :| ) (277)
so dass fir alle paarweise verschiedenen ki, ..., ky, (x241ye € {1,... ,I?n} und fiir alle Gewichtsvektoren w
mit
wi{l)’ks = (s c{l,...,N, - (K*+ 1)d}) , @gﬁ{s =0 (s ¢ {ki1,.. .,an,(KQH)d}) (2.78)
sowie
W), —al), | <logn firallele{0,...,L—1}, s€ {1,....N, - (K2 +1)%} (2.79)

die Ungleichung

2 1r4d 2d
[ 1500~ )P Px(ax) < 2 (;1( # (5

n

2
- +1> -Px(Rd\[K,K]d)> (2.80)

gilt. Zusdtzlich erhalten wir durch

2 d
| falloo < co3- <3d + (K:D) (2.81)

eine obere Schranke fiir die Ausgabe des neuronalen Netzes, wobei die Konstante ca3 > 0 von ||m||~ abhdngt.

Beweis. Sei Cyjp > 0 die Lipschitz-Konstante der Funktion m. Fiir den Beweis von Lemma 9 werden wir

Lemma 8 auf m/N,, anwenden. Hierbei ersetzen wir K in Lemma 8 durch K2+ 1 und setzen oY) = —K — 2,
b) = K. Dies fiihrt zu
1 Cup 2 1
) = - )| < o (2 24 ey 1)
fir alle x € [-K — 2, K%, welche nicht in der Menge
A= U U {xeRr:|z® - —K—E—kj-z <6 (2.82)
K K

je{0,1,.. . K241} ie{l,....d}

enthalten sind. Durch V,,-maliges Wiederholen dieser Konstruktion erhalten wir eine Approximation fg
von N, - (1/N,,) - m, welche die Ungleichung

|fow(x) —m(x)] < coq - <I1{ + N, - (K*+1)4. 711) (2.83)

firx € [-K — 2, K]?\ A erfiillt.
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(a) Verschiebung in z(M)-Richtung (b) Verschiebung in z(?)-Richtung (c) Verschiebung in 2()- und
z(®-Richtung

Abbildung 2.2: Verschiedene Verschiebungen des Gitters, um den Wiirfel [— K, K¢ abzudecken

Im néchsten Schritt verschieben wir das Gitter entlang der i-ten Komponente, so dass der Wiirfel [ K, K¢
immer iiberdeckt ist. Die zugrundeliegende Idee ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Die blaue Flache kenn-
zeichnet das Quadrat [— K, K2, welches von [-K — 2, K| iiberdeckt wird. In jedem der drei Bilder wird
das Gitter so verschoben, dass das gesamte Quadrat weiterhin vollstdndig abgedeckt bleibt.

@ @

Wir addieren also fiir festes i € {1,...,d} auf alle u i V) denselben Summanden, welcher aus der Menge
2 .
]{;F . kZO,l,,K—l

stammt. Damit erhalten wir K verschiedene Versionen der Approximation fy, welche die Ungleichung
(2.83) firallex € [-K,K ]d, die nicht in den entsprechenden Versionen der Menge A enthalten sind,
erfillen.

Durch Verschieben des Gitters erhalten wir fiir ein festes i € {1,...,d} eine Anzahl von K disjunkten
Versionen der Menge
; 2 2
O_(—x-215. 2 <5l
(k)

Die Summe der Wahrscheinlichkeitsmalle Px dieser K disjunkten Mengen ist kleiner gleich eins. Aus
diesem Grund muss mindestens eines dieser Male Kleiner gleich 4 sein. Daher konnen wir u; und v, so
verschieben, dass

U {xGRd:

je{0,1,...,K2+1}

i1 dq
Px(4) <Y —=—
X()—ile K
gilt.

Damit haben wir gezeigt, dass eine Version dieses Gitters existiert, so dass die Menge A ein MaR kleiner
gleich % hat.

Des Weiteren folgt aufgrund der oberen Schranke des neuronalen Netzes in (2.66) aus Lemma 8 sowie der
Beschranktheit von m, dass

| fo(x)] < cos - <3d + (K2 +1)%. i)

fiir x € R? erfiillt ist.
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Dies zusammen mit der Tatsache, dass

12
o) = m) < - g+ )

fir x € [ K, K]¢\ A gilt, was sich aus Ungleichung (2.83) ergibt, liefert
/ far() — m(x) 2 Px (dx)
— / [ far () — m(x) 2 Px (dx) + / o) — m(x)|? Px(dx)
[-K,K]4\A A
+ / () — m(x) 2 Px (dx)
Rd\[fK,K]d

1 N, - K2\? K2N\? g
< T N T L i . i -
< co7 <K+ o ) + co8 <3 + - ) K

K2d 2
vom (314 55 ) PR [ KDY

flir Konstanten co7, cog, a9 > 0. Durch das Vereinfachen der Terme ergibt sich die Aussage des Lemmas. []

2.2.4 Beweis des Resultats zur universellen Konsistenz

Die Idee des Beweises zur universellen Konsistenz des iiberparametrisierten Neuronale-Netze-Schitzers
m,, ist es, ein Ereignis A,, zu betrachten, bei dem die inneren Startgewichte hochstens um einen logarith-
mischen Faktor von den Werten der inneren Gewichte des Netzes mit guten Approximationseigenschaften
abweichen, wobei die duferen Gewichte geeignet gewahlt sind. Zusétzlich soll das arithmetische Mittel
der Zufallsvariablen Y;? durch einen kubischen logarithmischen Faktor beschrénkt sein. Dann kann gezeigt
werden, dass die Wahrscheinlichkeit, sich nicht in diesem Ereignis zu befinden, fiir eine wachsende Stich-
probengrofRe n gegen 0 geht. Durch Aufspalten des Ly-Fehlers in mehrere Terme konnen wir mithilfe der
vorherigen Lemmata die universelle Konsistenz des Schétzers nachweisen.

Beweis von Theorem 1. Sei e > 0, K € N mit K > 2 beliebig und N,, = [c30 - (logn)'®*]. Aufgrund der
Ungleichung von Jensen fiir bedingte Erwartungswerte gilt

E{im(X)|*} = E{[E{Y|X}"} <E{|E{Y?X}|} = E{Y?} < .

Daher existiert eine beschrénkte sowie Lipschitz-stetige Funktion m : R — R mit

[ ) ~ mGoPPx(dx) <

Wir bezeichnen mit A,, das Ereignis, dass der Gewichtsvektor w(®) fiir paarweise verschiedene Indizes
k1,... kN, (k241)s die Bedingung

(w (0))( ) w®

heii— e <logn firallele{0,....,L—1},s€{l,...,N, - (K> +1)%} (2.84)
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erfiillt, wobei w ein Gewichtsvektor ist, der die Voraussetzungen (2.67)—(2.76) in Lemma 9 fiir m erfiillt.
Zusatzlich soll auf A,, die Ungleichung

Iy vrep

nia

erfillt sein.

Tritt das Ereignis A, ein, so wihlen wir a, gemdll Lemma 9 fiir m. Andernfalls setzen wir

a1 = ... = @y, (k241)¢ = 0. Den Gewichtsvektor w* definieren wir fiir einen gegebenen Gewichtsvektor w
durch
(w*)) w,(gl)” firallel € {0,...,L — 1},

ki,
(w* )g,Ll),k =a, firallese{1,...,N, - (K*+1)%},
(W*)g,l),s =0 firalles¢ {ki,..., k?Nn(K2+1)d}-

Insbesondere ist dann der Gewichtsvektor (w(?))* gegeben durch

(W) )iz = (W), firallele{0..... L1},

(W)W, =a, firallese {1,...,N, - (K% +1)%,
((W(O))*)gﬁ),s =0 firalles¢ {ki,..., an(K2+1)d}-

Im ersten Schritt des Beweises beginnen wir damit, den Lo-Fehler in eine Summe mehrerer Terme zu
zerlegen. Damit erhalten wir

/ () — (%) [2Px (dx)
= (B{{ma(X) — Y]2[Do} — B{Im(X) - Y[2}) - 14,

+ / M (x) — m(x)|*Px (dx) - L e
= (E{|mn(X) = Y*|Dy} — (1 +€) - E{|mn(X) — TﬂnY|2‘Dn}) .

+((1+e)-E{|mn(X)—T5nY|2}Dn} (1+¢)- Z]mn ;) Tﬂnm2> g,
( (1+¢) Z|mn i) TBnYiP (I1+e)- Z|fw(tn) TﬁnYi|2> 14,
1 n
<1+5 Z|f e (X3) = Tp, Yil* = (1 +¢)? n2|f ) ( Yz‘|2)> 1a,
1 n
+ ((1 F7 T3 o (X0) — Vi~ B{m(X) - YF}) L,

=1

+ [ malo0) — mx)PPx(ax) - Lag
6
_Z .
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Im gzweiten Schritt des Beweises zeigen wir, dass
limsup E{T},} <0 fiirje {1,4}
n—oo

gilt.
Die Aussage ergibt sich mithilfe der Ungleichung

1
(a+b)2§(1+5)-a2+(1+8>-b2 fir a,b € R.
Aus den Definitionen der Terme T ,, und 7} ,, erhalten wir damit
E{Tl,n} = E{(E{]mn(X) - Y‘Q‘Dn} — (1 +e¢) - E{|lm,(X) — Tﬁnyﬂpn}) : ]lAn}
1
<(1+1) - B(mY -YP)

und

E{Tyn}; =(1+¢) {( Z | faten) (Xi) = T3, Y3l = (1 +¢) Z | i) (X Y¢I2> ']lAn}
<+ (14 1) E{[T,,Y - Y.

Betrachten wir die beiden Ausdriicke fiir n — oo, womit auch 3, — oo gilt, folgt wegen der Voraussetzung
E{Y?} < c die Behauptung des zweiten Beweisschrittes.

Im dritten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

limsup E{T5,} <0

n—oo
gilt.

Angenommen es ist |y| < f3,,, dann gilt fiir alle z € R die Ungleichung
Ts,2 =yl < |z =yl

Aufgrund der Definition des Schétzers m,, erhalten wir durch diese Ungleichung

n
i—1

IN

1 n

=3 e (X)) = T, il
i=1

Damit ergibt sich

*Zlmn i) TﬁnY|2—*Z|fw<tn> i) = T5,Yi|* <0,

woraus die Behauptung des dritten Beweisschritts folgt.
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Im vierten Schritt des Beweises weisen wir nach, dass die Voraussetzungen (2.9)-(2.11) aus Lemma 1 erfiillt
sind, sofern das Ereignis A,, eintritt. Sei hierfiir die Menge S definiert durch

S = {V : ||v—W(0)|| <2 F(W(O))+1}-

Des Weiteren definieren wir die Menge S durch

§ = {(wlszl,)i,j)kvi»jalilﬂl @ ki gaacr = (WOND Dkigrecnl < /2 F (W(O))}~

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Ungleichungen
I(VwIn) (W)l < Cp (2.85)

fiir allew € S,
[(VwEFn)(W) — (VwEp)(W)[| < Cp - [w — Wl (2.86)

fiir alle w,w € S und

Fo(w*) = Fu(WO)) | < Dy (W) 0 el 1k Dk giier — (WO Dkigerl (2.87)

fiir alle w mit (w,(i)z.’ j) ki lil<L € S erfiillt sind, wenn das Ereignis A,, eintritt.

Da die duf3eren Startgewichte (W(O))ng) p=0firk=1,... ,IA(n sind, gilt auf dem Ereignis A,,, dass

Fuw®) = 23" v? <
=1

ist.

Sei nun w € S. Aufgrund der Startinitialisierung der Gewichte konnen wir folgern, dass die Abschédtzungen

IN

[ l l l
1w Iwigercicrlioo < 1w Driginsicr — (WO Digwazicrllso + 1w Vi jmia<icrlloo

IN

lw = WO o + (W), )ijria<icrllo

IN

|lw — w0 | + ||((W(O)),gl,)i’j)k,iyj,lzlgl<L||oo

IN

21/ Fp(w(®) 41 +20d - (logn)?

IN

C31 * (log n)2

und

I(w!?)

L
Wi T gt R lloo I(w!?)

L L
w0z = (WO 0 2 e W Dy 7l

L
lw = WOl + [1(w®) (7))

IN

IN

kfil,...,l?n HOO

IN

L
Iw = WO+ (WO, 7l

IN

21/ F,(w©®) +1
3/2

IN

c32 - (logn)
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gelten. Fiir w € S folgt dies analog. Damit sind die Voraussetzungen (2.19) und (2.20) von Lemma 2
sowie die Voraussetzungen (2.28) und (2.29) von Lemma 3 fiir B,, = ¢3; - (logn)? und 7 = ¢35 - (logn)®/?
erfiillt. Zusatzlich ist

2,

lw — w2

<2- Fo(w0) + 1)2

|lw —w

IN

IN

IN

2
2-(2. Fn(w(o))> +2
8- F(w®) 42

IA

Wegen ¢,, = [cg - C), ] mit ¢g > 2 sind daher die Voraussetzungen (2.21) und (2.30) ebenfalls erfiillt. Zudem
konnen wir wegen des beschrénkten Tragers von X annehmen, dass «,, = ¢33 ist. Unter der Voraussetzung,

dass C,, > K2/* - (log n)®=+3 gilt, erhalten wir aus Lemma 2 die Ungleichung

~ . t
VwEa)ll < er RY? B (0% [ 2 {Fuw®)1)
n
< ega- K32 (logn)* - (logn)® - \/(logn)?
< caq- K3/? - (logn)* - (logn)*+5/2
< Gy

und aus Lemma 3 die Ungleichung

I(VwF) (W) = (VeF) (W) < e K- BiE - () \/ -max{F(v), 1} - [w — w]|
< 035-I?2/2~(logn) - (logn)?® - /(logn)3 - |w — w||
< cg- K2 (logn)®" - (logn)* ™2 - |l w — w]|
< Cn-llw—w]

fiir hinreichend groRes n. Damit folgt die Giiltigkeit der Bedingungen (2.85) und (2.86).

Es bleibt noch zu zeigen, dass Ungleichung (2.87) gilt. Sei hierfiir der Gewichtsvektor w, so dass
(w,(fz j) kijll<r €S ist. Dann erhalten wir durch Anwenden der dritten binomischen Formel, der Un-
gleichung von Cauchy-Schwarz sowie der Ungleichung (a + b)? < 2a? + 202 fiir a,b € R, dass

Fo(w*) = Fa(w)")

= X e 0 YIZ—*Z!f oy (Xi) = Yif

n

_1 > (o () = Yi o+ Fonyr O = Y2) (o (Xi) = Sy (X))

. 1/2 n 1/2
< (i D (e (0 = Vit fpo ) (X) - Y>> | (i > (e (X0) - f<w<°>>*<Xi>>2>
=1 =1
2w 2 8 i
< (n Z (fw* (X;) + f(w<0))*(Xi)> +- ZYZ?)
=1 =1
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Lo ,\ /2
(n ( - (w<o>)*(Xz‘)) >

=1
= T?,n ' TS n

gilt.

Im Folgenden werden wir diese beiden Terme abschétzen. Geméaf} der Definition des Gewichtsvektors w*
ist (w )ng)k = (w){") firalle k € {1,..., K,}. Fiir den Term T}, ergibt sich damit

Trn = (i Zn: (fw*( i)+ f(w(0> ) ZY2>

—1

/2

. 1/2
= (7212 (f(w*)(Xi) = Fw) (Xi) + 2+ fap)« (X ) ZY2>
2 lzl 1/2
: (nZQ (fw*(Xz‘) — Sy (X ) 28 F(wo) ZY2>
i=1
1 Ky, K (L) 2
k=1

i=1 = k=

n n 1/2
1 2 8 2
+16- ng(wm*(xi) + 525/1' )

L
W k ]. f((W)(O))*,k‘,l(XZ)

7 -

1/2
1 8
16 - — (X2 =D Y2
+16 ngf(w(m)( )+n§ z>

IA
N
=~
1M
?*

Durch Anwenden von Lemma 9 auf m erhalten wir wegen der Beschrénktheit von m die Abschiatzung

|| < % fiir s € {1,..., N, - (K2 +1)%} (2.88)

n
K%+ 1)d
< ¢93 - <3d_|_(+)>'
00 n
Wie bereits im Beweis von Lemma 2 gezeigt, ist

L L
‘f\gv*),k,l (x) — f((W20>)*,k,1 (x) ’

L L pL "NO 0)y*y (1)
< ey mac{0')%. 1) - @+ )P B max (w5 - (W)

sowie

Hf(w(m)*

-max{||ofleo, 1}

fiir x € R?. Mit der Wahl von «,, = ¢33 und B,, = c31 - (logn)? ergibt sich

L *(¢) #(2)
‘fw k(X f(w(0> L(x )’ < 38 - (logn)? 'i,f}:%i(L‘(W Dhij ((w(®) i -
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Daher erhalten wir fiir (wl(’l]).’k)i7j7k7z:l<1; € S, dass

L) L 2
maxnz ‘fxgv k(X (w30>) kl(X )
Kn 2
< - logm)'™ - 3, max [(w)i3, = (WO,
=1 R

l l
< cs - (logn) ™ - | (wil} I gaacr — (WO Dkijraes|?

< c39 - (logn) '+

gilt. Zusammen mit der Definition des Gewichtsvektors w* und Ungleichung (2.88) ergibt sich damit

T7,n

Kn
< (4' 1,1,1@‘ ’

k=1

2

f((va)(m)*,k,l (X3)

i=1 w*kl

7 -

1/2
1 8
+16- Zf(w<o>)*(Xz‘)2 + ZY?)
=1 =1

Np-(K2+1)4 1/2
< (4 . Z |aig|? - e39 - (logn)* 43 + 16 - — Z f )" Z Y2>
s=1 =
1/2
N, - (K*+1 K24+ 1)4\\?
< <C40 : (NQH - (logn)E+3 416 - <023 . <3d + (:)>> +8-¢2 - (log n)3>

(K2 + 1)2d 1/2
<41 - (N * (log n)4L+3 + (log n)3> .

Fiir den Term 75 ,, erhalten wir aufgrund der Definition von w* und mithilfe von Ungleichung (2.89), dass

W

K, |2 K, L L 2 N
< (W*)g,l),k Y max f‘gv*),k,l(xi)_f((w)‘o))*’k’l(Xi)

i=1,...,n
=1 k=1

L L
‘EV*)kl ’ féw)(O))*,k,l(Xi)

k=1 k=

1 f(n
n 4 lvlyk‘ Z

@

k
* L
W) Doz N ess - (ogn)?E - [|(wl) Dk juaer — (W)L

ik Vesig<Ll
gilt. Durch die Kombination dieser beiden Ergebnisse erhalten wir

Fo(w) = Fa(w'9)")
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K2 +1)¢
< g2 <( N2 L. (log n)**+3/2 + (log n)2L+3/2)

(@)

x\ (L !
AW D w0 Digier — (W)Y

i i <L

Da

N2

fiir hinreichend grof3es n gilt, ist Voraussetzung (2.87) fiir

K? +1)¢
" (M (log n)*+2 4 (log )21+ > < cag - (log n) L2

D,, = cy3 - (log n)4L+3/2

erfullt.

Im fiinften Schritt des Beweises zeigen wir, dass

C44
P(A;) <
(4n) < (logn)3
gilt. Wir beginnen damit, die Wahrscheinlichkeit, dass der Gewichtsvektor w(®) Bedingung (2.84) des
Ereignisses A, nicht erfiillt, zu beschranken. Hierfiir betrachten wir eine schrittweise Auswahl der Gewichte
der K, vollstindig verbundenen neuronalen Netze.

Aus den Bedingungen in Lemma 9 folgt fiir 2 < K < logn — 1 und vgj) € [fK— 2 K] mit

K>
se{l,...,N-(K?+1)%}, dass

(0)

pij| <Ad- K2 . (logn)? - vl

w
firi e {1,....r},j€{l,....d} ke {l,...,K,} gilt. Da o9 < K ist, ergibt sich
4d - K? - (logn)? -0l < 4d-K?-(logn)?- K
= 4d-(logn)*- K3.
Fir K <logn — 1 < logn folgt fiir hinreichend grof3e n die Abschitzung
4d - (logn)? - K3 < 4d- (logn)? - (logn)?
< 8d- (logn)? - n!/0+d),

Durch die Wahl von 7 = ﬁ ergibt sich hieraus, dass die innersten Gewichte in dem gewéhlten Startintervall
liegen. Weiterhin gilt

1
wl), < 8 tlogn (20~ 1)
< 16d - (logn)?
< 20d- (logn)?

furl e {1,...,L},i,5 € {1,...,r},k € {1,... ,I?n}, womit auch diese Gewichte in dem Intervall der
Startinitialisierung liegen.

Jedes dieser K,, neuronalen Netze enthilt (7 + 1)+ (L —2) -7+ (r 4+ 1) +r- (d+ 1) Gewichte. Deshalb ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass alle diese Gewichte Bedingung (2.84) fiir s = 1 erfiillen, von unten beschrénkt

durch
log n (r+1)+(L=2)-r-(r+1) log 1 r-(d+1)
(s o) (orgognr)
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Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dass Bedingung (2.84) von den ersten n”(¢*17+1 yollstindig verbunde-
nen neuronalen Netzen fiir k; nicht erfiillt ist, fiir n hinreichend grof3 von oben beschrankt durch

1 (r+1)+(L—2) 7 (r+1) 1 r-(d+1)
1_<4Od~logn) '<16d-logn-n7>

r(d+1)7+1
< <1 _ nfr(d+1)7'70,5>n

nT‘(d+1)T+1

Aus Voraussetzung (2.7) folgt, dass fiir n hinreichend groR die Ungleichung K,, > N,, - (K24 1)?.pr(d+1)r+1
gilt. Dies impliziert, dass fiir hinreichend grof3e n die Bedingung (2.84) mit hoher Wahrscheinlichkeit
erfillt ist, da das Gegenereignis mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens

nr(d+1)7’+1

N, - (K2 +1)¢. (1 _ n—r(d+1)7’—0,5)

nr(d+l)7'+l

<N, (K2+1). (exp (_nfr(CH*l)TfO,S))
< N, - (K2 4+ 1)%- exp (—n™)

)18L

< ¢y5 - (logn - exp (—n0’5)

auftritt.

Fiir hinreichend grol3e n erhalten wir dann mithilfe der Ungleichung von Markov, dass

P(4S) < C45+P{1 S y? >6f:}
=1

n-

n

cs | E{; YL, Y7}
< @y -

n B

cis | B{Y?}
< —+ 3

n By

Cq4

<
= (logn)?

gilt, wobei die letzte Ungleichung aus E{Y?} < oo folgt.

Im sechsten Schritt des Beweises wollen wir nachweisen, dass

limsup E{T>,} <0

n—oo
gilt.

Sei F der Funktionsraum, der wie in Lemma 5 mit C' = cyq - K,, - (logn)?/2, B = c47 - (logn)? und
A = cys - (logn)? - n™ definiert ist.

Es gilt

1
_— .E{T
1+e {2,71}
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1
= 17“ . E{maX{TZn,O}}
465 2 1 ¢ 2
_ / P!(E {]mn(X) — Ty, Y] ‘Dn} — =Y (X)) = T, Vil | 1a, >t dt
0 =1
< n4(;&2)
465 2 1 ¢ 2
+/ P E{\mn(X) — T, Y] ’Dn} — 23 ma(Xi) — Tp, Yl | La, >t dt.
n4(d+2) i3

Da der Term 75, nur ungleich O ist, wenn das Ereignis A,, eintritt, kann ohne Beschrankung der Allge-
meinheit angenommen werden, dass das Ereignis A,, eintritt. Mit Lemma 1, das wir, wie in Beweisschritt 4
gezeigt, anwenden konnen, erhalten wir

H((W(t"))g,)i,ﬂk,z',j,lsz - ((W(O))g,)i’j)k,i,j,l:KLH < cy9 - (log n)3/2

und

L L L
w0y m = (WO D 2 =1 E 0 & I < cas - (logm)*/2,

77777777

Aufgrund der Initialisierung der Startgewichte folgen hieraus die Ungleichungen

I
(WD, Yeigarzicrliso
! I I
< H((W(tn))l(c,)fi,j)k,i7j,l:1§l<L - ((w(o))](€7)¢,j)k,i,j,l:1§l<LHoo + ”((W(O));(C?Z-,j)k,z‘,j,zzlgl<LHoo

< ca9 - (logn)*? 4 20d - (log n)?

und

1w )0 illoo

0 0
< (WD) Yeig = (WO Y
< ¢y - (logn)®? 4+ 8d - (logn)? - n”

0
so + WO iilloc

Fiir die dulderen Gewichte gilt zudem

L L
N s, oo < IO Dy, I < cas - (logm)*2,
Dies impliziert, dass der Schitzer m,, in dem Funktionsraum

{Ts,f - feTF}

enthalten ist. Aus Lemma 4 und Lemma 5 folgt dann, da |m,,(x)| < 3, fiir x € R?, dass

P{ (E {Imn(X) = T3,Y|*|Dn} — % > ma(Xi) — Tﬁnm?> Mg, > t}
=1
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¢ n n-t?
§8-E{N1 <87{Tﬂf:f€F}’X1>}'eXp (_128',8;1)

—~ d/e
Bn CSO'UOgN)C“'”T'd'(M%W) +cie n-t2
< 8 . . eX —
<s- (o i) (i 1)

614 - —_——
- S . . .
erhalten wir fiir ¢ > n 4(@+2 und hinreichend grof3e n die
; 650~(10gn)c51'”7‘d'( /8

t/8
n-t2 n -t
P cexp [ — cexp | —=———=
/8 P\ 256 1) P\ 256 g2
8 2(d+3) 2(d+3)
< . 51 . T~d+(n+l)-é' ) _ Pn ) 2 d+2 . 2 d+2
< exp <C52 (logn)=t - n ¢ -log { c14 i XP |~ 566 A P\ Torg A

s s
cs1 | Attt g 1 A
< exp <053 . ((logn) 51 . g d+1 [ (logn)4>> - exp <_256 : 53) .

Fir¢ > (k+1)-d-(d+1)-(d+2) mit k > 0 ergibt sich

1

gilt. Mit Voraussetzung (2.6) und 7 = =

Abschétzung

_ d/e
C46‘Kn‘(10gn)3/2) ! +ci6

1) -
d+1—i—(m+ )

d d d
¢ mﬂwrl)'(m+1).d'(d+1)'(d+2)
d 1

T A+l @D 12
(d+1)?

(d+1)-(d+2)

d+1

d+2

b CiEy 2d+3_
. d .d n 2(d+2)
. 1 es1 . ATt . _
exp <C53 (( ogn)®t -n (log )’ exXp | — 5 51
2443 2d+3
a1 p2d+2) 2(d+2)
< . 1 651 . pdf2 — — . —
= €exp <C53 (( og TL) n (IOg n)4>> eXp ( 256 - B’%
1 2d+3
d+1 n 2(d+2) 2(d+2)
— .md¥2 . 1 1 _ . _
exp <C53 n (( ogn) (log n)4>> exp ( 556 31

2d+3
n2(d+2)
= (537 OXP <_256 : B4>
n

fiir n hinreichend gro3. Zusammenfassend resultiert dies in

Somit ist

E{T»,} < P A

4.2 13
+/ N { (E {|mn(X) —Tp, Y| \Dn} == ma(Xi) - Tﬂan) Ty, > t} dt
n4(d+2) n i—1
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. 4(d+2 . . . - .
< (I+e)-(n +4-f, - cs3-exp 256 7

Fiir n — oo erhalten wir damit die Aussage des sechsten Beweisschrittes.

Im siebten Schritt des Beweises zeigen wir

limsup E{T§,} < 0.
n—o0
Aufgrund der Integrierbarkeit der Regressionsfunktion m und der Aussage des fiinften Beweisschrittes,
dass

C44
P(A%) <
(A7) < (logn)?

ist, ergibt sich
B{T;,) = / () — m(o0) [P (dx) - T

< (2 [P Pxtix) +2- [ ImGoP Px(ax)) P

Ca4
- 1
- logn’

wobei die letzte Gleichheit aus ,, = ¢5 - logn folgt. Hieraus erhalten wir die Aussage des siebten Beweis-
schrittes.

Im achten Schritt des Beweises wollen wir
E{T5,n}

beschranken.

Sofern das Ereignis A,, eintritt, konnen wir, wie bereits im vierten Beweisschritt gezeigt, Lemma 1 mit
D,, = ¢43 - (logn)*+3/2 anwenden. Dies fiihrt zu

;Z_Zl |fw<tn)(Xi) — Y;|2 =F, (W(t")>

< Fu(wW)) + Do (W) s g - 1/2 Fu (W)
F

)\ (L L
(W Nty — (O OND i, Fr ()

2 tn

(2.90)

Zusammen mit der Definition des Gewichtsvektors w* und der Tatsache, dass |as] < F2 fir
s€{l....,N, (K?+1)%} ist, ergibt sich

L €33

W), e, | S NA2 - (R 4 1)7/2 . 5

n

sowie

-----

*\ (L L 3\ (L
IOk, e — (VO P IO P By N (241
2 2 - 2. N2
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Setzen wir dies in (2.90) ein, so ist

Fo(WO)) + D (W) 0 gl /2 Fo (wl)

(L .

[ T ) A NS L)
+
2 .
12 (o9 1vd/2
< Fn((W(O))*) + cx6 - (10gn)4L+3/2 ) Ny (i 4 1) ‘
By No - (K2 + 1) & (logn)®
apyap (K24 142
N2

—+

(logn)3/2

—+

= F,(Ww)") + ¢56 - (logn) (log n)>/?

cgy - (K2 +1)" 3 -(logn)®
2N, t

. K%+ 1)4
< Fp(Ww9)*) + 57 - (Nl/Q) - (log n)*E+3,

Die letzte Ungleichung ergibt sich hierbei aus ¢, > cg - Ko/* - (log n)5-+3.

Damit erhalten wir
E{T5,}

—(1+¢)? E { (Fn (w(t")) —E{jm(X) - Y|2}) : ﬂAn}
+((1+¢)?=1) E{E{jm(X) =Y’} - 14, }

<(1+¢)?. (E {Fn((w(o))*) A4, +es7- (W : (1ogn)4L+3> : ]1An}

- E{jm(X) - Y’} P(An)> +((1+e)* = 1) - E{jm(X) - Y]*}. (2.91)

Sei nun A, das Ereignis, bei dem der Gewichtsvektor w(®) die Bedingung

(W)Y, —wl) | <logn firallel € {0,....L—1},s € {1,.... N, - (K*+1)%}

erfiillt, wobei der Gewichtsvektor w, den Voraussetzungen (2.67)—(2.76) in Lemma 9 fiir m geniigt. Dann
erhalten wir, wie im fiinften Beweisschritt, dass

T 1 ¢ 2 3 €58
P(4,) = P(4,) <P {n v Bn} < Togn?

gilt.

Zusammen mit der Tatsache, dass die Zufallsvariablen (X;,Y}),..., (X, Y,) unabhédngig vom Ereignis A,
sind, fiihrt dies zu

E{Fu((w®)) 14, } = B{Im(X) - Y} - P(4,)
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<E

3\>—‘

1

%

[ fwoy (Xi) = Yif* -1 } E{|m(X) - Y’} - P(4,)
P(A

+E{m(X) = Y’} - (P(An) — P(An))

IN

(2 E{m(X)2} +2 BE{y?}).

E{E{ Z'f wo) (Xi) =Yl 1 <w<°)>*} ~E{jm(X) —Y\Z}-Mn}

(logn)3
- ( { Z oy 050 | (w) } ~Bmeo - Y|2}> '1&} + lognP
-k {/ f(wiory () = m(x)["Px(dx) - ]lﬁn} " (log5 2)3' (2.92)

Sei nun K hinreichend groR, so dass supp(X) C [~ K, K]? ist. Aufgrund der Wahl von /m und Lemma 9
erhalten wir

E {/ [ fwiony (%) = ()| 2P (dx) - ]lgn}

{ |f (wl®))* — m(x)|*Px (dx) - i + 2/ Im(x) — m(x)|*Px (dx) - ]lgn}
< ¢6p - (
(

+

N2 K4d K2d 2
+< +1> Px(RI\ [-K, K]%) | +2¢
n
N;

< cg1 -

= == \

2 K4d
+ > + 2e. (2.93)

Des Weiteren folgt aus der Definition von NN,,, dass

(K2 +1)¢

e Y50 (n— o0) (2.94)

- (logn
gilt. Setzen wir die Ergebnisse aus (2.92)—(2.94) nun in Ungleichung (2.91) ein, so fiihrt dies zu

lim sup B {750} < o> (1+2)? (j{ " 25) F((14e) — 1) B{m(X) - V).

n—oo

Im neunten Schritt des Beweises schlielen wir den Beweis ab, indem wir die Aussage von Theorem 1 zeigen.
Durch Anwenden der Resultate aus den Beweisschritten 1,2,3,6,7 und 8 ergibt sich

limsupE/ M (x) — m(x)|*P x (dx)

n—oo

<cgr- (1+6)% <K+2 ) +((1+¢e)?-1)-E{|m(X) - Y|*}.

Fiir K — oo erhalten wir damit

limsupE/ M (x) — m(x)|*Px(dx) < co3- (1+)* e+ ((1+¢)* — 1) - E{|m(X) - Y[*}),
n—o0
woraus mit € — 0 die Aussage von Theorem 1 ergibt. O

69



Das Theorem zeigt also, dass die Kombination aus Uberparametrisierung und dem Gradientenabstieg
beziiglich des empirischen Lo-Risikos ohne Regularisierungsterm zu einem universell konsistenten Schéatzer
fiihrt. Dieser Schatzer gewahrleistet somit asymptotisch eine gute Generalisierung auf neue, unabhéngige
Daten.

Neben der universellen Konsistenz des Schétzers ist es jedoch auch von Interesse, mit welcher Geschwin-
digkeit er gegen die wahre Regressionsfunktion konvergiert und wie schnell der erwartete L,-Fehler
gegen 0 geht. Daher werden wir uns im folgenden Kapitel mit der Konvergenzgeschwindigkeit von iiber-
parametrisierten tiefen Neuronale-Netze-Schétzern beschiftigen, die durch Gradientenabstieg trainiert
werden.
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3 Zur Konvergenzgeschwindigkeit von
uberparametrisierten tiefen
Neuronale-Netze-Schatzern

Im vorherigen Kapitel haben wir die universelle Konsistenz iiberparametrisierter neuronaler Netze un-
tersucht und diese Eigenschaft fiir einen iiberparametrisierten Neuronale-Netze-Schétzer nachgewiesen,
der mittels Gradientenabstieg beziiglich des empirischen L»-Risikos ohne Regularisierungsterm trainiert
wurde. Dabei haben wir gezeigt, dass sich dieser Schétzer asymptotisch der wahren Funktion annéhert
und somit fiir grofde Stichproben eine gute Generalisierungsfahigkeit auf neue, unabhéngige Daten besitzt.

Ein weiterer wichtiger Aspekt bei der Analyse von Schétzern ist die Frage nach der Konvergenzrate, also der
Geschwindigkeit, mit welcher der Schitzer gegen die wahre Regressionsfunktion konvergiert. Wahrend die
universelle Konsistenz eines Schétzers lediglich garantiert, dass er sich mit zunehmender Stichprobengrof3e
asymptotisch dem wahren Wert annéhert, liefert die Konvergenzrate eine Aussage dariiber, wie schnell
diese Annédherung erfolgt. Aussagen iiber die Konvergenzrate eines Schétzers sind insofern von Bedeutung,
da sie es ermoglichen, die Leistungsfdhigkeit verschiedener Schatzer zu vergleichen und zu beurteilen, wie
gut ein Schétzer mit einer begrenzten Datenmenge arbeitet. Eine schnelle Konvergenzrate bedeutet, dass
der Schitzer bereits bei kleineren Stichproben eine hohe Genauigkeit erreicht, wiahrend ein konsistenter
Schéatzer mit langsamer Konvergenzrate moglicherweise erst bei sehr grofden Datenmengen eine akzeptable
Genauigkeit erzielt.

Da, wie in Kapitel 1 bereits erwéhnt, keine allgemeingiiltige Aussage {iber die Konvergenzrate eines Schétzers
hergeleitet werden kann, miissen wir spezifische Annahmen iiber die zu schéitzende Regressionsfunktion
treffen. In diesem Kapitel nehmen wir daher an, dass die Regressionsfunktion (p, C)-glatt fiir p € [1/2,1]
ist. Diese Annahme ermoglicht es uns, eine Konvergenzrate fiir den iiberparametrisierten tiefen Neuronale-
Netze-Schétzer aus dem vorherigen Kapitel herzuleiten.

In Abschnitt 3.1 werden wir eine Fehlerschranke fiir den erwarteten Lo-Fehler nachweisen. Mit dieser
Schranke und einem weiteren Resultat, welches es uns ermoglicht, den Approximationsfehler zu be-
schranken, konnen wir die Konvergenzgeschwindigkeit des Neuronale-Netze-Schitzers in Abschnitt 3.2
zeigen.

Unter der zusétzlichen Annahme, dass die Regressionsfunktion einem Interaktionsmodell mit p € [1/2,1]
genligt, konnen wir in Abschnitt 3.3 ergidnzend zeigen, dass der iberparametrisierte Neuronale-Netze-
Schétzer eine Konvergenzgesschwindigkeit erzielen kann, die nicht von der Eingabedimension d abhéngt.
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3.1 Fehlerschranke des Schatzers
Das folgende Theorem liefert eine notwendige Fehlerschranke fiir den erwarteten Ly-Fehler des Schitzers,

die einen wichtigen Beitrag zur Herleitung der Konvergenzrate leisten wird.
Theorem 2. Sein € Nmitn > 2und 3, = ¢5 - logn. Seien (X,Y), (X1,Y1),...,(Xy, Y,) unabhdngig und
(3.1)

identisch verteilte R? x R-wertige Zufallsvariablen, wobei supp(X) beschrdnkt ist sowie
E {exp (064 . YQ)} < 00

fiir eine Konstante c4 > 0 mit c5 - cg4 > 2 gilt. Die zugehorige Regressionsfunktion m(x) = E{Y|X = x} sei
beschrdnkt. Weiter sei o(z) = 1/(1 + exp(—z)) die logistische Sigmoidfunktion sowie K,,, L,r,t, € N, M, > 1

und A, 7 > 0.
Zudem sei K,, € {1,... ,IA(n} und es gelte
wy), - € [-20d - (logn)?,20d - (logn)?| fiir L € {1,...,L}, ke {1,... Ky}.ij € {1,....r},
w,(c(’)i),j € [-8d- (logn)?-n",8d - (logn)?-n7] firke{l,...K,}ie{l,...,r},je{l,...,d},
Ky, ;
Z |w§,1),k‘2 < M,
k=1
und
K
L L
>l faka ()] < B
k=1

~ (1) O]
’wk,v:,j = Wk

fiir x € supp(X) sowie fiir alle Gewichtsvektoren w mit
<logn firl=0,...,L—1

Des Weiteren sei
K
— =0 (n — 00)
nﬁ)
fiir ein k > 0 und
K
= — 00 (n — o0).

kn - pre(d41)m4+1

1
und

Der Schdtzer m,, sei definiert wie in Abschnitt 2.1, wobei
Anp = — ty, = (065 : On—|
tn

fiir eine Konstante cg; > 2 und fiir C,, > 0 mit
Cp > I?Zﬂ - (log n)®L+2,

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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Dann gilt fiir alle € > 0 die Abschdtzung

nTd+e
/|mn )\QPx(dx) < ce6 - + Mg - (log n)4L+3/2
n
Kn
L L
i oP /’Zw§,1),k : f\E’v,l)c,l(x) —m(x)]ZPX(dx)>
(e gﬂ)w)kwl k=1
l(c)z z(g) <logn (I=0,...,L—1)

fiir eine Konstante cgs = cg6(c) > 0, die von € abhdngt.

Fiir den Beweis der Fehlerschranke in Theorem 2 benétigen wir das folgende Lemma, das eine notwendige
Abschétzung zur Kontrolle der Komplexitédt der Funktionsklasse F liefert.

Lemma 10. Sei B > 1 und sei F eine Menge von Funktionen mit f : R? — R und |f(x)| < B fiir alle x € R%.
Angenommen, es ist |Y'| < B fast sicher, dann gilt fiir alle n > 1 die Ungleichung

P{Hf € FEB{fX) =Y} —E{jm(X) - Y} - %Z (IF (%) = Yil* = [m(Xs) = Vi)

=1

e-(a+ B+ E{|f(X) - Y[} - E{|m(X) —Y2|})}
Be e2(1 —¢e)an
< S S/
14 S,?lel <2OB g 1) eXp( 214(1+¢)B* )’
wobei a, f > 0und 0 < e < 1/2.
Beweis. Siehe Theorem 11.4 in Gyorfi et al. (2002). O

Bemerkung 2. Gemdfs dem Beweis von Theorem 11.4 in Gyorfi et al. (2002) ist die gleiche Abschdtzung auch
fiir die Wahrscheinlichkeit

P{af e F 5230 (1£0X) — Vi = m(X:) = Yif) = (B{I£(X) - Y1} — B {m(X) - Y})

e (a+B+E{|f(X)-Y|?} —E{|m(X)-Y*}) }
erfiillt.

Im Beweis von Theorem 2 leiten wir unter den gegebenen Voraussetzungen eine Fehlerschranke fiir den
erwarteten Lo-Fehler her. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Zunichst definieren wir ein Ereignis
A, auf dem sichergestellt ist, dass die inneren Startgewichte hochstens um einen logarithmischen Faktor
von den inneren Gewichten eines gegebenen Gewichtsvektors abweichen. Anschliel3end zerlegen wir
den L,-Fehler in mehrere Komponenten, die wir jeweils separat abschétzen. Zur Herleitung der finalen
Fehlerschranke greifen wir auf Resultate aus dem vorherigen Kapitel zurtick.
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Beweis von Theorem 2. Sei A,, das Ereignis, bei dem der Gewichtsvektor w(®) die Bedingung

(W)Y, —wl) | <logn firallel € {0,....L—1},s € {1,..., K}

fiir paarweise verschiedene Indizes k1, ..., ki € {1, .., IA(n} erfillt und zuséatzlich
_max |YZ| <VBn
i=1,...,n

gilt.

Wir definieren den Gewichtsvektor w* durch

(W, =y, firallel € {0,...,L—1},

(w, = wif], firallese {1,...,K,},

(W), =0 firalles¢ {ki,....kg }.
Insbesondere ist der Gewichtsvektor (w(?))* dann gegeben durch

(WO = (wO) . fiirallel=0,...,L 1,

(WO —wlh) | firalles e {1,..., K.},

(W), =0 firalles¢ {ki,...,kg }.

Des Weiteren setzen wir

Da wir uns im Rahmen der Konvergenzgeschwindigkeit nur fiir grol3e Stichprobenumfange n interessieren,
nehmen wir im Folgenden ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass n hinreichend grof} ist. Zusatzlich
konnen wir aufgrund der Beschrinktheit von m voraussetzen, dass ||m|/~ < 3, gilt.

Im ersten Schritt des Beweises zerlegen wir den Ly-Fehler des Schétzers m,, in eine Summe verschiedener
Terme. Damit erhalten wir

= (E{|ma(X) =Y P|Dn} - E{Im(X) = Y[*}) - 14,

+ / M (x) — m(x)PPx (dx) - 1ag

E {[m,(X) = Y|P, } — E {|m(X) - Y|*}

- (E {|mn(X) - TﬁnY‘Q‘Dn} —-E {|mﬁn(X) - TﬂnY|2}) V)

n

+|E {[mn(X) = T3, Y *|Dn} — E{|mg, (X) - Tp,Y|*}
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n

1
=237 (Jma(X0) =I5, Yil? = g, (Xi) = Tp,Yil) | - La,
i=1
+ (2 1zn:| (X;) — T3, Yi|> — 2 1zn:| (X)) — T3, Yi|?
n < Mp A4 BnYi n < meg, \Aq BnYi
=1 i=1
2 25 (X0 - v -2 S mex) - v )| 1
n 4 mMnp\ A4 i n 4 mAg i Ay
i=1 =1
1 « 1«
#1223 ma(X) Vi =2 3 m(X) — K| 1,
=1 =1
+/ [ (x) — m(x)[*?Px (dx) - Tac
5
=2 Tin-
j=1
Im zweiten Schritt des Beweises zeigen wir, dass
logn

(3.6)

1
E{T1n} <cer- 281 sowie E{T5,} < ces -
n

gilt.

Der Beweis hierzu orientiert sich an dem Beweis von Lemma 1 in Bauer und Kohler (2019). Der Voll-
standigkeit halber geben wir diesen im Folgenden an. Fiir den Term T ,, liefert die dritte binomische
Formel

Tin = [B{Ima(X) = YP’[Du} ~ B{m(X) - Y}
— (E{ma(X) = T5,Y P|Da} = E{|ms,(X) — 15, Y[*}) | - La,
= [E {ma(X) = YI* = [ma(X) = T3,Y D}
—E{m(X) = Y — [mp, (X) = T3, Y} | - 14,

=E{(T5,Y - Y) - (2mn(X) =Y = 15,Y)|Dpn} - 14,
—E{(m(X) =Y —mg, (X) +T5,Y) - (m(X) =Y +mp, (X) = T5,Y)} - 14,
= TG,n + T?,n-

Wir starten damit zu zeigen, dass

logn
E{T6,} < cg9 - &

ist.

Da die Ungleichung |Y'| > 3, dquivalent zu exp ((cs4/2) - [Y'|?) > exp ((c64/2) - B2) ist, gilt

Ly >80) = Lgexp((coa/2)-1Y[2)>exp((co1/2)-82)}-
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Damit folgt aus
exp ((c64/2) 52) -1 1y 2 g2y < exp ((c64/2) - |Y|2)
b (\C64 n) " H{exp((cea/2) Y [2)>exp((c6a/2)-63)} = OXP ((C64
die Giiltigkeit von

exp ((064/2) ) ’YP)
Lyy>p.y < exp ((cea/2) - B2)

Zusammen mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten wir daher

E{(T3,Y —=Y)- (2mp(X) =Y — Tp,Y)| Dy}

n

< \/E {|Tﬂny - Y|2} : \/E {|2mn(X) —Y =Ty V] yDn}

< B{YE Ao} \[B {2 a0 - T VP 42 2D}

< \IE {|Y|2 - e"p(i’yp} - \/E {2 - [2mn(X) — T, Y |2 \Dn} 12 E{Y]2}

exp (74 ) Bn)

< BV ew (S vE) } o (<% 52) V2 B AR H 2 E (VR

wobei wir in der letzten Ungleichung ausgenutzt haben, dass m,, und 73, Y durch 3, beschrankt sind.

Wegen y < exp(y) fiir y € R gilt

2
V[P = exp ().
Ce4 2

Damit ist

2
E {|y|2 - exp (Cﬁ ) ‘y|2>} <E{-= .exp (Cﬁ . |y|2) - exp (cﬁ . |y|2)
2 C64 2 2

2 2
< ooy Elew (e [YF)}

woraus mit Voraussetzung (3.1) die Beschrianktheit dieses Terms folgt.

Fiir den dritten Term erhalten wir aus
1
E{[Y]’} <E {064 - exp (ce4 - \Y\Q)} = c79 < 00,

dass

V2B B +2 E{YP} < /I8 B +2-cn
gilt.

Daher ergibt sich, mit 3,, = ¢5 - logn, dass

c logn
E {Tsn} < v/cr1 - exp (—% 5%) V18- 82+2-cr9- P(An) < coy - i
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erfillt ist.
Als néchstes zeigen wir

logn
E{Tr,} < crp- —20.

Die Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fithrt zu
E{Trny = —E{m(X) =Y —mp,(X) +T5,Y) - (m(X) =Y +mp,(X) =T5,Y)} - P(A,)
< B {00~ mi, (00 + 15y V) B {000 Y g, () - 1,177

< 2 B{m(X) - mp, (X)) +2 - E{|T,,Y - Y2}

VE(m(X) =Y +mg, (X) — Tp, Y[2}. (3.7)

Den zweiten Term konnen wir nun analog zu dem zweiten Faktor in 7§ ,, abschatzen. Nach Voraussetzung
des Theorems ist ||m||oc < 3,. Zudem ist mg, per Definition ebenfalls durch 3,, beschrénkt. Damit gilt

VEUm(X) =Y +mg, (X) =T, Y2} < /B2 [m(X) +myg, (X) - T, Y2} +2- B{Y ]2}
< VB mEOR +4- s, (X) — T, Y + 2 BV
< VE{20 52} +2-E{|Y[?}

\/20 -2 (logn)2 +2 - cro}
cr3 - logn.

IN A

Fiir den ersten Term von E{77,} ergibt sich durch die Ungleichung von Jensen, zusammen mit der
Definition von m,, sowie der Definition von mg, die Abschédtzung

2-E{|m(X) —mg,(X)[’} +2-E{|T5,Y - Y|*}
—2-B{[B{Y - Tp,Y[X}|"} + 2 - E{|T5,Y - Y}
<2-E{|E{|Y =T, Y*|X}|} +2-E{|T3,Y — Y|*}
=4-E{lY - Tp,Y|’}.

Einsetzen in Ungleichung (3.7) liefert

E{Tr,} < \/4 B{Y ~T5,Y?} - 73 - logn.

Mit der gleichen Argumentation wie fiir den ersten Faktor in T ,, erhalten wir damit

VEBIY - B,YF < 2 B{VP L)

< 2. E{|Y|2 epr((%G Dﬁfi))}
< 2\/E{|Y\ exp(c64 \YP)}-exp( ‘ol 52)
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< 2-y/cr1-exp <—C%4 : 52) :

Damit ergibt sich

c logn
E{T7,} <2-\/cr1-exp <—% : 5%) ~e73 - logn < era - %7
woraus die Aussage des ersten Beweisschrittes folgt.

Der Beweis fiir die entsprechende Schranke von E{T3,,} ergibt sich analog.

Im dritten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

(logn)?

ET5, < c -

ist.

Aus der Definition des Schétzers m,, und der Annahme, dass ||m|/~ < 3, ist, folgt
[ () =m0 PPx(ax) < 4 - logn).
Deshalb geniigt es zu zeigen, dass
P(Ac) < & (3.8)

ist.
Um dies zu nachzuweisen, beschrdnken wir zunéchst die Wahrscheinlichkeit, dass die Startgewichte im

ersten der K, vollstdandig verbundenen neuronalen Netze in jeder Komponente hochstens um einen Faktor

log n von (wﬁ ;)i 1i<1 abweichen. Da jedes der vollstédndig verbundenen neuronalen Netze (r + 1) + (L —
2)-r-(r+1)+r-(d+1) Gewichte enthélt, ist diese Wahrscheinlichkeit fiir » hinreichend grof von unten
beschrankt durch

log n (r+1)+(L—-2)-r-(r+1) log n r-(d+1) (@1 -0
S L : > (@) T-05,
<40d- (log n)2) (16d‘ (logn)? - n7> "

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass keines der ersten n”"(¢*1)7+1 neuronalen Netze die Bedingung erfiillt,

gegeben durch
(exp (_nfT-(dJrl)-TfO,E)))

= exp(—n"?).

nro(d+1)-7+1

IN

(1 N nfr-(d+1)-770,5)n’“‘(d+1)‘7+1

Aus Voraussetzung (3.5) folgt, dass K,, > K, - n”(@D-7+1 fiir hinreichend groRe n gilt. Deshalb kénnen wir
diese Konstruktion schrittweise auf alle K,, Gewichte ((w(®) ),(Cl)Z J)Z jl:i<r anwenden. Die Wahrscheinlichkeit,
dassein k € {1,..., IN(n} existiert, so dass keiner der IA(n Gewichtsvektoren des vollstdndig verbundenen

neuronalen Netzes sich héchstens um log n von (w,(f)i j)i7jvl:l< 1, unterscheidet, ist dann fiir hinreichend grol3e
n von oben beschrankt durch

R, - exp(—n0%) < - exp(—n®) < T8
n
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Mithilfe der Ungleichung von Markov erhalten wir

Pl < 2 max > VA< 2 en R {v]> VB

76 +n_E{eXp cer - Y?)} _ o E {exp(ces - Y?)} st

n exp(ce4 - Bn) n exp(ceq - c5-logn) = n

)

wobei die letzte Ungleichung aus Voraussetzung (3.1) und ¢5 - cg4 > 2 ist, folgt.

Im vierten Schritt des Beweises wollen wir zeigen, dass die Voraussetzungen (2.9)-(2.11) von Lemma 1
erfiillt sind. Seien hierfiir

S = {v v —wO <2/ F(w©®) + 1}

und

_(1 _( l
§:= {<w,§,1,j>k,i,j,z:l<L @, Drigaier — (WY igaaerl < /2 F<w<0>>} .
Wir miissen nun nachweisen, dass bei Eintritt des Ereignisses A,, die Bedingungen

[(VwE)(wW)[| < Cp (3.9)

fir alle w € S,
[(VwE) (W) = (VwF)(W)[| < Cr - [w — w]| (3.10)

fiir alle w,w € S, sowie
F(w*) = F(w))| < Do - (W) sz I i Drigaaer, — (WO kgl

fiir alle (w,gl)i j)k’i,j’l;l< LES gelten.

Sofern das Ereignis A,, eintritt, ist
Z Y2 max Y2 < Bn.

Sei nun w € S. Analog zu Beweisschritt vier in Theorem 1 gelten dann aufgrund der Initialisierung der
Startgewichte die Ungleichungen

H(wl(g{)z'7j)k,i,j,l:1§l<L”oo < Jw— w0+ ||((W(O));gl,)i,j)k,i,j,z:1§1<L||oo
< 2.4/ Fy(w®) 41+ 20d - (logn)?

2

IN

cr7 - (logn)
und

L L
I D gl < W = WO+ (W) Dy 7 o

IN

24/ Fo(w®) 41

IN

crs - (log n)l/Q.
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Fiir w € S folgt dies analog. Somit sind die Voraussetzungen (2.19) und (2.20) von Lemma 2 sowie die
Voraussetzungen (2.28) und (2.29) von Lemma 3 fiir B,, = ¢77 - (logn)? und v = ¢75 - (logn)'/? erfiillt.
Zusatzlich gilt

lw—w®2, < [w—wO|

<2- Fo(w(0) + 1)2

IA

IA

2
2-(2- Fn(w(o))> +2
8- F(w®) 42

IN

Wegen t,, = [cg5 - Cp | mit cg5 > 2 folgt hieraus, dass die Voraussetzungen (2.21) und (2.30) ebenfalls
erfiillt sind.

Zudem konnen wir aufgrund des beschrankten Tragers von X annehmen, dass «,, = c7g ist. Unter der

Voraussetzung, dass C,, > K3/% . (log n)BL+2 ilt, erhalten wir aus Lemma 2 die Ungleichun
g g g g g
IVwFo (W)l < cr- K32 B2 (v7) \/ — - max { F(w(©),1}
< g 1?2/2 . (logn)4L -logn - /logn
< e K22 (logn)*t - (logn)'+1/2
< Cp

und aus Lemma 3 die Ungleichung

[(VwEn) (W) = (VwEn)(W)]|

IN

e - K32 B3 ()2 \/ -max{F,(v),1} - |w — w||

cs1 - K32 (1ogn)6L -logn - /logn - ||w — w]||
51 - K32 - (logn)OL - (logn)1*1/2 - w — ]|

Cp - |lw—w]

ININ TN

fir hinreichend groes n. Damit ist die Giiltigkeit der Bedingungen (3.9) und (3.10) fiir
C, > K2'* . (log n)® +2 nachgewiesen.

Im Folgenden sei der Gewichtsvektor w, so dass (@& j) kijli<L € S ist. Analog zum vierten Beweisschritt
von Theorem 1 erhalten wir

Fo(w") = Fu(w)")

n n 1/2
< (i > (fw*(Xi) + f(w(o))*(Xi)>2 + % Zyiz)

=1

Kn

(S5 (Sl £

k=1

(L)
w* k, 1 i f(w(o))*7k71(Xi)

2 )1/2

Aus dem Beweis von Lemma 2 ergibt sich mit B,, = c;7 - (logn)? und aufgrund des beschréinkten Trigers
von X die Ungleichung

o)
‘ wekal (w<0>>*,k,1<x)’
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< cso - (logn)? - max (W) = (wO)) (31D
4,J,0:0<L " b
Somit ist
1 Rn 2 1/2
L
(n Z 1,1,k‘ Z *kl J f((w)m))*kl(Xi) >
i=1 \ k=1 k= o
L l l
<) Dzl s (Qogn)?E - l(wld) Dk — (W) Ikijuerl.
©)

Fiir (w,; j) kg lil<L € S ergibt sich, analog zu Beweisschritt vier in Theorem 1, durch die Voraussetzungen
(3.2) und (3.3) sowie die Anwendung der Ungleichung (3.11), dass

(i i (fW*( ) + fw(O))* i ) ZY2>

i=1
&y w2
L
= (4'2‘“11,1,5
s=1

16 8 2
2 2
+ ;Zf(ww))*(xi) + ;Z}/Z >

i=1 i=1

/2

2

Z" (L)
S:

2
cega - (logn)*? - || (w)

l
wi Inigier — (W)

L
wg,l),s k7i7j)k,i,j,l:l<LH2

[N
/N
W

s=1
2

16 «— Ko g 1/2
G Sy
+ ; . Zw17175 . f(W(O))*JC 1(X—Z) + ﬁ }/; )

Sy

=1 \s=1 =1

1/2
< <085 . Mg - (log n)4L+l +16 - ﬁ,% + 8- Bn)
< cgg - M, - (log n)zL'H
gilt.
Zusammenfassend erhalten wir damit
Fo(w*) = Fo(w(©)%)

< sz My (logn) 1 (W) syl I Dkiginer — (WO Deijiaecll
Daher ist Voraussetzung (2.11) in Lemma 1 fiir
D,, = cg7 - M, - (logn)*E+!
erfillt.
Sei im Weiteren ¢ > 0 beliebig.
Im fiinften Schritt des Beweises zeigen wir, dass

n7~d+a

ET5, < cgs-
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gilt. Sei hierfiir W,, die Menge aller Gewichtsvektoren (w,(f)l j) k.5, mit den Eigenschaften
|w§ﬁ)7k| < cgg - (logn)? fir k € {1,..., K.},
l . = .o
wih | < (20d+1) - (logn)®  firl e {1,....L—1},ke{l,....K,},i.je{1,....r}
sowie
0 - .. = . .
wi) | < (8d+1) - (logn)? n™  firk e {1,....K,}.ie{l,...,r},j € {l,....d}.

Wir definieren den Funktionsraum F,, durch

fn = {T,anw TW Wn} .

Tritt das Ereignis A,, ein, so wissen wir aus Lemma 1, dass die Abschédtzungen

(B0 z =~ (W0 & ] < V2 Paw®) < (10g )

7 ofn

und

H((W(t))](gl,)i,j)k,i,j,l:l<L - ((W(O))l(cl,)z‘,j)k,i,j,l:l<L’ <4/2- Fu(w®) < (logn)?
fiir alle t € {0,...,t,} erfiillt sind. Somit erhalten wir aufgrund der Wahl des Startgewichtsvektors w(?),
dass w(*) in der Menge W, fiir t € {0,...,t,} enthalten ist, sofern das Ereignis A, eintritt. Fiir alle u > 0

gilt daher

P{Tyn>u}p < P{E {Imn(X) = T5, Y [*[Du} = E {|ms, (X) = T5,Y "}

—92. %Z (|mn(Xz) — TﬁnYﬂQ img,, (X;) — T, Yl ) }
=1

. (X)  TaY[) "mﬁn (X) TpY[
= P{HfEf”'EO B ) E( bn n
’ i T@nY mg X) TgnY;' 2
Z\|"8 " b Bn Bn
L fX) _T.Y ") 'mﬂn(x) T Y[
>3 (5%”(’ 8. B ) E( 4. B '

Durch die Verwendung von Lemma 10, wobei wir hier B=1,c¢ =1/2,a == ﬁ gesetzt haben, folgt,
dass dieser Term durch

1\2 u

14'SUPN1<5 {1'flf€.7:} x”>.exp —(j) %Wn
xy ) Bn n (& 214(1_}_%)

§14-sunp/\f1< {ﬁ S fef} )'eXp(_g,lZé%)
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beschrénkt ist. Wenden wir hierauf Lemma 5 mit A = (8d + 1) - (logn)* - n", B = (20d + 1) - (logn)?,

C = cgo - Ky - (log n)? sowie a = cg an, so erhalten wir fiir (x,...,%,) € (supp(X))", dass

N1< {ﬁ - fef},x’f)ﬁf\/l(é-ﬂn,?n,x’f)

oA/
1 By c91-(logn)Q'(L’l)'d-(logn)Qd-nT‘d-(71("5(,167% ) ) +c1g
<

4d- (n—i—?)

ist. Fir 6 > 1/nund ¢ > gilt

~ da/e
K, - (logn)? / < nftl. (logn)? @/t
0+ Bn - cs-logn
1 /e
< < - log n>
&3

- (1 (k+2) oy
—n €
< o

= ng(&:)-’l’b .

o

Setzen wir dies in die obige Ungleichung ein, fiihrt dies zu

N1< {5 f fef}’x?>Sng(e).nCM'nT‘d'*‘E/?'

Zusammenfassen dieser Ergebnisse liefert fiir u > 1/n die Ungleichung

o Trd+e/2 n-u
P{Ty,, > u} < 14~ co3(e) - n ™ exp <5136ﬁ%> '

Fiir €, > 1/n ergibt sich dann
E{T2n} < E{max{Tyy,0}}

o0
< &, —|—/ P{T,, > u}du
En

IN

5136 - 32

n
Setzen wir nun )
5136 -
En — Tﬁn - Coyq - nT'd+5/2 . log n,

so erhalten wir

5136 - 32 n

1 redte 2
S 695(5) . <n . nT-dJrE 4 nC94'n d+e/2 . exp (—694 . nT-d+€/2 . logn) . in,)

n'r-d—i-e

< cgs(e) - —

dte 5136 - B2
En + 14 . 693(5) . n694‘77/ d+ /2 . eXp <_n . ETL) . 7/8”’

T € 5136 ° 2
en + 14 - cg3(e) - n®4™" e - exp (_n . €n> . 75”
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woraus die Behauptung des fiinften Beweisschrittes folgt.

Im sechsten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

E{T,,}
Kn
< cog(e) - ( sup / N w8 (%) — m(x)PPx (dx)
@ ki k=1
m](f’)i,].fw,(f’)i’j <logn (1=0,...,L—1)
+nf d+e N M,% - (log n)4L+3/2)

gilt.
Auf dem Ereignis A, ist |Y;| < /B, < B, furallei =1, ..., n erfiillt. Aus der Ungleichung

Tp,2z =yl <|z—y|  firly| < B,

folgt daher
T/ = |23 a0 - v - L3 k) - 2] 14
M ni:l n 7 7 ni:l ) 7 n
(1 & , 1< )
<D e (Xi) = Vi = =3 pm(X) — Y| - 1,
L =1 i=1
- .
= |Fu(wl) - = Xi) = Yil*| - 1a,.
() = Dm0 Vi,

Die Anwendung von Lemma 1 fithrt dann zu
E{Ty,/2}
<E { Fy(wit)) — i; m(X) = Yil?| - ﬂAn}
< B{ [+ D I )] 2 o (60)

(L L
1((w )g,l),k)kzl,...f(n - ((W(O))g,l),k)kzl,.,.,f?n”2 n Iy (W(O))
2 tn

IS X - vif? -nAn}
n =1
=E { [Fn((w(o))*) + D, - ‘|(w§,L1),k)k:1,f{nH \/2-F, (W(O))

I(wl") ©) 1
) EZ Im(X;) = Y[
=1

2
Wikt gl | P (W
2 tn

‘]lAn}7
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wobei wir in der letzten Gleichheit ausgenutzt haben, dass (W(O))ng) , = Oftiralle k € {1,... ,K,} ist. Da
wir aus dem vierten Beweisschritt bereits wissen, dass

Dy, = cg7 - My, - (logn)*t !
ist, ergibt sich zusammen mit Voraussetzung (3.2) die folgende Ungleichung

(L) ||2

L H(w171,]€)k: e F, w(0)
Dy @ )eey 7l 1/2- Fo (w©) + = N (tn )

%ﬁ cs - logn

2 tn

< cg7 - M2 - (logn)*H3/2 4

Fiir die Abschétzung des restlichen Terms zerlegen wir diesen zunichst in zwei Teile

E{ E,( —nym -]1An}

( S (WO E, P x) -y

0)" k1
— (w®)

( —erm m?)

Z((W(O )" )gﬁ),k ' f((va)<o>)*,k,1(X) -Y

k=1
=E{Tsn} +E{Tyn}

2

Dy, w5 —E{|m(X) - YQ})

2. [E Dy, w? b —E{m(X) - Y]?} || -1a

n

Wir beginnen damit, E{T3 , } abzuschétzen

2

Ky
s\ (L L
E{T3,} =E{2- |E{ Y (w®) )g’l{k. ((w)(o))*7k71(X)—Y Dy, w9 b —E{jm(X) - Y|*}
k=1
~ 2
.- L) (L)
=2-E /Z((wm))*)ﬁ,l,ks-f(w(0>)*7k571(x>—m(x) Px (dx) 14
s=1
<2 sup /’Zle,k wkl x) — m(x)|*Px (dx).
(wl(c)zj)kijl:

O (1
k: i, Yk >7,

<logn (I=0,...,L—1)

Um eine obere Schranke fiir E{T} ,} zu bestimmen, nutzen wir die Tatsache, dass aus Voraussetzung
(3.3) die Beschranktheit von f(w(o))* folgt. Daher konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit

einen Stutzungsoperator einfiigen. Gleiches gilt fiir die Regressionsfunktion m, so dass auch hier der
Stutzungsoperator verwendet werden kann. Zudem gilt |Y;| < j,, fiiri € {1,...,n}, da wir uns auf dem
Ereignis A,, befinden. Somit ist auch |Y| < 3, fast sicher erfiillt und wir erhalten

E{Ty,}
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_ Oy _ Ly Ny
—E{ R ) = 3 m(x) -
Ky 2
-2.1E Z((W(O)) )ngk fw(o)) kl(X)_Y Dn,W(O) —E{|m(X)—Y]2} g,
k=1

n

1
=3 T, Fiony (Xi) = T, Yif? = [T, m(X;) = T, Yif?
=1

_E{

—2: (E {‘Tﬂnf(ww))*(x) - TBnY’Z‘ Dnvw(o)} —E{|Tp,m(X) - TBnY|2}>] : ]lAn} :

Gemal Bemerkung 2 konnen wir Lemma 10 anwenden und erhalten damit anlog zu Beweisschritt fiinf die
Ungleichung

1 n
E { o > T f (wwtory (Xi) = Ts,Yil> = |Tp,m(Xi) — Tp, Y3l
2. (E {‘Tgnf(ww))*(X) - TgnY‘z‘ Dn,w(o)} —E{|Tp,m(X) - TﬂnY|2}>] : ]lAn}

=1
nT~d+a

< cor(e) -

Zusammenfassend folgt dann mit P(Aj5,) < <=, dass

o |ru ) - £ 3oy v
=1

(L) — |12 0)
I ”(wl,l,k)k:L...,KnH Fy, (W( )
+ D i), e I /2 F (W) + 5 + |
n
<9 sup / yzww )| (%) — m()|?Px (dx)
@ i
@;ci‘ (l,)z,J <logn (1=0,..., L-1)
T-d+e 2
n M, cs - logn
+co7(e) - + cg7 - M2 - (logn)*F+3/2 4 7" + zig
n
gilt.
Dies impliziert
E{Tyn}
< cge () - < sup /|Z 171,1<; (x) — m(x)["Px (dx).
@0 i g
'@g,>i,f (lfm <logn (I1=0,...,.L—1)
nTdte 2 AL+3/2
+ - + M;; - (logn) .
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Fassen wir alle Beweisschritte zusammen, erhalten wir die Aussage von Theorem 2.

3.2 Konvergenzgeschwindigkeit des Neuronale-Netze-Schatzers

In diesem Abschnitt leiten wir die Konvergenzrate fiir den {iberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-
Schétzer her. Grundlage dafiir wird die zuvor hergeleitete Fehlerschranke aus Theorem 2 sein.

Theorem 3. Sein € Nund seien (X,Y), (X1,Y1),...,(Xy,Y,) unabhdngig identisch verteilte R? x R-wertige
Zufallsvariablen mit supp(X) C [0, 1]¢ sowie

E {exp (064 . Y2)} < 00 (3.12)

fiir eine Konstante cg4 > 0. Wir nehmen an, dass die zugehorige Regressionsfunktion m(x) = E{Y|X = x}
fiir p € [1/2,1] und C > 0 eine (p, C)-glatte Funktion ist.

Sei o(z) = 1/(1 + exp(—z)) die logistische Sigmoidfunktion. Seien zudem L,r,t, € Nmit L > 2 und r > 2d.
Wir setzen 3, = c¢5 - log n fiir eine Konstante c5 > 0,

~ . 1
K,, = nbdtr+2 sowie T=—

1+d
Der Schdtzer m,, sei definiert wie in Abschnitt 2.1 mit
A = tln und  t, = [cgs - Co] (3.13)
fiir eine Konstante cg; > 2 und C,, > 0 mit
Cp > 1?2/2 - (log n)8+2,
Des Weiteren sei
Ceq " C5 = 2. (3.14)

Dann gilt fiir jedes € > 0, dass
2 —gte
E/ |my (x) — m(x)|“Px (dx) < cgg - n” T+d
fiir eine Konstante cgg = cgs(e) > 0, die von e abhdngt, ist.

In Kapitel 1 haben wir gesehen, dass die optimale Konvergenzrate fiir (p, C)-glatte Funktionen durch

__2p
n 2p+d

gegeben ist. Setzen wir p = 3 in Theorem 3, so erhalten wir eine Konvergenzrate, deren Exponent

anndhernd optimal ist.

Fiir den Beweis von Theorem 3 benétigen wir neben der Fehlerschranke aus Theorem 2 ein weiteres
Resultat, welches uns eine prézise Analyse des Approximationsfehler fiir (p, C)-glatte Funktionen liefert.
Zudem stellt das folgende Lemma sicher, dass die d&uReren Gewichte des neuronalen Netzes hinreichend
klein sind.
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Lemma 11. Sei f : R? — R eine (p, C)-glatte Funktion mit p € [1/2,1] und C > 0. Sei X eine R%-wertige
Zufallsvariable mit supp(X) C [0, 1]%. Des Weiteren seien b € Nund 0 < § < 1/2 mit

cgg -0 < % < c100 - 0. (3.15)

Ebenso seien L,r,s € Nmit L > 2 und r > 2d. Sei zudem f(n € N mit
~ 3
K, > (b. (2b+1)2d+1> .
Dann existieren Gewichte

w) € [~20d - (logn)?,20d - (logn)?] firl € {1,...,L}, k€ {1,...,Kn}, i,5 € {1,...,r}

7Z7j
und

0 8-d-(logn)? 8-d- (logn)?
wing € {_ 5 5

] firke{l,....,Ky}, ie{l,....r}, je{l,....d}

(0

derart, dass fiir alle Gewichtsvektoren w mit |w; ; . — w,il)ij] <logn fiirl = 0,...,L — 1 und hinreichend

grofses n die Ungleichungen

~ 2

K
- b (20 +1)%
/ ng,Ll),k : v(vL,i)c,l(X) — f(x)| Px(dx) < cio1 - <b2 0467 + (nf”>> ; (3.16)
k=1
Kn b 2d
2°+1
>l £ <o (14 EEE) e oy (317)
k=1
und
& (L) ¢
103
Z |w1,1,k’2 < 924 (3.18)
k=1
gelten.
Beweis. Siehe Lemma 7 in Kohler und Krzyzak (2022b). O

Im Beweis von Theorem 3 werden wir die Aussagen von Theorem 2 und Lemma 11 kombinieren und damit
die Konvergenzgeschwindigkeit fiir den iiberparametrisierten Neuronale-Netze-Schétzer nachweisen.

Beweis von Theorem 3. Seib = Lﬁ logy(n)|. Dann gilt
1 1 1 1 2
9b 1

T S S o 1
ni+d 21+d 0g2(n) 2 21+d 0gy(n)— n1+d

)

womit Voraussetzung (3.15) fiir § = n~'/(1+9) erfiillt ist. Wir setzen nun

6d

3
K, = (b (20 1) 4 1) ~ cio4 - (logn)® - n1+d
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und definieren den Gewichtsvektor w wie in Lemma 11. Somit ist
wl(f)” € [~20d - (logn)?,20d - (logn)?] fiirl € {1,...,L}, k€ {1,.. .,I?n},i,j e{l,...,r},
sowie

wy) € [-8d- (logn)? - n",8d - (logn)® -n7] firke {1,...,K,},i€{1,....,r},j € {1,....d}

und 7 =1/(1 +d).

Aus Ungleichung (3.18) in Lemma 11 ergibt sich, dass

—2-d lo —2d
E |w1 1 k! < €103 - 82" < ¢1g5 - 0T+

gilt. Daraus folgt, dass Voraussetzung (3.2) fiir M,, = \/c1o3 - n~%1+9 erfiillt ist.
Da fiir eine spitere Abschétzung s > ;3 " d gewahlt wird, folgt Voraussetzung (3.3) direkt aus Bedingung
(3.17) in Lemma 11, da

(2b + 1)2d
ns

n1+d
< c105 - - < Bn

Kn,
ngﬁ),k ‘ fv(*vL,/)ﬂ(X) < cio2 - <1 +
=1

fiir alle Gewichtsvektoren w mit ]ﬂ)g)i i wk ; ]| < log n und hinreichend grol3es n gilt.

Durch die Anwendung von Theorem 2 mit 7 = ﬁ sowie Ungleichung (3.16) aus Lemma 11 mit s > l?f 5
erhalten wir fiir hinreichend grof3es n die Abschitzung
- dte 4L+3/2
2 ni+d (logn)
/|mn — )| Px(dX) < C66 * ( + C103 * v E—
n ni+d
(L) 2
+ sup /|Z Hk fopa (%) = m(x)|*Px (dx).
(wl(s )z 7>k 5,0
ﬂ)l(cl,)i,j (l’)“] <logn (I=0,..., L—-1)
1 2d
T (logn)it3/2 (logn)? 1 logn - ni+d
< C106 - + 2d + 1 t =z t s
n nitd ni+d nitd n
< cgg-m TS
fiir eine Konstante cgg = cog(e) > 0, die von ¢ abhéngt. O

3.3 Konvergenzgeschwindigkeit des Schatzers im Interaktionsmodell

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, den zu Beginn des Kapitels definierten Schitzer so zu modifizieren, dass
wir eine Konvergenzgeschwindigkeit erzielen, die unabhéngig von der Eingabedimension d ist. Hierfiir
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nehmen wir an, dass die Regressionsfunktion m einem Interaktionsmodell geniigt. Wie bereits in Kapitel 1
erwéahnt, ladsst sich die Regressionsfunktion dann als eine Summe (p, C')-glatter Funktionen darstellen.
Konkret bedeutet dies

m(x) = > my(xp) (x = (zM,...,z@T),

IC{1,....d} : [I|=d*

wobei 1 < d* < d gilt und die Funktionen m; : R/l = R (p, C)-glatt sind.

Sei im Folgenden fy, fiir I C {1,...,d} mit |I| = d* gemaR (2.1)-(2.3) definiert, wobei d durch d* ersetzt
wird. Dann ist das neuronale Netz, welches die Basis des Schétzers bildet, gegeben durch

}VW(X) = Z Jwi(x1).

IC{1,....d}: |I|=d*

Der Gewichtsvektor wy ist definiert durch
W = (WI)Ig{l ..... dY,|T|=d*-

Fiir die Durchfithrung des Gradientenverfahrens benétigen wir eine Initialisierung der Startgewichte

W0 _ (w(()))(l) .
I Jyiil, ..
kigl/) 1cqa,... dy,|I|=d*

Im Folgenden sei I C {1,...,d} mit || = d*. Wir setzen die Gewichte der Ausgabeschicht

w —o firk=1,..., K,
und wahlen alle anderen Gewichte (wgo)),(j)i ; unabhéngig voneinander. Die Gewichte (wgo)),(fl. ; it
1 €{1,...,L—1} werden gleichverteilt aus dem Intervall [-20d* - (log n)?, 20d* - (log n)?] gewahlt, wihrend
die Gewichte der ersten verdeckten Schicht (W§o>)]<€<?3’ ;
[-8d* - (logn)? - n™,8d* - (logn)? - n7| mit 7 = gewihlt werden.

gleichverteilt aus dem Intervall
o
Wir setzen die Schrittweite .
=5

wobei die Anzahl der Gradientenschritte ¢,, in Theorem 4 gewdhlt wird. Die Gewichte des Netzwerkes
werden iterativ durch den Gradientenabstieg bestimmt. Das heil3t,

An

with) — w® _ ) . (VWFn)(w(t))

firt =0,...,t, — 1. Die Verlustfunktion entspricht hierbei dem Ls-Risiko F;, des Netzwerks fw auf den
Trainingsdaten und ist gegeben durch

Fulw) = 3~ |fwl(X0) = YiP
i=1

Der Schétzer ist dann definiert durch

My (x) = Tgnfwun) (%),
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mit 3, = ¢ - logn.

Das folgende Resultat zeigt, dass es unter geeigneten Annahmen moglich ist, durch einen iiberparametrisier-
ten tiefen Neuronale-Netze-Schitzer eine gute sowie dimensionsunabhéngige Konvergenzgeschwindigkeit
zu erzielen, sofern die Regressionsfunktion einem Interaktionsmodell geniigt.

Theorem 4. Seien d € N, d* € {1,...,d} und p € [1/2,1]. Des Weiteren seien C > 0, n € N und
(X,Y),(X1,Y1),...,(X,,Y,) unabhingige und identisch verteilte R? x R-wertige Zufallsvariablen mit
supp(X) C [0, 1]¢ sowie

E{exp(cio7 - Y?)} < o0

mit einer Konstanten c1o7 > 0. Sei zudem m(x) = E{Y|X = x} die zugehdrige Regressionsfunktion mit

mx)= > mylx)) firxel[o,1),

IC{1,...,d}:|I|=d*
wobei jedes m; : RY — R (I C {1,...,d},|I| = d*) eine (p, C)-glatte Funktion ist.

Sei 0(z) = 1/(1 4 exp(—z)) die logistische Sigmoidfunktion und seien L, € N mit L > 2 und r > 2d*. Setze
Bn = c5 - log n fiir eine Konstante c5 > 0,

=5 * . 1
K, = nbS¥tr+2 sowie T= )
1+d*

Der Schdtzer m,, sei definiert wie in Abschnitt 3.3 beschrieben mit

1
)\n = ? und ty, = [0108 . Cn—|

n

fiir eine Konstante c1ps > 2 und C,, > 0 mit
Cp > 1?2/2 - (log n)8+2,
Zusdtglich gelte
c107 - C5 > 2. (3.19)

Dann gilt fiir alle € > 0, dass

1

E/ |72, (%) — m(x)|*Px (dx) < cio9 - n~ T °

fiir eine Konstante c109 = c109(¢) > 0, die von ¢ abhdngt, ist.
Die hergeleitete Konvergenzgeschwindigkeit ist unabhéngig von der Eingabedimension d. Daher zeigt
Theorem 4, dass unser Schétzer den Fluch der Dimensionalitdt umgehen kann.

Um Theorem 4 zu beweisen, benotigen wir das folgende Lemma, welches die Komplexitit einer Menge
iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze fiir Interaktionsmodelle kontrolliert.
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Lemma 12. Seien o > 1, 5 > 0 sowie /T, E, C > 1. Weiter sei o : R — R eine ¢-mal differenzierbare Funktion,
so dass alle ihre Ableitungen bis zur Ordnung ¢ auf R beschrdnkt sind. Sei F die Menge aller Funktionen der
Form

fW(X) = Z fWI(XI)?

IC{1,...,d}: |T|=d*

mit fv,, welches wie in (2.1)-(2.3) definiert ist, wobei d durch d* ersetzt wurde und dem Gewichtsvektor wr,

w = (Wl)jg{l,...,d}:m:d* )

Zusdtzlich erfiille der Gewichtsvektor wy fiir alle I C {1,...,d} mit |I| = d* die Bedingungen

Kn
Sl <, (3.20)
k=1
(Wil < B firke{l,..., K.}, ije{l,...rhie{l,....L -1} (3.21)
und _ ~
(W), <A firke{l,....K.}, ie{l,....r}, je{l,....d"}. (3.22)

Dann gilt fiiralle 1 < p < 00, 0 < £ < fund x} € [~a, a]*™ die Ungleichung

& 7a* m—1y.ar (E)4
p>0111-a A% -B (;) +ci12

Ny (e AT5f < f e Fxh) < (6110 i

eb

Beweis. Siehe Lemma 8 in Kohler und Krzyzak (2022b). O

Fiir den Nachweis der Konvergenzgeschwindigkeit im Interaktionsmodell benétigen wir die Aussage von
Theorem 2 fiir Interaktionsmodelle, welche im folgenden Lemma formuliert wird.

Lemma 13. Sein € Nmitn > 2 und 3, = c5 - logn. Seien (X,Y), (X1,Y1),...,(X,,Y,) unabhdngig und
identisch verteilte R? x R-wertige Zufallsvariablen, wobei supp(X) beschrdnkt ist und

E {exp (cio7 - Y?)} < 00 (3.23)

fiir eine Konstante c1g7 > 0 mit c1o7 - ¢5 > 2 gilt. Die zugehorige Regressionsfunktion

m(x) = Z m](X])

IC{1,...,d}:|T|=d*

sei beschrdnkt, wobei 1 < d* < d ist und die Funktionen mj : RY — R (p, O)-glatt sind. Weiter sei
o(z) = 1/(1 + exp(—=z)) die logistische Sigmoidfunktion sowie K, L,r,t, € N, M, > 1 und \,,7 > 0.

Des Weiteren sei K,, € {1,...,K,} und es gelte fir I C {1,...,d} mit |I| = d*, dass
(W)}, € [-20d" - (logn)2,20d* - (logn)?| fir L€ {1,...,L}, ke {1,..., Ky}, i,j € {1,...,r},

(wWi)); € [-8d" - (logn)? - n7,8d" - (logn)? - 7] fir k€ {1,..., Ky}, i € {1,...,r}, j {1,....d"},
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Kn o2
S lwnR, < (3.24)
k=
und
~ L L
Z(Wf)g,l),k ' J?x(fvl),k,l(xl) < Bn (3.25)
k=1
fiir x € supp(X) sowie fiir alle Gewichtsvektoren w mit
7)o~ wpl) L <1 irl=0,...,L—1
(WD) — (W) 4| < logn  fir e )
Zudem sei
n
fiir ein k > 0 und
K
— = 00 (n — 00). (3.27)
K, - nre(d*+1)-7+1
Der Schdtzer m,, sei definiert wie in Abschnitt 3.3, wobei
1
)\n = 7 und t, = ’—Cl[)g : Cn~| (328)
n
fiir eine Konstante cygg > 2 und fiir C,, > 0 mit
Cp > K}/ - (logn)®H+2.
Dann gilt fiir alle € > 0 die Abschdtzung
E [ Jiia(x) - ()P (dx)
,n/T‘d*-‘rE
<ecus- + M - (logn)*F+3/2
n
Kn 2
Ly F(L
+ 3 St Bk o | Pt
(((V_VI);(C{),L-J-)k,i,j,l)[g{l,...,d},|1|:d*: IC{1,...,d*}:|I|=d* k=1
W) —(wn)D | <logn
(l:077L_17 Ig{:[:vd}? ‘Ilid*)
fiir eine Konstante c113 = c113(g) > 0, die von ¢ abhdngt.
Beweis. Unter Verwendung von Lemma 12 folgt der Beweis analog zu dem Beweis von Theorem 2. O

Fiir den Nachweis der Konvergenzgeschwindigkeit im Interaktionsmodell konnen wir analog zu dem Beweis
von Theorem 3 vorgehen.
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_ 1 ). : :
3 6d*
~ . 3.nm'

) (b (20 4+ 1)20 + 1) ~ c114 - (logn)

Beweis von Theorem 4. Sei b = | 1z logy(n)].Weiter sei
< d
2

go= (Y
Dann ist wegen
1 1
1 < ? < 1
n1+d* n1+d*
Voraussetzung (3.15) fiir 6 = n~1/(+d") erfiillt. Auch hier definieren wir den Gewichtsvektor w, so dass
die Komponenten gemil® Lemma 11 gewéhlt werden, um m; zu approximieren
Damit ist
(W), ; € [-20d" - (logn)?,20d" - (logn)?| fiir i € {1,..., L}, k€ {1,.... K.}, i,j € {1,....7}
sowie
(wI),(SZ?’j € [-8d* - (logn)?-n",8d* - (logn)?-n"] fiirk € {1,. .,f{n}, ied{l r}, je{l,...,d"}
und 7 = 1/(1 4 d*).
Die Voraussetzungen (3.24) und (3.25) in Lemma 13 sind fiir den Gewichtsvektor w erfiillt, da
Kn 2d*
L _ 2d*
> D IwniP < enson T
IC{1,....d} : |T|=d* k=1
beziehungsweise
N nite
Z Z(Wl)lﬂlvk ' f(WI)k,1(X) < cu6 ns < Pn
IC{1,...,d}: |I|=d* |k=1
fir s > ff o+ und alle Gewichtsvektoren w mit |(w )l(cl,)i,j — (wy ) rijl Slognfirl=0,...,L—1sowien
hinreichend grof} gelten
Mit Lemma 13 und Lemma 11 erhalten wir fiir 7 = 5 - d* und s > ff - die Ungleichung
e d* e 4L+3/2
1+d 1
/\mn m(x)[*Px (dx) < c113 - n +c115 (log n)Qd
n nitd
2
+ sup > Z Wi b L (x1) — mixr) Px(dx)>
(wn)y) i A DIC L, d}, | I =d* IC{1,....d*}:|I|=d* k=1
(w1 ;1 — (W) ;| <logn
(1=0, L1, IC{1,.d}, |T|=d*)
prra 4t (log n)L+3/2 d (logn)? 1 logn - R
24* + d* ’ - _2p + s
n1+d* ni+d n1+d* n

<cr -

< C118 * n_ 14+d* +e
fiir eine Konstante c115 = c1158(¢) > 0, die von ¢ abhéngt
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In diesem Kapitel haben wir fiir einen iiberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-Schétzer, der durch
Gradientenabstieg beziiglich des empirischen Ls-Risikos ohne Regularisierungsterm trainiert wurde, eine
Konvergenzgeschwindigkeit von n~ T T figr (p, C)-glatte Regressionsfunktionen mit p € [1/2, 1] hergeleitet.
Fiir den Fall p = % ist der Exponent der Konvergenzrate anndhernd optimal.

Dariiber hinaus konnten wir fiir den Fall, dass die Regressionsfunktion einem Interaktionsmodell fiir
p € [1/2,1] geniigt, eine dimensionsunabhingige Konvergenzgeschwindigkeit erzielen. Dies belegt, dass der
iiberparametrisierte Neuronale-Netze-Schitzer in der Lage ist, den Fluch der Dimensionalitdt zu umgehen.

Fiir den Nachweis der Konvergenzraten haben wir verschiedene Resultate aus den Bereichen der Op-
timierung, Generalisierung und Approximation verwendet, mit deren Hilfe die entsprechenden Fehler
abgeschétzt werden konnten.

Aufbauend auf diesen Ergebnissen, die beziiglich weniger glatten Funktionen gelten, werden wir nun
unsere Betrachtungen auf Regressionsfunktionen mit einer Glattheitsordnung von p > 1 erweitern.

Wir mochten untersuchen, wie die Einschrankung der Regressionsfunktion auf hierarchische Kompositi-
onsmodelle die Konvergenzgeschwindigkeit des iiberparametrisierten Neuronale-Netze-Schitzer sowie
dessen Abhangigkeit von der Eingabedimension d beeinflusst. Dafiir werden wir im Folgenden die ReLU-
Aktivierungsfunktion verwenden.
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4 Dimensionsreduktion Uiberparametrisierter tiefer
Neuronale-Netze-Schatzer trainiert durch
Gradientenabstieg

Im vorherigen Kapitel haben wir gezeigt, dass fiir eine (p, C')-glatte Regressionsfunktion eine gute Konver-
genzrate eines liberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-Schéitzers erreicht werden kann, der durch
Gradientenabstieg trainiert wurde. Diese Konvergenzrate kann allerdings nur fiir p € [1/2, 1] erzielt werden
und somit ausschlief3lich fiir Funktionen mit geringer Glattheit.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine Konvergenzgeschwindigkeit eines Neuronale-Netze-Schétzers fiir (p, C)-
glatte Regressionsfunktionen mit p > 1 herzuleiten. Dabei nutzen wir die ReLU-Aktivierungsfunktion. Um
den Fluch der Dimensionalitdt zu umgehen, werden wir zusatzlich annehmen, dass die Regressionsfunktion
eine kompositionelle Struktur aufweist und somit eine Verallgemeinerung des Interaktionsmodells aus dem
vorherigen Kapitel darstellt.

Eine zentrale Rolle im Beweis dieses Resultates spielt das Approximationsresultat aus Kohler und Langer
(2021), welches die gute Approximationsfahigkeit neuronaler Netze fiir (p, C')-glatte Funktionen belegt.

Bevor wir jedoch die Konvergenzgeschwindigkeit im Detail betrachten, werden wir den Neuronale-Netze-
Schétzer einfiihren.

4.1 Einfiihrung des Schatzers

Fiir die Definition dieses Neuronale-Netze-Schétzers wahlen wir die ReLU-Aktivierungsfunktion
o(z) = max{z,0}. Wir bezeichnen die Anzahl der Gewichte des neuronalen Netzes mit W € N und
definieren YW C RW als eine abgeschlossene und konvexe Menge, welche die Gewichte des Netzes fiir die
gegebene Topologie enthalt.

Im Folgenden ist es unser Ziel, den Gewichtsvektor w € W mithilfe der Daten D,, eines neuronalen Netzes
fw: RIS R

so zu lernen, dass wir eine gute Vorhersage fiir die Regressionsfunktion m erhalten. Um dies zu erreichen,
betrachten wir eine Linearkombination gestutzter vollstindig verbundener neuronaler Netze

Ky
fo() = wi - Tp, (fur1(x)) (4.1)

k=1
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mit Gewichten wy, ..., wp € R. Hierbei wird durch fy x1(x) die Ausgabe des k-ten vollstédndig verbunde-

nen neuronalen Netzes bezeichnet. Diese ist gegeben durch

fw,k,l(x) = Z w](fl)ﬂ‘ : fV(VL};J (X) (4.2)
j=1
fiir Gewichte w,(CLl) 1ree ,w,(CLl)r € R, wobei f‘EVL,)C ,(x) rekursiv definiert ist durch
O =0 [ Y wl VN x) +wl sy 4.3)
j=1
fiir Gewichte wg’;é), e w,(i;rl,) €cRund!=2,...,L sowie
d .
fakiG) =0 | 3wy a +wlly (44)
j=1
fiir Gewichte w,(c?i)’o, - ,w](f% 4 ER.

Fiir die Optimierung der Gewichte nutzen wir wieder den Gradientenabstieg beziiglich des empirischen
Lo-Risikos

Faw) = -3 [wlX,) = Y
p=1

Zur Initialisierung wahlen wir die inneren Gewichte unabhingig voneinander und gleichverteilt aus einer
Menge WY C W. AnschlieRend setzen wir die d&ulReren Gewichte

(W), =0 firk=1,...,K,.

Dariiber hinaus benotigen wir fiir die Analyse des Gradientenabstiegs je eine zuséatzliche Bedingung fiir
die Gewichte der Ausgabeschicht sowie die Gewichte der inneren Schichten. Sei A hierfiir die Menge aller
Gewichtsvektoren (wy,) welche

k=1,...Kn’
Ky
D fwel <1 (4.5)
k=1

erflillen. Die Menge B sei die Teilmenge aller Gewichtsvektoren, welche die Bedingung

! !
H(wl(c)”)kul - ((W(O))Ll”j)k,i,j,lu < c119 (4.6)

fiir eine Konstante cj19 > 0 erfiillen. Die inneren Gewichte sind also hochstens eine Konstante c;j19 von
den Startgewichten entfernt. Durch die Anwendung des Gradientenabstiegs ergibt sich eine Folge von
Gewichten. Diese wird fiir die Gewichte der Ausgabeschicht und die der anderen Schichten getrennt
bestimmt. Daher erhalten wir fiir eine Schrittweite \,, > 0 die folgende Vorschrift

Fo(w(®
<(W(t+1))k) . = PTOjA ((W(t))k _ )\n . 871())
k=1

k=1,...Kn owy,

=1,....Kn
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und
l , l OF,(w()
<(W(t+1))](€’)i’j)kijl = Projp (((W(t))gc,)i,j - An - GT .
Jirds Ykid ) ki

Hierbei ist die partielle Ableitung der Verlustfunktion F), beziiglich der dul’eren Gewichte wy, definiert
durch

OF,(w®) 2
) 2 (o (K) = Y0) - T (o 1 ()
p=1
mit k € {1,... ,f(n}. Die partiellen Ableitungen der Verlustfunktion F;, beziiglich der Gewichte w,iLl)j fir

k€ {1,...,IA(n},j € {1,...,r} sind gegeben durch

% = D (fwo(Xp) = Yp) - (wh)y - (’)’1 g
9 k21,5 p=1 &Uk,l,j
und die partiellen Ableitungen der Verlustfunktion F, beziiglich der restlichen Gewichte w,(f;’ ; fiir

k:e{1,...,IA(n},i,je{l,...,r},le{l,...,L—l} sind definiert durch

8Fn(w(t)) _ 2 " (t) 8Tﬁn (fw(t>,k,1(XP))
PEL) 2 o -39 Tl
k,i,j p=1 kyi,j

Hierbei ist zu beachten, dass fiir [ = 0 lediglich j € {1,...,d} gilt.
Da

Ts,(2) =0 (2:Bn—((=1) 2+ Bn)) — B

fiir z € R gilt, impliziert die Kettenregel, dass

0Ty, (Fyrn(X,) [0 (280 = ((=1) a1 (X) +5u) ) = 5]
ow) PO

k,i,j kii,g

= o <2 Bn — 0’((—1) : fw<t>,k,1(Xp) + Bn))

) 8fw(t) k.1 (Xp)

Gw,(gl)l j

(1) 0" (=) fa 1 (Xp) + B ) - (1)

gilt. Hierbei ist

D fa g1 (Xp)

ng)l j

r r . r ! I l
=Y Xy (Z<w<t>>,£,1-,s oo oK) + <w<t>>,i,1,o)

Sl+2:1 SL:1 s=1

[+1 4 I+1 1+1 1+1 1+2
(WD (Z<w<f>>é,s£2,s SO (X,) + <w“>>é,slﬁz,0> WO

s=1
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4 l l l L—
“ <Z<w“>>é;?3,s U (X) + <w“>>é;?37°> O
L—2 L—2 L—2 L—1
.o’ (Z<w<t>>;§,sLL,s U (X) + <w<t>>,£,sL1,O> S(wy

Lo’ (Z<w Dol FESY (X,) + (w <t>>§fs;>>-<w<t>>,§?f,sL,

wobei

zU) firje{1,...,d

sowie

fszt)ko( )=1 firle{l,...,L}.

Die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0} ist an der Stelle z = 0 nicht differenzierbar. Daher ist der
Gradientenabstieg nicht wohldefiniert, wenn wir die Ableitung bei z = 0 betrachten. Aus diesem Grund
verwenden wir einen Subgradienten der konvexen Funktion o an der Stelle 0 und setzen o/(0) = 0.

Wir setzen L = L,, sowie r = r, und wihlen als Schétzer ein neuronales Netz in der Form von (4.1),
dessen Gewichtsvektor innerhalb der ¢,, Gradientenschritte das geringste empirische Ly-Risiko erzielt hat.
Dieser Schétzer ist dann definiert durch

#) (X)v (47)
wobei

t=arg min Z | fown (X - Y%

te{ov]-? 7t’ﬂ} n

In diesem Kapitel bezeichnen wir mit (w,(gl)l ]) i,j; den Gewichtsvektor, der alle Gewichte wl(f) enthélt, die

dem k-ten vollstdndig verbundenen neuronalen Netzwerk entsprechen.

4.2 Ein allgemeines Resultat zur Fehlerschranke des Schatzers

Das folgende Theorem ist ein zentraler Bestandteil fiir den Nachweis einer Dimensionsreduktion von
iiberparametrisierten tiefen Neuronale-Netze-Schétzern. Es liefert eine Fehlerschranke fiir den erwarteten
Lo-Fehler des Schitzers, die es uns ermoglicht, die Konvergenzrate fiir den Schétzer herzuleiten. Das
Besondere hierbei ist, dass trotz Uberparametrisierung die Gewichte eines einzelnen tiefen neuronalen
Netzes durch den Trainingsprozess an die zugrunde liegende Datenstruktur angepasst werden und die
Uberparametrisierung kontrollierbar bleibt.

Theorem 5. Sei n € N und seien (X,Y), (X1, Y1),...,(X,,Y,) unabhdngig und identisch verteilte Zufallsva-
riablen mit Werten in R? x R und

E {exp (6120 . YQ)} < 00 (4.8)
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fiir eine Konstante cio0 > 0. Sei m : R? — R die zugehdrige Regressionsfunktion, welche beschrdnkt ist. Seien
weiter I, L,,, N, t,, € N. Im Folgenden setzen wir

M=— und K,=N,- I,

Des Weiteren seien W* C WP und

W O] . :
W= ¢ (wy; )i €W " inf
(%@J)i,j,lewo

l l
(w§,1,j)i,j,l - (,U:([Z‘])ZJIH < c121

fiir eine Konstante c191 > c119 > 0. Zudem sei der Schdtzer m,, wie in Abschnitt 4.1 eingefiihrt, mit
Bn = c5 - logn definiert. Angenommen, fiir C,,, D,, > 0 gelte

Fa)(w)|| < Cy (4.9)

” (v(wk)kzl,.“,l?n

sofern Y1, ..., Y, € [=fBn, Bnl,
en = P{((wO)) )ija € W,

1,2,5/°
1
Ny (1 =g, < - (4.10)
sowie l l
fw11(%) = fo11(x)] < Do - l(w))iga — (01 )il (4.11)

fiir alle (wgl,z',j)i,j,b (vglzj)”l € Wund x € RY. Dann ist
E [ ma) — m(x)PPx(dx)

1 2
<c122- <(Oin) —i—ﬂn-E{sup

wew

Zsz (T, fw,1,1)(Xs)

}

2 L L Cﬁ
{WSIEJPW*/| T, fw=1,1) (x) — m(x)| Px(dx)} + Bn - Dy m+ N + )

wobei wir mit 1, . .., &, die sogenannten Rademacher Zufallsvariablen bezeichnen, welche unabhdngig und
gleichverteilt auf der Menge {—1, 1} sind.

Da auch die Gewichte dieses Schatzers mithilfe des Gradientenabstiegs bestimmt werden, benotigen wir
eine entsprechende Aussage zur Analyse des Gradientenabstiegs. Dies fiihrt zu folgendem Lemma:

Lemma 14. Seien di,ds € N und Cn,f)n > 0. Zudem seien A C R%™ und B C R% abgeschlossene und
konvexe Mengen. Sei weiter F' : R% x R% — R* eine Funktion, so dass

u— F(u,v) differengierbar und konvex fiir alle v € R

ist und
[VuF (u,v)|| < C, (4.12)

fiir alle (u,v) € A x B gilt. Des Weiteren seien (ug,vg) € A x Bund vy, ..., vy, € B. Wir setzen

U1 = Projy (wy — A\ - (VaF)(ug, vi)) firt=1,...t, —1
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mit \,, = ti
n

Angenommen, fiir u* € A ist die Ungleichung
|F(u*,v¢) — F(u*,vo)| < Dy, - |u*]| - ||ve — vo|| fiirallet=1,....t, (4.13)
erfiillt, dann gilt

: ) Bk g o —wo|® €7
min  F(u,v) < F(u*,vo) + Dy, - ||[u*|| - diam(B) + + .
t=0,...,tn 2 2ty

Beweis. Die Aussage des Lemmas lasst sich durch eine leichte Abwandlung des Beweises von Lemma 1
zeigen. Fiir einen detaillierten Beweis siehe Lemma 1 in Kohler und Krzyzak (2023). O

Bevor wir den Beweis von Theorem 5 ausfiihren, méchten wir die zentralen Komponenten des Beweises
darstellen. Zunéchst definieren wir das Ereignis A,,, welches sicherstellt, dass bestimmte Bedingungen fiir
die Gewichtsvektoren sowie die Zufallsvariablen Y; erfiillt sind. Anschlieend zerlegen wir den L,-Fehler
in mehrere Terme, die wir separat analysieren. Dabei lasst sich zeigen, dass das Gegenereignis von A,, mit
einer geringen Wahrscheinlichkeit eintritt.

Dariiber hinaus kontrollieren wir den Generalisierungsfehler des Schétzers mithilfe der Rademacher-
Komplexitét. Der dritte Summand der Fehlerschranke misst den Approximationsfehler des vollstdndig
verbundenen neuronalen Netzes, welches die Regressionsfunktion hinreichend genau approximiert. Der
letzte Term ergibt durch die Analyse des Gradientenabstiegs und erméglicht es uns, den Optimierungsfehler
kontrollieren zu konnen.

Nachdem wir nun die Hauptidee skizziert haben, fahren wir mit dem eigentlichen Beweis des Theorems
fort.

Beweis von Theorem 5. Sei A,, das Ereignis, bei dem erstens der Gewichtsvektor w(?) die Bedingung

(W)Y, Nijiew (4.14)
fiir paarweise verschiedene k; € {1,... ,IA(n} mit s € {1,..., N, } erfiillt sowie die Bedingung

max |Yi| < B,
gilt.
Auf dem Ereignis A,, definieren wir den Gewichtsvektor (w(!))* durch
o\ (1 !
(WO))irs = Wi,

fiir alle Schichten ! € {0,..., L, }. Des Weiteren definieren wir die Gewichte der Ausgabeschicht durch
firalles € {1,...,N,}

sowie

(W) =0  firke {ks:s=1,...,N,}.
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Wir beginnen den Beweis, indem wir den Ls-Fehler des Schatzers m,, wie folgt zerlegen
[ (x) — m(x) *Px (dx)

= (E{|mn(X) = Y*|Dp} —E{|m(X) = Y?}) - 14, + / M (x) — m(x)|*Px (dx) - Lae

= (E{lmn(X) = Y*|Dn} — E{|mn(X) = T5,Y *|Dpn}) - 124,

1
+ (E {|mn(X) — TﬁnY|2‘Dn} — 5 Z |mn(Xz) _ TﬁnYVi|2> . ILAn
i=1

* (i Z Imn(X;) — T5,Yi|* — % Z Imn (X;) — Yz’2> g,
=1 i=1

+ (711 Z Imn(Xi) = Yi|* —E {’m(X) — Y|2}> 14,
i=1

+ / M (x) — m(x)*Px (dx) - L ac

5
= : :]}7n.
i=1

In den einzelnen Beweisschritten werden wir nun die Summanden E{T},} fiir j € {1,...,5} von oben
beschranken.

Im ersten Schritt des Beweises weisen wir nach, dass

logn

E{T\,} <ci3-

ist. Diese Aussage ergibt sich analog zu der Abschédtzung von 75 ,, im ersten Beweisschritt von Theorem 2.

Im zweiten Schritt des Beweises zeigen wir, dass
E{T5,} =0
gilt.
Da auf dem Ereignis A,, die Bedingung max;—1,.. , |Y;| < 3, erfillt ist, folgt direkt

1 & 1
B{Tsn} = <nZ!mn<Xi>—TﬁnYir?—nZmn<xz->—m2>-nAn
=1

=1

1< 1<

(A T LS ) - Tt )
ni:l =1

= 0.

Im dritten Schritt des Beweises wollen wir zeigen, dass die Gegenwahrscheinlichkeit des Ereignisses A,,,
welche wir mit P(AS) bezeichnen, beschrénkt ist.
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Hierfiir betrachten wir eine schrittweise Auswahl der Startgewichte ((W(O))](Cl)i Jiga furk € {1,... K}
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich keines der Gewichte ((W(O))g{)i’j)iyjyl, e ((w(o))(lljm)ml in der Menge
W* befindet, ist durch

(1—g,)n
gegeben. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein s € {1, ..., N, } existiert, so dass keines der Gewichte

((W(O))E?—l)ln—&-l,i,j)i’j’l’ . ((W(O))g)[mi?j)i,j’l in der Menge W* enthalten ist, von oben beschrinkt durch

Ny - (1 —¢ep)m.

Aus den Voraussetzungen (4.8) und (4.10) sowie der Ungleichung von Markov erhalten wir damit

P(AS) < Np-(1- z—:n)I" +P {i_nfaxn Y;| > ﬁn}

1 E {eXp(6120 . Yz)}
— _.l_ n- 5
n exp(ci20 - £2)
124

n

IN

IN

fiir n hinreichend groR3.
In den folgenden Beweisschritten wollen wir E{T5 ,, } beschrénken. Sei hierfiir 7 die Menge aller Funktionen

der Form (4.1), wobei der Gewichtsvektor w in whn liegt und die Bedingung
Kn
>_lwid <1
k=1

erfillt.

Im vierten Schritt des Beweises zeigen wir zunichst, dass die Ungleichung

E{lon} <E {;gg (E {If(X) =T, Y "} ~ i}; f(Xi) - Tm&ﬂ) } +4-6%- C%

gilt.

Aufgrund von P(Ay) < “24 sowie der Beschrénktheit von m,, und T}, Y; fiiri € {1,...,n} erhalten wir

E{T>,}

1 n
E E{ (X)-T Yﬁlpn}—— n(X5) = T, Yi|?
{ ) = T3 P[P} = 3 (X0~ T3, i

-E { (E{\mnoc) ~ Ty, %Dy } —ig [ (X) —TﬁmP) -m}

1 n
< E {E {Ima(X) = T3, Y|} — >l (X,) = TgnYi|2} b4 o
= E {SUP (E{If(X) ~T5,Y P} - % Do) - TgnYiF) } +4.82. 22
=1

feF n
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Im fiinften Schritt des Beweises zeigen wir, dass der Erwartungswert
1 n
o (01000 )
€ i=1

von oben beschrankt ist durch

8 Bn-E< sup gi- f(Xi) ¢,
{fEf §: }

wobei e1, . .., &, Zufallsvariablen mit P{s; = 1} = P{¢; = —1} = 4 fiiri € {1,...,n} sind.

Um dies zu zeigen, wahlen wir die Zufallsvariablen Xy, ...,X,, &1, ...,&, unabhidngig voneinander. Zu-
dem wéhlen wir die Zufallsvariablen (X7, Y7),. (X’ Y, ) derart, dass (X1, Y1)y, (X, Vo), €150 -y Ens

(X}, YY),...,(X!,Y,)) unabhéngig und (X, Yl) L (X, V), (X, YY), .. (XL, Y ) 1dentlsch verteilt smd

n)-n

Ausgehend von diesem Aufbau ergibt sich
1 n
E {sup < {IF(X) =T, Y[} = = > 1f(X3) = Tmﬁ) }
i=1
1 n 1 n
{S“P ( {n 1) - TﬁnY;-’F!(X,Y)?} ) - TM?) }
=1 i=1

fer
) {?22 < {i DK = T, ¥ - % D10 - Tﬁnwux,m}) }
<= (2 om0 )}
=E {sup <1 Z |f(XE) — TﬁnYi/’Z - = Z | f(X5) — TBnYi|2> } .

fer \" 3 i

Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen (X1, Y),..., (X, Y,), (X}, Y?),...,(X],Y,

n) - n

verdndert, wenn wir die Paare (X;,Y;) und (X/,Y/) zufallig Vertauschen Daher erhalten wir

17 71

{sup( Z|f (X5) = T, i’\2—i2\f<xi>—Tﬁnm?>}
i=1

') bleibt un-

ferF
{Sup< Zéz (1F(X5) Tﬁnﬁllz—!f(xi)—TﬁnYﬂQ))}
feF
1 1 o
SEqsup [ = - [f(X) =T, Y/ | p +ESsup | = > (&) - [f(Xi) = Tp,Yil?
{fg<ni21|<> .Y sup | 5 (=50 1£X) ~ T, i
1 n
=2.E{sup [ =Y e (|f(X;)—Tp, Yi|? .
EIOARAS)
Aufgrund der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen ¢4, . . ., ¢, kann der Erwartungswert berechnet werden,

indem zunichst der Erwartungswert beziiglich der Zufallsvariable ¢; bestimmt und anschlieend der
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Erwartungswert beziiglich aller anderen Zufallsvariablen ¢; fiir i € {2,...,n} berechnet wird. Als Ergebnis
erhalten wir

2.E{sup< Zsl (If(X Tﬂnm?))} (4.15)

feF
1
=2- E{sup( Zsz TﬁnY| ‘|'* |f(X1)_TBnY1|2>
feF
4] 1§nj 19(X0) — Ta Vil — 2 Jg(X) — T, Vi
2 ger \n & TR T T TR T A
g 1=2
1 n
—E{ sup (=3 e |f(X0) — T, Vil + Za 1, Y2
fgeF \" 5

1 1
+ o |f(X1) — T, Y1|* — - 19(X1) — Tﬁnyl\2> }

Durch die Anwendung der dritten binomischen Formel erhalten wir

{ Sup ( ZEZ TﬁnY‘Q—i_ Zgl )(Z)_1781'1YL|2
=2

f.9eF

1
+n¢ﬂXﬂ—TmHP—nmeﬁ—TmHP)}

:E{ sup ( Zel —Tp, Yi|* + = Zez 19(Xi) — T, Yi|?

f,9eF

+ % (f(X1) =T, Y1+ (9(X1) = T, Y1) - (f(X1) = Tp, Y1 — (9(X1) — T,Bnyl))> }
ZE{ sup <125i'|f(Xz‘)_TﬁnYi|2 Zez — Tp,Yi|?
foer \" 5

F L (FOK0) — 2 Ty, Va4 g(X0)) - (F(Xa) g<xl>>> }

SE{sup < Z€2 —Tp, Y| + = Z6z 9(Xi) — Tp,Yi|? 4‘ﬂn'\f(X1)—g(X1)\>}:
f.9€F i=2 n

wobei der letzte Schrltt daraus folgt, dass die Funktionswerte von f und g aufgrund ihrer Definition
betragsmél3ig durch ,, nach oben beschrankt sind.

Der Term
2 4ﬁn
fZez = Tp il 4 Zez 9(Xi) = Tp, Yl + == |f(X1) — 9(X)
1=2

ist fiir feste (Xl, Yl), vy (X, Yy), €2, .., 6, in f und g symmetrisch. Deshalb konnen wir ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass f(X;) > ¢g(X;) ist. Dies fithrt zu

sup< Zsz T i + Zez - Ty, i + 4f"-|f<x1>—g<xl>|)

f,9eF
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= sup ( Zsz TﬂnY|2 ZE, TﬁnY|2 1 nﬁn (f(Xq) = Q(Xl))> .

f.9eF

Nehmen wir nun ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit an, dass f(X;) < ¢g(X;) gilt, so erhalten wir

4.8,
fs;g;( Zsz —Tp, i) + = 251 9(X;) — Tp, Vi’ nﬁ | f(X) = 9(X1)|)
= sup ( ZEZ TﬁnY‘ + — ZEZ XZ‘)—TBHY;'F_ 4',871 (f(Xl)_g(Xl))> .
f.9eF =2 "

Damit ergibt sich

{sup ( Z[‘:z — T, Yil” + 251 —Tp,Yi] + Zlf-IJ"(X1)—9(X1)!>}

f.9eF

1 R 4- By,
=Eqg sup (=) e [f(Xi) —Tp, Yl + fZei (X0 = T3, Vi + P ((X0) — (X))
foer \™ = iz "
1 1 — 2 o 4By
+gosup | =) e [f(X0) - Tp, Vil + Zez = Tp, Vil = —= - (f(X1) — g(X4))
f.9eF ni 2 n
_ 1N 2, 2, 46
=EJ{ sup | — Z&' | f(Xi) = T, Yil™ + 251 =T, Yil" + —— 1+ (f(X1) — 9(X1))
f9eF \" 5 n
4-fn
—Tp,Yi|* + X
{;gg( Zez 5 Yil? + — e f( 1))
+ sup Zs —Tp,Yi> + L 5”.(—51)-9()(1)
geF ' o n
=2-E{su Zs — T3 Yi|* + 4B".5.f(X)
fe_l;)-' i Bn n 1 1 .
Die letzte Gleichheit folgt daraus, dass €; und —¢; die gleiche Verteilung besitzen. Mit der gleichen
Argumentation konnen wir dieses Vorgehen sukzessive fiir 9, . .. , ¢, fortsetzen und erhalten damit die
Abschatzung
1 n
2-E<sup | — Ei-in—TnYz'Q
foon (130 v - i) |
1 — 4-Bn
<2-E = e |f(Xy) — T, Yil* + X
- {?EE (ng FX0) = T Yif? + =2 e1 - f( >)}
1 — 4- By 4 fn
<2-E{sup | — g - Xi—TnY;-2+ ce1 - f(Xq) + cg9 - f(X
{fef<n§ FX0) = To, Vil + =5 e f(Xa) + 0 ey >>}
<.
<2 E{SUP O > e f(Xz)}
feF P
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Im sechsten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

E{Suplzei-f(Xi)} < E{ sup

fermn i=1 weW

}

gilt. Sei hierfir A die Menge aller Gewichtsvektoren (wg),_; R die die Bedingung

% Z i+ (T, fw,1,1) (X4)
1

1=

> kK;‘l |wg| < 1 erfiillen. Dann ist

n n K,
E {Sup 1 > e f(X@-)} <E sup sup % D e > wi - (Tp, fuen)(Xa)

(Wh)er, . 7, €A weW'™ =1 k=1

1 n
sup sup Y wy - - > e (Tp, for k) (Xi)
W = =1

=1,...,

Ky, n
<E { sup sup Y |wg - ‘:L > ei (Ts, fari1)(X)
i=1

,,,,,, 2 €A weWw™ ™ k=1
K,
sp Sl swp

(Wi)yo1,.. Ry €4 k=1 weW™ ™ ke{l,...Rn}

LS (T, fa)(X)

i=1

sup
weW™ ™ ke{l,... K.}

= sup
weWw

Die letzte Gleichheit ergibt sich dabei aus der Tatsache, dass

% Z & (T, fo k1) (X)

i=1

1 n
- Z &i+ (Tp, fw,1,1)(Xi)

=1

} |

{(Tﬂnfw,k,l) TW E Wf{”7 = {1, . ,f?n}} = {(Tﬁnfw,l,l) TW E W}

gilt.

Fassen wir die Beweisschritte vier bis sechs zusammen, so erhalten wir

% Z Ei- (Tgnfw,l,l)(Xi)

i=1

C
E{T2,n}<8-6n-E{sup }+4.ﬁz-;24.

wew

Im siebten Schritt des Beweises wollen wir zeigen, dass die Voraussetzungen (4.12) und (4.13) in Lemma 14
erfillt sind, sofern das Ereignis A,, eintritt.

Die Giiltigkeit von Bedingung (4.12) in Lemma 14 folgt direkt aus Voraussetzung (4.9) in Theorem 5.
Es bleibt also noch zu zeigen, dass

(W )) = Bu(w®))

B0 (W5

geos

N N
w0 D = (O i
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gilt, sofern das Ereignis A,, eintritt.

Durch die Anwendung der dritten binomischen Formel sowie der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt,
dass

Fo(wh)*) = F(w©)")
z\ LS s
N =1

- Z ‘( w(®)" = Yit oy (Xi) = Yz) (f(wm)*(xi) = Yi = flwoy (Xi) + Yz> :

2

Aufgrund der Definition des neuronalen Netzes in (4.1) und der Projektion der dufderen Gewichte sind die
Netzwerke f(w(t))* und f<w(0))* absolut durch ,, beschréankt. Zusatzlich gilt auf dem Ereignis A4,

=1,...,

wodurch wir

-~ Z ‘( wi)’ = Yi+ oy (Xi) = Yz) (f(w(t))*(Xz') = Yi = flwo) (Xi) + Yz)

<406, - ; ‘f(w(t))*(Xz‘) - f(ww))*(Xz‘)

1 K, ) Ky 2
SN J D H((w®)), - J 2 w0y 11 X0 = Fwo 1 (X)

k=1

erhalten. Wegen Voraussetzung (4.11) folgt hieraus

<48, \<<<w<t>>*>k>k:1 ,,,,, 2| D JKZ (w0t = (O]
k=1

=4 B Do (W) D)y 2| O sin = (O

= 4Py Dy \(((w“’)*)k)k:l ,,,,, ol [0 i = (5O i

Damit ist Voraussetzung (4.13) in Lemma 14 fiir f)n =4- 8, - D, erfiillt.

Im achten Schritt des Beweises wollen wir mithilfe von Lemma 14 zeigen, dass

B(Tin} < E{ p [ (T ) () - (X)|2Px(dx)}
w*e

1 N 1 N Cc?

" VN, 2-N, 2-t,

“+c125 - < +Bn-D

109



fiir eine Konstante cj25 > 0 gilt.

Aus der Definition des Schétzers m,, ergibt sich

n

{ Z|mn i) ]lA} - E{iZ\fW(z>(Xi)—lf¢|2-]lAn}

— 12,
= {t Ilmn Z | fwn (Xi) — Y| ]lAn}
= E {tmin Ep(w®). ]lAn} .

- 7"-7tn

Die Anwendung von Lemma 14 zusammen mit der Projektion der inneren Gewichte sowie der Definition
von ((w(®))*),, fithrt zu

: . 1 1 Cc?
=00t Fo(w) < Fo(w®)*) + c106 - B - Dn - /N, TN, Tt

Hieraus konnen wir schliefSen, dass

E{Ty,} = {( Z|mn D) — Y2 — E{|m(X)Y]2}>.]lAn}

1 1 C?

- B {B{ () - E(m00 1)1 o))

+E By Dy e e+ LG

ist. Sei nun A,, das Ereignis, auf welchem der Gewichtsvektor w(®) die Bedingung

(WY, iga e W (4.16)
fiir paarweise verschiedene k, € {1, ... ,I?n} mit s € {1,..., N, } erfiillt. Dann erhalten wir aufgrund von

P(AL) ~ P(A,) < P(A7) < et
die folgende Abschétzung
E{(Ful(w®)) = E{Im(X) = Y[}) - 14, |w®}
<E{(F((w)) = E{m(X) = Y[}) - 15 |wO} + E{Im(X) - Y|} (P A,) - P(A,))
< (B{R(w))|wO} — B{m(X) = Y[}) - 15, +B{m(X) - v[2} . 22

= [ |twioy 60 =m0 Pl 15, + B {fm(x) — v} 22

Aus

2 —_—
E{Y}<6120 E{exp6120 Y }<oo
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folgt durch die Anwendung der Ungleichung von Jensen
E{mX)]’} <E{E{Y?|X}} =E{Y?} < cc.
Somit ist

2 €124
[ 1wy 09 =m0 Pxe(ax) 15, + B{fm(x) - ¥} - 22

2 1
< / ‘f(wm))*(x) - m(x)‘ Px(dx)-17 +cir-

Mithilfe der Konvexitédt der quadratischen Funktion erhalten wir durch erneutes Anwenden der Ungleichung
von Jensen, dass

2

K,
Z (Tﬁnf(w(o))*’kJ) (X) — m(x) Px(dx) . ]lgn + c197 - %
k=

ik 2
/ %((W(O))*)k : (Tﬂnf(w<0))*7k71) (x) — m(x)| Px(dx)-1
k=1
2
/ ( P W(O))*,ks,1) (x) —m(x)| Px(dx) - 17

< Z:; ; STty ) ) =m0 Pxlain) 15

< sup [ 1T, o) () = o) P )
wre(W*)En se{l,...,Np}

= swp [ I(Tp, fun10) (9 — m() Pxc(ax)

wHeW*

gilt. Die letzte Gleichheit folgt, wie auch schon im sechsten Beweisschritt, aus der Tatsache, dass

{(Tﬁnfwﬁk,l) twh € (W*)Knvk e{l,... 7-[?TL}} - {(T,anw*,l,l) twt e W'}
ist. Daher ergibt sich

E{Ty,}

IN

E {E { (Fn«w(o))*) — E{/m(X) - le}) La, W(O)}}

+E<{ (¢ Bn - D ! + ! + Ca 1
126 n n \/m 9. Nn 9. tn An
{ sup [ 1075, 1) () =m0 P ()

wH*eW*

IN

+c125 - ( + fBn - D

Im neunten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

E{Ts,} <4- 53 G124

m



erfiillt ist. Aufgrund der Beschrénktheit von m konnen wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen,
dass ||m||s < B, ist. Zudem folgt aus der Definition des neuronalen Netzes

[mnlco = wa<i)Hoo < Bn.

Wegen P (A7) < “24 ergibt sich daher die Ungleichung

{/!m )|2PX(dx)} Pl <52,

Durch Zusammenfassen der Beweisschritte erhalten wir
E [ fmalx) — m(x)"Px(dx)
logn)?
<cio2- <( i ) +5n'E{SUP

wew

Zel Tﬂnfw,l,l)( )

}

2 L i sz
{wsgvp\;*/ (Tsn fove1.2) (x) = m(x)| PX(dX)} LY i RS

und damit die Aussage des Theorems. O

4.3 Approximation hierarchischer Kompositionsmodelle durch neuronale
Netze

Im Rahmen der drei Forschungsbereiche des Deep Learnings benétigen wir fiir die Herleitung einer Kon-
vergenzrate fiir den Neuronale-Netze-Schitzer ein Resultat, mit dessen Hilfe wir den Approximationsfehler
kontrollieren und eine gute Anndherung des Schitzers an die Regressionsfunktion garantieren kénnen.

In Kapitel 1 haben wir bereits erldutert, dass die Regressionsfunktion bestimmte strukturelle Voraus-
setzungen erfiillen muss, um eine Konvergenzgeschwindigkeit zu erreichen, die unabhingig von der
Eingabedimension d ist. Deshalb nehmen wir an, dass die Regressionsfunktion einem hierarchischen
Kompositionsmodell (siehe Definition 4) geniigt. In diesem Abschnitt wird beschrieben, inwieweit neuro-
nale Netze in der Lage sind, hierarchische Kompositionsmodelle unter Beriicksichtigung von geeigneten
Glattheits- und Ordnungsbeschréankungen zu approximieren.

Fiir £ = 1 und eine Ordnungs- und Glattheitsbedingung P C (0, c0) x N ist der Raum der hierarchischen
Kompositionsmodelle gegeben durch

H(1,P) = {h ‘RS R ‘ h(x)=g (:U(“(l)), . ,m(”(K))> fiir alle x € R?, wobei
g : RE — R eine Funktion ist, die (p, C)-glatt ist fiir ein (p, K) € P, C > 0, sowie

W:{l,...,K}—){l,...,d}}.
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Fiir ¢ > 1 ergibt sich rekursiv

H(,P) = {h ‘RS R ’ h(x) =g (fi(x),..., fr(x)) fiir alle x € RY, wobei
g : RE — R eine Funktion ist, die (p, C')-glatt ist fiir ein (p, K) € P, C' > 0 und

fie H(L—1,P) fﬁrie{l,...,K}}.

Um eine Funktion hge), welche in der Klasse H (¢, P) liegt, berechnen zu kénnen, benétigen wir verschie-
dene hierarchische Kompositionsmodelle auf den Leveln i = 1,...,¢ — 1. Die Anzahl der hierarchischen

)

Kompositionsmodelle vom Level i, die zur Berechnung von hg[ erforderlich ist, bezeichnen wir mit N;.

Hierbei ist

R R R (4.17)
das j-te hierarchische Kompositionsmodell eines bestimmten Levels i (j € {1,...,N;},i € {1,...,¢}),
. . (4) . . X .
das eine (p§1)7 C)-glatte Funktion gj(.z) : R — R verwendet, wobei pg-z) = J(-Z) + sg-’) fiir qj(-’) € Ny sowie

W e (0,1) mit (p\", K1) € P ist.
Die Berechnung von h&‘) (x) erfolgt rekursiv tiber
@ () — @ [ 51 (i-1)
h; (x) = 9; (h’zgll Kt(i>+1(x)a s h i KO (X)> (4.18)
fir j € {1,...,N;} sowiei € {2,...,¢} und
=1 (1) i M
hgl)(x) — g](l) <x(7r(211 K +1)) e 7£L“<7r( 1:1 K, ))) (4'19)
fiir eine Funktion 7 : {1,...,N;} — {1,...,d}.
Des Weiteren beschreibt die Rekursion
T
~ I I it
Ny=1 und N, = Z K; (4.20)
j=1
firi e {1,...,¢ — 1} die Anzahl aller hierarchischen Kompositionsmodelle vom Level i.

In Abbildung 4.1 ist die beispielhafte Struktur eines hierarchischen Kompositionsmodells vom Level / = 2

mit Ordnungs- und Glattheitsbedingung P dargestellt. Sie verdeutlicht, dass sich die Funktion h?) € H(2,P)
als Komposition von Funktionen vorheriger Level darstellen lasst. In diesem Beispiel ergibt sich

hP (x) = o (Y (x), n (x))

mit

13



o

o

n

(z=2)) o)) (z=())

Abbildung 4.1: Hierarchisches Kompositionsmodell der Klasse #(2, P)

sowie
Ny =1, Ny =2, Kfl) =3, Kél) -9 und K£2) —9.

Das folgende Resultat zeigt, dass tiefe vollstindig verbundene neuronale Netze Funktionen aus der Klasse
der hierarchischen Kompositionsmodelle approximieren konnen, sofern die Anzahl der verdeckten Schichten
L und die Anzahl der Neuronen pro Schicht r geeigneten Voraussetzungen gentigen.

Lemma 15. Sei X eine R%wertige Zufallsvariable und m : R¢ — R eine Funktion, welche fiir ¢ € N und
P C [1,00) x Nin der Klasse H (¢, P) enthalten ist. Sei N; definiert wie in (4.20). Des Weiteren bestehe jede

Funktion m = hg) aus verschiedenen Funktionen hgi) fiir j € {1,...,N;} und i € {1,..., £}, welche wie in

(4.17), (4.18) und (4.19) definiert sind. Die zugehorigen Funktionen gj(.i) seien Lipschitz-stetig beziiglich der
|| - |l1-Norm mit einer Lipschitz-Konstante Cp;, > 1 und erfiillen zudem

(1) <
; i &
lg; ch§' )(]Rd) S €128

fiir eine Konstante c128 > 0. Wir bezeichnen mit Ky = max; j K J@ < oo die maximale Eingabedimension
und mit ppax = Max; j pg.i) < oo die maximale Glattheit der Funktionen g](.i). Sei zusdtzlich a > 1und M;; € N
hinreichend grofs, wobei jedes M ; unabhdngig von der Grofse von a ist. Es sei jedoch

C129 * a4(Pmax+1)

. 2
min M7, >
Jsi b (2K - Kmax - CLip)g

fiir eine hinreichend grofse Konstante c1o9 > 1 erfiillt.
Fiir L,r € Nmit

(©)

O L=t (5 [t (i 72 ) |- (ot Ko s+ 101 + 1>>

@ , @ -
. Ni oK Kj7 +4q : : KD
() r > maxeqr,. Zj:l 27 -64- ( ]K(.i) T (K]('Z))Z : (q]@ +1)- Mjﬂ']
J
existiert dann ein neuronales Netz t; der Netzwerkklasse F(L,r) mit Gewichten, die durch
4pt¥) 44

J
max M, ;
J?Z

14



absolut beschrdnkt sind, so dass die Ungleichung

@
4 max 1 p
l|lt1 — m||oo7[7a7a]d < c130 - a*® ) . max M, (4.21)

Jye

fiir eine Konstante c139 > 0 erfiillt ist.

Da sich gemal} Definition 3 eine Funktion, die einem hierarchischen Kompositionsmodell geniigt, aus
verschiedenen (p, C)-glatten Funktionen zusammensetzt, benotigen wir fiir den Beweis von Lemma 15
ein weiteres Resultat, mit dessen Hilfe wir zeigen konnen, dass vollstindig verbundene neuronale Netze
(p, C)-glatte Funktionen gut approximieren kdnnen.

Approximation (p, C)-glatter Funktionen durch neuronale Netze

Lemma 16. Sei d € N. Sei weiter f : R? — R eine (p, C)-glatte Funktion mit p = q + s fiir ein ¢ € Ny und
ein s € (0, 1] sowie C' > 0. Zudem sei a > 1 und M € N hinreichend grofs sowie unabhdngig von der Grojfse
von a, aber es soll

M > 2, M?P > 2. exp(2ad) - max{Hchq([,a’a]d), 1}
und

M2 > ¢35 - (max {a7 |’fHCq([—a,a}d)})4(q+l)

fiir eine hinreichend grofse Konstante c131 > 1 gelten.
Des Weiteren seien L,r € N mit

@ L =5+ [logy(M?")] - ([logz(max{g,d} + 1)] + 1)
() r>2%-64- ("9 - (q+1) M~

Dann existiert ein neuronales Netz ﬁlet aus der Klasse F (L, ), dessen Gewichtsvektor w + ) die Eigenschaften

fn
(L) (0)
[we lleo < M+, <wfm)1,o =0 sowie H(Wﬁwf)i,j>0 N <1
besitzt und welches die Fehlerabschdtzung
-~ 4-(g+1) —2p
If = fretlloo,[—a,a¢ < c132 - (maX {a, HfHCq([,a,a]d)}) -M (4.22)

erfiillt.

Beweis. Der Beweis stellt eine Erweiterung des Beweises von Theorem 2 in Kohler und Langer (2021) dar.
Eine vollstdndige Version ist im Anhang dieser Arbeit zu finden. An dieser Stelle wollen wir dennoch eine
kurze Skizze des Beweises angegeben.

Die zentrale Idee besteht in der Konstruktion neuronaler Netze, die ein stiickweise definiertes Taylor-
Polynom approximieren, welches auf einer Partition des Wiirfels [—a, a]? in M?¢ gleichgroRe Wiirfel basiert.
Hierfiir approximieren wir zunéchst die Funktion auf einem groben Gitter aus M gleichgroRen Wiirfeln
und bestimmen den Wiirfel C, der den Punkt x enthilt. AnschlieRend unterteilen wir diesen Wiirfel in M¢
kleinere Wiirfel, um den Wert des Taylor-Polynoms auf dem feineren Gitter mit A/2? Wiirfeln zu berechnen.
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In dem Beweis wird ausgenutzt, dass ein Netzwerk mit c¢;33 - M? Neuronen pro Schicht eine Anzahl
von ci34 - M?? Verbindungen zwischen aufeinanderfolgenden Schichten hat. Jedes der ¢34 - M?¢ Ge-
wichte des Netzes wird einem der ¢34 - M?? méglichen Werte der Ableitungen von f zugeordnet. Um
die richtigen Werte der Ableitungen des Taylor-Polynoms zu finden, verfahren wir in zwei Schritten:
In den ersten beiden Schichten des Netzes approximieren wir die Indikatorfunktion fiir jeden Wiirfel des
groben Gitters. Die Ausgabeschicht dieser Netze wird dann jeweils mit den Ableitungen von f auf dem
Wiirfel des feinen Gitters multipliziert. Diese Werte dienen als Eingabe fiir die nichsten c;35 - M ¢ Neuronen
in den folgenden zwei verdeckten Schichten, welche die Indikatorfunktion mit den jeweiligen Werten der
Ableitung auf den M? kleineren Wiirfeln der Unterteilung von C, welcher x enthlt, multiplizieren.

Durch diese zweistufige Approximation finden wir schlieRlich den Wert der Ableitungen auf den M ?¢
gleichgrolden Wiirfeln. In den folgenden Schichten wird dann das Taylor-Polynom bestimmt.

Die Schranken des Gewichtsvektors resultieren aus der Konstruktion des neuronalen Netzes. O

Gewichtsschranken fiir zusammengesetzte neuronale Netzwerke

Fiir den Nachweis der Gewichtsschranken in Lemma 15 spielt das folgende Hilfsresultat eine zentrale
Rolle. Das Netzwerk, welches fiir die Approximation in Lemma 16 benotigt wird, setzt sich aus kleineren
Teilnetzwerken zusammen. Daher werden wir nun die Verkniipfung neuronaler Netze genauer betrachten.
Hierfiir folgen wir dem Ansatz von Kohler und Langer (2021), die das erste neuronale Netzwerk ¢ als eine
Eingabe fiir das zweite Netzwerk f verwenden. Die inneren Gewichte des Netzwerks f und die dufderen
Gewichte des Netzes g werden daher ,,verschmolzen®, um die Gewichte des Netzwerks f o g zu erhalten.
Das folgende Beispiel sowie Abbildung 4.2 sollen diese Idee verdeutlichen.

Seien f : R?> — R und g : R? — R? zwei neuronale Netze mit

f(x) =85 o(ay - x) mit oy € R?*2 B, € RM*3
und

g(x) =By - o(ay - x) mit o, € R**?, B, € R**?,

dann gilt fiir die Komposition der Netze

(fog)(x) = flg(x)) =By - o(ay - By -o(ay-x)).

Fiir die Berechnung der Gewichtsschranken einer Komposition neuronaler Netze bendtigen wir das folgende
Lemma.

Lemma 17. Sei go : R¥ — R ein neuronales Netz der Klasse F(L,r) mit dem Gewichtsvektor wq und seien
g1, .-, gk : RY — R neuronale Netze der Klasse F(L,7) mit Gewichtsvektoren w1, . .., wy. Wir bezeichnen
mit w den Vektor, der alle Gewichtsvektoren (w;);cy1,.. k) enthdlt. Das Netzwerk g = go(g1, - - -, gk) besitzt
dann L + L Schichten und hochstens max{k - 7, r }-viele Neuronen pro Schicht. Sei w der Gewichtsvektor der

Verkniipfung g = go(g1, - - -, gk ), dann gilt:

a) Der Gewichtsvektor w ist beschrdankt durch

(e o] 4}

[wloo < max {[[wolo, [W]loc, |
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Eingabe Ausgabe Eingabe Ausgabe

2() z() 91(x)
f(x)
z(2 z(2 g2(x)
(a) Neuronales Netz f (b) Neuronales Netz g
Eingabe Ausgabe
2 \
(fog)(x)
e

(c) Komposition der Netzwerke fund g: fog

Abbildung 4.2: Darstellung der Komposition eines neuronalen Netzes f o g

b) Ist (w]-)gj?o) =0fiiralle j € {1,...,k}, so ist der Gewichtsvektor w beschrdnkt durch

Iwloo < max { wolloos Wl [ (w) 0%l |_ - [ 9){]|_}-

¢) Gilt zusdtzlich zu (wj)g%) =0fiiralle j € {1,...,k}, dass
0 _\(L
H(WO)EJLOHOO <1 oder H(w)g’jLOHOO <1
erfiillt ist, so ist der Gewichtsvektor w beschrdnkt durch

[Wlloo < max {[|wolloo, [[Wlloo} -

Beweis. Siehe Lemma 15 in Kohler et al. (2024). O
Nun koénnen wir mithilfe von Lemma 16 und Lemma 17 die Aussage von Lemma 15 nachweisen.

Beweis von Lemma 15. Dieser Beweis orientiert sich in grof3en Teilen an dem Beweis von Theorem 3 in
Kohler und Langer (2021). Der Vollstandigkeit halber wird dieser dennoch im Folgenden angegeben.

Im ersten Schritt des Beweises wird die Berechnung der Funktion m(x) = hge) (x) beschrieben. Diese erfolgt

gemal$ den Gleichungen (4.18) und (4.19), weshalb die zentrale Idee darin besteht, ein zusammengesetztes

Netzwerk zu definieren, das die Funktionen hgl), e h%), h§2), e h%), e hg) ndherungsweise berechnet.
. . 1 . 2

Da die Funktionen hg.z) durch die (pg.z), (')-glatten Funktionen g](.z) beschrieben werden, konstruieren wir
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zuerst eine Approximation von g](.l). Fiir diese Approximation verwenden wir die in Lemma 16 eingefiihrten

neuronalen Netze

J/c;et PORS f(LO’TJ('i))’
]
wobei wir
2pt¥)
Lo=5+ {logzl (max Mj? >—‘ - ([logy (max{ Kmax, Pmax} + 1)] + 1)
Js ’
und

0 4 ) 0

i () K; i i j
ri? =2 -64~< JK(Z.) )-(K§))2-(q§)+1)- i
j
fir j € {1,...,N;} und i € {1,...,¢} wahlen.

Fiir die Berechnung der Werte von hgl), e h%) verwenden wir dann die neuronalen Netze
1

A0 (x) P <g;<”<1>>, Gt >)>

net,g;

Wey = F <x<w< iill1K§”+1)>,_._7w<w<zi1111<£”>>>.

Um die Werte von hgi), e 7h%)_ fir i € {2,...,¢} zu berechnen, verwenden wir dementsprechend die
Netzwerke

7@y _ F 7(i—1) (=1
h; (x) = fnemgj(_i) <h2{11 Kt(i)+1(x)a s h i KW (X)>
firj € {1,...,N;}.

Schlielllich setzen wir
t1(x) = 1 (x).

In Abbildung 4.3 ist der Aufbau des Netzes ¢; grafisch dargestellt (vgl. Kohler und Langer (2021)).

Das Netzwerk ¢; bildet ein zusammengesetztes Netz, wobei die Netze ﬁgi), . ,ﬁ%) jeweils fiir jedes
i€ {1,...,¢} parallel berechnet werden. Jedes Netzwerk ﬁ;i) fir j € {1,...,N;} bendtigt Ly Schichten

und %

;~ Neuronen pro Schicht. Deshalb ist das finale Netzwerk ¢; in der Klasse

N;

(i)
Fle- Lo’ier{rll??.(,é} 2 r;’ | ©F (L)

enthalten. Diese Beziehung ergibt sich aus den Annahmen fiir L und r.

Im gweiten Schritt des Beweises wollen wir die Gewichtsschranken des Netzes ¢; nachweisen.

118



Input Level 1 Level 2 e Level ¢

Abbildung 4.3: Darstellung des neuronalen Netzes ¢,

Da das Netzwerk t; eine Komposition neuronaler Netze aus Lemma 16 ist, benotigen wir die Gewichts-
schranken von fnet R Diese sind geméa Lemma 16 durch

g

RO (L) (0)
p.
Hw]? loo <M. W =0 und W <1 (4.23)

O & LSO netg® )

e e 1,0 ) 4,7>0(| o
gegeben.
. ele (1 . N . . 7 .
Aus der Definition von hg. ) und den Gewichtsschranken des Netzes et o fir j € {1,..., N;} folgt direkt
9
I S A
h§ ) |loo 7 o oo = s
net,gj

firj e {1,...,N;}.

Aufgrund der Gewichtsschranken aus (4.23) fiihrt das sukzessive Anwenden von Lemma 17c) auf die
Abschitzung

[woi[loo < max HW]? o [loos W5 6-1) [|oo
g net,gj J
4p$) 44 ap{ V44
< max {Mj,i] ,IT;%X Mj,i—l
4p(.i)+4
< maxM’

I A

Damit ergibt sich fiir die Gewichte des neuronalen Netzes t; die folgende Schranke

4pW 14
Wiy lloo = [Wo)[loo < max M7
hl 7 7y

Im dritten Beweisschritt werden wir zeigen, dass das Netzwerk ¢; die Ungleichung

@
max M, (4.24)

It =l s < ci0- at ot
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erfiillt. Sei hierfur

Jmax ‘= Max ie{l, ) ”gj Hoo’

JE{L,.. ,N}

Da jedes g]@ die Annahmen aus Lemma 16 erfiillt, sowie

g o < e
CY (RY)

gilt, konnen wir

. ) ()
9(0) = Frayo (0| < cisa - (max {2 mare{gmas, a}, cras)) Ot max 2,

()
maxM 2 (4.25)
Iyt

S 0136 . a4'(pmax+l)

(2)

fiir x € [—2 - max{gmax, a}, 2 - max{gmax, a}]’*7 folgern, wobei

€136 > €132 * (2 + gmax - max{cios, 1}) (Pmax+1)

Wir zeigen nun durch Induktion, dass

» ' . @
‘hg‘l) (x) — hy) (X)‘ < c136 0+ (Kmax - Crip)' " - @ Pmax ). maXM % (4.26)
R

gilt, wobei Ctj, die Lipschitz- Konstante von g(i)

; ist. Aus Ungleichung (4.25) konnen wir fiir

X € [—2max{gmax, a}, Qmax{gmax,a}] folgern dass

06 - V)]

J

Froyoo (2SO0 e ) _ g >< (vt w0 en) (e Zlet“))))’

(1)

net,g] J ’ ’
(1)
. —2p;
< i3 - 1 - gbPmaxtl) max M, ;
] 7
1-1 . 4-(pmax—+1) —~2p}”
= c136 * (Kmax - CLip) - g Pmax max M] i

]Z

fiur j e {1,... ,Nl} ist. Daher haben wir gezeigt, dass (4.26) fiir ¢ = 1 gilt. Zusétzlich kénnen wir damit
0]

4-(

.. . 2p; . ..
fiir min;; M G =c1360a Pmaxt1) den Wert des Netzes wie folgt abschitzen

A5 60| <[RS 0) = B (0)] + gmax < 1+ giax < 2 g

Damit ist die Ausgabe von ﬁy) in dem Intervall enthalten, in dem die Ungleichung (4.25) gilt.

Wir nehmen im Folgenden an, dass Ungleichung (4.26) fiir ein i — 1 und alle j € {1, ..., Ni_l} erfillt ist.
Dann ergibt sich mithilfe von (4.25) analog zu obigem

R0 60] < [ 00— 00|+ s < 2 g
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(i—1) (i
fir x € [—2max{gmax, @}, 2max{gmax, a}]’s " Daher liegt auch hg-l 1)(x) in dem Intervall, fiir das
Ungleichung (4.25) gilt. Die Anwendung von Ungleichung (4.25), die Induktionsannahme (4.26) sowie

die Lipschitz-Stetigkeit von g§i) liefern

3 x) = )]

n (i-1) (= 1) (@) [ 70G-1) (= 1)
fnet,g< (hzg 1K()+1(X)"” h K()( )) —9; <hzg 1K”+1(X)"” h K(z)( )>‘

(@) [ 7G-1) 7(-1) (@) [ 4 (G-1) (i-1)
+ 9; <h23 1K(z)+1(x)7 AN i 1Kt<¢) (X)> —Y; <h2] 1K< (X)7 s h i 1Kt(¢> (X)> ’
(Z)
< c136 - a4'(pmax+1) maxM

]7
i (%)
. - . —2p;
+ Kj(l) . C’Lip + C136 * (Z - 1) . (Kmax . CLip)Z 2. a4 (Pmax+1) . maxM
j 7
i—1 4 1 2p(i)
<1360 (Kmax - Crip)'™ " - @ (Pmax+1) . max M, ;
] 7

Somit haben wir gezeigt, dass ein Netzwerk ¢; (x) existiert, welches die Ungleichung

It = il e < et a*Omt.

erfiillt, woraus die Behauptung des Lemmas folgt. O]

4.4 Konvergenzgeschwindigkeit des Schatzers

Aufgrund der strukturellen Annahmen an die Regressionsfunktion ist es moglich, eine Konvergenzgeschwin-
digkeit abzuleiten, die unabhéngig von der Eingabedimension d ist. Mithilfe des folgenden Theorems
konnen wir somit die tatsdchliche Qualitéat des iiberparametrisierten Neuronale-Netze-Schéatzers bewerten.

Theorem 6. Seien (X,Y), (X1,Y1),...,(Xy,Y,,) unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Werten in R? x R, wobei supp(X) beschrdnkt ist und

E {exp(0120 . Y2)} < 00

fiir eine Konstante c199 > 0 gilt. Sei m die zugehorige Regressionsfunktion, die fiirein ¢ € Nund P C [1,00) x N
in der Klasse H (¢, P) enthalten ist. Zudem nehmen wir an, dass alle Funktionen g : R® — R im hierarchischen
Kompositionsmodell Lipschitz-stetig beziiglich der || - ||1-Norm mit Lipschitz-Konstante Cr;, > 1 sind und die
Bedingung

lgllcas ricy < c137

fiir eine Konstante ci3; > 0 erfiillen, wobei p; = q4 + s > 1 mit s4 € (0,1] und ¢, € Ny ist. Das Tupel
(pg, K4) € P gibt die entsprechende Glattheit und Ordnung von g im hierarchischen Kompositionsmodell an.
Wir bezeichnen mit K.« die maximale Eingabedimension und mit py..x die maximale Glattheit einer der
Funktionen g. Zudem seien pmyax, Kmax < 00. Sei IA(n € N, so dass

Ky,

7exp(2-n)_>oo (n — o00).
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Des Weiteren sei m,, der in (4.7) definierte Schdtzer, wobei W° die Menge aller Gewichtsvektoren ist, deren
Komponenten im Intervall [—cy3g - n*/3, ¢135 - n*/?] fiir eine Konstante c133 > 1 liegen. Wir setzen

~ 1
/Bn:C5'lOgna tn =n- Ky, An:?
n

sowie

__K
L, = [ci39 -logn] und r, = |cla- max n2CeiK) |,
(p,K)EP

Dann existiert eine Konstante c141 > 0, so dass

E/ M (%) — m(x) P x (dx) < cpa1 - (logn)® - max n~ iR
(p,K)eP

fiir hinreichend grofse n gilt.
Fiir den Beweis von Theorem 6 méchten wir die in Theorem 5 hergeleitete Fehlerschranke verwenden. Um
nachzuweisen, dass in Theorem 6 alle hierfiir erforderlichen Voraussetzungen erfiillt sind, benétigen wir

die folgenden zwei Hilfsresultate. Das erste Lemma liefert uns eine Schranke fiir die Norm des Gradienten
der Verlustfunktion beziiglich der dulderen Gewichte.

Lemma 18. Seien (X1,Y1),...,(X,,Y,) Zufallsvariablen mit Werten in R% x R. Sei weiter o : R — R eine
beliebige Funktion und sei 7, < 1. Das empirische Lo-Risiko sei durch

Faw) = 37 |fu(X) ~ VP
s=1

gegeben. Angenommen, es gelte Y1,...,Y, € [—fn, Bn] sowie
K,
’wk‘ S Tns (427)
k=1

so erhalten wir die folgende Schranke fiir den Gradienten des empirischen Lo-Risikos beziiglich der dufSeren
Gewichte

|V, o ) || <8R 82 (2241, 4.28)

.....

Beweis. Aus der Definition des Gradienten des empirischen Ls-Risikos beziiglich der Gewichte der Ausga-
beschicht und unter Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich

2

|V ) = ié(fwocs)—m-Tﬁn<fw,k,1<xs>>

F 1M

IN

<4 S k) v L ZTgnuw,k,me))Q) -
s=1 s=1

i

1
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Aufgrund der Voraussetzung (4.27), der Beschrénktheit von Y; fiir s = 1,...,n sowie der Ungleichung
(a—b)? <2-a?+2-b? fiir a,b € R erhalten wir

%Zlfw(xs)—Ys!2 < %Z(wa(xs)%z.}{f)
s=1 s=1

2

5 R,
= D wi - Tp, (fwka(Xs))| +Y2
n s=1 k=1
. R, 2
. > lwkl - [ Ts, (fwpea (X)) | + 52
s=1 k=1

IN

23 (O B + )
s=1

282 (v +1).

IN

Daher kénnen wir folgern, dass

7 n n %
Z(4-iZ!m(xs)—Ys\?;ZTgn(fw,m(Xs))z) < (428 (m+ )5
k=1 s=1 s=1 k=1
< 8- Kn Bh-(2+1)
gilt. O

Das zweite Hilfsresultat ermoglicht es, unter geeigneten Bedingungen an die Gewichte des neuronalen
Netzes eine obere Schranke fiir die Differenz der Ausgaben zweier Netze herzuleiten.

Lemma 19. Sei 0 : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion. Seien zudem a, B, M > 1 und L,r € N mit r > d.
Das vollstindig verbundene neuronale Netz fy11(x) sei definiert wie in (4.2)-(4.4).
Angenommen, es gelte
l
(i) Jigillse < B (4.29)

sowie

l _(1
1(wl') )iga — @) ijallee < M, (4.30)

dann ist fiir jeden Gewichtsvektor w die Ungleichung

|fw,1,1(X) - fw,l,l(x)\

<S(L+1) - (r+ D) e (B M)l — @) )il 4.31)

fiir x € [~a, a]? erfillt.
Beweis. Sei x € [—a, a]?. Zu Beginn des Beweises wollen wir zeigen, dass
0<f ) <@ +1)a- B (4.32)

firallel € {1,...,L}und i € {1,...,r} gilt.
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Aufgrund der Definition der ReLU-Aktivierungsfunktion ist 0 < o(z) < |#| fiir alle z € R. Daher kdnnen wir
mit Voraussetzung (4.29) folgern, dass

d
0< fhi() < Dyl oD 4wy < (@+1)-B-a< (r+1) - Ba
j=1
fir alle i € {1,...,r} gilt. Wiederholen wir dies sukzessive, so erhalten wir
! . -1 -1 -1
0< fuhi() < D)1 fur ) + [l < ¢+ 1) -a - B
=1

firl e {2,...,L}undie {1,...,r}.
Nun wollen wir mittels Induktion {iber [ zeigen, dass die Ungleichung
060 = 19, <1+ ) s (B )| @) g = @ et @33)
firl € {1,...,L}und i€ {1,...,r} erfillt ist.
Die ReLU-Aktivierungsfunktion ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1, das heif3t
o(y) —o(2)| < |y — 2|

fiir y,z € R. Daher gilt fiirl = 1und i € {1,...,r}, dass

d
e = 0L < Sl -l )29 1wl - @)
j=1

l
(d+1)-a- @) Dije— @0 il

l _(
1-(r+ D) a (B4 M) () )iga — (@il

IN

IN

ist.

Wir nehmen nun an, dass Ungleichung (4.33) fiir ein [ € {1,...,L — 1} gelte. Diese Annahme fiihrt
zusammen mit der Beschrénktheit von | fg)l ;(x)] zu

f <l,+1}2< ) — f Y ()]

_ (1 l 1) !
<Z|w1m— @) L]+ ) — wuor+z L )~ O )]
<Z|w11]_wlz,j’ |fw1]( )|+|w§l,20 wgl?zo

+Z(H it = @ Digdlloo + 1@ Digalloe) - 1k 5 00) = £Eh (0.

Aus der Induktionsannahme und den Ungleichungen (4.29), (4.30) sowie (4.32) folgt dann

l _(l
Zr U = @ 1O 001+ ) — @)l
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l l l l
+Z@wm”zuﬁﬁmm+wﬁmmgwﬁ@®fAQM|

_ (1
< (r+ 1) - 1w Diga — @) )igalloo - (r + 1) -a- B!
P (MAB) - (r+ 1) a- (B M)l )i — @) )il

12,57
l (1
§Q+U”LMBLWM)%N*@&)JJW

1,5/
_(l
(D) (B M) (w0l )i — (@) )il
_ (1
<A+ -+ a- B+ M) [l )i — @0 il

Wenden wir dies auf | fw 1,1(x) — fw,1,1(x)| an, so erhalten wir

: L _(L L : _(L L L
wa1(®) — fana ()] < 3l — a1+ Y @ 1 0 - )]
j=1 j=1

L _(L L
< S i, — a1 x)]
j=1
: _(l l l L L
3 (M@ i = @ ialloe + N0l il ) - 1S 5 00) = £5,60)]
j=1
[ _(l
< (r+ D B @) — @0l
_ l l
tr-(M+B)-L-(r+1)"-a-(B+M)"" @) )i — @0 )il
_(l
< (DM aBE )i — @) )il
+L-(r+ )M as (B4 M)l )i — @)l
< LAY+ D" a- B+ M@ — @)l
woraus die Behauptung des Lemmas folgt. O]

Mithilfe der beiden Hilfsresultate lasst sich die Giiltigkeit der Voraussetzungen von Theorem 5 nachweisen,
das einen wesentlichen Bestandteil des Beweises von Theorem 6 darstellt. Die Konvergenzrate lésst sich
anschlieBend durch geeignete Abschédtzungen der in Theorem 5 enthaltenen Terme herleiten.

Beweis von Theorem 6. Der Beweis von Theorem 6 besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil zeigen wir, dass
die Voraussetzungen von Theorem 5 erfiillt sind. Im zweiten Teil werden wir die Konvergenzgeschwindigkeit
des Schétzers durch die Anwendung der Fehlerschranke aus Theorem 5 beweisen.

Wir beginnen damit, die Giiltigkeit der Voraussetzungen von Theorem 5 nachzuweisen. Erinnern wir uns
daran, dass durch W° die Menge aller Gewichtsvektoren definiert ist, deren Komponenten im Intervall
[—c138 - nd3 ciag - nt/ 3] fiir c133 > 1 liegen. Sei f5 das neuronale Netz aus Lemma 15 mit dem zugehérigen
Gewichtsvektor w, wobei wir

1
[ONFR O] 1
2(2p " +K . L
M;;= |n (037 157) sowie a, = (logn) rmatD
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4p'V 44
setzen. Gemald Lemma 15 sind diese Gewichte absolut durch M ; fj * beschrankt. Aus der Wahl von M; ;
folgt

4p§'i>+4 gi)+2K(i) 42k
() (), @ ; ;
api)+4 2 (2 4k ORO! NP0
M <cas-n (237 557) <cpgg-n' T G < epag o n/3 < egsg - n?/3,

womit die Gewichte des neuronalen Netzes aus Lemma 15 in W° liegen. Zudem definieren wir die Menge
W* durch

* l ~l <
= (W) Diga €W WY )ig — (@) Digallse < 00}

= 1
n(logn)?”

mit

n =

Im ersten Schritt des Beweises wollen wir zeigen, dass die Voraussetzungen (4.9) und (4.11) in Theorem 5

fir C,, =4 -/ IA(n - B2 und D,, = c149 - n°143°1°87 erfiillt sind. Hierfiir nehmen wir im Folgenden an, dass n
hinreichend grof ist.

Aus Lemma 18 erhalten wir fiir Yy, ...,Y, € [-f,, 5n] und v, = 1, dass
2 > 4
(S o) o0 <10

ist, woraus direkt C,, = 4 - \/ K,, - 82 folgt.

Wir werden nun zeigen, dass Voraussetzung (4.11) in Theorem 5 fiir D,, = cy49 - 1431987 erfiillt ist. Seien

hierfiir (wgz )il (wg{)i ;)ij1 € W, wobei die Menge W wie in Theorem 5 definiert ist.

Um Ungleichung (4.11) nachweisen zu konnen, benotigen wir die Aussage von Lemma 19. Daher werden wir

nun priifen, ob die Voraussetzungen (4.29) und (4.30) in Lemma 19 erfiillt sind.
Durch die Wahl der Startgewichte ergibt sich

l l l
) Yigalleo < @) )iz — (WO, Yigalloo + WY Digalloo

4/3
)

IN

IN

c121 t+Ci38 1

woraus die Giiltigkeit von Ungleichung (4.30) fiir B = ¢144 - n*/3 in Lemma 19 folgt.

Zudem gilt

I(w wm (@} >,ﬂ>||oo

)
l _ (1
< @) ie = (W) Yisalloo + 1w isa = @1 )isallo
<2-c121

fiir (wﬁ;j)i,j,l, (wﬂ,j)m,, € W. Daher ist auch Voraussetzung (4.30) fiir M = 2 - ¢121 gegeben. Somit

konnen wir aus Lemma 19 sowie der Wahl von L,, und r,, folgern, dass
. !
| fw,1,1(X) = faw,1,1(X)| < crag - norslosn. H(wgzj)m —(w g)z il

fur k e {1,... ,[A(n} ist, woraus die Giiltigkeit von Bedingung (4.11) fiir D,, = c140 - n¢43'1°8 " resultiert.
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Im zweiten Schritt des Beweises wollen wir zeigen, dass Voraussetzung (4.10) ebenfalls erfiillt ist. Wir

bezeichnen hierfiir mit (p, K') € P das Tupel, fiir welches

_ = . D
,K)=arg min —
(p, K) = arg omn 5
gilt.
Fiir eines der vollstdndig verbundenen neuronalen Netze fy, 11 (k € {1,..., IA(n}) ist die Wahrscheinlichkeit,

dass jedes der zugehorigen 7, + (L, — 1) - 7y, - (1 + 1) + 1 - (d 4 1) Gewichte in der Menge W* liegt, fiir

K77 .
rn, < c145 - n2p+K) nach unten beschriankt durch

1 rn+(Ln—1)7n-(rn+1)+ry-(d+1)
<2 NOPTREAAR naog")2> '

Dies ergibt sich daraus, dass jedes Startgewicht unabhingig und gleichverteilt aus einem Intervall der

Linge 2 - 135 - n*/? gewihlt wird und zugleich in das kleinere Intervall der Breite 4,, = m fallen muss.

Durch geeignetes Abschatzen nach oben erhalten wir dann

K
1 rn+(Ln—1)rn-(rn+1)+ry-(d+1) 1 c147-log n-n 2P+ K
>
(2 NOETRELAR n(log”)2> B < )

2 - ¢13g - nciie-(logn)?

L_ 1 2
=exp | c147 - logn - n2»+K . (— log (2 - ¢13g - nCus(logn) ))

K )
=exp | —cus - n#+E - (logn)

> exp(—n).

Die letzte Ungleichung folgt dabei aus der Tatsache, dass 2;3% < 1 gilt.
Die Wahrscheinlichkeit, dass alle r,, + (L, — 1) - ry, - (r, + 1) + 75, - (d + 1) Gewichte in der Menge W*
liegen, ist somit von unten durch exp(—n) beschrdnkt. Nach Theorem 5 ist dann ¢,, > exp(—n). Fiir

N,, = exp((logn)3) und I,, = (logn)* - exp(n) ergibt sich hieraus die Abschiitzung

1 ) (log n)*-exp(n)

Ny - (1 —en)'" < exp((logn)?) - <1 ~ oxp(n)

1 > (logn)*-exp(n)

< exp((logn)?) - exp (_exp (n)

< exp((logn)?) - exp (—(log n)4)

womit Voraussetzung (4.10) aus Theorem 5 nachgewiesen ist.

Im zweiten Teil des Beweises zeigen wir die Aussage von Theorem 6. Hierfiir wenden wir Theorem 5 an
und erhalten die Ungleichung

E / () — (%) [2Px (dx)
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2 1 1 C?

Im dritten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

1 2
< 129+ <( Oin) + Bn - E{ sup 257, (T3, fw,1,1)(X5)

wew

1 1 C?
B - =+ <=2
VN, ' N, \/Fz
gilt. Die Definition von ¢,, in Theorem 6 sowie die Wahl von C,,, D,, und N,, im ersten und zweiten
Beweisschritt implizieren

1 1 C? s - logn - cigo - nc1437logn 1 16 - Kn ct - (logn)*
Dy =4 —+ 2 < + + 2
Bn - D vVN, N, t, — exp(0.5 - (logn)3) exp((logn)3) n- Kn

< e | EP (c143 - (logn)?) + (logn)*

= 0 exp (0.5 - (log n)3) n
C149

< .

NG

Im vierten Schritt des Beweises zeigen wir

WGW (p»K) €P

E{ sup — ZEZ (T3, fw,1,1)(X )} < c151 - (logn)® - max NIk,

Sei im Folgenden G = {fw,m S W} Fiir n,, > 0 ergibt sich damit

E{Supzﬁz (Tp, fw1,1)(X )} = E{SupiZ&"(Tﬁng)(Xz‘)}

wew

IN
S
8

0,
——

o W

m e

QT

>t}dt

CS e (Tag)(X0)| >
=1

oo
< nn+/ P <sup t o dt.
n 9€g

Gemél dem Beweis von Theorem 9.1 in Gyorfi et al. (2002) erhalten wir fiir ¢ > 7,,, dass die Ungleichung

P {sup - Zsi (T3,9)(Xs)| > t}
9€9 =1
< s My (T (Tag) g e Ghxt) P || Y e @ x| >
xnef0,1]4n 9€9 nia 2

gilt. Aus Lemma 6 folgt dann

. Vo+
sup My ( A(Ts,9) g€ g},X?) < ci52- (6153 ﬁn) ‘ )

x7el0,1]dn Mn
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Die Netzwerke in der Menge G haben héchstens ci54 - 72 - L,, Gewichte und eine Tiefe von L,, + 1, weshalb

die VC-Dimension Vg+ gemal3 Lemma 31 aus dem Anhang von oben durch

€179 - (L +1)-r 2 logQ(Ln-rfL)
C155 - r L log(L 2)

Vgr <
<

beschrankt ist.

Auf den zweiten Term wenden wir die Ungleichung von Hoeffding (vgl. Lemma A.3 in Gyorfi et al. (2002))

an und nutzen dabei die Tatsache, dass |(73,g)(x)| < S, fiir alle x € R? ist. Daraus folgt
1 ¢ 2-n -2

P e (Tp,0)(X)| > t/23 <2- _ ).
{”mg (Ts,9)( )>/} eXP( 16‘5%)

Durch Zusammenfassen dieser Abschdtzungen, erhalten wir dann

E { sup }
weWw
7212, 2
/oo . <Cl53 Ba )Clss 7Ly log(Lin-T7,) 9. exp (_2 n- t2> &t

o0 C153 - 5n 155 7L log(Ln-3) 2-mmy -t
2-exp | —————5— | dt
n 16 - Bn

L2. 2
c153 - 6?2)6155 Tn Ln log(Ln Tn) ‘ 16 . 5’% ‘ eXp <_n . 77%)
- Tn 8- B3

Z'gz T,anw,l,l)( )

| A

| A

§77n+0152'<

n

Im Weiteren wéahlen wir

2 2 857%
M = Ly, - \/10g(Ly, - 12) - 1 - (logn)~ - —

womit sich
Cigy - By \ T Lalosn i) 6. g2 n%
as2- | — T - eXp B

3 L3 log(Ln-17)
cls7 - \/ﬁ C155°T 1
< C156 * (7“71) . m - exp (—LZ . log(Ln . 7’721) . T?L . (10g n)4)

1
< exp (c158 - 72 - (logn)® - log(v/n)) - N exp (—clsq - (logn)® - r2)

1
< exp (158 - 17, - (logn)?) - N exp (—clag - (logn)®-r?)
n
1
< exp (esso -1y - (logm)* - (1 = (logm)?)) - —=—
n
< 1
SN

fiir n hinreichend grof ergibt.
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K .
Wegen 7, < c145 - n2@p+K) erhalten wir zudem

a2
N = Ln-\/log(Ln-r%)-rn-(logn)Q- 85

K
n2(2p+K)
< 6o - (logn)® -

B

_—pb_
< cigo - (logn)® - 2K,

Zusammenfassend ist damit die Ungleichung

72,2, 2

Tn + 159 0153'/871 CMSL"T"log(Lnrn).16'57%.6}(1:) _77,-777%
nTee n n- 8- 42
Sclﬁo'(logn) - N2tk 'f‘%

5 i
< c151 - (logn)? - n2p+K

fiir n hinreichend grof erfiillt, woraus die Aussage des vierten Beweisschrittes folgt.

Im fiinften Schritt des Beweises wollen wir die Ungleichung

E{ e / |<T5nfw*,1,1><x>—m<x>|2Px<dx>}SClm-(logn)?- max n R
w*eWW* (p7K)€P

nachweisen. Hierfiir erinnern wir daran, dass fi das in Lemma 15 eingefiihrte neuronale Netz
bezeichnet.

Aus der Definition von 1\72-, der Beschranktheit von K.y und pmax sowie der elementaren Ungleichung

[2]°<(2-2)° firz>1lunds>0

ergeben sich die Abschidtzungen

o, (1)
‘. <5 g (ma 222 ) | (ogamc{ Ko pnnc} + 1) + 1>)

p
< cig2-log [ max n2+K
(p,K)EP

< c139 - logn
und
N; (

i K
max 2KJ(')-64-< J

D4 gW
ie{1,...0} = '

7 X
9 (ina () K3
K >'(KJ‘ )7 (g +1) - M
J
- K P
< max Ni-ZK““"‘64'< max+pmax>'(Kmax)2-(pmax+1>' { max n2<2”*mw
i€{l,...0} Kmax (p,K)eP

__K
< cigp - max n2@p+K),
(p,K)EP
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Somit erfiillen L,, und r,, die Voraussetzungen in Lemma 15.

Des Weiteren gilt
E { Sull?\/ / (T3, fw=1,1)(x) — m(x)|2 Px(dx)}
wrew*

<2. E{ sup / (T3, fw1,1)(x) — (Tﬁnfwg,l)(x)f PX(dx)}

wreEW*
+ 2B [T fi00 60— 00 Px(ax) |

Da der Trager von X nach Voraussetzung beschréankt ist, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass supp(X) C [~ay, a,]? ist. Durch Anwendung von Lemma 15 mit

1

N CRONPIOMY )
Mj,i = n2(2p]- +K; ) sowie a, = (logn)m’
ergibt sich dann
E T, W - 2 P d < 2 8(Pmax+1) . M—4p;.i>
|(Ts,, fe1,0) (%) = m(x)|" Px(dx) o < cigy - ap max My
—2p(.i)
R OINO)
< ¢163 - (log n)2 ~max ni
i

= ci63- (logn)?- max nz+K.
(p.K)eP

Wie bereits zu Beginn des Beweises gezeigt wurde, ist

H(~(l) 4/3

Wy i)igillee < cizs-n

Zudem folgt aus der Definition der Menge W*, dass
"N ~(1 — _ n)2
1w iia = (@) aglloo < 8 = n0o5™

fiir ((W*)(Z) )i.js € W* gilt. Mit Lemma 19 und der Wahl B = c;35 - n*/? sowie M = §,, ergibt sich daher

li,j
die Abschatzung
2 2
(Tp, fw1,1) (%) = (Tp, farn,)(X)]” < | fwe11(x) = fa1,1(x)|
| bl bl b
< cipa - (logm)? - n BN (logn) Tomer - (/3 4 5, )reeloEn 52
1 <2
< cigr - TR L G
1
1
< cppr - nOETORT n2-(logn)?
o e
n

fiir hinreichend grof3e n.
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Insgesamt gilt damit

B sup [T fur )60 - mof P}

wHeEW*

SQ'E{ sup /!(Tﬂnfw*,l,l)(x)—(Tﬁnfw,l,l)(X)IZPX(dx)}

wHEW*

+2-B{ [ (T )00 =m0 Pl

< cig1 - (logn)? - max_nanik,
(p,K)EP

womit der fiinfte Schritt des Beweises gezeigt ist.

Im letzten Schritt des Beweises kombinieren wir alle bisherigen Resultate und erhalten

E [ mal) — m(x) PP (dx)

(logn)2 5 P 2 _—2p_ 1
<c + (logn)° - max n2tE 4 (logn)®- max n2+tE 4 ——
B 141( n (log ) (p,K)EP (logn) (0, K)eP NG

__p
< c1q1 - (logn)® - (pl?(%?‘épn AR

Damit ist die Aussage von Theorem 6 bewiesen. O
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5 Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir iiberparametrisierte neuronale Netze, die durch den Gradientenabstieg
beziiglich des empirischen Ls-Risikos ohne Regularisierungsterm trainiert wurden, in einem statistischen
Kontext betrachtet. Dabei konnten wir insbesondere drei theoretische Hauptresultate formulieren, die die
Leistungsfahigkeit iiberparametrisierter Netze beleuchten.

In den ersten beiden Resultaten haben wir als Grundlage fiir unseren Schitzer ein iiberparametrisiertes
tiefes neuronales Netz mit der logistischen Sigmoidfunktion als Aktivierungsfunktion gewéhlt. Dieses
Netzwerk besteht aus einer polynomiellen Anzahl tiefer vollstindig verbundener neuronaler Netze, die
parallel berechnet werden. Abschliel3end haben wir das neuronale Netz als Schitzer verwendet, dessen
Gewichte nach einer geeigneten Anzahl von Gradientenschritten bestimmt wurden.

Im ersten Resultat konnten wir nachweisen, dass dieser Schitzer universell konsistent ist und somit in der
Lage, auch auf neuen, unbekannten Daten gut zu generalisieren.

Unter der Annahme, dass die Regressionsfunktion (p, C')-glatt fiir p € [1/2, 1] ist, konnten wir im zweiten
Resultat nachweisen, dass der {iberparametrisierte Neuronale-Netze-Schétzer fiir alle ¢ > 0 mit einer
Konvergenzgeschwindigkeit von

n”TH T

gegen die Regressionsfunktion konvergiert. Im Fall p = 1/2 entspricht diese Konvergenzrate annéhernd der
Minimax-Rate, wie sie in Stone (1982) gezeigt wurde, und ist somit nahezu optimal.

Wenn wir zusatzlich annehmen, dass die Regressionsfunktion einem Interaktionsmodell geniigt, also als
eine Summe Holder-stetiger Funktionen fiir p € [1/2, 1] mit d* Komponenten dargestellt werden kann, ist
es moglich, fiir ¢ > 0 eine dimensionsunabhingige Konvergenzrate von

1
n” TF e

nachzuweisen. Dies zeigt, dass {iberparametrisierte Neuronale-Netze-Schétzer, die durch den Gradienten-
abstieg trainiert wurden, den Fluch der Dimensionalitdt umgehen konnen.

Im dritten Resultat dieser Arbeit haben wir eine (p, C)-glatte Regressionsfunktion fiir p > 1 betrachtet und
zeigten unter der Annahme, dass die Regressionsfunktion zusétzlich einem hierarchischen Kompositions-
modell geniigt, wie die Gewichte eines tiefen neuronalen Netzes durch die Uberparametrisierung gelernt
werden konnen. Dabei haben wir eine Konvergenzgeschwindigkeit von

__P
n 2p+ K

hergeleitet und somit eine Dimensionsreduktion erzielt. Um diese Rate zu erreichen, haben wir in der
Definition des Schétzers die ReLU-Aktivierungsfunktion verwendet und durch den Einsatz eines Projektions-
Operators sichergestellt, dass die Gewichte wiahrend des Trainings nicht zu stark voneinander abweichen.
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Fiir die Beweise der Hauptresultate haben wir

die drei zentralen Forschungsbereiche des Deep e
Learnings beriicksichtigt. Durch den Einsatz ver-
schiedener Ansétze in diesen Bereichen konnten ‘

wir fiir beide Schétzer den Generalisierungs-,
Optimierungs- und Approximationsfehler analy-
sieren und damit sowohl die universelle Konsis-
tenz des iiberparametrisierten tiefen Neuronale-
Netze-Schéatzers als auch die Konvergenzra-
ten fiir unterschiedliche Aktivierungsfunktionen
nachweisen. Abbildung 5.1: Fundamentale Forschungsbereiche
des Deep Learnings

Optimierung proximation

Ein zentraler Aspekt in den Beweisen der Resultate ist die Kontrolle des Generalisierungsfehlers, da die
Uberparametrisierung zu einer hohen Modellkapazitit fiihrt. In den ersten beiden Resultaten konnte
durch die Verwendung der glatten logistischen Sigmoidfunktion die Komplexitédt des Netzes mittels einer
metrischen Entropie-Schranke begrenzt werden. Diese Methode basiert auf der Glattheit der Aktivierungs-
funktion und ist daher fiir die ReLU-Aktivierungsfunktion, die nicht glatt ist, nicht anwendbar. Im dritten
Resultat wurde der Generalisierungsfehler daher durch die Rademacher-Komplexitit abgeschétzt. Diese
Abschiatzung war mal3geblich dafiir verantwortlich, dass die optimale Konvergenzrate nicht erreicht werden
konnte. Daher wire es fiir zukiinftige Arbeiten von grof3em Interesse, eine prézisere Schranke zur Kontrolle
dieses Generalisierungsfehlers zu entwickeln. Dies konnte wesentlich zur Verbesserung der Konvergenzrate
beitragen und somit die Effizienz der Schétzverfahren steigern.

Um den Generalisierungsfehler mithilfe der Rademacher-Komplexitiat beschranken zu konnen, haben
wir einen Projektionsoperator eingesetzt, der sicherstellt, dass sich die Gewichte nicht zu weit vonein-
ander entfernen. Eine genauere Untersuchung der Projektionsoperatoren bei der Verwendung der ReLU-
Aktivierungsfunktion wire daher ein weiterer interessanter Aspekt. Hierbei stellt sich insbesondere die
Frage, ob es moglich ist, dhnliche oder sogar bessere Ergebnisse zu erzielen, ohne die Projektion der
Gewichte im Gradientenabstieg zu verwenden. Da diese Projektion jedoch ein notwendiger Bestandteil
unseres dritten Ergebnisses war, um den Approximations- und Generalisierungsfehler zu kontrollieren,
wird wahrscheinlich ein alternativer Ansatz erforderlich sein, um diese Fehler begrenzen zu konnen.

Ein weiterer wesentlicher Aspekt in der Betrachtung {iberparametrisierter neuronaler Netze ist die Wahl
des Optimierungsalgorithmus. In praktischen Anwendungen kommen haufig der stochastische Gradienten-
abstieg oder Varianten mit Batches anstelle des klassischen Gradientenabstiegs zum Einsatz. Daher wére es
von Interesse zu untersuchen, ob sich die erzielten Ergebnisse auf den stochastischen Gradientenabstieg
oder den Gradientenabstieg mit Batches iibertragen lassen und gegebenenfalls sogar verbessert werden
konnen.

Zusammenfassend haben wir in dieser Arbeit wertvolle Einblicke in die Eigenschaften iiberparametrisierter
neuronaler Netze gegeben und deren Leistungsfdhigkeit aufgezeigt. Durch die gemeinsame Betrachtung
der drei Forschungsbereiche des Deep Learnings trégt diese Analyse zu einem umfassenderen Verstandnis
iiberparametrisierter tiefer neuronaler Netze bei. Dieser ganzheitliche Ansatz ist nicht nur fiir ein tieferes
Verstdndnis der theoretischen Grundlagen von Bedeutung, sondern eroffnet auch neue Perspektiven fiir
die praktische Anwendung und Weiterentwicklung dieser leistungsstarken Modelle.
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A Erganzende Resultate und Beweise

A.1 Beweis von Lemma 16

In diesem Abschnitt présentieren wir den vollstdndigen Beweis von Lemma 16. Dabei orientieren wir uns am
Beweis von Theorem 2 in Kohler und Langer (2021) und erweitern diesen um die Gewichtsschranken der
jeweiligen Netzwerke. Die Gewichtsschranken in den Lemmata 23-27 gehen auf Kohler et al. (2024) zuriick,
wahrend die entsprechenden Schranken in den Lemmata 28-30 erstmals in diesem Kontext hergeleitet
werden. Aus Griinden der Vollstdndigkeit wird der gesamte Beweis im Folgenden ausfiihrlich dargestellt.

Die Hauptidee des Beweises besteht darin, eine (p, C)-glatte Funktion f durch stiickweise Taylor-Polynome
auf einer Partition von Wiirfeln in [—a, a]? zu konstruieren. Hierfiir benétigen wir die folgenden Konventio-
nen: Ist C' ein Wiirfel, so bezeichnen wir die linke untere Ecke von C' durch Cjes. Jeder halboffene Wiirfel C
mit Seitenldnge 1 kann als Polytop dargestellt werden, das durch die folgenden Ungleichungen definiert ist

2D 4% <0 und 29 -cP—p<o  (Gefl,....d})

— le
Zudem bezeichnen wir durch Cg C C den Wiirfel, der alle x € C enthilt, die einen Abstand von mindestens
0 zu den Grenzen von C haben. Dieses Polytop ist durch die Ungleichungen

2409 <5 und 29 -CY) —p< -5 (Gefl,....d})
definiert.

Fiir eine Partition P von Wiirfeln in [~a,a)? und x € [~a, a)? bezeichnen wir mit Cp(x) denjenigen Wiirfel
C € P, der x enthélt.

A.1.1 Approximation einer (p, C')-glatten Funktion durch Taylorpolynome

Ein zentraler Bestandteil des Beweises von Lemma 16 ist das folgende Hilfsresultat. Es zeigt, dass jede
(p, C)-glatte Funktion durch ein Taylorpolynom approximiert werden kann.

Lemma 20. Sei p = q + s fiir ein ¢ € Ng und ein s € (0,1] sowie C > 0. Weiter sei f : R? — R eine
(p, C)-glatte Funktion, xo € R? und Tf.q.x, €in Taylorpolynom vom Grad q um xo, welches durch

X—X £
Trgx0(x) = deNgzugnlgq(agf)(Xo) . 5!0)
definiert ist. Dann gilt fiir jedes x € R die Ungleichung

|f(x) = T q.x0 (%) < c160 - C - [|x — x0|”

fiir eine Konstante c149 > 0, die nur von q und d abhdngt.

Beweis. Siehe Lemma 1 in Kohler (2014). O
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A.1.2 Idee des Beweises von Lemma 16

Fiir den Beweis von Lemma 16 werden wir die (p, C)-glatte Funktion f : R? — R in Lemma 20 durch ein
stiickweises Taylor-Polynom approximieren. Um das stiickweise Talyor-Polynom zu definieren, unterteilen
wir [—a,a)? in jeweils M und M?? halboffene und gleichgroRe Wiirfel der Form

[avﬁ) = [a(l)aﬁ(l)) X X [a(d)ng(d)) mit av/B S Rd-
Seien des Weiteren

'Pl = {Ck,l}ke{l,...,Md} und PQ = {ij2}j6{1,...7M2d} (A.l)
die zugehorigen Partitionen.

Wir bezeichnen die Wiirfel der Partition P, die in einem Wiirfel C; ; miti € {1,..., M 4} enthalten sind,

mit 6172‘7 cee 6Md7i. Im Folgenden sei (C; 1) die linke untere Ecke des Wiirfels C; ;. Zudem ordnen wir
die Wiirfel derart an, dass

(Cr)iete = (Ci et + Vi (A.2)

fir alle ¥ € {1,...,M%,i € {1,...,M?% und fiir einen Vektor v, mit Eintrigen aus
{0,2a/M?, ..., (M — 1) - 2a/M?} gilt. Der Vektor ¥, beschreibt hierbei die Position von (Cj, ;)i im Ver-
gleich zu (C; 1)jefr. Wir ordnen die Wiirfel ékﬂ; derart an, dass ihre Position unabhéngig von i ist. Dies
bedeutet nichts anderes, als dass der Vektor v, fiir alle i € {1, ..., M?} gleich ist. Damit ist leicht erkennbar,
dass die Partition Py durch die Wiirfel ék,i dargestellt werden kann. Insbesondere ist

Py = {6k,i}ke{l,‘..,Md},ie{l,...,Md}'

Die Taylorentwicklung in Lemma 20 kann mithilfe des stiickweise auf P, definierten Taylor-Polynoms
berechnet werden. Dies ergibt

Tf7q7(CP2 (X))left(x> = Z Tf,q,(ékﬁi)left (X) ' ]lék,z (X)
ke{l,...,.M4}ie{l,...,.M2}

Gemal} Lemma 20 erfiillt dieses stiickweise Taylor-Polynom die Ungleichung

1
e

sup f(X) — Tf7q,(Cp2 (x))le&(x>) < ci69 - (2 -a- d)p -C

x€[—a,a)d

fiir eine Konstante c¢jg9 > 0. Damit bleibt noch zu zeigen, dass das stiickweise Taylor-Polynom beziiglich
der Partition von [—a, a)? durch ein neuronales Netz approximiert werden kann. Dieser Beweis gliedert
sich in vier wesentliche Schritte:

1. Berechnung von T ; (cp, (x)), (%) durch rekursiv definierte Funktionen.

2. Approximation der rekursiven Funktionen durch neuronale Netze. Das resultierende Netzwerk ist
eine gute Approximation fiir f(x), falls

X € U (Ck,2)(1)/M2p+2'
ke{l,...,M2d}
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3. Konstruktion eines neuronalen Netzes zur Approximation von wp,(x) - f(x), wobei

d M2 ) a ,

i) = [T (1% [©n ) + 572 )

; a
]:1 +

ein linearer Tensorprodukt-B-Spline ist. Dieser nimmt seinen Maximalwert im Zentrum von Cp, (x)

an, ist ungleich 0 im Inneren von C'p, (x) und verschwindet au8erhalb von Cp, (x).

4. Anwendung dieses Netzwerks auf 27 leicht verschobene Partitionen von P,, um f(x) in der Supre-
Mmumsnorm zu approximieren.

A.1.3 Schritt 1: Eine rekursive Definition von T}, ¢, (x))e (X)

Die folgende rekursive Definition des stiickweisen Taylor-Polynoms wird uns spiter dabei helfen ein
neuronales Netz zu definieren, welches die Funktion f approximiert.

Sei im Folgenden i € {1,...,M?} und Cp,(x) = C;;. Die Rekursion besteht aus zwei Schritten:
Im ersten Schritt werden wir die Werte von (Cp, (x))eft = (Ci1)efe und die Werte von (05 f )((éjﬂ:)]e&) fiir
je{l,...,M%) und ¢ € N¢ mit ||£]|; < g berechnen. Hierfiir multiplizieren wir die Indikatorfunktion 1c,,
mit (C; 1)jee 0der mit (agf)((éj7z‘)left) fiir jedes i € {1,..., M?}. Zudem benétigen wir in der weiteren
Rekursion den Eingabewert x, weshalb wir diesen unverandert iiber die Identitdtsfunktion in die néchste
Schicht weitergeben. Wir setzen nun

¢1,l — (nggv DRI ng?) =X,

Ma
1 d
21 = (9511, 650) = D (Cien - L, (%)
i=1
und
Md
o5 =320 ) ((Crier) - 1o (x)
i=1
fir j € {1,..., M9} und ¢ € N¢ mit ||€]); < q.
Seien im Weiteren 5,5 € {1,...,M%} und (Cp,(X))efr = (éj,i)left. Im zweiten Schritt der Rekursion

berechnen wir den Wert von (Cp, (x))ieft = (Cj.i)1efe SOwie die Werte von (9% f) ((Cp, (x) )iee) fiir & € Ng
mit ||£||1 < ¢. Aufgrund der Gleichheit in (A.2) folgt, dass jeder Wiirfel C;; durch

AW = {x eRY: —z(®) 4 qﬁgkl) + ’qjj(k) <0

und z®) — ¢ kl) — '17J(.k) — % <0 firallek e {1,.. .,d}} (A.3)
dargestellt werden kann. Daher berechnen wir in dieser Rekursion fiir jedes j € {1, ..., M9} die Indikator-

funktion 1 4(;) und multiplizieren diese entweder mit ¢ ; + Vv, oder mit gzﬁ:(fij ) fiir € e N4, ||€]l1 < q. Auch
hier mochten wir den Wert von x unverdndert durch die Anwendung der Identitatsfunktion weitergeben.

Wir setzen

¢1,2 = (Cbggv ceey gig)T = ¢1,17
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Md
b2 = (042, ... 059) = Y (d21+ ;) - Ly (d1.1)
j=1

und

Md
¢:(s£% = Z ¢§»fi]) Ay (¢1,1)

j=1
fiir £ € Nd mit ||€]|; < ¢. Im letzten Schritt bestimmen wir das Taylor-Polynom durch

(€)
na= 3 g (e et (A4)

£eNg: (Il <q

Das folgende Lemma zeigt, dass wir durch diese Rekursion das stiickweise Taylor-Polynom erhalten.

Lemma 21. Sei p = q+ s fiir ein ¢ € Ng und ein s € (0, 1], sei C > Ound x € [—a,a)?. Sei zudem f : R? — R
eine (p, C)-glatte Funktion und Tf,q,(cp2 ()it das Taylor-Polynom vom Totalgrad q um den Punkt (Cp, (X))iefr-
Weiter sei ¢y 3 rekursiv definiert, wie es in der Gleichung (A.4) beschrieben ist. Dann gilt

¢173 = Tf,q,(CPQ (x))left (X) :

Beweis. Seien j,i € {1,..., M%} und x € C;,. Daraus folgt, dass Cp,(x) = C;; und x € C; ist. Da x nur
in einem der Wiirfel C; ; liegen kann, nimmt die Indikatorfunktion 1 ¢, , nur fiir einen Wiirfel den Wert 1
an. Damit folgt

D21 = (Ci1)lefr
sowie
6% = (05 1)(Cjaer) fiir j € {1,..., M%),
Nach Gleichung (A.2) ist daher

(Cji)lefe = P21 +V;

und die Menge .AU) beschreibt den Wiirfel 6]‘71‘. Zusammen mit ¢,; = x folgt aus den jeweiligen Definitio-
nen, dass

B2.2 = (Cji)efe

und

) = (94 1)((Cj)iert)

gilt. Setzen wir dies in Gleichung (A.4) ein, so erhalten wir

(O5£)((Cji)ierr) = ¢
P = dZ: ¢! je' (X B (Cj’i)leﬁ> - Tf:q)(éj,i)left (x) = Tf7Q7(C732 (%) rere (%)
€eNG:[I€lli<q
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A.1.4 Schritt 2: Approximation von ¢, ; durch neuronale Netze

Die Grundidee des Beweises ist, ein zusammengesetztes neuronales Netz zu definieren, welches die
Funktionen in den Definitionen von ¢ 1, ¢21, ¢:(fi]), P12, $22, ¢;(fg), ¢13 fir j € {1,...,M?} und
¢ € N¢ mit ||£]|; < ¢ ndherungsweise bestimmt. Wir werden zeigen, dass dieses neuronale Netz eine
gute Approximation fiir f(x) ist, sofern x nicht in der Ndhe des Randes einer der Wiirfel aus P liegt, das
bedeutet, sofern gilt

xe U (G2 ae
je{1,...,M2d}

Lemma 22. Sei o : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z, 0}. Sei P, definiert wie in (A.1). Sei
zudem p = q + s fiir ein ¢ € Ny und ein s € (0, 1] sowie C' > 0. Die Funktion f : R? — R sei eine (p, C)-glatte
Funktion. Des Weiteren sei 1 < a < oo. Dann existiert fiir hinreichend grofses M € N, das unabhdngig von der
Grofse von a ist, aber

4-(g+1)

MQP > c169 - max { (max {2&, ”fHCq([fa,a]d)}> , (2 -a- d)p . C’} (A.5)

erfiillt, ein neuronales Netzwerk fp2 € F(L,r) mit

() L =4+ [log,(M?)] - [logy(max{q + 1,2})]

@) r=max {((%57) +d) - MT-2- 24 2d) +24,18- (¢ + 1) - (F) |,
so dass

1

‘fpz (x) — f(X)‘ < c1ro - (max {Qa, HfHCq([_M]d)})4'(%1) 7

firalle x € Ujeqy, . aeay (Cj,g)? 2042 gilt. Die Ausgabe des Netzes ist fiir alle x € [—a, a)? beschrinkt durch
’];b(xw < 2'6Xp(2ad)'InaX*{HfHCqQ—a@w)al}-

Zusdtzlich erfiillen die Gewichte des Netzes die folgenden Bedingungen

(0)

i,j>0

<1 und (wA )(L)zo.

~ 4p+4 ~
”WfPQ Hoo sM ’ H (Wf7’2> fPy 1,0

(e 9]

Lemma 22 zeigt, dass neuronale Netze mit einer Tiefe von c¢;7; -log, (M) und einer Breite von cy79- M din der
Lage sind, eine (p, C)-glatte Funktion f mit einer Genauigkeit der GréRenordnung 1/M 2P zu approximieren,
sofern x € Ujeqq, . a2ay (ng)(l) /mzv+2- FUr den Beweis dieses Resultats bentigen wir zusatzliche Aussagen
iiber die Approximationsfahigkeiten neuronaler Netze.
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Identitatsnetzwerk zur Schichtweitergabe und Tiefenanpassung

Um einen Eingabewert an die nichste Schicht weiterzugeben oder die Anzahl der verdeckten Schichten
zweier Netzwerke anzugleichen, verwenden wir das Identitdtsnetzwerk fiq : R — R mit

fu(z) =0(z) —o(—2) =z firz€eR.
Fiir den Vektor x € R? setzen wir entsprechend
Fal) = (Fa (20) oo Fa (29)) = (20 2®).

Die Gewichte des Netzes erfiillen hierbei die Bedingungen

= 1.

oo

1) (1)
W lloo =1, <W’f ) =0 und (wf )
id fia 1,0 fia 1,7>0

Im Folgenden werden wir die Abkiirzungen

o~

J(x) =x fiirx € R

sowie

o~

R0 = o (Fi()) = x fiirt € No und x € R

verwenden.

Approximation der Quadratfunktion

Lemma 23. Sei 0 : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0}. Dann existiert fiir jedes R € N
und jedes a > 1 ein neuronales Netz
fsq € F(R,9)

mit den Gewichtsschranken

9 (0)
< 4a”, (W]? )
00 4/ 4,5>0

W/\
H fsa

. (R)
<1 sowie (WA )
fsq 1?0 .

o0

so dass die Ungleichung

-~

fs

q(x) — :):2‘ <a® 4R

fiir z € [—a, a] erfiillt ist.

Beweis. Dieser Beweis ergibt sich durch eine leichte Modifikation des Beweises von Proposition 2 in Yarotsky
(2017). Der Vollstédndigkeit halber geben wir diesen Beweis dennoch im Folgenden an.

2z, falls x <
9(x) =
2-(1—ux), falls x >

Seig:[0,1] — [0, 1] mit

NI D=
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die sogenannte Zackenfunktion und
gs(x) = gogo---og(x)
—_—
S

die sogenannte Sdgezahnfunktion. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir mithilfe einer Induktion iiber s,

dass
g(x)_{zs(x—g’g), ve[Zh 241 ke f0,1,...,27 — 1}
() =

2 (% —2), we[%t 2] ke{l2... 2271}

gilt. Fiir s = 1 folgt die Aussage direkt aus der Definition von ¢, da ¢;(z) = g(x) fiir x € [0,1] ist. Im
Folgenden nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein s € N erfiillt ist. Um die Aussage fiir s + 1 zu zeigen,
werden wir die Eigenschaften der Sdgezahnfunktion ausnutzen. Aufgrund ihrer Definition ist

(0:00(0) = aulo(e)) = 20 firae [0.5]

fiir beliebiges s € N. Des Weiteren gilt
g(x)=9g(1 —x) fiir x € [0, 1]

und aufgrund der Induktionsannahme sowie der Symmetrie von g, ist zusatzlich
gs(x) = gs(L —z)  furz €[0,1]

erfiillt. Kombinieren wir diese Eigenschaften, so erhalten wir

Go1(®) = 65(9(2)) = 9a(22) = gs(1 — 22) = g4 (2(3—3:))

()bl ()

fiir jedes = € [0, ] . Daher geniigt es im Folgenden, die Aussage fiir z € [0, 3] zu zeigen. Zusammen mit
der Induktionsannahme erhalten wir dann

( (@) (22) 25 (22 — 2, 2z € [, 22H] ke {0,1,...,2°7 1 — 1}
(@] €Tr) = €T fry
9209 9 20 (& —2z), 2zwe[EL 2] ke{l,2,...,257"}

[ B se B ke 01,2
(), e Pl ke (12,02

Damit folgt die Aussage des ersten Schrittes.

Im zweiten Schritt des Beweises zeigen wir, dass die Funktion f(x) = 22 fiir x € [0, 1] durch eine Linearkom-
bination von Funktionen gs approximiert werden kann. Sei hierfiir Sy eine stiickweise lineare Interpolation
der Funktion f mit 2% + 1 gleichmiRig verteilten Stiitzstellen an den Punkten 2% fir k =0,...,2%, wobei

so (i) - () -

Um den Fehler der stiickweisen linearen Interpolation bestimmen zu kénnen, definieren wir die Funktion

F(2) = £(2) - Sa(z) + — ) 1) <_2’;><_k2+31)

(v = 3r) - (v = 57)
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firz € [J7, 5% und k=0,...,28 — 1.

Damit ergibt sich
k E+1
F(QR):O, F< 2—; >:0 sowie F(z) =0.

Nach dem Satz von Rolle (siehe beispielsweise Forster (2023)) existieren dann zwei Punkte z; und 2o mit
2% < z1 <zund F'(z1) = 0 sowie z < 29 < % und F'(z3) = 0. Die erneute Anwendung des Satzes von
Rolle liefert einen Punkt 7, fiir den z; < n < 2z, mit F"(n) = 0 gilt. Mit

Sr(z) — f(x)

(z = 57) - (@ = 5R)

F'(z) = f"(z) +2-

erhalten wir fir z € [, 5], dass
" k kE+1
Su@) -~ 1@ = |- (o= ) (o= 55 )|
k k+1
(==2n)- (= 5)]
k k+1
- (o=3) (5 )

k k+1
wird an der Stelle x = 2% + % : 2% angenommen. Daher gilt
k kE+1
Sue) 1@ < (2 50) (o= 57) '

(kL UL kY (k11 kel
- 2R~ 2 2R 9R 2R 9 2R oR

< 2—2R—2

IN

gilt. Das Maximum der Funktion

fir x € [2%, %} . Die Verfeinerung der Interpolation von Sr_; zu Sg entspricht der Anpassung durch eine

Funktion, die proportional zu einer Sdgezahnfunktion ist, das heif3t

SR_l(ac) — SR<$) = gR(CII) .

22R
Dieser Zusammenhang ergibt sich fiir ein z € [QR’“,I, 25 mit k € {0,...,2871 — 1} aus
k Sr-1 (£EL) — Skt (52 k
SRfl(CC) — SRfl = + (2R 1) - (2R 1) . T — ﬁ
2 - 2

) () ) )
- () (5 (o)
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und
() Sl ) =S (k) (&
2R-1 1 9R-1 | >
2R
k k 1
Sg(z) = falls 2 € | op> 51 * QR}
o (k. 1Y, Sr(5ir) = Sr (5 + on) o1
R\9r=1 " 9R s ~2R-1 2R
k 1 k+1
falls v € |:2R—1 27R’ 2R—1:|
2
[k s ) ). o€ [ g ]
(2Rk—1) - 22% + 4223) ' (x - 2Rk—1)’ falls = € [QR T+ 2R’ 2k1;r11] :
Fiir @ € (551, gt + 5] = | 2%, 242 ] ist gemdR des ersten Beweisschrittes
2k
() =2 (o= 22,
woraus wir

Sr-1(z) — Sr(z) =

2k +1 2k 1

9R-1 | F—FQT% ’ $—2R_1
1 ko 2R 2k\  gr(x)
T 9R’ x_gR—l T 92R ‘T—2R T 92R

erhalten. Zudem ergibt sich fiir @ € [ + 5k, 2] = [24, 2542] aus dem ersten Schritt des Beweises

Somit ist
Sr—1(x) — Sg(x)

k> [(2k+1 k E\® 2 Ak +3 k
=\or1) T\ or1 ) \" 9571) " \3r1) Tom |8 ) \* 351
2k +1 k 2 4k + 3 k
o1 ) \* 7 9r1) T oer ~\ 9r ) \T T 3R

4k + 3 2k +1 k 2

~\ 9r—1 \or—1 =) T 3R

1 k 2 1 2k +2 gr(x)

\]
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womit wir den Zusammenhang

SR,l(ﬂz) - SR(SU) == 912%2(;‘)

gezeigt haben.

Da Sy(z) = x ist, kdnnen wir rekursiv folgern, dass

=yl

Sgr(z) =z — g;(Qf)

s=1

mit

‘SR(CC) . 5112‘ < 272R72
fiir z € [0,1] gilt. Das heift, jede Funktion f(x) = 22 kann fiir z € [0, 1] durch eine Linearkombination von
gs approximiert werden.

Im dritten Schritt des Beweises zeigen wir, dass ein vorwértsgerichtetes neuronales Netz existiert, dass Sr(z)
fiir x € [0, 1] berechnet. Die Funktion g(z) kann durch das Netzwerk

f;(x)ZQ‘U(x)—‘l‘U(fU—;>+2-a(m—1)

mit den Gewichtsschranken

Aloss (oo wa (v

W
fq

dargestellt werden.

Die Funktion gs(z) kann dann durch ein Netzwerk

~

fg. € F(s,3)

mit R R R
fo. (@) = fo(fq(- .. (fg(2))))
N—_———

s

bestimmt werden. Durch die Anwendung von Lemma 17c) erhalten wir fiir dieses Netzwerk die folgenden
Gewichtsschranken

(s)

<1
fas

o

(s) (0)
< - = -
0o 4 <ngs>170 0 und H (ngs>z',j>0
Mithilfe des Identitdtsnetzwerks konnen wir die Funktion Sr(z) durch das Netzwerk
Jfsapy € F(R,T)

darstellen, das folgendermalf3en definiert ist: Zunédchst setzen wir fl,o(x) = fz,o(m) =z und f/g,o(l’) = 0.
Dann definieren wir rekursiv fiiri € {0,1,..., R — 2}

]?1,1'+1($) = ﬁd(ﬁ,z’(fﬂ)),
Frivi(z) = fo(f2i(@))
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und

Frona(@) = ulfoote) - Lol2te))

Schlieflich setzen wir

Py () = FalFopr (@) — S22 fF (o). A6

Daraus folgt durch die Verwendung der positiven Homogenitét der ReLU-Aktivierungsfunktion, dass

Fagy @ = Fd@) ~ g Fon(@) — (22 s @)
(g Fona@) =~ Fa (3 Fu@)) )
— (o)
gilt. Also erfiillt foq,, , (z) die Ungleichung
| frqy (@) — 27| < 2722 (A7)

fir x € [0, 1].

Wegen der Definition des Netzwerks ]?sq[o,l] in (A.6) lassen sich die Gewichtsschranken des Netzes durch
die Gewichtsschranken des Netzwerks

folFor1(2)  for(®)

22R - 22R - fZ,R(x)

bestimmen.
Wir zeigen nun mittels Induktion, dass die Gewichte von j;,(m) firi € {1,..., R} durch 1 beschrénkt sind.
Sei hierfiir : = 1. Dann gilt

- for(z)  Fyx) 1 1\ 1

= 2 = == — . —_ —_— —_ . —_— 1

f21(2) 521 1 5 o(x)—olx 5 + 5 o(x —1),
womit ||vvj;2’1(m)|]Oo < 1ist.
Im Folgenden nehmen wir an, dass die Gewichte von fgz fireini € {1,..., R} durch 1 beschrédnkt sind.

Durch die Definition von fg erhalten wir

Frasi(z) = f;;z:i(j) = % : % (o))
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Wenden wir hierauf die positive Homogenitat der ReLU-Aktivierungsfunktion an, so fiihrt dies zu
Fois1(@) = 5 (2 o (Pailw)) — o <f2,z'(93) - 2) 50 (fauila) - 1))
1 - 1 - 1 1 1 1 - 1
Y (221 ) f2,i($)> - (22@ - fai(z) — 92 2) + 5 o <221 < fai(w) — 221>

o (Fost@) = o (Fst) = g5 ) 4 g0 (Festo) = 1)

N = N = DN

: : T (R) .
Daraus folgt direkt, dass waz @) loo < 1 gilt. Zudem ergibt sich hieraus, dass (ng 7R> o = 0 ist. Wegen
(0)
i,j>0

der Induktionsannahme gilt aulferdem H (w 7 ,1(96)) <1.

o0

Unter Beriicksichtigung der Gewichtsschranken von .4 erhalten wir damit

(R) (0)
=1, <Wf ) =0 und (ij )
o0 0.1 /10 011/ 4 550

Im letzten Schritt des Beweises zeigen wir, dass die Funktion f(x) = 22 durch ein neuronales Netzwerk
approximiert werden kann, wenn z € [—a, a] ist. Sei hierfiir fian : [—a,a] — [0, 1] mit

1
SZHWﬁ, <L

we
H Fsa0,1 || o

o0

z 1

ftran(z) = % + 5

die Funktion, die den Wert von z € [—a, a] in das Intervall [0, 1] {iberfiihrt, in dem Ungleichung (A.7) giiltig
ist. Hierfiir setzen wir

Fsa(®) = 4a” - fuqy,, (fran(®)) — 20 fifl (@) — @,

Aufgrund der Tatsache, dass

1\2
x2:4a2-<;;+2> —2-ax — a?

gilt, erhalten wir

X

. - 1\?
4a* - Jsqgo. 1y (frran(2)) — 2a - fB(x) — 4a® - (Qa + 2> +2a-x

IN

4a2 : ‘fSQ[oJ](ftran(x)) - (ftran(x))2| + 2a - ’fidR(x) - x’
< 4a? 27272 = g2 g R

Die Schranken der Gewichte des Netzes fsq ergeben sich direkt aus der Definition des Netzwerks sowie den
Gewichtsschranken des Netzes fsago und sind gegeben durch

=a? und H(WA>(O)

fsa) i j>0

(R)

< 4a?, ‘(wf ) < 1.
00 54/1,0

[z,

e}

146



Approximation einer Multiplikation

Das néchste Lemma stellt ein Netzwerk vor, das fiir gegebene Eingaben = und y eine Approximation von

x - y liefert.

Lemma 24. Sei 0 : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0}. Dann existiert fiir alle R € N

und alle a > 1 ein neuronales Netz R
fmult € ]'—(R, 18)

mit den Gewichtsschranken

(0)

(R)
< 4a?, H (W]’; )
fo%e) mult i,7>0

<1 und <W’\ ) =0,
fmult

Srnie 1,0

oo

so dass
’fmult(fﬂ,y) —x- y’ <2 a2 .47 B

fiir alle z,y € [—a, a] gilt.

Beweis. Sei R
fsq € F(R,9)

das neuronale Netz aus Lemma 23, welches

~

fsq(x) — xQ‘ <4-a%. 4R

fiir x € [—2a, 2a] erfillt. Wir setzen

1

Favate(,y) = 5 - (fsq(w +y) — fsqla — y)) :

Da sich die Multiplikation durch
1
vy=7(@+y)" = (@-v)7)

darstellen lasst, gilt mithilfe des Netzwerks aus Lemma 23

fmult(x,y)—x-y‘ = %- ﬁq(ﬂchy)—fsq(w—y)—((x+y)2—(x—y)2)’
< 3 Jal )~ @ay?|+ |- - Fale )
< 3.4.(12.4—34_%.4.@2.4—3
= 2.a2.47R

firz,y € [—a,al.
Um die Gewichtsschranken zu erhalten, miissen wir das Netz fmult umschreiben zu
fmult (33’, y)
1 /-~ ~
=1 (fsq(v’U +y) — fsq(z — y))
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= i ’ (4 ) (2a)2 : ﬁQ[o,q (ﬁran(JE +y)) —2-(2a)- ﬁdR(z +y) — (20)2
— (4 (20)%+ fuqyy Foran(z = 9)) = 2 20) - [ (@ = ) = (20%) )
- (4 +(20)% - fagy, <;“+2y - ;) ~2-(20) - [z + ) — (20)?

B <4 - (20)? - J?sq[o,l] <“§23 + ;) —2.(2a) - j‘;dR(x —y) — (2a)2> >

~ z+y 1 ~ -~ z—y 1 ~
= 4a? .- fsq[m] (2-2& + 2) - a‘fidR(x‘Fy) - (4(12 ‘ qum,l] <m + 9]~ a‘fidR(x_y) .

Da sich die Bias-Terme gegenseitig aufgehoben haben, erhalten wir

<meuk) ii) =0.

Aus dieser Darstellung sowie dem Beweis von Lemma 23, in dem wir gezeigt haben, dass ||w 7 loo <1
Sd[0,1]

ist, folgt daher

(0)
i,5>0

< 4a? - HWA
%) fsq[O,l]

<1.

oo

< 4a®> und H<Wf >
mult

W o~
H Jonule %)

Approximation eines Produkts mit ¢ Komponenten

Im folgenden Lemma beschreiben wir ein neuronales Netzwerk, welches das Produkt von d Eingabekompo-
nenten ndaherungsweise berechnet. Dadurch wird es moglich sein, Multiplikationen zu approximieren.

Lemma 25. Sei o : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0}. Dann existiert fiir jedes R € N
und jedes a > 1 ein neuronales Netzwerk

Foutt.a € F (R - [logy(d)],18 - d)

mit den Gewichtsschranken

(R-[logy(d)]) (0)
A q2d 2 ~ _ A
wamuzf,d - <4-4%%.a"°, <wfm“lf,d)1,0 =0 und H (wfmu“’d>i,j>0 N <1,
so dass
~ d .
fmult,d(X) — H 2@ <4. 43d . g4d g 4R
=1

fiir alle x € [—a, a]? gilt.
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Beweis. In diesem Beweis setzen wir ¢ = [log,(d)] und konstruieren im Folgenden das vorwértsgerichtete
neuronale Netz fp ¢ mit L = R - q verdeckten Schichten und r = 18- d Neuronen in jeder Schicht. Hierfiir
setzen wir

(21y...,204) = AN LS TR I I (A.8)
29—d

Fiir die Konstruktion des Netzes werden wir das Netzwerk fmult aus Lemma 24 verwenden, welches
Foure(@,y) — 2y <2- (47 at)? - 47" (A.9)
fiir v,y € [—49 - a% 49 - ?] erfiillt. In den ersten R Schichten werden wir

fmult(zla 22)7 fmult(zSa 24)7 s fmult(z2‘171a ZQQ)

berechnen. Hierbei handelt es sich um 27! Netze, die parallel berechnet werden. Jedes Netz fmult besitzt
R Schichten und 18 Neuronen pro Schicht. Daraus folgt, dass die parallel berechneten Netze insgesamt R
Schichten und maximal 18 - 29~! < 18 - d Neuronen benétigen.

In diesen R verdeckten Schichten werden also benachbarte Werte (z;, z;,1) fiir i = 1,. .., 2% miteinander
multipliziert. Im Fall, dass z = z(%) und z141 = 1 ist, gilt beispielsweise

]?mult(zly Zl+1) = fmult(x(d)v 1)'

Als Ausgabe der ersten R Schichten erhalten wir einen Vektor, welcher eine Lénge von 2¢—1 hat. Als nichstes
kombinieren wir diese Ausgaben und wenden erneut f,,: an. Dieses Verfahren wird sukzessive fortgesetzt,
bis nur noch eine Ausgabe iibrig bleibt. Aus diesem Grund benétigen wir . = R - ¢ verdeckte Schichten
und hochstens 18 - d Neuronen in jeder Schicht.

Ist nun R > log, (2-4%%-a??), so ergibt sich aus Ungleichung (A.9) fiir alle I € {1,...,d} und alle
21,20 € [—(4' = 1) -dl, (4" — 1) -a!] C [-4!- d!,4" - d'] die Abschitzung

‘fmult(zlsz)‘ < ‘Zl '22’ + ‘fmult(zlaz2) — 2122 < (4l - 1)2a2l +1< (42l - 1) -a?!,

Damit erhalten wir schrittweise, dass die Ausgaben jedes Netzes fmult desLevels [ € {1,...,¢ — 1} in dem
Intervall [—42 . a%', 42" . ¢?'] liegen. Wegen

firi € {1,...,q — 1} sind die Ausgaben insbesondere in dem Intervall [-4% - a?, 47 - a¢] enthalten, in dem
Ungleichung (A.9) erfiillt ist.

Bei fmui,q handelt es sich um eine Komposition der neuronalen Netze f;. Aus Lemma 24 wissen wir,
dass die Gewichte von f,,;; die Bedingungen

(meuh)ii) =0 und H (meuk)iio

erfiillen. Daher kénnen wir Lemma 17c) anwenden, woraus fiir a = 4% - «? in Lemma 24 folgt, dass

<1

o

§4'42d_a2d

i

fmult,d 00
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gilt. Die restlichen Gewichtsschranken folgen direkt aus Lemma 24 und sind gegeben durch

(R-[loga(d)]) . (0)
<WA ) =0 sowie (wA ) <1
fmult,d 1,0 fmult,d 1,j>0 oo
Fiir 2y, ..., 220 € [—a,a] setzen wir
fa(z1,22) = fmue(21, 22)
Ja(21,22,23,24) = fmue(f2(21, 22), f2(23, 24))
fgq(Zl,...,ZQq) = fmult(qu_l(Zh"'az2q_1)7f2‘1_1(z2‘1_1+17"'7z2q))‘

Zudem setzen wir

2l
A= sup le(Zla-'WZQl)_HZi :
21500201 €[—a,0] i=1
Dann ist
d
fmult,d(x) - H x(l) < AQ‘
i=1

Aus Ungleichung (A.9) folgt
A <2-(4%. a2 47 F,

woraus sich mithilfe der Dreiecksungleichung die folgende Abschétzung ergibt:

Aq < sup frnult(qu_l(Zla" . 7Z2‘1_1>7f2q_1(22q_1+1>"'722(1))
21,...,204 €[—a,a]
—f2q—1 (Zl, ey ZQq—l) . f2q—1(22q—1+1, e ,qu)
+ sup foa—1(21, ..., 29a-1) * foa—1(22q-141, ..., 220)
215,220 €[—a,a]
29-1
- H zi | - faa-1 (220141, - -5 220)
i=1
29—1
+ sup H zi | - faa-1(200-141, ..., 224)
215,229 €[—a,a] i=1
2¢—1 29
(mm=) 1 -
=1 1=24—141
Da alle Ausgaben des Levels [ € {1,...,¢q — 1} im Intervall [-42' - a2, 42" . 4] enthalten sind, folgt fiir den

ersten Summanden aus Ungleichung (A.9), dass dieser kleiner gleich

2. (4d . ad)2 '4—R
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ist.

Fiir den zweiten Summanden gilt, aufgrund der Tatsache, dass das Netz foe—1 im Intervall

—1 —1 —1 —1 .
[—42q -a? ,42q -a? | liegt
2¢—1
sup f2q—1(217 ey qu—l) . f2q—1(2’2q—1+1, NN ZQQ) — H Zi . f2q—1(2’2q—1+1, NN ZQQ)
21;...,220 €[—a,a] i=1
2¢—1
< sup foa-1(29a-141,...,224)]| - sup foa—1(21,. .., 290-1) — H 2
21,...,220 €[—a,a] 21,..,224 €[—a,a] i=1
qg—1 g—1
§ 42 . a2 . Aq_l.
Der dritte Summand ist von oben beschrankt durch
29—1 24
~ a1
sup H zi| - | faa—1 (2901415 - -+, 220) — H Zi| < a WAVEER
Zl)"~7z2q€[_a7a] =1 1=24—141

Damit ist

d

fmult,d(x) - H z(¥)

=1

<A,

<2.-(4% ah2 . a4 2 A

<2402 a0 22 2 (@ e a2 42 2T A L)
<2. (4d ) ad)2 4R g2 207 2207 (1 L2t 2q—1)

q—1
<2 (4% ah)? 4R gL T2 S gk,

Bei der Summe ZZ;(l) 2% handelt es sich um eine geometrische Summe, fiir die

T, 1-21
ok — =921 _ 1 < 2Mlega(d)] < glogs(d+1 _ o ¢4
k=0
gilt. Damit ergibt sich
d
frnultd( )_ H:U(Z) S 9. (4d'ad)2 _4—R.42d'a2d .92.d
i=1
=444 gld .y R
woraus die Behauptung des Lemmas folgt. O
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Approximation multivariater Funktionen

Sei Py die lineare Hiille aller Monome der Form

d
(k)"
I1 (=)

fir r,...,7q € Ny, wobei r; + --- +r4 < N. Dann ist Py ein linearer Vektorraum von Funktionen der
Dimension
i d+ N

Im nichsten Lemma konstruieren wir ein neuronales Netzwerk, das Funktionen der Klasse Py, die mit
einem zusatzlichen Faktor multipliziert sind, annédhert. Diese modifizierte Form von Polynomen wird spater
bei der Konstruktion unseres Netzwerks fiir das Resultat benétigt.

Lemma 26. Wir begeichnen mit mq,... S (Y alle Monome der Klasse Py fiir ein N € N. Seien
d

Tlyenn, T'(d-;N) € R. Wir setzen

(3"
D <x,y1, . ,y<d+N)> = Z ri -y -mi(x)  fiir x € [—a,a]? und y; € [—a, ]
! i=1
sowie 7(p) = maX;cf)
Dann existiert fiir jedes a > 1 und

G |r;|. Sei zudem o : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0}.
d

R > log, (2 C4Z(NHL) a2'<N+1>) (A.10)
ein neuronales Netz
fP € ./—"(L,’l“)
mit
L=R-[logyg(N +1)]
und
d+ N
r:18-(N+1)-< +d >
welches
‘fp (X, Y1, - -,y(dzN)) —-D (X, Y1, - ~7y(d+dN))’ < cir3-T(p) - at(NF) 4R
iir alle x € [—a,al?, y1,...,ya+ny € [—a,a] erfiillt. Dabei hdngt die Konstante ci73 > 0 von d un ab.
fiir all d (4 fiillt. Dabei hdngt die K 0 dund N ab
d

Zudem hat das neuronale Netz die folgenden Gewichtsbeschrdnkungen

<1

o0

(L) (0)
R o) A 42(N+1) | 2-(N+1) - = =
w7 lloe < 7(p) -4 -4 a : (Wfp)lo =0 und H(Wfp)z‘,j>0

)
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Beweis. Sei m ein beliebiges Monom der Klasse Py und r1,...,rq € Ngmitry + -+ + 74 < N.

Im ersten Schritt des Beweises werden wir ein neuronales Netz fm konstruieren, das
d -
y-m(x)=y- H (x(k)> fiir x € [~a,a]? und y € [—a, q]
k=1

approximiert. Durch die einmalige Verwendung von y und, falls erforderlich, die mehrfache Verwendung
einiger (Y kann Lemma 25 auf Monome erweitert werden. Hierfiir substituieren wir d durch N + 1 in
Lemma 25. Damit erhalten wir schlief8lich, dass ein Netzwerk

Fm € F(R-[logy(N +1)],18 - (N + 1))

mit den Gewichtsschranken

HWA < 4. g2(NHD) | 2N+, (WA >(R'ﬂ°g2(N+1m —0 und <WA )(0) <1
f77L o0 fm 1’0 f’ITL l,]>0 0o

existiert, das einen Approximationsfehler von

)fm(x, y)—y- m(x)‘ — 4 4T NFD G NED (7 g 1) 4R (A11)
erzielt.
Im zweiten Schritt des Beweises zeigen wir die Aussage des Lemmas. Sei hierfiir

(a")
p <X7y17 o ,y(dﬂ;N)> = 21 T Yi - mi(X). (A.12)
1=

Dieses Polynom kann durch ein neuronales Netz fp € F(L,r) mit L = R - [logy(N + 1)] sowie
r=18- (N +1)- (“") der Form

(7
J/‘; (x, Y1, - .,y(dth)> = Z T - fmi (x,9:) (A.13)

i=1
approximiert werden, wobei fml das neuronale Netzwerk aus Beweisschritt 1 ist.
Mit den Gewichtsschranken des Netzes fml aus dem ersten Beweisschritt erhalten wir dann

(L) (0)
< F(p) - 4 - 42N+ L 2 (N+1) 2 = i 7,
<7(p)-4-4 a , (wfp>170 0 sowie (Wfp)z’,j>0

'WA
H fo o)

o0

Aufgrund der Gleichungen (A.11), (A.12) und (A.13) konnen wir folgern, dass

p(emneeg) =B (oo )|

(*a") S
= Z ri-yi-mi(x)— Z Ti’fmi(xayi)
=1 =1
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(3"
< Z ’TZ| Yi z(x) - .]/C\mZ (X, yz)
i=1
< <dtiN> F(p) -4 AYWNHD g INFD) (N 1) 4R
erfiillt ist, woraus die Aussage des Lemmas folgt. O

Approximation der mehrdimensionalen Indikatorfunktion

In dem folgenden Lemma werden zwei neuronale Netze konstruiert, die zum einen eine mehrdimensionale
Indikatorfunktion und zum anderen deren Produkt mit einem zusdtzlichen Faktor approximieren. In
diesen Netzwerken nutzen wir die Eigenschaft der ReLU-Aktivierungsfunktion aus, die bei negativen
Eingabewerten den Wert 0 annimmt. Insbesondere verwenden wir, dass

.. 1
0 firz > 5
1 firz<0

a(l—R-a(x)):{

fir R € N gilt, sowie

7 (ﬁd(s) - R U(fc)) +o <_ﬁd(8) —-R?. a(x)> - {O ﬁ?rx > &

s furxz <0

fiir alle |s| < R.

Lemma 27. Sei o0 : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0} und R € N. Seien zudem
a,b € R mit

fiirallei e {1,...,d}
und
Kiyp={xeR:2® ¢[aP " +1/R)U Y — 1/R,bY) fiirallei € {1,...,d}}.

a) Dann erfiillt das Netzwerk

. . . 1
. —gl1=R- (@) —2® (@) _p) 4 =
find,[a,b) (X) U( E ( ( + x > +o (x + %

der Klasse F(2,2d) die Eigenschaften

Findfap)(X) = Ly (x)  fiirx € Kz

sowie R
find,[a,p)(X) — Ljab) (x)) <1 firxeR%

Zusdtzlich gelten fiir die Gewichte des Netzwerks die folgenden Schranken

1 1
I e < o { Bl . bl 4
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( ) (2) 1
W =1.
find,[a,b) 1,7>0

2) ©)
=1, (Wf ) =0 und (Wf )
- ind,[a,b) / 1,0 ind;[a,0) / §,5>0 || oo

b) Fiir |t| < R hat das Netzwerk

der Klasse F(2,2 - (2d + 2)) die Eigenschaften

ﬁest(xa a, ba t) =t- ]l[a,b) (X) fur X € KI/R

und R
Frest(%,2,b,8) — t - g (x)‘ <|t| fiirxeRe

Zudem sind die Gewichtsschranken des neuronalen Netzes ﬁest gegeben durch

H (0) 1

R?

< R?

lwgz
ftest o0 ftest

(2 (2 (0)
(W]’; ) =1, (WA ) =0 und (WA )
test 17]>O 00 ftes[ 1’0 ftest Z7J>0 00

Beweis. a) Seixe[a+1/R-1,b—1/R-1]. Dann ist

A 1 . . ; 1
al® + = —2z®M <0 und 2™ —p® 4 = <0 flralleie {1,...,d},
woraus
d 1 . , |
; <O‘ (a(’) + R x(l)> +o <x(l) — b 4 R)) =0
und damit
Findfap)(x) = 0(1 = R-0) = 1 = T p)(x)
folgt.
Sei x ¢ [a,b). Dann existiert mindestens ein j € {1,...,d}, so dass

gilt. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zU) < a9) < aU) + 1/R fiir ein j € {1,...,d}, so
ergibt sich

d

1-R- Z( <(’ +—:L’(l)> <x(i)—b(i)+;>>
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b)

| ,
<1-R- <a(J)+R_$(J)>
<0.

Dies fiithrt zu
Findfap) (%) = 0 = Lig ) (%).

Fiir x € R? erhalten wir aufgrund der Tatsache, dass die ReLU-Aktivierungsfunktion immer groRer
oder gleich 0 ist, sowie der Ungleichung

d
. 1 4 . . 1
13 (o (604 L a0 o (0501 1)) 1
pt R R

die folgende Abschitzung
0 < find fap) (%) < 1.
Zudem ist
]l[a,b) (X) € {O) 1}

fiir x € R? erfiillt. Dies impliziert, dass

ﬁnd,[a,b) (X) - ]l[a,b) (X) <1
gilt.

Die Schranken fiir die Gewichte ergeben sich direkt aus der Definition des neuronalen Netzes
find,[a,b) (x) und sind gegeben durch

Iws,

1 1
e I <m0 { Rl + bl + 7}

R

sowie

= 1.

(0) (2) (2)
(Wf > =1, <Wf ) =0 und (W’f )
ind,[a,b) ,5>0 0o fmd,[a,b) 1,0 fmd,[a,b) 1,5>0 s

Seixela+1/R-1,b—1/R-1]. Analog zu Teil a) erhalten wir

a<i>+%_x<i>§o und 2@ —p® 4 E<O fiirallei € {1,...,d},

é( ( ’)+ ()>+0<(Z)_b(i)+;>):0

(2

woraus

folgt. Damit ergibt sich

Frest(x,a,b,8) = 0(fia(t)) — o(—fia(t)) =t =t L) (x).
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Fiir x ¢ [a,b) existiert mindestens ein j € {1,...,d}, welches
) < oder 20 >pW)
erfiillt.

Sei 0 < t < R. Zudem gelte ohne Beschrinkung der Allgemeinheit () < o) fiir ein j € {1,...,d}.
Wegen o) + 1/R — z(9) > 1/R > 0 folgt dann die Ungleichung

d
~ . 1 , A . 1
. _R2. () L = _ @ (@) _pl@) o =
fia(t) — R ;:1 <a <a + 7 ) +o (ac b\ + R)>

Aus diesem Grund ist R
ftest(X, a, b7 t) =0=t- ]l[a,b) (X)

Im Fall —R <t < 0 folgt die Behauptung analog.
Seinun x € R und ¢ > 0. Aufgrund der Tatsache, dass die ReLU-Aktivierungsfunktion nichtnegativ
ist sowie der Definition des Netzes fiest(X, a, b, t) ergibt sich

ﬁest(x, a,b,t) = a(fid(t) — R?. Z (a <a(i) + % i)> +0o (x(i) —p 4 ;)) )

i=1

_
(3 (o (404 a9 o (w000 1))

d

=1
d
ol 7 =R S o (a®+ L 20 oo (20 _po L L
< <f1d(t) R ;( (a o )+ (:c b +R)>>
U(J?id(t)>
= t.

Zusatzlich gilt

d
R R 1 . o
frest(x,2,b,1) > —0’< — fut) - R*- <0 (a(z) +5 - mm) +o <$(Z) —b® R)) >

i=1
Da die ReLU-Aktivierungsfunktion nur Werte grof3er oder gleich 0 annehmen kann, sind
d 1 d 1
2. (@) = _ @ 2. @) _p) 4 =
R ;a<a +R T )20 und R ;(7(1‘ b +R>ZO.

AuBerdem folgt fiir t > 0 die Gleichheit — fi4 (t) = —t, woraus sich

ﬁest(xa a, ba t) 2 O
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ergibt.
Somit lasst sich schliefen, dass
Frest(x,a, b, 1) € [0, 1]
fiir alle x € R? und ¢ > 0 ist. Des Weiteren ist
t-Tap)(x) €{0,t},
fiir alle x € R?. Dies liefert uns die Ungleichung
| Frest(x, 2, b, 8) = t - D 1) (x)] < [£].

Die Behauptung fiir den Fall x € R? und ¢ < 0 folgt analog.

Die Schranken fiir die Gewichte des Netzes folgen direkt aus der Definition des Netzes ftest sowie
den Beschrankungen der Gewichte des Netzes f;q und sind gegeben durch

(0)

o~ 2 o~
watestHOO S R ’ H (Wftest)ip R7

o

@) 2)
—1, (wA ) —0 und (wA ) —1.
ftest 1’0 ftest 1’,]>0

[e o]

[T

o0

O]

Die Verwendung der Netzwerke aus Lemma 26 und Lemma 27 wird es uns nun erméglichen, die rekursiv
definierten Funktionen in der Definition von ¢; 3 zu konstruieren.

Beweis von Lemma 22. Im ersten Schritt des Beweises werden wir beschreiben, wie die rekursiv definierte
Funktion ¢; 3 aus Lemma 21 mithilfe eines neuronalen Netzes approximiert werden kann.

Fiir die Konstruktion von q/b\l,g werden wir die Netzwerke
Findjap) € F(2,2d) und fiest € F(2,2- (2d + 2))

aus Lemma 27 mit R = By = M2 verwenden. Diese approximieren die Indikatorfunktion 1, 1) (x)
beziehungsweise t - 1|, 1,)(x) flirein a,b € R? und B, € N mit

b — g > 2 furallei € {1,...,d}.
By
Unter Beachtung von B); € N, |t| < Bjs sowie
. N 1 . 1 ,
(4) @) L0 L = (@ _ = p@) i ;
W ¢ 1a\" a —i—BM)U(b BM’b ) firalle: € {1,...,d}

erhalten wir aus Lemma 27, dass

find fap) (X) = Lia by (%)
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und
ﬁest(xa a,b, t) (X) =t ]l[a,b) (X)
gilt.

Zusitzlich liefert Lemma 27 fiir R = By; = M?P*? die folgenden Beschrinkungen fiir die Gewichte der
beiden Netzwerke

1 1
19 e < 0 {2, a4 i Il + 753

(0) 2) )
<W”j ) = 17 (Wf ) =0 und (Wf > =1
fmd,[a,b) i,j>0 s fmd,[a,b) 1,0 flnd,[a,b) 1,5>0 oo
sowie 0 .
Ap+4 _
||Wﬁest||oo < MET, H (wﬁest>i,0 0o T M2p+2?
( )(0) 1 ( >(2) 0 und ( )(2) 1
wo = W = W =1.
ftest Z,J>O 0o ’ ftest 170 ftest 17J>0 00
Fiir einen Vektor v € R? gilt
V- findfap)(X) = (W(l)  Find jap) (), TD - Find fam) (X)) :
Um das finale Taylor-Polynom ¢; 3 zu bestimmen, verwenden wir das Netzwerk
fo € F (L,1)
mit
L = B,y - [logy(max{q + 1,2})]
und p
r=18-(q+1)- ( +q)
d
aus Lemma 26. Dieses Netz erfiillt fiir R = Bjs, und ¢ = N die Ungleichung
fp (Zvylv e 7y(d:q)> —p <Zay17"'ay(d;rq)>'
_ 4(q+1) _B
< i 7(p) - (max {20, Iflcuaan }) 4750 (A.14)

firr alle 2V, ..., 2D 4, ... Y(tays die in dem Intervall
d

[— max {2% HfHCq([fa,a]d)} , max {2% [ Flca((-a,a)) H

enthalten sind, sowie Bj, € N mit

, 2-(¢+1)
Baty > log, <2 420D (max {20, | flloo-aan }) >
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(vgl. Ungleichung (A.10)).

Fiir a = max {Qa, | f ch([_a7a}d)} erfiillen die Gewichte des Netzes fp gemal} Lemma 26 die Bedingungen

) ' 2-(¢+1)
W5 lloo < F(p) -4 - 4> @1 (max {26% Hf\lcq({fa,a]d)})

und

<1.

(L) . (0)
(W" ) =0 sowie (WA )
fp 1,0 fo 4,7>0|| o
Falls ¢ = 0 ist, verwenden wir ein Polynom ersten Grades, bei dem die Koeffizienten r; aller Terme hoheren
Grades auf 0 gesetzt werden. Um in diesem Fall zu vermeiden, dass das Netzwerk keine verdeckten
Schichten hat, haben wir in Lemma 26 die Definition der verdeckten Schichten L von log,(q + 1) auf

log,(max{q + 1,2}) gedndert.

Um ein neuronales Netz zu erhalten, welches ¢, 3 approximiert, werden wir die einzelnen Elemente der
Rekursion von ¢; 3 durch neuronale Netze berechnen. Fiir die Berechnung der Werte von ¢; 1, ¢21 und

qﬁf(fij) verwenden wir fiir j € {1,..., M9}, £ € N¢ mit ||£]|; < qundi € {1,...,d} die Netzwerke

~ ~ ~d ~
¢1,1 - ( 8%77 g}%) = fid2(x)7

Md
Po1 = ( M ,qﬁéf?) = (Ciiek - findc,, (%)
=1
und
Md
(;Asgfij) - Z(aﬁf) ((Cj,i)left> < find, 0y (X)-
i1

Die wiederholte Anwendung des Netzes fid verdndert die Werte der Gewichte des Netzes nicht. Daher
erhalten wir
Iws, lleo < 1.

Zusatzlich wissen wir aufgrund der Definition der Wiirfel (C;1), dass [[(Ci1)efilloc < a fiir alle
i€ {1,..., M7 gilt. Nach Voraussetzung ist zudem M* > a sowie M > || f[|ca((_q,q)- SOmit ergeben

)

sich fiir das Netzwerk 5271 die Gewichtsschranken

(2)
2,1

< { wac R H <ch>

1
Smax{M2p+2,a+W,a-l}

_ Ap2pt+2
= M7,

1,5>0

(2)
<a

(v,

< (Ci)ettll o - H (Wﬁnd,c- 1)
o0 ;

1,i>0]|
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sowie

=1.

[e.e]

0 ©
H(W$2,l>i7j>0 fmd czl) §>0

Fiir das Netzwerk qAﬁgflj ) ergeben sich auf dhnliche Weise die Gewichtsschranken

< )(2)
W/\
fmd,Ci’l 1,j>0

1
< max {Mmz’ o+ g Ifles-aan - 1}

_ A2pt2
= MPT=,

(2)
(W%ff ) )

)

HW&%%]) Hoo S max { HwﬁndyCiJ Hoo R HfHCq([—a,a]d) .

<[ fllce(=aa) <[ fllca(-a,a))

< )(2)
we
fmd,CiJ 1,j>0 -

o
sowie
( >(0)
W, > we =L
’ i,j>0 fwacin ) oo -
Um ¢12, ¢22 und ¢(§) zu berechnen, verwenden wir die Netze
P12 = ( §2),,¢§§) = fid (1),
~ ~1 ~d
¢2,2 = (gbg,%a SO é,%)
mit
M 9
oy —~ ~ o~ -~ - a ~@) (i
gl)z = frest <¢1,1, P21+ Vi, P21tV + 550 1 ¢é2)1 + U](Z))
j=1
firi e {1,...,d} und
M 2
;(3 = feest <¢1,17 P21+ Vj, P21+ Vi+ 51 ¢(§’] > : (A.15)
j=1

Die Gewichtsschranken fiir das neuronale Netz 51,2 folgen direkt aus den Gewichtsschranken von fid und

sind gegeben durch
(4)
- é 17 H (W$1,2)17]’>0 .

<1 ©

||w$1,2”°° - <W$1,2)i7j>0

Im Folgenden werden wir die Gewichtsschranken fiir die Netzwerke 5272 und &5&2 herleiten. Hierfiir wenden
wir Lemma 17a) an, wofiir die Gewichtsschranken der einzelnen Teilnetzwerke benotigt werden.

<1 und <¢12)(4)
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Das Netzwerk
Md

G211+ = (Cit)iee - finacpy (X) +V;
i=1
lasst sich als Komposition mehrerer neuronaler Teilnetze auffassen. Die entsprechenden Gewichtsschranken
lassen sich daher mithilfe von Lemma 17 bestimmen.

Die Eintrége des Vektors v, fiir j € {1,..., M?} nehmen nur Werte aus der Menge {0, %, ey (M =1)- %
an. Die Schranken der dulleren Gewichte lassen sich dann direkt aus der Konstruktion des Netzes ablesen

und sind gegeben durch

(2)

1,0

195000 < 22
= Vj 0o S —.
o M

(2
H (W$2,1+Vj>17j>0 = H(Ci,l)leftHoo <a und H (w$271+%)

Da zusatzlich

o0

(2 (2
= =0 und =
<wfind,ci’1)170 (Wfind,c’i’l>17j>0

gilt, konnen wir Lemma 17c) anwenden und erhalten

=1

[e.9]

2a
M’

< max {a,

2a
— 2p+2 | _ pr2p+2
W - W = max< a, —, M =M
H 62,145 || o find,c; 4 } { "M’ ’

wobei die letzte Gleichheit aus M?P*™2 > q folgt. Analog ergeben sich wegen ’ﬁj(.k) + 2a/M? < 2a/M fiir
k e€{1,...,d} die Gewichtsschranken

(2) (2) - 2a
(Wousew020n) | = I Citderlloe <0 | (Wa,, 40, 20mr2) | = Il < 37
und
- 2p+2
HW¢2,1+VJ-+2a/M2-1HOO <M :
Die Anwendung von Lemma 17a) liefert dann
Iwg, Il
< (0)
= max Hwﬁest 0 Wora Hoo’ ’W$2,1+Vj oo W$2,1+Vj+211/M2‘1Hoo’ Wfbgf)l-i-ﬁ](-i) - ’ <Wﬁest> -
2)
) 2) @
. (4 - max {H (w¢1’1) HOO , (V¢271+5j) HOO , <V¢2’1+\7j+2a/M2-1) , W¢;¢>1+5§¢) +1
o0

Aufgrund der bekannten Gewichtsschranken der Netzwerke $1,1 und (5271 gilt zudem

H <W‘$2»2>z(‘i‘)>0

[e.e]

162



Zusétzlich folgt aus Lemma 27

(@) . @)
(WA ) =0 sowie (wA ) <1.
¢2,2 170 ¢2,2 1,j>0 0o

Analog ergibt sich fiir das Netzwerk “353, unter Verwendung der Gewichtsschranken fiir qﬁg

< I fllca(=a,a12):

[e.e]

(2)
||W$§€ij) oo < MZPF2 sowie H <W$§,€ij)>

dass

W@ lloo < M
3.2

ist. Dariiber hinaus folgt aus Lemma 27 fiir die dul3ersten Gewichte

(4)
<WA(5>> =0 (s)
32/1,0 1,5>0

<1

mit

Zudem implizieren die bekannten Schranken der innersten Gewichte der Netze $1,1, $271 und (Ei(fij ), dass

<1

(s)
1,7>0

ist.
Wir wahlen nun &, . .. ,£(d+q), so dass
d
{51,...,€(dﬁd»q)} = {(Tl,...,rd) ENg:T1+--'+Td§q}
gilt. Der Wert von ¢ 3 kann durch
b1.3 = fp (zvyla o 7y(d§q)>

bestimmt werden, wobei

z = $1,2 - ¢A>2,2
und
Yy = $(£u
fiirv e {1, e, (dzq)} ist. Wir wihlen die Koeffizienten r1, . .. T () in Lemma 26 durch

1 . d+q
R N GRS

(A.16)

(A.17)
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Das Netzwerk $1,3 bildet ein zusammengesetztes Netzwerk, wobei die Netzwerke
A~ d o~ o~ ~
b1.1, P21, (g” 1), e z()fl”’M ) und die Netzwerke ¢1’2,¢272,¢§f§) fiir v € {1,...,(d+q)} jeweils par-

allel berechnet werden. Da das Netzwerk ﬁnd,Ci , zwei verdeckte Schichten hat, konnen wir schlie3en,

dass e g
(¢117¢21) EV:)’”.? ;(fi” ))

L1 = 2 verdeckte Schichten hat.

Das Netzwerk (5171 benotigt aufgrund der mehrdimensionalen Eingabe 2d Neuronen pro Schicht. Das
Netzwerk find’c“ besitzt ebenfalls eine Anzahl von 2d Neuronen pro Schicht. Da dieses Netzwerk 1/%-mal
aufsummiert wird und sich aus d Komponenten zusammensetzt, ergibt sich eine Anzahl von d - M? - 2d
Neuronen pro Schicht. Des Weiteren erfiillen gemaf3 Gleichung (A.16) eine Anzahl von (d:qu) Vektoren
€= (&,...,&) die Ungleichung &; + -+ + §; < N. Daher werden (d+q) Netze qg(g”’i) firi e {1,. Md}

parallel berechnet. Aus diesem Grund benétigen wir (*59) - 2d Neuronen pro Schicht fiir ¢>(£” ) mit
i € {1,..., M?}. Da all diese Netze parallel berechnet werden, ergibt sich somit insgesamt eine Anzahl von

d
r1:2d+d-Md'2d+Md-< Zq> -2d

Neuronen, die pro Schicht benétigt werden.

Abbildung A.1 veranschaulicht die beschriebene Berechnung in einem Graphen, basierend auf der Dar-
stellung in Kohler und Langer (2021). Daraus wird ersichtlich, warum wir nur c;74 - M? statt cy74 - M2?
Neuronen pro Schicht benotigen, um dieses Netzwerk zu realisieren. Neuronale Netze mit einer Breite
von M besitzen M?? Verbindungen zwischen zwei benachbarten Schichten. Dadurch ist es méglich, jede
Ableitung von f fiir jeden Wiirfel aus P» zu berechnen, indem die Ableitungen als Gewichte im Netzwerk
verwendet werden.

fia(x) Fa(x) P11
@ / $2,1
22 @ £)((C1,i)ien)
2(d) \

(0% 1)((Crra;iete)

Abbildung A.1: Berechnung von (¢1 1, ¢2 1, ¢(5” seees O3 pLerM )

Zudem besitzt das Netzwerk

(P12, P22, 5;(),52”))
insgesamt Lo = L1 + 2 = 4 verdeckte Schichten und

d+q

7‘2:max{rl,Qd—f—d-Md-Q'(2d+2)+< d

)-Md-Q-(2d+2)}
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— 2+ <d+ <d§q>> M?2-(2d+2)

Neuronen pro Schicht. Die Anzahl der Neuronen ergibt sich hierbei analog zu r1, wobei wir fiir ftest, gemald
Lemma 27 eine Anzahl von 2 - (2d + 2) Neuronen pro Schicht benétigen.

Aufgrund von Lemma 26 erhalten wir schlieflich, dass ¢A31’3 in der Klasse

F (4+ By - [logy(max{q +1,2})],7)

Burp = [log, (M?)]

r:maX{T2»18'(q+1). <d;q>}

liegt. Hierbei haben wir verwendet, dass

sowie

F(L,7") € F(L,7)
fir ' < r gilt. Wir setzen nun

sz (X) = 51,3-
Wegen der oben gezeigten Gewichtsschranken

(4) (4)

~ ~ — - 4p+4 - —
HW(;[)LQHOO S 17 (W¢172>170 - 07 ”W 2’QHOO S M I (W¢2,2)1’0 - 07
(4)

W3 lloo < M*** und <W$(su>) =0
3.2 52" /19

sowie

© <1
o i,7>0 -

[e.9]

= : 2-(¢+1)
wa’;HOO < T(p) .4 .42 (g+1) . (maX {2(1, ||f||Cq([_a’a]d)}> und H (W

kénnen wir Lemma 17c¢) anwenden. Daraus ergibt sich aufgrund der Mindestgrof3e von M sowie |7(p)| < 1
die folgende Beschrankung

w7, lloo = W5, ,lloo < max{4 - 42 max{2a, | f[|ou

)}2(q+1)’ M4p+4}

—a,a)d

S M4p+4 X

Dariiber hinaus liefert Lemma 26 die Bedingung

(L)
(wl? P2 ) 1,0 =0
und aus der Definition des Netzes sowie den bekannten Gewichtsbeschrdnkungen der Teilnetzwerke folgt
(0)
H (W’\ ) <1
fPy i,j>0

— )
(e}
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womit wir die Gewichtsschranken des Netzes nachgewiesen haben.

Im gweiten Schritt des Beweises analysieren wir den Fehler, den das Netz fpz bei der Approximation einer
(p, C)-glatten Funktion macht, wenn

By > M2P+2
und
X € U (Ck,Q)?/M2p+2
ke{l,...,M2d}
gilt.

~ o~ ~ ~ d
Aus Lemma 27 konnen wir schlief3en, dass die Netzwerke ¢4 1, ¢2,1, <Z>§1” ’1), e, qﬁz(ff M%) sowie die Netzwerke
o~ -~ o~ d
¢172,¢272,¢§f2”) fir v € {1, s (dgq)} die zugehorigen Funktionen ¢ 1, ¢2 1, gfl”’l),..., qbgfl”’M ) und
D12, P22, ¢§f§) firv e {1, . (dgq)} ohne einen Fehler berechnen, sofernx € Uycqy . ar2e) (Ck,g)?/MQHQ.
Daher folgt, dass

’$1,2 — $2,2‘ =[x — ¢22| < 2a
und

445

- oty

< HfHC‘Z([—a,a]d)

gilt. Somit liegt die Eingabe von fp in (A.17) in dem Intervall, in dem (A.14) gilt. Durch die Wahl von By,
und r; = é fiiri € {1, s (dji'q)} erhalten wir

[ Fra() = Tr (0 03| = | 818 = 61| < cars - (max {20, 1] Cq([—aya]d)}f(qﬂ) . ﬁ
wobei wir ausgenutzt haben, dass 7(p) < 1 ist. Aus Lemma 20 folgt hieraus
Fra(x) = ()|
< | Fra(0) = Ty, 0901 00)| + | Ty 010 39 = £0)|
<cir3 - (maX {26% ||f||cq([fa,a]d)})4(q+l) : ﬁ +cig9- (2-a-d)P-C - ﬁ
<crs - (max {Qa, Hf||cq([7a7a}d)})4(q+1) ) ﬁ.
Die letzte Ungleichung ergibt sich hierbei aus Voraussetzung (A.5).
Der Wert des Netzes ist dann beschrankt durch
[ Fpa()] < [R5 = Ty (00 3)| + | T.Cmy 001 (%) = F)] + 100
< s (max {2“’ ”fHCq([fa,a]d)})mH) ' ﬁ +ceo-(2-a-d)P-C- ﬁ +[f(x)]

§2-max{ sup |f(X)|71}a
}d

x€[—a,a
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wobei wir hier

4(g+1)
M? > ciq3 - (maX{Qaa ”fHCq([fa,a]d)}) (A.18)
und
M? > cig9- (2-a-d)P-C

verwendet haben.

Im letzten Schritt des Beweises leiten wir eine Schranke fiir sz (x) im Fall

X € U Ck,Q\(Ck,z)(l)/M2p+2
ke{1,...,M24}

her. In diesem Randbereich sind die Netzwerke ﬁest und J?ind,ci,l gemdl Lemma 27 nicht exakt. Fiir x € C; 3
mit i € {1,..., M?} impliziert dies

957 < @) ((Croden) | fiir e {10, M%)
und

35l <a firse {1,

Da ﬁest hochstens einen Summanden in (A.15) mit einem Wert ungleich 0 erzeugt, fiihrt dies zu

135] < 1 eaq-aae
und

]“gs <a, firse{l,...,d}.

)
2

Somit liegt die Eingabe von fp in (A.17) erneut in dem Intervall, in dem (A.14) gilt. Aufgrund der Wahl von

By = [logy (MQPH

und r; = é firi € {1, ey (d;q)} konnen wir daher unter Verwendung der Voraussetzung (A.5) folgern,
dass
‘J?Pz(x)’ < ‘J?p (z,yl, XX 7y(d2q)> —-bp (Z,yly e ,y(dzq)ﬂ + ‘P (Z7y17 e ,y(dzq)ﬂ
_ 1
< eppy-at@tD) 4By o Z o ||f||cq([—a,a]d) . (Qa)llﬁlh
0<|I€ll1<q
. d
- (20)
< 1+ HfHC‘I([—a,a]d) ’ Z ¢l
=0
= 1+exp(2ad) - || f| ca((=a,a)
erfillt ist. 0
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A.1.5 Schritt 3: Approximation von wp,(x) - f(x) durch neuronale Netze

Um f(x) in Supremumsnorm zu approximieren, verwenden wir das neuronale Netz fp, aus Lemma 22.
Mit dessen Hilfe kann ein Netzwerk konstruiert werden, welches

wp, (%) - f(x)

approximiert, wobei

- M? ) -
wp,(x) =[] <1 — = [(CR+ 75— :c(”D (A.19)
j=1 +

ein linearer Tensorprodukt-B-Spline vom Grad 1 ist. Dies folgt aus

M? a .
(1= emetir 52 -29)
+

a

- (2 (9~ cnix »fgzt))
_2,<AZ2.<() (Cpy(x left )>+
I (1\2[2 - (x(j) — (Cpy(x) left ))+

M2 ‘ .
(Mo @) ) . ()
- ( a <"”j (CPQ(X))leftD Ly 0@ (Cry 000G+ 27 (x ’ >

M? G) L 20 () ()
+ < 0 <(C7>2( ))1eft + W - >> ']l[(cpz(x))lefZ-s-MQ (CPQ(X))lejfi—"_Afg) (3: )

firj e {1,...,d}.

Dieser nimmt seinen Maximalwert im Zentrum von Cp, (x) an, ist ungleich 0 im Inneren von Cp,(x) und
verschwindet auf3erhalb von Cp, (x).

Ist x in der Menge

U G2\ (Cra)ljpzrea (A.20)
ke{l,...,M2d}

- U U {xelaats|o- i <

jE{1 . d} k(... M2}

1
M 2p+2
enthalten, so ist wp, (x) kleiner oder gleich 1/M?P. Um dies zu zeigen, nehmen wir ohne Beschridnkung
der Allgemeinheit an, dass

1
M2p+2

2 - (Cuall] <

gilt, woraus

a
sz(X) = <1 - ‘(CPQ(X))I(elf)t + W - x(l)D ’
_l’_
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1 M? 1 a 1
“ T tar)),

1
a- M?2p

IN

(A.21)

folgt.

Da wp, (x) in der Ndhe des Randes C'p, (x) nahe O ist, wird es mit Hilfe des Netzes aus Lemma 22 moglich
sein, ein neuronales Netz zu konstruieren, welches wp, (x) - f(x) in der Supremumsnorm approximiert.

Lemma 28. Sei o : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0}. Sei p = q+ s fiir ein ¢ € Ny und
ein s € (0, 1], sowie C' > 0. Zudem sei f : R? — R eine (p, C)-glatte Funktion. Des Weiteren seien 1 < a < 0o
und M € Ny hinreichend grof3, wobei M unabhdngig von der GréfSe von a ist, aber zumindest

4-(¢+1)
M?* > max{ci70, c173} - (maX {2617 ”fHCq([fa,a]d)}) ,

M > cig9- (2-a-d)P-C

und
M? > 2 - exp(2ad) - max{”f”C’q([fa,a}d)’ 1}
erfiillt. Sei weiter wp, definiert wie in Gleichung (A.19). Dann existiert ein neuronales Netz
feF(L,r)
mit
L =5+ [log,(M?)] - ([logy(max{g,d} +1)] + 1)

und

r:64-<d;—q> -d?-(g+1)- M*

sowie den Gewichtsschranken

(0)
wille < 20741, (w7)
K3

s <1 und <WA> " =0,

10

o0

so dass

o~

Flx) — wp, () - £)| < e - (max {2 | fllewaan}) - 17

fiir x € [~a,a)? gilt.

Fiir den Beweis dieses Lemmas benotigen wir einige Hilfsresultate. In Lemma 29 werden wir zeigen, dass
jedes Gewicht wp, (x) (siehe Gleichung (A.19)) durch ein neuronales Netz approximiert werden kann,

sofern x nicht nah am Rand eines Wiirfels der Partition P, liegt. Die Werte von (Cp, (X))l(gf)t konnen hierbei,

wie fiir ¢ » im Beweis von Lemma 22 beschrieben, bestimmt werden. Zusétzlich verwenden wir, dass

M? ; a , M? - -
(1= feme+ g -o]) = (B (o - Cn))
+ +

a
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a

M? , N 2-a
el (P C) I () =24
(5 (0 - Cnh-55))

fiir j € {1,...,d} gilt, weshalb jeder Faktor durch die Anwendung der ReLU-Aktivierungsfunktion berechnet
werden kann. Das finale Produkt wird mithilfe des folgenden Lemmas approximiert.

9. <M2 . (x(j) — (Cp, () — ]\Z2)>+

Lemma 29. Sei 0 : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0}. Sei 1 < a < oo und
M?P > 4%+1 . 4 Sei weiter P, die Partition, welche in (A.1) definiert ist und seien wp, (x) die zugehorigen
Gewichte, welche durch (A.19) definiert sind. Dann existiert ein neuronales Netz

Fup, € F (L,7)
mit
L =5+ [logy(M?")] - [logy(d)]
und
r= max{lsd,2d+d-Md-2-(2+2d)}

sowie den Gewichtsschranken

(0)
. 4p+4 .
[w,, llec < M7+, H (wf%),

so dass

furx € Uz‘e{l,‘..,MQd}(Ci72)(1)/M2P+2 und
fonie] <5
fiir x € [—a,a)? erfiillt ist.

Beweis. Im Folgenden werden wir den Aufbau des neuronalen Netzes fwPQ beschreiben.

Die ersten vier verdeckten Schichten von fwPQ berechnen den Wert von

(CPQ (X) )left

und verschieben anschliefend den Wert von x in die néchste verdeckte Schicht. Dies kann wie bei den
neuronalen Netzen ¢ 2 und ¢, > im Beweis von Lemma 22 beschrieben, erfolgen.

Das Netz R i . R
¢1,2 = <¢g7%’ SERE) g,%) = fi(12(¢1,1)

hat 2d Neuronen pro Schicht.
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Da
M

d
(Z,)Q Z Jrest (¢1,17 P21+ Vi, P21 + Vi +
7j=1

2a ~6)
o105 +7)

=

ist und das Netzwerk ftest gemdl Lemma 27 eine Anzahl von 2 - (2 + 2d) Neuronen hat, ergibt sich duArch
das M<-malige Aufsummieren, dass dieses Netz M? - 2 - (2 + 2d) Neuronen benétigt. Fiir das Netz ¢s o,

welches durch R A(1 o
P22 = ( 27%7---, 2,%),

gegeben ist, erhalten wir damit eine Anzahl von d- M?-2 - (2 4 2d) Neuronen pro Schicht. Insgesamt haben
wir somit 2d + d - M? - 2 - (2 + 2d) Neuronen pro Schicht.

In der fiinften verdeckten Schicht werden dann die Funktionen

<1_]\§2"(C’P2( ))l(ef)t+]\42_x(j)‘>+ — (AZQ< 0 — (Cp, (x ))l(gf)t)>+
(M (0 - 1))
. <J‘§2 . (x@ ~ (Cry ()~ 3\43>>+

fiir j € {1,...,d} berechnet. Dies geschieht mithilfe der Netzwerke $1,2 und $2,2 gemald

~ M? ~i
Forys ) = (M- (38 - 393)

mit 3d Neuronen.

Aus dem Beweis von Lemma 22 folgt, dass die Gewichtsschranken fiir die Netze $172 und $272 durch

(0) (4) (4)
w5, oo < 1. <1, |(ws,) <1, (wz,), =0
1,2 ¢1 2 i5>0]] o 1,2 1,5>0|| o 1,2 1,0
sowie
(0) (4) (4)
W oo < M4+, (wA ) <1 <1 und (wA ) =0
$2,211%° $2,2); i>0 - 4522 15>0|| o $22/1
gegeben sind. Damit erhalten wir durch die Anwendung von Lemma 17a) fiir j € {1, ..., d} die Gewichts-
schranke
' < M+,
prg,j 0o -

Aus der Definition des Netzes pr lasst sich ablesen, dass

(5) (5)
(Wf ) =0 sowie <WJ/; > <2 firj e {1,...,d}
YP2i ) 1,0 P23/ 1,>0
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gelten.

Das Produkt in wp, j(x) flir j € {1,...,d} kann durch das Netzwerk fmult’d aus Lemma 25 berechnet
werden. Dabei haben wir () = pr2 ,(x) und R = [log,(M?P)] gewahlt. SchlieRlich setzen wir

Fuory %) = Tt (Furpy (%), Fum (%) )
Das Netzwerk liegt dann in der Klasse
F(L,r)
mit
L =441+ [logy(M?)] - [logy(d)]
und
r= max{18d,2d+d-Md-2- (2+2d),3d}.

Fir die Bestimmung der Gewichtsschranken dieses Netzes bendtigen wir eine Aussage dariiber, in welchem
Intervall sich die Netze fup, fir j € {1,...,d} befinden. Bei dem Netzwerk fup, handelt es sich,
unabhéngig von der Eingabe, um eine Hutfunktion, die ihren Maximalwert bei 1 annimmt. Daher ergibt
sich

[Fam,, ()] <1

fir j € {1,...,d} und x € [~a,a)?. Aus diesem Grund setzen wir a = 1 in Lemma 25 und erhalten die
Gewichtsschranken

| (%)
(5)

Da zusitzlich <w 7 > = (0 ist, konnen wir Lemma 17c¢) anwenden und erhalten die Gewichtsschranke
“P2:3 ) 1,0

(R:[logz(d)1) (0)

’ < 42+ (W’\ ) =0 und (WA ) <1.
00 fmult,d 1,0 fmult,d 1,j>0

o0

<max < [wWz oo, [Ws oo p = max{42dtL MAPHAY — privtd
Fupy,

fmult,d
o
(0.9}

'W/\
H pr2 ’oo

wobei die letzte Gleichheit aus M? > 4%+ folgt. Des Weiteren ergibt sich

(0)
H <wa7’2>i,j>0 ~ - { H (ng)l(.ilo (W$2v2>z(',0j)>0

sowie aufgrund von Lemma 25
(L)
W =0.
< Fupy > 1,0

Gemél Lemma 25, wobei wir R = [log,(M?")] und a = 1 (da ‘J?wPQ ;(x)] < 1) setzen, approximiert das

Y
[e.9]

Netz fu% die Funktion wp,(x) mit einem Fehler der Grof3e

1

4d+1 g
4 d e
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Aus der Tatsache, dass |fw7,2 S(x)| < 1firje{1,...,d} und x € [~a,a)? gilt, kénnen wir den Wert des
Netzes unter Verwendung der Dreiecksungleichung durch

d d

~ ~ ~ ~ 1

e 9] o 09~ T 9] [T, 9] 4951 112
j=1 j=1

fiir x € [~a, a)? abschétzen, wobei wir erneut
M2P > g4d+1 g4
verwendet haben. Daraus folgt die Aussage des Lemmas. O

Das Netzwerk f% aus Lemma 22 und das Netzwerk fwPQ aus Lemma 29 sind jeweils nur gute Approxima-
tionen fiir f(x) beziehungsweise wp, (x), sofern

X € U (Ck,g)?/szu
ke{l,..., M2}

ist. Aus diesem Grund konstruieren wir im Folgenden ein Netz, mit dem wir den Approximationsfehler im
Fall, dass x in

X € U Cra\ (Ck;,Q)(l)/M2p+2 (A.22)
ke{l,..,M2d}

liegt, kontrollieren konnen. Dieses Netzwerk wird den Wert 1 annehmen, wenn x in (A.22) enthalten ist.
Des Weiteren wird es den Wert 0 annehmen, wenn x in der Menge

U (Ck,2)(2)/M2p+2
ke{1,...,M24}

enthalten ist. Daher sagen wir, dass dieses Netzwerk die Position unserer Eingabe x tiberpriift (englisch:
check).

Eine Moglichkeit fiir die Approximation von

]lUke{l ,,,,, wm2dy Ok 2\(Ck2)] ) rop (x)=1- Z L, 2)} a2 (x)
ke{l,..., M2d}

wire es, jede der M?? Indikatorfunktionen durch neuronale Netze anzunihern. In diesem Fall wiirde
allerdings die Gesamtzahl der Neuronen pro Schicht in der GréRenordnung M?¢ liegen.

Daher gehen wir fiir die Konstruktion des Netzes in zwei Schritten vor:

In einem ersten Schritt berechnen wir die Position von (Cp, (X)), Wie es fiir das Netz $271 in Lemma 22
beschrieben wurde.

Seinuni € {1,..., M%)}, so dass (Cp,(x)) = C;1 gilt. In einem zweiten Schritt muss lediglich noch
L ety GG - ) =1- > ]l(ém(f/mm (x)
36{17’Md}
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approximiert werden. Dies kann mit ¢;77 - M¢ Neuronen pro Schicht erreicht werden.

Das Netzwerk ¢ ; ist nur eine gute Approximation von (C; 1)ef, sofern

X ¢ U Ck,l \ (Ck,l)(lj/Mzm-Q
ke{l,...,M4}

ist. Daher miissen wir iiberpriifen, ob x am Rand der groben Partition P; liegt, das heil3t, ob

X € U Ck,l \ (Ck,l)(ll/M2p+2
ke{l,...,Md4}

gilt. Hierfiir berechnen wir

Md} Ck’l\(ck’l)?/MQIFFZ =1-— Z ]I(Ck,l)?/M2p+2 (X) (A.23)
ke{l,...,M4}

,,,,,

mithilfe der neuronalen Netze aus Lemma 27a). Kombinieren wir dies, so soll unser finales Netzwerk

1= 0(1 B ]luje{l ..... May 6j,i/(6j,i)(1)/sz+2 (X) N ]luke{l ,,,,, May Ck,l/(ck,l)g/M2p+2 (X)) (A'24)
berechnen. Dabei haben wir ausgenutzt, dass die ReLU-Aktivierungsfunktion bei negativem Input 0 ist. Die
zweite Indikatorfunktion in (A.24) wird durch dig Netzwerke fi,q aus Lemma 27a) berechnet, wahrend

die erste Indikatorfunktion durch die Netzwerke fies in Lemma 27b) approximiert wird.

Lemma 30. Sei 0 : R — R die ReLU-Aktivierungsfunktion o(z) = max{z,0}. Sei 1 <a < cound M € N
hinreichend grof3 sowie unabhdngig von der GrofSe von a, mit einer MindestgrdfSe von M?P > a. Zudem seien
die Partitionen P; und Py wie in (A.1) definiert. Dann existiert ein neuronales Netzwerk

Foretp, € F (5,2 + (4d? + 4d) - M1¥)

mit den Gewichtsschranken

()

(0)
I oo < MAPHL H (w — 1 und (wf ) ~1,
0o check, Py 1,0

W/‘\ o~
fcheck,Pg - fcheck,‘P2 ) 1,7>0

H (5)
SR,
fcheck,Pz 1,j2j>1

e}

welches

Feheck y (x) = 1

ie{1,...,M2d} Ci,2\(0i,2)(1)/sz+2 (x)
fl‘l.r X ¢ UiE{l,...,MQd}(Ci72)(1]/M2p+2\(Ci,Z)g/M2p+2 und
Feheck 5 (%) € [0,1]

fiir x € [—a, a)? erfiillt.

Beweis. Wir nehmen im gesamten Beweis an, dass die Bedingung Cp, (x) = C; ; fiireini € {1,..., M4}
erfiillt ist. Die oben beschriebene Approximation verlauft wie folgt:
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Im ersten Teil {iberpriifen wir, ob x in der Menge

U Ck:,l \ (Ck,l)(l)/sz+2
ke{l,...,.Md}

enthalten ist. Hierfiir wird in den ersten beiden Schichten des Netzwerks die Funktion

h) =1y sty Ca\(Ci)? oo X)=1- Y L6112 apis (x)
ie{l,...,.Md4}
durch R R
fi(x) =1- Z find,(Cro1)0 (x)

1/M2p+2
ke{1,...,.M}

approximiert, wobei ﬁnd7(0k ) , die Netzwerke aus Lemma 27 mit R = M?*? sind.

0
1/M2p+

Aus den Gewichtsschranken in Lemma 27a) kénnen wir fiir R = M?P*+2 folgern, dass

||Wfl”oo < max\{ 1, wa . lloo p = N2 t2
1nd,(Ck!1)1/M2p+2
und
(0)
(0)
(i), ol =17 =1
5320000 MRz /g sol|
gilt.

Um die Indikatorfunktion auf der Partition P, nur fiir die Wiirfel Cj, o C Cp, (x) zu approximieren, miissen
wir die Position von (Cp, (x))f; bestimmen. Dies kann, wie im Beweis von Lemma 22 fiir das Netzwerk
¢2,1 beschrieben, mit d - M 4. 9d Neuronen durchgefiihrt werden. Um den Wert von x in die nichsten

verdeckten Schichten zu verschieben, wenden wir auflerdem das Netzwerk fldQ an. Dieses Netz benétigt 2d
Neuronen pro Schicht.

Analog zu Gleichung (A.3) kénnen wir die Wiirfel (C;;)° oz flirj € {1,..., M 41, die in C;; enthalten
sind, durch

j k) |~k
(A(]))?/M2p+z = {x eR?: —z®) 4 ¢§1) + UJ(- )+ e S 0
k) ~(k 2a 1 .
und z® _¢(7£ —UJ(' ) _W+W < 0 firalle k € {1,...,d}}
beschreiben. Die Funktion
fa(x) = ]IU]-G{l 7777 My 53’,1‘\(51',1')(1)/sz+2 () =1- ‘ Z ]1(67"i)(1)/1v12p+2 ()
je{1,...,M}

kann daher durch

~ -~ -~ ~ - 1 ~ - 2a 1

fo(x)=1- Z Jrest <fid2(x)7¢2,1+vj+W'17¢2,1+Vj+]\42'1—W'1,1>

jef{1,...,M}
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approximiert werden, wobei fies; das neuronale Netzwerk aus Lemma 27b) mit R = M?P*2 ist.

Die Gewichtsschranken des Netzwerks fg( ) erhalten wir wie im Beweis von Lemma 22. Da alle Eintrédge
des Vektors v; in der Menge {0, 2%,..., (M — 1) - 2%} liegen, ist

7M27
2a 1
2p+2
W=~ <max<a,(M—1) — 4+ ——=,||lWw2 = M*-P
H ¢271+V1+M2lp+2'1||oo - { ’( ) M? +M2p+2’ findvci,l 00
und
a 1 299
<max<{a,—— ——. ||lws = M*T2,
H ¢’2 1+V; + 2 l—Mz;H-l”OO — "M M2p+2’° fmd,ci,l .

Daraus ergibt sich wie im Beweis von Lemma 22 aus Lemma 17a), dass

||w M4p+4

il

gilt. Zudem folgt aus Lemma 27a) die Gewichtsschranke
(0) (0) B ©)
H (Wﬁ)i,j>o ~ (W¢2,1)i,j>OHoo} = max{ 1, w]/ci\nd,Ci,l 1750 <1

Durch die Kombination der Netzwerke fl und ]?2 sowie der Tatsache, dass die ReLU-Aktivierungsfunktion
bei negativer Eingabe 0 ist, konnen wir

:max{ ,

Ukeqa,...,m2dy Ck,2\(ck,2)(1)/]\/12p+2 X

durch
Fereekps () = 1= (1= folx) = i3 (%))

-~ ~ ~ - 1 ~ - 2a 1
=1—-o0 Z ftest<id2(x),¢2?1+v‘7'+]w_2p+2-17 ¢2’1+VJ+W1_W1’1
je{lv"'de}

72
—fld 1-— Z flnd Ck 1)1/M2P+2 (X)
ked{l,...,Md}
approximieren.

Aus dieser Darstellung erhalten wir fiir das Netzwerk ﬁheck’pQ (x) die Gewichtsschranken

Wy

P, I = max {1, 1w 7 lloos wazuoo} < max{1, M?*2 MArTd} = privtd

SN AN

Die Schranken der dul3ersten Gewichte folgen aus der Definition von J/l::heck,pZ und sind gegeben durch

(5) (5)
H =1 und (chhecwg)m =1

fcheck PQ 1,5>0

und

( ) (0)
W/\
fcheck,Pg 1,50
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Das Netzwerk besteht aus fiinf verdeckten Schichten. In den ersten drei Schichten besitzt das Netz eine
Anzahl von M?-2d+2d+d- M- 2d Neuronen pro Schicht. Dies ergibt sich, da das Netz fid2 eine Anzahl von
2d Neuronen pro Schicht aufweist. Das Netz q3271 hat aufgrund seiner Konstruktion d - M? - 2d Neuronen pro

Schicht. Zusitzlich besteht das Netz f; aus einer Summe von M? Netzwerken der Form f; 4 (Cen)® o
’ 1/ M2P

weshalb es M? + 2d Neuronen pro Schicht hat.

Die Neuronenanzahl fiir die letzten beiden Schichten des Netzwerks ergibt sich wie folgt: Das Identitétsnetz
hat 2 Neuronen pro Schicht. Das Netzwerk fiest, das 2 - (2d 4+ 2) Neuronen pro Schicht benétigt, bestimmt
die Neuronenanzahl fir fg, welche M9 -2 (2d+2) Neuronen pro Schicht betrégt. Folglich hat das Netzwerk
fcheck P, in den letzten beiden Schichten insgesamt 2 + M 4.92.(2d + 2) Neuronen.

Damit ist das finale neuronale Netzwerk in der Klasse

F(5,1)
mit
ro= max{M?% - 2d+2d+d- M- 2d,2+ M- 2-(2d +2)}
< 2d+ (4d® + 4d) - M
enthalten.

Im Folgenden zeigen wir, dass

.....

fir x ¢ Uke{L._.,M?d}(Ck,Q)?/M%H\(Ck,Q)g/M2p+2 gilt.

Wir unterscheiden hier zwischen drei Fillen. Im ersten Fall nehmen wir an, dass

x ¢ U (Ck,l)?/M%Hv
ke{1,...,.M4}

ist, woraus

x¢ U (Cra))jaee
ke{l,...,M2d}

folgt.

Fiir diese x ergibt sich aufgrund von Lemma 27a), dass find (Cen)° . 20en (x) = 0 ist, woraus f;(x) = 1 folgt.
’ 1/ M2P

Daraus konnen wir schlieRen, dass
1= b)) - fid (A()
-~ -~ -~ 1 -~ 2a 1
= Z ftest(fi(%(x)aﬁbQ,l‘f‘Vj‘l'W'1a¢2,1+Vj+W'1—W'171>—1

jei{1,...,.M2}
<0
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gilt. Wir haben hier verwendet, dass jedes Netzwerk ﬁest in dem Intervall [0, 1] liegt und hochstens ein ﬁest
in der Summe groRer als O ist. Daher erhalten wir

.....

Im zweiten Fall, nehmen wir an, dass

X € U (Ck71)?/M2p+2
ke{l,...,M4}

sowie

X € U (Ck,g)g/szH
ke{l,...,M2d}

gilt. Dann ist 9/5271 = (Cp, (%X))1eft = (Ci1)lefe- Zudem konnen wir folgern, dass

A s = B B 0 4 i <
und ngkf - Aga) —5§-k) - % + ﬁ < 0 fir alle k € {1,...,d}}
= (C)) jpznse
fiir j € {1,..., M9} gilt. Da die Aussage, aufgrund der Voraussetzung fiir die zu zeigende Ungleichung,
nur fiir

x ¢ U (Ck:,2)(1)/M2p+2\(Ck:,2)g/M2p+2a
ke{l,...,M2d}

gezeigt werden muss, konnen wir aus Lemma 27b) folgern, dass

2a 1

tap 1 g L) =1

PN 1 -
Jrest <¢1,17 G214 Vit 3z L2+ (G500 242 (%)

fiir alle j € {1,..., M} gilt. Dies impliziert

fa(x) = fa(x).
Wegen

X € U (Ckyg)g/]\/ppm
ke{l,...,M2d}

konnen wir weiter folgern, dass

xe |J (Gl
ke{1,...,.Md}

Daher ergibt sich aus Lemma 27a) die Gleichheit

fi(x) = fi(x) = 0.
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Somit ist

1- o)~ fd(ix)=1-fo(x)=1-0=1

und

fcheck,Pz (x)=1-1=0= ]lUke{1 M2dy Ck,Q\(Ck,Q)(l)/M2p+2 (x

,,,,,

Im dritten Fall nehmen wir an, dass

X € U (Ck71)(1)/M2p+2
ke{l,...,Md}

und gleichzeitig

xe U (Cra)\(Cr2)] pe
ke{l,...,M2d}

ist, woraus

X ¢ U (Ck,Z)(lj/sz-s-z

ke{1,...,M2d}

folgt. In diesem Fall ist die Approximation fl(x) nicht exakt. Gemal} Lemma 27 sind dann alle Werte von

. dn . e . o s
findv(ck,l)(l)/sz+2 fir k € {1,..., M®} in der Definition von f; in [0, 1] enthalten. Damit ist

fi(x) €0, 1].

Da

xe U (C)Y e (A.25)
ke{1,...,Md}

gilt, ergibt sich, wie bereits im zweiten Schritt gezeigt wurde, dass

~

f2(%) = f2(%).

Zusammenfassend erhalten wir

N _ _ TN e
1= fo(x) = fd(h(x) = > ]l(cjyi)?/szu (x) = fig(fi(x)) <0-0=
je{l, MY
Daher ist
fcheck,Pg (X) =1-0=1= lUke{l AAAAA M2dy Ck,Q\(Ck,Q)(l)/szJrQ (X)

Wegen der Konstruktion des Netzes gilt zusatzlich
fcheck,’Pg (X) € [03 1]

firx € [—a,a)’. O
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Die Kombination der Netzwerke pr aus Lemma 22, prg aus Lemma 29 sowie fcheck aus Lemma 30 fiihrt
schliellich zu dem Netzwerk, welches wp,(x) - f(x) in der Supremumsnorm approximiert.

Die Hauptidee ist es, ein Netzwerk
f’Pg,true (X) =0 <f732 (X) — Bire - fcheck,Pz (X)) -0 <_f732 (X) — Birue - fcheck,Pz (X))

zu definieren, welches gleich pr (x) sein wird, so lange x € Uyeqy, . Mzd}(C]f,Q)g Jarzo+2 und den Wert 0
annimmt, wenn x € Uyegy . ar2ay Cr2\(Cr2)? Jarzo+2 1st. Hierfir werden wir das Netzwerk aus Lemma 30

verwenden. Als Wert fiir By werden wir die Schranke von f'p2 (x) aus Lemma 22 heranziehen. Zudem
machen wir uns die Eigenschaft der ReLU-Aktivierungsfunktion zunutze, die im Fall einer negativen Eingabe
den Wert 0 annimmt. Im Fall, dass x nah am Rand einer der Wiirfel der feineren Partition liegt, nimmt das
Netzwerk fcheck% den Wert 1 an. Daraus folgt fp%twe(x) = 0. Ansonsten nimmt ﬁheck% (x) den Wert 0
an und es gilt

ng,true(X) = fpy(%).
Abschliel3end multiplizieren wir dann das Netzwerk fpmtrue mit dem Netzwerk fwPQ (x) aus Lemma 29.

Beweis von Lemma 28. Sei fpz das Netzwerk aus Lemma 22 sowie fcheck,% das Netzwerk aus Lemma 30.

Durch sukzessives Anwenden von fid auf die Ausgabe eines dieser Netzwerke konnen wir erreichen, dass
beide Netze die gleiche Anzahl an verdeckten Schichten

L = 4 + max { [log,(M?)] - [logy(max{q + 1,2})],1}

haben. Wir definieren dann ein Netzwerk fp, trye durch

J/t\Pg,true (X) = 0 <.]?772 (X) — Birye J/c;heck,Pg (X))
-0 <_f7>2 (x) — Brrue - ﬁ:heck,Pg (X))
mit

Buve = 2 - exp(2ad) - max { | fllca(—a.an: 1} -

Gemal Lemma 22 und Lemma 30 erhalten wir die Gewichtsschranken

(0) (L)
- dp+4 ~ ~ =
waPQHOO < MR, H (wfp2) <1, (WfP2>1,o =0

4,7>0

[e.9]

sowie

Hoo < M4p+4’

<1

o

=1 und (W”‘ >(5)—1

fcheck,PQ 1’0 o

0) (®)
V. W V.
check,Pg check,Pg ,5>0 check, Py / 1 g>1

o0

Aufgrund der Definition des Netzes fp%true resultiert daraus die Schranke

()

195l = e { o e (7.,

)

’ ’ ||Wf:heck,”P2 HOO}
o0
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S ]\44})4-47

wobei wir verwendet haben, dass M?P > 2 - exp(2ad) - max { I fllca((-a,a1)s 1} ist. Zudem gelten

( )(L) _o ( )(L)
WfPQ,true 170 e WfPQ,true 1,j>0

o0

und
()] = ()

Da das Netzwerk fp2 zur Netzwerkklasse F(L o T
2

bei
oo

( )(0)
o ’ chheck,?’g i,j>0
ng) mit

() Lg, =4+ [log,(M?P)] - [logs(max{q + 1,2})]

.s d d

() 77, =max {(("59) +d) - M2 (2+2d) +24,18- (g +1) - ("} }
gehort und zusatzlich das Netzwerk feyeq p, in der Klasse F (5,2d + (4d? + 4d) - M%) enthalten ist, folgt

daraus, dass auch das zusammengesetzte Netzwerk fp, e in der Klasse F(L 7

re mit
Pg,true ’ f732 ,true )

= 5 + [log, (M?P)] - [logy(max{q + 1,2})]

f Po,true

d d
r :max{<< +q>+d>-Md-2-(2—|—2d)+2d,18-(q+1)-< +q>}
Po,true d d
+2d + (4d* + 4d) - M@

und

liegt. Dies ergibt sich daraus, dass wir durch Anwenden von fid die Netzwerke auf die gleiche Anzahl von
Schichten bringen kénnen.

Da der Wert von ‘pr gemal} Lemma 22 durch By beschrankt ist und fcheck’% (x) =1 gilt, wenn x in

der Menge

U Ciza\ (Ci,2)(1)/M2p+2 (A.26)
{iel,...,M2d}

liegt ist, folgt aus der Definition der ReLU-Aktivierungsfunktion, dass .]/(‘\7727true (x) den Wert 0 annimmt,
sofern x in der Menge (A.26) enthalten ist.

Sei fwPQ das Netzwerk aus Lemma 29. Um ]/(.\7327t,»ue mit fwPQ zu multiplizieren, verwenden wir das Netzwerk

Frute € F([logy(M?)],18)
aus Lemma 24, wobei wir R = [log,(M?")] wahlen. Dieses Netz erfiillt nach Lemma 24 die Ungleichung

1

SV (A.27)

fmult(fﬁ, y) —x- y‘ <8- (maX{HfHO@[—a’a]d’ 1})2
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fiir alle z, y in

=2 max { Il caager 1} 52 max { oo s 1} -

Durch die wiederholte Anwendung von fid auf die Ausgabe der Netze J?wpz und fpz,true konnen wir deren
Tiefe angleichen, so dass beide Netzwerke

L =5+ [logy(M*)] - ([logy(max{g, d} +1)])

verdeckte Schichten haben.

Das finale Netzwerk ist dann gegeben durch

~

f(X) = fmult (fwPQ (X)a sz,true(X)> .

Aus Lemma 30 wissen wir, dass fched{;p2 (x) € [0,1] fiir x € [~a, a)? ist. Daher erhalten wir aus Lemma 22,
dass

[ Fraime(®)] < |Fp, (x)] < 2- exp(2ad) - max { | fllou a1}
gilt. Zusatzlich folgt aus Lemma 29 die Beschrédnktheit ]prz (x)] < 2. Daher setzen wir
a =2 - exp(2ad) - max{|| fl|ca(—q,a)¢), 1} in Lemma 24.
Wegen
(L)

(L) (0)
<W" ) =0, W =0, und (WA )
ng,true 1,0 prQ 1,0 Jmuie 3,7>0

<1

oo

konnen wir Lemma 17¢) anwenden und erhalten zusammen mit den Gewichtsschranken aus Lemma 29,
dass

Wil < max{ g oo 197, Tl 197, o
< max {4 - (2exp(2ad) - max{[|f | co(_a.ae) 1})% MPH, M4p+4}

Dartiber hinaus ergibt sich

)0,

sowie aus Lemma 24, dass

(0)
< max <WA )
0 Fup, i,j>0

( )(0)
’ w2

fPQ,true 1,j>0
oo

<1
[o.¢]

gilt.
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Wie bereits oben gezeigt, hat das Netz fp%true eine Anzahl von
d d
T = max T +d)-M?-2-(2+2d)+2d,18 - (¢ + 1) - +a
fPQ,true d d
+2d + (4d* + 4d) - M
Neuronen. Das Netz prg aus Lemma 29 hat eine Anzahl von

" :max{18d,2d+d-Md-2-(2+2d)}

,
Fup,

Neuronen. Daraus ergibt sich, dass das Netzwerk feine Anzahl von

max{((d;q> +d> M® 2 (24 2d) +2d,18 - (g + 1) - (d;rq)}

+2d+(4d2+4d)-Md+max{18d,2d+d-Md-2-(2+2d)}

ﬁ
I

< (d;‘q>-Md-18-d2~(q+1)+16-Md-d2+18-Md-d2

IN

d
64-( ;q>-d2-(q+1)-Md

Neuronen hat.

Somit liegt das Netzwerk fin der Klasse F(L, ) mit
L =5+ [log,(M?)] - ([loga(max{g, d} + 1)] + 1)

und

d+q

<64 -
r<6 <d

)-d2-(q+1).Md.

In dem Fall, dass

X € U (Ci,Q)g/M2p+2 )

ie{l,...,M2d}
ist der Wert von x weder in
U G2\ (Ci2)} jasense (A.28)
ie{l,...,M2d}
noch in
U (Ci72)(1)/M2p+2 \ (Ci,Q)g/szH (A.29)
ie{1,...,M2d}
enthalten.
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-----

einem Fehler der Grofle

1
4d+1 g
4 d A (A.30)
Zudem gilt wp, (x) € [0, 1] fiir alle x € R<.
Aus Lemma 22 folgt, dass das Netz pr die Funktion f mit einem Fehler der Grol3e
4(¢+1) 1
C170 * (max {20,, ||f||C(I([—a,a}d)}) : 2P (A31)

approximiert.
Ist das Netz fcheck% (x) =0, so gilt
Fpaimue(x) = 0(fp, (%)) = (= fpy(x)) = Fu ().

Fiir M?P > 4%+1. 4 kénnen wir nun den Wert von fuwp, (x) beschrénken, indem wir die Dreiecksungleichung
anwenden. Damit erhalten wir

Ty (9] < [ o, () = wp, ()] 4 hom, ()] < 4491 o w1 <2,

M S
Dariiber hinaus folgt aus Lemma 22 die Ungleichung
(0| < |Fralx) = 60| +1£(0)
< c170 - max {26% ||f||cvz([fa,a]d)}4‘(q+l) : ﬁ + 1| flloo,[~a,a)e
< 2 max { |/ loo a1}

4-(g+1)
wobei wir verwendet haben, dass M? > ¢y - (max {2@, | f ch([_a,a]d)}> ! gilt. Somit sind beide
Netzwerke in dem Intervall enthalten, in dem Ungleichung (A.27) erfillt ist.

Aus (A.27) und der Verwendung der Dreiecksungleichung ergibt sich

Foute (T, 00), Frsiae (%)) = wp, () ()

< e (P, (%), Frasrse)) = Fu, (%) - Fpa(3)| 4 | Fu, () - Fu (%) = wpa(x) - s3]
wpy (%) (%) = wp, (x) - (%)
< |Fonate (Foony (%), Frasue(®)) = Fup, (%) - Fpa (00| 4 | Fam, (%) = wp, ()] - | Fu ()
Fra(3) = F(x)
<8 (wax {lflleaaer1}) - i + 4 a2 mas {1l 1

+ c170 - (maX {26% ||f||0q([_a,a]d)})Mqﬂ) -

M?2p
< 176 - (max {26% Hfllcq({—a,a]d)})MQH) ' Ml2p‘

—+

+

’ ’U)pz (X)’
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Sofern x jedoch in der Menge (A.28) liegt, ist der Approximationsfehler von fp2 nicht in der Grélenordnung
(¢+1) ~
von cj73 (maX {Qa, I fllca((-a,a) }) . ﬁ In diesem Fall nimmt fpeck p, (x) den Wert 1 an, womit

JPy true = 0 ist. Des Weiteren ist nach Lemma 29
[Fu, ()] < 2

fiir alle x € [~a,a)?. Somit sind J?wPQ (x) und fp%mle(x) in dem Intervall enthalten, in dem (A.27) gilt. Aus

der Tatsache, dass
1

a- M?2p’
was aus Ungleichung (A.21) folgt, sowie der Dreiecksungleichung ergibt sich

0 < wp,(x) <

ot (P, (0, Frirae(x)) = w, (x) - £(x)|
< |t (T, 090 Fraie()) = Fup, (%) Frasrae(3)] + [ Fum, (%) Fruimue() = wp, (%) - oy ruel)

_l’_

wpy(X) - Fraie(x) = wp, (x) - (%)
< ‘fmult (wapz (X)7 fAPQ,true(X)) - fwPQ (X) ' fAPQ,true(X)’ + ’pr2 (X) -0 — Wpy (X) -0
+ [wp, (%) - 0 — wp, (x) - f(x)]

2 1
<8 (max {|flloe,-aae 1}) 5735 + 0+ 0pa(0)] - [ Flloc, -

2 1
< exrg - (max{ e e 1Y) T35

In dem Fall, dass x in (A.29), aber nicht in (A.28) enthalten ist, approximiert das Netzwerk pr die Funktion
f mit einem Fehler wie in (A.31). Zudem liegt f,,, (x) im Intervall [-2, 2] und approximiert wp, (x) mit
dem gleichen Fehler wie in (A.30).

Da der Wert von fcheck% (x) im Intervall [0, 1] ist, erhalten wir analog zu oben
‘f?’z,true(x>’ < ‘f'PQ(X)‘
< |fp, (%) = F(x)| + [ f(x)]
4(g+1) 1
< ¢170 - max {2&, HfHC"I([fa,a]d)} Sryorins ||f||oo,[fa,a]d

M?p
<2 mae o -aae: 1}

C 2 4g+1) :
wobei wir wieder verwendet haben, dass M< > ¢y - (max{Qa, Il f ch([_a@]d)}) . Also sind

fwPQ (x) und ‘}/0\7)27true(X) in dem Intervall enthalten, in dem (A.27) gilt. Zusammen mit

2
0 < wp,(x) < - M2

was ebenfalls aus Ungleichung (A.21) folgt, und der Dreiecksungleichung ergibt sich

‘J?mult (J/t\wp2 (x), J?Pg,true(x)> —wp,(x) - f(x)
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< ’fmult (J?ww2 (x), J?Pg,true(x)> — Fuop, (%) - sz,true(X)’ + )quzg (%) fpy,true(x) — wp, (x) - fPQ,true(X>’
o |wpa(%) - Framue(X)] + lwpy (%) - £(x)]

< |t (Farmy 090, Fraie()) = Fu, (%) Frasrae ()] + [ Fum, (%) = wp, ()] - | P ()]
o |wpa () Fraime()] + lwp,(x) - £(x)]

<8 (max {| oo aae1}) 1oy + 42 max e e 1

2 2
+ M 2. maX{HfHOQ[_a,a]d, 1} + TR 2. maX{||f”oo’[_a7a]d, 1}

2 1
< c176 - (maX{HfHoo,[fa,a]da 1}) NV
Damit haben wir die Aussage von Lemma 28 bewiesen. O

A.1.6 Schritt 4: Anwendung von f auf leicht verschobene Partitionen

Im letzten Schritt des Beweises werden wir das Netzwerk aus Lemma 28 auf 2¢ verschobene Partitionen
von P, anwenden. Diese Partitionen entstehen, indem mindestens eine Komponente des Gitters um a/M?
verschoben wird. Das finale Netzwerk wird durch eine Linearkombination der 2¢ Netze aus Lemma 28
konstruiert. Die Gewichte in der Linearkombination werden so gewahlt, dass sie einen kleinen Wert
annehmen, wenn sich x am Rand des zugehorigen Wiirfels befindet.

Beweis von Lemma 16. Im Folgenden geniigt es zu zeigen, dass ein Netz fexistiert, das die Ungleichung

1
VT

sup flx)— ﬁlet(x)‘ < e - (max {2(17 HfHCq([_a’a]d)})4.((14_1)

xe[_a/Qva/Q]d
erfiillt. Da a bei Bedarf einfach vergrof3ert werden kann, ist dies ausreichend.

Seien P; und P, die Partitionen, welche wie in (A.1) definiert sind. Wir setzen im Folgenden
P11 =Py sowie Py =P

und definieren fiir jedes v € {2,..., 2d} Partitionen P, , und P ,, die Modifikationen von P; ; und Py ;
sind, wobei mindestens eine der Komponenten um a/M? verschoben ist.

ro|=TTrTT T
1
1
== = == 4 =
1
T
1

Abbildung A.2: 22 verschiedene Partitionen im Fall d = 2

Fiir den Fall d = 2 ist die Idee des Beweises in Abbildung A.2 dargestellt (vgl. Kohler und Langer (2021)).
In der Abbildung kann man erkennen, dass eine Anzahl von 22 = 4 verschiedenen Partitionen existiert,
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sofern wir die Partition entlang mindestens einer Komponente um die gleiche Distanz verschieben. Wir
bezeichnen mit Cy 5, flir k € {1,..., M 241 die zugehorigen Wiirfel der Partition P .

Die Idee ist nun eine Linearkombination von Netzwerken fp, ..., pr ,« aus Lemma 28 zu berechnen.
Hierbei werden die Partitionen P, , wie in P, in Lemma 28 behandelt.

Um zu vermeiden, dass der Approximationsfehler der Netzwerke nahe der Rénder eines Wiirfels der
Partitionen zunimmt, multiplizieren wir jeden Wert von fp, A mit einem Gewicht

d

M? ; a .

w0 =TT (1= 25| 0l + 17 o) (A.32)
j=1 +

welches, sobald sich x am Rand befindet, einen kleinen Wert annimmt. Formal ausgedriickt handelt es sich
bei w,(x) um einen linearen Tensorpodukt B-Spline. Dieser nimmt seinen Maximalwert im Zentrum von
Cp, ,(x) an, ist im Inneren von Cp, , (x) ungleich 0 und nimmt auBerhalb von Cp, ,(x) den Wert 0 an. Aus
Lemma 15.2 in Gyorfi et al. (2002) folgt dann
wl(x) +--+ wgd(x) =1

fir x € [~a/2,a/2]%, da a/M? < a/2 ist.

Seien fi, ..., de die Netzwerke aus Lemma 28, die den Partitionen P;, und Py, fir v € {1,...,2%}
entsprechen. Da [—a/2,a/2]? C [~a + a/M?, a)?, bildet jedes Py, und P», eine Partition einer Menge,

welche [—a/2,a/2]¢ enthilt. Zudem gelten dann die Fehlerschranken von Lemma 28 fiir jedes Netzwerk o
in dem Intervall [—a/2, a/2]¢ sowie die entsprechenden Gewichtsschranken aus Lemma 28.

Wir setzen
2d
fnet(X) = va(x)
v=1
Unter Verwendung von Lemma 28 konnen wir erkennen, dass dieses Netzwerk in der Netzwerkklasse
F(L,r) mit
L =5+ [log,(M?)] - ([logy(max{g,d} +1)] + 1)

und

r:2d-64-<dil_q>-d2'(Q+1)'Md

enthalten ist. Die Gewichtsschranken des Netzwerks dndern sich durch die Summation nicht und sind
daher gemil} Lemma 28 gegeben durch

(0)
4,7>0

<1 und (Wﬁet)(L) =0.

- 4p+4 ~
W lloo < M, H(wf> ;

oo

Da
od
Fe0) = wy(x) - f(x)
v=1

ist, folgt unmittelbar aus Lemma 28, dass

Frex(x) — f(x)) = ij Foste (Fun 000, Fraptrue(3)) = ij wy(x) - f(x)
v=1 v=1
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IN

S Fote (P 30), Pt ) = wo(x) - £(x)|
v=1

ci76 - 2% - (max {2% ||f||Cq([fa,a}d)})4‘((1—’_1) ' ]\41210

gilt. Damit ist die Aussage von Lemma 16 gezeigt. O

IN

A.2 Hilfsresultate

Hilfslemma 3. Sei s € N. Angenommen, ¢1, ..., gs : R — R sind beschrdnkte und Lipschitz-stetige Funktionen
mit den Lipschitz-Konstanten Ciip 4., . . . , Cip 4,. Dann sind sowohl die Summe ijl g; als auch das Produkt
Hj’:1 g; Lipschitz-stetige Funktionen, deren Lipschitz-Konstanten durch

S
E Cring, <s- max Clipg.
— P93 je{l,....s} P9

beziehungsweise

> Cring I Mo <5 max Cuing- I lrlls
= kefl,..s\{j} IE ke{1,...s)\ {5}

beschrdankt sind.

Beweis. Wir beginnen damit nachzuweisen, dass die Lipschitz-Konstante einer Summe von Lipschitz-stetigen
Funktionen durch die Summe der zugehorigen Lipschitz-Konstanten gegeben ist.

Es gilt

N gi(a) =Y gim)| < ng 21) — gj(z)|
j=1 Jj=1

< Z Clip,g; * |21 — 22|
=1

fiir z1, 22 € R. Damit folgt, dass die Summe 22:1 g; Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-Konstanten, die
durch

S
ZC’L- < s- max Clipg.
— P95 =7 e sy P9

beschrankt ist.

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass das Produkt szl g; ebenfalls Lipschitz-stetig ist.

Seien wieder z1, 2o € R, dann gilt fiir die Lipschitz-stetigen Funktionen ¢y, . .., gs, dass
S S S
[TorCz) = [[or(z2)] < > Hgk z1) - (95(21) — gj(22)) H gk(22)
k=1 k=1 j=1|k=1 k=j+1
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S

1T llgklloe - 1gi(z0) = gj(z2)| - TT llgnlloo

w0

<
j=1 \k=1 k=j+1
s 7j—1 s
< [T llgklle - Cipg, - 121 = 221 - T llonlloo
j=1 \k=1 k=j+1
S
< H Hngoo : CLip,gj : |Zl - 22|
J=1 \ke{1,....s]\{j}
S
= Cipg, - | llgklloo - 121 — 2]
J=1 ke{l,....s\ {5}
< s+ max Ciipg, - IT  lgrlls - l21 — 22
Jelhs) ke(Los M}
Damit folgt die Aussage des Hilfslemmas. O

Lemma 31. Sei 0(z) = max{z, 0} die ReLU-Aktivierungsfunktion. Sei zudem F die Menge aller vollstdndig
verbundenen neuronalen Netze mit Tiefe L € N und einer Anzahl von W € N mit W > 2 Gewichten. Dann
existiert eine Konstante c179 > 0, welche weder von L, W noch von der Anzahl der Neuronen des Netzes abhdngt,
so dass fiir die VC-Dimension

Ve, <cirg- L-W -log(W)

gilt.

Beweis. Siehe Theorem 7 in Bartlett et al. (2019). O
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