Bruchmechanische
Untersuchungen fur ein elastisches,
homogenes und symmetrisches
mikromorphes Kontinuum

Cracktip-fields of an elastic, homogeneous and symmetric micromorphic continuum
Zur Erlangung des akademischen Grades Doktor-Ingenieur (Dr.-Ing.)

genehmigte Dissertation von Jan Frischmann aus Darmstadt

Tag der Einreichung: 26.03.2019, Tag der Prifung: 16.05.2019

Darmstadt — D 17

1. Gutachten: Prof. Dr.-Ing. Charalampos Tsakmakis
2. Gutachten: Prof. Dr.-Ing. Wilfried Becker

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Fachbereich Bau- und Umweltinge-
nieurwesen
Institut Kontinuumsmechanik




Bruchmechanische Untersuchungen fiir ein elastisches, homogenes und symmetrisches mikromor-
phes Kontinuum
Cracktip-fields of an elastic, homogeneous and symmetric micromorphic continuum

Genehmigte Dissertation von Jan Frischmann aus Darmstadt

1. Gutachten: Prof. Dr.-Ing. Charalampos Tsakmakis
2. Gutachten: Prof. Dr.-Ing. Wilfried Becker

Tag der Einreichung: 26.03.2019
Tag der Prifung: 16.05.2019

Darmstadt — D 17

Bitte zitieren Sie dieses Dokument als:

URN: urn:nbn:de:tuda-tuprints-88302

Dieses Dokument wird bereitgestellt von tuprints,
E-Publishing-Service der TU Darmstadt
http://tuprints.ulb.tu-darmstadt.de
tuprints@ulb.tu-darmstadt.de

@00

Die Veroffentlichung steht unter folgender Creative Commons Lizenz:
Namensnennung - Keine kommerzielle Nutzung - Keine Bearbeitung 4.0 International
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.de




Kurzfassung

Reale Werkstoffe besitzen eine Mikrostruktur, der charakteristische innere Langen zugeordnet werden.
In vielen Anwendungen kann die Mikrostruktur maf3geblich Einfluss auf das makroskopische Material-
verhalten nehmen. Dies dulRert sich beispielsweise bei statischen Versuchen durch Langenskaleneffekte
und bei dynamischen Versuchen durch nicht-klassische Dispersionsrelationen. Solche Phanomene wer-
den sowohl im mikroskopischen Bereich (diinne Filme, Nanoréhren, Klebverbindungen, usw.) als auch
im makroskopischen Bereich (Erdplatten, Umrandungen von Tunneln im Erdreich, usw.) beobachtet. Sie
konnen im linearen Bereich durch Materialgleichungen der Gradientenelastizitdt beschrieben werden.
Die Arbeit befasst sich mit einem Modell der Gradientenelastizitat, das auf LaprLAcE—Ableitungen der
Spannungen und der Dehungen basiert. Die Hauptuntersuchungen beziehen sich auf das Verhalten des
Modells an Rissspitzen hinsichtlich von Modus—I- und Modus-II-Beanspruchungen. Es wird bewiesen,
dass im Unterschied zu der in der Fachliteratur vertretenen Ansicht, die aus der klassischen Elastizitét
bekannten Singularitdten nicht behoben werden. Nichtsdestotrotz gibt es signifikante Abweichungen zu
der klassischen Elastizitit, die in der Arbeit umfassend analysiert werden.

Abstract

Real materials exhibit a substructure (microstructure), which can be captured by characteristic material
internal lengths. The microstructure can strongly effect the macroscopic response in many applications.
Such phenomena have been observed e.g. in statics, in form of lengthscale effects in the material respon-
se, and in dynamics in form of non—classical dispersion relations. The examples cover, among others, in
the microscopic range the response of thin films, nanotubes and adhesive joints, and in the macroscopic
range the response of earth plates and lining of tunnels in soil. The obseved effects can be addressed
adequately in the linear range by constitutive laws of gradient elasticity. The present work is concerned
with a Gradientelasticity model, which is based on both, the Laplacian of the strain and the Laplacian
of the stress. The main investigations focus on the near tip fields within Mode-I- and Mode—II-crack-
problems. It is proved, that, in contrast to the perspective of some others, the model does not avoid the
well known singularities in classical elasticity. Nevertheless there are significant differences in compari-
son to classical elasticity when considering crack problems. Such differences are discussed in detail on
the basis of closed form analytical solutions as well as finite element simulations.
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1 Einleitung

1.1 Literaturiiberblick

Bei der kontinuumsmechanischen Diskussion von Problemen beispielsweise der Nanotechnologie, der
Mikrosystemtechnik, der Mikrophysik oder aber beim Studium von diinnen Filmen haben sogenannte
Gradientenmodelle eine groRe Bedeutung. In solchen Problemen konnen die lateralen Abmessungen in
derselben Grofdenordnung wie die inneren Langenskalen des Materials liegen. Die Folge davon ist ein so-
genannter Langenskaleneffekt, der experimentell beispielsweise in den Mikrotorsionsexperimenten von
FLECK ET AL. [14] oder auch in den Mikrobiegeexperimenten von STOLKEN & Evans [39] beobachtet wur-
de. Der Langenskaleneffekt dufdert sich dadurch, dass bei der Auftragung geeignet entdimensionierter
Lasten tiiber einer entdimensionierten Deformation unterschiedliche Verldufe in Abhingigkeit der Geo-
metrie gemessen werden. Im Gegensatz dazu liegen zum Beispiel alle Verldufe infolge des klassischen
Hooxkeschen Gesetzes {ibereinander. Auch bei Lokalisierungen der Deformation von mikroskopischen
Proben ist die Breite der beobachteten lokalisierten Zone von derselben Groldenordnung wie typische
mikroskopische Langen des Materials. Aus STOLKEN & Evans-[39] wissen wir ebenfalls, dass konventio-
nelle Stoffgesetze die experimentell gemessene Breite von Scherbandern nicht beschreiben. Stoffgesetze
mit hoheren Gradienten der Deformation hingegen sind in der Lage, solche Phinome zu modellieren.
Daher konzentriert sich weltweit die aktuelle Forschungsaktivitdt unter anderem auf den Bereich derar-
tiger mehrskaliger Materialmodelle.

Eine besondere Rolle spielen die sogenannten mikromorphen Kontinua, die die Existenz einer ,Mikro-
kontinuum“ genannten Substruktur annehmen. Das Mikrokontinuum soll sich unabhidngig vom makro-
skopischen Kontinuum deformieren konnen und induziert somit neue Freiheitsgrade der Deformation.
Ein Spezialfall der mikromorphen Kontinua sind die mikropolaren Kontinua, die die Deformation des
Mikrokontinuums auf eine Rotation einschranken. Sowohl die mikromorphen als auch die mikropolaren
Kontinua erweitern somit die klassischen Materialmodelle. Sie besitzen die charakteristische Eigenschaft,
dass die CaucHysche Spannung im Allgemeinen nicht mehr symmetrisch ist, was die Diskussion einer
zusétzlichen Feldgleichung fiir nicht-klassische Spannungen erforderlich macht. Im Falle mikropolarer
Kontinua heil3t diese nicht-klassische Spannung Momentenspannung und im Falle eines mikromorphen
Kontinuums Hyperspannung. Die Entwicklung dieser Theorien wurde entscheidend durch die Arbeiten
von MINDLIN [32], ERINGEN [12], [11] bzw. ERINGEN & SunuBI [13] gepragt. Den Begriff ,, mikromorph*
hat ErinGeN [12] eingefiihrt, aber wir bezeichnen ebenfalls die Theorie mikrostrukturierter Kontinua von
MinpLiN [32] als mikromorph, da beide Theorien im Wesentlichen dquivalent zueinander sind.




Einen weiteren Zugang bilden die Gradientenmodelle ohne Mikrostruktur. Diese sind weniger komplex
als die mikromorphen Theorien, werden mit einer weiterhin symmetrischen Spannung formuliert und
enthalten im Allgemeinen weniger Materialparameter als die analogen mikromorphen Modelle. In den
letzten zwei Jahrzehnten waren ganz besonders die Modelle der Gradientenelastizitdt Gegenstand der
Forschung in der Festkérpermechanik. Fiir einen Uberblick der Entwicklungen dieser Forschung sei auf
Askis & AIranTIs [4] verwiesen. Viele Gradientenelastizititsmodelle wurden als Spezialfall der mikro-
morphen Theorien gewonnen, indem angenommen wurde, dass die Deformationen des Makro— und des

Mikrokontinuums zusammenfallen (siehe z. B. MiNDLIN & EsHEL [33]).

Man unterteilt die Modelle der Gradientenelastizitit in explizite und implizite Modelle, je nachdem ob es
eine explizite Angabe der Caucuyschen Spannung als Funktion der Dehnung und ihrer Gradienten gibt
oder nicht (siehe Askes & Guriérrez [5]). Das einfachste Modell der expliziten Gradientenelastizitét,
das wir im Folgenden auch als klassische Gradientenelastizitidt oder KG—-Modell bezeichnen wollen,
ist eine Beziehung zwischen der Spannung ¥, der Dehnung ¢ sowie deren LapLace-Ableitung Ae:

Y =¢€:C—c,Ae:C. (1.1

Dieses Modell verwendet den klassischen Elastizitatstensor vierter Stufe C und einen zusatzlichen nicht-
klassischen Materialparameter c,. Die Gleichung (1.1) macht den Anschein einer Materialgleichung, da
sie eine Beziehung zwischen Spannungs— und Dehnungsgrof3en herstellt. Als Erweiterung des Hooxe-
schen Gesetzes, das nur den Term proportional zur Dehnung ¢ enthalt, fithrt diese Gleichung noch einen
zur LarracE-Ableitung der Dehnung proportionalen Term ein. Das Modell (1.1) wurde ad hoc durch
Artan & AiranTis [3] als Materialgleichung eingefiihrt und es wurde gezeigt, dass die bei Versetzungs—
und Rissspitzenproblemen auftretenden Dehnungssingularitdten eliminiert werden. Es wurde unter an-
derem von ALTAN & AIFANTIS [2], GEORGIADIS [16] sowie PapaRGYRI-BESkoU ET AL. [34] erkannt, dass das
KG-Modell (1.1) als Spezialfall der mikromorphen Elastizititstheorie von MinpLIN [32] herleitbar ist.

Die sogenannte implizite Gradientenelastizitit entwickelte sich aus dem Versuch, sowohl die
Dehnungs— als auch die Spannungssingularitaten durch Bertiicksichtigung eines zuséatzlichen Terms zu
eliminieren. Als Ad-hoc-Erweiterung des KG-Modells (1.1) um einen Term proportional zum LAPLACE—
Operator der Spannung AX fiihrten GutkiN & ArranTis [20] das folgende Modell ein, das wir als IG-
Modell bezeichnen wollen:

Y—cAY = €:C—cy,Ac:C. (1.2)

Der zusétzliche Term enthélt einen weiteren Materialparameter c¢; zu dem bereits im KG-Modell (1.1)
eingefithrten Materialparameter ¢, und dem klassischen Elastizitdtstensor C. Askes & ArranTis [4] und
die darin zitierten Werke haben aufbauend auf dem Ru—AiranTis—Theorem (siche Ru & AiranTis [36])
behauptet, dass das IG-Modell (1.2) sowohl fiir Versetzungs— als auch fiir Rissspitzenprobleme die

Dehnungs- sowie die Spannungssingularititen eliminert.




Auf dem Gebiet der Versetzungstheorien wurde von Lazar & Poryzos [30] sowie von LAZAR ET AL. [29]
gezeigt, dass die Anwendung des Ru-AiranTis-Theorems bei solchen Problemstellungen problematisch
ist. Die Argumentation von LAzAR ET AL. [29] bezieht sich auf eine geeignete Interpretation der Feld-
und Materialgleichungen sowie auf eine korrekte Formulierung der erforderlichen Randbedingungen.
Allerdings haben auch diese Autoren nicht die korrekten Randbedingungen formuliert. Generell entsteht
die Frage, ob die Anwendung des Ru-Aifantis—Theorems unzuléssig ist. MabEo ET aL. [31] greifen den
Aspekt der korrekten Formulierung der Randbedingungen fiir spezielle Modelle der Gradientenelastizitét
auf.

Die Ad-hoc-Einfiihrung des IG-Modells lédsst ebenfalls die Frage offen, ob das IG-Modell (1.2) eine
Materialgleichung, eine Bilanzgleichung, eine Kombination dieser beiden Gleichungstypen oder etwas
vollig Neues ist. BROSE ET aL. [8] haben diese Fragestellung thematisiert. Es wurde gezeigt, dass es sich
um eine Kombination aus den Bilanzgleichungen und Materialgleichungen handelt. Dort werden auch
die korrekten Randbedingungen aufgestellt.

1.2 Thema der Arbeit

Ein wichtiges Themenfeld von linearen sowie erweiterten Elastizitatstheorien stellt die Diskussion von
Rissspitzenfeldern dar. Bei der klassischen linearen Elastizitdtstheorie weisen sowohl die Dehnungen
als auch die Spannungen an der Rissspitze eine %—Singularitét auf. Fiir das KG-Modell (1.1) werden
zwar, wie bereits erwdhnt, die Dehnungen an der Rissspitze regulir, die Spannungen bleiben hingegen
singuldr. In DieGeLE ET AL. [9] und in ErsAsser [10] wird die lineare mikropolare Elastizitit diskutiert
und gezeigt, dass die Dehnungen und die Spannungen fiir diese Materialmodelle weiterhin singular mit
einer Singularitdtsordnung % sind. In [10] wird auch demonstriert, wie mit Hilfe von Berechnungen
der Finite-Elemente-Methode die Spannungsintensitatsfaktoren fiir Modus I bzw. Modus II bestimmt
werden kdnnen.

Sowohl ALBER ET AL. [1] als auch Brosk ET aL. [8] haben einige Modelle der Gradientenelastizitit ein-
gehend diskutiert. Die Autoren zeigen, dass diese, insbesondere das KG-Modell (1.1), als Sonderfall
der mikromorphen Elastizitédt herleitbar sind. Auch zeigen diese Autoren, dass sowohl das KG- als auch
das IG-Modell als klassisches Kontinuum im Rahmen einer nicht-klassischen Thermodynamik behan-
delt werden kann. Allerdings gibt es bisher keine systematischen Untersuchungen des Verhaltens der
impliziten Gradientenelastizitdt. Ziel der vorgelegten Dissertation ist es daher, das IG-Modell (1.2)
systematisch im Hinblick auf die Form der Rissspitzenfelder zu untersuchen. Dazu werden wir eine
geeignete freie Energiefunktion formulieren und die erforderlichen Bilanzgleichungen sowie die zuge-
horigen Randbedingungen angeben. Anschlief3end werden wir, auch anhand eines geeigneten Beispiels,
die auftretenden Materialparameter des IG-Modells diskutieren. Als Hauptteil dieser Arbeit werden wir
die Rissspitzennahfelder analytisch bestimmen und einige numerische Beispielrechnungen zur Diskussi-
on typischer Eigenschaften des IG-Modells betrachten.




In BROSE ET AL. [8] wurde das IG-Modell (1.2) als eine Kombination aus Bilanz— und Materialgleichungen
erkannt. Diesen Autoren folgend werden wir das IG-Modell (1.2) als einen Sonderfall der mikromorphen
Elastizitat herleiten und eine geeignete freie Energiefunktion aufstellen. Um die komplexe Diskussion zu
vereinfachen, schrédnken wir uns auf eine quasistatische Belastung ohne volumenverteilte Krafte und
Doppelkréfte ein. Das mikromorphe Kontinuum zusammen mit einer klassischen Thermodynamik stellt
einen geeigneten Rahmen fiir diese Diskussion dar. Aus thermodynamischen Restriktionen gewinnen
wir geméal} BrROSE ET AL. [8] Bedingungen an die Materialparameter c¢; und c;. Wir geben weiter eini-
ge Materialparameterstudien nach dem Vorbild von Horer [23] an. Um die Giite des dabei genutzten
Finite-Elemente—Codes zu verifizieren, vergleichen wir die numerischen Ergebnisse mit den analytischen

Spannungskonzentrationsfaktoren fiir klassische und mikropolare Elastizitédt der Literatur.

Als Hauptteil der Arbeit werden wir die Rissspitzenfelder unter Modus I und Modus I1 sowohl analytisch
als auch numerisch untersuchen. Fiir die analytische Diskussion entwickeln wir die Felder asymptotisch
gemal} WiLLiaMs [41]. Hier ist eine geeignete Formulierung der Rand- sowie Symmetriebedingungen von
zentraler Bedeutung. WiLLiaMsartige asymptotische Entwicklungen, die eine sehr effektive Methode fiir
bruchmechanische Problemstellungen sind, fithren unter relativ einfachen mathematischen Vorausset-
zungen zu analytischen Formeln fiir die Rissspitzennahfelder. Es sei angemerkt, dass eine WiLLiamMsartige
Separation der Nahfelder in Potenzen des Radius und der Winkelfunktionen nicht fiir alle Stoffgesetze
zielfiihrend ist. So zeigt SH1 ET AL. [38], dass eine solche Separation fiir das nicht-lineare Materialmodell
von Gao ET AL. [15] und HuaNG ET AL. [24] nicht existiert. Der Beweis dafiir basiert auf der Tatsache,
dass die Differentialgleichung zur Bestimmung des Exponenten keine Losung besitzt. Das Materialgesetz
in unserem Fall ist hingegen, wie wir sehen werden, linear und wir erwarten daher, dass die Methode
nach WirLLiams [41] erfolgreich angewendet werden kann. In der Tat wird diese Erwartung a posteriori
dadurch gerechtfertigt, dass alle Gleichungen Losungen besitzen und dass sowohl die analytischen als
auch die numerischen Resultate fiir die Nahfelder der Rissspitze sehr gut ibereinstimmen.

Anhand der analytischen Rechnungen werden wir iiberpriifen, ob das IG-Modell (1.2) tatsachlich die
Singularitaten der Spannungen eliminiert. Wir fithren die numerische Betrachtung der Rissspitzenfelder
anhand der Finite-Elemente-Methode durch, indem wir eigenstédndige zweidimensionale Elemente ent-
wickeln und implementieren. Weiter betrachten wir einen horizontalen Riss, der senkrecht von der Ober-
flache eines homogenen Materials ins Innere verlauft. Durch Aufbringung geeigneter Randbedingungen
diskutieren wir eine reine Modus—I- und Modus—-II-Belastung und werden zeigen, dass im Gegensatz
zu den Behauptungen von ArranTis ET AL. [4] sowohl die Dehnungen als auch die Spannungen
in der Nahe der Rissspitze singuldr bleiben. Entsprechende Intensitiatsfaktoren werden eingefiihrt
und mit Hilfe von Finite-Elemente-Rechnungen bestimmt. Anlass zur Verwendung von Modellen der
Gradientenelastizitdt geben auch charakteristische Langen, die durch die Geometrie der Struktur vor-
gegeben sind. Ein solcher Fall liegt fiir einen Zweistoffverbund mit einem Riss parallel zur Trennflache
vor. Als charakteristische Linge dient der Abstand des Risses zur Trennflache. Neben dem sogenannten
Randriss wird auch dieses bruchmechanische Problem analysiert und die Ergebnisse mit denjenigen der
klassischen Elastizitat verglichen.




1.3 Notation

Fiir Tensoren nullter Stufe (Skalare) werden wir normale Kursivschrift t,c;, @, usw. nutzen. Tensoren
erster, zweiter und dritter Stufe stellen wir in fettgedruckter Kursivschrift x,u,F,H,X, ¥, ... dar. Fiir
Tensoren der vierten und hoherer Stufen verwenden wir doppelgestrichene Zeichen in Fettschrift 1,1,.. ..
Weiter bezeichnen wir mit TT die Transponierte und mit det T die Determinante eines Tensors zweiter
Stufe T. Die Inversion eines Tensors zweiter Stufe T fithrt auf die Inverse T~ !.

Wir nutzen im Rahmen dieser Arbeit verschiedene Indizes fiir unterschiedliche Koordinatensysteme. Ein
griechischer Index a € {1,2,3} deutet immer die Komponente beziiglich eines krummlinigen Basis-
systems {g,} bzw. {g“} an. Hingegen bezieht sich ein lateinischer Index i € {1,2,3} immer auf eine
Tensorkomponente beziiglich einer Orthonormalbasis {e;}. Fiir die Komponenten von Matrizen wollen
wir ferner gro3geschriebene lateinische Indizes I verwenden. Fiir die partielle Ableitung aa@ nach der
a-ten Koordinate ©% wollen wir kurz d, schreiben und die entsprechende kovariante Ableitung notieren
wir durch | . Wir folgen der Einsteinschen Summenkonvention und summieren, sofern nichts anderes

gesagt wird, iiber doppelt auftretende Indizes.

Sei E ein EukLipischer Vektorraum und sei E' := E x E x ... x E das i—fache Produkt des Raumes E mit
sich selbst. Der Raum der Tensoren i-ter Stufe, also der Raum der i—fach multilinearen Abbildungen,
sei mit & (Ei, R) bezeichnet. Im Grol3teil der vorgelegten Arbeit wollen wir nicht zwischen der Notation
einer Funktion und ihren Funktionswerten unterscheiden und verzichten auf die explizite Angabe der
Variablen. Wenn es relevant ist, werden wir die volle Notation an der entsprechenden Stelle nutzen.

Beziiglich einer orthonormalen Basis sind die Komponenten des Permutationstensors €, die sogenannten

Permutationssymbole €, durch folgende Vorschrift definiert:

1 fir(i,5,k) €{(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
el]k = _1 fur (i’ji k) E {(1’ 31 2)) (33 21 1)’ (23 1’3)} * (1'3)

0 sonst

Weiter lassen sich durch das sogenannte Kronecker-Delta 6,

1 fliri=j
5ij == 5 (1.4)
0 firi#j

die Komponenten beziiglich einer orthonormalen Basis des Einheitstensors der zweiten Stufe 1, der
vierten Stufe 1 sowie des symmetrisierten Einheitstensors vierter Stufe 15 wie folgt darstellen:

1
(1)ij = 51‘1: (]l)ijkl = 5ik5ﬂ s (]lS)ijkl = 5 (5ik5jz+5i1 5jk) . (1.5)




Im Rahmen dieser Arbeit werden wir verschiedene Produkte zwischen Tensoren verwenden:

* Das dyadische Produkt ® ist eine assoziative Multiplikation, die einen Tensor i-ter Stufe und

einen Tensor j-ter Stufe auf einen Tensor (i + j)-ter Stufe abbildet:

® : Y(E.R)xZ(E,R)> 2 (EYR) : (7,)>T®F. (1.6)

Die einfache Kontraktion - ist ein nicht assoziatives Produkt, das einen Tensor i—ter Stufe (i > 1)
und einen Tensor j-ter Stufe (j > 1) auf einen Tensor (i + j — 2)-ter Stufe abbildet:

- 2(ELR)x 2 (E,R) > 2 (EV2R) : (7,9)>T . (1.7)

Wir konnen die einfache Kontraktion auf eine mehrfache Kontraktion verallgemeinern, bei der sich
pro involvierter Kontraktion die Voraussetzungen an die Tensorstufen i, j um 1 erhéhen und die
Tensorstufe des Bildtensors um 2 verringert. Explizit erwdhnen wollen wir an dieser Stelle die

doppelte Kontraktion ,,:“ (i, j > 2) bzw. die dreifache Kontraktion ,:“ (i,j > 3):

1 Z(BNR)x 2(B,R) > 2 (EHV4R) : (7,9)>T: &, (1.8)

P 2(ELR)x 2 (ELR) > 2 (EV4,R) : (7,9)» T . (1.9)

Die k-fache Kontraktion -, definiert auf natiirliche Weise ein Skalarprodukt <,>; auf dem Raum
der Tensoren k-ter Stufe. Fiir die einfache, doppelte bzw. dreifache Kontraktion gilt:

<> ' 2ER)xZ(ER)—R: (a,b) »<a,b> :=a-b := q;b;, (1.10)

<>, L(EAR)x 2(ELR) >R : (a,b) = <T,8>,:= T:S := TS, (1.11)

<,>; 1 Z(ELR)x Z(E5R) >R : (a,b) » <pv>3:= wiv = g vp. (1.12)

Sowohl die k—fache Kontraktion -, Tensoren hoherer Stufe als auch die k—fache Kontraktion -
Tensoren unterschiedlicher Stufe lasst sich durch das Skalarprodukt <, >, Tensoren k-ter Stufe
ausdriicken. Gehen wir davon aus, dass wir den ersten Faktor als dyadisches Produkt aus einem
Tensor [-ter Stufe und einem Tensor k—ter Stufe beziehungsweise den zweiten Faktor als dyadisches
Produkt aus einem Tensor k—ter und einem Tensor m-ter Stufe darstellen konnen, so gilt:

(MOA) ( (H®@N) =< H 1, Hy> MONE€ZL(EFT™R) . (1.13)
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Die k—fache Kontraktion -, definiert auch auf natiirliche Weise eine Multiplikationsabbildung im
Vektorraum ¥ (]EZk,R) der Tensoren 2 k—ter Stufe. Fiir zwei Tensoren zweiter Stufe T = a ® b,
S = ¢ ®d bildet beispielsweise die einfache Kontraktion das {ibliche Produkt:

T-S := (a®b) - (c®d) =<b,c> a®d = (b-c)a®d € Z(E*R) . (1.14)

Entsprechend erhalten wir das Produkt zweier Tensoren vierter Stufe T := a® b ® ¢ ® d und
S:=e® f ® g ® h durch folgende Vorschrift:

T:S = [(c®d):(e®f)|(aebog®h) = (c-e)(d-f) (a®bogeh). (1.15)

* Fiir Tensoren zweiter und hoherer Stufe definieren wir noch eine spezielle doppelte Kontraktion:
©: Z(ExEFXxER)x Z(ExE' xER)—> 2 (E R) : (7,9)—>T 0. (1.16)

Die Kontraktionen werden hierbei gewissermal3en ,iiber Kreuz“ ausgefiihrt. Fiir Tensoren, die sich
als Produkt 7 =a® & ® b bzw. & = ¢ ® & ® d darstellen lassen, soll beispielsweise gelten:

ToS = [(a®b):(c®d)T]9®9 —(a-d)(b-0)Po2. (1.17)

* Das verallgemeinerte Kreuzprodukt x definieren wir mit Hilfe des Permutationstensors €:

x : Z(ENR)x 2 (ELR) > 2 (EXLR) 1 (7,9)» T xS == €0(T0F). (1.18)

Um die Differentialoperatoren des Gradienten, der Divergenz sowie der verallgemeinerten Rotation
(curl) darzustellen, bedienen wir uns der iiblichen Notation, den Nabla—Operator V als Tensor erster
Stufe zu interpretieren. Diese Interpretation ermoglicht es uns, die Differentialoperatoren angewendet
auf einen Tensor 7 € ¥ (Ek, R) , k> 1 folgendermalien darzustellen:

grad(7) = VeZ =V7, div(Z7)=V-FJ, cul(T) =VxT. (1.19)
Fiir einen Tensor zweiter Stufe T definieren wir folgende Komponentendarstellungen:

(VT)ij =: Tjk|i’ (V-T) = Tj

i’ (V X T)U = €ril T]k e (120)

1






2 Theorie der mikromorphen Kontinua

In diesem Kapitel werden wir die Grundlagen der mikromorphen Kontinua einfithren und erlautern. Wir
werden zuerst die Kinematik eines klassischen Makrokontinuums einfiihren. Diese erweitern wir dann
um die Kinematik eines Kontinuums mit Mikrostruktur nach Minprin [32]. Nach der Einfiihrung der
geometrischen Linearisierung der kinematischen Grof3en, werden wir anhand des Prinzips der virtuellen
Arbeit sowohl die Bilanz- als auch die konstitutiven Gleichungen der Theorie aufstellen. Anschlie3end
miissen wir die Kompatibilititsbedingungen betrachten, die verifizieren, ob gewisse Felder integrierbar
werden. Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir die klassische lineare Elastizitit als Spezialfall der im
Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Theorie gewinnen und die Unterschiede beider Theorien diskutieren.

2.1 Kinematik klassischer Kontinua

Ein (kontinuumsmechanischer) Korper 93 ist definiert als eine strukturlose Menge aus sogenannten
Punkten &'. Um das Verhalten eines Korpers 98 unter Beanspruchung mathematisch besser erfassen
zu konnen, verleihen wir der Menge 98 eine Struktur, indem wir die Punkte & € 98 mit Vektoren des
rukLipschen Vektorraumes R* identifizieren. Diese Identifikation zwischen dem Punkt & € % und dem
Ortsvektor X € R® wird durch eine injektive Abbildung, die sogenannte Konfiguration x, beschrieben:

K: 3 >R : 2 — X. 2.1

Der Begriff der Konfiguration wird in der Kontinuumsmechanik auch fiir das Bild x(2) des Korpers 93
unter der Abbildung x verwendet. Es wird vorausgesetzt, dass der Raumbereich k(%) eine offene Teil-
menge des R® ist. Allerdings wird jede derartige Abbildung x Konfiguration genannt, das heif3t wir
konnen einem Punkt & € 9 mehrere Ortsvektoren zuordnen.

Eine besondere Konfiguration ky, die keinen tatsdchlichen Zustand des Korpers 9 beschreiben muss,
stellt der Raumbereich der Referenzkonfiguration %; dar:

Rp = Kp(B)CR>. (2.2)

Wie in der Kontinuumsmechanik iiblich bezeichnen wir die Raumpunkte der Referenzkonfiguration %,
auch als materielle Punkte X € 2. Unter der Bewegung eines Korpers 98 verstehen wir nun eine mit
der Zeit t parametrisierte Schar i von Konfigurationen (Deformationszustdnden) des Korpers 93:

K: BxICR - R®: (2,t) » x = k(Z,t). (2.3)
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Wir sprechen auch davon, dass die Bewegung k des Korpers 4 zu jedem Zeitpunkt t denjenigen Raum-
bereich k(4, t) angibt, den der Kérper 9B zur Zeit t einnimmt. Aus der Schar ik heben wir besonders die
sogenannte Anfangskonfiguration %, hervor, die den Raumbereich des R? beschreibt, den der Kérper %

zu Beginn einer Bewegung, also zum Zeitpunkt t = 0, einnimmt:
R, = k(AB,0)CR3. (2.4)

Sofern nichts anderes angegeben wird, gehen wir davon aus, dass die Referenzkonfiguration %5 und die
soeben eingefiihrte Anfangskonfiguration %, zusammenfallen, das hei3t 2, = Z3.

Ferner heben wir noch die Momentankonfiguration %, des Korpers 9 zur Zeit t hervor:
R, = K(B,t)CR>. (2.5)

Identifizieren wir in der Schar k den Punkt & € % mit seinem materiellen Punkt X, so nennen wir die
daraus resultierende Abbildung Bewegungsgleichung:

£ BgxICR - R : (X,t) » x = 2(X,t) = & (k37 (X),¢) . (2.6)

Wir setzen voraus, dass die Bewegungsgleichung ein Diffeomorphismus ist und bei festgehaltener Zeit t
eine Inverse X '(x, t) = X(x, t) besitzt und % (X, t) samt X(x, t) geniigend oft differenzierbar ist.

Die Bewegungsgleichung auszuwerten wére aber sehr aufwiandig und teilweise sogar unméglich. Daher
fiihren wir andere GréRen mit Hilfe von materiellen Linien ein, um Deformationen zu beschreiben. Eine
materielle Linie des Korpers £ ist eine in allen Konfigurationen aus den selben materiellen Punkten X
bestehende Linie, die mit dem Korper mit deformiert wird. Den Tangentenvektor dieser materiellen Linie
im materiellen Punkt X nennen wir ein materielles Linienelement dX (siehe Abbildung 2.1) und die
Menge aller materiellen Linienelemente im materiellen Punkt X notieren wir durch die Menge Tx%p.
Der Raum T, %Z, im Punkt x der Momentankonfiguration £, ist die Menge aller Tangentenvektoren an
mitdeformierten materiellen Linien.

Die Deformation des Korpers 98 lasst sich durch die Transformation von materiellen Linienelementen
beschreiben. Die Transformation eines materiellen Linienelementes dX der Referenzkonfiguration %5 auf
das zugehorige materielle Linienelement dx der Momentankonfiguration %, wird durch die Abbildung
des Deformationsgradienten F beschrieben:

F: TxRp —» T, R, : dX — dx = F-dX = (x) -dX. 2.7

Der Deformationsgradient wird also als Gradient der Bewegungsgleichung fiir festgehaltene Zeit t gebil-

det. Es folgt weiter, dass det F # 0, da wir die Bewegung als invertierbar annehmen.
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Der Deformationsgradient F transformiert nicht nur Linienelemente, sondern unter anderem auch das
Volumenelement dV der Referenzkonfiguration %5 auf das entsprechende Volumenelement dv der Mo-
mentankonfiguration %, (siehe zum Beispiel Haurt [21], Theorem 1, S. 28):

dv = (detF)dv . (2.8)

Diese Transformation hat auch eine wichtige physikalische Implikation. Da Volumina niemals negativ

werden konnen, folgt fiir die Determinante des Deformationsgradienten F:

(detF#0) A (dv,dV > 0) = detF > 0. (2.9)

Dies begriindet die Annahme der Invertierbarkeit der Bewegungsgleichung fiir festgehaltene Zeit t.

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung der Konfigurationen

Bei einer iiberlagerten Starrkorperbewegung verschwindet der Deformationsgradient F nicht, denn zum
Beispiel bei einer Starrkorperrotation Q gilt F = Q. Starrkorperbewegungen sind vom Standpunkt der
Mechanik deformierbarer Korper uninteressant. Daher wird oft die sogenannte polare Zerlegung des
Deformationsgradienten F in einen eigentlich orthogonalen Rotationstensor R und einen symmetrischen,
positiv definiten Strecktensor U oder V verwendet (siehe BEcker [7]):

F =R-U=V-R. (2.10)

Diese Zerlegung fiihrt zum Beispiel auf den rechten Caucuy-GreEN-Tensor C = U? := F' - F. Dieser
besitzt die Eigenschaft, dass bei einer Starrkorperbewegung C = 1 gilt.
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Eine weitere Moglichkeit zur Erfassung der Deformation ist es, den Verschiebungsvektor u, der in
Abbildung 2.1 angedeutet ist, zu verwenden:

ulX,t) .= x(X,t)—X. (2.11)

Weil sowohl die Referenzkonfiguration %5 als auch die Momentankonfiguration %, in den Eukripschen
Vektorraum R® eingebettet sind, ist diese Differenz wohldefiniert. Gradientenbildung des Verschiebungs-
vektors u beziiglich des materiellen Punktes X fiihrt auf den sogenannten Verschiebungsgradienten H:

H = gu(X,t) = %X, t)—X = F—1 =— F =H+1. (2.12)

Sowohl der Deformationsgradient F als auch der Verschiebungsgradient H stellen in der Literatur ver-
wendete Beschreibungsweisen fiir Deformationen von Koérpern 98 dar. Der Verschiebungsgradient H
verschwindet zwar bei einer Starrkorpertranslation, denn hier gilt H = F—1 = 1—1 = 0, und
dieser ist in diesem Sinne besser geeignet als der Deformationsgradient F. Aber fiir eine Starrkorper-
rotation Q verschwindet auch der Verschiebungsgradient H nicht, denn in diesem Fall erhalten wir
H = F—1 = Q-1 # 0. Eine kinematische Groe zur Beschreibung der Deformation, die jedoch
bei allen Starrkorperbewegungen verschwindet, ist der GREEN—-LAGRANGE-Verzerrungstensor E:

E = %(C—l) = %(FT-F—I) = -(H+H"+H" -H) . (2.13)

N

2.2 Kinematik mikromorpher Kontinua

«

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung des Mikrokontinuums
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Wir diskutieren im Rahmen dieser Arbeit eine Erweiterung des klassischen Kontinuums, um auch Léngen-
skaleneffekte erfassen zu konnen. Die im vorherigen Kapitel eingefiihrten Grofden beschreiben das so-
genannte Makrokontinuum, da die Betrachtungsweise auf der makroskopischen Ebene ansetzt. Wir
erweitern die Kinematik des klassischen Kontinuums um eine jedem materiellen Punkt X angeheftete,
Mikrokontinuum genannte, Substruktur, die ein deformierbarer Korper sein soll. Analog der klassischen
Kinematik bezeichnen wir den Raumbereich der Referenzkonfiguration oder Momentankonfiguration,
der von diesem Mikrokontinuum am Punkt X oder x eingenommen wird, mit ./ (X) oder ., (x).
Sowohl das Mikro- als auch das Makrokontinuum wird in den Vektorraum R? eingebettet. Daher kénnen
wir analog zu den Ortsvektoren X € %z, x € #, die Mikropunkte der Mikrokontinua mit sogenannten
Mikroortsvektoren X', x’ identifizieren und stellen uns vor, dass diese vom jeweiligen Punkt X,x des
Makrokontinuums ausgehen:

x' = XXX, t) e M(x), X =X(X,x',t) € M(X). (2.14)

Es wird vorausgesetzt, dass diese Abbildung in allen Argumenten geniigend oft stetig differenzierbar ist.
Wir lehnen weiter das Verhalten des Mikrokontinuums an das Verhalten des Makrokontinuums an und
fiihren einen Mikrodeformationsgradienten f ein. Das charakteristische Merkmal des mikromorphen
Kontinuums ist, dass die Deformation des Mikrokontinuums homogen ist, das heif3t nicht von den Orts-
vektoren des Mikrokontinuums abhingen: f = f (X, t). Daher kann f als eine Abbildung der Form

f:TxRp — TR : X — x' = f-X = (6p%')-X (2.15)

angesehen werden. Analog dem Verschiebungsfeld u sowie dem Verschiebungsgradienten H definieren
wir auch eine Mikroverschiebung u’ sowie einen Mikroverschiebungsgradienten h:

u =x'—X', h:=20du = f-1. (2.16)

Der symmetrische beziehungsweise antisymmetrische Anteil des Mikroverschiebungsgradienten h wird
auch als Mikrodehnung ¥ = hg beziehungsweise Mikrorotation y = h, bezeichnet. Die Kopplung
des makro— und mikroskopischen Teils der Theorie wird durch die relative Deformation y genannte
Differenz aus dem Makro— und dem Mikroverschiebungsgradienten beriicksichtigt:

Yy = H-—h. (2.17)

Diese Differenz einer Grofse des Makro— und einer Grofse des Mikrokontinuums kénnen wir betrachten,
da beide Kontinua (Makro- wie Mikrokontinuum) in ein und denselben Vektorraum R3 eingebettet sind.
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2.3 Asymptotische Entwicklung der Verzerrungstensoren

In vielen technischen Problemstellungen treten lediglich kleine Deformationen auf. Um die Grofde einer
(quasi-)statischen Deformation zu charakterisieren, geniigt es die folgenden Kenngrof3en zu betrachten:

6, := sup |H(X, )|, (2.18)
Xedp tel

6y 1= sup lh(X, X, )l , (2.19)
XERR X' € MR(X),tel

5y = sup IVR(X, X', )] . (2.20)

XERR X' €MR(X),tel

Des weiteren definieren wir ein iibergeordnetes Maf3 6 zur Erfassung der Grol3e der Deformation durch
6 = max{d;} = max{d,,0,,03}. (2.21)

Wir sprechen von kleinen Deformationen, falls diese KenngroRe sehr klein bleibt, das heilst sofern
6 < 1. Alle anderen Deformationen bezeichnen wir als gro und untersuchen sie im Rahmen dieser
Arbeit nicht ndher. Wir geben weiter einige wichtige asymptotische Entwicklungen an und starten mit
der asymptotische Entwicklung der Inversen F~! des Deformationsgradienten F beziehungsweise der
Inversen f~! des Mikrodeformationsgradienten f:

F'=1-H+0(8*)~1-H, f'=1-h+0(6*)~1-h. (2.22)

Eine Folge ist, dass wir nicht zwischen der Gradientenbildung dy beziiglich der Referenzkonfiguration %,
und der Gradientenbildung J, beziiglich der Momentankonfiguration %, unterscheiden miissen:

0, = (0X) 0y = F' 04~(1—H) -0y = &x—H -0y = x—0(5)-0 (2.23)

Der hintere Term ist in einer Theorie der kleinen Deformationen, das heil3t falls 6 < 1 gilt, von kleinerer

Grollenordnung und kann somit vernachléssigt werden. Wir erhalten die Approximation
o, ~ Oy . (2.24)

Daher wird in einer Theorie kleiner Deformationen nicht zwischen x € %, und X € %5 unterschieden.
Demzufolge werden wir im weiteren materielle Punkte einfach mit x identifizieren und schreiben einfach
Z fiir die betrachtete Konfiguration.

Die asymptotische Entwicklung des GREEN—LAGRANGE-Verzerrungstensors E liefert die Dehnung &:

s:=H5:1H+HT = E =¢+0(6%)~c¢. (2.25)
2
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2.4 Freie Energiefunktion (pro Volumeneinheit)

Die wihrend einer Deformation im Material gespeicherte Energie wird durch die freie Energie W (pro
Volumeneinheit) beschrieben, die mit den genutzten Freiheitsgraden zusammenhéngt. In der klassischen
Theorie isothermer Prozesse wird davon ausgegangen, dass die freie Energiefunktion W lediglich vom
Deformationsgradienten F abhingt, das heift W = W(F). Diese rein mechanische Theorie wird im
Rahmen des mikromorphen Kontinuums durch die Wahl einer freien Energiefunktion W erweitert, die
sowohl von dem Deformationsgradienten F des Makrokontinuums als auch vom Mikrodeformations-
gradienten f abhéngt (siehe zum Beispiel Eringen [11]). Um auch Langenskaleneffekte mit der Material-
theorie abbilden zu kénnen, wird noch eine Abhingigkeit von der Umgebung des materiellen Punktes x
benotigt. Der Gradient V f des Mikrodeformationsgradienten f beziiglich des Ortsvektors x des makro-
skopischen Kontinuums wird als zusétzliche unabhéngige Variable gewahlt. Dadurch wird eine interne
Lange und mit dieser die Moglichkeit der Erfassung von Lingenskaleneffekten gewonnen. Insgesamt

wird folgende Form fiir die freie Energie angesetzt:
W = W(F,f,Vf). (2.26)

Diese soll eine freie Energie W (pro Volumeneinheit) des Makrokontinuums beschreiben. Weiter wird
gefordert, dass die Materialtheorie dem Prinzip der materiellen Objektivitdt geniigt. Es wird dann auch
von einer materiell objektiven Materialtheorie gesprochen: Die freie Energie W muss unabhingig von
der Wahl eines Beobachters sein. Fiir die Abhingigkeiten der freien Energiefunktion W bedeutet das,
dass bei einer Starrkorperrotation Q des Beobachters gelten soll:

F* =QF, f"=Q-f, (Vf)=Q-Vf. (2.27)
Das Prinzip der materiellen Objektivitat fordert fiir die freie Energiefunktion W
W=W* < W(F,f,Vf) = WEF,f(Vf)) =W(Q-F,Q f,Q-Vf). (2.28)

Diese Gleichung muss fiir alle orthogonalen Transformationen Q gelten, also insbesondere, wenn wir
speziell Q = RT mit der Rotation R der polaren Zerlegung F = R-U des Makrodeformationsgradienten F
wahlen (siehe auch EriNGeN [11]). Setzen wir diese Wahl der Transformation ein, so gewinnen wir

w = W(R"-F,R"-f,R"-Vf) = W(U,R" - f,R" - Vf) . (2.29)
Geschickte Multiplikation mit dem Einheitstensor 1= U U~ in den hinteren Argumenten liefert weiter

w=w(Uu,u-u*R"-fU-U'R"-Vf)=W(U,U-F' fU-F' Vf). (2.30)
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Wir reinterpretieren, da das erste Argument bereits die Abhédngigkeit des Strecktensors U enthélt, und
schreiben die freie Energie durch eine neue Funktion I/%/ um. Auch bei W fiihren wir die asymptotischen
Entwicklungen von Abschnitt 2.3 ein und vernachlédssigen im Rahmen der Theorie kleiner Deformationen
die quadratischen Terme der Argumente:

W =W(U,F' fF'-Vf) ~ W(U,(Q—-H)-(1+h),(1—H)-Vh) (2.31)
~ W(U,1—H +h,Vh) . (2.32)

Da wir eine Theorie kleiner Deformationen betrachten, konnen wir die Abhédngigkeit des Strecktensors U
und des Einheitstensor 1 durch eine Abhéngigkeit von der Dehnung ¢ ~ E = % (U2 — 1) ausdriicken. Wir
erkennen eine weitere Abhéngigkeit von der relativen Deformation ¥y = H — h im zweiten Argument.
Diese beiden Erkenntnisse motivieren eine spezielle Form der freien Energiefunktion W. Wir folgen
BRrOsE ET AL. [8] und machen den speziellen Ansatz

. 1 .
W ~ W(e,y,Vh) = Es:C:s+%7:C:y+%(Vh:C):Vh. (2.33)

In diesem Ansatz werden der klassische Elastizitdatstensor mit den Lameschen Konstanten A; und y;

sowie zwei nicht-klassischen Materialparametern c¢; beziehungsweise c; verwendet:

C = )‘L 1® 1+2ML ]15 , (Cijkl = (Cklij = (Cijlk = Cjikl . (234)
Wir nehmen weiter an, dass der Mikroverschiebungsgradient h symmetrisch ist:

h(x,t) = ¥(x,t). (2.35)
Wie wir an der Verwendung des klassischen Elastizitatstensors C im Ansatz (2.33) erkennen, wurden
die Materialparameter der freien Energiefunktion W von BRrosk ET AL. [8] so gewdhlt, dass lediglich
der symmetrische Anteil y¢ der relativen Deformation 7 in die freie Energiefunktion W eingeht. Da die
Dehnung ¢ = H bereits die Abhédngigkeit des symmetrischen Anteils Hg des Verschiebungsgradienten H

erfasst, reinterpretieren wir die freie Energiefunktion W durch Einsetzen der Beziehung v = H, — ¥ als:

1+4+c¢4

W~ W(e, W, V) = s:c:e+%~°’xp:c:w+% (VO:C) V¥ —ce:C:¥. (2.36)
Diese Darstellung der freien Energiefunktion W ist eine unserer priméren Arbeitshypothesen und stellt
als solche die Grundlage aller weiteren Ausfiihrungen dar. Zusammengefasst gilt: Die Form (2.36) der
freien Energie W (pro Volumeneinheit) beschreibt eine nicht-lokale Theorie, da durch die Abhédngigkeit
vom Makrogradienten V¥ der Mikrodehnung ¥ auch die Umgebung eines materiellen Punktes x be-
riicksichtigt wird. Weiter erlaubt der Materialparameter c;, wie sich zeigen wird, eine interne Lange zu
definieren und ermoglicht es uns somit, Lingenskaleneffekte zu erfassen.
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2.5 Positive Definitheit der freien Energiefunktion

Um fiir kleine Deformationen die Stabilitit einer belastungsfreien Gleichgewichtslage zu garantieren,
muss die freie Energiefunktion (pro Volumeneinheit) positiv definit sein. Diese Forderung diskutieren
wir am besten anhand einer Beschreibung der freien Energie W als quadratische Bilinearform der
Variablen ¢,7, V¥, das heit anhand von W = W (g,y, V¥). Fiir die Stabilitit einer belastungsfreien
Gleichgewichtslage folgt dann aus Gleichung (2.33) zusammen mit Gleichung (2.34):

~ 1
0 < W(e,ry,V¥) = EE:[AL1®1+ML]IS]:£+C§T:[AL1®1+ML]15]:7'
(2.37)
cic :
+%(vw:[AL1®1+mns]):W.

Ausfiihren der auftretenden Multiplikationen fiihrt auf die folgende Ungleichung:
A
0 < EL [(e:1 +¢; (r: 1 + e e IVIW 1P ]+ g [llell® + s iyl +crcs IVEIP] . (2.38)

Um eine Schlussfolgerung der Materialparameter zu gewinnen, miissen wir diese Ungleichung der-
art umgestalten, dass sie eine Linearkombination unabhingiger Grof3en darstellt. Die Zerlegung eines
Tensors T zweiter Stufe in seinen Kugelanteil TX, der von der Spur abhiingt, und den deviatorischen
Anteil T? bietet sich als Darstellung an, da schon einige Terme eine Spur enthalten. Wir gewinnen:

3
0S4 LI + 3 Il 117 + cq e 17251

(2.39)
+ g [HIEP + eI + s Iy I + s Iy P11 + ey s IV 2 LTI + ¢y c5 [VEPIP]
Umsortieren dieser Ungleichung in die einzelnen unabhingigen Anteile liefert:
0< (22 K2 32 K2 32 v[w:1]|?
i ptug ) llet]l® +es et 1A N | (e S crug | IV 1]
2 2 2 (2.40)

+up e + caup Iy 1P + ey cs g IVEP12.
Notwendig und hinreichend fiir die Erfiillung dieser Ungleichung ist, dass alle Vorfaktoren nicht-negativ

sind. Der erste Term liefert eine erste Bedingung und das Betrachten der Vorfaktoren der Deviatoren
liefert eine zusatzliche Implikationskette:

3A,+2u, >0 A (U >0 = ¢3>0 = ¢;>0). (2.41)

Diese Ungleichungen stellen einschrankende Bedingungen an die Wahl der Materialparameter und sind
bereits in BROSE ET AL. [8] angegeben.
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2.6 Prinzip der virtuellen Arbeit

Das Prinzip der virtuellen Arbeit (PdvA) besagt, dass die virtuelle Arbeit der inneren Krafte 6W; und
die virtuelle Arbeit der eingeprédgten dufderen Krafte W, zueinander gleich sein miissen:

0 =0W,—oW, <= 0=06W,—0oW,. (2.42)

Die Erfiillung dieses allgemeinen Prinzips ist fiir elastische Korper dquivalent zum Erfiillen der Gleich-
gewichtsbedingungen. Wir setzen voraus, dass die inneren Kréfte ein Potential besitzen: Die freie
Energiefunktion W. Die Arbeit W, der inneren Krifte definieren wir dann durch:

wi(t) = f Wdv = oW, = f SW dv . (2.43)
R R

Nach geeigneter Wahl der dufleren Kréfte impliziert die Annahme (2.42), dass die Theorie thermo-
dynamisch konsistent sein wird. Thermodynamische Konsistenz bedeutet, dass die Theorie vertraglich
mit dem angenommenen ersten und zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist. Auch wenn stets kei-
nerlei Warmefluss stattfindet und die Deformationsprozesse stets isotherm sind, wenn also eine rein
mechanische Theorie vorliegt, muss sie nicht (automatisch) thermodynamisch konsistent sein. Bekann-
te Beispiele dafiir sind jeweils im Rahmen der konventionellen Formulierung des ersten und zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik die Caucnysche Elastizitdt und die Hypoelastizitat. Dies duldert sich
nicht zuletzt dadurch, dass sowohl fiir CaucHysche Elastizitit als auch fiir Hypoelastizitit keine freie
Energiefunktion existiert. In einem ersten Schritt haben wir bereits in Abschnitt 2.4 a priori die Existenz
einer freien Energiefunktion vorausgesetzt. Dann stellt Gleichung (2.42), unabhéngig von der speziellen
Form von W, und W, den ersten Hauptsatz der Thermodynamik in Form von virtuellen Anderungen dar.
In einem zweiten Schritt gehen wir nun von einer unbekannten Form der duf3eren Kréfte beziehungs-
weise der entsprechenden Arbeit W, aus und setzen die freie Energie W in der Form (2.36) als bekannt

voraus.

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik fiir isotherme Prozesse und Elastizitit verlangt, dass die soge-
nannte Spannungsleistung, unabhingig von ihrer Definition, Arbeit leistet, die vollstdndig in der freien
Energie gespeichert wird. Das bedeutet insbesondere, dass keine Dissipation existiert. Die Spannungs-
leistung steht in direkter Beziehung zur Form der dufleren Krifte und zu den zunichst unbekannten
Gleichgewichtsbedingungen. Eine bekannte freie Energiefunktion W und eine stindige Erfiillung des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik erlauben dann die Form der duleren Kréfte sowie die zuge-
horigen Gleichgewichtsbedingungen zu bestimmen. Dieses Vorgehen geht im Prinzip auf MinpLin [32]
zurlick (vergleiche auch Brosk ET aL. [8]), der allerdings den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in
seiner Arbeit nicht explizit einbezogen hat. Trotzdem kann sein Vorgehen im Sinne der oben erwdhnten
Schritte verstanden beziehungsweise interpretiert werden. Dem zweiten Schritt folgend werden wir im

Folgenden die Form der duf3eren Krifte und die entsprechenden Gleichgewichtsbedingungen bestimmen.
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Als erstes bilden wir die Variation 6W. Wir fiihren fiir die drei auftretenden partiellen Ableitungen die
Abkiirzungen ¥, 7 und u ein und erhalten:

W = 6¢:(0,W)+ 5% : (0yW)+5(VE): (OgeW) =: 5e:X+5¥:7+5(VE)iw. (2.44)

GemalR dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik wird die gesamte Spannungsleistung in der freien
Energie gespeichert. Das bedeutet insbesondere, dass die virtuelle Anderung 6W beziehungsweise die
Summe der skalaren Produkte ¢ : ¥ + 6% : 7 + §(V¥):u gleich der Spannungsleistung sein muss.
Durch Gleichung (2.44) wird die Spannungsleistung mit den virtuellen Inkrementen ¢, 5% und 6 (V¥)
und den zugehorigen Spannungen ¥, 7 und w in Beziehung gesetzt. Formal ist somit der zweite Haupt-
satz der Thermodynamik erfiillt und es bleibt noch die zugehorigen Gleichgewichtsbedingungen fiir die
Spannungen X, 7 (Tensoren zweiter Stufe) und w (Tensor dritter Stufe) sowie die erforderlichen Rand-

bedingungen zu bestimmen.

Die noch unbekannten Gleichgewichts— und Randbedingungen miissen auf jeden Fall derart gestaltet
sein, dass Gleichung (2.42) niemals verletzt wird. Dies kann folgenderweise gesichert werden. Als erstes
driicken wir die Variation 6¢& = 6 Hg durch die Variation 6u der klassischen Verschiebung u aus:

SW = 5[% (Vu+[Vu]T)]:Z}+5lIl:'c+6(V\Il)fu. (2.45)

Ausnutzen der Symmetrie von % und Vertauschen der Bildung des Gradienten V und der Variation 6
liefert die folgende Darstellung fiir die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte 6W; aus Gleichung (2.42):

oW, = f SWdv = f V(5u):ZdV+J 5‘I’ZTdV+J V(6¥):udv. (2.46)
% 7 % 7

Anwenden der Kettenregel liefert weiter, dass

oW, = J V-[Z-5u]dV—J 5u-[V-Z]dv+J oW :tdv
s s * (2.47)
+J V-[,u,:6\1‘]dv—f 6P :[V-u]dv.
P e

Zwei der Intregrale konnen wir mit Hilfe des Gaussschen Integralsatzes transformieren:

oW, =J n-[2-5u]da+J n-[w:o6¥]da
ox o (2.48)

—J 5u-[V-Z]dv+J oP:[t—V-uldv.
7z z
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Die Oberflachenintegrale motivieren die Form der virtuellen Arbeit der d&uBeren Kréfte 6W, (unter der
Annahme verschwindender dullerer Volumenkrifte). Weiter wird die Existenz von klassischen flachen-
bezogenenen Kréften t und nicht—klassischen flachenbezogenenen Doppelkriaften A angenommen, die
jeweils in Verbindung mit den klassischen und den nicht—klassischen Freiheitsgraden u und ¥ folgende
virtuelle Arbeit der dulderen Kréifte erzeugen:

ow, ::f 5u-tda+J o¥:Ada. (2.49)
oR oR

Einsetzen der Darstellung (2.48) der virtuellen Arbeit 6W; der inneren Krafte und der Darstellung (2.49)
der virtuellen Arbeit 6W, der dufleren Kréfte in das Prinzip der virtuellen Arbeit (2.42) liefert:

0 =W, —oW, = f 6u-[V-Z]dV+J 6P :[V-u—7]dv
7 7 (2.50)
+f 6u-[t—n-2]da+f 6P :[A—n-ujda.
R R

Das Hauptlemma der Variationsrechnung liefert als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Giiltigkeit des Prinzips der virtuellen Arbeit die gesuchten Gleichgewichtsbedingungen,

0=VvV:%, 0=V-u—r1, (2.51)
sowie die Randbedingungen fiir klassische und nicht-klassische (Doppel-)Kréfte:
t=n-%, A=n-w. (2.52)

Betrachten der Divergenzen in den Gleichgewichtsbedingungen verifiziert, dass wir von der CaucHyschen
Spannung X sowie einer Hyperspannung w sprechen konnen. Zusatzlich beinhaltet die Gleichgewichts-
bedingung der Hyperspannung noch die relative Spannung 7. Diese drei sind nach Gleichung (2.44)
zusammen mit der freien Energiefunktion W gemiR Gleichung (2.36) wie folgt definiert:

(e, ¥) = (6,W) = (1+c3) e:C—c3¥:C, (2.53)
7(e,¥) = (OW) = ¢35 (¥—¢):C, (2.54)
w(Ve) = (BggW) = c;c3VE:C. (2.55)

Die Gleichungen (2.51) und (2.52) sind also die Gleichgewichts— und Randbedingungen fiir das mikro-
morphe Kontinuum. Der Sonderfall eines symmetrischen Mikroverschiebungsgradienten zusammen mit
den Gleichgewichts— und Randbedingungen (2.51) und (2.52) sowie den Materialgleichungen (2.53)
bis (2.55) bilden eine spezielle mikromorphe Theorie, die, wie wir in Abschnitt 2.11 zeigen werden, zum
IG-Modell (1.2) fithren.

24



2.7 Massenbilanz

Bei der Diskussion der Bilanz der Masse m des Makrokontinuums 9 fordern wir, dass im Inneren des
Kontinuums keine Masse produziert oder vernichtet wird, und, dass das Kontinuum ein geschlossenes
System darstellt, das heil3t dass kein Massenfluss iiber die Oberfliche 028 stattfindet. Wir gehen, wie
in der Kontinuumsmechanik iiblich, von einer kontinuierlich verteilten Masse m aus und fithren daher
allgemein eine Massendichte py der Referenzkonfiguration %5 und eine entsprechende Massendichte p
der Momentankonfiguration %, ein. Da wir eine Theorie kleiner Deformationen betrachten, miissen wir

nicht zwischen den Konfigurationen unterscheiden und die Massenerhaltung nimmt folgende Form an:

or = (detF)p — pr =~ p. (2.56)

2.8 Ebener Verzerrungszustand

Einen ,ebenen Verzerrungszustand“ (auch ,ebener Dehnungszustand“ genannt) definieren wir zuerst,
entgegen der Namensgebung, anhand des Verschiebungsfeldes u. Wir wahlen fiir die Betrachtung ein
orthonormales Basissystem {e;, e,,es} derart, dass die Basisrichtung e; fuBpunktunabhéngig parallel zu
einem Normalenvektor einer Ebene gerichtet ist. Dann erzeugt ein Verschiebungsfeld u einen ebenen
Verzerrungszustand (EVZ) beziehungsweise einen ebenen Dehnungszustand, falls es nur von den zwei
kartesischen Koordinaten x; und x, abhéngt und die Normalenkomponente u; verschwindet:

u(x,t) = a(xy;,xyt) A eg-u =0. (2.57)

Die Namensgebung eines ebenen Dehnungszustandes motiviert sich durch die Tatsache, dass wir statt
des Verschiebungsfeldes u die Dehnung & betrachten und dass sich aus der Forderung (2.57) an das
Verschiebungsfeld u die folgenden Dehnungen ergeben:

e(x,t) = &(x1,x9,t) AN e3-€=0. (2.58)

Der ebene Dehnungszustand bedeutet fiir das Mikrokontinuum analogerweise:

W(x,t) = ¥lx;,x5t) A e ¥ =0, (2.59)
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2.9 Kompatibilitatsbedingungen

Wir haben bisher diverse Gleichungen diskutiert, die entweder das Materialverhalten beschreiben oder
Forderungen an dieses stellen. Wiirden wir zur Beschreibung des Materialverhaltens ein entsprechend
oft stetig differenzierbares Verschiebungsfeld u nutzen, so wiirden automatisch alle daraus abgeleiteten
Grollen wie zum Beispiel der Verschiebungsgradient H oder der GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor E
existieren und ebenfalls entsprechend oft stetig differenzierbar sein. Allerdings verwenden wir, um das
Materialverhalten zu beschreiben, nicht das Verschiebungsfeld u selbst, sondern die Dehnung . Lost
ein Dehnungsfeld ¢ das System der Feld— und Materialgleichungen, so bleibt aus mathematischer Sicht
noch die Frage, ob dieses Dehnungsfeld ¢ zu einem giiltigen Verschiebungsfeld u integrierbar ist. Diese
Integrabilitdt untersuchte St. VENANT bereits 1860 und fiihrte den Kompatibilititstensors 4 im Zuge

seiner Diskussion durch folgende Definition ein:

€6(-) := curl(curl(:)) = Vx[Vx()]. (2.60)

Die Kompatibiltiatsbedingungen fordern, dass der Kompatibilititstensor 6 der Losung ¢ verschwindet:

0 = €¢(¢) = curl(curl(¢)) = Vx[Vxeg]. (2.61)

2.10 Spezialfall der linearen Elastizitat

Die Kinematik der linearen Elastizitdt beschreibt einen materiellen Punkt x, der lediglich klassische
Translationsfreiheitsgrade u besitzt. Wir haben die lineare Elastizitdt um den Freiheitsgrad ¥ einer (in
unserem Fall homogenen) Deformation eines Mikrokontinuums erweitert.

Die Gleichgewichtsbedingungen der linearen Elastizitdt gelten unverdndert mit der symmetrischen
CaucHyschen Spannung ¥ = (8€W). In der linearen Elastizitdt impliziert die zweite Bilanzgleichung,
die Drehimpulsbilanz, dass der CaucHysche Spannungstensor X symmetrisch sein muss. Die in dieser
Arbeit vorgestellte Materialtheorie fordert eine zuséatzliche Feldgleichung: Die Gleichgewichtsbedingung
der Hyperspannung u. Durch die Abhédngigkeit dieser Hyperspannung pw vom Makrogradienten V¥ der
Mikrodehnung ¥ gewinnen wir einen Einfluss der Umgebung des materiellen Punktes x auf dessen De-
formation. Somit erweitern wir die lineare Elastizitdt auch um die Moglichkeit, Lingenskaleneffekte zu
erfassen. Diese sind auf natiirliche Weise durch den Materialparameter c;, der die Einheit einer Lange
zum Quadrat besitzt, in das Modell integriert.

Die Theorie der linearen Elastizitét ist weiter als Speziallfall des hier vorgestellten Modells enthalten.
Fiir den Grenzfall c; — 0 gewinnen wir die Gleichungen und Spannungen der linearen Elastizitét.
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2.11 Folgerung des Modells: IG-Modell und HELMHOLTZ-Gleichung

Die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Materialtheorie hat eine interessante Folgerung. Betrachten

wir die Summe aus der relativen Spannung 7 und der CaucHyschen Spannung X, so ergibt sich:

(2.53)

T+ =
(2.54)

[c3(F—€):C]+[(1+¢c3)e:C—c3¥:C] =¢:C = 71 =¢:C—-X. (2.62)

Die Gleichgewichtsbedingung (2.51), der Hyperspannung u liefert in Kombination mit der Definition

der Hyperspannung w und dem Larrace-Operator A angewandt auf die CaucHysche Spannung X:

2.51 . .
@2 gy B eaw:c 2V (14¢) Ae:C—c, AZ. (2.63)

Ein Vergleich der Gln. (2.62) und (2.63) liefert das IG-Modell:
YX—AY = £:C—cyAe:C, ¢y :=¢;(1+c3) >¢; > 0. (2.64)

Dieses Modell wurde, wie bereits erwédhnt, von GuTkiN & AtranTis [20] eingefiihrt, um die Spannungen
an Rissspitzen zu regularisieren. Wir werden in Kapitel 3 zeigen, dass diese Behauptung falsch ist, das
heil3t dass alle Spannungen weiterhin singulér bleiben.

Das IG-Modell (2.64) weist lediglich eine implizite Abhédngigkeit von der erweiterten Kinematik des
mikromorphen Kontinuums auf. Um eine expizite Abhédngigkeit zu erhalten, betrachten wir die Inversion
des Materialgesetzes (2.53) der Caucnyschen Spannung ¥:

1 c
2 % (14c)e:C—¥:C = ¢ = P oI (2.65)
1+cq 1+cq

Setzen wir diese Beziehung in das IG-Modell (2.64) ein und fassen zusammen, so erhalten wir eine
dquivalente HELMHOLTZ-Gleichung mit einer expliziten Abhéngigkeit von der Mikrodehnung ¥:

0=¥—cA¥—%:C', ¢g=c(Q+c)>c¢ >0, (2.66)

Als Letztes geben wir noch eine Beziehung der Dehnung € zur nicht-klassischen Mikrodehnung ¥ an:

(2.63)9 (2.54)
= T =

cic3 AP : C =" 3 (P—¢):C = €=9¥—AY¥. (2.67)
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2.12 Zusammenfassung der Theorie

Zum Abschluss dieses Kapitels fassen wir noch einmal alle wichtigen Gleichungen zusammen.

1. Kinematik:
1 T 1 / N1 — /

ei=(H+H"), ¥ = E[(ax,u)Jr(aX,u) =), e=v—caw. @68
2. Gleichgewichtsbedingungen:

0=V:-2%, 0=V-u—n7. (2.69)
3. Kraftrandbedingungen:

t=n-X, A:=n-wu. (2.70)
4. Materialgesetze:

Y= (14c3)e:C—c3¥:C, 7 :=¢c3(P—¢):C, wm:=cc3V¥:C. (2.71)
5. Kompatibilitdtsbedingungen:

0=%6() = Vx(Vxeg). (2.72)
6. HELmHoLTZ-Gleichung beziehungsweise IG-Modell:

0=9—cA¥P-—%:C! < 32— A =¢:C—c,Ae:C. (2.73)
7. thermodynamische Forderungen an Materialparameter:

¢ i=¢cg(1+¢c3) >¢c; >0, ¢g>0, u, >0, 2u;+3A, > 0. (2.74)

Tabelle 2.1.: Gleichungen des Modells fiir einen ebenen Verzerrungszustand
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3 Analytische Diskussion von
Rissspitzenfeldern

Wir haben die theoretischen Grundlagen des Modells in Kapitel 2 diskutiert. Ein Ziel dieser Arbeit ist es,
die Rissspitzenfelder fiir das IG-Modell (2.73) zu untersuchen. In diesem Kapitel betrachten wir einen
scharfen Riss in einem zweidimensionalen unendlichen Medium. Um eine Aussage {iber die Regularitét
der Felder treffen zu konnen, geben wir zuerst alle zu 16senden Gleichungen aus Tabelle 2.1 und die
zugehorigen Randbedingungen in Komponentendarstellung an. Diese Gleichungen werden wir dann mit
Hilfe eines asymptotischen Ansatzes gemaR WiLLiams [41] untersuchen. Wie wir zeigen werden, ergeben
sich fiir die CaucHysche Spannung ¥ dieselben Differentialgleichungen wie in der klassischen linearen
Bruchmechanik. Die Losung ist also weiterhin singuldr im Gegensatz zur in der Literatur verbreiteten
Hypothese, dass das IG-Modell die Spannungen regularisieren konne.

3.1 Grundgleichungen in Polarkoordinaten

Wir untersuchen ein zweidimensionales unendliches Medium mit einem scharfen horizontalen Riss unter
der Annahme eines ebenen Dehnungszustandes. Fiir derartige Rissspitzenanalysen bieten sich Zylinder-
koordinaten (r, ¢,2) an, deren r-Koordinatenlinien radiale Strahlen ausgehend von der Rissspitze und
deren ¢p—Koordinatenlinien konzentrische Kreise um die Rissspitze sind. Um jegliche Langendnderung
in der Komponentendarstellung zu beriicksichtigen, ist es zweckmél3ig physikalische Komponenten zu
verwenden.

Wir geben in diesem Abschnitt die entsprechenden Komponentendarstellungen der Gleichungen des
ebenen Dehnungszustandes aus Tabelle 2.1 in physikalischen Komponenten an. Bereits in Abschnitt 2.11
wurde festgestellt, dass aus den Gleichgewichtsbedingungen eine Differentialgleichung der Form (2.73)
folgt. Das bedeutet, wir konnen anstatt der Gleichgewichtsbedingung (2.69), der Hyperspannung w die
HermHorTz—Gleichung (2.73), betrachten.

Weiter erkennen wir, dass die Gleichgewichtsbedingungen in der CaucHyschen Spannung ¥ sowie der
Mikrodehnung ¥ formuliert sind. Die Kompatibilitdtsbedingungen hingegen betrachten die Dehnung ¢.
Um auch die Kompatibilitdtsbedingungen in der CaucHyschen Spannung ¥ und der Mikrodehnung ¥ zu
formulieren, invertieren wir das Materialgesetz (2.71), der CaucHyschen Spannung X:

C Cy —C
& =c(1+c) A B =(0+c)e:C—z¥:C = = —-2:C'+2—"w. (3.1
Coy Co

Die spezielle Form dieser Gleichung legt eine Interpretation der hier auftretenden Mikrodehnung ¥
als Eigendehnung nahe. Allerdings stellen Eigendehnungen, im Gegensatz zur Mikrodehnung ¥, keine
unabhéngigen Freiheitsgrade dar und besitzen somit einen anderen physikalischen Charakter.

29



Das in Tabelle 2.1 zusammengefasste Modell besitzt beziiglich eines durch das Basissystem {g;,g,,8.}
der Zylinderkoordinaten (r, ¢,%) induzierten physikalischen Basissystemes {e,,e,,e,} die in folgender
Tabelle zusammengefassten Komponentendarstellungen.

1. Gleichgewichtsbedingungen:

= (. zrr)+ (a 5, )+% (Z,—%,,) (3.2)

2
0=(5%,)+ (awzw)+;zw. (3.3)

2. HELmHoLTZ-Gleichung:

1 4
0= (arr\llrr)—l_ 2 ( ) ; (ar‘l’rr)_ﬁ (aga\pr(p)
1—y v 3.4
ot — X — Yoo »
( ) 2 cy 2upcy ¥
1 4
(arrq’ ) 2 (aw‘l’w) (arq’w) + 2 (an\I’W)
+ 2y —(3 1)\1/ +1_vz - 5 o
r2 " \r2 ¢ 2upcy ¥ 2upc, 0
1 2 2
0 = (2,%,)+ 5 (@ t)+ 1 (3,)+ 2 (a,m,)~ 2 (2,%,,)
4 1 1 (3.6)
(44 ) U, b3,
r2 ¢, 2upcy, 7
3. Kompatibilititsbedingung:
1 2 1 2 2
0= (arrgw) + 72 (awgrr T (aﬂpgﬂp) r (0r&:,) + r (argw) 2 (apgw) : (3.7

4. Invertiertes Materialgesetz der CaucHyschen Spannungen:

1 G~ G
Erp = 2 Cy [er - V(er + ZWP)] + T Y (3.8)
Eop = —21— [, —v(B, +8,,)]+ 22w (3.9)
ey D cy B rr Py ¢y ey :
€1 6—0
£, = 2, v, 3.10
¥ 2upe, Y Co v ( )

Tabelle 3.1.: Modell (EVZ) in physikalischen Komponenten bezliglich Zylinderkoordinaten (r, ¢, 2)
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3.2 Randbedingungen

Abbildung 3.1.: Koordinatensystem des Rissspitzenproblems

Wir betrachten einen scharfen Riss wie er in Abbildung 3.1 dargestellt ist. Beide Rissflanken sollen als
kraft- und doppelkraftfrei vorausgesetzt werden:

O=t(rhp==xm), 0=A(rhp==%m). (3.11)

Der Normalenvektor der Rissflanken zeigt in rein vertikaler Richtung:

n(r,p==%n) = nje; = n,e, = Fe, . (3.12)

Y

Der Ubersichtlichkeit halber geben wir nur noch die Abhéngigkeit vom Winkel ¢ an, da kein Einfluss des
Radius r auf die Randbedingungen existiert. Daraus ergeben sich folgende Spannungsrandbedingungen:

0=t (p=2n) = (nE)(p=2%m) = 32, (p=%n) = T, (p=%mn) (3.13)
0=t,(p=%n) = (m5,)(p=%n) = 35, (p=%n), (3.14)
0=t,(p=%n) = (mT)(p=£m) =7 53, (p==+n) . (3.15)

Die Hyperspannungsrandbedingungen liefern keine direkte Forderung an eine einzelne Komponente der
Mikrodehnung ¥. Unter Verwendung der Definition des Doppelkrafttensors A sowie anschlie@endem
Einsetzen der Definition der Hyperspannung w erhalten wir:

(2.52)
0=A;j(p==%m) = ? (nkﬂkij)(#? = =m)
(2.55)
= (Cl C3 Iy (V\Il)kmn (cmnij) ((P = iﬂ) (3.16)
(3.12

)
= TFC163 (V\I’)gamn ((P = :|:7'C) (Cmnij .
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Beide Materialparameter c¢; und ¢ sind positiv. Wir konnen also durch sie dividieren und sie spielen fiir
die Randbedingungen keine Rolle. Unter Berticksichtigung der Komponenten des Elastizitdtstensors C
liefert die Betrachtung der Diagonalkomponenten A,,, A, sowie A, die drei Randbedingungen:

0= (V\I’)cprr ((P = :ETC) Crrrr + (V\I’)(pgpcp ((P = :I:ﬂ:) Ccp«prr + (V\I’)cpzz ((P = :ETE) (czzrr ’ (3.17)
0= (V\I’)cprr ((P = :|:7'C) (Crrcpcp + (v\Il)Lpgpgp ((P = :l:ﬂ') (C(p(pgpgp + (V\I’)cpzz (‘P = :|:7T) (szapgp P (3.18)
0= (V\I’)gorr (QP = :|:7'C) (Crrzz + (V\I’)gogogp ((10 = iTC) C(p(pzz + (V\I’)gpzz ((P = :I:T[) szzz : (3.19)

Beriicksichtigen wir die besondere Struktur des Elastizitdtstensors, so erkennen wir, dass dieser nur
drei verschiedene Komponenten besitzt. Diese sind entweder von der Form C; := C;) = AL +2u;
oder fiir i # j von der Form C, := C;j;y = Ay bzw. C3 := C;j;;y = . Dann lassen sich die drei
Randbedingungen (3.17)-(3.19) als lineares Gleichungssystem schreiben:

C1 G Cof [ (VE),,
= CZ C1 C2 (V\II)(,O(,DQO . (3.20)
C, G G (V¥),.,

o O O

Betrachten der Determinante dieses homogenen Gleichungssystems liefert, dass

G G G
Cy, C G| = (C1)°+2(C)°—3C; (Cy)* = 124%u; # 0. (3.21)
C; G C

Somit besitzt dieses nur die triviale Losung und wir gewinnen die drei Randbedingungen

0= (V9),1, (o =) = = [ (0,0,) 28, (o =4m) (3.22)

0= (V¥),,,(p==%n) = %[(awqfw) + 2%,] (¢ ==%mn), (3.23)

0= (V¥),,. (p==%n) = % (0,,.) (¢ =%m) . (3.24)
Als Letztes diskutieren wir noch die Randbedingungen der Nebendiagonalkomponenten A, A,, sowie
A,.. Betrachten von Gleichung (3.16), mit i # j, fiihrt zu den drei Bedingungen

0 = (VO (9 =21) = (V). (0 =£71) = (VE),. (9 =%7) . (3.25)
Die Annahme eines ebenen Mikrodehnungszustandes vereinfacht diese Randbedingung zu

0= (V¥),,,(p==%n) = % [(awxpw) +,, —‘I’W] (p==£m) . (3.26)
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3.3 Symmetriebedingungen

Wir haben fiir die insgesamt sechs Gleichungen (3.2) bis (3.7) in der CaucHyschen Spannung ¥ sowie der
Mikrodehnung ¥ fiinf Randbedingungen (3.13), (3.14), (3.22), (3.23) und (3.24) gefordert. Es fillt auf,
dass zur geschlossenen Losung des Gleichungssystems nicht geniigend Randbedingungen zur Verfiigung
stehen. Die fehlenden Bedingungen werden wir aus dem Symmetrieverhalten der Verschiebung u und
der Mikrodehnung W.

Modus |
Wir beginnen mit den Symmetriebedingungen fiir Modus I, also einem Riss unter Zugbeanspruchung
senkrecht zur Rissausbreitungsrichtung. Fiir die Verschiebungen u; fordern wir

u, (r) (P) = U (r:_(P) > u(p (r9 LP) = _u<p (r;_(P) . (327)
Fiir die Mikrodehnungen ¥;; fordern wir hingegen die Symmetriebedingungen
\Ijrr (r) (P) = \Ijrr (rJ _(P) > \Il(pgp (r, ()0) = \Ijgmp (r,_‘P) ) \Ijr(p (r) ¢) = _\Ijrnp (r: _(P) . (328)

Berticksichtigen wir diese Symmetrien, so ergibt sich aus Gleichung (2.68); fiir die Dehnungen ¢;; sowie
darauf aufbauend aus Gleichung (2.71), fiir die CaucHyschen Spannungen %;; das Symmetrieverhalten

err (r3 (P) = 8rr(r7_()0) 5 g(p(p (ry (P) = £<pg0 (r’_¢) D ger (rJ (10) = _grgp (r>_(P) . (329)
Ly (T‘, (P) =X (r,—(p) > ancp (r: QO) = ng(p (T‘,_‘P) > Zr(p (T, (10) = _Zrcp (r,—<,0) . (3.30)
Modus Il

Die Symmetriebedingungen fiir Modus II, also einem Riss unter Schubbeanspruchung, sind sowohl fiir

die Verschiebungen u; als auch fiir die Mikrodehnungen ;. ,invers“ zu den Symmetrien des Modus I:

j»

U (T', ()0) = U, (r’_Qp) 5 u(p (T', 90) = u(p (r,_‘P) . (331)
‘I’rr (T, (P) = _\Ilrr (T‘,—(p) P \Ilgonp (T‘, (P) = _\pgo(p (r:_QP) P \I’r(p (T', 4P) = \I’rcp (r;_(P) . (332)

Die entsprechenden Symmetrien der Dehnungen ¢;; sowie der Spannungen ;; lauten:

Err (T‘, @) = — & (T',—QO) 5 8(;;(/; (T, (P) = _8(pgp (T',—(P) B grcp (r: QO) = Er(p (T',—(P) . (333)
er (rz (P) = _er (r:_(P) > Z(p(p (r: W) = _Zcpgo (’3‘%0) > Zr(p (T‘, SO) = ngp (r,_¢) . (334)

33



3.4 Potenzreihenansatz nach Williams

Zum Losen des Gleichungssystems aus Kapitel 3.1 mit den in Kapitel 3.2 formulierten Rand- und
Symmetriebedingungen zerlegen wir die beiden Losungsfelder ¥ und ¥ in eine Potenzreihe beziiglich
des Radius r und einem vom Winkel ¢ abhédngigen Faktor, den Winkelfunktionen. In Verallgemeinerung
des Vorschlags von WiLLiams [41] wéhlen wir einen asymptotischen Ansatz fiir die Verschiebungen u; und
die Mikrodehnungen ;;. Zusétzlich fordern wir, dass die Rissspitze fixiert modelliert werden kann, das
heif3t, dass fiir die Rissspitze alle Verschiebungen verschwinden. Gradienten der Verschiebungen kénnen
weiterhin auch an der Rissspitze auftreten. Daher miissen wir dem Ansatz der Mikrodehnung ¥ einen
weiteren konstanten Term ¥ hinzufiigen, dessen Komponenten beziiglich eines Zylinderkoordinaten-
systems allerdings eine Winkelabhéngigkeit aufweisen konnen. Die Caucnyschen Spannungen %;; und

die Mikrodehnungen ¥;; besitzen die folgenden asymptotischen Ansétze:

— k_ - — k
Sy (ne) = Yo w0 (), [ -8y ]ne) = Do) . (3.35)
k=0 k=0

Da der Gradient V¥ verschwindet, verschwinden insbesondere auch die Komponenten (V\il)l.jk sowie
die entsprechenden LarLAcE-Ableitungen (A\il)ij beziiglich eines Zylinderkoordinatensystems. Um den
konstanten Term ¥ beziiglich eines Zylinderkoordinatensystems darzustellen, miissen wir die konstanten
kartesischen Komponenten transformieren. Wir erhalten somit die physikalischen Komponenten

\_Ijrr 1 \?xx + ‘%’yy 1 .. _ cos (2 (P) ) sin (2 (P)
Voo | = 5 [Tty +§(qfxx—xpyy) —cos(2¢) | +¥,, | —sin(2¢) | . (3.36)
- 0 —sin (2 ¢) +cos(2¢)

Weiter treten in Gleichung (3.35) noch die Winkelfunktionen k-ter Ordnung Zg.() sowie \le(Jk) auf. Der
Parameter p wird auch als Spannungsexponent bezeichnet, da dieser die Singularitdtsordnung des
asymptotischen Ansatzes bestimmt.

Die ersten partiellen Ableitungen der CauchHyschen Spannungen %;; und Mikrodehnungen ;; lauten:

M8

k
(8,3) () = D r+i? |:p+£—1] = (9) (3.37)

-
Il
o

ppt3-l (awzg.‘))(go) , (3.38)

1]

(%Zij) (o) =
k=0

M8

k
(@w)e) = > [pe |90, (339

k=0

k
72 (3,99) (), (3.40)

Nk

(3¢‘I’ij) (re) =

k=0
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In dem in Tabelle 3.1 zusammengefassten Gleichungssystem treten zusétzlich die folgenden zweiten
partiellen Ableitungen der Mikrodehnungen ¥;; auf:

(3rr‘1’ij)(r,¥>) = kZ(;er 2 [p-i-a] |:p+§—1] ‘I’ij (¢), (3.41)

(arcp\pij) (r,p) = kZ{;errZ ! [p+§] (a(p\lll.(f)) (@), (3.42)

(8,0 %i) () = Zr”% (%ﬂfﬂ(@ : (3.43)
k=0

3.4.1 Gleichgewichtsbedingungen

Der Ubersichtlichkeit halber verzichten wir im Folgenden auf die Angabe der Abhingigkeiten bei den
Winkelfunktionen. Setzen wir die asymptotischen Ansdtze in Gleichgewichtsbedingung (3.2) ein und
sortieren nach den Potenzen des Radius r, so erhalten wir

i FPra2 [p +-— 1] =0 4 Z P32 (9,200) + i P52 [0 — 50 |
k=

k=0 k=0 (3.44)

ir“%_z [(3 Z(k)) (p + g) 25’9—23‘;] .

k=0

o

Durch einen Koeffizientenvergleich der Potenzen des Radius r gewinnen wir eine Folge von Differential-
gleichungen mit dem Parameter k € N;:

k
— k k k
0= (awzgw)) + (p + E) SRS N (3.45)

Analoges Vorgehen fiir Gleichgewichtsbedingung (3.3) liefert

oo oo
k k k
p+3—2 - (k) 2= (k) p+5—2 5(k)
rPTa (p+ 1)2 +k2 *2 (8¢2¢¢)+2k2 rPreTt
=0 =0

k k
pto—2 (k) b (k)
rP*2 [(@F,ZW) (p+2+1) Zw] .

(3.46)

Auch in diesem Fall erhalten wir eine Folge von Differentialgleichungen mit dem Parameter k € N:

k
(®) k)
0= (8,20)+ (p +5+ 1) =) (3.47)

Es ist aufféllig, dass beide Folgen von den Materialparametern des Modells unabhéngig sind.
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3.4.2 HewmHoLTz-Gleichung

Die Auswirkungen der asymptotischen Ansétze auf die drei Differentialgleichungen (3.4)-(3.6) disku-
tieren wir als Nachstes. Wir beginnen mit der Differentialgleichung (3.4), setzen die asymptotischen
Ansétze ein und sortieren anschlieend nach den Potenzen des Radius r:

_ . k o k k k k k k k
0= kz:rp+2 [(P"‘E) (P"‘E_l) \Ifﬁr)+(3<p¢,‘1/£r))+ p+§ \pﬁr)—4(3(p\115¢))

0

1 — k
_ (k) (k) | _ — p+35 (k)
2v +2\IJW] 5 kEZOr 20 (3.48)
1 > k
+ E rPr2 7 (1= ) =0y |
2 ¢y =0 [( ) i

Zusammenfassen und Sortieren nach den auftretenden Ableitungsordnungen liefert:

oo 2
— ko k k k k k
0= p rfm |:(880<P\Il£r)) —4 (aw\llgso)) + [(p + 5) _2:| v + 2‘1‘%]
k=0
oo ) L& ) (3.49)
rPra (1= ) S0 —y 3@ =% prtz gl
TN e

Die Koeffizientenvergleiche der ersten Potenzen p —2 und p — % ergeben Differentialgleichungen, die

allein in den Winkelfunktionen der Mikrodehnung ¥ formuliert sind:

0 = (3,,99)—4(3,99)+[p?—2] ¥ +29© (3.50)
2
0 = (2,,0)—4 (3,9) + [(p+ 3 _2] 30 4 200 (3.51)

Diese Differentialgleichungen sind wie die entsprechenden Gleichgewichtsbedingungen unabhéngig von
allen Materialparametern. Erst wenn wir den Koeffizientenvergleich der Potenz p — 1 betrachten, erken-
nen wir eine Kopplung der Winkelfunktionen und somit einen Einfluss der Materialparameter:

0 0
(1—) =0~y

0 = (2,,9?)—4(3,92)+[(p+1*—2] ¥@ + 20 + (3.52)

$P Trr $ Tre 2 U Co
Ein Vergleich der Differentialgleichungen (3.4) und (3.5) zeigt, dass beide Differentialgleichungen einen
identischen Aufbau besitzen. Wir miissen lediglich in den beiden Differentialgleichungen die Mikro-
dehnungswinkelfunktionen \Ifﬁ’;) und \Ilfpkg sowie die Spannungswinkelfunktionen Zg’;) und Zg‘; jeweils

miteinander vertauschen.
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Per Analogieschluss erhalten wir also folgende Differentialgleichungen:

0 = (8,,99)+4(3,99)+[p?—2] ¥ +29

1 2
_ M M LR P FYCORpRey
0= (awxpw)+4(a¢q/w)+[(p+2) 2] o0 4290
0 0
(1—9) 20 — v
2 co

0= (880%\11;2(2) +4 (89,\1/530)) +[(p+1)*—2] \1/;2; +20® 4

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Als Letztes setzen wir die asymptotischen Ansétze noch in die Differentialgleichung (3.6) ein, die eine

leicht andere Struktur als die zwei vorherigen Differentialgleichungen besitzt, und sortieren direkt:

[e%°) 2
0= Zr?+§—2[(aw\y§’;>)+2 (3,909)—2 (aww;k;)+[(p+§) _4] \pyg]

k=0
1 > k 1 — k
+ rprz g — N ppta gl
2ug ¢y ; ) ; e

Der Koeffizientenvergleich dieser Gleichung liefert uns die folgenden Differentialgleichungen:

0 = (8,,99)+2(3,99) -2 (3,99) +(p*—4) ¥?,

1 2
0= (8W\IIS}P))+2(ap\lfﬁ))—Z(3¢¢é1$)+[(p+5) —4] v,

0 = (8,,92)+2(3,92)—2 (3,92) +[(p+1)*—4] ¥ + —— 5.

2upey, Y

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

3.4.3 Kompatibilitatsbedingung

Abschlieend diskutieren wir, welche Auswirkungen die asymptotischen Ansétze auf die Losung der

Kompatibilitdtsbedingung (3.7) haben. Einsetzen der invertierten Materialgesetze (3.8)—(3.10) liefert

0=2a., [ﬁ(zw —v [z, +ZW]) + %‘Pw]
+ :—2 a,, [ﬁ(z —v[=, +2w]) + Cz;cl \P]
—%@ [2‘2 CZ(er_ v [er +2w]) + %q}”}
+ % o [#zcz(zwp - [er + Zw]) + CZC_ZCI \IJWP]

(3.60)
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Diese Gleichung lésst sich aufteilen in einen rein von den Mikrodehnungen ¥;; abhédngigen Anteil

Cy—0Cq 2 1
n®) = 0 (0,0, -2 (0,0,)+ % (,0)
. . ) (3.61)
—= (0 ¥,)+~ (arqu) T2 (awq’w)]
r r r
sowie einen rein von den Cauctyschen Spannungen ¥;; abhéngigen Anteil
Cq 2
L® = 2| @,5,,) 8,5, +2,]- 2 @,2,)
My Co r
1 y 1 62
+5 (awzrr)—r—ZaW [er+2w]—; (3.%,.) (3.62)
v 2 2
oy O [er + Zw] + - (8r2w) T2 (apzrso)] >
so dass sich Gleichung (3.60) wie folgt darstellen l&sst:
0= (¥)+x(2) . (3.63)

Der Anteil y, (X) ist sehr uniibersichtlich. Allerdings konnen wir die Gleichgewichtsbedingungen nutzen,
um die Nebendiagonalkomponente 3., sowie deren partielle Ableitungen durch entsprechende Terme
proportional zu den Diagonalkomponenten %, und %, auszudriicken. Wir erkennen, dass die Neben-
diagonalkomponente %, in der zweiten Gleichgewichtsbedingung (3.3) explizit auftritt. Daher stellen
wir diese nach der Nebendiagonalkomponente %, um und differenzieren nach dem Winkel ¢:

33 T 1 r 1
Lrp = D) (arzrso)_g (asozw) i (acpzw) -5 (awzrap)_ 2 (awzw) : (3.64)
Diese Gleichung enthélt zwei zu den Nebendiagonalkomponenten %, proportionale Terme. Der erste
Summand der rechten Seite ist proportional zu der partiellen Ableitung (8w2w), die wir mit Hilfe der

ersten Gleichgewichtsbedingung (3.2) eliminieren:

(0,2,,) = —r(3%.)—%., +%,,, (3.65)
(6.,%.,) = —1(0,%,,)—2(8,%,.)+(8,Z,,) - (3.66)
Einsetzen von Gleichung (3.66) in Gleichung (3.64) liefert schlie3lich
r2 1 r
(6,%,,) = ) (6rr2rr)—5 (0,pZp,)+r (6}2”)—5 (6.2,,) - (3.67)
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Durch die Darstellungen (3.67) und (3.66) lasst sich y, (%) nun kompakt darstellen:

(1-v)¢

) =
22 (%) 20, %

1 1
[3rr [z, +Z,,]+ - Oy [Zrr + Ty, |+ - 0, [ % + ZW]] : (3.68)

Nach dieser Vorarbeit setzen wir die asymptotischen Ansétz in die Gleichungen (3.61) - (3.63) ein:

=0 N ik k k ®) k (k)
0= ¢ er 2 [(P"‘E)(P"‘E_l)qu_z p+§ (awqucp)

k=0 (3.69)
P kY g 4 o kY g0 5 (5 ¢®
+(‘P90 rr)_ p+§ rr+ p+§ (pcp_ (<P r<p)

A= piks k k ®) 4 (k)
e Pias (p+§—1)(p+§—2)(2rr+zw)

k=0 (3.70)
k
(K) 4 y(k) (k) 4 s(k)
+ 9y [er +EW]+[p+§—1] (Err +Zw)] .

Zusammenfassen und Sortieren nach den auftretenden Potenzen von r fiihrt zu folgender Darstellung:

Cr—C
0 =
2

St [(aqug’;)) ~2[p+541] (5,00

0
k k k
—(p+§) ‘I/g;)+(p+§) (p+§+1) \Iffp’g] (3.71)

1-7)c — k k 2
— 1 k_
’ 2up ¢y kZ(;rPH B[EW[Z”JFZw]JF[P“LE—l] (Err+Zw)]

Hier konnen wir einen Koeffizientenvergleich auf Basis der Potenzen des Radius r durchfiihren. Dabei
sind die Koeffizienten der ersten Potenzen nur von den Spannungswinkelfunktionen El(.j.{) abhingig:

— 0 0 2 0 0
0= 3,,[5Q+z0]+(p-1*[29+z0], (3.72)

1 2
_ 1) 4 50 _LY sy
0 =3q,,[z¢ +zw]+(p 2) (20450 ] (3.73)

Diese beiden Differentialgleichungen sind wiederum unabhéngig von den Materialparametern. Erst ab
der Potenz p — 2 tritt eine Kopplung mit den Mikrodehnungswinkelfunktionen \I!l(]k) auf. Wieder erhalten
wir durch diese Kopplung eine Abhéngigkeit der Differentialgleichungen von den Materialparametern:

(1-v)¢ @) | w(2) 2 (s(2) 4 (2
0= 2y ¢y awp [Z’”’” +Z<P<P:| tp (Z”‘ +Z<P‘P)

Co

(3.74)

(3, ) 2 [p 1) (0,92) - pH+p o+ 1 Y

Cy
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3.4.4 Zusammenfassung der Differentialgleichungen der Terme k—ter Ordnung

Bevor wir die Differentialgleichungen explizit 16sen, wollen wir die gewonnenen Differentialgleichungs-
systeme nullter, erster und zweiter Ordnung fiir die Winkelfunktionen zusammenfassen. Die Differential-
gleichungen zweiter Ordnung stellen ein gekoppeltes Gleichungssystem in Abhédngigkeit der Material-
parameter dar und sind somit analytisch sehr komplex. Daher fokussieren wir uns auf die Differential-
gleichungen nullter und erster Ordnung.

1. Gleichgewichtsbedingungen nullter Ordnung:

— 0 0 0 — 0 0
0=(8,22)+p=@-xOQ, 0= (3,29)+(p+1) Q. (3.75)

2. Kompatibilitidtsbedingung nullter Ordnung:

_ (0) (0) —1)2 | (0 @
0 = J [er +Zw]+(p D [er +Zw] ) (3.76)

3. HeLmHOLTZ-Gleichung nullter Ordnung:

0 = (8,,99)—4(3,99)+[p?—2] @ +20© (3.77)
0 = (8,,9%)+4(8,99)+[p?—2] ¥@ +29©, (3.78)
0 = (8,,99)+23,[ ¥ -9 |+ (p2—4) ¢©. (3.79)

Tabelle 3.2.: Differentialgleichungen der Winkelfunktionen nullter Ordnung

1. Gleichgewichtsbedingungen erster Ordnung:

1 3
— 1 1 a _ 1 1
0= (acngw)) + (p—l— 2) Z}gr) »@) , 0= (a¢z§0;) + (p + ) Z(rw) . (3.80)

2. Kompatibilitatsbedingung erster Ordnung:

1 2
1 1 1 1
0= aWP [Elgr)+zgp;]+(p__) [Zgr)"'z&;] . (3.81)

3. HeLmHoLTZ-Gleichung erster Ordnung:

1 2
0 = (3,,¥) -4 (3,9D)+ [(p + 5) —2] v +290) (3.82)
1 2
0 = (8,,91)+4(2,90)+ [(p + 5) —2] v 420D (3.83)
1 2
0 = (8,,¥)+2(3,vP)—2(3,90))+ [(p + E) —4] vl (3.84)

Tabelle 3.3.: Differentialgleichungen der Winkelfunktionen erster Ordnung
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1. Gleichgewichtsbedingungen zweiter Ordnung:
0=(8,2@)+(p+1)=?@-52 0= (3,22)+(p+2)=?. (3.85)
2. Kompatibilitdtsbedingung zweiter Ordnung:
0 = d=va 3 [2(2) ) ] +(p+1)> (2(2) n 2(2))
2,uL Cy Py rr 1) p rr )
(3.86)
Cy—C
#2700, 40) -2 [p+ 11 (0,42) - ¥ +p o+ 983 .
3. HeLmHoLTZ-Gleichung zweiter Ordnung:
@ @ 2 @ 4o LTI VI
0 = (2,,¥?) -4 (3,9?)+[(p+1)*—2] ¥? + 292 + e , (3.87)
(1—) 2@ —yxO
_ 2 ) 2 2 ) vy rr
0 = (8,,¥2)+4(8,9?)+[(p+1)*—2] ¥@ + 20 + o (3.88)
_ @) @) _ @) 2_ @ 0)
0 = (8,,9?)+2(3,v?)—2(3,42)+[(p+1)*—4] ¥ + TR (3.89)

Tabelle 3.4.: Differentialgleichungen der Winkelfunktionen zweiter Ordnung
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3.5 Diskussion der Spannungswinkelfunktionen

3.5.1 Spannungswinkelfunktionen nullter Ordnung

Wir wollen zuerst die Spannungswinkelfunktion nullter Ordnung 252),252 und 25(30) bestimmen und
betrachten hierzu das in Tabelle 3.2 angegebene Gleichungssystem. Um die drei Winkelfunktionen zu
bestimmen, 16sen wir die beiden Gleichgewichtsbedingungen und die Kompatibilitdtsbedingung,

0= (8,29)+p=®—x0 (3.90)
0=(5,=0)+(p+1) =, (3.91)
0 =3,,[59+=0]+(p-1?(=9+29), (3.92)

unter Beriicksichtigung der Spannungsrandbedingungen (3.13) beziehungsweise (3.14),
0= 25‘:3 (p=%m), 0= zg’; (o ==%m) . (3.93)

Wir beginnen mit der Kompatibilitdtsbedingung (3.92), die eine homogene Differentialgleichung zweiter

Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die Summe 252) + Z}% darstellt. Die allgemeine Losung lautet:
(29459 (9) = AY cos[(p—1) 9] +BY sin[(p—1) ¢] . (3.94)

Da wir keine Spannungsrandbedingungen fiir diese Summe aus Winkelfunktionen nullter Ordnung zur
Verfligung haben, miissen wir die beiden Gleichgewichtsbedingungen betrachten. Wir kénnen die allge-
meine Losung foi) + Eg); benutzen, denn durch geschicktes Erweitern von Gleichung (3.90) folgt

— (0) 0) _s(0) — (0) (0) 0 | _ (0)
0= (8,22)+p=®@-320 = (3,2°)+p [zQ+29 |- (p+1) = . (3.95)
Einsetzen der allgemeinen Losung (3.94) fiihrt zu der Gleichung
0 = (8,29)+p(AY cos[(p—1) ¢1+BY sin[(p—1) ¢])—(p+1) =% . (3.96)

Um diese Differentialgleichung 16sen zu konnen, miissen wir entweder eine der beiden verbleibenden
Winkelfunktionen durch die letzte noch nicht betrachtete Gleichgewichtsbedingung bestimmen oder die-
se nutzen, um eine der Winkelfunktionen proptional zu der anderen darzustellen. Aufgrund der Form
der zweiten Gleichgewichtsbedingung (3.91) liegt letztere Moglichkeit nahe und wir erhalten

1
= (0) 0) - __= 0)
0= (8¢Z¢¢)+(p+1) I, = X = b+l (awzw) . (3.97)
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Setzen wir diese Beziehung in Gleichung (3.96) ein, so erhalten wir eine inhomogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die Spannungswinkelfunktion Zgﬂ:

(3,,=2)+(+1)* 2O = p (p+1) (AY cos[(p—1) ¢]+BY sin[(p—1) ¢]) . (3.98)

Fiir diesen Differentialgleichungstyp gibt es eine allgemeine Losung, die wir durch Superposition der
homogenen Losung Z&‘:}H mit einer Partikularlésung E&%}P nach Art der Inhomogenitédt gewinnen:

SO = ¢ cos[(p+1) ¢+ DY sin[(p+1) 9], (3.99)
5OF = EO cos[(p—1) @]+ FY sin[(p—1) ] . (3.100)

Wir setzen die Partikularlosung Z%’P in die inhomogene Differentialgleichung (3.98) ein und erhalten

p(p+1) (AY cos[(p—1) ¢1+BY sin[(p—1) ¢])
= —(p—1) (EY cos[(p—1) ¢1+F sin[(p—1) ¢]) (3.101)

+(p+ 1) (E)(ZO) cos[(p—1) ¢] +F)(:0) sin[(p—1) (p]) .

Diese Gleichung konnen wir als Linearkombination aus Kosinus— und Sinustermen darstellen:

0= (p(+1)AY—4pEY) cosl(p—1) ¢]

(3.102)

+ (p (p+1) B(EO) —4p F}(:o)) sin[(p—1) ¢] .
Als Linearkombination linear unabhéingiger Funktionen kann diese Gleichung nur dann fiir beliebige
Winkel ¢ erfiillt sein, wenn beide Koeffiziententerme verschwinden. Diese beiden Bedingungen liefern
jeweils die Moglichkeit, eine der Integrationskonstanten zu eliminieren:

+1

0=p(p+1)AY—4pr® — (O = pTAg’), (3.103)
+1

O=p(p+1) B;O)—4pF;0) - Féo) = pTB(EO). (3.104)

Bevor wir die restlichen vier Integrationskonstanten A(EO),B;O), Cg)) und D;O) sowie den Parameter p iiber

die Randbedingungen bestimmen, geben wir die Darstellungen der Winkelfunktionen an und starten mit

(0) — y(0),H (0),p
oo (@) = 20" () + 2,07 () (3.105)
= P cos[(p+1) p]1+ DY sin[(p+1) ¢]

+1 +1 _ (3.106)
+ pTA()?) cos[(p—1) p]+ pTB;O) sin[(p—1) ¢] .
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Die Winkelfunktion Zg?) gewinnen wir aus der allgemeinen Losung (3.94):

D (p) = AP cos[(p—1) 1+BY sin[(p—1) p1—-2) (¢) (3.107)
= _C)(]o) cos[(p+1) cp]—D)(lo) sin[(p+1) ¢]

3— 3— . (3.108)
+ TpA(g) cos[(p—1) o]+ TpB(zo) sin[(p—1) ¢] .

Einsetzen von Gleichung (3.106) in Gleichung (3.97) liefert die verbleibende Winkelfunktion Z}g(;) (¢):

1
(0) - __ - (0)
Zw () = P (8¢ZW) (3.109)

= cPsin[(p+1) ¢]1-DY cos[(p+1) ¢]
-1 ‘ -1 (3.110)
+ A sinl(p—1) @] =P BY cos[(p—1) ] -

Die Randbedingungen haben wir bereits in Unterkapitel 3.2 allgemein diskutiert und angegeben. An
dieser Stelle bendétigen wir lediglich die homogenen Spannungsrandbedingungen (3.93):

0=39(n) = ¢ sin[(p+1) n]— Dy’ cos[(p+1) n]

-1 -1 (3.111)
+ I’TA(Q sin[(p—1) 7] — pTBg’) cos[(p—1) 7],
0 =359 (-n) = -’ sin[(p + 1) n]—D§” cos[(p +1) 7]
p—1 (3.112)

—1
— TA(;) sin[(p—1) ©]— pTB;O) cos[(p—1) ],

0=39 () = ¢ cos[(p+1) n]+ Dy sin[(p+1) 7]
+1 +1 (3.113)
+ pTA()S) cos[(p—1) m]+ pTB;O) sin[(p—1) n],
0=39 (-m) = ¢’ cos[(p+1) n]— Dy’ sin[(p+1) 7]

+1 +1 (3.114)
+ pTA(g) cos[(p—1) n]— pTB;O) sin[(p—1) n] .

Addieren oder Subtrahieren wir die Gleichungen (3.111) und (3.112) oder die Gleichungen (3.113) und

(3.114), so folgt jeweils ein homogenes Gleichungssystem fiir zwei der vier Integrationskonstanten:

0 [ 2 cos[(p+1) ] B~ COS[(P—l)ﬂ']_ DO
o H -
| 2sin[(p +1) 7] 1%18111[(1?—1)71']_ >
0 [ o sin[(p+1) =] ;%1 sin[(p—l)n]- cO
(0) _ (A(EO)) (3.116)
| 2cos[(p+1)m] B cos[(p—1)m]| ¥ ”
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Fiir ein homogenes, lineares Gleichungssystem existiert nur dann eine nicht-triviale Losung, wenn die
Determinante der entsprechenden Koeffizientenmatrix verschwindet. Daher bestimmen wir fiir beide
Koeffizientenmatrizen die Determinanten und setzen diese zu Null. Aus Gleichung (3.115) ergibt sich:

2cos[(p+1)n] Elcos[(p—1)7]
0 = det (3.117)
2sin[(p+1) n]  Elsin[(p—1)7]

= (p+1)sin[(p—1)w]cos[(p+1)t]—(p—1) cos[(p—1)m]sin[(p+1) =] . (3.118)

Aus dem zweiten Gleichungssystem (3.116) ergibt sich hingegen:

2sin[(p+1) «] p%l sin[(p—1) ]

0 = det (3.119)
2 cos[(p+1) ] I%l cos[(p—1)m]
= (p+1)cosl(p—1)n]sin[(p+1)w]—(p—1)sin[(p—1) ] cos[(p+1) ] . (3.120)

Sowohl die Bedingung (3.118) als auch die Bedingung (3.120) ist erfiillt, wenn der Parameter p derart
gewahlt wird, dass in allen Summanden jeweils eine trigonometrische Funktion verschwindet:

1 1
(pEZ \Y% p€{§+nZ|n€N}) - pGEZ. (3.121)

Eine zusétzliche Forderung an den Parameter p ist, dass die Verschiebungen u;(r, ¢), die proportional zur
p—ten Potenz des Radius r sind, regulér sein miissen. Insbesondere diirfen diese aber auch nicht konstant
sein, da dies einer reinen Starrkorpertranslation entsprechen wiirde. Wir wahlen den kleinstmoglichen
Wert des Parameters p, der alle Bedingungen erfiillt, da dieser die starkste Singularitit charakterisiert:

1

1
(p>0 A pEEZ) — p=pmm=5. (3.122)

Damit vereinfachen sich die beiden Gleichungssysteme (3.115) sowie (3.116) und wir erhalten

3 1 1
2cos[3m] —eos[-3m]| /o )
%) = Dy V|0 0Dy © _ _3 50
B o |= 3| o0 | = Dy =—5By , (3.123)
0 1 Bg —2 —z BZ 8

| 2 sin[%n] %sin[—i 7'5]
0 2 sin [% n] —}1 sin [—% TE] c® —2 17 (c© 1
_ z )= R | = =AY (3129
0 AY 0o o]\aY o8
2COS|:%7'L':| %cos[—% 77:] . >
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Die Symmetriebedingungen (3.30) bzw. (3.34) ordnen die unbekannten Integrationskonstanten A(ZO) bzw.
B(ZO) dem Modus I bzw. II zu. Daher definieren wir A(IO) = A(LE)) bzw. B§O) = B;O) und fassen die Spannungs-
winkelfunktionen nullter Ordnung zusammen. Die gewonnenen Losungen nullter Ordnung stimmen mit
den klassischen Losungen der linearen Bruchmechanik iiberein (siehe beispielsweise HELLAN [22]):

1 1 3 ] 1 1 3
2O (p) = gA(Z(}),)I (5 cos| - |—cos| - )—ngI (5 sin[i (pi|—3 sin[iapD ,  (3.125)

(2] (2 ]
1 o [1 7 (3 ] 3 ) C[1 3 7
Zg);(cp) = gAz,z (3 cosjcp_+cos _E‘P_)_ng,u sinf 5 +sm_§g0_ , (3.126)

(3.127)

1 1 3 1 1 (3 ]
w60 = 3t ({3 s3]} (o3 o] a3

r
N

1

N—

Tabelle 3.5.: Spannungswinkelfunktionen nullter Ordnung

3.5.2 Spannungswinkelfunktionen erster Ordnung

Das Gleichungssystem der Spannungswinkelfunktionen erster Ordnung folgt aus Tabelle 3.3 mit p = %:

— 1 1 1
0= (8,=0)+=D—x0) (3.128)
0= (8,=20)+250), (3.129)
_ W 4 5
0= 3,,[z0+=0]. (3.130)

Die entsprechenden Spannungsrandbedingungen (3.13) sowie (3.14)) lauten
— (D — — y(D) _
0=%,(p=%nm), 0=%(p==%n). (3.131)

Dieses Gleichungssystem ist einfacher als das entsprechende Gleichungssystem nullter Ordnung. Die
allgemeine Losung der Differentialgleichung (3.130) lautet beispielsweise:

[20)+502](6) = AP 450 @122

Wir eliminieren in der Differentialgleichung (3.128) die Winkelfunktion ZSP) durch Gleichung (3.129):

1 (3.128) 1
W - _= - - W _ )
Y =5 (05,) = 0= =2 (0T ) + T 30 (3.133)
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Die Winkelfunktion Zglr) eliminieren wir durch Einsetzen von Gleichung (3.132) und erhalten somit fiir
die Winkelfunktion 283) die inhomogene Differentialgleichung

(3,,2)+42Q) = 2(A7 ¢ +BY) . (3.134)

PP "pep

Wiederum gewinnen wir eine allgemeine Losung durch Superposition von 283;’{ (¢) und Z%’P (p):
1
1 1) 1 1
ZIE;; (p) = (C)(3 ) cos[2¢p] +D,(3) sin[2 80]) + —2 (A(z:) ¥ +B§3 )) . (3.135)

Die Spannungsrandbedingung (3.131), der Umfangsspannung ZS& fiihrt auf die Gleichungen

1 1
_ () _o, o 1o
0 = Ew(n) =Cy, +2Az Tr+sz ) (3.136)
Wy~ L@ 1o
0 = =0) (—n) = Cy Ay T+ By (3.137)

Subtrahieren beziehungsweise Addieren dieser beiden Gleichungen liefert

o _ o _ 1w
Ay =0, ¢ = —EBE . (3.138)

Aus der Spannungsrandbedingung (3.131); der Schubspannung Zgg folgt dann die Bedingung
1
0 = W (£m) = -5 (8,2,,)&m) = -y = DY’ =o0. (3.139)

Aus den beiden Gleichungen (3.132) sowie (3.133); gewinnen wir den Verlauf der Radialspannung Zglr)
sowie der Schubspannung Z}Sﬂ). Mittels der Symmetriebedingungen (3.30) und (3.34) ordnen wir die
verbliebene Integrationskonstante Bg) eindeutig dem Modus I zu. Mit der Definition B;l) = l~<1 folgen
die klassichen Verlaufe erster Ordnung (siehe beispielsweise Kim unp PauLino [27]):

1. .
W (p) = 5k1(1+cos[2<p]) = k; cos®> ¢ , (3.140)
1- =
283, (p) = Ekl(l—cos[2go]) = k; sin ¢, (3.141)
1. .
Zgg () = ) k; sin[2¢] = —k; sing cosy . (3.142)

Tabelle 3.6.: Spannungswinkelfunktionen erster Ordnung
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3.6 Diskussion der Mikrodehnungswinkelfunktionen

3.6.1 Mikrodehnungswinkelfunktionen nullter Ordnung

Zur Bestimmung der Mikrodehnungswinkelfunktionen nullter Ordnung \Ifﬁ(r)), \I’SB und \Ifg)p) losen wir das
Differentialgleichungssystem der HeLmHoLTZ-Gleichung aus Tabelle 3.2,

0 0 0 0
= (8,,9©)— (a(quw) L9 129, (3.143)
0 = (8,,99)+4( w\p<°>)——\p(°) +29@ (3.144)
15
(0) 0) _ (0 (0)
0 = (8,,99)+23,[ ¥ -vQ]- S (3.145)

unter Beriicksichtigung der Randbedingungen (3.22), (3.23) sowie (3.26),

— [ 0 0 —
0= _(a¢wég) + 2\1/5;] (p =m), (3.146)
0= (aw‘Pﬁ?))—Z‘I’ﬁ?}] (p==%m), (3.147)
0= (2,82 + 90— 49| (¢ = £m) . (3.149)

Wir eliminieren die Winkelfunktion \Ifﬁ(;) durch Addition der beiden Gleichungen (3.143) und (3.144).
Das fiihrt auf die homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

0 = 3,,[vO+v0O] +% (9@ +9], (3.149)
mit der allgemeinen Losung
[\Ifﬁ(r)) + \I/(%] (p) = AEI(,)) cos [1 ap] +BEI,O) sin [1 go] . (3.150)
2 2
Bilden wir die Superposition der Randbedingungen (3.146) und (3.147), so erhalten wir
0=23,[¢@+3O](p=+n) = :F%A(;’) sin[g] ;B(O) cos [ . ] — A® =0. (3.151)

Subtrahieren der beiden Differentialgleichungen (3.143) und (3.144) liefert eine Moglichkeit, die erste
partielle Ableitung der Winkelfunktion \Ilﬁ?p) durch die beiden anderen Winkelfunktionen auszudriicken:

(8¢\Pﬁg)) o %(aw I:\IJ]E(:)—\IJSB] 145 [‘IJ(O) \IJ%D. (3.152)
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Beim Betrachten der Differentialgleichung (3.145) fallt auf, dass wir mit Hilfe von Gleichung (3.152) die
Winkelfunktion ‘l’ﬁ?o) eliminieren kénnen. Daher differenzieren wir Gleichung (3.145) ein weiteres Mal:

0 = (8, ¥9)+28,,[ ¥ -0 ]- % (2,99) . (3.153)

Hier konnen wir nun Gleichung (3.152) einsetzen und erhalten die Differentialgleichung

0 = 0[5 (2 [ —w] - [0 -u2])
1

- . (3.154)
© _ g © _ g© © _ g©
+20, [\Ijrr _‘I’w]_j[g(aw [\Ilrr _\Pw]_Z [qur _\PWP])]'
1 34 225
_ 1 ©_g®], 34 © _g®7 1 225 [ _ 3O
= S(aww (2@ — 9]+ 7 Oos (w0 — ) ]+ =2 [0 \IfWD. (3.155)

Wir erkennen die Moglichkeit, die allgemeine Losung (3.150) der Summe ‘1’59) + ‘1’&2 zu nutzen, indem
wir geschickt erweitern. Zusatzlich multiplizieren wir anschlieend die Gleichung mit 4, um auf die
hochste Ableitung der Winkelfunktion ‘I’% Zu normieren:

1 17 225
_1 © 4 g7 4 17 © 4 g7 4 222 [ 3O | g©
0= 23000 (0@ +9@ ]+ = Oy (2@ + 9]+ = [0©@ +9©] 156
(B @) — 17 (3,,9@) - 225 10) '
PPPP Ty 2 PP T 16 “¥¥°

Stellen wir diese Gleichung um und setzen die allgemeine Losung (3.150) der Summe \Iff(r’) + \115;03 ein, so
gewinnen wir eine inhomogene Differentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

17 225 1
(8WW\IJ;O<3) + 5 (8 \II(O)) + T \IJSB = 6Bfl,0) sm[a Lp] ) (3.157)

Die Losung dieser Differentialgleichung kann mit Standardmethoden ermittelt werden. Wir erhalten die

folgende allgemeine Losung mit fiinf Integrationskonstanten:

1 1 3 5
0 (p) = —Bfl,o) sin[— go] +E‘(I,O) sin[—cp] +F‘§,O) sin[—cp]
vy 2 2 2 2 (3.158)

3 5
+ Cé,o) cos [— cp] + Dé,o) cos [— go] .
2 2
Daraus ergibt sich mit Gleichung (3.150) und dem Ergebnis (3.151) die radiale Winkelfunktion

1 1 3 5
0 — ) o; ) _: ) ..
\Ilﬁr)((p) = EB‘I' sm[icp]—Eq, sm[ago]—F‘I, 51n[£cpi|

3 5 (3.159)
_Cé,o) cos[g go} —D‘(I,O) cos[i cp] .
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Die allgemeine Losung der Winkelfunktion \Ilﬁ?p) erhalten wir nach Integration von Gleichung (3.152) zu

. [3 . [5 3 5
v () = ¢’ sm[E <p] + Dl sm[E (p] —E? cos [5 (p] —F cos [5 go] +GO (3.160)
Wir haben in Gleichung (3.151) bereits eine der Randbedingungen verwendet, das heil3t wir haben
nur noch zwei Randbedingungen zur Verfiigung, um die restlichen sechs Konstanten zu bestimmen. Bei
der weiteren Bestimmung der Mikrodehnungswinkelfunktionen erwarten wir eine zur Bestimmung der

Spannungswinkelfunktionen analoge Situation. Die fehlenden zwei Bedingungen erhalten wir aus den
Symmetrieeigenschaften der Mikrodehnung ¥. Hierfiir treffen wir eine Fallunterscheidung.

Symmetriebedingungen von Modus |

Die Symmetriebedingungen von Modus I haben wir bereits in Gleichung (3.28) angegeben:

I R _ I ol _ I — ! —
¥, () =V (n=¢), ¥ (he)=v (F-p), ¥ (e)=-Y(—¢). (3.161)
Aus den ersten beiden Symmetriebedingungen folgt jeweils die gleiche Aussage:

‘Ilgr(r,cp) =\Il£r (r,—¢), \Iliup (r,o) = \Ilfw (r,—p) = BY O O —¢ (3.162)

v Oy 0T v

Die dritte und letzte Symmetriebedingung fordert, dass die Winkelfunktion \Ifﬁ?p) eine ungerade Funktion
des Winkels ¢ sein muss und insbesondere fiir ¢ = 0 verschwinden muss. Daher folgern wir

wo(he) = —¥ (n—p) = Gy =0. (3.163)

Beide nicht identisch erfiillten Randbedingungen (3.146) beziehungsweise (3.147) fiihren zur selben
Aussage. Zusammen mit den beiden Verldaufen aus Gleichung (3.159) und (3.160) erhalten wir

0= [(3«;:‘1’&0&) + 2\11523] (p==%m) = —[ 3,¥9) _2\1,;23] (p==m) (3.164)
3 3 5 5 1 1
- (—5 + 2) ¢t sin [:I:E 7'5] + (—5 + 2) DY sin [:I:E 7'[] = c £ 5 DY (3.165)

Somit folgern wir, dass C&,O) = —D‘(I,O) gelten muss und erhalten die folgenden Verlaufe fiir Modus I:

3 5
O (p) =~ (p) = ¢ (COS[E“’]_COS[E“"D’ (3160
3 5
\I’f;go)(cp) = Céo) (sin[i go]—sin[i go]) (3.167)
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Symmetriebedingungen von Modus Il
Die Symmetriebedingungen (3.32) von Modus II behandeln wir weitestgehend analog:

V(r )= -0l (r,—p), ¥ (rp)=—-0" (r—p), ¥ (re)=0"((r—p). (3.168)
rr rr o o re re
Die ersten beiden Symmetriebedingungen fithren jeweils zur Schlussfolgerung, dass
11 _ _wll,. 11 e _ 0 O _

Vo (re)=—-v_(r—9p), \I’W (r,p) = \I/W (r—¢) = C’,D, =0. (3.169)

Die Forderung, dass die Winkelfunktion \Ifﬁ?a) eine gerade Funktion des Winkels ¢ sein muss, liefert
keine zusétze Information, da gerade Funktionen konstante Terme enthalten diirfen. Betrachten wir die
Randbedingung (3.146) beziehungsweise (3.147) und setzen die Verldufe aus den Gleichungen (3.160)
und (3.158) beziehungsweise (3.159) ein, so verschwinden alle Kosinusterme und wir gewinnen

0= [(awxpﬁ‘r’)) + 2\11523] (p=%1) = GV=0. (3.170)

Die verbleibende Randbedingung (3.148) liefert folgende Bedingung:

_ 0 0 0 _
0= [(aﬂ;;) +[ e —@;;]] (¢ =+m) (3.171)
3 (0)-[3](5)(0)-[5] 1 0,10
=1=-—2 sin|xt—mw |+ —-——2|F;,”sin|£t—m| = *x—E."+—F; "’ . 3.172
(2 ) v 2 2 v 2 2% T oV ( )

Zusammen mit der Folgerung E‘(I,O) = —Fé,o) ergeben sich somit die folgenden Verlaufe fiir Modus II:

1 1 3 5
\I,#,(O)((p) = EB‘(I,O) sin[i cp]—E\(I,O) (sin[i ap]—sin[a apD , (3.173)
1 1 3 5
\1,11,(0)( — (0) 3 S
ro ¢) = —Ey | cos S@|cosi Sl (3.175)
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Der Verlauf eines allgemeinen Belastungsfalls ergibt sich unter Vernachlassigung der Torsionsbelastung
des Modus III als Superposition der beiden Verldufe fiir Modus I und Modus II, das heil3t \I’i(](.)) =gl

ij
dem Modus I bzw. II zu und erhalten mit den Definitionen C&,O} = C&,O), B

ij

/O pie Integrationskonstanten ordnen wir gemal$ der Symmetriebedingungen (3.28) bzw. (3.32)

0) ._ p0) 0) ._ (0),
wIT =By bzw. E =Eg":

Wl

3 5 1 |1
\Ifﬁ?)(go) = —C&f}? (COS[E ap]—cos[i ('OD—FEB‘(I’O}I s1n[§ cp]

—EO sin[E ap} —sin[E ap}
w11 2 2

_ O 3 > 1o |1
\Ijéogg (p) = Cy; (cos[§ cp}—cos[i goD—i—EBq,ﬂ sm[igo

+E© sin[§<,o}—sin[§<p}
w11 5 5
3 5 3
\Ifﬁ?p)(ﬁp) = C&f} (Sin[i w]—sin[i QOD—E\(I,(?}I (COS[E Lp]—cos[

(3.176)
(3.177)

5

5 gaD . (3.178)

Tabelle 3.7.: Mikrodehnungswinkelfunktionen nullter Ordnung

3.6.2 Mikrodehnungswinkelfunktionen erster Ordnung

Das Differentialgleichungssystem der HeLmHorTz—Gleichung erster Ordnung aus Tabelle 3.3 lautet:

0 = (2,,0)—4(3,9D) oD + 200

PY Trr
0 = (8,,91)+4(8,90)—wD + 20D,
0 = (8,,9Y)+23,[ ¥V —wV] -3¢0,

zusammen mit den entsprechenden Randbedingungen

— [ 1 1 —
0=|(a,00) 420 |(p=m),

0= (awﬁ?)—zwﬁﬂ (p==m),

_ D) 490 _gO |, =
0=|(2,20)+w —qfw] (p=+m) .

(3.179)
(3.180)
(3.181)

(3.182)

(3.183)

(3.184)
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Durch Addition der ersten beiden Differentialgleichungen (3.179) und (3.180) gewinnen wir wieder
eine homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

0 = 3,, [V +0V]+[2D + 30 ] = [¢® +3D](¢) = A} cosp +BY sing . (3.185)

Analog zur Vorgehensweise bei der Bestimmung der Mikrodehnungswinkelfunktionen nullter Ordnung
betrachten wir die Superposition der beiden Randbedingungen (3.182) und (3.183):

0=2, [\Ifﬁ?-’—\l!%](:l:n) = —ADsin[+n]+B{) cos[+n] = BY) =o0. (3.186)

Auch das weitere Vorgehen ist analog zur Situation der nullten Ordnung. Wir subtrahieren die beiden
Gleichungen (3.179) und (3.180) und gewinnen

Y Tre

(2,92) = 3 (a0 [op—o] - [wr-ut2]). (3187)

Als Néchstes differenzieren wir Gleichung (3.181) und setzen Gleichung (3.187) ein. Daraus ergibt sich

0 = (Bope®y) +28,0 |47 - 93] -3 (4,7) (3.188)
- % (a‘*’*"w [ e -30,, v _‘I’%D +28,, [wP ()] (3.189)
-3 (3 [w -] -3 [w—0t2]) 2190

= % (aww (¥ — e ]+ 108, |9~ w0 [+9 [w) - ‘I’%D : (3.191)

Erweitern auf die Summe \IJS) + \If&} und normieren auf die hochste auftretende Ableitung liefert mit
Gleichung (3.185) die homogene Differentialgleichung

— 1) 1) (1
0 = (Byppe ¥1)+10 (8,,00) + 90 . (3.192)
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist einfach bestimmbar und lautet

\IJ((;(; (p) = Cé,l) cos p + D&,l) cos[3pl+ Efl,l) singp + Fé,l) sin[3¢] . (3.193)

Zusammen mit den GIn. (3.185) und (3.186) erhalten wir

\Ilﬁ)(gp) = (A(‘I}) —CS)) cos —D&,l) cos[3 ] —Efl,l) sin ¢ —Fé,l) sin[3¢] . (3.194)
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Analog der Situation bei der Bestimmung der Winkelfunktionen nullter Ordnung erhalten wir die dritte
Winkelfunktion aus Gleichung (3.187) zu

Lo M) o M o 1) &) &)
‘I’%)(go) = - (Aq, —2Cy )smgo + Dy’ sin[3¢]—Ey” cosp —Fy  cos[3p]+Gy . (3.195)

Wir kénnen auch hier nicht gentigend Randbedingungen formulieren und miissen daher die Symmetrie-
bedingungen in einer Fallunterscheidung fiir Modus I und Modus II beriicksichtigen.

Symmetriebedingungen von Modus |

Die Symmetriebedingungen von Modus I fiir die Terme erster Ordnung lauten nach Gleichung (3.28):

U () =9, (=), W, (o) =¥, (n—p), ¥, (o) =—% (—p).  (3.19)
Die ersten beiden Forderungen liefern uns wieder jeweils die selben Informationen:

\Iffr (r,o) = \I!fr (r,—¢), \Iliw (r,e) = \IJ(IW (r,—p) = E\(I,l),FS) =0. (3.197)
Entsprechend liefert die dritte Symmetriebedingung folgende Integrationskonstante:

wo(rne) = =¥ (n—p) = ¢M=o0. (3.198)

Die ersten beiden Randbedingungen (3.182) und (3.183) sind in diesem Fall identisch erfiillt. Die dritte
Randbedingung (3.184) liefert uns zusétzliche Informationen:

0=[(2,00)+[e®—wD]|(p = m) (3.199)
= (—% + 1) (A5 —2¢(") cos[£n] +(3—2) DY cos[+3 ] . (3.200)

Damit ergibt sich folgende Beziehung der Integrationskonstanten:

(A9 —2¢{") = -’ = ¢’ = - (4P +2D{"). (3.201)

N | =
N | =

Die entsprechenden Mikrodehnungswinkelfunktionen erster Ordnung fiir Modus I lauten

1
\I/f’r(l) (¢) = > (\1}) cos —DS) (cos ¢ +cos[3 cp]) , (3.202)
1
\I/i;fpl) (p) = EA(\I}) cos ¢ + DS) (cos ¢ +cos[3 cp]) , (3.203)
\1’52’51) (p) = Dél) (sin @ +sin[3 go]) . (3.204)
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Symmetriebedingungen von Modus Il
Die Symmetriebedingungen von Modus II ergeben sich erneut aus Gleichung (3.28):

\I’,{i (rn (P) = _\I},{i (r:_(P) ) \II;I(‘O (rr (P) = _\Ijif(p (’3_90) ) \Ijifp (r, (P) = \Ijifp (rn_('p) . (3205)

Die ersten beiden Symmetriebedingungen implizieren in diesem Fall

vl ()= -l (n—p) = c’,py’ =0, (3.206)
V()= —0l(—p) = AP =0. (3.207)

Die dritte Randbedingung (3.184) wird identisch erfiillt. Die beiden ersten Randbedingungen (3.182)
und (3.183) fiihren hingegen auf ein und die selbe Bedingung:

0=[(3,00) +20V](p ==m) = —[(3,¥) 29D ](p = +n) (3.208)
= (1—2) E{” cos[£m]+(3—2) F” cos[£3n] +2GY . (3.209)

Auswerten der Kosinusterme fithrt auf die folgende Beziehung der Integrationskonstanten

6O = T[F® D] (3.210)

1
2

Die daraus resultierenden Mikrodehnungswinkelfunktionen erster Ordnung fiir Modus II lauten:

W () = —wW () = E sing + F sin[3¢] (3.211)
1 1
v (e) = —Ev(vl)(i+C°SS")+F§1)(E_C°S[3 90])‘ (3.212)

Die Superposition \Ili(jl) = \IJiI]f(l) + \IJinI’(l) liefert zusammen mit den Definitionen Ay, ; := A(‘I}), Dy, := Dl(I,l),

Eg g = E‘(I,l) und Fy j; := Fé,l) gemal der Symmetriebedingungen (3.28) beziehungsweise (3.32) :

1
\IIS) (¢) = EA(‘I})I cos —D‘(IB (cos @ +cos[3 (,0]) —ES}I sin ¢ —FS}I sin[3¢] , (3.213)
1
‘I’&ﬁ (¢) = EA(;)I cos p + DS; (cos @ +cos[3 (p]) + E‘(IHI siny + FS}I sin[3¢], (3.214)
: : 1 1
v® (p) = D) (sln ¢ +sin[3 (p]) —E$), (5 + cos go) +FQ (5 —cos[3 go]) : (3.215)

Tabelle 3.8.: Mikrodehnungswinkelfunktionen erster Ordnung
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3.7 Diskussion der Hyperspannungswinkelfunktionen

Wir betrachten die asymptotischen Ansétze im Zusammenhang mit dem Materialgesetz (2.71)5:

w=ccVe¥:C = e = 16 (V¥)imn Conjxc = ir%“_”ﬂigi
5=0
Die nicht-verschwindenden Komponenten der Hyperspannung u lauten:
Mrrr = C1C3 :(V‘I’)m Crrrr + (V)04 Coprr + (V¥),, (szrr]
¢y Cs :(ar\prr) Crrrr +(0,%,,) Cyyrr +(8,9,,) szrr] ,
Uroop €1 C3 :(V\I!)m Crrpp T (V®),0, Coupp +(VE),,, (szw]
¢; € :(arq/rr) Crrpp +(8:%,,) Cypuy +(8,9,,) CZZW] ,
Prgz = C1C3 -(V\I’)rrr Crrzz T (V)4 Cppee + (V) szzz]
€13 _(8&”) Crraz + (8%, ) Cpyss +(8,,) C] ,
Urrp = 2¢1¢3 (V) Cropy = 20163 (3,%,) Crgryp s
Mgrr = C1C3 _(V‘I’)wr Crrrr + (V)40 Coprr + (V) (szrr]
%cl Cs [[(awxprr) —29,,|c,,.. +[(3,9,,) +2%,,] err] ,
Moo = C1€3 [(V‘P)wrr Crrpp T (V¥)40p Coppp + (V) (szw]
% €163 [[(asoq’rr) - Z\I'rw] Crrop + [(awlpw) + Z‘I’rw] wa] )
Mz = C1C3 [(V‘I’)W Crrzz T (V¥) 400 Cppe + (VE), (szzz]
%cl Cs [[(awxyrr) —29,,|C,.. +[(8,%,,) +2,, ] ccwzz] ,
Mero = €163 [(V‘I’)ww Crore + (V®)yr wa]

2
“ercy [(a¢wr¢) +|w, —\IJWH Cror -

(¥) . (3.216)

(3.217)

(3.218)

(3.219)

(3.220)

(3.221)

(3.222)

(3.223)

(3.224)
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Setzen wir hier die Komponenten C,g,5 des klassischen Elastizitatstensors ein, so erhalten wir

Uprr = CqCs [[AL +2u,]1(8.%,,)+ A, (arquw)] , (3.225)

Urpp = €163 [AL (0,%,,) + A +2u;] (&\Iw)], (3.226)

WUpgy = C1C3AL 8r[\11rr+\llw:| , (3.227)

Urrp = 201631, (8,9,,) , (3.228)
1

Horr = —crcs [)\L 2,0, +0,, | +2u,[(2,%,,) —2‘%]] , (3.229)
1

Hoge = a6 [AL %[\I'rr+‘PW]+2uL[(3¢\I'W)+2‘PW]], (3.230)
1

Howe = Tcrcshy 2,0, +0,, ], (3.231)
2

Horp = =1 CSML|:(8¢\Pr¢)+[‘I’rr—\P¢¢]j|. (3.232)

Daraus ergeben sich nach Einsetzen der asymptotischen Entwicklungen die Darstellungen

oo
Uorr = €1 Cs ; G % (k+1) [(AL +2u,) OO 42, \pgﬂ , (3.233)
Proy = C1Cs ; raG-1) % (k+1) [)\L W+ (A, +2pu,) \Iffo’ﬂ , (3.234)
Upge = C1C3 ;) p2(s=D) % (k+1)A,; [\Ifﬁ’;) + \1:;2] , (3.235)
oo
Uy = 163 . 126D (k+ 1)y, v® (3.236)
- k=0
o = 2P| 2,2, [0+ 0] 42 [(0,0) -292)] . (3:27)
ko=00
Uopo = D 126V epcy [AL 9,[ 0 + 90 |+ 24, [(2,00) + 2qf§’;)]] , (3.238)
kozoO
Ugwe = D 126 Ve ci2, a¢[qf§’;) +\11§0’2] , (3.239)
ko=00
More = Z raeD 2C1 Gy [(ap‘l/g;)) + [\Ifﬁ’:) _\ps(oké]] ) (3.240)
k=0
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Somit definieren wir die entsprechenden Hyperspannungswinkelfunktionen ,ufflz k—ter Ordnung durch

(k)

‘u’rrr =

1
- (k) (k) (k)
5 €163 (k+ 1)[7LL (\Prr +\IJW) +2u, v ] ,

1

- (k) (k) (k)

5 €16 (k+ 1)[7LL (\I!rr +\IJW) +2u; \PW] ,

1

_ (k) (k)

5 €163 A (k+1) (\Ilrr + \IIW) ,

cics(k+ 1)y ‘I’ﬁl;) )

¢ 3 [AL 2,[¥® +w® ] +2p, [(2,9%) —2\14@)]] ,
k k k k

¢1 ¢ [AL 2,[ M + 90 ]+ 24, [(2,00) + 2\115;]] ,

k k
c1¢3A, 0, [\Ifﬁr) + \I';;] ,

2eicom | (,00) + [0 —02] .

(3.241)

(3.242)

(3.243)

(3.244)

(3.245)

(3.246)

(3.247)

(3.248)

3.7.1 Hyperspannungswinkelfunktionen nullter Ordnung

Bevor wir die Hyperspannungswinkelfunktionen ug)j)k nullter Ordnung bestimmen, geben wir zuerst die

in den Gleichungen (3.241) - (3.248) auftretenden Terme der Summe, Differenz sowie der Ableitungen

der Verlaufe aus Tabelle 3.7 an:

1 1
0 0) _ (0)
v+ 0l = 5 Bun cos[i cp] ,

3 5 3
\Ilgg) _\11;0; = -2 C‘g (cos [5 cp} —cos [5 ch —ZES?H (sin[g go] —sin[

3 .3 5 . [5 1
(6,v?) = Cﬁf,?(a Sm[a“’]‘a Sm[a%"D*zB@f C‘”[E‘P

Y Srr

ERZS

YT

(8,50

Y Tre

—E(O) §c05[§ ]—§cos[E ]
LI 2 27172 2%])

_ o3 . [3 5 . [5 1 o
) = —Cy; (E s1n[§ w]—a sm[igo +ZB\1;,H cos

§COS|:§ j|—§COS|:E ]
LI\ 2 2772 2%])

3 3 5 5 3 .
) = Cé(’?(i COS[E g0i|—§COS|:§(pi|)+Et(P(BI (E sin| —

(3.249)

(3.250)

(3.251)

(3.252)

(3.253)
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Der hintere Ausdruck in Gleichung (3.245) beziehungsweise (3.246) lautet somit

1 3 5 1 1
0 0 _ ©) [ o : (0)
(8¢Q/£r))—2\11£¢) = —5 C\II,I (SIH[E (p]+sm[§ (‘0:|)+ZB‘II,II COS[E Qp:|

(3.254)
1 o 3 5
+§Eq;,11 cos E(p + cos Ecp ,
1 3 5 1 1
(0) 0 — 2,0 |2 2 ~ p -
(aw\llw) 2w = 2 Cy (sm[2 cp] +s1n[2 apD + 4Bxp,11 cos[2 go}
(3.255)
1 o 3 5
_EE\IJ,II cos E(p + cos Ecp .
Die Hyperspannungswinkelfunktionen ,ug(;.i nullter Ordnung ergeben sich also zu
3 5 1 . [1
p® = cicq [—ML CS?; (cos[g go]—cos[i (pD +5 (A +,uL)B\(121 sm[i cp]
(3.256)
—uLE(O) (sin[§g0:|—sin[§g0:|) .
w11 9 9
3 5 1 . [1
“(r?;«p = ¢y C3 [,uL C&f} (cos[z cp} _COS[E apD +3 (AL +uy) B\(ﬁ] s1n[§ cp]
(3.257)
+,uLE(0) (sin[§g0:|—sin[§g0:|) ,
w11 9 9
© _ 1 © ol 1
Mz = 2C1 C3)‘LB\P,H sin 290 > (3.258)
3 5 3 5
,ug(;)(p = cyC3 g [C&,OE (sin[a go}—sin[a goD—EgﬁI (cos[i go]—cos[i QpD] , (3.259)
. [3 . [5 1 1
,u(or)r = ¢35 —ug Cé,og (sm[—ap] +sm[—<pD +— (A, +ug) B‘(I,O}I cos[—«p]
v ’ 2 2 2 ’ 2
(3.260)
+upEy | cos[-¢|+cos| - ,
’ 2 2
. [3 R 1 1
.Ug);(p = C1C3 [.UL CSE (sm[i go] +sm[§ <,0D + 5 (AL +uL)B\(I?}I COS[E (pi|
(3.261)
—,uLE(O) (cos[éap]+cos[§ch ,
w11 9 B
pzz 2 w11 2
3 5 3 5
Mg)r)w = —CyC3 U [CS? (cos[g go] +cos[§ (pD +Ex(121 (sin[a go] +sin[§ <,0D] . (3.263)

Tabelle 3.9.: Hyperspannungswinkelfunktionen nullter Ordnung
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3.7.2 Hyperspannungswinkelfunktionen erster Ordnung

Fiir die Verlaufe aus Tabelle 3.8 gehen wir analog vor, geben aber nur die folgenden Ableitungen an:

1

(8 le(l)) = _EA(\I},)I sing + D‘(I}; (sincp +3sin[3 cp]) _E\(IBI cos p — 3F~9}1 cos[3¢p], (3.264)
1

(8¢¢é1$) = _EA(‘I}’)I sin ¢ _D\(yl} (sincp +3sin[3 cp]) + E\(IBI cos p + BFSJI cos[3¢p], (3.265)

(a(p\p;g) = DS} (cos ¢ +3cos[3 cp]) + ES%I sin + BFS}I sin[3¢] . (3.266)

Die entsprechenden Hyperspannungswinkelfunktionen erster Ordnung ,ugi lauten somit

‘U’S‘)r = ¢y¢3 [(AL +ur) A(q})l cosp —2uy DS% (cos ¢ +cos[3 ap]) —2uy ES}I sing
(3.267)
—2u, Fy)y sin[3 so]] ,
“glw)cp = ¢y C3 [(AL + uL)AEI}’)I cosy +2u; D\(I}} (cos ¢ +cos[3 cp]) +2u; E‘(;%I sin
(3.268)
+2u; E‘(;}I sin[3 go]] ,
ugg = (;C3 QLLA(\I}’)I cos ¢y , (3.269)
1
‘uglr)w = 2¢y¢3 Uy [DS; (sin ¢ +sin[3 go]) — ES}I (5 + cos cp)
1 (3.270)
+ FS?I (E —cos[3 go])] ,
'uSr)r = ¢y¢3 [— (A, + uL)A(;) singp —2u; D&,l)(sincp —sin[3 go])
(3.271)
+2u; Efl,l)(l + cos (p) —2u; Fél)(l +cos[3 (p])] ,
‘u(v}v)w = ¢ Cq [— (A, + ,uL)A(;) sing +2u; D&,l)(sincp —sin[3 c,o])
(3.272)
—2u; E‘(I,l)(l + cos (p) +2u; Fél)(l + cos[3 cp])] ,
‘U‘Ep}z)z = —063 ALAEIll,)I SiIle > (3.273)
“E;r)q; = —2¢,¢3 [D&,l’;(cos ¢ —cos[3 go]) + E\(IHI sin p — FS}I sin[3 cp]] . (3.274)

Tabelle 3.10.: Hyperspannungswinkelfunktionen erster Ordnung
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3.8 Alternative und aquivalente Bestimmung der Rissspitzennahfelder

Wir haben die CaucHysche Spannung ¥ aus den entsprechenden Gleichgewichtsbedingungen bestimmt.
Weiter haben wir die nicht—klassische Mikrodehnung ¥ aus der HELmHOoLTZ-Gleichung gewonnen und
diese anschlielend verwendet, um die Hyperspannung u zu bestimmen. Da die bisher angegebene
Herangehensweise der analytischen Diskussion sehr aufwéandig und fehleranfillig ist, verwenden wir
zusétzlich einen alternativen und &dquivalenten Losungsweg zur Verifizierung der bisher gewonnenen
Rissspitzennahfelder. Die Hyperspannung w lasst sich auch direkt aus Gleichgewichtsbedingung (2.51),
bestimmen, um anschliefend daraus die Mikrodehnung ¥ zu gewinnen. Es ist bei diesem Losungsweg
auch notig, die Felder durch einen Potenzreihenansatz nach Wirriams [41] zu approximieren. Wenn wir
wiederum davon ausgehen, dass die fithrende Potenz der Freiheitsgrade p = % ist, so wahlen wir fiir die
Hyperspannung u und die relative Spannung 7 die folgenden Ansitze:

oo oo
1o s Lo s
Ta(ne) = D ra D) g (ne) = > rze b () (3.275)
s=0 s=0

Wir erkennen eine analoge Situation wie bei der HeLmHoLTZ-Gleichung: Erst ab der zweiten Ordnung
tritt eine Kopplung der Hyperspannung u mit der relativen Spannung 7 auf, da die Hyperspannung W
und die relative Spannung 7 in Gleichgewichtsbedingung (2.51), unterschiedliche Ableitungsordnungen
besitzen. Das bedeutet, dass die Differentialgleichungssysteme der beiden fiihrenden Ordnungen nur in
den Winkelfunktionen der Hyperspannung u formuliert sein werden. Die physikalischen Komponenten
der Divergenz der Hyperspannung w entnehmen wir Tabelle A.7 aus Kapitel A.8 und erhalten

0=(V-W,+7, = (8r.um)+% (Bptagrr) + % (Brrr = Bggr = tory ) + oo (3.276)
0= (V- Wyt Ty, = (Orbrge) + % (Fpbppy) + % (“rw T lore T “Wr) T Top s (3.277)
0=(V-W,+T,y = (arurw) + % (acp“ww) + % (,ump — Uy t+ er) +Tryp s (3.278)
0 = (VT = Gottys) ¥ (i) + by + % (3.279)

Dieses Gleichungssystem ergibt ein, wie wir noch sehen werden, unterbestimmtes Gleichungssystem aus
vier Gleichungen fiir sieben unbekannte Winkelfunktionen. Die fehlenden Gleichungen werden durch
folgende Uberlegung ermittelt: Die zweiten Ableitungen der Mikrodehnungen ¥, j miissen kommutieren:

a|o,v;] = 9,[av,] <= o=23[s,v,]-5,[ay]. (3.280)

Die ersten partiellen Ableitungen 0,¥;, der Mikrodehnungen ;; lassen sich durch die in Tabelle A.1 in
Kapitel A.2 angebenen Komponenten (V¥);;, des Gradienten V¥ der Mikrodehnung ¥ ausdriicken.
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Die Bedingung (3.280) fiir die physikalischen Komponenten ¥,,., ¥, beziehungsweise ¥, , konnen wir
durch Gleichung (A.32), (A.33) beziehungsweise (A.36) folgendermalen ausdriicken:

0 =3,[5v,]-3]8,%.] = 3,[(v®),.]-3[r (vO),.,|-2(VE),, , (3.281)
0 = 3,[8%,,]|-3[8,%,,]| = 8,[(VE),,,|-a]r (V®),,, | -2(VE),, (3.282)
0 =3,[8%,]-3[3,%,] = 3,[(VO),., |-a[r (V¥),., |- (V®),,, +(VE),,, . (3.283)

Die drei fehlenden Gleichungen zur Bestimmung der physikalischen Komponenten u; ;. ergeben sich

durch Einsetzen des invertierten Materialgesetzes (2.71)5:

1 -1 -1 1 AL
VW = —u:C", C"' = —|lg—————1®1]. (3.284)
C1C3 2 3AL+2u

Somit ergeben sich die folgenden physikalischen Komponenten von V¥:

1 AL
= — |luy——"=t. 5 1. 3.285
|:‘u‘1)k 37LL ZML Uimm ]k] ( )

Die in den Gleichungen (3.281) — (3.283) auftretenden physikalischen Komponenten lauten:

V¥, = ﬁ [um - ﬁ (um g T »urzz):| ; (3.286)
(V¥),,p = m [urw - Mﬁﬁ (um + Uy + um)] ) (3.287)
(V),,, = ufm Hrrg » (3.288)
(V),,, = ufm [uw - :mfﬁ (Bgrr + tppy + uwzz)] : (3.289)
(V¥)ypp = ﬁ [‘uww - ﬁ (‘uwrr T lopp t+ ‘uwm)] , (3.290)
(V),,, = qum v - (3.291)

Weiter konnen wir die physikalischen Komponenten u,,, durch folgende Uberlegung eliminieren:

AL

0= (V¥),, = U, = —»%t —
( )lZZ A"l'lZZ Z(A,L'i“[,l,L)

(Birr + i) - (3.292)
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Setzen wir die Gleichungen (3.286) — (3.292) in die Gleichungen (3.281) — (3.283) ein, so erhalten wir
die folgenden drei Differentialgleichungen:

— _ AL _ —AL —_
0= (ap‘urrr) A+ 20, (aw“rw) r (ar“wr) tr A, + 20, (aﬁuwcp) Morr 3,203
P 4Oyt u) (3.293)
AL +2p eee T a2, Prreo
A A
0 = (Golirgy) — )LL+—L2,uL (Gpbtrrr) =1 (Brttpgy) + 1 AL+—L2uL (Orbtgrr) = B (3.990
n AL 4 (AL +ug) .
AL +20, Moprr AL+2u, Urrg >
0= (acp‘u’rrcp) -r (aruugpr(p) + Uprr “Urpp — Mopre - (3.295)

Verwenden wir nun den asymptotischen Ansatz (3.275) fiir die Hyperspannung w einerseits in den

Gleichgewichtsbedingungen (3.276) — (3.279) und andererseits in den Gleichungen (3.286) - (3.291),

so folgt nach ldngeren Umrechnungen fiir die Hyperspannungswinkelfunktionen nullter Ordnung ,u(o)'

ijk*
0 = pu® +2(3,u? ) —4u®,_, (3.296)
0 = @ +2(3,uQ ) +4u (3.297)
0 = p® +2(3,uQ )—2uQ +2uQ (3.298)
0 = u@ +p® +2(3,uQ)+2 (3,09, ), (3.299)
0=2 (Bwug(gr) —ug)r)w + 2,u§?)r —Zug?p)w , (3.300)
0 =2(3,uQ,)+2(0,u9)—uQ, —u®, (3.301)
0 = 2(3,u?,)—2(3,u9)—pQ, +u® +8u0 . (3.302)

Wir gewinnen ein Gleichungssystem fiir die beiden Winkelfunktionen pror)r und ,ug’; " indem wir jeweils
die Winkelfunktionen uge)r,uggw,ugfr)@ beziehungsweise ,ug?p)r durch die Gleichungen (3.296), (3.297),
(3.300) beziehungsweise Gleichung (3.302) eliminieren. Dieses Gleichungssystem ldsst sich auf eine
einzelne Differentialgleichung fiir die Winkelfunktion ,ug); . reduzieren, deren Losung wir dann sukzes-

sive nutzen konnen, um die anderen Winkelfunktionen zu bestimmen:

17 225 ¢
(awwtuwcp) + X (aw“sow) + 16 Uppp = 6AcCOS . (3.303)

2
Der Aufbau dieser inhomogenen Differentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist
analog zu Gleichung (3.157) und fiihrt auf die gleichen Losungen der Hyperspannungwinkelfunktionen
nullter Ordnung Mf-?ﬁ und Mikrodehnungen \I/l.(;)), wie wir sie in Kapitel 3.7 und in Kapitel 3.6 angegeben
haben. Auf eine Skizzierung der Bestimmung der Hyperspannungswinkelfunktionen erster Ordnung auf
diesem alternativen und dquivalenten Weg verzichten wir an dieser Stelle, da diese ebenfalls zu den
bereits angegebenen Ergebnissen fiihrt.
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3.9 Spannungsintensitatsfaktoren

Die nach einer asymptotischen Entwicklung unbestimmt bleibenden Integrationskonstanten haben bei
linearen Elastizitdtstheorien einen direkten Bezug zu den sogenannten Spannungsintensititsfaktoren. In
Anlehnung an die asymptotische Entwicklung ergibt es Sinn, einen Grenzwert r — 0 zu betrachten. Im
Rahmen der linearen Elastizitit ergibt sich fiir Modus I, Il mit a € {I,I1}:

1133[«/271@1,.] = K, f2(9) . (3.304)
Die Winkelfunktionen fi?‘ spielen hierbei eine zentrale Rolle. Diese Grenzwertbetrachtung in Richtung
der Rissspitze wird klassischerweise durch folgende Bedingungen normiert:

frolp=0)=1, fil(p=0)=1. (3.305)

Die klassischen Verlaufe der Spannungen (siehe Gross [19]) motivieren die Grenzwertbetrachtung der
fiir den entsprechenden Modus charakteristischen Spannung zur Definition der klassischen Spannungs-
intensitédtsfaktoren K; und K;;. Modus I wird durch die Umfangsspannung %, , und Modus II durch die
Schubspannung ¥, charakterisiert, daher ergeben sich folgende Definitionen:

K = lm[ V277, (ne=0)], Ky = lim[v2rrs, (ne =0)]. (3.306)
Die Spannungsintensitdtsfaktoren K; und K;; bestimmen sich also aus den Vorfaktoren der fithrenden
Terme einer asymptotischen Entwicklung. Um in unserem Fall verallgemeinerte Spannungsintensitéts-
faktoren zu definieren, stellen wir eine dhnliche Uberlegung an und nutzen die Normierung (3.305)
weiter. Die folgenden beiden Grenzwerte definieren verallgemeinerte Spannungsintensititsfaktoren K;

beziehungsweise K;; des Modus I beziehungsweise II:

k= lim[v2rrs,, (ne=0)] “Z° v2nz® (9 =0), (3.307)
r—0 i

K = ling[VZﬂ'r %, (ne=0)] “2” v2rz0(p=0). (3.308)
r—

Wir nutzen also die gleiche Form wie die klassischen Spannungsintensititsfaktoren, jedoch mit einer
nicht—klassischen Caucnyschen Spannung X. Einsetzen der Winkelfunktion Zg); aus Gleichung (3.126)
sowie der Winkelfunktion Z}g?p) aus Gleichung (3.127) liefert die Spannungsintensitatsfaktoren

~ T ~ Y
K = 1/51‘\(20,)1: Ky = ,/EB;‘?}I. (3.309)

Im Gegensatz zu anderen erweiterten Theorien (siehe zum Beispiel ErsAsser [10]), sind diese von den

Materialparametern unabhingig und entsprechen vollkommen der klassischen linearen Bruchmechanik.
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3.10 Hyperspannungsintensitatsfaktoren

Wir definieren fiir Modus I den Intensititsfaktor I; analog dem Spannungsintensititsfaktor K;. Daher
betrachten wir den folgenden Grenzwert mit einer zu Gleichung (3.305) analogen Normierung:

lim[\/anuijk] = ilgfjk(cp) , gclprcp (p=0)=1. (3.310)

r—0

Somit erhalten wir die Definition des Hyperspannungsintensititsfaktors L;,

L, := li_r)rg)[w/anuW@ (csz)] = V27u® (p=0) = —2V27mc;cau; C&,(?;. (3.311)

pry

Fiir Modus II ist die Situation komplexer. In der klassischen Bruchmechanik gewinnen wir auch fiir eine
Modus-II-Belastung nur einen Intensitatsfaktor. Die Hyperspannungswinkelfunktionen nullter Ordnung
in Tabelle 3.9 enthalten allerdings noch zwei unbestimmte Integrationskonstanten B\(Iff 31 und E\(I,Ojl. Daher
betrachten wir fiir Modus II die additive Darstellung

lim[v 2nr ,u,l-jk] = iﬁ) (giljlk)(ﬂ + iﬁ) (gl.IjIk)(_) (3.312)

r—0

zusammen mit den beiden Normierungen

(s2,) " w=0 = (s1,) (p=0) = 1. (3.313)

Um die beiden verbleibenden Integrationskonstanten zu separieren, miissen wir die Summe beziehungs-
weise Differenz der zwei Hyperspannungen u,,, und w,,, betrachten. Wir kennzeichnen die daraus
resultierenden Hyperspannungsintensitdtsfaktoren mit dem Symbol (+) beziehungsweise (—):

SO IR S By v — — JE[, @ 4,0 —

L;" = > 11_1)121)[ 27t(,uwr+,uww)(cp —0)] =13 [,uwr+,uw(p](cp =0), (3.314)
7)1 ./ _ — — 4/ 0 _ 0 =

L’ = 11_1)1(1)[ 27t(,u(m ,u(pw)((p —O)] = Zn[uwr ‘uww](@ =0). (3.315)

Die Koeffizienten igf) erhalten wir mit Hilfe der Verlaufe aus Tabelle 3.9:

~ TT 0

Iy = R +u,) B, (3.316)
7 (= / 0

LEI) = 2V2mcicauy E.(I,L (3.317)
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Auch fiir die Hyperspannungswinkelfunktionen erster Ordnung ist die Situation komplexer als in der
klassischen linearen Bruchmechanik. Wir normieren wieder entsprechend und definieren:

~ r

[ .= lim 5( rrr+,urw)(<p=0)] = 15 (A, + 1) AS) (3.318)
i) s [T — — (1)

7 = 11_1)1’(% E (,urrr—,urw)(cp —O)] = —2c1¢c3u; Dy s (3.319)
- . r

) o= lim) 2 (Bgrr + g ) (0 =0)] = —2cicu By, (3.320)
o . r

ZEI) = 11_1)% E (“’Lprr_u’tpwp)(@ :0):| = _201 CS.U'LF\I;?[ (3.321)

3.11 Zusammenfassung

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir die Losungen der Differentialgleichungssysteme verschiedener
Ordnung noch zusammenfiithren und die Gesamtverldufe der wichtigsten Grofden der in dieser Arbeit
vorgestellten Theorie angeben. Wir beginnen mit der Cauchyschen Spannung X. Die Winkelfunktionen
nullter und erster Ordnung, die in den beiden Tabellen 3.5 und 3.6 angegebenen sind, entsprechen den
aus der klassischen Elastizitdat bekannten Verlaufen. Vergleiche hierzu die Arbeiten von HeLLAN [22] sowie
Kim unp Paurino [27]. Das bedeutet insbesondere, dass obwohl wir eine verallgemeinerte CAucHysche
Spannung ¥ verwenden, alle in der Literatur bekannten Eigenschaften der Spannungsverlaufe trotzdem
weiterhin gelten! Setzen wir die Winkelfunktionen aus Abschnitt (3.5) zusammen mit den Spannungs-
intensitdtsfaktoren aus Abschnitt 3.9 in den Potenzreihenansatz (3.35); ein, so erhalten wir:

B g [ g[S
| e [y e [
(3.322)
cos? ¢ 0 (V)
+k; sin? + O(ﬁ)
—3 sin(2¢) o(y7)

Tabelle 3.11.: Spannungen des Nahfeldes der Rissspitze fiir Modus I und Modus I

Die Spannungskoeffizienten K;, k; beziehungsweise K;; charakterisieren bei einer sogenannten ,mixed—
mode-Belastung“ den jeweiligen Einfluss des Modus I beziehungsweise des Modus I1.
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Als weitere Losung haben wir die Winkelfunktionen nullter und erster Ordnung der Mikrodehnungen W;;
gewonnen, die in den Tabellen 3.7 und 3.8 angegeben sind. Die unterschiedlichen Anteile dieses nicht—
klassischen Feldes lassen sich zwar ebenfalls in Modus—I— sowie Modus—II-Anteile zerlegen, es existieren
jedoch fiir die Terme nullter Ordnung drei Koeffizienten L;, f,g) und Iig) die den Intensitatsfaktoren fiir
die Hyperspannung w entsprechen. Fiir die Terme erster Ordnung existieren sogar vier Koeffizienten le‘
und T;f),
Zusétzlich zu den in der folgenden Tabelle aufgefiihrten sieben verschiedenen Koeffizienten existieren

die den Termen erster Ordnung der Hyperspannung w zuzordnen sind (vergleiche Tabelle 3.13).

fir die Mikrodehnungen ;; konstante Anteile, die fiir derartige Modelle neu sind. Allerdings bleiben
die Mikrodehnungen ¥;; reguldr. Die Winkelfunktionen aus Abschnitt (3.6) in Kombination mit den
Koeffizienten aus Abschnitt 3.10 ergeben fiir den Potenzreihenansatz (3.35), die in der folgenden Tabelle

zusammengefassten Verldufe.

\Prr_\I’rr - I’ COS(% (p)—COS(g (‘0)
3 Y A S B 3 S
‘I’w_\f’w 21 2¢cic3Up _c?s(§¢)+c?s(§2 Lp)
U, — ¥, in(3¢)+sin(3¢)

7 sin £ ) cos ¢
+4/ L lsin2|+ L " cos ¢ (3.323)
27 cye3 (AL + ) 02 2¢ci¢5 (A + ) 0
(=) [ cos p +cos(3 ¢) | (4) sin ¢
N Lr Ge)| + Li'r sin ¢
——— | —cosp —cos — | -
2¢c1c3up . . 2ci630p |
—sinp —sin(3 ¢) 5+cosgp
=P [ sin(3 ¢) -O(m)
# —sin(3 ¢) + o(«/ﬁ)
16 b —%+cos(3 ®) o(«/ﬁ)

Tabelle 3.12.: Mikrodehnungen des Nahfeldes der Rissspitze fir Modus I und Modus I1
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Aus der Mikrodehnung ¥ haben wir anschlie@end durch Bildung des Gradienten die Hyperspannung w
gewonnen, die analog zu der CaucHyschen Spannung X eine %—Singularitét aufweist. Im Gegensatz
zu mikropolaren Theorien, wie sie beispielsweise in ELsAsser [10] untersucht wurde, sind sogar beide
Modi singular. Die Winkelfunktionen nullter Ordnung besitzen eine komplexere Struktur als bei mikro-
polaren Theorien, die lediglich eine Abhéangigkeit der Sinus— oder Kosinusfunktion des halben Winkels
aufweisen. Einen weiteren Unterschied zu mikropolaren Theorien erkennen wir in den Termen erster
Ordnung, die sogenannten konstanten Terme. So gibt es konstante Terme in der mikropolaren Theorie
nur fiir Modus I, wohingegen das im Rahmen dieser Arbeit untersuchte Modell eine Hyperspannung w
mit konstanten Termen sowohl fiir Modus I als auch fiir Modus II beinhaltet. Weiter existieren fiir
beide Modi jeweils zwei Koeffizienten in den konstanten Termen. Deren zugehorige Winkelfunktionen
erster Ordnung weisen auch eine komplexere Struktur als bei mikropolaren Theorien auf, bei denen
diese nur aus einem einzigen Sinus— beziehungsweise Kosinusterm bestehen. Setzen wir die in den
Tabellen 3.9 und 3.10 angegebenen Winkelfunktionen in den entsprechenden Potenzreihenansatz aus
Gleichung (3.216) ein, so erhalten wir die in der folgenden Tabelle zusammengefassten Verlaufe.

Uprr cos(% cp)—cos(%ap) -—sin(% (p)+sin(§ (p)-
U —cos(% go)—i—cos(%ap) sin(%(p —sin(%cp
U | L —sin(2 ¢) +sin (32 ¢) N i§l_) —cos(2¢)+cos(2¢)
Mrr  2427r sin(%cp)—i—sin(%cp) 242mr cos(%(p +cos(§<p)
Py —sin(3 ¢)—sin(3 ) —cos(3 @) —cos(3 )
| Hor | | cos(3¢)+cos(3¢) | | —sin(3¢)—sin(3¢)

sin & cos ¢ cosp +cos(3 ) |
sin £ cos ¢ —cosp —cos(3 )
~(+) . .
L 0 = 0 =y | —siny —sin(3
L B o ek B 0 el R (3%) (3.324)
27r |cos% —sin g sin p —sin (3 ¢)
cos £ —sin ¢ —sin +sin (3 ¢)
0 0 cosp —cos(3 )
[ sin ¢ | [ sin (3 ¢) | -O(ﬁ)_
—sinp —sin(3 ¢) O(ﬁ)
L %+coscp ) —%+cos(3<,0) N O(ﬁ)
Il —1—cosg 1 14 cos(3¢) O(ﬁ)
14+cosyp —1—cos(3¢) O(ﬁ)
sin ¢ —sin(3 ¢) O(ﬁ)

Tabelle 3.13.: Hyperspannungen des Nahfeldes der Risspitze fiir Modus I und Modus IT
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Zum Abschluss dieses Kapitels geben wir noch die aus den Cauchyschen Spannungen X%;; sowie den

Mikrodehnungen ¥;; bestimmbaren Dehnungen ¢;; an. Aus diesen gewinnen wir durch Inversion der

Kinematik weiter die Verschiebungen u; vollkommen analog zur klassischen linearen Bruchmechanik:

u, = Jsrrdr, u, = f[ur+rsw]dcp. (3.325)

Die entsprechenden Verldaufe haben wir in der letzten Tabelle dieses Kapitels zusammengefasst.

Dehnungen:
€,y g (5—8) cos £ —cos (2 ¢)
1M [ 3
€ = —— [(3—87) cos——cos(—tp)
ew Zvamre sin£+s?n(§ )2
re 2 2 ¥
& (5—8)sin% —3sin(3 ) 0 cos? ¢
c c
- —a (3—8v)sin%+351n(%<p) + 1 sin? (3.326)
2V2mre,ur —cos£—3cos(§ ) 2¢y g, 1
o S 5 sin(2 )
o (v7)
+|o(v7)
o (v7)
Verschiebungen:
u | _ [T a K (5—8) cos £ —cos (2 ¢)
u 21 2c,u; |16 (1—2v)sin€ —2sin(2 ¢
¢ 273 2
[T ok |(5-8v)sing -3 sin (3 ) +c17<1r cos® @ (3.327)
27 2¢o g —16 (1—2v) cos £ 2c,u; |
+[o(vr3)] .

Tabelle 3.14.: Dehnungen und Verschiebungen des Nahfeldes der Rissspitze fir Modus I und Modus 1
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4 Numerische Diskussion von
Rissspitzenfeldern

Das Hauptziel dieses Kapitels ist einige Probleme mit unterschiedlichen Risskonfigurationen mittels der
Finite-Elemente—Methode zu berechnen und zu analysieren. Zu Beginn wird die Implementierung des
Modells in einem Finite-Elemente—Code skizziert. Als erstes Problem diskutieren wir dann eine gelochte
Platte unter Zugbelastung. Dieses klassische Problem ist in der Literatur gut untersucht und verstanden
und wir konnen daher ein erstes Mal die Giite des implementierten Finite-Elemente—Codes iiberpriifen.
Ein Vergleich mit den in der Literatur bekannten Ergebnissen erlaubt uns zusitzlich, einen Eindruck
des Einflusses der verschiedenen Materialparameter auf das Verhalten der Losungen zu gewinnen. Das
zweite Problem bezieht sich auf einen Riss in einem homogenen elastischen Material unter entweder
einer reinen Modus-I- oder unter einer reinen Modus—II-Belastung. Einerseits konnen wir durch einen
Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den analytisch gewonnenen Verldufen die Giite der Finite—
Elemente-Modellierung weiter verifizieren. Andererseits ermoglichen sie die Bestimmung der analytisch
nicht bestimmbaren Intensitédtsfaktoren fiir die CaucHysche Spannung ¥ und die Hyperspannung u. Der
Einfluss der Materialeigenschaften auf die Nahfelder kann insbesondere durch Parameterstudien unter-
sucht werden.

Dariiber hinaus wird ein weiteres Beispiel mit einem Riss in einem Zweistoffverbund diskutiert. Der
Riss ist parallel zur Trennschicht der beiden Materialien und wird einer Zugbelastung senkrecht zur
Trennschicht unterworfen. Unter anderem wird der Einfluss des Abstandes des Risses zur Trennschicht
sowie der Einfluss der Materialparameter auf die Intensitédtsfaktoren diskutiert. Das besondere in diesem
Beispiel ist, dass eine charakteristische Strukturldnge mit einbezogen wird, die vergleichbar zu inneren
Materiallingen sein kann. Daher ist der Vergleich mit Ergebnissen der klassischen linearen Bruchmecha-

nik von Interesse.
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4.1 Herleitung der Grundgleichungen der Finite-Elemente-Methode

Das Modell, das wir in Tabelle 2.1 zusammengefasst haben, bildet die Basis der starken Formulierung
eines Randwertproblems. Um ein vollstdndiges Randwertproblem zu erhalten, miissen wir noch zu den
Gleichgewichtsbedingungen passende Randbedingungen formulieren. Ein solches Randwertproblem in
der starken Formulierung ist im Allgemeinen nicht mehr analytisch untersuchbar. Einzig fiir einfache
Standardbeispiele ist dies moglich. Daher leiten wir in diesem Abschnitt die grundlegenden Gleichungen
der numerischen Modellierung des Randwertproblems mittels der Finite—-Elemente-Methode her.

Oft wird die starke Formulierung des Randwertproblems in eine variationelle Formulierung transformiert
oder direkt ein entsprechendes variationelles Prinzip wie beispielsweise das Prinzip der virtuellen Arbeit
betrachtet. An die Losungsfelder einer schwachen Formulierung werden geringere Differenzierbarkeits-
anforderungen gestellt. Eine géngige Losungsstrategie einer schwachen Formulierung eines Randwert-
problems stellt die sogenannte Finite-Elemente-Methode dar. Dieses Verfahren zur Bestimmung einer
Niaherungslosung nutzt das Losungskonzept ,Divide & conquer”: Wir unterteilen das Losungsgebiet in
disjunkte, abgeschlossene Teilgebiete, die finiten Elemente, die das Losungsgebiet approximieren. Fiir
jedes finite Element wird dann die Elementsteifigkeit sowie der Elementlastvektor aufgestellt und in ein

Gesamtgleichungssystem assembliert.
Eine numerische Untersuchung mittels der Finite-Elemente-Methode beinhaltet schematisch folgende
vier Schritte (siehe auch Zienkiewicz [43], [44], HucHES [25], BATHE [6] oder WRIGGERS [42]):

1. Aufstellen der Variationsformulierung des Gleichungssystems,

2. Linearisieren der Variationsformulierung,

3. Diskretisieren des Integrationsgebietes,

4. Assemblieren der Elementgleichungssysteme in ein Gesamtgleichungssystem.

Da die in dieser Arbeit formulierte Theorie linear ist, entféllt Schritt 2. Wir wollen keine eigene FE-
Software entwickeln und setzen daher die vorgestellte Theorie in der numerischen Software , FEAP“ um
(sieche FEAP-Manual [18]). FEAP stellt eigene Routinen zur Verfiigung, die den aufwandigsten Schritt,
die Assemblierung des Gesamtgleichungssystems, iibernehmen. Wir miissen lediglich die Element-
steifigkeitsmatrix sowie den Elementlastvektor in einem sogenannten Userelement implementieren.

72



4.1.1 Variationsformulierung der Gleichgewichtsbedingungen

Das Randwertproblem besteht aus den Gleichgewichtsbedingungen (2.69), der Kinematik (2.68) und
den Materialgesetzen (2.71). Fiir Erstere miissen wir noch Randbedingungen formulieren. Hierzu teilen
wir je nach Problemstellung die Oberfliche 0% disjunkt in zwei Teiloberfldchen, fiir die wir entweder

Verschiebungs— oder Spannungsrandbedingungen fordern:
u=u’ aufdz*, t=t" aufdR', OR =0R“UIR', OR“NIR' =0. 4.1)

Analog teilen wir fiir die Randbedingungen der Hyperspannungsbilanz die Oberfliche 0% disjunkt in
zwei Teiloberflachen, fiir die wir Mikrodehnungs— oder Hyperspannungsrandbedingungen fordern:

=0 aufor¥, A=A" aufor’, 0% =0%%Yudxr*, °0%YNI%"=4. (4.2)

Wir haben in Kapitel 2.6 bereits gesehen, dass die Erfiillung dieses Randwertproblems dquivalent zur
Erfilllung des Prinzips der virtuellen Arbeit ist. Zusammen mit der Darstellung (2.46) der virtuellen
Arbeit der inneren Krafte 6W, beziehungsweise der Darstellung (2.49) der virtuellen Arbeit der dulderen
Kréfte 6W, fiihrt das Prinzip der virtuellen Arbeit (2.42) auf die folgenden Gleichung:

0 = J V[ou]:Z(e,¥) dv+f oW : 7 (e,¥) dv+f V[6¥]: u(V[¥]) dv
% P

% (4.3)
—J 5u-tda—f ov:Ada.
% R

Die Losungsfelder dieser variationellen Formulierung stammen aus dem SosoLEv—Raum .#', das heif3t
bis zu den ersten partiellen Ableitungen sind diese quadrat-integrabel. Die Randbedingungen (4.1) und
(4.2) schranken die Wahl der Losungsfelder und Variationsfelder zuséatzlich ein (siehe REppy [35]):

ues ={ulue#', u=u auf 92"}, (4.4)
VeT = {¥|vex', ¥=0° auf 027}, (4.5)
SueV := {6u|Sues#', S5u=0 auf %"}, (4.6)
Sew = {6¥|s¥ex, 5% =0 auf %%} . 4.7)
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4.1.2 Diskretisierung des Integrationsgebietes

Wie bereits erwédhnt betrachten wir ein lineares Randwertproblem und miissen das zu Grunde liegende
Prinzip der virtuellen Arbeit (4.3) nicht mehr linearisieren, sondern kénnen direkt zur Diskretisierung
des Integrationsgebietes tibergehen. Bei der Diskretisierung ndhern wir das Integrationsgebiet 2, das aus
kontinuierlich verteilten Punkten x besteht, durch eine endliche Anzahl n, von finiten Elementen %,
an. Es darf weder Zwischenrdume noch Uberlappungen zwischen angrenzenden Elementen geben und
die Vereinigung aller finiten Elemente muss niherungsweise dem Integrationsgebiet entsprechen:

R~ R = U R, . (4.8)

Die kontinuierlich verteilten Feldgrof3en u und ¥ der finiten Elemente %, approximieren wir durch
diskrete Werte an ausgezeichneten Stellen, den Knoten. Die Menge aller Knoten mit Verschiebungs—
beziehungsweise Mikrodehnungsfreiheitsgrad definieren wir durch £ beziehungsweise ¢ ¥. Fiir jedes
finite Element %, approximieren wir die Feldgro3en durch die Summe aller mit Formfunktionen N, (x)
beziehungsweise N (x) gewichteten Knotenwerte u” beziehungsweise ¥:

u) ~ ulf(x) = > NI uh, ¥E) ~ W(x) = > N (x) 9. (4.9)

Aexu Aex¥

Die Approximationen der Losungsfelder u beziehungsweise ¥ stammen aus endlich-dimensionalen
Funktionenrdumen %, 71, vH #wH die die unendlich-dimensionalen Funktionenrdume &, 7,7V, #
approximieren und durch die Formfunktionen N* (x) beziehungsweise N, (x) aufgespannt werden. Die
Formfunktionen miissen beim Elementiibergang problemabhéngige Stetigkeitsanforderungen erfiillen.
Zusatzlich muss das Residuum der Ndherungslosungen im integralen Mittel verschwinden (vergleiche
Scuwarz [37]).

Im Allgemeinen konnen die Variationen 6u und 6¥ sowie die Losungsfelder u und ¥ durch unter-
schiedliche Formfunktionen approximiert werden. Wir verwenden aber den isoparametrischen Ansatz,
bei dem fiir die Losungsfelder und Variationen dieselben Formfunktionen verwendet werden:

Su(x) ~ su(x) = Y Nf(x)oub, S¥(x) ~ 6% (x) = Y N¥(x)6¥. (4.10)

Bexu Bex'®

Im Folgenden verzichten wir der Ubersichtlichkeit halber auf die Summenzeichen und nutzen auch fiir
die Summation der Knotenindizes die EinsTeinsche Summenkonvention. Die Knotenmenge, iiber die
summiert wird, erschlieBt sich aus dem Kontext. Der Knotenwert Su® oder §¥® verschwindet beispiels-
weise fiir alle Knoten B, fiir die wir Verschiebungsrandbedingungen (4.1) oder Mikrodehnungsrand-

bedingungen (4.2) fordern. Uber diese muss an entsprechenden Stellen nicht summiert werden.
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Das Prinzip der virtuellen Arbeit (4.3) zusammen mit den Randbedingungen (4.1) und (4.2) bildet
die Grundlage des Gleichungssystems der Finite-Elemente-Methode. Setzen wir die beiden Rand-
bedingungen (4.1) und (4.2) in das Prinzip der virtuellen Arbeit (4.3) ein, so erhalten wir

Te]
0 = Z{f V[NE (x) 6uB:|:Zdv+f [Ny (x) 69%]: vdv
e=1 @e %e
+J V [Ny (x) 59 ] fudv—f [NY(x) 6uP]-t°da (4.11)
Re ont

—J [NY (x) 597]: AOda} :
ozl

Setzen wir die Materialgesetze (2.71) fiir die Caucnysche Spannung X, die relative Spannung 7 sowie

die Hyperspannung w ein, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der Symmetrien von C weiter

Te|

0 = Z{J V[N¥(x) 5uB]:([1+c3]Vu:C—cg\Il:C)dv

e=1 e

+J [Ny (x) 5\PB]:C3(\II:C—Vu :C)dv

(4.12)
+c1c3f VINY (x) 59°] i (V:C)dv
Ze
—J [N} (x) 5u®]- toda—f [NY (x) 597]: Aoda} .
oR! oR
Mit Hilfe der Approximationen (4.9) ergibt sich
el
0= Z {f V[Nl;‘ (x) 5uB] : ([1 +c5] V[N: (x) uA] :C—cy [N:’ (x) lIlA] : C)dv
e=1 Re
+f [N];I’ (x) 5\113] o ([N:’ (x) ‘I'A] : C—V[N: (x) uA] : C) dv
e (4.13)

+cq6q f V([N (x) 698] (V [N} (x) ] C)dv
Re

—J [N} (x) 6u®?]- toda—J [Ny (x) 597]: Aoda} )
ont oR
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Die Knotenwerte sind unabhéngig vom Integrationsgebiet 2, und wir konnen somit ausklammern:

Tel

0= ;{5113 . |:(1+c3) f% V[Nzl; (x)]-C-V[N: (x)] dv:|.uA.
—6u®- |:C3 f (V [NI;‘ (X)]'C)N:' (x) dV:| s A
Re

—60P i | ¢y f Ny (x) (c V[N¥ (x)])dv] -uf
Re

(4.149)
+6¥8 |y J NY (x) N (x) Cdv] A
7,

+ 598 . C1C3f (V[N;(x)]-V[N:(x):OCdV] i
| Re

—6u® f Ny (x) t®da— 598 :J N;’(x) Aoda} .
oRt omM

Wir sortieren die Terme nach den auftretenden Variationen und interpretieren die Gleichung wie folgt:

Me]
0= Z{&ﬁ : [K;;; ut+ KA \IJA—F;] + 505 [Kf;; Ut K @A—F;}} : (4.15)
e=1

Hierbei haben wir die folgenden Elementsteifigkeiten K 1/;3: sowie Elementlastvektoren Flf identifiziert,
fiir die wir zwei mittels des Gaussschen Integralsatz dquivalente Darstellungen angeben:

KM= (1+c3) | V[Nf(x)]-C-V[N*(x)]dv, (4.16)
e
Kl = —c3J (V[Ng(x)]-C)N:’(x)dv, (4.17)
Re

Kit = —C3J N;(x)(c-v[N:(x)])dv, (4.18)

Ky = C3J [Ng(x)zv;(x)ﬂl (V[Ng(x)]-v[N;(x)])]Cdv, (4.19)

F! .= f NY(x) t°da, (4.20)
oRt

F) := f Ny (x) A°da. (4.21)
orl
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Da sowohl die Knotenwerte Su® als auch die Knotenwerte 5%? beliebig sind, miissen die Klammerterme
in Gleichung (4.15) verschwinden und wir erhalten das lokale Gleichungssystem eines finiten Elements:

Me] Me]
0=Z{K;;-uA+K;§:\PA—F;}, O=Z{K§;-uA+K§§:@A—F;}. (4.22)
e=1 e=1

Wir wollen abschliefend noch die Elementsteifigkeiten und Elementlastvektoren, wie bei Verwendung
der Finite-Elemente-Methode iiblich, in kartesischen Koordinaten angeben. Diese Darstellung bietet den

Vorteil, nahezu unverdndert in einem entsprechenden Finite-Elemente—Code implementierbar zu sein.

1. Elementsteifigkeitsmatrizen:

Kie o= (1+¢) | (8N) Cojon (8N4 v, (4.23)
Re

K]Lgl:nnA = —C3 (31N;) CijmnN/;I’ dV, (424)
Re

Kibma = —C3 f Ny Cjimn (8,N}) dv, (4.25)
Re

K e f [ % ey (a9 (@) | Cyemmt. (4.26)

Re

2. Elementlastvektoren:

F;}s = J Ny (x) t? da, 4.27)
omt

Fip = f Ny (x) AS da. (4.28)
onrl

Tabelle 4.1.: Elemensteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren der Finite-Elemente-Methode
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4.2 Gelochte Scheibe

Der Einfluss der Werte der klassischen Materialparameter A; und u; ist ausfiihrlich in der klassischen
linearen Elastizitit untersucht. Dagegen ist {iber den Einfluss der nicht-klassischen Materialparameter c,
und c; sehr wenig bekannt. Eine Ausnahme bildet die Arbeit von BROsE ET aL. [8], in der der Einfluss
von ¢; und ¢4 auf Dispersionsrelationen und auf Verldufe infolge einer eindimensionalen dynamischen
Belastung diskutiert wird. Um einen Eindruck von dem Einfluss dieser Materialparameter in statischen

Belastungen zu gewinnen, bemerken wir zuerst im Zusammenhang mit den Materialgesetzen
X(e,¥) = (1+c3)e:C—c3¥:C, T =¢c3(¥—¢€):C, u=cc3V¥:C, (4.29)

folgendes: Der Materialparameter c; ist offenbar charakteristisch fiir die Abweichung vom klassischen
Fall. Beim Grenziibergang c; — 0 nimmt die CaucHysche Spannung % die klassische Form %M = ¢ : C
an und sowohl die relative Spannung 7 als auch die Hyperspannung u verschwindet. Ferner beinhaltet
die Definition der Hyperspannung w als einziges Materialgesetz sowohl den Gradienten V¥ als auch den
Materialparameter c,. Daher charakterisiert der Materialparameter ¢; den Einfluss des Gradienten V.
Weiter gehen wir daran, eine gelochte Scheibe unter Zugbelastung numerisch zu untersuchen und daraus
Erkenntnisse iiber den Einfluss der Materialparameter zu gewinnen. Die zugehorige Geometrie ist in
Abbildung 4.1a skizziert. Speziell untersuchen wir eine gelochte Scheibe der Kantenldnge b = 5mm mit
einem Lochradius r = 0.25mm. Die Zugbelastung in Form einer vorgegebenen Verschiebung u,, = 0.1mm
geben wir auf der Oberkante auf. Sowohl die Ober- als auch die Unterkante soll horizontal verschiebbar
sein. Um eine Starrkorperbeweung zu verhindern, wird zusétzlich der mittlere Knoten der Unterkante in
y-Richtung fixiert. Ferner sei die Unterkante horizontal sowie die Seitenkanten insgesamt unbelastet.

X Y A u,
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b

(a) Geometrie der gelochten Rechteckscheibe (b) Schematische Vernetzung der gelochten Scheibe

Abbildung 4.1.: Gelochte Rechteckscheibe
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Dieses Problems ist mit dem akademischen Sonderfall einer unendlich ausgedehnten Scheibe mit kreis-
rundem Loch vergleichbar, die mit einer einachsigen Zugspannung ¥, im Unendlichen belastet wird.
Fiir die klassische Elastizitét existieren geschlossene analytische Losungen, die z. B. BECKER & GRross [7]
diskutieren. Das Loch verursacht eine Abweichung der Spannungsverteilung der ungelochten Scheibe.
Die Umfangsspannung %, wird im Schnitt A— A am Lochrand maximal und nimmt dort den Wert 3 %,
an. Diese klingt allerdings mit dem Abstand zum Lochrand sehr schnell auf den Wert ¥, ab. Um die
Abweichung quantitativ zu erfassen, wird der Spannungskonzentrationsfaktor k := Zzioy als Quotient
aus der Umfangsspannung E;y am Lochrand und der Zugspannung 3}, im Unendlichen definiert. Um
die Spannungserhohung von k = 3 hinreichend gut abzubilden, muss fiir ein Hookesches Stoffgesetz der
Lochrand sehr fein vernetzt werden. So muss der Lochrand durch circa 720 Elemente vernetzt werden,
wohingegen fiir die Untersuchung mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Modell eine Vernetzung mit
circa 72 finiten Elementen geniigt, um eine hinreichend gute Approximation der Spannungserhohung
zu erreichen. Die Knoten entlang der radialen Strahlen sind hierbei progressiv angeordnet, so dass wir
mit steigendem Radius quadratisch steigende Elementkantenldngen erhalten. Wir verwenden 180 finite
Elemente entlang jedes radialen Strahls (Abbildung 4.1b gibt die geometrische Situation schematisch
wieder).

Wir ermitteln den Wert des Quotienten zLoy entlang des horizontalen Schnittes A — A zuerst fiir den

Grenzfall c; — 0. Der Spannungskonzentrationsfaktor k = 3.14 ist hoher als bei einer unendlich aus-

gedehnten Scheibe. In Abbildung 4.2a sind entlang des horizontalen Schnittes A — A die numerischen
Zyy
Zo

Materialparameters c; fallen nahezu alle Verldufe zusammen. In Abbildung 4.2a ist reprasentativ der

Ergebnisse des Quotienten iiber dem Kerbabstand a := x — r aufgetragen. Fiir grofe Werte des
Verlauf fiir c; = 10 angegeben. Die Werte des Quotienten ZZLOy sind nahe dem Loch grof3er als die ent-
sprechenden Werte im klassischen Fall, bis sich die Kurven bei a ~ 0.3mm schneiden. Anschlie3end liegt
die Spannungserhohung leicht unter dem klassischen Verlauf.

Abbildung 4.2b zeigt die numerischen Ergebnisse der Parameterstudie des Spannungskonzentrations-
faktors k iiber dem Materialparameter c; aufgetragen. Als Scharparameter haben wir den Material-
parameter c; verwendet, der die Abweichung von der klassischen Elastizitdt charakterisiert. Fiir sehr
kleine und sehr grof3e Werte von c; iibt der Materialparameter c; nur einen geringen Einfluss auf
den Verlauf des Spannungskonzentrationsfaktors k aus. Einen stirkeren Einfluss erkennen wir einzig
im mittleren Bereich ¢; € [107°,10']. Das Maximum der verschiedenen Kurven hat hierbei eine leichte
Verschiebung nach links hin zu kleineren Werten des Materialparameters c;.

Als Letztes skalieren wir sowohl die Geometrie als auch die zugehorigen Randbedingungen mit vier
verschiedene Faktoren n = 1,4,20,200. Wie wir an Abbildung 4.2c erkennen, ergeben sich qualitativ
identische Verlaufe fiir alle Probengeometrien, die hin zu grol3eren Werten des Materialparameters c;
verschoben sind. In Abbildung 4.2d haben wir daher den Materialparameter ¢; durch das Quadrat des
Skalierungsfaktors n normiert. Bei dieser Normierung liegen alle Kurven iibereinander, was einerseits das

Erfassen von Lingenskaleneffekten und andererseits die Definition einer internen Linge ,/c; verifiziert.
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Abbildung 4.2.: Ergebnisse der numerischen Untersuchung der gelochten Scheibe
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4.3 Randriss im homogenen Material

4.3.1 Finite-Elemente-Modellierung

In diesem Abschnitt diskutieren wir den in Abbildung 4.3a skizzierten Randriss senkrecht zur Oberfldche
eines homogenen Korpers. Das Materialverhalten des Korpers soll durch das im Rahmen dieser Arbeit
vorgestellte Modell beschrieben werden. Das mit der freien Software ,Gmsh* [17] erzeugte Netz aus
insgesamt 1040 achtknotigen Elementen mit reduzierter Integration ist in Abbildung 4.3b skizziert. Der
gesamte Korper ist ein Rechteck der Breite b = 11 mm und Héhe 2h = 20mm mit einem a = 1 mm
langen Riss, der senkrecht zur linken Kante auf halber Hohe in das Material hereinragt. Das Netz des
Korpers haben wir in verschiedene Regionen unterteilt und den Koordinatenursprung fixieren wir an der
Rissspitze. Insgesamt nutzen wir eine Vernetzung mit 14 Elementen entlang der Ober— und Unterkante
sowie mit 24 Elementen entlang der beiden Seitenkanten. Um die Rissspitze herum haben wir in einem
quadratischen Bereich mit der doppelten Rissldnge als Kantenldnge sehr fein vernetzt. Diesen Bereich
vernetzen wir mit 16 radialen Streifen, die jeweils aus 10 Elementen bestehen. Bei sinkendem Abstand
zur Rissspitze werden die Kantenldngen der Elemente progressiv kleiner. Weiter gehen wir analog zu den
analytischen Losungen aus Kapitel 3 von einem ebenenen Verzerrungszustand aus.

Yy
r
N\ VA
NNaHA A
2h x A B y
77 A
———
a
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b
(a) Geometrie (b) Vernetzung

Abbildung 4.3.: Randriss in einem homogenen Material
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Die numerische Simulation eines mikromorphen Kontinuums ist im Vergleich zu einem rein elastischen
Kontinuum deutlich empfindlicher beziiglich der Vernetzung. Aus diesem Grund wird die Vernetzung
in Rissspitzenndhe extrem verfeinert, so dass das Verhéltnis der Kantenldnge [ der Elemente direkt an
der Risspitze und der Breite b des Modells bei % ~ 107 liegt. Weiter spielt die Art der Vernetzung eine
entscheidende Rolle. Um mogliche Oszillationen der Spannungswerte zu vermeiden, ist es ratsam, die
Elemente bis zur Rissspitze entlang der in Abbildung 4.4a skizzierten radialen Strahlen fortzufiihren.

Fiir die erste Elementschicht, die schematisch in Abbildung 4.4b gezeichnet ist, werden zu Dreiecken
degenerierte Viertelpunktselemente verwendet (siehe Kuna [28]). Wie die Namensgebung andeutet ist
die charakteristische Eigenschaft, dass zwei der vier Seitenmittelknoten nicht auf der Halb— sondern
auf der Viertelposition der entsprechenden Kante angeordnet werden. Die Formfunktionen erhalten eine
Wurzelabhéngigkeit, wodurch diese speziellen Elemente besonders gut fiir das Abbilden einer Wurzel-
singularitit geeignet sind. Die degenerierte Kante modellieren wir durch drei Knoten, die allesamt bei
r = 0 angeordnet sind.
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(a) Radiales Netz in der Umgebung der Risspitze (b) Erste Elementschicht um die Rissspitze

Abbildung 4.4.: Vernetzung der Rissspitze
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4.3.2 Randbedingungen und Materialparameter

Als Randbedingungen fiir die numerischen Berechnungen wahlen wir eine fixierte Rissspitze, das heif3t:
u.(r=0mm,¢) = u,(r=0mm,p) = 0. (4.30)

Um eine Starrkorperrotation des Kérpers zu verhindern, halten wir zusétzlich einen beliebigen weiteren
Knoten horizontal fest. Wir wahlen hierfiir den Knoten an der rechten Kante auf Hohe der Rissspitze:

u, (r=10mm,p=0) = 0. 4.31)

Fiir die Mikrodehnungen ¥;; werden fiir alle Knoten des Netzes keine Vorgaben getroffen, das heif3t diese
werden fiir das gesamte Netz als Losung des Gleichungssystems bestimmt.

Die Spannungsrandbedingungen wéhlen wir entsprechend dem untersuchten Modus. Durch Aufbringen
einer Zugspannung X, = 100 GPa auf beide Rissflanken erzeugen wir eine reine Modus-I-Belastung.
Entsprechend belasten wir die Rissflanken durch eine Scherspannung %,, = 100GPa, um eine reine
Modus-II-Belastung zu erzeugen. Alle Kanten des Kérpers nehmen wir zudem als doppelkraftfrei an.

Ferner werden in allen Rechnungen des Abschnittes 4.3 die Werte der klassischen Materialparameter
anhand des YounGschen Moduls E und der Poissonschen Zahl v angegeben:

3A;+2 A
F = up (34, ML), y = L (4.32)
Ap+ug 2 (A +ug)
Insbesondere haben wir in allen Rechnungen des Abschnittes 4.3 die folgenden Werte gewéhlt:
E = 100GPa, v = 0.3. (4.33)
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4.3.3 Auswertung

Um die analytischen mit den numerischen Rissspitzennahfeldern zu vergleichen, betrachten wir jeweils
fiir eine reine Modus—I- sowie Modus—-II-Belastung sowohl den Spannungsexponenten als auch die
Winkelfunktionen nullter Ordnung, fiir die wir bereits die funktionalen Zusammenhinge kennen:

% = Zrm%(s—l) Zl(;) 4.34)
s=0

= @nr)?V [ L)+ Kl (9)]+0(1) (4.35)

pge = 2 rPrEe o (4.36)
s=0

= 2ar)eD [iI gl () +1 (g Uk) @)+ 16 (g Uk) (cp)i|+O(1) (4.37)

Entlang der Koordinatenlinie ¢ = 0 konnen wir die einzelnen Intensititsfaktoren auch bei einer Mixed—
Mode-Belastung durch Logarithmieren dieser Beziehungen und Einsetzen der Verldufe aus Tabelle 3.11
und 3.13 gewinnen. Die Intensitatsfaktoren bleiben bestimmbar, da nur die fiir die Definition relevanten
Winkelfunktionen nicht verschwinden.

Zusammengefasst erhalten wir fiir hinreichend kleine Radien r die logarithmischen Beziehungen

log|ZW| = (p—1)log(27r)+logk;, (4.38)

log |Z}W —1)log(2mr)+logk,; , (4.39)
log~u¢r¢| = (p—1log(2mr)+logl,, (4.40)

log |,u(m + ‘“ww| = (p—1)log(2mr)+log Lﬁ) , (4.41)
log |,uwr —,uwcp| =(p—1)log(2mr)+ logLH) . (4.42)

Tragen wir die Ergebnisse doppelt-logarithmisch auf, so erhalten wir eine Gerade, deren Steigung dem
Spannungssexponenten p entspricht. In der Ndhe der Rissspitze fiihren wir eine lineare Regression der
Ergebnisse der Finite-Elemente—Rechnung durch. In Abbildung 4.5 sind die Ergebnisse einer solchen
linearen Regression dargestellt. Die gestrichelte Linie entspricht einer Geraden y = m x + b mit einer fest
vorgegebenen Steigung m = —%. Wie wir an Abbildung 4.5 erkennen konnen, treffen die numerischen
Ergebnisse diesen Wert sehr gut. Fiir Werte r < 10~/ kommen wir dem Bereich der Rechnergenauigkeit
sehr nahe, daher ist dort eine stiarkere Abweichung von der Ausgleichsgeraden zu erwarten.
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Zur Berechnung der Intensititsfaktoren und des Spannungsexponenten p setzen wir die freie Software
,Gnuplot“ ein, die eine nicht-lineare Methode der kleinsten Fehlerquadrate verwendet. Es ergibt sich in
allen berechneten Beispielen eine sehr gute Ubereinstimmung (Fehler < 1%) zwischen dem analytischen
Wert p = % und dem numerisch ermittelten Wert fiir p. Zusétzlich liefert diese Ubereinstimmung eine
erste Verifikation der Genauigkeit der numerischen Losungen. Demzufolge wurde im Rest der Arbeit fiir
p stets der Wert % gesetzt.
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Abbildung 4.5.: Lineare Regression am Beispiel der Spannung %, mit ¢; = 102mm?und c; =1

Sowohl die Intensitétsfaktoren der CaucHyschen Spannung ¥ aus Abschnitt 3.9 als auch die Intensitéts-
faktoren der Hyperspannung u aus Abschnitt 3.10 stellen in der analytischen Losung freie Parameter dar,
die wir nur numerisch bestimmen konnen. Die analytisch bestimmten Winkelfunktionen aus Kapitel 3
vergleichen wir anhand der Knotenwerte fiir einen Radius r = 5-10~%mm, bei dem die singulidren Terme
noch dominant sind, und einem Winkel ¢ € [—180°,180°], um die in Abschnitt 3.3 angenommenen
Symmetrieeigenschaften zu verifizieren.
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4.3.4 Ergebnisse fir Modus I

Winkelfunktionen

In den Abbildungen 4.6a — 4.6d vergleichen wir die mittels der Finiten-Elemente-Methode ermittelten
Winkelfunktionen mit den analytischen Ergebnissen aus Abschnitt 3.11. Diese Abbildungen liefern zum
einen eine weitere Verifikation der Genauigkeit der numerischen Ergebnisse. Zum Anderen bestitigen sie
a posteriori die in Gleichung (3.28) angenommenen Symmetriebedingungen der Mikrodehnungen ;.

Die Winkelfunktionen nullter Ordnung der CaucHyschen Spannung ¥ lauten nach Gleichung (4.35) und
Tabelle 3.11:

fl 5 cos £ —cos (3 ¢)
foo| = 7 |3cosg+cos(39) (4.43)
frlw sin £ +sin(% cp)

Wir wihlen fiir die Differenz ¥ — ¥ einen zu Gleichung (3.304) analogen Ansatz

J2n
li — —— Lk )
g%[ (- ”)] ZClcsuL ) (444

und gewinnen somit aus den Verldufen aus Tabelle 3.12 die folgenden Winkelfunktionen:

] [ ese)-cos(ie)

hL | = = |—cos(3¢)+cos(3¢)] - (4.45)
Al N 5

hrsp —s1n(§g0)+s1n(§<p)

Gleichung (4.37) und Tabelle 3.13 liefern die entsprechenden Winkelfunktionen der Hyperspannung

-girr- [ cos(3 p)—cos(2 ) |

& oe —cos(2¢)+cos(2¢)

8y _ —sin(§¢)+sin(% <p)

g;: B sin(3 o) +sin(3 ) (4.46)
gfow —sin(2 ¢)—sin(3 ¢)
-g;ﬂﬂ- I cos(%@)—i—cos(%cp) |

Prinzipiell ist zu bemerken, dass fiir Modus I die Winkelfunktionen der beiden Spannungen ¥ und w in
den Termen nullter Ordnung der asymptotischen Entwicklung von den Materialparametern unabhéngig
sind. Dies ist fiir die entsprechenden Winkelfunktionen im Rahmen einer mikropolaren Elastizitat nicht
der Fall (siehe ELsissEr[10]). Insgesamt zeigen die Verldufe in Abbildung 4.6 eine gute Ubereinstimmung
zwischen den analytischen und numerischen Ergebnissen fiir die Winkelfunktionen.
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Intensitatsfaktoren

Eine letzte Verifikation der Genauigkeit der numerischen Ergebnisse vermittelt eine Betrachtung des
Spannungsintensitétsfaktors K; fiir den Grenzfall der klassischen linearen Elastizitat, also c; — 0, mit

E = 100GPa, v =0,3. (4.47)

Der numerisch ermittelte Wert betrdagt K; = 207,5MPa mm? (siehe Gleichung (3.306)). Zum Vergleich
steht der Wert K; = 208, 1 MPamm?, der mit der empirischen Formel nach Tapa ET AL. [40], Seite 2.11,
berechnet wurde. Offensichtlich liegt fiir derartige Probleme eine hervorragende Genauigkeit vor.

Im Rest dieses Abschnitts widmen wir uns dem Einfluss der nicht-klassischen Materialparameter c¢; und
c5 auf die Intensititsfaktoren. Das Verhalten des Intensititsfakors K; der CaucHyschen Spannung % des
mikromorphen Modells bezogen auf die entsprechenden Werte K; der klassischen linearen Elastizitat ist
in den Abbildungen 4.7a und 4.7b veranschaulicht. Die Berechnung von K, und die Auswertung gesche-
hen anhand der Gleichungen (3.307) und (4.38). Zwei Aspekte sind in diesen Bildern auffallig.

Zum einen sind alle Intensititsfaktoren K; des mikromorphen Modells groRer als der entsprechende
Intensitatsfaktor K; der klassischen Elastizitdt. Zum anderen wissen wir bereits, dass wir die klassische
Elastizitit als Sonderfall des mikromorphen Modells gewinnen kénnen. Erwartungsgemaf gilt

lim =L = 1 (4.48)

unabhiingig vom Materialparameter c;, wie wir der Abbildung 4.7a entnehmen kénnen. Einen Ubergang
zum klassischen Fall unabhéngig von c; erkennen wir in Abbildung 4.7b auch fiir sehr grol3e Werte von
¢;- Anhand der Materialgleichung (2.71)4 sehen wir, dass durch grof3e Werte von c; betragsméf3ig grol3e
Werte der Hyperspannungen u,; impliziert werden. Anscheinend bewirkt diese Erhohung der Werte der
Hyperspannungen ;. iiber die Kopplung in den Materialgleichungen eine betragsméfige Verminderung
der Werte der Caucnyschen Spannungen 3;; und somit eine Verminderung des Intensitétsfaktors K;.

Die Berechnung des Intensititsfaktos L, fiir die Hyperspannung w erfolgt mit Hilfe der Formel (3.311)
und einer Auswertung mit Hilfe der Formel (4.40). Der Einfluss der Materialparameter auf die Werte von
L, ist in den Abbildungen 4.7c und 4.7d veranschaulicht. Beim Grenziibergang c; — 0 zum klassischen
Fall erkennen wir in Abbildung 4.7c verschwindend kleine Werte des Intensititsfaktors L, unabhingig
von den Werten des Materialparameters c;. Abbildung 4.7d zeigt, dass grol3e Werte von c,, die, wie wir
gesehen haben, eine Abschwichung des Intensititsfaktors K; bewirken, eine Erhohung der Werte des
Intensititsfaktors L; nach sich ziehen. Je groRer der Wert von cs ist, umso stirker ist dieser Effekt zu

beobachten.
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4.3.5 Ergebnisse fur Modus I1

Die Schritte zur Bestimmung der Winkelfunktionen nullter Ordnung der CaucHyschen Spannung ¥ sind
vollkommen analog zu denjenigen im Falle von Modus I. Aus Gleichung (3.304) und Tabelle 3.11 folgt

1 . —5sin£ +3sin(2 ¢)

fI1 = = | —-3sinZ—3sin(2¢)] . (4.49)
1% 2 2

frlé cos £ +3 cos(3 ¢)

In Abbildung 4.8a erkennen wir eine sehr gute Ubereinstimmung der numerischen mit den analytischen

Ergebnissen fiir die Winkelfunktionen £, f ¥ und f//.

Fiir die Terme nullter Ordnung der Differenz ¥!! — ¥/ und der Hyperspannung u!’ gelten ebenfalls
Darstellungen mit Hilfe von Winkelfunktionen. Geméf den Tabellen 3.12 und 3.13 gilt fiir diese Terme

7 () 7 (+)
_ r L =) r L )
ol gl = w/_—” Ry T4 — ——2 —(p) 4.50
Y Y 2n 2C103ML( l]) 2m C1C3(AL+AU'L)( U) (4:50)
7 (=) 7 (+)
L = L (+)
I7 11 II 11 II
S S % 15 N iy (4.51)
Hiji 2V2mr (g”k) 2mr (g”k)

(#) (#) .
wobei (h{ H ) und (glljlk) die jeweiligen Winkelfunktionen angeben. Um die Ubersicht beim Vergleich
zwischen analytischen und numerischen Ergenbissen zu bewahren, werden wir die folgenden Winkel-
verldaufe anhand der Differenz \I/{j’ — \i/l.’f und den Hyperspannungen ,ugk selbst, und nicht anhand ihrer

zugehorigen Winkelfunktionen diskutieren.

Die Winkelverldufe in den Abbildungen 4.8a — 4.8d sind fiir einen Radius r = 5- 107%mm ermittelt
worden und weisen eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den numerischen und analytischen Er-
gebnissen auf. Auch die in Gleichung (3.32) und (3.32) angenommenen Symmetriebedingungen werden
durch die Verldufe in den Abbildungen 4.8a und 4.8b vollkommen bestétigt. Alle Winkelverlaufe in den
Abbildungen 4.8a — 4.8d basieren auf den Werten der Intensitédtsfaktoren. Der restliche Teil dieses Ab-
schnitts ist daher der Diskussion dieser Intensitédtsfaktoren gewidmet.

Durch Auswerten der Gleichungen (3.308), (3.314) beziehungsweise (3.315) basierend jeweils auf den
Gleichungen (4.39), (4.41) und (4.42) lassen sich Intensitdtsfaktoren I~<H, f,ﬁr) und Z.EI_) bestimmen. Mit

Hilfe der empirischen Formel fiir klassische Elastizitit, die in Tapa ET aL. [40], Seite 2.29, angegeben

wird, ergibt sich fiir die Modus—II-Belastung des vorliegenden Abschnittes der Wert K;; = 199, 3 yrg_a.
Aus der Finite-Elemente-Berechnung ergibt sich fiir klassische Elastizitat ein Wert K;; = 187, 5 3/[%. Dies

entspricht einer Abweichung von 5,92% des numerischen Ergebnissen von dem empirisch bestimmten

Wert. Dies ist eine gute Naherung fiir derartige Probleme.
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Der Einfluss der Materialparameter auf die Werte des Intensititsfaktors K;; ist in den Abbildungen 4.9a
und 4.9b ersichtlich. Diese Abbildungen sind dhnlich zu den entsprechenden Abbildungen 4.7a und 4.7b
fiir Modus I und lassen analoge Schlussfolgerungen im Zusammenhang mit den Grenziibergédngen von
¢; und ¢4 zu. Fiir die Intensitétsfaktoren L( ;1 und LEI_) der Hyperspannung wist der Einfluss der Material-
parameter c¢; und c; ebenfalls numerisch ermittelt. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 4.9¢ und 4.9d
dargestellt. Wiederum liegen analoge Verhiltnisse zu denjenigen von Modus I vor (vergleiche hierzu die
Abbildungen 4.7c und 4.7d). Daher erldutern wir diese nicht erneut, jedoch ist an dieser Stelle eine wei-
tere Uberlegung angebracht.

Aus der klassischen und mikropolaren Elastizitit ist bekannt, dass die dortigen Intensititsfaktoren von

der Rissldnge und von der angelegten duf3eren Belastung abhidngen. Es ist folglich von Interesse, das
~(—)

Verhaltnis ( +) auf mogliche Abhéngigkeiten zu untersuchen. Ist dieses Verhaltnis nur von den Material-

H
parametern nicht aber von der Geometrie oder der Belastung abhéngig, so konnte dem Rissspitzennah-

feld der Hyperspannung u ebenfalls ein einzige Intensititsparameter L;; zugeordnet werden. Dies ist bei
der Theorie mikropolarer Elastizitdt der Fall, bei der die Winkelfunktionen von den Materialparametern
abhéngen.

Generell gilt sowohl fiir klassische lineare Elastizitit als auch fiir lineare mikropolare Elastizitét, dass
alle Terme nullter Ordnung in der asymptotischen Entwicklung bis auf einen einzigen Intensitétsfaktor
durch die Randbedingungen an den Rissflanken und zusatzlich den Symmetriebedingungen bestimmt
sind. Dies trifft auch fiir eine Modus-I-Belastung des hier betrachteten mikromorphen Modells sowie
fiir das Rissspitzennahfeld der Caucuyschen Spannung ¥ infolge einer Modus—II-Belastung zu. Das
Rissspitzennahfeld der Hyperspannung w fiir eine Modus-II-Belastung lasst sich jedoch mit Hilfe der
e

Rand- und Symmetriebedingungen nur bis auf zwei Konstanten L;;” und ig) bestimmen. Dies war still-

schweigend die Motivation, diese Konstanten als Intensitatsfaktoren zu bezeichnen.

( )
Die Verldufe in Abbildung 4.10a machen deutlich, dass das Verhaltnis ( +) auf jeden Fall materialpara-

meterabhangig ist. Der Einfluss der angelegten Belastung und der R1sslange kann aus den Verldufen in
den Abbildungen 4.10b — 4.10d entnommen werden. Bei konstant gehaltener dullerer Geometrie, das
heil’t konstanter Breite b und Hohe h des Materials, werden jeweils die duf3ere Belastung, die Rissldnge
oder beide gleichzeitig variiert. Offensichtlich sind die beiden Verldufe der einfachen dulleren Belastung

in Abbildung 4.10a und der verdoppelten dulleren Belastung in Abbildung 4.10b deckungsgleich. Dies
7(=)
kann nur bedeuten, dass das Verhéltnis f( D unabhéngig von der aufgegebenen dulieren Belastung ist.

In Abbildung 4.10c ist im Vergleich zu Abb1ldung 4.10a die doppelte Risslinge angenommen worden.
(=)

Die jeweiligen Verlaufe unterscheiden sich, was deutlich macht, dass das Verhaltnis L( 2 von der gewahl-

ten Risslange abhingt. Dies rechtfertigt sowohl L( ) als auch L( ) als unabhéngige Intensitéitsfaktoren

anzusehen!
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4.4 Randriss im Zweistoffverbund

In Abbildung 4.11 ist ein Zweistoffverbund aus Material 1 und Material 2 zu sehen. In einem Abstand d
von der Trennschicht befindet sich ein zur Trennschicht paralleler Riss der Lange a . Der Verbund wird
auf Zug in der skizzierten Weise belastet. Vom Standpunkt des mikromorphen Kontinuums ist dieses
Problem aus folgendem Grund von Interesse: Fiir hinreichend kleine Abstdnde d, die von der Grof3en-
ordnung spezifischer innerer Ldngen des Materials 1 sind, konnen Lingenskaleneffekte auftreten und
dominant werden. Materialspezifische innere Langen konnen typische Wellenldngen des Materials oder
der Substruktur wie beispielsweise Kornweiten, Molekiillingen oder dhnliche sein. Wir erwarten also in
Abhangigkeit einer Variation des Abstands d Abweichungen von der klassischen Theorie, die nicht in der
Lage ist, Laingenskaleneffekte zu erfassen.

TEEE RN

Material 2
h
d Iy ir
‘ T
h
a Material 1

/mm Vi 7

v y

/ 1
b

Abbildung 4.11.: Schematische Darstellung des Risses im Zweistoffverbund

Dieses Problem werden wir nur numerisch diskutieren. Da wir in den vorangegangenen Abschnitten die
Giite des implementierten Finite-Elemente—Codes hinreichend iiberpriift und verifiziert haben, erwarten
wir eine ebenfalls sehr gute Approximation der Verhéltnisse dieses Problems. Fiir die Breite b und die
Hohe h des Verbundes wéhlen wir b = h = 10 mm. Die Lénge a des Risses wéhlen wir als a = 1 mm.

Der Verbund wird, wie in Abbildung 4.12 skiziiert, mit insgesamt 20.512 achtknotigen Elementen mit
reduzierter Integration vernetzt. Die Umgebung der Rissspitze wird analog dem homogenen Material in

1 11

Abschnitt 4.3 vernetzt. In den Rechnungen wurden Risskonfigurationen mit den Abstdnden % =355 31

und 2 betrachtet.
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Abbildung 4.12.: Schematisches Netz des Risses im Zweistoffverbund

4.4.1 Randbedingungen und Materialeigenschaften

Wir erwarten Langenskaleneffekte hauptsichlich in Folge des Stoffverhaltens von Material 1, weil der
Riss in diesem liegt. Deswegen wurde fiir Material 1 das in diser Arbeit betrachtete mikromorphe Modell
verwendet. Die Werte des Youngschen Moduls E und der Poissonschen Zahl v wurden fiir Material 1 mit
E; = 100GPa und v; = 0,3 angenommen, wohingegen die nicht-klassischen Materialparameter c¢; und
¢ innerhalb von Parameterstudien variiert wurden. Fiir das Material 2 wurde hingegen ein klassisches,
lineares, elastisches Materialverhalten mit E, = 400 GPa und v, = 0,3 angenommen. Somit ist fiir den
Zweistoffverbund der Riss im weicheren Werkstoff modelliert.

Wegen der inhomogenen Verteilung der Materialeigenschaften entsteht fiir den Riss eine mehrmodale
Beanspruchung bei einer dulleren Zugbelastung. Die Unterkante wird in vertikaler Richtung festgehalten
und, um Starrkorperbewegungen zu verhindern, wird zusitzlich der linke Randknoten der Unterkante

als horizontal unbeweglich angenommen:
u,(x,y=d—10mm) = 0, u,(x=—1mm,y=d—10mm) = 0. (4.52)

Auf die Oberkante wird in vertikaler Richtung eine Spannung %, = 100 MPa aufgebracht (vergleiche
Abbildung 4.11). Alle restlichen Randbedingungen werden als lastfrei angenommen.

Der Effekt der angenommenen mikromorphen Elastizitat fiir das Material 1 auf das Verhalten des Ver-
bundes kann reprasentativ anhand der Werte der Intensititsfaktoren fiir die Caucuysche Spannung X%
diskutiert werden. In allen Beispielen wurden diese Faktoren wie fiir den Riss im homogenen Material

durch eine Regressionsanalyse bestimmt.
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4.4.2 Ergebnisse

Wir starten mit der Diskussion der Verldufe des Spannungsintensititsfaktors K; in den Abbildungen 4.13
- 4.15. Jede dieser Abbildungen entspricht einem konstante Wert des nicht-klassischen Material-

parameters c; = 1,100. Die Spannungsintensititsfaktoren K, und K; werden jeweils unter der

100’
Annahme mikromorpher beziehungsweise klassischer Elastizitit fiir Material 1 ermittelt. Als weiteren

Vergleich wird der Grenzwert

K = lim K (4.53)

I d—oo

betrachtet. Dieser entspricht einem Riss in einem homogenen, mikromorphen, elastischen Material. Das
linke Bild zeigt jeweils das Verhéltnis % als durch den Materialparameter c¢; parametrisierte Funktion
von ;_1 dargestellt. Damit wird die Abweichung zur klassischen Elastizitét sichtbar. Es sei darauf hinge-
wiesen, dass schon im homogenen Material diese Abweichung auftritt. Demzufolge besitzt jede einzelne
Linie einen anderen Grenzwert fiir sehr groRe Abstdnde d. In dem Bild auf der rechten Seite ist jeweils

das Verhéltnis z< als durch den Materialparameter ¢, parametrisierte Funktion {iber % aufgetragen.
1

Zwangslaufig besitzen alle Kurven in diesen Bildern den Grenzwert 1 fiir sehr groe Quotienten %. Diese
Bilder machen den Einfluss der strukturspezifischen Linge d auf die Werte des Spannungsintensitéts-
faktors K, sichtbar. Zum Vergleich ist die entsprechende Linie fiir klassische Elastizitdt mit aufgetragen.

Fiir sehr kleine Werte des Materialparameters c5 ist die Abweichung von der klassischen Elastizitit ver-
schwindend klein (siehe Abbildung 4.13, links). Der strukturgeometrische Faktor d iibt, wie im rechten
Bild von Abbildung 4.13 erkennbar ist, auf das Verhaltms =& denselben Einfluss wie im Falle klassischer
Elastizitat aus. Dies entspricht der Erwartung, da wir bere1ts die klassische, lineare Elastizitét als Grenz-
fall c; — 0 des hier vorgestellten mikromorphen Kontinuums erkannt haben. Hier spielen die Werte des
Materialparameters c; allerdings kaum eine Rolle.

Im rechten Bild von Abbildung 4.14 (c; = 1) ist eine erkennbare Abweichung zur klassischen Elastizitét
vorhanden. Diese Abweichung hingt erheblich von den Werten des Materialparameters c; ab. Auch der
Einfluss des Geometriefaktors d auf das Verhéltnis ~Koo in Abbildung 4.14 (rechts) héngt erheblich von ¢,
ab. In diesem Bild ist kein einheitliches Verhalten der verschiedenen Verldufe zu beobachten. Jedoch ist
deutlich zu erkennen, dass kleine Werte des Abstands d einen deutlich stirkeren Einfluss im Falle einer
mikromorphen Elastizitdt ausiiben als dies bei klassischer Elastizitit der Fall ist. Dieser Trend setzt sich
noch stérker fiir die Diskussion groerer Werte des Materialparameters c5 fort, wie wir in Abbildung 4.15
erkennen konnen. Jedoch erscheinen die Verldaufe in Abbildung 4.15 geordneter.
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Insgesamt konnen wir schlussfolgern, dass die Abweichung von der klassischen Elastizitdt sowie der

Einfluss auf den Spannungsintensititsfaktor K; im Vergleich zum klassischen Wert K; mit fallendem Ab-

stand d zunimmt. Es gibt einen Ubergangsbereich fiir c; in den rechten Bildern, innerhalb dem konkave

Verldaufe konvex werden.. Die Verhéltnisse fiir die zugehorigen Verldaufe infolge des Modus—II-Anteils

sind dhnlich zu denjenigen fiir Modus I und sind in den Abbildungen 4.16 — 4.18 zu sehen. Im rechten

Bild in Abbildung 4.17 erkennen wir auch hier einen Ubergangsbereich fiir c; = 1.
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5 Zusammenfassung

In vielen Anwendungen der Elastizitit, in denen materialspezifische innere Lidngen einen mal3gebli-
chen Einfluss zeigen, ist der Einsatz von nicht—klassischen Materialmodellen erforderlich. In solchen
Fallen werden sogenannte Lingenskaleneffekte im Materialverhalten beobachtet. Typische Beispiele da-
fiir im Bauwesen sind das Stoffverhalten von Boden, Fels, Erdplatten, Betonumhiillungen von Tunneln,
Klebverbindungen, Beschichtungen und weitere. Fiir eine addquate Beschreibunng solcher Aspekte sind
die Modelle der mikromorphen Elastizitit sehr geeignet. Das charakteristische Merkmal dieser nicht—
klassischen Elastizitéat ist, dass die CAucHysche Spannung nicht mehr symmetrisch ist. In einer vollstin-
dig ausformulierten linearen, isotropen, mikromorphen Elastizitit kommen insgesamt 18 klassische und
nicht-klassische Materialparameter vor. Vom Standpunkt der praktischen Anwendungen ist es daher
wichtig, Sonderfille der mikromorphen Elastizititsmodelle in Betracht zu ziehen, die weniger Material-
parameter enthalten und auf symmetrische CaucHysche Spannungen fiihren.

Das in dieser Arbeit zugrunde gelegte Materialmodell der impliziten Gradientenelastizitét lasst sich als
Sonderfall der isotropen mikromorphen Elastizitét herleiten. Dieses Modell scheint sehr attraktiv zu sein,
weil es nur zwei klassische und zwei nicht-klassische Materialparameter enthélt. Die Eigenschaften der-
artiger Modelle werden im Ingenieurwesen gewohnlich unter Anwendung spezifischer Beanspruchun-
gen untersucht. Hierzu gehéren sowohl statische als auch dynamische Belastungen. Gegenstand der
vorliegenden Arbeit war die Untersuchung des zugrundegelegten Modells in Bezug auf Modus—I— sowie
Modus-II-Beanspruchungen. Seit ldngerer Zeit ist der Eindruck in der Fachliteratur entstanden, dass
dieses Modell in der Lage sei sowohl Dehnungs— als auch Spannungssingularititen an Rissspitzen zu
beheben. In der Arbeit wurde gezeigt, dass diese Ansicht schlichtweg falsch ist: Sowohl Dehnungs— als
auch Spannungssingularititen sind, wie im klassischen Fall, weiterhin an Rissspitzen vorhanden. Vom
theortischen Standpunkt aus ist bemerkenswert, dass die sogenannte Hyperspannung des Modells fiir
Modus-II-Belastungen durch zwei Intensitdtsfaktoren in der Nidhe der Rissspitze darstellbar sind. Dies
ist ein Novum sowohl in Bezug auf die klassische als auch auf die mikropolare Elastizitdt. Obwohl das
betrachtete Modell nicht in der Lage ist, die erwédhnten Singularitaten abzuschaffen, weist es erhebliche
Unterschiede zu der klassischen Elastizitiat bei den Rissspitzenfeldern auf. Diese Unterschiede wurden
sowohl analytisch als auch numerisch umfassend diskutiert. Die Untersuchungen bezogen sich sowohl
auf homogene Materialien als auch auf einen Stoffverbund bestehend aus zwei Materialien. Der Verbund
wurde hierbei als eine Kombination aus einem Material mit klassischen elastischen Eigenschaften und
einem durch das in dieser Arbeit betrachtete Modell der mikromorphen Elatizitdt beschriebenen Material
modelliert.
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A Zylinderkoordinaten (r, ¢, z)

A.1 Grundbegriffe

Wir wollen die Grundlagen der Zylinderkoordinaten (r, ¢,2) zusammenfassen (siehe ITskov [26]). Wir
starten vorerst mit einem kartesischen Koordinatensystem (x;, X5, X3) mit dem zugehorigen globalen
Basissystem {e;, e,, e;}. In diesem stellen wir den Ortsvektor x € Z, folgendermalen dar:

x =xX,t) = ;(X,t)e; +x, (X, t) ey +x5(X,t) es. (A.D)

Driicken wir die Komponenten x, durch ein Zylinderkoordinatensystem (r, ¢,2) mit einem Radius r,
einem Umfangswinkel ¢ und einer Hohe z aus, so ergibt sich folgende Darstellung:

X =rcospe;+rsinpe,+ze;. (A.2)

A.1.1 Basisvektoren

Die Basisvektoren g; des Zylinderkoordinatensystems (r, ¢, %) ergeben sich wie folgt:

g = (0,x) = cospe; +sinpe,, (A.3)
8, = (apx) = —rsinpe;+rcospe,, (A.4)
8 = (azx) = é3. (A-S)

Im Gegensatz zum globalen kartesischen Basissystem {e,} ist das Basissystem der Zylinderkoordinaten
nur lokal definiert, d.h. die Richtung der Basisvektoren hingt vom betrachteten Punkt ab. Das zum
Zylinderkoordinatenbasissystem {g,} reziproke Basissystem {gﬂ} wird durch die Bedingung g,-g? =& g
definiert und besitzt folgende Darstellungen:

g =g = cospe +sinpe,, (A.6)
1 sin cos

g = S8 = ——Tet— e, (A7)

¢ =g =e;. (A.8)

A.1.2 Metrikkoeffizienten

Die Basisvektoren (A.3) — (A.5) und (A.6) — (A.8) induzieren eine Metrik g = gap g¢ ®g/5 = g“ﬁ 8.®8p;
deren Komponenten — die sogenannten Metrikkoeffizienten — die folgenden Werte annehmen:

1 0 O 1 0 O
(8ap] = [8a-8p] = |0 > O, [¢] =[g*-gf]=]0 5 O]. (A.9)
0O 0 1 0 0 1
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A.1.3 Physikalisches Basissystem

Das Zylinderkoordinatensystem (r, ¢, z) besitzt, wie wir klar an den Metrikkoeffizienten erkennen, zwar
ein orthogonales, aber kein orthonormales Basissystem. Normieren wir das Basissystem {g,} oder {g/j },

so erhalten wir das sogenannte physikalische Basissystem {g_,. } =: {e;} oder {g <ﬁ>} =: {ej } = {ej}:

1
e, ‘= g = ——g = Ccospe; +singe,, (A.10)
gl
1 .
ey, 1= gops = ||g—||g“" = —sinpe;, +cospe,, (A.11)
¢
1
€ = <> T 8 = €3. (A]‘z)
18

Ein weiterer Vorteil des physikalischen Basissystems ist, dass die induzierten Metrikkoeffizienten g4~
dem KroNEcker-Delta &;; entsprechen und wir nicht zwischen ko- und kontravariant unterscheiden.
Wir kénnen mit Hilfe der Metrikkoeffizienten g,z und g*! die Komponenten eines Tensors beziiglich der
Zylinderkoordinaten auf die induzierten Komponenten des physikalischen Basissystems transformieren.
Wir geben diese Transformation exemplarisch an den Vektorkomponenten u, sowie u? an:

Ucg> = Ug g(aa) g Ug = Ucg> 4/ 8(aa) > (A-l?’)
U™ = U /8wy & Ut = ut/glew). (A.14)

Die Klammerung soll hierbei andeuten, dass wir keine Summationskonvention nutzen. Fiir einen Tensor
hoherer Stufe miissen wir jeden kovarianten beziehungsweise kontravarianten Index der Komponente
beziiglich des Zylinderkoordinatensystems gemaél der Transformation (A.13) beziehungsweise (A.14)
transformieren, das hei3t wir erhalten ein Produkt mit mehreren Wurzeln aus Metrikkoeffizienten.

A.1.4 Christoffelsymbole

Die lokalen Basissysteme {g,} und {g/5 } sind nicht konstant. Die partiellen Ableitungen lassen sich mit

Hilfe der sogenannten Christoffelsymbole Fgﬁ auf den entsprechenden Tangentialraum projiziieren:

(0.85) = Tlpg,, (0.8°) =-T) g’ (A15)

Die Christoffelsymbole F(l//s lassen sich durch die Metrikkoeffizienten bestimmen:

1
Ty = 36| Cuto) (@)~ ()| 16

Fiir das Zylinderkoordinatensystem (r, , 2) verschwinden allerdings fast alle Christoffelsymbole:

0 0 0 020
— 17l _ Y _ 172 _ 1 _ 173 =
Ty =Ty, =10 —r 0|, T =T =1 00|, I’ =T =0, (A.17)
0 0 0 0 00
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A.1.5 Kovariante Ableitung

Da das lokale Basissystem der Zylinderkoordinaten (r, ¢, 2) nicht konstant ist, miissen wir einen verall-
gemeinerten Ableitungsbegriff einfiihren: Die kovariante Ableitung. Diese beriicksichtigt die Ableitung
der Basisvektoren in der Komponente. Wir wollen auch hier exemplarisch die kovariante Ableitung einer
kovarianten beziehungsweise kontravarianten Vektorkomponente angeben:

uOL|/3 = (Gpuy)—Tlu,, u”

el s = (Gpu®) + T u” (A.18)

’
Ahnlich wie bei der Situation der physikalischen Komponenten kénnen wir die kovariante Ableitung
einer beliebigen Tensorkomponente aus diesen beiden Definitionen gewinnen. Der Term proportional
zum Christoffelsymbol muss fiir jeden kovarianten beziehungsweise kontravarianten Index subtrahiert
beziehungsweise addiert werden. Fiir Tensoren zweiter Stufe T gilt beispielsweise

Ta,j|y = (0,Tap) =T Top =Ty Tay T“ﬁ|Y = (8,1*P)+12 TP +1F T*”. (A.19)

A.2 Gradient eines Tensors zweiter Stufe in Zylinderkoordinaten

Der Gradient eines Tensors zweiter Stufe T ist als dyadisches Produkt des Nabla—Operators V mit dem
Tensor T definiert. Beziiglich Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) erhalten wir die Komponentendarstellung:

grad(T) = VT := VT = g*®3,(T" g, ®g,) = TF| g*®gs 03, . (A.20)
Wir konzentrieren uns auf die Komponenten und beginnen mit der Definition der kovarianten Ableitung:

TP = (8,7 )+Tf 17+ 17 TP (A21)
Als néchstes fiihren wir die Summation iiber v explizit aus und erhalten:

TPr| = (8,TP")+1f TV + 10, 7% + 17 TP + 7, TF2 . (A.22)

Die besondere Struktur der Christoffelsymbole I“fv (vgl. Gl. (A.17)) lasst uns weiter auswerten:

_ 2 B2 1 1 B2 2 2 B pl 2
TFY| = (8,TP)+ 626014 T Y+(5a 5P T 4+ 525 )T Y)

(A.23)
+626 12 TP+ (5L 83 T2 TF2 + 6267 T), TF?) |
1
= (2.177)+ - (6265 TV + 6165 T + 52 8] TP + 51 5] TF?) 2

—r (8285 % + 5257 TF?) .
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Da wir das im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Modell in physikalischen Komponenten formulieren,
fiihren wir nun die physikalischen Komponenten des Gradienten nach den GIn. (A.13) bzw. (A.14) ein:

(V). ™7 = T77],v/89 \/8ep) v & (A.25)
1
= (uT") V& /&) VB + - V8% VB2 /&) 5265 T

1 1
+ -V VB B 5,05 T2+~ V8% ) V8 5,65 17
1
TV g1 \/8pp) V8226465 T —1 /82 /811 /&) 62 5f T
—r V&2 /Bpp) V1 6,81 T .

. _ _ _ _ 11 . .
Einsetzen der Werte ,/g17 = 4/ g =1, /g5, =1 bzw. 4/ g22 = + liefert weiter:

(A.26)

1
B = aa 2 B 1
(VT)<a>< > (3aT/3Y) Vgt )\/g(ﬁﬁ) VEun t+ - V& 6,0, T
1
+ /8 8185 T + = /B 6285 TP + \/8(ppy 6, 55 TF (A.27)
r
2 <f 2 2 2
~ /8m) 0585 T? — \/8(pp) 6261 TP .

Als letzten Schritt transformieren wir die auftretenden Tensorkomponenten TP = T<Pr> /g(BB) 1/ g(rm):

(vT).,. P> = 3, [T</sy> N \/g(YY)J Ve g5 /Eom
1
+ - V&) 52 55 T<r> /g1l 4/glr) + /86 5! 55 T<2> \/g22 /g
1
+ Y 8(BB) 52 5}2/ T<F1> V gBP) 4/ g1l + vV &(p) 5; 572/ T<h2> v/ gBB) \/ g22

— /B 826 T /g2 \/ 307 — /g5 52 67 T2 /60 /g2
= (8aT</5V>) W+ T<Pr> (aa g(b’ﬁ)) \/W\/%

+ T (8,/500) Valed g + % 5. (BT B TF) (a2

Lo (<prat Y 1 B <2 Y 2
+;5a(52T<Y>+52T<ﬁ>—51T<7>—51T<ﬂ>).

Ausnutzen der Abhingigkeiten der Metrikkoeffizienten g*® = g% (r) lasst uns weiter umformen:

(VT)<a></5y> = (9,TP) Ve +ra, [%] \/ﬁgi (5§ T<2> 4 57 T</32>)
+ %5(11 (5§ T<*> +§) T<ﬁ2>) (A.29)
+ %52 (55 T<lr> 4 52 T<B1> _éf T<2r> _51 T</52>) .
— (3aT<ﬁy>) W_ % 5;‘ (55 T<2r> 4 5§ T<ﬁ2>)
+ %(ﬁ (5§ T<2r> 4 52 T<ﬁ2>) (A.30)

Lo (op < Y 1 B <2 Y 2
+-82 (85 T 4 8T 50 T 5 7).
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Verwenden wir die lateinischen Indizes i, j, k statt der physikalischen Indizes < a >,< § >,< y >, so
lauten die physikalischen Komponenten des Gradienten eines Tensors zweiter Stufe in Abhadngigkeit der
physikalischen Komponenten des Tensors:

Allgemeine physikalische Komponenten des Gradienten eines Tensors zweiter Stufe:

- 1
(V)i = Ti|, = Vg (8Tj)+ ~ iy (8, Tk + 6k Tir — 6 Tor— 65r Tiy) - (A.31)

Physikalische Komponenten:

(VT)rrr = (arTrr) > (VT)Lprr =

N | =

[(3,T,,)-T,,—T,]. (V). =(@T,), (a32)

(VT = (8T,) , (VD)ry = [0, T) + T =Ty ], (VD)y = (T,,) (A3
(Ve = (T2, (VD = ~[(8,7)~ T] (VD). = @T.), (A34)
(VT = (8,T,0) 5 (VT)yyr = %:(8¢Tw)+Trr—TW], (VT),,r = (8.T,.), (A35)
(VT)p = (8T,0) s (VD) = 2 [(8,Tp) + T+ Tor L (VT = (27,,) (430
(Ve = @T,) s (VDo = 2 [(0,T)+T), (VD = (@T,), (A3
(VD = (T, (VD = 2 [(GT)-Tp], (VD = @GT,),  (A39)
VD)., = (3,1,,) . (VT),., = %:(8¢Tz¢)+Tzr:, (VT).., = (3T.,). (A39)
(VD) = (BT, (VD = 7 (3,T.) (V1) = @T.) . (A40)

Tabelle A.1.: Physikalische Komponenten des Gradienten VT eines Tensors zweiter Stufe T
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A.3 Divergenz eines Tensors zweiter Stufe in Zylinderkoordinaten

Der Differentialoperator der Divergenz eines Tensors zweiter Stufe T ist als einfache Kontraktion des
Nabla-Operators V mit dem Tensor T definiert. Beziiglich Zylinderkoordinaten (r, ¢, 2) erhalten wir:

div(T) :=V-T = g"-3,(T*g,®8;) = T |Y 5t g = T g5 . (A.41)
Die Divergenz eines Tensors zweiter Stufe beziiglich des physikalischen Basissystems lautet andererseits:
div[T] = (div[TD" ecp = T| \/Sip<p> - (A.42)

Transformieren der Tensorkomponenten T* = T<%F> \/g(aa) /¢ (BB) liefert weiter:

(div[TDP> = (T<aﬁ> Vgl y g(ﬂﬁ)) |a vV &pp) - (A.43)

Die kovariante Ableitung g®/ |Y der Metrikkoeffizienten g*? verschwindet, daher gilt:

(div[T]DP” = 7<>| /glao) = T<F>|_ (A.44)

Die Komponenten der Divergenz V - T eines Tensors zweiter Stufe T bestimmen wir also durch eine
einfache Kontraktion zweier Indizes der Komponenten des Gradienten VT. Daher konnen wir direkt
die physikalischen Komponenten des Gradienten VT verwenden, um die entsprechenden physikalischen
Komponenten der Divergenz V - T zu bestimmen:

Allgemeine physikalische Komponenten der Divergenz eines Tensors zwiter Stufe:

(V . T)l = T]l|] = v g(]]) (3]T]l) + % (T”' + 5(pi Twr - 5”' T‘PLP) . (A.4‘5)

Radiale Komponente:

1 1

(V-T), = T;|, = (8rTrr)+; (awTw)+(aszr)+; (1,,—T,,) (A.46)

Umfangskomponente:
1 1

(v T)so = TJ<P|j - (arTw)"' - (asva)"' (aszso)+ - (Tw + Tsar) : (A.47)
Komponente in Hohenrichtung:

(V-T), = Ty :(aT)+1(aT )+(aT)+1T (A.48)

Z Jjz|j rirz r ¢z z 22 rTZ' :

Tabelle A.2.: Physikalische Komponenten der Divergenz V - T eines Tensors zweiter Stufe T
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A.4 Gradient des Gradienten eines Tensors zweiter Stufe in Zylinderkoordianten

Um den Gradienten des Gradienten eines Tensors zweiter Stufe T beziiglich Zylinderkoordinaten (r, ¢, z)
zu bestimmen, wenden wir die Definition des Gradienten doppelt an und erhalten:

grad(grad(T)) := V®(VR®T) = T“ﬂ|wgy®g”®ga®g,5. (A.49)

Doppeltes nutzen der Definition (A.19) der kovarianten Ableitung einer Tensorkomponente T*? liefert:

TeP| = [(8,7%°)+12, T + 1/ 1] ) (A.50)
= 3,[(3,1%") +12, TP + 10, 7| +1% [(8,TP) +T&, TP +1F, T s
+18, [(8,7%) + 1% T +1¢, 7% |1 [ (8, T%) + T2, T + T/ T ] '
= (3,,7%")+(3,1%,) TP +12 (3,1¢F) + (8,1F,) T* + 1P, (3,T%)
+12, (8,T“P)+12, 1% T + 12 TF, T*C + T (3,T%*)+TF, % T (A.52)

+1f Te 7% ~1¢ (9, T*) T TS

TP 1@ 1P Tl
yo yvieg

¢

Wir 16sen die Summationen nacheinander auf und beginnen mit der Summation iiber { und beachten
dabei direkt, dass die Christoffelsymbole verschwinden, wenn einer der Indizes den Wert 3 annimmt:

Taﬁ|w - (3”Ta/5) + (ayrgl) TP+ (EYF;"Z) 7% + Lot (aYTlﬁ) +1I7, (aYTzﬂ)

+(a,rh) 11+ (3,8, T2 + 10, (8,71 + T8, (8,7?) + 12, (8,TF)

+T8 To T + 12 T4 T + 1% 15 791+ 12 1), T2 + T (3,T°) (A.53)
1 2 1 2
+ rfw re e +rfw re T2 +rfw re 7 + rfw Iy T —T¢, (6,T%F)
_ 1—10) Fa Tlﬁ _ 1—-0) l—va TZﬁ _ Fa) 1"/3 Tal _ Fw Fﬂ Taz .
Yv wl Yy w2 Yy wl Yy w2

Als néchstes betrachten wir den Index w, l6sen die Summation explizit auf und beriicksichtigen dabei,
dass die Christoffelsymbole nur fiir drei Indexkombinationen nicht verschwinden:

T*f|, = (8,T%)+(8,r%) T +(a,1) TP + 15 (3,1'7) + 1%, (8,7%)

Yol
+(a8) r +(a,1h) T2+ 10 (8,7Y) + 10, (8,7°2) + 12 (3,TF)
+1% (8,T%) + 1414 T + T4 T}, T? + 1% T2 T% + 1% 1)) T
+14, P T2 4 re P 112 4 re, rf, 12+ 1) (8,T%) + 1%, (3,T°%) (A.54)
+ AT T+ T T8 T2 4 1 1% T2 4 T, 1% T2 + T, T2 T
+ T4 T, T2 4+ 16, T2 T2 — r', (8,7°%)—12, (8,7 ) — 12,15, T*F

1 2 2 2 2 P pal 1 B a2 2 B a2
—T I TP =12 T3 T? T2, 1) T =T T}, T** —T2 T, T** .
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Nun konnen wir die Struktur der Christoffelsymbole aus Gl. (A.17) endgiiltig beriicksichtigen:

T“ﬁ|w = (0,,T")+6.5565 (aT;,) TP +65,65,85 (a1TF) T + 616265 (aiT,,) T
+83,6515 (,1) + 6,851 (8,T%) + 6767 T,, (3,1%)
+616265 (8,T%) T*' + 616,56, (&T%) T*+65, 525, (81T,,) T
+626, 1, (8,1°) + 6,8, 17, (8,T%%) + 6361 I, (8,T*)
+6285T (,T*) + 5,657, (6,T%) + 5267T,, (6,T%)

+6165 65T, Ts T + 6264651, T; TP + 6265 62T, T, T*

v =12 721 v 22721 v =21 722
+61 696, T4TE T2 + 6262 5, T,, T, T2 + 6265 626, T4 T3, TV
+61 656265 TLTF T2 + 65265 6265 Ty, T2 T + 5252 5165 I, T4 T
+6255 626, T3 Ty, T2+ 651 656364 T, T, T + 51 5% 62 64 T, T, T
+6259 506 Ty, T T2 + 6255528 T, Ty, T + 5265 17, (8,7")
+61 65 T2 (8,T%) + 5261 I, (8,T%) + 626 62 65 T4 T2 T (A-55)
+616) 6265 T T3 T2 + 6261 6265 Ty, T3y T2 + 526} 6,65 T, T, T
+ 6260 6254 TA Ty, T2 + 5165 6165 T4 TS T2 + 5155 6269 TS, Ty, T
+ 6260 61,65 5, T5 T2+ 526) 62551y, Ty, T2 + 516, 62 T4 T4 T
+6267 623, T2 T + 6255 62T Ty, T + 51 65 6. T% T, T2
+6260 5115, T5, T2 = 52521y, (6,7 ) — 515212 (3,T°F)
—826,T5 (8,7%P)— 65,6265 T, T T — 626,655 T TP
- 55 5%» 5(21 lez I‘122 T2 — 5)1/ 5% 5(11 F122 lez T2 — 57% 5}» 5? F221 lez T2
— 51626, TL, T T™ — 625616, I3, T4 T™ — 62626, I, T4 T
— 5y 61825 T,, T* — 67 6261 T2 T, T*2 .

Wir setzen die Werte der Christoffelsymbole ein und sortieren nach den Komponenten und erhalten:
a a a 1 a 1 /3 a
1P, = (2, T)+r 5,57 (&7*)~ - [6162+826! (8T P)+ -84 87 (2,7)
1.p ay_[.shsa_1cp a ps2_Lop a
+-5; 52 (a,1%")— 75} 52— ~5, 5;](avT 2)—[r 51 5§—;52 5! |(a,1%)

1 a ]‘ a a 1 a
+-5; 52 (0,T") + ~ 53 52 (a,1P)— [r 5762~ ~5; 5;] (6,T%F)

—~ [r 5% 52— % 5 5{ (a,7%F) - % 55 [6162+826! | T — 50 6262 7%
—% [r2606262+6261 52 +625261| TV +%5g5§ 52621

+ % 5255 6161 T2 — 5965 [ 6261 + 5162 12— 5460 5162+ 6261 | 722
+2r25%67 6262 1% + %5;55 (6162406261 | T12 25867 6262 T12

U cachs2st 12| 21 ash ¢2 2121
+ 5658 (6261 +6162] T — 25265 6262 T2 .
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Nun fithren wir die physikalischen Komponenten nach den Gln. (A.13) bzw. (A.14) ein. Wir verwenden
dabei die auftretenden KroNecker—Deltas, um so viele Indizes wie moglich konkret anzugeben:

T s = T, v/ 8 8 87 807 (A.56)
= v 8w ) 8 817 (8,,TF)
+r5i5§g22 m(&’lT“ﬁ)
(6162 +5261] Vs 8 87 87 (87)
+ % 5% 62/ 8(ac) 822 8 g2 (8,T")
+ 28082\ 8287807 (8,7)
- [r 57 6% /g11 8% — % 55 6%/ 82 g“] v 8aay 807 (8,T%?)
- [" 5% 52 /g1 gzz—%5§ 53/ 82 g”] v/ &laey 877 (8,T%)
i % 5567 /82 8o 87" 8% (8,7'F)
- % 5553 /82286 8%> 8 (3,T"")
—["5‘1" 55\/@_%53 5, \/gzzg”] Veen e (8,1%)
- [réf‘ 5%; V& g*— % 5g5i \/gzz g11] \/g(p/s)g(m (3yT2ﬁ)
- % 55 [5};5$ + 5% 5;] \/g(aa) 822 g g% T
— 576262 \/8(aw) §11 8282 T
—% (12656267 /811872872 + 675,62 /g2 8" 82+ 675251 1/g2 82 g" |
Veen T
+ % 55 85 5262 /822822 822 g2 T"!
+ % 5565 516) /82282811 g1 T?
— 5265 [6261+ 6162 /11 822822811 T2
— 5260 [6162+ 8251 | /g0 g1 g1 g2 T2
+2r2585) 5262 4/g11 811 82 g2 T
+ 50280 [516248251] Vam g 42 1
_25(21 5? 5% 5$ 822 811 8% 82 T
+%5g 58 [6261+5162] /82 820822 g1 T
—2656562524/811 8228282 T .

(A.57)
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Wir konnen die auftretenden Metrikkoeffizienten einsetzen und gewinnen folgende Darstellung:

TP, o = V8w &pp & 80 (8,,T)
+25257 /Eam o (47)
—%[515§+5§5;] VZaw op (8.T%)
- % 55 52/ 8(aw 87 (6,7")
+2505% /51807 (3,7)

i % 5555/ 8 g™ (,T'")
+;5g 62 \/2om e (8,T%)

— (6787556} | v/an s (2,7

—[87 52— 65 51 ]/ g(aay 81 (8,7

~[8752-855]] /8 8 (8,77

—[6562—555} ] /aqep g0 (8,7

—%[55 5162+55 5251 +60 6262 \/Zlae T

—%[5§535§+535;5§+5g535;]\/%Tlﬁ

2 B <2 <2011
+§5§525V5YT

)
) (A.58)
)
)

+|26¢60 5262 — 506 5261 — 506} 5167
+25250 6151 — 6250 5152628, 5261 | T

1

+=69[ 65 6162+ 5251 — 28] 5262|112

T e

+= 63656162+ 6760 6261 —26¢65 6262 | T .
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Fiir die auftretenden ersten Ableitungen nutzen wir die Transformation T*} = =T op> v 2@ g(BP):

0| Teups V8000 /g0 (A.59)
= /g0 /g8 (8, T_pp. ) +(8,1/30@®)) /gBO T
+4/gla (ay,/g(/m)) Tegps

1 1
= y/glea) \/g(Bp) (ayT<a/5>) - 59 5; gPBP T o — = 55 5; g T_. . (A61)

(37)

(A.60)

Explizit ergeben sich daraus die folgenden ersten partiellen Ableitungen:

(a,7%) = Vg /BB (01 Teups) — % 52/ gPO 5. — % 55 g T_, (A.62)
(2,7°P) = /gle) /g®F) (3,T <a[3’>) , (A.63)
(6,7") = Vg (8,Tpys)— 252‘51 <315 (A.64)
(6,7 = Vg (8,Tepr2)— 5 655! Teps (A.65)
(6,1%?) = %\/@ (3VT<a2>) 5“51 (. %51 gD Ty, (A.66)
(,1%) = %\/@ (8, Teazs) = 3 53‘ 5; <22> %5; g T gy (A.67)
(6,7') = \/W(%TQ/») 5 &) Teras (A.68)
(3,1) = V/g0P (8,Tc1pn) — 5 68 61 T (A.69)
(8,T%P) = %\/W(avﬂsz)—ﬁ Ly g8 T<2,5>—rl35§ 51 Topyo (A.70)
(3,7%) = %\/W (3YT<2/5>)—%25; gBA Ty —%55 52 Tz - (A.71)

Weiter erhalten wir die zweiten partiellen Ableitungen in Abhangigkeit der physikalischen Komponenten:

(2, TP) = /g /g®8) (8, T ) +(2,//8) 1/g#P (8, T_pp-)

+ /80 (8,1/g#P) (8, Teups) +(8,1/50@0) +/g#P (8,Tcp)

+ Teaps V8OP (8,,7/209) +(6,1/80) (8,//8#P) T_yp (A.72)
5@ (2,3/5) (2, Teep) + (8,/2) (8, V&PP) T
g (2,,4/g®R) T_ o5

\/W\/W( aﬁ>)_%5g51\/W(ayT<2ﬁ>)

— 656, /gl @) =5 8551/50P (2,Tsp.)

+350‘5151 gBRT 5. + 50‘55515; e

- _5/5 51 Y g(aa (a T<a2>) + 5[3 51 51 \% g(aa) Togos

(A.73)
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Die Transformation der Komponenten T%’ = = T qp> v g(*® g(AP) und deren Ableitungen liefert uns unter
Verwendung der Werte der Metrikkoeffizienten die physikalischen Komponenten des Gradienten des
Gradienten eines Tensors zweiter Stufe T. Wir nutzen die lateinischen Indizes i, j, k fiir die physikalischen
Indizes < a >, < 3 >, < y > verwenden und gewinnen zusammenfassend:

Physikalische Komponenten des Gradienten des Gradienten eines Tensors zweiter Stufe:

T, = Vg (kk)gﬂ”(akz )+ Sty 814 (8,T5) = = [ Bkr B10 + 81y 1] (2,Ty)
[ék Ve (3T,) +86,, /g™ (3T,

+%5icp |:6k(p V g(“) (alTrj)+5l g(kk ]
- Yjr |:6k<p Vv g(ll) (alTicp) + 51(,0 g(k :|
_léir[5k<p v g (31 )"‘51 ]

=

(A.74)

_% 85 Sk Bl + B Sy B1 + B B 5”] Tir
—% :5ir Oy Ol + 01y Okr 015 + 01y Oy 5”] Tr
+% Ojr Okr O1p + 01 Oy 61y — 0 O 5ZW]T
+% 5ir5kr5lgp+5ir5k(p5lr_5i Oky Ol
r225 854 S Bt Tor + = 2 61 851 1y 14 Ty
226k<p5lcp|:6 Ojp Tor + 01,05 Ty ]

Tabelle A.3.: Physikalische Komponenten des doppelten Gradienten VV T eines Tensors zweiter Stufe T

A.5 LapLAceE-Ableitung eines Tensors zweiter Stufe in Zylinderkoordinaten

Die LarLace-Ableitung AT eines Tensors zweiter Stufe T ist als die Divergenz des Gradienten definiert:
AT := div(grad(T)) = g"- o, (T“ﬁ | ,8' ®8,® gﬂ) = T“ﬂ|w §78,®8p - (A.75)
Wir gewinnen die physikalischen Komponenten der LarLace-Ableitung eines Tensors zweiter Stufe:

(AT)cyp> = (T<a[5>|w\/ glaa) g(’”"))gw V8w &pp) = T<a[5>|wgw~ (A.76)

Die Diagonalform der Metrikkoeffizienten g’7 liefert die physikalischen Komponenten der LAPLACE-
Ableitung eines Tensors zweiter Stufe durch Spurbildung des doppelten Gradienten:

(AT)<a[5> = Teup> y 678" = T<a/5>|w\/ 8" NVEY = Teaps|cypys - (A.77)
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In der folgenden Tabelle A.4 geben wir die physikalischen Komponenten des LapLace-Operators eines

Tensors zweiter Stufe an und nutzen dabei i, j als Indizes statt < o >, < 3 >.

Physikalische Komponenten der LapLAce-Ableitung eines Tensors zweiter Stufe:

1 2 2 2
(aT); = g™ (GuTy)+~ (&Tij) + 585, (3, Tu) + 5 8y (8,Tj) —

2]

Diagonalkomponenten:

(AT), = (G, T)+ (a T,.)+ (8, Trr)
2 2
+— (arTrr)—— (8,T.,)— > (ag,Tw) STt 5 Top s

(AT)y, = (3rrTw)+ 2 (awTw) (3zsz)
2 2

(8rTw) (8 Tw) + (asa Tcpr) rz T — ﬁ T<P<P >

(AT),, = (0, T)+ (3 o Tox) + (0 )+ (6:T.) -

Nebendiagonalkomponenten (obere Hilfte):

1
(AT),, = (arrTw)+ﬁ(6’w T,p)+(0.T,,)

2 2
—2 Gip Bjp Trr+ 808 Ty — (6465 Ty +6:,61 Ty | -

2 1 1 1
—— 061 (aT) 5j1Tir—ﬁ5i1,Trj_§5jsoTiw‘ﬁainw

851 (8,Tiy)

+@1) ¢ 5 (@) Zu T %m—%m,
(AT)ys = BT+ 55 (B T) + (uT) + 5 (BT = 5 (8,T,) =5 T
(AT)ye = (8,T,0) + 5 (B Tye) + (aZZTW)+;(arTW) 2 (0T~ 5 T,

Nebendiagonalkomponenten (untere Hilfte):

(AT)y, = (2 Ty)+ 55 (80, Ty) + (@ZTW)

+i(w,)+ (3,T.,)— (8¢TW) %Tw_rETW,
(AT)W=(arrTzr)+r—2(aWTzr)+(azsz HCEBEEICRAREE T
(AT)y = (8 Tp) + 55 (3, Tep) + (8 ¢)+ (8.1,, ) 2 @n)-5T

2 *

(A.78)

(A.79)

(A.80)

(A.81)

(A.82)

(A.83)

(A.84)

(A.85)

(A.86)

(A.87)

Tabelle A.4.: Physikalische Komponenten der LapLace-Ableitung AT eines Tensors zweiter Stufe T
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A.6 Kompatibilitatstensor eines Tensors zweiter Stufe in Zylinderkoordinaten

Der Kompatibilititstensor % eines Tensors zweiter Stufe T ist wie folgt definiert:

€(T) :== VX(VXT) = ey (VT |, e;®e; = €€ e ®e; . (A.88)

piq Tkp |ql

Wir erkennen vier Summationsindizes, 16sen diese sukzessive auf und beginnen mit dem Index k:
Gij = €kil €pjq Tkp|qz = €1l €pjq T1P|ql + €211 €pjq Top| g T €31t €pjg T3P|ql : (A.89)

Bei der Summation tiber den Index [ kénnen wir uns die Struktur des Permutationssymbols €;;;, zu nutze
machen, denn in allen drei Termen verschwindendet einer der zuséitzlichen Terme:

Gij = €112€pjq T1P|q2 T €13 €pjg T1P|q3 T €201 €pjg T2p|q1

(A.90)
+ €2i3 €pjg Top |q3 + €311 €pjq I3p |q1 T €3i2€pjg T3P|q2 '

Fiir die beiden Summationen der Indizes p bzw. q gilt die Argumentation der Indizes k bzw. [ weiter:

C;j = €112€1jq T11|q2 t €153 €154 T11|q3 + €3i1 €1jq T |q1 t €23 €1jq Tz1|q3 + €311 €1jq T31|q1
1 €312 €1jg T31|q2 t €112 €2jg T12|q2 t €1i3 €2jq T12|q3 t €51 €2jq T22|q1 t €33 €2jq T22|q3 (A.91)
+ €341 €2jq T32|q1 t €312 €2jg T32|q2 t+ €112 €3jq T13|q2 t €1i3 €3jq T13|q3 t €21 €3jq T23|q1 .
+ €23 €3jq T23|q3 + €341 €3jq T33|q1 t €312 €3j4 T33|q2
= €1p€152 11 |22 +€13€1j2 T |23 + €31 €1j2 Ty |21 + €3i3€1j2 Tog |23 + €3;1 €1j2 T3 |21
1 €312 €152 T31|22 t€1i2€153 T11|32 t €13 €153 T11|33 1 €2i1 €153 T21|31 t €23 €153 T21|33
+ €341 €153 T31|31 t €312 €153 T31|32 t €112 €2j1 T12|12 + €143 €2j1 T12|13 + €301 €2j1 T22|11
+ €213 €2j1 T22|13 + €311 €2j1 T32|11 + €312 €2j1 T32|12 t €112 €253 T12|32 + €133 €253 T12|33 (A.92)
+ €21 €253 T22|31 + €243 €353 T22|33 + €341 €253 T32|31 + €312 €253 T32|32 + €112 €351 T13|12 .
+ €13 €351 T13|13 t €211 €351 T23|11 t €2i3 €351 T23|13 + €311 €351 T33|11 t €312 €351 T33|12
t €112 €32 T13|22 t €13 €32 T13|23 t €21 €32 T23|21 + €2i3 €30 T23|23 + €311 €32 T33|21
t €312 €350 T33|22 .
Durch die Permutationssymbole ist in jedem Term klar, welche Werte die beiden verbleibenden Indizes
annehmen diirfen. Wir fiihren daher KronEckEr—Deltas ein und erhalten:

Gy = 61651 (Toalys + Tas|op — Tas |y — Ts2ly ) + 811 652 (Tas |y + Tt |35 — Ton s — Tas 1)
+ 601813 (Toa|ys + Taa 1o = Tonlys = Tonlpn) + 82 851 ( Tis s + Tsalgy — Trolss — T 1)
+ 612672 (Tt |5 + Tas| 1y — Tas|ys = Taalgy ) + 812653 ( Tzl ys + Taalpy — Tt s — Tas) 1)
+ 61361 (Tralyy + Tos| oy — Tislp — Toalsr ) + 83 852 ( Tus|yp + Tty — Ty — Tos |1y
( )

+0i3 51‘3 T11|22 + T22|11 - T12|12 - T21|21 :

120



Setzen wir hier die Komponenten T; ]-| i aus Tabelle A.3 ein und fassen zusammen, so lauten die neun
physikalischen Komponenten des Kompatibilitdtstensors %:

Diagonalkomponenten:
1 1 1 1
(gr’" - ﬁ (a‘PS@TZZ) + (aZZTS"‘P) - ; aﬂOZI:Tgoz + nga:l + ; (arTzz) - ? az'I:Trz + Tzr] (A93)
cg(p(p = (arrTzz) + (azz Trr) - arz [Trz + Tzr] (A94)
1 1 1 2
Coz = (arrTw) + 72 (awTrr) T r aw[Trso + TW] o @ T)+ - (arTw) A
—la[:r +T,,] e
B pr
Nebendiagonalkomponenten (obere Hilfte):
1 1 1 1
6 = ~(01,) -1 (0, 1)+ (@010 4 1 (2uT)+ 5 (B - (an) e
1 1 1 1
G = T2 (awTrZ) + - (arso Tzw) - (arsz) + - (aszw) + r2 (aso Tw)
1 1 (A.97)
+ ; (azTrr)_ ? (azTcpcp)
1 1 1 1
% = (8,1, L (8,7.)+ (0.7,) L (0.1.) - L (1)~ 5 (3,T.)
+18[T +T ]+lT o
r p4 re @r rz zQ *
Nebendiagonalkomponenten (untere Halfte):
1 1 1 1
%, = —(0.7,) L (8,1.)+ (@.1)+ - (0.1 + 5 (1) - (@) @9
1 1 1 1
Cor = T2 (awTrz) + - (8rw Ttp%) - (arsz) + - (a<pzTr<p) + r2 (aw Ttpz)
+l@r)-1(ar.,) R
- zirr r z4 QP
1 1 1 1
Cp = (00 To) + = (80 Tea) + (8T ) =~ (8T ) =~ (8:T) — 5 (3, To)
+18[T +T ]+lT R
r z| fry Qr r2 Yz

Tabelle A.5.: physikalische Komponenten des Kompatibilitatstensors 4
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A.7 Gradient eines Tensors dritter Stufe in Zylinderkoordinaten

Der Gradient eines Tensors dritter Stufe w ist als dyadisches Produkt des Nabla—Operators V mit dem
Tensor u definiert. Beziiglich Zylinderkoordinaten (r, ¢, 2) erhalten wir die Komponentendarstellung:

_ [ 1)
grad(u) = V= Veu = g“83,(u,/ g’ @g,0g;) = 1’| s° @’ @5, 885 . (A102)

Wir konzentrieren uns auf die Komponenten und beginnen mit der Definition der kovarianten Ableitung:

(9] (9]
RN TR B WATREES (TR S LTI (A.103)

Als néchstes fiihren wir die Summation iiber v explizit aus und erhalten:

6 9] 2
‘uﬁY |a - (a“'uﬁy ) (Flﬁ‘ul +F/5‘u2y )+(FY1M/516+F2H/325)+(F 1.“,5 z,uﬁy ).
(A.104)

Die besondere Struktur der Christoffelsymbole I“fv (vgl. Gl. (A.17)) lasst uns weiter auswerten:
5
|, = (Gumy®)— 8262 T 1,7 — 61622, p,'* — 6265 T2 1, + 62 5, T2 u'°
+515Yr2uﬁ25+525Yr2uﬁ25+5255r1uﬁ +5155r2uﬁ +5255r2uﬁ
ol _ 6 2 <2 12 2 <1 2 16
|, = (Buny’®)+r 62620, ——5a5,3 e ;5a5ﬂM2Y +;5a5;uﬂ

1515)/ 25 52687 .20 52580 vl 15155 Y2 52580 Y2 (A-105)
+;a2'u’/5 _rallu’ﬂ +;a2'u[3 +;a2'u[3 _rallu’/i'

Da wir das im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Modell in physikalischen Komponenten formulieren,
fiihren wir nun die physikalischen Komponenten des Gradienten nach den GIn. (A.13) bzw. (A.14) ein:

e e = 1 VE VI B VE (8.106)
= ( a.U'/j ) Vg(aa Vg(ﬁﬁ Vg(YY Vg(55
+18252 u1Y5 V82 8% /84y V55
—= 61 52 MZYE V&MV 8% 8k vV Ew6s)
_;52 51 ‘uz)’(s / / 11 /g(YY /8(55
1
+ - 53 55 ,uﬂla V82 /8PP /2o v 8(55)
1
+- 5t 5Y,u/525 V&1 8PP /825 /8 56)
—r52 5Yu,325 V82 /8PP \/g11 \/&55)
+ 28260, VER Ve [ Vi
+ - 61 55‘u,ﬁy2 VvV gl Vg(ﬁﬁ 4/ g(yy v 822
—r 6§ 871y V&2 V8P /&y Ve -

(A.107)
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. _ _ _ _ 1 1. . .
Einsetzen der Werte /g7 = v/ g =1, /g, =1 bzw. 4/ g?2 = _ liefert weiter:

<}/5>|

o = (0utg) VEI VG /i, B+ = 528517 By B
_55315/23“; M\/@_ﬁ /5“2 \/m\/g(?
+ 153 551" v/ 8 PB) /B 55 + 5L 85 11s% v/ 8PB) /255, (A.108)
— 6267 g \/W\/&?Jr 5255 u," Vg®P /20
+6% 65 uy"” \/Wm—aafsluﬁ Vel /g -

<B>

Als letzten Schritt transformieren wir die Tensorkomponenten u ﬁ’“s =U_ /5><Y5> /8pp) vV g 4/ g(8%);

9] 9] / 9] /
= >|<a> = (3au<ﬁ><7/ >) g(aa) +U</5><Y g (3<a> Vv g(ﬁﬁ)) g(ﬂﬁ)
5 5
+u g (3<a>\/g(”)) Ve Tl (a<a>,/g(5a)) /265,
1 2 =2 <yé> 1 <2 <yé&6> 2 <1 <yé6>
+;(5a 5/5 Ha ' —%, 5ﬁ Mo ' — 90, 5/3 <2> ! (A.109)
+ 52 5)’ M<ﬂ><15> + 51 5)’M<ﬂ><25> 52 5)’ .U</5><25>

‘u</5>

2 <6 <rl> | <156 <r2> <2 56 <r2>
+5a52,u<ﬁ> +6,0 2 Mgs —0.,0 1M ps )

Ausnutzen der Abhingigkeiten der Metrikkoeffizienten g*® = §*P (r) ergibt fiir die drei ersten Terme,

. . . <yé> . . . . .
die proportional zu einer Tensorkomponente u_ p> "7 sind, ein negatives Vorzeichen und wir erhalten:

<yd> _ <yd> / 2 =2 <yo> 2 1 <yd>
‘u<[3‘> |<a> - (aa‘u’<[5> ) g(aa)+ (5a5[3 Mo —6,6

a B Moo

+ 53‘ 5§ ‘u<ﬁ><16> _52 57 “</3><25> (A.110)

2 <6 <yl> 2 <6 <y2>
+5a62 ‘u<ﬁ> 5 o 'u</5> )

Verwenden wir die lateinischen Indizes [, 1, j, k statt der physikalischen Indizes <a>,<f>,<y>,<6>
und die Zuordnung der Indizes <1>=r sowie <2>= @, so lauten die physikalischen Komponenten des
Gradienten eines Tensors dritter Stufe in Abhingigkeit der physikalischen Komponenten des Tensors:

Allgemeine physikalische Komponenten des Gradienten eines Tensors dritter Stufe:

1
Au‘ijk|1 = (al:u‘ijk) V g(ll)_;6zp (Sl'r“(pjk_ézp Mrjk+5;1u’i<pk_5f Auirk+5]ruui]<p 590 l"l’l]r) .

(A.111)

Tabelle A.6.: Physikalische Komponenten des Gradienten Vi eines Tensors dritter Stufe w
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A.8 Divergenz eines Tensors dritter Stufe in Zylinderkoordinaten

Die physikalischen Komponenten der Divergenz V - u eines Tensors dritter Stufe u lauten:
diviu] = (V- W e;®e = ,uijk|l.ej Qe . (A.112)

Setzen wir hier die Komponenten u]-kl|l. aus Tabelle A.6 ein und fassen zusammen, so lauten die neun
physikalischen Komponenten der Divergenz eines Tensors dritter Stufe:

Allgemeine physikalische Komponenten der Divergenz eines Tensors dritter Stufe:

(VWi = (Gmie) Vgl + % (i = 87 i+ 87 thgrc — B g + 67 gy ) - (A.113)
Diagonalkomponenten:

(V- = Crlhyrr) + % (Bptigrr) + (Buttzrr) + % (u — Uppr —uw) ; (A.114)

(V- ey = (Frbrpy) + % (Fpttppy) + (Gbtapy ) + % (“rw T Hory + “wr) ) (A.115)

(Ve = @uttr) + - (Byhhs) + (Bubtn) + b (A.116)

Nebendiagonalkomponenten (obere Hilfte):

1 1

(V : A"")rga = (ar:urrcp) + ; (acpnu'cprcp) + (az:uzrtp) + ; (nu‘rrcp Uy + nu'cprr) B (A.117)
1 1

(v- nu')rz = (arlurrz) + ; (aga.ucprz) + (az“zrz) + ; (:u’rrz _nu'npapz) > (A.118)
1 1

(v : .u')apz = (arlu“rgaz) + ; (akpnu’gpgaz) + (az‘uchz) + ; (nu‘r(pz + nu‘nprz) . (A.119)

Nebendiagonalkomponenten (untere Halfte):

1 1

(v : nu')(pr = (ar:urgar) + ; (aganuﬂpcpr) + (az:uzgor) + ; (nu’rgar + Morr — U’wp(p) ) (A.120)
1 1

(v ' Au’)zr = (ar:urzr) + ; (ago:u‘(pzr) + (azuzzr) + ; (:urzr _Au‘cpzw) > (A.121)
1 1

(V ' .u')z(p = (ar.urzga) + ; (acp‘ucnga) + (az:u'zz«p) + ; (nurztp + Aunpzr) . (A.122)

Tabelle A.7.: physikalische Komponenten der Divergenz V - u eines Tensors dritter Stufe u
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B Implementierung in FEAP

Wir wollen im Rahmen dieser Arbeit das in Tabelle 4.1 dargestellte Gleichungssystem in der Finite—
Elemente-Software FEAP umsetzen. Zwar bietet FEAP diverse implementierte Modelle zur Auswahl, das
im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Modell jedoch nicht. Das zu l6sende lineare Gleichungssystem
besitzt folgende Form:

K-x =F. (B.1)

Der Aufbau der Steifigkeitsmatrix K und des Lastvektors F des Gleichungssystems héngt von der Reihen-
folge der Eintrage des Losungsvektors x ab. Die Wahl der Reihenfolge der Eintrége des Losungsvektor x
obliegt hierbei alleine dem Benutzer. Wir sortieren die Eintrdge des Losungsvektors x derart, dass wir
alle Knotenwerte der Freiheitsgrade eines Knotens A auffiihren, bevor wir zu den Knotenwerten des
ndchsten Knotens A+ 1 iibergehen:

vl w2, ) (B.2)

A (11 gl gl
x—(ul,uz,\ll v 12> Wy 117

110 =220
Die Software FEAP stellt Algorithmen zur Assemblierung des Gleichungssystems (B.1) aus Userelement
genannten lokalen Gleichungssystemen K - ¥ = F zur Verfiigung. Der Benutzer muss fiir jedes finite
Element das lokale Gleichungssystem implementieren. Den lokalen Losungsvektor ¥ eines Knotens A
definieren wir analog dem Losungsvektor x:

<) ~ (,,A A 4 A
@ = (ul > Uy Wy, Wy

T
D) (B.3)
Wir wollen den Aufbau des lokalen Gleichungssystems exemplarisch an einem Vierknotenelement mit
fiinf Freiheitsgraden nachvollziehen. Diese Diskussion werden wir in zwei Schritten fithren, denn der
Aufbau des lokalen Gleichungssystems besitzt zwei Strukturen: Die Beschreibung der Wechselwirkung
einzelner Knoten miteinander und die Beschreibung des Einflusses der Freiheitsgrade. Die Grobstruktur
zur Beschreibung der Wechselwirkung der Knoten ergibt beispielsweise das Gleichungssystem

RO g2 g3 g4 [0 0
k@D geo gey ges||zo| | Fo
KGD 62 g6y geallze | = | ge |- (B.4)
e g@2 gy @ | | @ @

Jede einzelne dieser in unserem Beispiel 4 x 4 = 16 Blockmatrizen K®#) beschreibt den Einfluss des
lokalen Losungsvektors ¥ des Knotens A auf den Vektor F(®) des Knotens B:

REA . 5@ — g6 (B.5)
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Hierbei und im Folgenden verwenden wir die EinsTEINsche Summenkonvention fiir jegliche Indizes.
Betrachten wir nun diese Matrizengleichung genauer, so fillt wiederum eine allgemeine Struktur auf:

- (B,A)  (BA)  #(BA)  H(BA)  H(BA)T ~(4) r(B)
Ko B S8 S SEal (T (S
_BA) ) Ky" o Koo Kop' o Kyy' o K ) F, )
REAZW = |gBA gba gl A gl gl | F(B) = P (B.6)
(B,A) (B,A) (BA) >(B,A)  (BA) ~ (A) (B)
K Rt Ko Ka Kyl o)\ s
-K K K K54 KSS - 5 FS

Jede einzelne Blockmatrix K4 besitzt in diesem Beispiel 5 x 5 Eintrige um den Einfluss je eines der
fiinf Freiheitsgrade fcl(A) des Knotens A auf eine der fiinf Komponenten F"].(B) des Knotens B zu beschreiben.
Auf Basis dieser exemplarischen Betrachtung eines Vierknotenelementes mit je fiinf Freiheitsgraden pro
Knoten diskutieren wir nun den allgemeinen Aufbau des lokalen Gleichungssystems

K-x =F. (B.7)

Die Koeffizientenmatrix K wird auch Elementsteifigkeitsmatrix genannt. Entsprechend wollen wir vom
Elementlastvektor F sprechen. Tabelle 4.1 liefert uns die Grundlage, dieses Gleichungssystem fiir das im
Rahmen dieser Arbeit untersuchte Modell zu implementieren. Die auftretenden Randintegrale werden
von FEAP automatisch aus den Randbedingungen erzeugt. Daher miissen lediglich die Elementsteifig-
keitsmatrizen explizit implementiert werden.

Es fallt auf, dass die Koeffizientenmatrizen (4.23), (4.24), (4.25) sowie (4.26) mehr Indizes besitzen als
uns die Komponenten K B4 der Elementsteifigkeitsmatrix zur Verfligung stellen. Die Verkniipfung dieser
beiden Indizierungen gewmnen wir durch Beriicksichtigen der Struktur des lokalen Gleichungssystems.
Der lokale Losungsvektor X soll derart aufgebaut sein, dass erst die ny,s Freiheitsgrade von Knoten A
beriicksichtigt werden, bevor wir die ng4.¢ Freiheitsgrade von Knoten A+ 1 betrachten. Das heil3t jedes
mal, wenn wir den Knotenindex um 1 erhohen, miissen wir in der Steifigkeitsmatrix um ny, s Eintrdge
weiter gehen, um beim entsprechenden Freiheitsgrad des nichsten Knotens zu landen. Das gilt sowohl
fiir die Indizierung der Zeilen als auch fiir die Indizierung der Spalten. Um beispielsweise den Eintrag
des vierten Freiheitsgrades des dritten Knotens zu betrachten, miissen wir die Eintrdge der insgesamt
2 ngf Freiheitsgrade der ersten beiden Knoten und zusétzlich die Eintrdge der ersten drei Freiheitsgrade
des dritten Knotens iiberspringen.

Dieses Verhalten ldsst sich allgemein formulieren und wir wollen mit der allgemeinen Indizierung eines
Verschiebungsfreiheitsgrades aus Tabelle 4.1 beginnen. Hierfiir miissen wir aus einem Indexpaar (m,A)
einen einzelnen Index J(m,A) fiir das lokale Gleichungssystem bestimmen. Wir miissen den Faktor fiir
den Knotenindex dabei leicht modifizieren, da Knotenindizes bei 1 starten.

Mit der Anzahl ny,s der Freiheitsgrade und der Anzahl ng;,, der rdumlichen Dimensionen erhalten wir
zusammen mit der Menge J#“ aller Knoten mit Verschiebungsfreiheitsgrad den Multiindex J:

J AL g} X Y = N (mA) = J(mA) = ngo-(A—1)+m. (B.8)

Diese Transformation der Indizes gilt allgemein. Fiir ein zweidimensionales Vierknotenelement mit fiinf
Freiheitsgraden, wie wir es beabsichtigen zu implementieren, ergibt sich folgende Tabelle:

J|1]|2]6]|7]11]12]16]17
m[1]2]1]2]1[2]1]2
Al1l1]2]2]3[3][4]4

Tabelle B.1.: Multiindex der Verschiebung u eines Vierknotenelementes mit ng;,, =2 und nyos =5

126



Die Transformation der Indizierung eines Mikrodehnungsfreiheitsgrades aus Tabelle 4.1 gestaltet sich ein
wenig komplizierter. Hier miissen wir aus einem Indextripel (m,n,A) einen einzelnen Index P(m, n,A)
gewinnen. Die Grundiiberlegung ist dhnlich der Situation der Verschiebungsfreiheitsgrade. Um beispiels-
weise zum Eintrag des zweiten Mikrodehnungsfreiheitsgrades des fiinften Knotens zu gelangen, miissen
wir die Eintrége der 4 ny ¢ Freiheitsgrade der ersten vier Knoten und zusatzlich die ny;,, Eintrége der Ver-
schiebungsfreiheitsgrade {iberspringen. Hier verkompliziert sich aber die Situation, da wir aus den zwei
Indizes des Tensors ¥ einen weiteren Multiindex ¢ bestimmen miissen, der uns die weitere Modifikation
des gesuchten Eintrags liefert. Fiir zweidimensionale symmetrische Probleme definieren wir

e {(1L1,(22),(1,2)} - NGk = (k) = 2=+ (B.9)
und koénnen somit den Multiindex P eines Mikrodehnungsfreiheitsgrades ¥ angeben:
P : {1,...,ndim}2 x#% - N : (mnA) — P(mn,A) = nges- (A—1)+2+1(m,n). (B.10)

Auch fiir diese Indextransformation wollen wir eine zu Tabelle B.1 analoge Tabelle angeben:

P | 3| 4| 5| 8 ] 9 | 10] 13 ] 14] 15 ] 18| 19 | 20
(m,n) || L,1) | (22) | (1,2) | (1,1 | (22) | (1,2) | 4,1 | (22) | 1,2) | A,1) | 2,2) | (1,2)
A 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

Tabelle B.2.: Multiindex der Mikrodehnung ¥ eines Vierknotenelementes mit ng;,, = 2 und nyos =5

Mit den Multiindizes (B.8) und (B.10) haben wir das Riistzeug, um das lokale Gleichungssystem der
Finite-Elemente-Methode, das hei3t die Elementsteifigkeitsmatrix K und den Elementlastvektor F, mit
Hilfe von Tabelle 4.1 direkt zu implementieren..
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