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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiithrung

Die Quantenelektrodynamik (QED) als Theorie der Wechselwirkung zwischen Elek-
tronen, Positronen und Photonen ist die bisher am besten iiberpriifte Quantenfeld-
theorie. Ist die Wechselwirkung schwach, wie dies in der QED der Fall ist, bedient
man sich zur Berechnung von Streuquerschnitten storungstheoretischer Methoden,
welche die Ubergangsamplitude nach Potenzen der Kopplungskonstante o (Sommer-
feldsche Feinstrukturkonstante) entwickeln.

Die QED enthilt zunéchst in jeder Ordnung Stérungstheorie divergente Stiicke.
Trotzdem ist eine Divergenzen enthaltende Theorie akzeptabel, solange diese nicht
in theoretischen Vorhersagen iiber experimentell zugéngliche Gréflen erscheinen. In
der renormierten Theorie treten tatséchlich nur physikalisch beobachtbare Grofien
auf, siche z.B. [7]. In der renormierten QED sind dann die Strahlungskorrekturen
beliebiger Ordnung endlich und kénnen im Prinzip mit beliebig hoher Genauigkeit
berechnet werden. Den Erfolg der renormierten Stérungstheorie in der QED beweist
die exzellente Ubereinstimmung von theoretischer Vorhersage und Experiment, wie
beispielsweise die Beobachtungen der Lamb—Shift und des anomalen magnetischen
Moments des Elektrons zeigen.

In einer Theorie mit masselosen Feldern, wie das Photon der QED und das
Gluon der QCD, bleiben auch nach der Renormierung infrarote Divergenzen beste-
hen, welche sich aber in physikalisch beobachtbaren Prozessen aufheben. Koppelt
das masselose Feld mit einem anderen masselosen Feld, wie das Photon mit einem
(in erster N#herung masselosen) Fermion, oder mit sich selbst, wie das Gluon, dann
gibt es eine weitere Singularitéit, die sogenannte kollineare Singularitét. Selbige tritt
auch im Hochenergiegrenzfall m < F bei kollinearer Abstrahlung eines masselosen
Teilchens von einem leichten Teilchen der (gegen E vernachlissigbar kleinen) Masse
m und Energie F auf und wird daher auch als Massen—Singularitit bezeichnet.

Sei p der Impuls des abstrahlenden leichten Teilchens, p?> = m?, k der des abge-
strahlten masselosen Teilchens, k2 = 0, dann wird der in der Ubergangsamplitude
auftretende Propagator mit Nenner

(p—k)> —m® = =2(pk) = —2EQ(1 — B cos Oy
singulér fiir verschwindende Energie (9 — 0 des Teilchens mit Impuls k. Im Li-

mes verschwindender Masse m und somit Lorentz—Faktor 8 — 1 geht der Propa-
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gatornenner gegen Null, wenn k kollinear zu 7 ist. Eine derartige Ubergangsam-
plitude enthélt also je nach betrachtetem Phasenraumbereich sowohl infrarote als
auch kollineare bzw. Massensingularitdten. Im totalen Wirkungsquerschnitt mani-
festieren sich beide Divergenzen durch typische weiche und kollineare Logarithmen
Lir = In (Qmax/@min) und L, = In (s / m2) fiir jedes abgestrahlte masselose Teilchen.

Die physikalisch beobachtbaren Prozesse gehen einher mit der Abstrahlung ei-
ner unbestimmten, da nicht detektierbaren Zahl weicher Photonen, so dal ein von
einer beliebigen Anzahl weicher Photonen begleitetes Elektron nicht von einem
einzelnen Elektron zu unterscheiden ist. Die theoretischen Vorhersagen fiir Wir-
kungsquerschnitte, welche derartige weiche entartete Zustéinde enthalten, sind infra-
rotdivergent im Limes verschwindender Photonenenergien. Fiir eine konsequente
Behandlung infraroter Divergenzen sind aufler der Abstrahlung weicher reeller Pho-
tonen auch die zugehorigen virtuellen Prozesse zu beriicksichtigen. Im Wirkungs-
querschnitt fiir einen beobachtbaren Prozef diirfen keine Infrarotdivergenzen mehr
auftreten. Dafl dies wirklich der Fall ist, zeigten Bloch und Nordsieck [1] mit dem
Bloch—Nordsieck—Theorem, nach welchem sich die Infrarotdivergenzen in iiber alle
entarteten Endzustinde summierten Ubergangsraten herausheben. So hebt sich bei-
spielsweise auf Einschleifenniveau die Infrarotsingularitit der Vertex—Korrektur des
Wirkungsquerschnittes o.+.-_,q5 gegen die infrarote Singularitit des Wirkungsquer-
schnittes oo+.- 45, weg. Infrarote und kollineare Singularitéten treten sowohl bei
Abstrahlung durch Anfangs— als auch durch Endzustandsteilchen auf. Das Kinoshita—
Lee-Nauenberg—Theorem besagt, dafl in einer Theorie mit masselosen Feldern die
Ubergangsraten frei von infraroten Divergenzen und Massensingularititen sind, wenn
iiber entartete Anfangs— und Endzustdnde summiert wird [2].

1.2 Vorbemerkung

Wir untersuchen im folgenden hochenergetische Elektron—Positron—Vernichtungs-
prozesse der Art e™4+e~ — X, wobei vereinbart wird, daf§ es sich bei dem nicht niher
spezifizierten Endzustand X um einen iiber die entarteten Endzustdnde summier-
ten Zustand handelt, welcher nach dem Kinoshita-Lee-Nauenberg-Theorem keine
infraroten oder Massendivergenzen mehr aufweist. Im Gegensatz dazu enthalten die
nicht inklusiv gerechneten Anfangszustdnde durch Abstrahlung weicher oder kolli-
nearer Photonen sowohl infrarote als auch kollineare Divergenzen. Nach den Fakto-
risierungstheoremen der QED (vgl. [3]) sind die durch kollineare oder weiche Ab-
strahlungen auftretenden nicht vernachléssigbaren Korrekturen héherer Ordnung in
der elektromagnetischen Kopplungskonstanten « eine Eigenschaft der einlaufenden
Fermionen und somit unabhéngig von den bei der Elektron—Positron—Vernichtung
erzeugten Endzustandsteilchen. Fiir weiche oder kollineare Abstrahlungen trifft in
den fithrenden Beitragen dieser Korrekturterme jeder Faktor o auf einen oder beide
der oben bereits angesprochenen grofien infraroten oder kollinearen Logarithmen Lig
oder L.. Hier kann die Stérungsreihe nicht mehr je nach Energie des zu betrachtenden
Bornprozesses bei einer geeigneten Potenz in o abgebrochen werden, die Korrektu-
ren aller Ordnungen in (aLg)" oder (al.)" miissen beriicksichtigt werden. Da eine
exakte Rechnung in allen Ordnungen weder numerisch noch analytisch durchfiihrbar
ist, sind geeignete Ndherungsmethoden zu entwickeln, die zumindest die fithrenden
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Terme jeder Ordnung in « liefern und somit eine Resummation der Korrekturen
ermoglichen. Allgemein ist der totale Wirkungsquerschnitt fiir Abstrahlung von n
Photonen als eine Reihe der Form

Octe— X4ny = ( ) Z Z C;Jcr::;l{ anLTLIR (11)

nir=0n.=0

cn)  clhn=)y om0 L
n cn-1n) c(n-1n-1)  (n-1,0) Ll
- (3) (Le, et L) ' ' | E
™ : : . : :
con  cOnr=1) 00 L%

in kollinearen und infraroten Logarithmen anzusetzen, mit eindeutig festgelegten
Koeffizienten C%;’:,IYR) Diese Koeffizienten konnen mittels geeigneter Niherungs-
verfahren aus dem Ausdruck fiir den Gesamtwirkungsquerschnitt (1.1) extrahiert
werden.

Der fithrende infrarote Term (aLig)" des totalen Wirkungsquerschnittes der Ab-
strahlung von n Photonen stammt aus den fiir verschwindende Energie aller n Photo-
nen am stérksten divergierenden Stiicken des differentiellen Wirkungsquerschnittes,
ist also mit Hilfe einer sogenannten weichen Néherung berechenbar. Um auf wei-
che Abstrahlungen sensitive Resonanzen korrekt behandeln zu kénnen, ist dabei
der gesamte Energieverlust (1 — x)E bei Abstrahlung weicher Photonen iiber eine
verringerte Schwerpunktenergie y/zs im Bornprozef3 zu beriicksichtigen.

Um eine Entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes nach kollinearen Loga-
rithmen zu gewinnen, miissen dagegen die kollinear fithrenden Terme des differen-
tiellen Wirkungsquerschnittes identifiziert werden. Dazu wird die Anfangszustands-
abstrahlung von n Photonen in demjenigen Phasenraumbereich betrachtet, in dem
sie kollinear zur Flugrichtung des leichten oder masselosen abstrahlenden Fermions
sind und gegeneinander streng nach ihren Transversalimpulsen geordnet. Die Koef-
fizienten der fiihrenden Ordnung (al.)" in der Entwicklung des zugehorigen totalen
Wirkungsquerschnittes nach dem grofien kollinearen Logarithmus L, werden aus den
im betrachteten Phasenraumbereich fithrenden Termen des differentiellen Wirkungs-
querschnittes gewonnen. Diese in der sogenannten ,Leading Logarithmic Approxi-
mation“, LLA, (vgl. [I1], [12]) berechneten Wirkungsquerschnitte der Abstrahlung
einer festen Anzahl von n Photonen im Anfangszustand werden in allen Ordnungen
aufsummiert und daraus eine Entwicklungsgleichung, die Gribov—Lipatov—Altarelli—
Parisi-(GLAP)-Gleichung fiir die die Abstrahlungen beschreibende Strukturfunk-
tion hergeleitet.

Diese universelle Fermionstrukturfunktion beschreibt den in alle Ordnungen in
a resummierten Beitrag der Anfangszustandsabstrahlung (Initial State Radiation,
ISR) und ist mit dem Wirkungsquerschnitt des zu betrachtenden Prozesses ohne An-
fangszustandsabstrahlungen ete™ — X, im folgenden Born-Wirkungsquerschnitt
genannt, zu falten:

1
ox+ISR (S Z ™ Le” ( Z C’;l;:”? LnIR> z/ D(x)ox(xs)dx (1.2)
0

ny=0 nir=0



1.3 Aufgabenstellung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, auch die in den oben angesprochenen Verfahren bisher
nicht beriicksichtigten Beitrdge néichstfithrender Ordnung in den fithrenden Loga-
rithmen, die sogenannten ,,Next to Leading Log* (NLL)-Korrekturen, zu berechnen
und auf diese Weise die bisherigen Ndherungen des totalen Wirkungsquerschnittes
fiir Abstrahlung von n Photonen weiter zu verbessern.

Wir unterscheiden bei fester Ordnung N der Abstrahlung zwei Arten univer-
seller NLL-Korrekturen proportional a’v Liv —1, zum einen diejenigen, die auch in
der Naherung masseloser Fermionen im Anfangszustand auftreten und zum anderen
solche, die erst bei Nichtvernachlissigen der Fermionmasse in Erscheinung treten.
Zur einfacheren Unterscheidung benennen wir erstere mit NLL,, letztere mit NLL,,.
Ferner bezeichnen wir fiir masselose Fermionen die zu oVLY _1Lf¥{ proportionalen
Korrekturen mit NLLg.g. Diese sind von néchstfiihrender Ordnung im kollinearen
und von fithrender Ordnung im infraroten Logarithmus und entsprechen dem wei-
chen Limes der oben definierten NLL.—Korrekturen.

1.3.1 Anwendung

Bei Schwerpunktenergien weit oberhalb der Z%-Resonanz werden in der ete™—
Paarvernichtung Z%-Bosonen unter Abstrahlung harter Photonen erzeugt, wodurch
auch in Energiebereichen weit oberhalb der Z°-Resonanz Z-Physik mit ausreichend
groflem Wirkungsquerschnitt moglich ist. So liegt fiir eine Energie der Anfangs-
zustandsteilchen im Schwerpunktsystem von 100 GeV der Wirkungsquerschnitt fiir
ete™ — Zv bei ungefihr 83 pb. Als konkrete Anwendungsbeispiele werden uns die
beiden Prozesse ete™ — Zv und eTe™ — Z~v7v dienen. Wie wir spéter beim Ver-
gleich der Ndherungen fiir Abstrahlung eines harten kollinearen Photons mit der
vollen Rechnung fiir massive Fermionen im Anfangszustand sehen werden, kann ei-
ne Korrektur der Radiatorfunktion in néchstfiihrender Ordnung eine deutliche Ver-
besserung der Ndherungen bewirken. Wir werden feststellen, dafl an dieser Stelle
zusétzlich nichtuniverselle NLL-Korrekturen auftreten kénnen.

1.4 Gliederung

Die vorliegende Arbeit ist in drei Teile gegliedert, wobei der erste Teil im Detail
den Phasenraum fiir Abstrahlung eines einzelnen Photons behandelt, der zweite
Teil entsprechend den Phasenraum fiir Mehrfachabstrahlungen. Der dritte Teil wird
NLL-Korrekturen zum Thema haben.

Wir betrachten in Kapitel 2 zunéchst den Spezialfall der Abstrahlung eines wei-
chen Photons von einem massiven Fermion. Bei diesem Ansatz wird der bei einer
reduzierten Schwerpunktenergie zs stattfindende Bornprozefl in jeder Ordnung o™
der Abstrahlungen mit der n—ten Potenz des Abstrahlungsbeitrags eines einzelnen
weichen Photons zu multiplizieren sein, modulo statistischer Faktoren fiir ununter-
scheidbare Photonen. Dieser Abstrahlungsbeitrag enthilt den bei Abstrahlung eines
Photons auftretenden infrarotdivergenten Anteil. Im Anschlufl wird zur Untersu-
chung der Massensingularitit die Abstrahlung eines harten kollinearen Photons von
einem massiven und einem masselosen Fermion behandelt und so der nicht mit der



Infrarotsingularitdt verbundene Anteil der kollinearen Divergenz gewonnen. Die in
diesem Zusammenhang eingefiithrte Eichung ermoglicht eine einfachere Identifikation
der fithrenden kollinearen Terme.

Nach Behandlung der Abstrahlung eines einzelnen Photons betrachten wir im
zweiten Teil der Arbeit Mehrfachabstrahlungen. Kapitel 3 behandelt die Abstrah-
lung einer beliebigen Zahl von Photonen, wobei die fithrende logarithmische Ord-
nung im Fall weicher Photonen aus den fithrenden infraroten Termen, im Fall harter
kollinearer Photonen aus der Iteration der fithrenden kollinearen Stiicke gewonnen
wird, entsprechend der Entwicklung nach infraroten und kollinearen Logarithmen.
Die Resummation der in jeder Ordnung o™ der Abstrahlungen durch den fithren-
den kollinear—logarithmischen Ausdruck geniherten Teilwirkungsquerschnitte liefert
einen Ausdruck fiir die bereits oben erwiahnte Fermionstrukturfunktion, aus welchem
wiederum die GLAP-Entwicklungsgleichung der Strukturfunktionen hergeleitet wer-
den kann.

Im dritten Teil der Arbeit werden NLL—Korrekturen behandelt, welche im totalen
Wirkungsquerschnitt eine relativ zur betrachteten Ordnung in o um Eins niedrigere
Potenz in den fithrenden kollinearen Logarithmen aufweisen. Dazu werden in Ka-
pitel 4 sowohl die oben mit NLL, bezeichneten Korrekturen bei Abstrahlung von
Photonen durch masselosen Fermionen als auch die durch Nichtvernachléssigen der
Elektronmasse zuséatzlich auftretenden NLL,,~Korrekturen untersucht und in Ka-
pitel 5 die durch die universellen NLL-Korrekturen resultierenden Anderungen der
Radiatorfunktion bzw. deren Entwicklungsgleichung behandelt. In Kapitel 6 wer-
den dann abschlieBend die in Kapitel 4 berechneten universellen NLL-Korrekturen
am Beispiel der Prozesse eTe™ — Zv und eTe™ — Z~v numerisch iiberpriift. Die
Betrachtung des ete™ — Z~y~y-Wirkungsquerschnittes wird zeigen, dafl wir zumin-
dest einen Teil der nichtuniversellen Terme dadurch beriicksichtigen konnen, daf} als
Bornprozef} der ohne grofien Aufwand analytisch zu berechnende Prozefi ete™ — Zv
gewihlt und die Abstrahlung des zweiten Photons genéhert wird.
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Kapitel 2

Einfachabstrahlung

Der im Laufe dieser Arbeit zu untersuchende Prozefl wird, wie bereits in der Einlei-
tung erwihnt, ein Elektron—Positron—Vernichtungsprozefl der Art eTe”™ — X sein.
Bei dem nicht ndher spezifizierten Endzustand X handelt es sich um einen iiber die
entarteten Endzustdnde summierten Zustand, welcher nach dem Kinoshita—Lee—
Nauenberg—Theorem keine infraroten oder Massendivergenzen mehr aufweist. Da
es unser Ziel sein wird, eine verbesserte Naherung fiir den zugehorigen totalen Wir-
kungsquerschnitt bei zusétzlicher Abstrahlung einer beliebigen Anzahl von Photonen
zu finden, gehen wir von einem Prozef der allgemeinen Form eTe™ — X + ny aus.
Wir betonen noch einmal, dafl die nun im Endzustand auftretenden Photonen nach
Voraussetzung ausschliefllich von den einlaufenden Fermionen oder aus einem Zwi-
schenzustand heraus abgestrahlt werden. Im vorliegenden Kapitel soll anhand des
einfachsten Falls, der Abstrahlung eines einzigen zusétzlichen Photons, das Auftre-
ten des mit der infraroten Divergenz verbundenen Infrarotlogarithmus Lig

Lix = In (?ﬁ:) (2.1)

sowie des mit der Massensingularitéit verkniipften kollinearen Logarithmus L.

L.=In (i> (2.2)

m2

untersucht werden. Der totale Wirkungsquerschnitt des zu betrachtenden Prozesses
ete”™ — X + ~ als Reihe in den Logarithmen Lig und L. angesetzt, wird von der
folgenden Form sein:

Corem x4y = @ | CYULRLe + CY Lo + O Lin + L) (2.3)
FEine Entwicklung des quadrierten Matrixelementes — entsprechend der Entwicklung
des differentiellen Wirkungsquerschnittes — nach den im Limes verschwindender
Photonenergie fithrenden Termen, wird die mit der héchsten Potenz des infraroten
Logarithmus verkniipften Koeffizienten Cg(lj% und C’;?jg aus Gleichung (2.3) lie-
fern. Der kollinear fithrende Anteil des differentiellen Wirkungsquerschnittes wird
hingegen die mit der hochsten Potenz von L, verbundenen Koeffizienten Cg(lﬁzy und
C;fzf ergeben. Wie wir sehen, mufl der Koeffizient Cgcl_:zy der fithrenden logarithmi-
schen Ordnung aus beiden Ansétzen folgen. Wir beginnen mit der Behandlung der
fithrenden infraroten Beitréige.
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Abbildung 2.1: ete™ — X und ete™ — X + Yoot

P p Mk p
T'x,
I'x
T.x
P’ P’ P vk

2.1 Abstrahlung eines weichen Photons

2.1.1 Weiche Ndherung

Da die im Limes kleiner Photonenergie fithrenden Terme des differentiellen Wir-
kungsquerschnittes gesucht sind, soll das Photon fiir die nun folgenden Betrachtun-
gen als energetisch weich angenommen werden. Mit Sicherheit sind nur diejenigen
Beitrige zum gesamten Matrixelement relevant, in denen das weiche Photon einen
kleinen Propagatornenner verursacht. Der bereits inklusiv gerechnete Endzustand
X enthélt keine der zu betrachtenden infraroten oder kollinearen Divergenzen mehr.
Auch die Abstrahlung eines weichen Photons aus einem Zwischenzustand heraus
kann keinen kleinen Propagatornenner bewirken, so dafl die divergenten Anteile aus
denjenigen Beitragen des quadrierten Matrixelementes stammen miissen, in denen
das Photon an eines der einlaufenden Fermionen koppelt. Dieses einlaufende Fermi-
on kann auch nach Abstrahlung des Photons als ndherungsweise on shell angesehen
werden, da der Bruchteil (1 —x) der an das Photon abgegebenen Anfangsenergie im
Grenzfall sehr weicher Photonen gegen Null, bzw. £ — 1 geht. Ausgangspunkt ist
somit ein genidhertes Matrixelement der Form

MX"'_’Ysoft = M'YX + MX’Y (24)
(s. Abbildung 2.1). Im weichen Grenzfall kann

I'yx(s) = Tx(zs) = Txy(s)

gesetzt werden und wir rechnen daher im folgenden in guter Naherung mit einem
Matrixelement

M, = ot [ Iy o)

+x—
(k—p)P—m2 (k) —m?

Unter der Annahme, dafl die Photonenergie klein gegen alle anderen auftreten-
den Energien ist, folgt durch Vernachlissigen von ¥ im Zéhler und nachfolgender

Anwendung der Dirac-Gleichung (vergl. [1])

ss) _ ((ep) ()~ ;o
MX+’Ysoft ~e ((k;p) - (k‘p’)) v (pa S) I'xu (p y S )

= M, (z) - MG (ws)

Yluls)  (@25)

(2.6)
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Gleichung (2.6) ist zu entnehmen, daf§ der Beitrag der Photonabstrahlung als ein
die infrarote sowie die kollineare Divergenz enthaltender multiplikativer Faktor M,
aus dem Gesamtmatrixelement herausgezogen werden kann.

Die fiithrende infrarote Ordnung des differentiellen Wirkungsquerschnittes ver-
schwindet fiir ein von einem massiven Fermion in Vorwértsrichtung abgestrahltes
Photon. Dies liegt daran, dafl die unphysikalischen Photonpolarisationen nicht zum
quadrierten Gesamtmatrixelement beitragen, die Propagatornenner endlich bleiben,
die physikalischen Polarisationsvektoren des Photons transversal zum Photonimpuls
sind und daher bei kollinearer Abstrahlung die Produkte (ep) und (ep’) und damit
das Matrixelement aus Gleichung (2.6) fiir physikalische Polarisationen im Limes
0 — 0,7 gegen Null gehen.

2.1.2  Totaler Wirkungsquerschnitt in weicher Ndherung

Das quadrierte und iiber die Photonpolarisationen

S ehert = —g (2.7)

s€Pol,

summierte Matrixelement (2.6) lautet

2
Z |M7X‘ [( (ip/)k) P ] Z |IMx(zs) (2.8)

Pol

Wie beispielsweise in Abbildung 2.2 zu sehen, liefert der im folgenden als ,,Pseudo—
O(m?)-Term“ bezeichnete Ausdruck

m? m?

(pk)? ~ E2Q2(1 — fcos0)?

in der N#he der kollinearen Singularitit & — 0 einen nicht vernachlissigbaren Beitrag
zum differentiellen Wirkungsquerschnitt, gegen den sich der fithrende Term propor-
tional (1 — B cos@)~! teilweise weghebt. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die entspre-
chenden Terme proportional m?(p'k)~2 und (p'k)~! im Bereich § = O (7 — m/E).
Im differentiellen Wirkungsquerschnitt bzw. im quadrierten Matrixelement kénnen
folglich zwei verschiedene Sorten von Termen proportional m? auftreten, die ,,echten®
und somit generell vernachléssigbaren Beitréige in O (m?/E?) =: O(m?) und die von

(2.9)

nun an als ,, Pseudo-O(m?)-Term* oder O(m?) bezeichneten nicht vernachlissigha-
ren. Wie in der weiteren Rechnung deutlich wird, tragen letztere dann zum totalen
Wirkungsquerschnitt in O(m?) statt in O(m?) bei, wenn das Integrationsgebiet den
Bereich sehr kleiner Winkel § = O (m/E) bzw. 6§ = O (7 — m/E) beinhaltet. Die-
se O(m?)-Anteile des differentiellen Wirkungsquerschnittes werden die fiir massive
Fermionen zusétzlich auftretenden Korrekturen néchstfithrender Ordnung im kolli-
nearen Logarithmus zum totalen Wirkungsquerschnitt liefern.
Nach Integration von (2.8) iiber den Photonphasenraum erhalten wir

Tmax

2
OX tyoon = %G(cos O max, COS Oin ) / de——ox(xs) (2.10)

(1-=)

Zmin
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Abbildung 2.2: eTe™ — Zv bei E = 100.0 GeV, Verhiltnis von genihertem diff. zum

ungenéherten diff. Wirkungsquerschnitt in Abh. vom Photon—Polarwinkel 6, Niherung mit
und ohne Pseudo—O(m?)-Term

mit dem Winkelanteil

G (cos Omax, €O Opmin) (2.11)
[(1 + 6?) | (1 + (3 cos 9) m2 N m? €05 Ormin
= n _ s
g 1—fBcosb BE? (1 —Bcost)  BE?(1+ fcosh) ]| o

welcher aufler dem kollinear logarithmischen Anteil nichtlogarithmische Terme pro-
portional m? enthélt. Im Limes zs — s folgt bei Energieintegration von Quin =
(1 — Zmax)E bis Qmax = (1 — pmin)F und Winkelintegration iiber den Bereich
0 € [0, 7] fur den totalen Wirkungsquerschnitt der Abstrahlung eines weichen Pho-
tons mit s = 4E? und der Entwicklung
2 4
m m
—1—-— 40 =
9=1- 35 +0(7s)
der bekannte Ausdruck [/]
2a
m

OX 4yson = — LR [Le = 1] ox (s) (2.12)

Wie fiir die weiche Ndherung zu erwarten, ist dieser von der Form
1,1 0,1
Ue+ef—>X+'y - OéLIR |:C§(+’)YLC + C§(+,)Y (213)
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Werden hingegen im Photonmatrixelement (2.8) die Pseudo—O(m?)-Terme ver-
nachléssigt, so entfillt der NLL-Term o (aLipLl) in (2.11), und wir erhalten bei
Integration {iber den vollen Raumwinkel mit

2

OX 40 A LirLeox (s) (2.14)

lediglich den fithrenden doppeltlogarithmischen Term in aLIlRLi.

2.2 Abstrahlung eines kollinearen Photons

Im n#chsten Schritt gilt es nun, die mit der Massensingularitét verbundenen fithren-
den kollinearen Beitrége zum differentiellen Wirkungsquerschnitt zu untersuchen.
Wir erwarten nun ein genéhertes Ergebnis der Form

Oete— X4y ~ alc Cgfll:%LIR + ngf’)}/ s (215)

welches zusétzlich zum fithrenden doppeltlogarithmischen Term eine Korrektur in
néchstfithrender Ordnung im infraroten Logarithmus enthélt. In der N&dherung mas-
seloser abstrahlender Fermionen wird sich dies bestétigen. Rechnen wir allerdings
mit massiven Fermionen im Anfangszustand, werden wir eine Moglichkeit finden,
auch die Korrektur niichstfiihrender Ordnung in aLigL!, mit anderen Worten auch
den Koeffizienten C’g?i% zu bestimmen. Im folgenden beschréinken wir uns zunéchst
auf Abstrahlung eines Photons im kollinearen Winkelbereich um die p~Richtung.

Der Bornprozefl ete™ — X wird aufgrund der Kollinearitit des Photons in guter
Naherung keinen Transversalimpuls verlieren, sondern nur vom Energieverlust durch
die Abstrahlung betroffen sein, d.h. bei einer verringerten Schwerpunktenergie \/xs
stattfinden. Die bereits erwéhnte kollineare oder Massensingularitét tritt im Limes
verschwindender Elektronmasse m im Propagatornenner

m

2 4

(p— k)*|,_g= —2EQ(1 — Bcosb)|,_,= —2EQ [EQ + 0 <Tg4>]
auf, welcher bei nichtverschwindender Masse m zwar klein ist, aber immer endlich
bleibt. Bei Annahme masseloser Fermionen im Anfangszustand ist also die Abstrah-
lung des Photons unter einem Mindestwinkel 8, zur Strahlachse zu fordern. Wir stel-
len fest, daf in der N&herung masseloser Fermionen 6. = m/FE den aus der weichen
Néherung fiir massive Fermionen bekannten kollinearen Logarithmus reproduziert,
welcher aus der Integration von (1 + Bcos#)~! {iber den vollen Winkelbereich von
Null bis 7 stammt.

Fiir das von der p—Fermionlinie abgestrahlte Photon sind alle Terme der fiihren-
den Ordnung in den Stiicken proportional zu Z,/(1 — Bcos ) oder Z;/(1 — 3 cos 6)?
des quadrierten Matrixelementes enthalten, wobei sich Potenzen in (1 — S cosf) im
Nenner noch gegen Terme der Zahler Z, und Z;, wegkiirzen kénnen. Wir unterschei-
den im Matrixelement das Diagramm M, x = Z,x/(pk) mit Abstrahlung des kol-
linearen Photons von der p-Fermionlinie, die Diagramme My y mit Abstrahlung
des Photons aus einem Zwischenzustand und M x.,, mit Abstrahlung des Photons
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Abbildung 2.3: Diagramme M, x und My.w

p Vs k p
'y
v, k
FWX
T'w
P’ P’
My x My w

von der p/~Fermionlinie, wobei wir letzeres als Spezialfall der Zwischenzustandsab-
strahlung ansehen wollen. Ausgehend von einem Matrixelement

MED s ew(p, s) gmm X+ rygrw}u . ¥) (2.16)

fiir massive Fermionen sind die Terme der fithrenden kollinearen Ordnung des qua-
drierten Matrixelementes fiir ein zu p kollineares Photon enthalten in

IMx oo = [Max|? + 2R [Myx My ]
Z.x|? 2 . (2.17)
ok Gy ® Zx Miw ]

Die Impulse seien dabei geméfl (A.1) definiert mit der Photonenergie @ := (1—xz)E.
Fiir unter kleinem Winkel 6 zur p—Richtung abgestrahlte Photonen kann der Impuls
in der sogenannten , kollinearen Naherung* als

k= pe - gﬁ] — (1—2)§+0(0) + 0 (7};) (2.18)

geschrieben werden. Quadrieren des Matrixelementes liefert die in Abbildung (2.4)
dargestellten geschnittenen Diagramme, den fithrenden quadratischen Term MJ))((,
den vernachléssigbaren quadratischen Term M;/;YWW,/ , welcher keinen Faktor (pk) im
Nenner enthélt, sowie den Beitrag des Kreuzterms M;;zw + MXZ)W(W = 2%M;;¥W.
Letzterer kann an dieser Stelle nicht weiter vereinfacht werden, solange keine zusétz-
lichen Annahmen iiber die Struktur von I'y und T'yy gemacht werden. Daher soll
im néchsten Abschnitt zunéchst eine Methode entwickelt werden, die eine einfache-
re Identifikation der fithrenden kollinearen Beitrage zum quadrierten Matrixelement
gestattet.
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Abbildung 2.4: Geschnittene Diagramme aus > p; |Mo4 x>
|
[
I'y I'y | I'y
[

I
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'v T'w I I'w
I
I

v X YW YW
M'yX M'yX MY’yW

2.2.1 Vereinfachungen durch geeignete Wahl der Eichung

Wir erinnern uns daran, dafl zur Herleitung der weichen N#herung die folgende
Eichung fiir das Photon verwendet wurde:

D ke =g (2.19)

s€Poly

Das Ergebnis fiir das quadrierte und iiber alle Photon—Polarisationsrichtungen sum-
mierte Matrixelement h&ngt nicht mehr von der Wahl der Photon—Eichung ab. Wenn
auch verschiedene Terme des Matrixelements in unterschiedlichen Eichungen unter-
schiedlich aussehen werden, so muf} die Summe iiber alle Einzelterme immer gleich
sein, welche Eichung auch gewéahlt wurde. Damit miissen auch die fithrenden kolli-
nearen Terme eichunabhéngig sein. Fiir uns relevant ist der Fall, in dem die Summe
iiber die zur Anfangszustandsabstrahlung beitragenden Diagramme unabhéingig von
der Art des Bornprozesses separat eichinvariant ist. Fiir die fithrenden logarithmi-
schen Terme trifft dies zu. Die Eichinvarianz ist auch fiir die néchstfithrende logarith-
mische Ordnung gesichert, wenn eine durchgehend geladene Fermionlinie die beiden
Fermionen im Anfangszustand verbindet. Der Bornprozefl kann in diesem Fall nur
iiber ein neutrales Teilchen an obige Fermionlinie koppeln.

2.2.1.1 Physikalische Eichung

Eine mogliche Wahl geeigneter physikalischer (¢, €} ) und unphysikalischer (e}, ")
Polarisationsvektoren des Photons mit Impuls

k= Q (1, sin 0 cos 6, sin Osin 6, cos 0) = Q (1, E) (2.20)
ist
e (k) = \2(0, (= cosBcos d +ising) , (— cosfsine — i cos d) , sin )
el (k) = \}5(0’ (—cosfcos¢ —ising), (—cosfsing +icos¢),sinf) = (eh )"
e (k) = \}i (1, E)
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e (k) = \}i (1, —l?) (2.21)

Die Polarisationsvektoren (2.21) erfiillen die Relationen

(cpk) = (e2k) = (e4) = (=) = 0
(rep) = (erep) = 1
(eqen) = 1

und fiir die Polarisationssumme definieren wir

TS 7 R 7, L 12 VR 1 N 7
E ele™ 1= ghpel +efep —ele? —elell (2.22)
Pol
v
:—g“

Da wir wissen, dafl im gesamten quadrierten Matrixelement die Beitridge der unphy-
sikalischen Freiheitsgrade herausfallen, konnen wir, falls das komplette quadrierte
Matrixelement ete* M,,,, betrachtet wird, auch

Z eMe™ My = —g" My, = (ehiel + elfels) My, (2.23)
Poly

schreiben, diirfen uns also auf die Summation tiber physikalische Polarisationsrich-
tungen beschrianken. Andererseits kénnen wir eine allgemeine Form der Eichung mit
noch nicht néher spezifizierten Polarisationsvektoren £, wéhlen.

kHc” 4 ctkY - c?
(Ck) (ck)

§ é'p,é:*lj — _g/J,I/ +
Pol

KMk (2.24)

Mit c¢* = " als Eichvektor gilt ¢> = 0 sowie (ck) = v/2@Q. Schreiben wir k*/v/2Q
nach Gleichung (2.21) als €//, dann erhalten wir fiir die Polarisationssumme aus
Gleichung (2.24) den folgenden Ausdruck

kHe¥ + et kv
D EE = g
Pol \/iQ
= —g" +ele” +etel, (2.25)

welcher nach Gleichung (2.22) dquivalent ist zu
Zé"é*” = ghiel + el = Z ghe*? (2.26)
Pol phys

Eine explizite Wahl neuer Polarisationsvektoren €, ist daher nicht notwendig, uns
geniigt die Identitét

kteV + el kY
Y et = —g e rer (2.27)
V2Q

der im folgenden als ,,physikalische Eichung* bezeichneten Summation iiber die phy-
sikalischen Polarisationsvektoren nach Gleichung (2.21), um die N&herung fiir das
volle quadrierte Matrixelement zu vereinfachen.

phys
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2.2.2 Néherungen fiir ein kollineares Photon

Sind Naherungen fiir den Fall eines von einem massiven Fermion im Anfangszustand
kollinear abgestrahlten Photons durchzufiihren, wird sich das Problem stellen, ver-
nachléssigbare Terme zu identifizieren. Um in Spurtermen zu n#éhern, werden wir
die Tatsache auszunutzen haben, dafl in jeder Darstellung der Diracschen Gamma-—
Matrizen v := (7%, 41,742,943, § = p*7,, fiir ein zu p kollineares Photon

Ph=0(6)+0 (igj)

ist, was im folgenden Abschnitt in der chiralen Darstellung (vgl. Abschnitt A.3)
explizit gezeigt werden soll. Da die einzelnen Darstellungen der Dirac—Matrizen iiber
unitéire Transformationen verkniipft sind,

ju — TN
Vbel. Darst. — U’YchiralUT

erhalten wir aus dem expliziten Ausdruck fiir p§ in der chiralen Darstellung leicht
die entsprechenden Ausdriicke in jeder anderen Darstellung.

2.2.2.1 Spurterme

Die Impulse der einlaufenden (massiven) Fermionen e und e~ sowie des Photons im
Schwerpunktsystem seien wie in Gleichung (A.1) angegeben definiert. In der chiralen
Darstellung gilt dann

0 0 1-8 0
B 0 0 0 (1+p)
P=El aip o 0 0 (2.28)
0 (1-8 0 0
0 0 (1+8) 0
r_ 0 0 0 (1 - 5)
V=E| 4 5 0 ) (2.29)
0 (1+8) 0 0
0 0 (1 —cosf) —sinfe
B 0 0 —sinfe’® (14 cosf)
F=Q (1+cosf) sinfe= 0 0 (2.30)
sinfe’® (1 —cosf) 0 0

und daher wird fiir kleine Winkel 6 der Ausdruck p§ von O(0) + O (m?/E?) sein.

(1+cosf) sinfe i 0 0

~m? EQ 0 0 0 0

=5 (1+5) 0 0 0 0
0 0 —sinfe’® (1 + cosh)
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0 0 0 0

sin e’ (1 — cos6) 0 0
+EQ(L+5) 0 0 (1 —cosf) —sinfe ™
0 0 0 0

=0(0) +0 (gj)

und analog wird fiir zu p/ kollinear abgestrahlte Photonen # M”yllp’ ebenfalls von der
GroBenordnung O(0) + O (m?/E?) sein.

2.2.2.2 Fihrende kollineare Terme

Wir erwarten im totalen Wirkungsquerschnitt fiir Anfangszustandsabstrahlung eines
Photons in fithrender Ordnung einen groflen Logarithmus L., der sich im differen-
tiellen Wirkungsquerschnitt als Term in (1 & cos#)~! bei masselosen, als Term in
(143 cos 0)~! bei massiven Fermionen im Anfangszustand zeigt. Der fiihrende Term
des differentiellen Wirkungsquerschnittes wird also fiir ein zu p kollinear abgestrahl-
tes Photon mit einem Faktor (pk)™! = (EQ(1 — Bcosf)) ! behaftet sein. Direkt auf
der kollinearen oder Massensingularitit, 8 = 0, gilt

EQ 1 2E?

(pk) 6=0 B (1-5) m?

und der fithrende Term wird in der Nihe der Singularitéit mit E?m~2 gehen, daher
konnen fiir Abstrahlung kollinearer Photonen durch massive Fermionen die fithren-
den Terme anhand ihres Verhaltens bei sehr kleinen Winkeln

+0(1) (2.31)

m
0 < —
< E

bzw.

m
0 < —
Tl g

klassifiziert werden, bei Abstrahlung durch masselose Fermionen analog anhand des
Verhaltens im Limes 6§ — 0, wobei in einer physikalisch sinnvollen Rechnung fiir
m = 0 bei Winkeln 0,;, = m/FE und 0,,x = m — m/E abgeschnitten wird.

Es gibt aber noch einen weiteren Beitrag im differentiellen Wirkungsquerschnitt,
der in der N&he der Massensingularitit ein O (E2 /m2)fVerhalten wie die oben
erwihnten Terme aufweist: einen Term der Art m?/(pk)?, wie bei der Besprechung
der weichen Niherung bereits zu sehen war.

Q*m? m? 4E?

(Pk)? |g—o - E2(1 — )2 T2 +0(1) (2.32)

Dieser von uns als ,,Pseudo-O(m?)“oder O(m?) bezeichnete Beitrag existiert nur
im Fall massiver Fermionen im Anfangszustand und tritt auerhalb des Bereichs
sehr kleiner Winkel §# = O (m/E) nur als vernachlissigbarer Term von O(m?) in
Erscheinung. Genau dieser Anteil wird in der Rechnung mit massiven Fermionen fiir
Abstrahlung eines Photons auf eine Korrektur in NLL fiihren.
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2.2.2.3 Kreuzterme

Wir werden nun zeigen, daf Kreuzterme der Art ) p ., M, XMYWV des Diagramms
M, x mit einem Diagramm My der Abstrahlung aus dem Zwischenzustand (vgl.
Abbildung 2.3) fiir ein zu p kollinear abgestrahltes Photon in der physikalischen
Eichung nicht in fithrender Ordnung beitragen, wenn kein weiteres Photon mit
vergleichbarem Transversalimpuls abgestrahlt wird. Im Laufe der Rechnung wer-
den wir die Ergebnisse aus Abschnitt 2.2.2 verwenden, um nichtfithrende Terme zu
vernachléssigen, beispielsweise ist fiir ein zu p’ kollinear abgestrahltes Photon der
Ausdruck gk /(pk) von O(1) und trigt nicht zur fithrenden kollinearen Ordnung in
O (E?/m?) bei.

Wir berechnen den Kreuzterm ) p ; M, XMYWW allgemeiner Form in der physi-

kalischen Eichung

> Myx My gy = Ztr ¥ —m)¢(F— ¢ +m)Tyx (¥ +m) Twi Ty}
Pol

o _[Ka+Kb+KC]

- ) (2.33)

mit den Beitrigen

Ko = —tr {( = m)yu(k — p +m)Dyx (¢ +m) T~ Ty }
= =2tr {(} — p + m)Tyx (J' + m) TwpLy}

e {3 W+ mB Tox (9 4+ m) Ty Ty ) (234)
0(0)+0(23)
K = oyt {0 = mO(E =m0+ ) T}
— - 28 {(~ m)Tox (# + m) TweT} (2:39)
0(0)+0( 23 ) J
Ko = oyt {0 = m)g (=m0 m) TobT )
_ 2(pc) )7Tx (# +m) Twily }
(fk (2.36)
~ o B mE T (94 m) Ty )

0(0)+0(23)
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und setzen die Ergebnisse in Gleichung (2.33) ein:

Z My x My = _2(;%,) [_Qtr {(F—#+m)Iyx (¥ +m) Twily }
Pol

2(pe) , = = O(E*9) + O(m?)
+ (k) tr {(f —p +m)Trx (#' + m) TwiTy }| + (pk)
= Ll prmix (¢ +m)Tw [y - 22T
= it (- #mx ( To [y— (E5] e f 000
—o(1)

(2.37)
Damit ist gezeigt, daB > p.; M, XM;ny fiir ein anndhernd kollineares Photon nicht
von flihrender Ordnung sein kann, da bei unserer Wahl des Eichvektors als ¢/ =

(1,—k)/v/2 in (2.37)

c 2F m? m’
ﬁ_%kzﬁ_w.gﬁ—kO(@)—i—O(EQ)20(9)+0<E2> (2.38)

gilt. Die Terme fithrender Ordnung proportional (pk)~! in thys M, XM)*/'yW fallen
somit weg und es bleiben nur vernachléssigbare Terme der Gréf8enordnung

(O(E?0) + O(m?)) /(pk) =: O(1)

iibrig.

Obige Argumentation gilt fiir den Fall, daf kein weiterer Propagator der Gréfien-
ordnung von 1/(pk) auftritt, wenn also die Transversalimpulse aller weiteren abge-
strahlten Photonen wesentlich grofier als die des hier betrachteten Photons sind.

2.2.3 Abstrahlung eines harten kollinearen Photons

Wie in Abschnitt 2.2.2.3, gezeigt wurde, tragen in der physikalischen Eichung kei-
ne Kreuzterme des fithrenden Diagramms M, x mit Diagrammen bei, in denen ein
zu p kollineares Photon aus einem Zwischenzustand abgestrahlt wird, wobei hier
auch das Diagramm My, der Abstrahlung des kollinearen Photons von der zwei-
ten Fermionlinie als Zwischenzustandsabstrahlung zu werten ist. Somit sind in der
physikalischen Eichung die fiihrenden Beitrage der Abstrahlung eines kollinearen
Photons allein durch das quadrierte und polarisationssummierte Diagramm M, x
gegeben, falls das betrachtete Photon einen deutlich kleineren Transversalimpuls als
alle eventuell zusétzlich abgestrahlten Photonen aufweist oder das einzige von der
p—Fermionlinie abgestrahlte Photon ist. Wir klassifizieren die im quadrierten Ma-
trixelement auftretenden Terme nach ihrem Verhalten bei kollinearen Winkeln und
vernachléssigen spéter alle Stiicke, die nach den in Abschnitt 2.2.2.2 dargestellten
Kriterien im differentiellen Wirkungsquerschnitt nicht fithrend sein kénnen.

Ausgehend von einer Zerlegung des Matrixelementes M (ii?/)

N
proportionalen Anteil ME‘;‘; ) und einen Anteil ME;‘; ) 5 QO

M’%?,) = et (p, s) ijwxu (p/, 3/)

in einen zu Q!
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=M+ MG (2.39)

1) 2)
ss’ 6(]?8)7
MEl) ) 0 v (p,s)Dyxu (p,s)
(ss) _ __ ¢ & ro
M(2) - 2(pk,)” (p, ) ¢¥Tyxu (p', 8) (2.40)

berechnen wir das quadrierte, iiber die Teilchenpolarisationen summierte Matrixele-
ment. Aus dem ersten Stiick M) wird der fithrende infrarote Beitrag in Q2 zum
quadrierten Matrixelement stammen, aus M) ein Beitrag in Q°,

2 2(pe) P’ B ) \E
> IMpP = (Ck)(pk) 7| AW DX @ m)Tx o (241)
phys

62 —
> M= Nk {¥Tox (¥ +m)Tsx } (2.42)

phys

sowie aus dem Mischterm ein Beitrag in Q1.

Z[M Mz + M) ?1)}

phys
= ((;2 tr{%FvX # +m) VX} tr{PVX (¢ +m) VX}
e? _
(ck)( tr{[ (ck)(p —m) — (pk:)(,/+(pc)éé]F7X(¢/+m)Fq,X} (2.43)

Damit folgt unter Verwendung der kollinearen Nadherung nach Gleichu/{lg (2.18) und
der Tatsache, dafy der Ausdruck — mit den Abkiirzungen ]A5' = p/E, k=k /@ und
7= 0N —
1 pc pk BE 7
o0 [ e+ ) ~ o [P~ R
_ O(E?9) + O(m?)
B (pk)

im kollinearen Winkelbereich von nichtfiihrender Ordnung ist, fiir das komplette
Matrixelement das Ergebnis

= 0(1) (2.44)

T xm? Yo 1)—x
Z |M7X|2 [( ( +)(p)k) (pk) :| 1 {Zélr p—Fk1) Pﬁ F(P k1) P} +O( )
phys

(2.45)
wobei wir annehmen, dafl der Transversalimpulsiibertrag auf das abgestrahlte Pho-
ton im Bornprozel vernachléssigbar ist und daher in das Bornmatrixelement ein in

guter Nidherung masseloses on shell Elektron der Energie x1 F (Energie im Schwer-
punktsystem der einlaufenden Teilchen) und Impuls p} ~ x1E(1,0,0, 1) einlduft. Im
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Limes m — 0 folgt aus Gleichung (2.45) das Ergebnis der entsprechenden Rechnung
fiir masselose Fermionen.

1+$2 1 —k1)—zp y=—k1)—
Z\Mwﬂ:e?(l(_xm)k)xtr{wgﬁ’ k) —ap k) ’””}+O(1) (2.46)
phys

2.2.3.1 Geniherter totaler Wirkungsquerschnitt

Die Berechnung des genédherten totalen Wirkungsquerschnittes zeigt tatséchlich,
dafl wir mit unserer Klassifikation der fiihrenden kollinearen Terme im Fall mas-
siver Fermionen im Anfangszustand bei Abstrahlung eines Photons auch den Term
néchstfithrender Ordnung im kollinearen Logarithmus erhalten, der sonst nur aus
einer weichen Ndhrung mit massiven Fermionen folgt. Mit O, = 0 und Opax = 7
folgt

U(S)m;«éo, Yllp ~

X+
o 1 — B cosbmax xmax(l + :1:2)
-2
27 . <1 — Bcosﬁmin> / (1—2x) ox(ws)d
S m? - m* 7axxa (zs)dx + O(m?)
2 | E2(1 — BcosOmin)  E?(1 — 5cosOmax) (1—2) X

Tmax Tmax

=) 1o [ fontense [ gpostenas | voud

Zmin Zmin

(2.47)
und analog fiir ein zu p’ kollinear abgestrahltes Photon noch einmal der gleiche
Beitrag.

Omax=" Omax="m

m#0,7||p

O_(S)nﬁﬁoﬁnﬂ — (S)X+'y

s (2.48)

emin:[) Hmin:O

Der gendherte Wirkungsquerschnitt ist im Fall massiver Fermionen somit von der
Form

0, 0, /

Y
= o [C{D LR, + CYOLe + €0 Lir (2.49)

Wie wir sehen, trigt im Fall massiver abstrahlender Fermionen der O(m?)-Term,
welcher im differentiellen Wirkungsquerschnitt im extrem kollinearen Winkelbe-
reich von derselben Gréflenordnung wie der fithrende logarithmische Term ist, in
néichstfithrender Ordnung bei. Fiir eine gegeniiber der masselosen Niherung ver-
besserten Rechnung sind daher die Fermionmassen nicht zu vernachléssigen und
konsequent alle Terme der im kollinearen Winkelbereich fithrenden Ordnung des
differentiellen Wirkungsquerschnittes O (E?/(pk), m?/(pk)?) zu beriicksichtigen.
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Kapitel 3

Mehrtachabstrahlungen

Nach eingehender Betrachtung der Anfangszustandsabstrahlung eines einzelnen ist
nun die Abstrahlung einer beliebigen Anzahl N von Photonen zu betrachten. Da-
zu werden wir in diesem Kapitel zundchst Methoden bereitstellen, um bei Mehr-
fachabstrahlungen diejenigen Beitrége des differentiellen Wirkungsquerschnittes zu
identifizieren, welche im totalen Wirkungsquerschnitt die fithrenden logarithmischen
Terme ergeben. Durch Resummation der fithrenden kollinear—logarithmischen Ter-
me der totalen Wirkungsquerschnitte jeder Ordnung der Abstrahlung gewinnen wir
eine Naherung fiir den zugehodrigen inklusiven Wirkungsquerschnitt.

3.1 Unterscheidbarkeit der Photonen

Um die Berechnung des Wirkungsquerschnittes zu vereinfachen, wird jedes der N
Photonen mit einem Index ¢ versehen und jedem Photon v;, ¢ = 1,..., N ein Impuls
k; (vgl. Abschnitt A.1) zugeordnet, k? = 0, wobei jedes der Photonen durch einen
Satz (Q;,0;, ¢;) dreier GroBen beschrieben wird. Zur Berechnung des Ubergangsma-
trixelementes des betrachteten Prozesses sind fiir alle beitragenden Diagrammtypen
die durch Vertauschung von Photonindizes entstehenden Diagramme aufzusummie-
ren, wie in Abbildung 3.1 und 3.2 fiir eTe™ — Z + 27, d.h. N = 2 dargestellt.

Abbildung 3.1: Diagrammtypen fiir eTe™ — Z + 2~

Werden fiir alle mit den Indizes i = 1...N versehenen Photonen dieselben
Grenzen Qumin, Qmax, Omin, Omax, Pmin, Pmax gewahlt, dann sind die auftretenden
Mehrfachzdhlungen von Diagrammen durch Anbringen eines statistischen Faktors
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Abbildung 3.2: ete™ — Z + 2y

71 72
Y2 m 72
!
Miox Mo x Mxo1
! 72
M
"2 72 71
Mx19 Mixo My xq

Sy = 1/N! zu kompensieren, da bei Abstrahlung von N Photonen jeder mogliche
Diagrammtyp genau N! mal auftritt, entsprechend den N! moglichen Anordnungen
der Photonen.

Alle fiir den Proze ete™ — X + nvy auftretenden Diagrammtypen sind als
Diagramme mit n Photonlinien enthalten in der Faltung der einfach gezeichneten
Linien des Bornproze3—Diagramms

(3.1)

mit den die Photonabstrahlungen von der Positronlinie beschreibenden Diagrammen
—_——— + 4—§—<7 + i—g‘ + ... (3.2)

beziehungsweise mit den die Abstrahlungen einer beliebigen Anzahl von Photonen
von der Elektronlinie beschreibenden Diagrammen:

_— +4>—§—>— +~»§—>-§> +... (3.3)

Solange die Photonen nicht durch Indizes markiert werden, tritt in dieser Faltung
jeder mogliche Diagrammtyp genau einmal auf und Mehrfachzdhlungen sind damit
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ausgeschlossen.

f

I

Fir N mit Indizes i = . N markierte Photonen mit denselben Energie—
und Wlnkel—Integratlonsgrenzen entfallt der statistische Faktor S im Wirkungsquer-
schnitt, wenn iiber markierte Teilchen, im folgenden ebenfalls mit «; oder ,,Photon“
bezeichnet, integriert wird, welche entweder durch

QminSQl<Q2<-H<QN§QmaX

oder durch
Hmin Sgl <02 <... <9N Semax

unterschieden werden. Fiir N = 2 entspricht der erste Fall der Reduktion der Inte-
gration iiber das Quadrat Qmin < Q1, Q2 < Qmax mit statistischem Faktor S = 1/2!
auf Integration tiber das Dreieck Qmin < Q1 < Qmax, @1 < @2 mit statischem Faktor
S =1 bei gleichzeitiger Winkelintegration iiber das Quadrat Oy < 01,605 < Opax.
Der zweite Fall entspricht analog der Reduktion der Integration iiber das Quadrat
Omin < 61,02 < Opax mit statistischem Faktor S = 1/2! auf Integration iiber das
Dreieck Opin < 01 < Omax, 01 < 69 mit statischem Faktor S = 1 bei gleichzeitiger
Energieintegration iiber das Quadrat Qmin < @1, Q2 < Qmax-

3.2 Mehrfachabstrahlung von Photonen nahe der Infrarotsingu-
laritat

3.2.1 Né&herung fiir zwei weiche Photonen

Die Abstrahlung eines als weich geniherten Photons wurde bereits in Kapitel 2
ausfiihrlich behandelt, nun stellt sich die Frage nach der Verallgemeinerung auf
Abstrahlung von n weichen Photonen. Wir untersuchen zunéchst die Abstrahlung
zweier weicher Photonen und leiten aus dem Ergebnis den allgemeinen Fall ab. Wie
bereits bei Abstrahlung eines weichen Photons, werden auch hier Diagramme mit
Abstrahlung weicher Photonen aus Zwischenzustéinden unterdriickt sein, so dafl wir
nur die in Abbildung 3.2 dargestellten Diagramme zu beriicksichtigen haben. Aus-
gangspunkt ist ein Matrixelement der Form

Mg?i)h = e®0 (p, 8) [Mi2x + Maix + Mix2 + Max1 + Mx12 + Mxo1]u (p', §')

(3.5)
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Fiir zwei weiche, nicht zu einer der Fermionrichtungen kollineare Photonen ist
die Forderung Q1,Q2 < E gleichbedeutend mit (pki), (pk2) > (k1k2) und daher
setzen wir in (3.5)

(k1 + k2 — p)> —m? = (k1 — p)* — m® + (ko — p)* — m? (3.6)
und
(kl + ko —p')2 —m? ~ (k1 —p’)2 —m?+ (kg —p’)2 —m? (3.7)

Dieses Argument versagt, wenn eines der Photonen unter sehr kleinem Winkel, das
andere bei sehr kleiner Energie abgestrahlt wird und (k1k2) daher von derselben
GroBenordnung wie (pk;) und (pks) ist. Vernachléssigen der Photonenergien und
damit der Photonimpulse in Gleichung (3.5) sowie Anwenden der Diracgleichung
zeigt, daf fiir weiche Photonen fern der kollinearen Singularitét die Abstrahlung
jedes Photons der Multiplikation des Bornmatrixelements Mp = v (p, s) T'u (p', s')
mit einem Faktor M., entspricht.

M) a2 ((pel) B (p’€1)> _ ((P€2) B (p’€2)> Mg

(pk1) (k1) (pk2)  (P'k2)
= My, (21) - Mo, (22) - Mp(21225)

3.2.2  Inklusiver Wirkungsquerschnitt fiir Abstrahlung von bis zu N weichen
Photonen

Wie leicht zu folgern, ist zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnittes der Ab-
strahlung von n weichen, nichtkollinearen, ununterscheidbaren Photonen von beiden
Fermionlinien — dem fithrenden infrarotlogarithmischen Anteil des totalen Wir-
kungsquerschnittes bei Abstrahlung von n Photonen — der Bornquerschnitt bei der
reduzierten Schwerpunktenergie \/r172...7,s fiir jedes der n Photonen mit einem

Faktor N 5
(G- =0s

(vgl. (2.10)) zu falten und ein statistischer Faktor 1/n! anzubringen.

O X by (8) = (%)” [Lcn—'l]” 7ax (ﬁ (12%@;)) ox(21...75) (3.8)

i—1

Tmin

Um den inklusiven Wirkungsquerschnitt fiir Abstrahlung von bis zu N weichen
Photonen im Energiebereich [Qmin, Gmax] zu berechnen, ist iiber alle entsprechenden
Beitrige fiir Abstrahlung von n Photonen im Anfangszustand zu summieren.

N
UX+ISR(S) = ZO-X+H’YSO& (3) (39)
n=0

Im Limes N — oo und z7...x,5 — s ist der fithrende infrarote Anteil des inklusiven
Wirkungsquerschnittes somit exponenzierbar.

ox 11sr(s) = exp { 276“ Lo — 1] LIR} ox (5) (3.10)
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Diese Naherung wird fiir einen auf weiche Abstrahlungen sensitiven Bornwirkungs-
querschnitt zu grob sein. Trotzdem ist festzuhalten, dafl in dieser groben Nédherung
die weichen Abstrahlungen exakt exponenziert werden kénnen, daher erwarten wir
in einer genaueren Rechnung zumindest ndherungsweise exponentielles Verhalten
der weichen Abstrahlungen.

3.3 Mehrfachabstrahlung von Photonen nahe der Massensingu-
laritat

Im vorangehenden Abschnitt hatten wir die Beitrdge der fithrenden infrarotloga-
rithmischen Ordnung bei Abstrahlung einer beliebigen Anzahl n von Photonen aus
dem differentiellen Wirkungsquerschnitt im Limes verschwindender Photonenergien
identifiziert. Bereits bei der Untersuchung der Einfachabstrahlung wurde deutlich,
daf bei Abstrahlung harter Photonen zur besseren Approximation des totalen Wir-
kungsquerschnittes auch diejenigen mit der fithrenden Ordnung im kollinearen Loga-
rithmus verkniipften Terme bené6tigt werden, die mit den nichtfithrenden Ordnungen
im infraroten Logarithmus verbunden sind. Wir werden im folgenden die fithrenden
logarithmischen Terme aus der Betrachtung des differentiellen Wirkungsquerschnit-
tes im Limes harter kollinearer Photonen ableiten. Da uns zunéchst nur die fithrende
logarithmische Ordnung des totalen Wirkungsquerschnittes interessiert, wird vorerst
mit masselosen Fermionen im Anfangszustand gerechnet.

Zu erwarten ist das Auftreten kleiner Propagatornenner fiir kollinear zur p— oder
zur ];’ —Richtung abgestrahlte Photonen. Die in diesem Fall fithrenden Stiicke des dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnittes werden, wie auch bei der Abstrahlung eines Pho-
tons zu sehen war, im totalen Wirkungsquerschnitt die fithrenden logarithmischen
Terme liefern. Wir beschrianken uns zunéchst auf die Untersuchung der Abstrahlung
aller n Photonen im selben kollinearen Winkelbereich [0in, Omax] um die p~Richtung
und schliefen aus den dafiir erhaltenen Ergebnissen spéter auf den allgemeinen Fall.

3.3.1 Phasenraumbereiche und strenge Ordnung

Abbildung 3.3: eTe™ — X + ny, Diagramm Mo, x

~d

IQ2

..

Zur Vereinfachung der weiteren Betrachtungen werden die Photonen wieder mit
~1 bis v, bezeichnet. Um das Auftreten statistischer Faktoren zu vermeiden, wahlen
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wir die fiir unsere Zwecke geeignete Unterscheidung der Photonen ~1, vs,. ..V, an-
hand ihrer Polarwinkel 6;, 6; < 63 < ... < 6,,. Kleine Propagatornenner werden
fir im kollinearen Winkelbereich um die p~Richtung abgestrahlte Photonen nur
in den Diagrammen auftreten, in denen die Photonen an die p—Fermionlinie kop-
peln. In der von uns verwendeten Eichung sind daher nur Permutationen von Dia-
grammen der in Abbildung 3.3 dargestellten Art relevant. Koppeln alle abgestrahl-
ten Photonen an dasselbe Fermion, dann lduft ein virtuelles Fermion mit Impuls
gn = p—ki1—ka—...—ky in den Bornprozef ein. Die Energien Q; = (1—x;)E;_ der
sukzessive abgestrahlten Photonen werden geeigneterweise jeweils durch die Ener-
gie F; des abstrahlenden virtuellen Fermions parametrisiert, welches nur noch einen
Bruchteil F;,_1 = z;_1FE; = z1...2;,1F =: zF der Energie E des urspriinglich
einlaufenden Fermions besitzt. Mit der Definition

Nn+1 = ((p — i kz> kn+1> (3.11)

gilt fiir die invariante Masse des n—ten virtuellen Fermions

n 2 n
@ = <p—Zk:i> =-2> "N, (3.12)
=1 =1

Fiir die Diskussion der relevanten Phasenraumbereiche betrachten wir den Pha-
senraum fiir Abstrahlung zweier nach ihren Polarwinkeln 67 < 65 unterschiedenen
Photonen in denselben Winkel—- und Energiebereichen. Abbildung 3.4 zeigt eine Skiz-
ze des (Q1,01)-Integrationsgebietes bei festgehaltenem (Q2, 02), welches beschréinkt
ist auf den Bereich links von der 6y = const.—Linie. In diesem Gebiet sind drei
Bereiche zu unterscheiden:

e Gebiet I mit (N; < No, 6 < 63), in der Abbildung unterhalb der (N7 = Ny)—
Linie, Bereich strenger Ordnung nach den N;

e Gebiet II mit (O(Ny) = O(Na2), 01 < 62), in der Abbildung im Bereich rings
um die (N; = Na)-Linie

e Gebiet III mit (Ny < N1, 61 < 63), in der Abbildung im Bereich oberhalb der
(N, = No)-Linie

Im Phasenraumabschnitt I hat die fiir die Photonen ~; bestehende strenge Ord-
nung nach den oben definierten N;, N1 < Na ... < Ny, zur Folge, daf} in den Pro-
pagatornennern g2 = —2 >oiy N; der virtuellen Fermionen alle Nj, j < n gegen N,
vernachlissigbar sind. Unter Verwendung der kollinearen Néherung k; = (1 —x;)¢;—1
fiir alle Impulse mit Index ¢ < n ergibt sich

¢> ~ —2N, (3.13)

mit
n—1
N, ~ (H ;13) (pkn) (3.14)
=1
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Abbildung 3.4: Relative Gréfle von Ny := (pk1) und Ny := (pks) — (k1k2) in Abhéingigkeit
von Energie und Polarwinkel Q1 und 6, des ersten Photons bei festgehaltenem Qo und 05
des zweiten Photons.

Bei streng geordneten Photonen sieht das i—te Photon von seinem Vorgénger
~;—1 einen niherungsweise vernachléssigbaren fehlenden Transversalimpuls bzw. nur
ein einlaufendes on shell Fermion der verringerten Energie F;_;1. Da strenge Ord-
nung der Photonen gleichbedeutend ist mit Ny - N1 < N, ,? 1, tragen Diagramme
M2 k+1,k,..n mit vertauschten Reihenfolgen der Photonen in jedem Fall weniger bei
als dasjenige Diagramm M. j x+1,..n, Welches die Abstrahlungen in der der strengen
Ordnung entsprechenden Reihenfolge enthélt. Dies wird die folgende Betrachtung
der Propagatorstruktur von Term und Austauschterm zeigen. Die Zahler spielen
in dieser Betrachtung keine Rolle und werden mit Z12 g k+41,..n bZW. Z12_ ky1k,..n

abgekiirzt.

11 1 1 1
M12...k,k+1,...n = Zl2...k,k+1,...nﬁﬁ BRI, N, B Y
q1 93 4 91 dn
1 1 1 1 1
~(=2) " 19 ke et — s — 3.15
=2 MLNN, T NN N, 1)

Im Propagatornenner des Austauschterms Mg j41,k,...n Steht nach Abstrahlung von
k Photonen — wobei hier das mit dem Index k + 1 versehene Photon an k—ter Stelle
der Abstrahlungen, das mit Index k an (k+1)-ter Stelle steht — nicht der quadrierte
Impuls ¢7 wie in (3.15), sondern der mit —2Nk+1x,;1 zu néhernde quadrierte Impuls
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(p—ki—...—kp_1 — kpy1)?. Wir nihern

11 1 1 1
Mo ki1 kyomn = 212 kt1kn—5 5 "+ " e —
" "ai ¢ (p—Fk1— =k — kr1)? gy q
_ 1 1 Tk 1 1
~ (—=2)"" 219 kdlk. omm—— .. e — 3.16
=2) TN Ny Nit1 Nepa N, (3.16)

Damit wére im Phasenraumbereich strenger Ordnung der Photonen nach den N; das
Diagramm Mo, x als fithrend in der Massensingularitét identifiziert, im konkreten
Fall der Abstrahlung zweier Photonen das Diagramm Misx .

In Gebiet II gilt keine strenge Ordnung, die beiden Photonen werden mit ver-
gleichbaren Transversalimpulsen abgestrahlt und der Propagatornenner des virtuel-
len Fermions nach Abstrahlung der beiden Photonen kann nicht einfach als von der
ersten Abstrahlung unabhéingig angesehen werden. Daher werden sich die fithrenden
Beitrage anders als im Fall streng geordneter Photonen nicht nur aus dem Diagramm
Mjox zusammensetzen. In Gebiet 111, (N2 < Ny, 01 < 05), gilt sogar die umgekehr-
te Ordnung der Photonen, so dafi der kollinear fithrende Beitrag dort auf gar keinen
Fall alleine aus Mjsx stammen kann.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird zunéchst nur der Bereich I strenger
Ordnung zur Iteration des genéherten differentiellen Wirkungsquerschnittes bei Ab-
strahlung IV kollinearer Photonen fern der Infrarotsingularitit betrachtet, da dort
der fithrende kollineare Beitrag in der in Kapitel 2 definierten physikalischen Eichung
vollstdndig im Diagramm Mo, x enthalten ist. Integration des aus dem quadrierten
Diagramm M., x berechneten differentiellen Wirkungsquerschnittes iiber die Pho-
tonpolarwinkel zeigt die Struktur des fithrenden kollinear—logarithmischen Terms als
proportional zu (aL.)".

3.3.2 Iteration fiir streng geordnete Photonen in der masselosen Naherung

Nachdem wir im vorangehenden Abschnitt festgestellt haben, dafl im Phasenraum-
bereich strenger Ordnung der Photonen nach den in Gleichung (3.11) definierten
Groflen N; die fithrende kollineare Ordnung des quadrierten Matrixelementes in der
von uns gewéhlten Eichung vollstdndig in dem quadrierten und polarisationssum-
mierten Diagramm Mo, x enthalten ist, stellt sich nun die Frage nach einer einfa-
chen Moglichkeit, diesen fithrenden kollinearen Anteil explizit zu berechnen.

Wie wir der Herleitung in Abschnitt 2.2.3, Gleichung (2.46) entnehmen konnen,
ist bei Abstrahlung eines Photons 7; die fithrende kollinear—logarithmische Ordnung
des totalen Wirkungsquerschnittes — hier in unserer Eichung aus dem quadrierten
und polarisationssummierten Diagramm M x berechnet — zu schreiben als Faltung
aus einer die Abstahlung beschreibenden Splittingfunktion mit dem totalen Wir-
kungsquerschnitt des anschlieSenden Bornquerschnittes ox(x1s), welcher bei einer
verringerten Schwerpunktenergie \/z1s stattfindet. Nach Abstrahlung des Photons
lduft in guter Ndherung ein on shell Fermion der Masse Null mit verringerter Ener-
gie x1F und Impuls z1p in den Restprozef ein. Dieser ist bis auf die verringerte
Schwerpunktenergie in guter Ndherung unabhéngig von der Abstrahlung des ersten
Photons 7;. Dieselben Uberlegungen kénnen wir auch fiir den Fall anstellen, daf
neben den in X enthaltenen Teilchen ein weiteres Photon o abgestrahlt wird, wel-
ches gegen das erste Photon streng geordnet ist, N7 < Na. Der Beitrag des ersten
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Photons koppelt wieder nach Gleichung (2.46) ab und es verbleibt die Berechnung
des quadrierten und polarisationssummierten Diagramms Msx bei einer verringer-
ten Schwerpunktenergie /z1s. Verwenden wir auch fiir das zweite Photon o wieder
die kollineare Néaherung, erhalten wir fiir die fithrende kollineare Ordnung bei Ab-
strahlung zweier Photonen im selben kollinearen Winkelbereich um die p—Richtung
das folgende Ergebnis:

Z |Me+e*—>X—i—n'y‘2% Z ’M12(X+(n72)fy)‘
Poly 2 phys; 5

2 o2 .

1P1 (21, cos 01);2]32(3:1,3:2,003 62) ‘MXJr(n,g)v

2 (3.17)

‘ o

~
~

‘ 2

8

p—ki1—korz1p—ko~x1T2p

Dabei ist z,, definiert iiber @, = (1 —zp)Ep—1 = (1 — zp)z1... 21 F und die
Splittingfunktion P, vor der cos #;—Integration ist gegeben durch

: (1+23)

Py(x1,...,2Tn,co86,) = A=z (3.18)

Iteration fiir Abstrahlung einer beliebigen Anzahl von n streng geordneten Photonen
von der p—Fermionlinie (Ny, ..., N,—1 < N,,) ergibt fiir die fithrende kollineare Ord-
nung des quadrierten Matrixelementes der Abstrahlung von n kollinearen Photonen
im selben Winkelbereich um die p~Richtung das Resultat

2 2
Z ‘Me+e*—>X+n'y| ~ Z |M12TLX|

POll,Q.“n Phy51,24.‘n

n o2 . )
:H —Py(x1,...24,c080;) | |[Mx]

i=1 N7l

gn=p—Fki1...—kn—zx1...2np

(3.19)

3.3.3  Wirkungsquerschnitt bei Abstrahlung von n Photonen

An dieser Stelle werden wir zunéichst nur den fiir kollinear um die p~Richtung ab-
gestrahlte Photonen kollinear—logarithmischen Beitrag zum totalen Wirkungsquer-
schnitt und den daraus resultierenden Anteil des inklusiven Wirkungsquerschnittes
sowie die zugehorige Strukturfunktion behandeln.

Fiir die Berechnung des vollsténdigen totalen Wirkungsquerschnittes ist zu be-
achten, dafi auch der fiir den Fall von n kollinear zur Flugrichtung des zweiten
Fermions im Anfangszustand abgestrahlten Photonen fithrende kollineare Beitrag
zu beriicksichtigen ist, ebenso wie die fithrenden kollinearen Beitréige fiir den Fall,
dafl von den n Photonen m kollinear zur einen und n — m kollinear zur anderen
Fermionrichtung abgestrahlt werden. Wie wir spéter zeigen werden, kénnen diese
Beitrige einfach durch Faltung des mit der Strukturfunktion des ersten Fermions
gefalteten Bornquerschnittes mit der Strukturfunktion des zweiten einlaufenden Fer-
mions einbezogen werden. Wir beginnen unsere Betrachtungen mit der Berechnung
des fithrenden kollinearen Beitrags zum Wirkungsquerschnitt oq+.—_ x4, fiir den
Fall der Abstrahlung von n Photonen im kollinearen Bereich um die p~Richtung.
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3.3.3.1 Phasenraumintegration

Als eine fiir unsere Zwecke geeignete Parametrisierung des (X +n+v)-Phasenraumintegrals
Axn~(s) erweist sich

1 (2m)? / . - oy dki
Mo (8) = 5. /s (p+p =3k ) dex [T

1 - E2(1 — xl)(:cl .. .l‘i_l)gdl‘iin
~ o AX(xs)5(a:—x1...xn)dx£[1 2(2r)?

(3.20)

wobei A x (xs) die Phasenraumintegration iiber die Endzustandsteilchen X beschreibt.

Ax(xs): L1

4
= 2SCX/(27T) §(z1...anp+p —kx)dPx (3.21)

Der statistische Faktor Cx ist je nach der Anzahl ununterscheidbarer Teilchen in
X einzusetzen. Da wir nach Voraussetzung Doppeltzihlen von Diagrammen durch
nach ihren Polarwinkeln unterschiedene Photonen vermeiden, ist der statistische
Faktor C,, der Photonen gleich Eins zu setzen. In Gleichung (3.20) wurde die
Voraussetzung verwendet, dafl im Bornproze$} ein grofler Transversalimpulsiibertrag
stattfindet, gegeniiber dem der durch die Abstrahlung im Anfangszustand verloren-
gegangene Transversalimpuls vernachléssigbar ist. Lediglich der Energieverlust des
einlaufenden Fermions durch die Abstrahlung geht in den Bornprozef ein, der bei
einer verringerten Schwerpunktenergie (zs = xj...x,s im Schwerpunktsystem der
urspriinglichen einlaufenden Teilchen) stattfindet.

Die einzigen aus der Anfangszustandsabstrahlung folgenden Einschréinkungen an
die Integrationsvariablen x; folgen aus der Forderung, daf3 das abstrahlende Fermion
an das i—te Photon nicht mehr als seine aktuelle Energie E; abgeben kann, und daher
auf jeden Fall 0 < x = z129... 2, < 1 gelten mufd bzw. 0 < z; < 1 firi =1,2,...,n.
Die untere Grenze fiir die dem Bornprozefl durch Abstrahlung an der p—Fermionlinie
verlorengegangene Energie wird je nach Bornproze3 X geeignet gewéihlt. Wenn al-
le Energie in Form von Photonen abgestrahlt wird, geht der Phasenraum fiir den
Bornprozefy zwangsliufig gegen Null.

3.3.3.2  Wirkungsquerschnitt

Der totale Teilwirkungsquerschnitt fiir Anfangszustandsabstrahlung von n harten
kollinearen Photonen in der ,,Leading Logarithmic Approximation*, LLA, welcher in
jeder Ordnung der Abstrahlung nur den fithrenden kollinear—logarithmischen Term
aus Abstrahlung der Photonen kollinear zur p—Richtung beriicksichtigt, wird nun
wie folgt berechnet.

n 1
U?ﬁl’ﬂ”p(s, L) = /[ / (27r)45 (a:p +p - k‘X) |/\/lX|2 d@X} 0z —x129 ... Tp)-

2SCX
D x
- N E2 1-— ) R /7 2 i Q’L
11 = Bi(ar, ... w5, c086;) (A —ai)(zr ... 2i1) dzidQ ]
i 2(2m)3

(3.22)
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Mit Hilfe von

1
25C /(2#)4 § (zp+p —kx) IMx|? d®x = zox(zs) (3.23)
und der Splittingfunktion
~ P(x;
Pi(z1,...,xi,co80)E*(1 — xy)a? ... a2 | = (1—((:015)02-) (3.24)
wobei
1+ 2?2
P(z;) := T ; , (3.25)
(]
erhalten wir mit x1s_,, = T122... 2,
AP (6 i < 01, O < Orax)
X+ny s Ymin 1y---5Yn max
o " 1 n Tj,max
= (§> 1,,(cos Orax, €OS Opnin) /dxd(m —T1...Tp) H / P(x;)dz; p ox(xs)
0 =1 T4, min

(3.26)
Dabei wurde in Gleichung (3.26) ausgenutzt, dafl fiir streng geordnete Photonen
keine explizite Abhéngigkeit von den Photon—Azimuthwinkeln ¢; besteht und daher
jede ¢;—Integration einen Faktor 27 liefert. Fiir den Winkelanteil i (cos 0x1) folgt
nach der Integration iiber cos 6y, wie in Abschnitt A.4 gezeigt,
cos O _1

In_k(COS Qk_l) = / m[n_k_trl(cos ek)

dcos b,

COS Omax

1 1 —cos®
_ Ik max 92
(n —k)! " <1—cos€k_1> (3:27)

Fiir den Wirkungsquerschnitt erhalten wir mit den Grenzwinkeln 6,,;, = m/FE und
Omax = ™ — m/E das Ergebnis

1 Tq,max
A a\" L"
U?{Eﬂgv\\?(s,Lc) = <§) ncl/dxé(:c—a:l...xn)H / P(z;)dz; p ox(xs)
' 0 =1 L, min

(3.28)

3.4 Inklusiver LLA —Wirkungsquerschnitt

Im letzten Abschnitt haben wir den fiihrenden Term der Entwicklung des totalen
Wirkungsquerschnittes nach dem mit der Massensingularitit verkniipften kollinea-
ren Logarithmus L. (2.2) fiir Abstrahlung von n zum selben Fermionimpuls kollinea-
ren Photonen berechnet. Um den inklusiven Wirkungsquerschnitt in der ,,L.eading
Logarithmic Approximation® fiir Abstrahlung einer unbestimmten Anzahl von Pho-

ist i ilwi : LLA,nv|p
tonen zu erhalten, ist iiber alle Teilwirkungsquerschnitte oy (s,L¢) zu sum-
mieren:
o0
LLAISR||p o LLA nv||p
oxiisr - (S Le) =) ox i (s Le) (3.29)

n=0
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3.4.1 Die IR-Divergenz

Zur Berechnung der LLA-Teilwirkungsquerschnitte waren wir von streng geord-
neten kollinearen Photonen fern der Infrarotsingularitéit ausgegangen, haben diese
Einschrinkung allerdings nur insofern benutzt, als dafl keines der kollinearen Pho-
tonen weich genihert wurde. Gleichung (3.29) gibt daher unabhéngig davon, ob die
abgestrahlten Photonen energetisch hart oder weich sind, die korrekten fithrenden
kollinearen Terme wieder, auch jene, die nicht mit der infraroten Singularitéit im Li-
mes verschwindender Photonenergien verkniipft sind. Mit anderen Worten: es sind
keine hoheren Potenzen in L. zu erwarten als die bereits bekannten, daher kénnen wir
mit (3.29) den gesamten Photon-Energiebereich abdecken. Allgemein kann somit,
wie in Abschnitt 3.3.3.1 besprochen, 0 < z; < 1 angenommen werden, allerdings gilt
es zu beachten, daff in den Teilwirkungsquerschnitten Faktoren (1 — z;) im Nenner
der Splittingfunktionen P(z;) auftreten und sich dadurch fir x; — 1 die infrarote
Divergenz in nichtintegrablen Singularitdten manifestiert.

Weitere Einschrankungen der insgesamt vor dem eigentlichen Bornprozef abge-
strahlten Energie (1 — z)E, wie Schwellenenergien zur X-Produktion oder die Tat-
sache, daf3 das in den Bornprozefl einlaufende niherungsweise als on shell Fermion
der Energie  F anzusehende Teilchen noch relativistisch sei, werden als Eigenschaft
des Bornprozesses betrachtet und gehen nicht in die hier zu berechnende Struktur-
funktion der Anfangszustandsabstrahlung ein. Wir nehmen daher im folgenden an,
daf} erst auf der Stufe des Bornprozesses entschieden wird, ob die nach Abstrahlung
verbleibende Energie ausreichend ist oder nicht und setzen in der Beschreibung der
Abstrahlung die unteren Grenzen x; min gleich Null.

Zuriick zur Infrarotsingularitit: Wie bereits in der Einfiithrung erwéhnt, garan-
tiert das Kinoshita—Lee-Nauenberg—Theorem, dafl in experimentell beobachtbaren
Prozessen keine Infrarotdivergenzen auftreten. Lassen wir die Abstrahlung extrem
weicher Photonen zu, so sind auch die davon nicht mehr getrennt aufzulésenden
virtuellen Beitrige zu beriicksichtigen, da fiir einen physikalischen Prozef} iiber die
weichen entarteten Zustéinde der Anfangsteilchen zu summieren ist. Da die im Limes
x; — 1 auftretende Infrarotdivergenz durch die virtuellen Diagramme (Vertexkor-
rekturen) kompensiert wird, ist das Mitnehmen der virtuellen Beitriige dem Ersetzen
der urspriinglichen Splittingfunktionen P(x;) durch ihre +—Distributionen P; (z;)
dquivalent. Die oberen Integrationsgrenzen x; max kénnen nun problemlos gleich Eins
gesetzt werden.

1 1

LLA,n a\" LY a

UXJFM'YHP(S,LC) = <§> n‘;/da:é(x —T]...Tp) H Py (x;)dx; p ox(xs)
0 =1 {0

(3.30)

Wir verwenden die +-Distribution einer Funktion F'(x) in der speziellen Form

l—e
P () = lim @(1—5—1:)F(a:)—(5(1—a—x)/dyF(y) (3.31)
0
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und damit berechnet sich die +-Distribution der Splittingfunktion P(z) zu

Py () = lim [@(1 -« — ) L)

frer W—i—(ﬂl—a—x) (21HE+§> (332)

3.4.2 Radiatorfunktion und GLAP-Entwicklungsgleichung

Setzen wir die Teilwirkungsquerschnitte in der Form (3.30) in Gleichung (3.29) fiir
den inklusiven Wirkungsquerschnitt fiir Photonabstrahlung durch eines der masse-
losen Fermionen im Anfangszustand ein, zeigt sich, daf sich dieser als Faltung aus
einer die Photonabstrahlungen beschreibenden LLA-Strukturfunktion D™ (z,L,)
mit dem Bornwirkungsquerschnitt ox ausdriicken l48t. Die gesamte Information
iiber den Abstrahlungsprozef steht in dieser Radiatorfunktion und ist unabhéngig
von der Art des nachfolgenden Bornprozesses.

1

JI)“(I;/}SR (s,Lc) = /dx DLEA (x,Lc) ox(xs) (3.33)
0

Die Radiatorfunktion D*A (z,L.) in (3.33) ist dabei definiert als

o0 n L n
DM (2, L) =0 (1 — ) + Z (%) L—‘; / d(x —mima ... 2p) (H P+(a?i)da:i> ,
n=1 "0 i=1

(3.34)

wobei die Faltung von ¢ (1 — ) mit ox(zs) den Bornprozefl ohne Abstrahlung be-
schreibt. Ableiten von (3.34) nach L. und Umbenennen der Integrationsvariable z,
inz—wegen 0 < x123...2,-1 < 1 kann auch x/z nur Werte zwischen Null und Eins
annehmen oder z nur Werte zwischen = und Eins — liefert eine Evolutionsgleichung
fiir die Radiatorfunktion, die Gribov-Lipatov—Altarelli-Parisi-(GLAP)-Gleichung.

1
9 LA _a [dz LLA (%
51 DM (@ L) = 27T/ ~Py(2)D (Z,LC> (3.35)
mit der Anfangsbedingung
DY™A (2,0) = 6(1 — ) (3.36)

Im Limes weicher Photonen kann ein analytischer Ausdruck fiir diese Radia-
torfunktion, die sogenannte Gribov—N&herung, gewonnen werden. Dazu wird die
GLAP-Gleichung mittels Mellin-Transformation in eine partielle Differentialglei-
chung erster Ordnung in den Mellin-Momenten iiberfithrt. Nach Berechnung der
Mellin—-Momente erfolgt die Riicktransformation fiir den Spezialfall weicher Pho-
tonen. Die so erhaltene Radiatorfunktion D*~!(x, u?) wird dann durch Iteration
der fithrenden Ordnungen fiir harte Photonen verbessert. Die vollsténdige Rech-
nung wird in Anhang C durchgefiihrt, an dieser Stelle sollen lediglich die Ergebnisse
dargestellt werden:
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e Gribov—Naherung der Radiatorfunktion fiir weiche Photonen

ptam=en {3 (3-)J a0 (i) 6

o LLA-Radiatorfunktion

DA (.9) = [; (14 2%) + g (—; (1432%)Inz — (1 — a:)2>] -D* 71 (z,7)
(3.38)

wobei 5
n=""1, (3.39)
™

3.4.3 Radiatorfunktion fiir zwei abstrahlende Teilchen im Anfangszustand

Die bisherigen Ergebnisse fiir GLAP—Gleichung und Radiatorfunktion sind unab-
héngig davon, ob das Elektron oder das Positron als das abstrahlende Fermion
angenommen wurde. Physikalisch sinnvoll ist allerdings erst der Fall, wenn beide
Anfangsteilchen abstrahlen, dazu kann die Faltung des Bornquerschnittes mit einem
Radiator erneut als Bornquerschnitt mit zusétzlicher Abstrahlung durch eines der
Anfangsteilchen mit einem Radiator fiir Photonabstrahlung durch das zweite An-
fangsteilchen gefaltet werden. Strahlen beide Teilchen im Anfangszustand kollineare
Photonen ab, dann ist daher der Born-Wirkungsquerschnitt mit je einem Radiator
pro abstrahlendem Teilchen zu falten.

Otot (87 77) = ddeldeD (1’1, 77) D (.%'2, 77) d (Z - $1$2) U(O) (ZS)

o O~ _

D(z,n)ox (2s)dz (3.40)

D) = [ DD () (3.41)
0

Die letzte Zeile in Gleichung (3.40) ist nur dann giiltig, wenn ohne zusétzliche Win-
kelschnitte iiber den gesamten Phasenraum integriert wird. Ansonsten ist die Faltung
explizit mit zwei Radiatoren durchzufiihren. Mellin—Transformation liefert

1
D(n,n) = /z”_lD(z) dz

1

0
1
= /dxlrc’f‘lD(xl,n) /dyy”_lD(y,n)
0 0
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=D (n,n) D (n,n) (3.42)

Das Mellin-Moment D (n,7n) war bereits in (C.12) berechnet worden, so daf} die
alten Ergebnisse beibehalten werden konnen, indem n — 27 ersetzt wird. Der
Ausdruck in Gleichung (3.40) enthilt nun auch die Beitrige fiir Abstrahlung einer
jeweils beliebigen Zahl von Photonen kollinear um die p' und die ];’fRichtung.

3.4.4 Mehrfachzahlen von Photonen

Werden bereits auf der Ebene des Bornprozesses Photonen abgestrahlt, so ist bei
Faltung mit einer weitere Photonabstrahlungen beschreibenden Radiatorfunktion
auf die korrekte Statistik zu achten. Fiir alle mittels der LLLA-Radiatorfunktion be-
schriebenen Photonen waren dieselben Winkel- und Energiebereiche vorausgesetzt,
und zwar der Bereich der Polarwinkel von Null bis 7 und der Energiebereich von
Null bis F.

Angenommen, von N insgesamt in denselben Energie— und Winkelbereichen ab-
gestrahlten Photonen werden m dem Bornprozef3 zugeordnet und die iibrigen N —m
durch Splittingfunkionen beschrieben. Ausgangspunkt ist der fiir Abstrahlung von

N Photonen gendherte LLA-Wirkungsquerschnitt J}(I;ANV(S).

a\N L

1

N

a%ﬁm(s) = (;) ﬁ /dxlda:Q co.drxnPy(x1)Py(x2) ... Pr(xn)ox(x122. .. 2 NS)
0

(3.43)

Wenn m der N Photonen dem Bornquerschnitt zugeordnet werden, berechnet sich
der gendherte Wirkungsquerschnitt fiir Abstrahlung von N Photonen nach folgender
Gleichung.

W () = T () Ly

TX+Ny N T (N —m)!

. (3.44)

1
/dazldacg . de_mP+($1)P+(.CC2) c. P+(CUN—m)0'X+m'y(CU1w2 .. -1'N—m3)
0

Die statistischen Faktoren korrigieren die Tatsache, dal der Bornwirkungsquer-
schnitt wegen der m Bornphotonen den Faktor (a/7)"™ L /m! enthélt. Summation
iiber alle Zusatzabstrahlungen von N = m bis unendlich ergibt

N—m
Lc

[o¢]
LLA ~ m!(N —m!) ra\N-m
o isr(9) = D N <}) (N —m)!

1
/dmld:nz PN dl’N_mP+ (1‘1)P+ (xg) NN P+($N_m)0)(+m,y($1x2 ce wN_ms)
0

1

= /de(m)(a:, Le)o x 4m~(x5) (3.45)
0
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mit der Radiatorfunktion

o0

DU (2, L) =6z — 1)+ Y
(N—m)=1

N ) (e Le—
w)

NI T N —m)!
1

/dwl codrN_mb(x — 1 ... EN—pm)Pr(z1) ... Pr(zN—m)  (3.46)
0
Ableiten nach L. zeigt, dafl der Radiator aus Gleichung 3.46 keine GLAP-Gleichung
erfiillt, da ein Teil der Information iiber die kollinearen Logarithmen im Bornquer-
schnitt enthalten ist und daher gegeniiber dem in Kapitel 3 besprochenen Radiator
verdnderte statistische Faktoren auftreten.

0 m!{(N —m!) ra\N-m LV-m-1
(m) = (= << .
CD (z,L¢) N E - ! ( ) ( m—1)! (3.47)

1
dx x
/1d.’L'2 . .d:CN_m(S <$1 —xg.. .{/CN_m> P+(a;1) ‘e .P+(acN_m)
0

I

Enthélt der Bornquerschnitt Photonen, welche in denselben Energie— und Win-
kelbereichen abgestrahlt werden, wie die durch den Radiator zu beschreibenden
zusétzlich abgestrahlten Photonen, dann erfiillt die zu verwendende Radiatorfunk-
tion nach Gleichung (3.46) nicht die GLAP-Gleichung. Umgekehrt darf also der aus
der GLAP—-Gleichung berechnete Radiator nicht mit einem Bornquerschnitt gefaltet
werden, in welchem weitere Photonen in denselben Winkel- und Energiebereichen
wie die durch den Radiator beschriebenen Photonen abgestrahlt werden, da sonst
Photonen nicht korrekt gezdhlt werden.

3.5 Beispiel: efe” = ISR+ (Z — v D)

Der inklusive Wirkungsquerschnitt fiir den LLA—Anteil der von einem der einlau-
fenden Teilchen abgestrahlten Photonen mit anschlieBender Produktion eines zerfal-
lenden Z folgt mittels

1

OISR+ (Z—v 7) (85 Le) = /dl’ DA (¢ L) oy v(xs) (3.48)
0

1
(R2? + L2) (GfM§>2/ 2sDMA (z,L,)
127 V2 ((ws — M2)? + M2I'%)

mit der Radiatorfunktion DA (z, L.) nach Gleichung (3.38) fiir den fithrenden lo-
garithmischen Anteil und der Gribov—N&herung fiir weiche Photonen nach Gleichung
(C.28).

Fiir eTe™ — ISR + (Z — vv) kommen die groBten Beitrige zum totalen Wir-
kungsquerschnitt bei Schwerpunktenergien s von der Groflenordnung der Z—Reso-
nanz aus den Phasenraumbereich kleiner Fermionpropagatornenner, wenn gleichzei-
tig die invariante Masse des Z im Zwischenzustand moglichst in der N&he der on
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Abbildung 3.5: Wirkungsquerschnitt fiir den ProzeB ete~ — ISR + (Z — vv) bei An-
fangszustandsabstrahlung durch eines der einlaufenden Teilchen in Abhéngigkeit von der
Energie E der einlaufenden Teilchen im Schwerpunktsystem und Abstrahlung der Photonen
im Kegel cos Onax = 1° um die Strahlrichtung, Bornquerschnitt ohne Radiator, gefaltet mit
Radiator nach Gleichung (3.38) und gefaltet mit weicher Gribovlosung

shell Z—Masse liegt. Wie in Abbildung 3.5 bzw. 3.6 gezeigt, fallen in der N&he der
Z—-Resonanz die Ergebnisse der Faltung des Bornquerschnittes mit der Radiator-
funktion nach Gleichung (3.38) und der Faltung mit der Gribov—Néherung in guter
N#herung zusammen. Daraus ist zu folgern, daf die Veréinderung in der Peakgestalt
in der Néhe der Resonanz iiberwiegend durch weiche Abstrahlungen bedingt ist.

Anders sieht der Fall bei Schwerpunktenergien weit oberhalb der Z—Resonanz
aus. Hier werden diejenigen Korrekturterme die grofiten Beitrdge liefern, bei denen
die nach Abstrahlung verringerte Schwerpunktenergie xs wieder in der Nidhe der
Z—Resonanz liegt, was wiederum nur bei Abstrahlung eines oder mehrerer harter
Photonen der Fall sein wird. Bei hohen Schwerpunktenergien der einlaufenden Teil-
chen wird also harte kollineare Abstrahlung die grofiten Korrekturen liefern, wie
auch Abbildung 3.7 zeigt. Die Ergebnisse fiir Faltung der Gribov-N&herung bzw.
der vollen Radiatorfunktion nach (3.38) weichen in diesem Fall deutlich voneinander
ab.
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Abbildung 3.6: Detailanansicht von Abbildung 3.5, Vergleich der Faltung des Bornquer-
schnittes mit dem Radiator nach Gleichung (3.38) und der Faltung mit der weichen Gri-
bovlésung auf der Resonanz
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Abbildung 3.7: Wirkungsquerschnitt fiir den ProzeB ete~ — ISR + (Z — vv) bei An-
fangszustandsabstrahlung durch eines der einlaufenden Teilchen in Abhéngigkeit von der
Energie E der einlaufenden Teilchen im Schwerpunktsystem und Abstrahlung der Photonen
im Kegel cos O = 1° um die Strahlrichtung bei Energien weit oberhalb der Z—Resonanz.
Bornquerschnitt ohne Radiator, gefaltet mit Radiator nach Gleichung (3.38) und gefaltet
mit weicher Gribovldsung
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Kapitel 4

Universelle NLL—Korrekturen bei
Abstrahlung zweier Photonen

Nachdem der fithrende Anteil der Entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes
nach dem kollinearen Logarithmus L. im vorangehenden Kapitel eingehend be-
sprochen wurde, ist nun fiir eine Verbesserung der Niherung nach Korrekturen
néichstfithrender Ordnung im kollinearen Logarithmus zu suchen. Fiir Abstrahlung
eines Photons hatten wir diese Beitrége erhalten, indem wir fiir massive Fermionen
im Anfangszustand die im Limes eines kollinear abgestrahlten Photons fithrenden
Anteile des quadrierten und polarisationssummierten Matrixelementes identifizier-
ten. Integration iiber diese Beitrige liefert im totalen Wirkungsquerschnitt der Ab-
strahlung eines Photons die Beitrdge fithrender und néchstfithrender Ordnung im
kollinearen Logarithmus, vergleiche Kapitel 2.

Fiir den allgemeinen Fall der Abstrahlung einer beliebigen Anzahl von Photonen
wéihlen wir eine analoge Vorgehensweise. Wie wir zeigen werden, tragen aufler dem
fithrenden nur Diagramme zur néchstfithrenden logarithmischen Ordnung bei, bei
denen zwei in der Abstrahlungslinie benachbarte kollineare Photonen gegeneinan-
der vertauscht wurden. Zunéchst beschrinken wir uns auf die Abstrahlung zweier
Photonen im selben kollinearen Winkelbereich um die p~Richtung. Die fiithrende
kollineare Ordnung, welche im totalen Wirkungsquerschnitt die Terme in L2 lie-
fert, muf} dieselbe sein, die wir im strong ordering—Bereich aus dem Leiterdiagramm
M;sx erhalten haben. Die quadrierte Summe der Diagramme Mjox und Ms x (siehe
Abb. 3.2) wird daher die Terme der fithrenden und néchstfithrenden logarithmischen
Ordnung enthalten. Da auch in der Ndherung masseloser Fermionen im Anfangszu-
stand Korrekturen in NLL zu erwarten sind, unterscheiden wir zwischen den auch
im Fall masseloser Fermionen auftretenden, im folgenden mit NLL. bezeichneten,
und den als NLL,, bezeichneten O(m?)-Korrekturen, welche bei Nichtvernachliissi-
gen der Fermionmasse zusétzlich auftreten. Nach Integration iiber die Raumwinkel
der beiden betrachteten Photonen kénnen wir die mit dem nicht aus den O(m?)-
Korrekturen stammenden NLL.—Beitrag verkniipfte Zwei—Photon-Splittingfunktion
T(z1,x2) identifizieren. Die NLL.—Beitrége bei Abstrahlung einer beliebigen Anzahl
von Photonen im selben kollinearen Winkelbereich erhalten wir jeweils durch Erset-
zen der einfachen Splittingfunktionen P(z;) und P(x;y1) durch die Zwei-Photon-
Splittingfunktion T'(z;,x;11) fiir ein Photonpaar v;, ;41 und Summation iiber alle
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Paare.

4.1 Fiihrende Beitréage fiir zwei harte Photonen
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Abbildung 4.1: Verhiltnis von genihertem zu ungenéhertem (Z~~)-Wirkungsquerschnitt,
Matrixelement ersetzt durch Miox, Misx + Mo x und LLA—N&herung, gerechnet in physi-
kalischer Eichung, beide Photonen im kollinearen Winkelbereich [0°,1°], massive Fermionen,

— M2 _gs—M?2
S4EZ — (1 7$1)E > 10 684EZ

Abbildung 4.1 zeigt, dafl das Ersetzen des vollstindigen Matrixelementes durch
das von uns in Kapitel 3 fiir den Bereich streng geordneter Photonen in der phy-
sikalischen Eichung als fithrend identifizierte Diagramm Mjsx — wobei Miox in
ungendherter Form eingesetzt wird — den totalen Wirkungsquerschnitt des Beispiel-
prozesses ete” — Z~v nur ungeniigend anniihert. Die LLA-N&herung liegt schon
deutlich besser, bedarf aber offensichtlich einer Verbesserung in néchstfithrender
Ordnung. Dagegen approximiert die quadrierte und polarisationssummierte Sum-
me Y po |[Miax + My x|? aus Diagramm Mjox und Austauschdiagramm Mo x das
vollstandige quadrierte Matrixelement fiir zwei im kollinearen Winkelbereich um die
p-Richtung abgestrahlte Photonen sehr gut.

Angenommen, wir betrachten die Abstrahlung von n Photonen im kollinearen
Bereich um die p~Richtung. Den fiihrenden kollinearen Anteil erhalten wir in der
physikalischen Eichung aus dem Beitrag > p,; |Mi2..nx|?, berechnet in der Néherung

44



Abbildung 4.2: Fithrende Diagramme bei vergleichbaren Photonen ~; und ~y,1

" Yk
p ‘w\‘;

1 Yk VE+1

Tn

IR

M. =1k k+1k+2..0X

Ve-1 Tk Ykt -

My k-1 k+1kk42.0X =

streng nach den in Gleichung (3.11) definierten Grélen N; geordneter Photonen. He-
ben wir nun fiir zwei der Photonen, beispielsweise vy und yx+1, die strenge Ordnung
auf, so dafl diese gegen die Photonen ~y; bis y4_1 und yx12 bis 7, aber nicht gegen-
einander streng nach den NN, geordnet sind, kann der Propagatornenner

1 1
—5(]9— ey — oo —kpoy — kg — kpp1)? & —5(161 o Tp1P — kg — k1)? = Ni + Niga

nicht weiter gendhert werden, weil

Nk =x1... .’L'kfl(pk?k)
und
Nigs1 =21 xp—1((p — ki) k1)

von gleicher Gréflenordnung sind. Nach der Argumentation von Abschnitt 3.3.1 zur
Identifikation des fiihrenden Diagramms kommen nun die in Abbildung 4.2 darge-
stellten Diagramme

My g—1kk+1k+2.nx  und My g 1k+1kk+2..0X
gleichermaflen als potentiell fiihrend infrage. Hier versagt auch die in Abschnitt

2.2.2.3 dargelegte Begriindung fiir die Vernachléssigbarkeit des Kreuzterms

* *
Z (M1 k1 kbt k2o MY g1 kvt kkg2om + Mk—1 k1 kb 2n MY 1 ke ki1 ht2.m)
phys
dieser beiden Diagramme, eben weil noch ein weiteres Photon mit vergleichbarem
Transversalimpuls abgestrahlt wird. Daher werden wir, weil es hier nicht mdoglich
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ist, ein Diagramm eindeutig als fithrend zu identifizieren, fiir die Abstrahlung zweier
Photonen ausgehend von der Summe Miox + Msx nach Termen in fiihrender und
néchstfithrender kollinearer Ordnung suchen mdiissen.

4.2  Struktur der fithrenden und nachstfithrenden Terme im kol-
linearen Logarithmus

Im folgenden betrachten wir, von welcher Struktur Terme sein miissen, um im tota-
len Wirkungsquerschnitt fiihrende und néchstfithrende logarithmische Beitrige er-
zeugen zu konnen. Der totale Wirkungsquerschnitt fiir in denselben Winkel- und
Energiebereichen abgestrahlte Photonen wird erwartungsgeméfl in eine Reihe der
Form

1

Ox4ny(8) = Q" / dx Z Ci(XJHW) (z)Liox (zs) (4.1)
0 i=1

im kollinearen Logarithmus L. entwickelbar sein.

In denselben Integrationsgrenzen fiir Winkel- und Energieintegrationen abge-
strahlte Photonen werden zur Vermeidung von statistischen Faktoren geeigneter-
weise nach ihren Polarwinkeln unterschieden, 6 < 65 < ... < 6,,. Die in unserer Ei-
chung allein zur fiihrenden Ordnung des quadrierten Matrixelementes beitragenden
Diagramme sind fiir n im kollinearen Winkelbereich um die p—Richtung abgestrahl-
te Photonen diejenigen, bei denen alle n Photonen an die p—Fermionlinie koppeln.
Um die Entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes nach kollinearen Logarith-
men zu erhalten, ist iiber den vollen Winkelbereich 1 > cos#; > —1 fiir massive,
1—0b>cosf; > —1+ b fiir masselose Fermionen zu integrieren, wobei

m2

aus der Wahl 0.,y = m/E des Abschneidewinkels folgt.

4.2.1 Fiihrender logarithmischer Term

Der fithrende logarithmische Term in totalen Wirkungsquerschnitt stammt aus dem
Stiick proportional (N1 Ns...N,)~!, d.h. proportional

1 1
(1 —cosfy) (1 —cosby)

fiir masselose, bzw.
1 1

(1—pBcosb) " (1 — Bcosby)

fiir massive Fermionen. Integration iiber die Winkel 6; bis 6,, ergibt nach Anhang
A4, Gleichung (A.12) fir m =0

Ig:(l)c k+1...n(_1 + b7 1- b) (43)
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1-b cos Oy, —2 cosbOn_1

B / d cos 01 / dcosf,_1 / dcos b,
N (1 —cosfy) (1 —cosf,_1) (1 —cosBy,)
—1+b —1+b —1+4b

1 n
= L

und fiir m # 0 bis auf vernachléssigbare Terme proportional m? entsprechend

m Lo (1+8
Ly S hra(—1,1) = i <1—6> +0(m?)
1 n 2
= —Le +0(m?) (4.4)

4.2.2 NLL-Terme fiir masselose Fermionen

Nun stellt sich das Problem, die im Fall masseloser Fermionen im Anfangszustand
auftretenden NLL—Terme zu identifizieren. Der im totalen Wirkungsquerschnitt den
fithrenden logarithmischen Beitrag ergebende Term geht im differentiellen Wirkungs-
querschnitt, wie bereits gezeigt, mit [N1Na ... Np_1 NpNgy1 .. .Nn]fl. Wir erwarten
daher, daf} im strong ordering-Bereich (N7 < ... < N,,) NLL-Beitréige aus Stiicken
im differentiellen Wirkungsquerschnitt gewonnen werden kénnen, in denen beispiels-
weise ein Nenner N durch Ngyq > Nj ersetzt wurde.

Ausgehend von streng nach den in Gleichung (3.11) definierten Grélen N; ge-
ordneten Photonen wird jedem Diagramm Mo ,x eine gendherte Nennerstruktur
zugeordnet. Das den fithrenden logarithmischen Term im totalen Wirkungsquer-
schnitt liefernde Diagramm ergibt nach dem Quadrieren einen Term proportional
(N1N;. .. Nn)_l. In grober Niherung kann der Nenner fiir den fithrenden Beitrag
zum quadrierten Matrixelement somit als proportional N1 Ny ... N, abgeschétzt wer-
den. Ein Diagramm der Art Mig, ;j—1i+1ii+2..nx, bel welchem ~; und ;41 in ver-
tauschter Reihenfolge abgestrahlt werden, hat eine gendherte Nennerstruktur

(N1 ... NiN% Nigo ... N,) ™

im Gegensatz zu (N7 ... Nn)_1 beim fiihrenden Diagramm Mo, x. Allgemein ord-

nen wir einem Diagramm Mio_;_1kii+1i+2,..nX, bei dem das Photon «; an die i-te
Stelle, i < k, der Abstrahlung verschoben wurde, eine Nennerstruktur

4 -1
(N1 N NFN Nn>
zu. Im quadrierten Matrixelement tragt dann der Kreuzterm eines derartigen Dia-
gramms Mo ; 1kiit1it2..nx Mit dem fiihrenden Diagramm M;_,x nach Kiirzen
mit dem als N7y ... N, abgeschitzten Zdhler bestenfalls mit
. -1
(N1 N NFHN Nn>
bei und das quadrierte Austauschdiagramm bestenfalls mit

NiNit1... Ny <N1 LN NEEOH N Nn>
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In Anhang D wird gezeigt, dafl nur Terme des quadrierten Matrixelementes, welche
nach Kiirzen mit dem abgeschitzten Zahler eine Nennerstruktur der Art

-1
[NiN2 ... N;io1NZ  Nijo ... Ny

oder .
Ni [N1...NioiN2 5 Nigs ... N,

aufweisen, in der gesuchten NLL.—Ordnung beitragen kénnen. Diese Terme kénnen

wiederum nur aus der quadrierten Summe von fithrendem Diagramm und einem Dia-

gramm mit in der Abstrahlungsreihenfolge vertauschten Photonen ~;, ;41 stammen.

4.2.3 Fir massive Fermionen zusatzlich auftretende NLL—Terme

Im Fall massiver Fermionen im Anfangszustand gibt es eine weitere Moglichkeit,
NLL-Beitrage im totalen Wirkungsquerschnitt zu erhalten, ndmlich die in Abschnitt
2.2.2.2 erwiihnten Pseudo—O(m?)-Terme, welche im Fall masseloser Fermionen nicht
auftreten. Da der fithrende Beitrag jeder Ordnung der Abstrahlung im totalen Wir-
kungsquerschnitt mit einem kollinearen Logarithmus behaftet ist, es also keine nicht-
logarithmischen Terme hoherer negativer Potenzen gibt, werden weitere Faktoren IV;
im Nenner nur zusammen mit dem Quadrat der Fermionmasse m? im Zihler auftre-
ten, der das m~2-Verhalten der Ni*1 bei sehr kleinen Winkeln kompensiert. Bereits
bei der Besprechung der weichen Néherung in Kapitel 2 lieferten derartige im dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnitt in der Form m?/(pk)? oder m?/(p'k)? auftretende
Stiicke NLL—Beitriage im totalen Wirkungsquerschnitt. Allgemein erwarten wir also,
dal Terme mit der Nennerstruktur

1 m2 m2

NiNs...N,
[ 14V2 n] Nz Nj

fir Abstrahlung kollinearer Photonen durch massive Fermionen in NLL beitragen.
Zu untersuchen ist daher ein Integral der Form

Ig1go...91-.9n (c) (4.5)
n 1 c1 Ck—1 Cn—1

9 Zigi—n decy des dey, dey,

= (m) / (1 — Bep)on / (1—Bez)92 / (1 — Beg)or / (1 — Bep)om

Die Integrale Ig1g2...gk...gn(c) werden danach unterschieden, ob im k—ten Integra-
tionsschritt eine Potenz (1 — Bcosfj)~! und damit g, = 1, oder (1 — Bcos )2
und damit g = 2 auftritt. In Anhang D wird diese Rechnung detailliert ausgefiihrt.
Wie wir feststellen, tragt fiir gleichartige Photonen, welche zur Vereinfachung der
Phasenraumintegration nach ihren Winkeln unterschieden werden, nur der Term mit
g1 =2, ¢9;=1fir 1 <i<n in der gesuchten nichstfiihrenden Ordnung bei.

4.3  Abstrahlung zweier Photonen im kollinearen Bereich um die
p—Richtung

Zur Berechnung der NLL—Korrekturen fiir massive und masselose Fermionen bei
Abstrahlung zweier Photonen im kollinearen Winkelbereich um die p—Richtung be-
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nennen wir diese Photonen wieder mit «; und 2. Die auftretenden Propagatornenner
vor Kiirzen mit dem Zahler sind

1 .
R m > [ Miax? (4.6)
PbR1 phys
1 . 2
roepz M Z | Mo x| (4.7)
(pkg) P12 phys
1
D S ——— in (MlgxM* + MglxM* ) (48)
(pk1) (ph2) P, hZ o o
mit
Py = (p/ﬁ) + (pk‘g) — (k‘lkz) (4.9)

Die bei der Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnittes der Abstrah-
lung zweier Photonen auftretenden 4-Vektoren sind p, p/, k1, ka2, ¢1, co. Wir unter-
scheiden fiir zwei im kollinearen Kegel um die p~Richtung abgestrahlte Photonen
die auftretenden Skalarprodukte anhand ihrer Gréfle. Die kleinen Skalarprodukte

{(pk1), (pk2), (P'c1), (P'c2), (kika), (c1c2)}

sind von O(67) + O(m?), O(63) + O(m?) oder O(13,). Dabei ist 1;; der Winkel zwi-
schen den rdumlichen Impulsen der Photonen «; und ;. Die grofien Skalarprodukte

{(ppl)> (pcl)v (pCQ)v (p/kl)v (p/kQ)’ (klcl)u (klc2)7 (kQCl)v (k262)}

konnen wie folgt gendhert werden:

(pp) = 2E° + O(m?)

(pe;) = \/iEQZ + 0(62) + O(m?)

(p'k:) = 2BQ; + O(62) + O(m?) (4.10)
(kici) = \@Qz
(kicj) = V2Qi + O(Y))

Da wir in unserer Ndherung an denjenigen Termen interessiert sind, welche im tota-
len Wirkungsquerschnitt die fithrenden und néchstfithrenden Terme der Entwicklung
nach dem kollinearen Logarithmus liefern, vernachlissigen wir bei der Berechnung
des quadrierten Matrixelementes alle Terme, welche mit drei oder mehr ,kleinen“
Skalarprodukten im Z#hler und einem der Nenner (4.6) bis (4.8) gehen, — bzw. mit
(m?)=4+ mit i > 2 fiir § — 0 — da diese nicht zur fithrenden und nichstfithrenden
Ordnung des totalen Wirkungsquerschnittes beitragen werden.

4.3.1 Term, Kreuz— und Austauschterm

Ausgehend von
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ME) N Mgy + Moy (4.11)

X+27con
mit
. (Bi—p+m) , btk —p+m) -
Myox = €*v (p, s) 1 2 Txu(p,s (4.12)
(k1 —p)* =m?2" " (k1 + by — p)* — m? )
und

(k2 —p +m)

(k2 — p)* — m2

B+ —p+m)
(k1 + kg — p)® —m?2

Morx = 625 (p, S) ¢2 ¢1 T'xu (p/,sl) (4.13)

berechnen wir in Anhang E, Abschnitt E.2 den quadrierten Term,

2 afl2X _ 12X 12X
E |Miax|” =t Misx = Vizy + Wiy
phys
Austauschterm,
2 a21X _ 21X 21X
E |Ma1x|” =: Mj1x = Vaix + Wary
phys

sowie den Kreuzterm

> (Miax M3y + Maix Mipx) = (MB3X+M3i%) = (KX +K5X) +(CHX +C3ix)
phys

Die O(m?)-Beitriige sind dabei vollstindig in W%, W2 und (C21¥ + C1%%)

enthalten, der fithrende Anteil und die auch fiir masselose Fermionen auftretenden
NLL-Korrekturen in V12¥ V21 und (K218 + K12X).

4.3.2  Universelle NLL-Korrekturen ohne Beitriige in m?, NLL,

Die in Abschnitt 3.3.1 fiir streng geordnete kollineare Photonen eingefiihrte Para-
metrisierung der Photonenergien erweist sich fiir den Fall vergleichbarer Photonen
~v1 und 79 nur als bedingt geeignet, da sie die Symmetrie des gendherten Matrixele-
mentes unter Vertauschung der Photonen ~; und 72 verschleiern und dadurch die
gendherten Ausdriicke unnotig verkomplizieren wiirde. Wir ergéinzen daher unsere
alte Parametrisierung

Ql = (1 — wl)E (4.14)
QQ = (1 - 1‘2)$1E (415)

aus Abschnitt 3.3.1 durch eine zweite dquivalente Parametrisierung.

Qri=(1-y)nk (4.16)
Q2:=(1-y)E (4.17)

In diesen Parametrisierungen schreiben wir den Ausdruck fiir V12§ aus Gleichung
(E.32) als

VI2X _ et MF (14 22)(1 + 22) 1 n 64M))§{_ [#122(1 + 23) + 22(1 + 22)]
12X 12 (1 — $1)(1 — .7,‘2) (pk‘l)Plz 12 P122(1 — l’l)(l — ZEQ)
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_ Bk) 3 (kiko) } (4.18)

(pk1)Ph(1 —x2)  (pk1)PH(1 — x1)(1 — x2)

sowie den Ausdruck fiir V215 aus Gleichung (E.35) als

vaix _ My { A+ +w3) 1 [y +13) +e+yp)]
Xz L(1— 1) (1 — y2) (pha) Pro PhH(1—y1)(1 — y2)
B Y5 (Pk1) Y5 (k1k2)
@bﬁ%ﬂ—w)+@bﬂ%ﬂ—mﬂhwﬂ} (4.19)

Den Kreuztermanteil (K23% + K325 aus Gleichung (E.49) driicken wir symmetrisch
in beiden Parametrisierungen aus.

(KHX + K3T%)
ety (k1ko)? 1+ 2323
T12 { (k1) (pk2) PPy (1 — 21)(1 — 2)21
(pk1) <1 + 2229 + x%x%) (pk2) (1 + Y7y + y%y%)
(

(pk2) PP (1 —a) k1) Pry (1—y1)
1 2r110 + 21‘%1‘2 1 :|
+ = +r102 + <
Pé[ﬂ—wﬂﬂ—mﬂ (= aa)a
L [ 2y192 + 2uiye 1 }
+ = L e ——
P [(1 —y1)(1 —y2) (1 —y2)n
N (k1k2) |:—l’1$2 —mas —afey fajey 1 1 }
(pk2) PP (I —z1)(1 —z2) (I=z1) (I—21)(1—a2)2n
L _(kiks) {—ym U i i R 1 ]
(pk1) PRy (1—y1)(1 = y2) (I-w) (Q—-y)d-y2)m

Der dem Restprozel durch Abstrahlung der beiden Photonen verlorengegangene
Energieanteil ist natiirlich in beiden Parametrisierungen gleich, da

T12 = T1T2 = Y1Y2,

und héngt nur noch von der Summe der Photonenergien Q1 4+ Q2 ab, wie Gleichung
(E.24) fiir das Bornmatrixelement zu entnehmen ist.

4.3.3 Zwei-Photon—Splittingfunktion

Der Beitrag 1/1122)?( + Vfll)?( + K %21? + K2112§ enthélt nach der Phasenraumintegration
Terme mit fithrender und néchstfithrender Potenz im kollinearen Logarithmus. Da
der zu betrachtende Beitrag symmetrisch in den Photonen 7; und -5 ist, integrieren
wir beide Photonpolarwinkel unabhéngig voneinander iiber den vollen Winkelbe-

reich.
1 Q1Q2dQ1dQ ddi2 /1 12x | (21X 21X 12X
m/d@wadcosaldCOSHQ% (‘/]_QX + ‘/QlX + K12X +K21X)
1 raN2 [ Q1Q2dQ1dQ2
=5 (ﬂ) g (V1122))<( +VIX + Khx + ’C%%) ox(r1225)
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B L2 ( o )2/d$1dx2p(x1)P(x2)gX(.’1,'1.212‘28)

T2l \2rn
L. /a2 0
a <%> d$1d$2T(CC1, CL'Q)O'X(:ULTZS) + O(LC) (421)

Wir berechnen im folgenden Abschnitt die Zwei—Photon—Splittingfunktion in
der Form T'(x1,x2), wobei die Details der Rechnungen Anhang E, Abschnitt E.4 zu
entnehmen sind. Durch die unsymmetrische Parametrisierung der Photonenergien
@1 und Q2 in den Photon—Energievariablen z; und o wird T'(z1, z2) im allgemeinen
nicht symmetrisch in z; und s sein.

X T 0 )0 —a) 2 (1—21)(1— 23) 4
2 2
) Ly
- K5 + Ky — Ko + K. 4.22
0= 22) 0t T o) (1 Zag) o~ Ko K] (4.22)
sowie
six L+ yH(L+43) [yya(1+93) + y2 (1 + v2)]
Wix = 7 — — K3 — — — Ky
(I—=y1)(1 =) (1—=y1)(1 —2)
2 2
Ys Y5
— K¢ + K¢ — K3+ K 4.23
) O T T g 0~ Kat Kl (4.23)
und
(K35x + K3ix)
1+ 2223

= A=) — 22)m (K5 + K¢ + K1 — 2Ky — 2K3 + K4]

<1+x%x2+x%x%> Ko+ <1+yfy2+yfy§> Ks

\ (1—21) (1—y1)
* _(i$fi21;12i%iz) Tty —i’g)xj 4
r 2
- (fy—ly?jl;r(lzgilz; R (1 —1yz)yj K
- .2 2.9, 23 1 1
n - 1'1382(1 fljf)(lljzz;_ T1To . (1 - xl) _ (1 — xl)(l — 1’2)1‘1:| [K@ + K4 — KL;]
r 9 9.9 o3
- I y1y2(1 glgf)(ly—ly;z;r - (1 —1y1) (- yl)(ll - y2)y1} s+ K — Kol

Die Integrale

dg12 1
K :z/dcos& dcos 0
' T o (pky) (pks)
dpra 1
Ky := | dcostidcoslp—=————
2 / COSU1a cos Uy o (pkl)Plz
dpia 1
K3 := | dcosfidcoslp—=—— 4.25
3 / cos 01d cos by 2 k)P ( )
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K, = / d cos 01d cos 92@%
2w Pp,
dp12  (pk2)
2 (pkl)PlQ
doi12  (pk1)
27 (ka)Plg

K; ::/d00891d0089
K /d60891d0089

sind von der Form
Ai(xl, mg)Lz =+ B,L'(I‘l, xg)Lc + C’i(acl, .TQ)

In Abschnitt E.4 werden die Integrale K; bis in einfachlogarithmischer Ordnung

berechnet [19]. Die Terme proportional L2 in V12¥ und V31§

P(.’El)P(xg)Ang — L%A5Lz + .T%
(1—1’2) (1—1‘1)(1—$2)

setzen sich, wie zu erwarten, zusammen zu

1

A5 — A L2 (4.26)

P 2
2(1 — a1)(1 — w2)a? (21) P(w2)Le
und 1
2
21— y1)(1 — y2)92 5 P(y1) P(y2)Lg

Im Kreuzterm IC%2 ¥+ IC%%§ =: ’C2L2 + K1L. verschwinden alle Terme propor-

tional L2

1+ 2323
1 — I (1 — .7}2)161

Ko [Al + As + Ag — 245 — 2A3}

N (1 +afas —1—:1:1:1:2> A <1 + yiy +y%y3> A
(1—2x1) (1 —11)
n [ T122 I wywy —xjey +afey 1 1 ] [Ag — As]
—xl)(l —.’L‘g) (1—1’1) (1—1’1)(1 —332).%'1
Y1y2 — Y195 — Y1y + yivs 1 1
" [ (I —y1)(1—y2) -y (1y1)(13/2)yl] 45 = 4ol
1+ 331552 14 x%m%
2(1 —z1)227  2(1—21)%(1 — 21 + z122)?
n 1+ 232y + 2323 n 1+ 22323 122
21 = 21)2(1 — 29)z1(1 — 21 + z122)?  2(1 —21)(1 —2d)z]  2(1 — xo)2af
N 1 [_ x122(1 4 22) 1+ r?x3 B 1
2(1 —xl)(l—x1+$1x2)2 (1—1‘1)(1—$2) (1—$1) (1—$1)(1 —$2)$1
N 1 [_ 2r1w9(1 — 21 + w122) Tive 1+ z3x3
2(1 — fCQ).I‘LZ) (1 — 371)(1 — xg)xl (1 — 1'2)331 (1 — xg)l'l

:|
= O
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Der Ausdruck fiir Vllg))g —|—V2211))(( +IC%§ +IC%1 ¢ ist symmetrisch unter gleichzeitiger
Vertauschung von z; mit y; sowie xo mit y2, entsprechend der oben geforderten
Symmetrie unter Austausch der Photonenergien.

Visx +V3ix +KIoX + Kaix = Let(w1,2) + Let(y1, y2) (4.28)
LZP(x1) P () L2P(y1)P(y2)

T a1 —w)m 20—y — p)nn

Mit der néchstfithrenden logarithmischen Ordnung ist die folgende von den Photon-
energievariablen x; und xy abhingige Funktion t(x1,x2) verkniipft:

(1+x%)(1+$§) [m%x2(1+$%)+$2(1+x2)}

Hon,a) = (1—z1)(1 - $2)B2(x1’x2) - (1 —21)(1 - 22) Ba(m, o2)
- ufgscz)B“W) e :cj?l oy [Boen,a2) = By, ) + Ba(ar, )]
1+ zix?

" 2(1 — 1) (1 — 22)m1 [B5($1, w2) + Bo(x1,22) + 2Ba (21, 22)

1+ 22z + 2223
— 2Bs(x1,22) — 2B3(21, 22 ] + 11_2:61 - 2) Be (w1, 22)
2w1x2+2x%x2
— | B

[(1 (L= 22) + z1T2 + = 372)361 4(z1, 22)

_ _ 2,22 2.3 1 1
+ [ G e e o Bk - ] : [BG($1,$2)

(1*1‘1)(1*1’2) (1*1‘1) (1*331)(1*562)%1

+ By(x1,22) — B3(x1, ~T2)}

Die gesuchte Zwei-Photon—Splittingfunktion 7'(z1,z2) berechnen wir aus der mit
dem aus dem Phasenraummafl der Photonenergie—Integration stammenden Faktor

Q1Q2dQ1dQ2

T = (1 —2z1)(1 — 20)x?dx1day

multiplizierten Summe t(x1, x2) +t(y1, y2). Nach einigen Umformungen erhalten wir

T(x1,22) = (1 —a1)(1 = x)af [t (w1, 22) + ¢ (y1(21, 22), y2 (71, 72))] (4.29)
[:Ul + :):1:62 (1—a1+ xlxg)] By(z1,22)
+ [ﬂllmz +21(1 — 21 + z122) } Bs(x1,x2)
2329(1 — 21)(1 — x2) [Bs (21, 22) + Bg(z1, 22)]

Einsetzen der ebenfalls weiter vereinfachten Ausdriicke fiir By (1, 22), Bs(z1,22),
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B5(.%'1, xg) und Bﬁ(xl, $2)

Ba(o1,2) = : (4 @)x%)

(1—z1)(1 —xz)x% (1 —x1)z2
1 (1—.2121)(1 — T +£L’1I’2)2>
Bs(z1, 29) = 1
3(z1,22) (1—21)(1 —x2)z1(1 — 21 + 2122) . < (1 — z2)z3xy
1 (1 — z9)z?
B = 1
(w1, 72) 1 —21)(1 —22)2d ((1 )2
1 (1—a1)(1 — 21 4 z129)°
B = 1
61, 72) 1 — 201 — z2)z1(l — 21 + z122)2 < (1 — zo)22xy
(4.30)
liefert schliefllich das folgende Ergebnis fiir 7'(x1, x2):
z? 4 22 (1 — x9)a?
T(x1,29) = ! 2 ln< 1> 4.31
(w1, 2) (I—z)(I—22) \(1—z1)z2 (4.31)
(1 — 21 + 2122)? N 373 ] N <(1 —z1)(1 — 21 + x1x2)2>
(1—21)(1—22) (1 —m1)(1—22)(1 — 21 + 2122)? (1 — z2)z?zy

Wie gefordert, ist T'(z1, z2)dx1dxre symmetrisch unter Vertauschen der Photonener-
gien, was nach Einsetzen von x; und zg in der Form 29 = 1 — Q2/z1F und z; =
1 — @Q1/F deutlich wird.

dQ1dQ>
2

T(z1,22)dz1drs = (B= Q'+ BX(E— Q1 = @)’ In ( Q2(E — Q1)? >

Q1Q2(E — Q1)? EQi(E—-Q1—Q2)
(B - Qo) + BX(E - Q1 - Q)* ( Qi(E ~ Qo) >]

+

Q1Q2(E — Q2)? EQ:(E - Q1 —Q2)
(4.32)

4.3.3.1 Zwei-Photon—Splittingfunktion im weichen Limes

Im Limes z1 — 1 entsprechend dem Grenzfall verschwindender Photonenergie Q1 =
(1 — 21)FE geht die Zwei-Photon-Splittingfunktion 7T'(x1,z2) aus Gleichung (4.31)
bei beliebigem x5 iiber in

lim T'(xy,z2) (4.33)

:El—>1

. [(av% + x%)(l — 1+ 2120)? — (1 — 21 + 2120)* — :c%a:%] 1— 29
= lim In
(1—x1)(1—x2)(1—$1+x1$2)2 1—%1

r1—1

n
(1 — xl)(l — .CUQ) T2 1-— 1‘1)(1 — xg)(l — X1+ X122 2

1 1 —x9 2\.2 4 2
= 1 1 — Ty —
(1 —21)(1— 1‘2)33% . <1 — x1> [( +z3)ws — 7 xQ]

1 2 1 4 2 2
+ t In <) + Ty T T 5 In <$2>
(1—%1)(1 —.7}2) T (1 —1’1)(1—1‘2)1‘2 i)
=0
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Aufgrund der Symmetrie unter Austausch der Photonen geht daher die Zwei—Photon—
Splittingfunktion auch fiir verschwindende Energie Q2 = (1 — x2)z1E des zweiten
Photons und damit auch im Limes z9 — 1 gegen Null. Damit verbleiben im weichen
Limes in der Zwei-Photon-Splittingfunktion 7'(z1, x2) nur Terme nullter Potenz der
Photonenergien im Nenner, welche nach Integration tiber 1 und xo keine infraroten
Logarithmen liefern.

Als Ergebnis ist festzuhalten, dafl in einer Rechung mit masselosen Fermio-
nen bei fester Ordnung N der Abstrahlung keine Korrekturen in VLI, LY =1 und
oy L%_lLév ~1l auftreten. Die NLL-Korrekturen im infraroten Logarithmus der Form
av LIR_IL(]:V ,aN Lf}[{qLé\f etc. erhalten wir automatisch zusammen mit den die fiithren-
den kollinearen Logarithmen liefernden Termen, diese sind also im fithrenden kolli-
nearen Term bereits enthalten. Die Approximation des totalen Wirkungsquerschnit-
tes durch die fiihrenden kollinearen—logarithmischen Beitrdge wird demnach exakt
im Limes weicher Abstrahlungen.

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dafl aus den hier noch nicht behandel-
ten O(m?)-Termen sehr wohl Beitriige in oV LY LY~! zum totalen Wirkungsquer-
schnitt stammen werden.

4.3.4 NLL-Korrekturen fiir m # 0, NLL,,

Bei Abstrahlung zweier Photonen von derselben Fermionlinie tritt in einer allgemei-
nen Rechnung anstelle des fiir streng geordnete Photonen genédherten Propagator-
nenners x1(pks) der volle Propagatornenner proportional Pj5 (4.9) auf, wobei Pjo im
Limes strenger Ordnung N; < Ny in den gen#herten Ausdruck z;(pks) iibergeht.
Um aus den noch zu diskutierenden Beitrégen Wllgff , ngl))f und W1221§ + W2112§ die
Beitriige der O(m?)-Terme zu den NLL-Korrekturen zu extrahieren, schreiben wir

P12 als

1
r1(pk2)

Py = (1-A) (4.35)

Dabei parametrisiert 0 < A < 1 die Abweichung der N#herung z1(pk2) vom un-
gendherten Propagatornenner Ps.

Ao alok2) (4.36)
Po
Im Gebiet strenger Ordnung ist A < 1, gilt aber keine strenge Ordnung, dann mufl
A nicht unbedingt vernachldssigbar klein sein. Terme mit Py im Nenner werden
sich néherungsweise wie Terme mit (pkz) im Nenner verhalten.

Die bei der Berechnung des Kreuzterms in der Pjs—Parametrisierung nach Glei-
chung (4.35) auftretenden Beitrige sind proportional zu 1/(pky)(pks), 1/(pks)? oder
(pk1)/(pk2)3. Da der fithrende Beitrag jeder Ordnung der Abstrahlung im totalen
Wirkungsquerschnitt mit einem kollinearen Logarithmus behaftet ist, es also keine
nichtlogarithmischen Terme hoherer negativer Potenzen gibt, werden weitere Fak-
toren (pk1) oder (pks) im Nenner nur zusammen mit dem Quadrat m? der Fer-
mionmasse im Zéhler auftreten, der das m~2-Verhalten von (pk1)~! bzw. (pk2)~*
bei sehr kleinen Winkeln kompensiert. Wir erwarten daher bei Nichtvernachléssigen
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der Fermionmassen in den NLL-Korrekturtermen des differentiellen Wirkungsquer-
schnittes fiir Abstrahlung zweier Photonen zusitzliche Beitriige in m?/(pk1)(pk2)?,
m?/(pks)3, m?(pky1)/(pk2)* oder m?/(pk1)?(pks). Wie bereits in Abschnitt 4.2.3 ge-
zeigt, trégt keiner der ersten drei dieser Terme im totalen Wirkungsquerschnitt in
NLL bei, da keines der Integrale der drei erstgenannten Terme nach Integration iiber
die Photonpolarwinkel #; und 65 eine hohere Potenz als LY liefert. Ein Term propor-
tional m?/(pky)?(pk2) kann nur im quadratischen Term, nicht aber in Austausch-
und Kreuzterm auftreten. Das entsprechende Winkelintegral triigt als von O(a?L})
zu den NLL-Korrekturen der Abstrahlung zweier Photonen bei, daher wird der in
Gleichung (E.33) angegebene Anteil Wg?g proportional m? des quadratischen Terms
M}g§ die im Fall massiver Fermionen zusétzlich auftretenden Korrekturen enthalten.

WI2X SME 2maem® m? (@ mxam® | 2maa(pks)
PET g (1 —2)(pk)PY,  (Pk1)? P2 P Ph(l—a2)m
T1T2 2(k1k2) (1—11) >]

=72 (= ky)ke) + 2o (p— kg )hy) T
22 (= k) + T (= bl
e4M§ ( x1m? ) 1+ 22
= - + O (NNLL 4.37
T12 (Pk1)? ) (1 —22) P12 ( ) (4.37)

Setzen wir in Gleichung (4.37) fiir den Propagatornenner Py wieder die Parame-
trisierung aus Gleichung (4.35) ein, verbleibt im Limes streng geordneter Photonen
der Beitrag

12X _ Mgz (1+23)
12x z12  (pk1)? (1 — x2)z1(pk2)

lim W
A—0

Phasenraumintegration ergibt

1 Q1Q2dQ1dQ2 d¢12 12X 21X
5 d@XWd COS eldCOS 92? (WIZX + Wle)
L. /a2
= —25 (g) /dxld:(}QR(Q?l)P(.%'Q)O'X(3311'25) (4.38)
wobei
2x

R(x) .= 4.39
@)= 70 (4.39)

4.4 Notation fiir fiihrende und néchstfithrende Beitrage

Zum AbschluB des vorliegenden Kapitels listen wir der Ubersichtlichkeit halber alle
bisher berechneten Beitrédge fithrender und néchstfithrender logarithmischer Ord-
nung auf. Da wir auch in Zukunft berticksichtigen wollen, dafl es sich bei Zwei-
Photon— und O(m?)-Korrekturen um véllig verschiedene Arten von Korrekturen
handelt, fithren wir separate Namen fiir diese ein. Ferner sei auf die erst in Kapitel
6 angesprochenen, je nach Art des Prozesses eventuell relevanten nichtuniversellen
Korrekturen hingewiesen.
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LLA Fiihrender Beitrag im kollinearen Logarithmus, enthélt alle Beitrdge propor-

NLL,,

NLLsoft

NLL.

NLLctm

NLL

tional (aL.)N des totalen Wirkungsquerschnittes der Abstrahlung von N Pho-
tonen. Die Abstrahlung jedes Photons liefert einen Faktor (a/m) L.P(x;).

Enthiilt neben den LLA-Beitriigen auch die aus den O(m?)-Termen stammen-
den Korrekturen néchstfithrender Ordnung im kollinearen Logarithmus, d.h.
Terme proportional a’VLY~! bei Abstrahlung einer festen Anzahl von N Pho-
tonen. Hierbei handelt es sich um eine universelle Korrektur, die vom unter
dem kleinsten Winkel abgestrahlten Photon in der Abstrahlungslinie herriihrt.
In jeder Ordnung N der Abstrahlung ist fiir das erste abgestrahlte Photon ein
Faktor (a/m) [LoP(zi) — NR(z;)] einzusetzen, fiir die tibrigen wieder der LLA—
Faktor (a/m) Lo P(x;).

Die NLLgs—Néherung entspricht dem um den weichen Grenzfall der ON(mQ)f
Korrekturen erweiterten LLA—Anteil. Hier treten in néchstfithrender Ordnung
im kollinearen Logarithmus nur Terme proportional a’VL%Y _1Lf}f{ bei fester
Ordnung N der Abstrahlung auf.

Um den Beitrag der auch fiir masselose Fermionen im Anfangszustand auftre-
tenden Zwei—Photon—Korrekturen erweiterter LLA—Anteil. Auch dies ist eine
universelle Korrektur. Zum LLA—Anteil wird fiir jedes Paar aufeinanderfolgend
abgestrahlter Photonen ein LLA—Anteil addiert, fiir welchen die Splittingfunk-
tionen P(x;)P(x;) des jeweiligen Photonpaares ersetzt wird durch eine Zwei-
Photon-Splittingfunktion T'(x1, z2).

Um Zwei-Photon— und O(m?)-Korrekturen, also um alle universellen Korrek-
turen, erweiterter LLA—Beitrag.

Der LLA-Term wird erweitert um die O(m?)-Korrekturen sowie um einen fiir
den Prozel ete™ — Z~ berechneten nichtuniversellen Term. Dieser Beitrag
wird in Kapitel 6 im Rahmen der numerischen Tests behandelt.
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Kapitel 5

Universelle NLL-Korrekturen zur
LLA-Radiatorfunktion

Eine Radiatorfunktion, die Beitriige bis beispielsweise in a? zum ISR-Wirkungsquer-

schnitt gut wiedergibt, wird gegeniiber dem herkémmlichen LLA-Radiator verbes-
serte Werte fiir den inklusiven Wirkungsquerschnitt fiir Anfangszustandsabstrah-
lung liefern. Im Laufe der Rechnung konnten wir zwei Sorten universeller NLIL—
Korrekturen unterscheiden, zum einen die aus den O(m?)-Beitriigen stammenden
NLL,;,,—, zum anderen die durch die Zwei—Photon—Splittingfunktion beschriebenen,
auch fiir masselose Fermionen auftretenden NLL.—Korrekturen. Aufsummation aller
in néchstfithrender logarithmischer Ordnung verbesserten Teilwirkungsquerschnitte
der Abstrahlung von n Photonen liefert den zum jeweiligen Bornprozefl gehorigen
ISR—Wirkungsquerschnitt. Dieser kann wieder als Faltung des Bornquerschnittes mit
einer die Abstrahlungen beschreibenden Radiatorfunktion geschrieben werden. Wir
werden nun NLL.~ und NLL,,~Korrekturen zur in Kapitel 3 berechneten LLA-
Radiatorfunktion diskutieren. Dabei interessieren uns an dieser Stelle nach wie
vor nur die bisher betrachteten, nicht von der konkreten Wahl des Bornprozesses
abhéngenden universellen Korrekturen.

5.1 Zwei—Photon—Splittingfunktion

Wie wir in Kapitel 4 bei der Betrachtung der Zwei—Photon—Splittingfunktion T'(x1, x2)
im Limes weicher Photonen feststellen konnten, enthélt diese keine Infrarotsingula-
ritdten. In den folgenden Rechnungen verwenden wir eine Zwei—Photon—Splitting—
Funktion, welche nur noch von der Variable x15 := x129 abhéngt. Da diese infrarot-
endlich ist, entféllt die Regularisierung.

1

T(x12) = /dxld:cgé(xlg — z129)T (21, x2) (5.1)
0
Wir berechnen
1
T(z) = /dxldacgd(z — z122)T (21, 22) (5.2)

0
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i 1 /d 22—z+z2—1+ 1—22 n 2z — 22 | xr—z
= lim T n({f——
e—01—z x2 x l—-z+2z (1—-xz+2)? l-z+4x

r.2 2 2
— -1 1 1
NE 2,z+z N +z n +z —1+z]21n33
T T 1-=z T—z
[ 1+ 22 22 -1 22—z 1+ 22
+ |—14+2z+ + + 5+ 2In(1 -z + 2)
I l—-z 1—-24+2z (1-2+%2) x—z
) 2 2 2 2 2
— -1 21 2(1 -1 —
B b Sl S U ) B (€ e PV R “ 7% |z
| 22 x 1—x r—z l-z+2z 1l—-z+z2

T1-z|\2 "2 6
4+ (1 —2)(22 —1)In(1 — 2) — 2(1 — 2)(1 + 2)Lig(2) — (3 + 2%)Lia(1 — 2)

—2(1+ 2*)Liy <1 - i) (- 2Li C) }

Im Limes z — 1 verschwindet T'(z).

1 2 1— 2)2 2
{(52+7—z>ln22—i-(22)1nz—3(1—z)(1—z)7T
z

5.2 Symbolische Notation

Zur Veranschaulichung definieren wir eine Art Feynmanregeln zur Berechnung der
universellen fithrenden und né#chstfithrenden Beitrdge. Dabei wird jede Splitting-
funktion P (x) durch eine Einsetzung

@
i = (;) L.Py (2),
jede Splittingfunktion R (x) durch eine Einsetzung
@
é) =—(— )R
(%) Re@)
und jede Zwei-Photon-Splittingfunktion T'(z;;) durch eine Einsetzung

V = (%) ’ LT (z45)

in die betreffende Fermionlinie symbolisiert. Den Bornprozel eTe™ — X ersetzen
wir in dieser Notation durch das Symbol

———@———E ox(xs)
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Die Beitréige fithrender logarithmischer Ordnung der Faltung des Bornquerschnit-
tes mit einer LLA-Radiatorfunktion

1 oo n
U%(I;AISR =ox(s)+ /dx Z Le 5 (x—x1...2p) H Py (z;)dziox(xs)
0 n=1 i=1
= /DLLA (x, L) ox (zs) dx (5.3)

schreiben sich in der neuen symbolischen Notation als
hr= | —— + —»—é——— + J—ﬁ-»— +.. | o —@— (5.4)

Mit der symbolischen Darstellung

DY (2, L) = [ —— + ———2——— + -—2—2——- + -»ﬁ-é—z-» i
(5.5)

fiir die LLA-Radiatorfunktion sieht die zugehorige Evolutionsgleichung in der diffe-
rentiellen Form wie folgt aus:

b 3b 34 V(g

Die Anfangsbedingung stellen wir dar als

DAz 0) = | —— (5.7)

5.3 NLL,,-Korrektur

Wie wir in Kapitel 4 bereits feststellten, trigt in unserer Unterscheidung der Pho-
tonen nach ihren Polarwinkeln #; < ... < #, nur das unter dem kleinsten Win-
kel abgestrahlte Photon mit einem Beitrag R (z1) zur néchstfithrenden kollinear—
logarithmischen Ordnung bei, so dafl die NLL,,~Korrekturen zum totalen Wirkungs-
querschnitt

1 oo
AU)N(Ij_IfTS”R = /da: Z 0(x—x1...2n)nR4(x1)dry H Py (x;)dziox(xs)
0 n=1 =2

(5.8)
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in der symbolischen Notation wie folgt aussehen:
NLLy _ é é 2 2 2 2
Aoy 1isk =

(5.9)
Die +—Distribution von R(z) nach Gleichung (4.39) folgt analog zu P, (z) aus Glei-
chung (3.31).

5.3.1 Entwicklungsgleichung fiir die NLL,,~Radiatorfunktion
Der die NLL,,—Korrekturen enthaltende ISR-Wirkungsquerschnitt U)N(%QR folgt als

NLL,, _ _LLA NLL,,
ox118r(8) = oxZisr(8) + Aoy 18R (s)
1

= /deNLL’" (x,Le)ox (zs) (5.10)
0

Die NLL,,,—Radiatorfunktion

DNELm (2 L) = 6(1 — z) (5.11)

N Z (g)n L} /(5(% —21...2) [Py(x1)Le — nRy (1)) dy HP+(37i)d9?i

n=1 0 =2

enthilt zusétzlich zum LLA—-Anteil auch die NLL,,—Beitrége. Sie erfiillt wieder eine
Entwicklungsgleichung,

9 NLLn dz NLLy,
FTRCARCRS / 2)D (;,LC> (5.12)

welche sich von der Entwicklungsgleichung (3.35) des LLA-Radiators nur durch die
veranderte Anfangsbedingung

DNLLw (4 1) = 6(1 — ) — (3) R () (5.13)
T
unterscheidet. In der symbolischen Darstellung

DNLLm ([E, Lc)

S TS TN T AN T T
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fiir die NLL,,—Radiatorfunktion sieht die zugehorige Evolutionsgleichung wie folgt
aus:

N (NS SUNUNS SUNU S N 5

OL.

(5.15)

Die Anfangsbedingung schreibt sich in der symbolischen Notation als
DN (2 0) = | —— + ——-2——— (5.16)

Fiir die in NLL,, korrigierte Radiatorfunktion erhalten wir eine Gribov-Losung der
Form

o5, e <o {3 (1-7) -0 ()
(@) ()

Wir erkennen in der ersten Zeile von Gleichung (5.17) wieder die LLA-Gribov—
Losung aus Gleichung (3.37), welche aufgrund der verinderten Anfangsbedingung
(5.13) mit dem Faktor in der zweiten Zeile von (5.17) zu multiplizieren ist.

(5.17)

5.3.2 NLL,,~Radiatorfunktion bis in O(n?)

Auch im Fall der in NLL,, verbesserten Radiatorfunktion kénnen wir wieder eine
Faktorisierung in einen harten z—abhingigen und einen weichen x—unabhingigen
Anteil ansetzen.

DNLL,, (2,1) = ENLL,, (1) - dNLL,, (%, 7) (5.18)

Die Rechnungen werden analog zu den in Abschnitt C.4 fiir die analytische Losung
der LLA-Radiatorfunktion dargestellten durchgefiihrt. Mit der Anfangsbedingung

do() =81 —2) — (%) 12_9”:6@(1 —e—2)
erhalten wir
DNiLy, (#,1)(1 — @) (5.19)
= ’27[; (1+2%) +g(g (1+2?) —(1—:6)2—;(1+3x2)lnx+2(1+x2)ln(1—:U))}
.y (%) B + g(—m tao)lng + (1+2)2 (1 — 2) + (1 + 22) + ;%)]
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+0(2n?) +0 (")

Suchen wir eine Losung, welche im Limes z — 1 in die weiche Gribov—Losung
iibergeht, bzw. die resummierten und regularisierten Infrarotsingularitéiten enthélt,
dann folgt aus dem Ansatz

DA (2,m) = DELA,, (2,m) a(z,m) + b (z,7) (5.20)
mit
a(x,m) = anak (x) (5.21)
k=0
b(x,m) =Y b (x) (5.22)
k=0

unter der Bedingung

lim b () =0 (5.23)

r—1

nach Koeffizientenvergleich mit (C.40)

DA (2,m) = DA, (@) -+ (1 —2)+0 (%) n) (5.24)

5.4 NLL.Korrektur

Um den um die durch die Zwei-Photon-Korrekturen (NLL.—) ergénzten Wirkungs-
querschnitt der Abstrahlung von n Photonen zu berechnen, mufl der korrekte statis-
tische Faktor angebracht werden. Bei Abstrahlung von n Photonen werden n — 2
der Photonen durch eine Splittingfunktion und einen Faktor al.P(x;) beschrieben,
wihrend zwei der Photonen als Photonpaar gewertet werden und durch al.T'(z12)
gekennzeichnet sind. Sehen wir dieses Photonpaar als neues Teilchen an, dann ist
ein statistischer Faktor 1/(n — 1)! fiir die nun n abgestrahlten Teilchen anzubrin-
gen. Ferner gibt es bei Abstrahlung von n Photonen n — 1 Mdoglichkeiten, ein Paar
aus nacheinander abgestrahlten Photonen zu bilden. Benennen wir die Integrations-
variablen entsprechend um, ist zu sehen, dafl es formal ausreicht, die Abstrahlung
eines Photonpaares an der ersten Stelle der Abstrahlungslinie mit einem Faktor n—1
multipliziert zu berechnen.

o (5) (5.25)

- (%)n Lil_l /dJ:(S(x — 21...2) [Py (21) — nRy (z1)] dzy ﬁP+(xi)dxidx(ms)
/ i=1

1

a\" n—1 n
+ <;) (;c_ 1)! (n—1) /d:z:d(a; — x1223 . .. xy) T (T12)dx12 H Py (z;)dziox (xs)

0 =3
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Die Zwei—Photon—Korrekturen sind fiir jedes Photonpaar einzusetzen und treten
daher erst fiir Abstrahlung von mindestens zwei Photonen auf.

Ao?‘&%éR (5.26)
n Ln 1

/dm Z (n—1)! j(n = 1)6(x — z12w3 . .. 2n) T (212)d12 H Py (x;)dxiox(xs)

1=3

In der symbolischen Notation schreiben wir

X+ISR

(5.27)

5.4.1 Entwicklungsgleichung fiir die NLL.-Radiatorfunktion
. . . . NLL.
Der die Zwei-Photon-Korrekturen enthaltende ISR-Wirkungsquerschnitt o’y 1&g

berechnet sich wieder als Summe der entsprechenden Teilwirkungsquerschnitte.

X Tisr(5) = 0% (5) + Ak e (5)
1
_ / A DN (2, Lo)ox (5) (5.28)
0
Die NLL.-Radiatorfunktion

n

1
& a\”m Ln 1
+ 2:1 (;) n — 1 n — 1 /(5 T — T12%3 ... ZCn)T(.%'12>d$12 H P+(:n@)dacz
n= 0

=3

enthélt nun die auch fiir masselose Fermionen auftretenden universellen Korrekturen
néchstfithrender Ordnung im kollinearen Logarithmus. Nach Umbenennen des Sum-
mationsindex und der Integrationsvariablen in der letzten Zeile von Gleichung (5.29)
fassen wir die einzelnen Beitrédge zusammen und schreiben den NLL.-Radiator als

o0

1
n Ln 1
DN (2. L) = 6(1 — 2) + Z /5 T— ... T, (5.30)
- 0

[P+(x1)LC +n <%> T(xl)Lc} dxy ﬁPJr(xi)dxi.

Wir interpretieren
a n
[p+(x1)Lc tn (;) T(xl)Lc] L T P ()
i=2
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als ersten Term der Entwicklung von
- «
[T [P+t + (;) T(2)Le]
i=1

und schreiben den NLL.—Radiator nach Hinzufiigen weiterer Zwei—-Photon—Beitrige
in der hier nicht weiter betrachteten Ordnung O(a"L2~2) oder niedriger als

DNLLc(xL) 5(1—x) (5.31)
1

n

S (5) [ o= T [Prte s () 7L do
n=1 0

=1

In der graphischen Notation geschrieben, beriicksichtigen wir nun bei Abstrahlung
von beispielsweise vier Photonen zusétzlich zu den Beitragen

(5.32)
der fithrenden und nichstfithrenden Ordnung (al.)* und o*L? auch den Zwei-
Photon-Beitrag proportional a*L2.

A—M» (5.33)

Die NLL.-Radiatorfunktion erfiillt die Evolutionsgleichung

1
9 - NLL. dz a NLLc (%
.l @ / TP+ (G) TP () 63
0
mit der Anfangsbedingung
DNLLe(z. L) = 6(1 — ) (5.35)

In der symbolischen Darstellung

DNe(z, L) = | —— + —b—é—b— + -»2—2—»— + —i»— +

(5.36)
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fir die LLA-Radiatorfunktion sieht die zugehorige Evolutionsgleichung wie folgt
aus:

OL.
= ———2—»—4——»!»— (29 —»——1——»—2—»——1—-—2—2—»——1——&——
(5.37)
Die Anfangsbedingung stellen wir dar als
DNMe(z.0) = | —— (5.38)

Prinzipiell besteht wieder die Moglichkeit, fiir die Evolutionsgleichung (5.34)
durch Mellin—Transformation, Losen der transformierten Differentialgleichung und
Riicktransformation fiir *+ — 1 eine Gribov-artige Losung zu finden. Durch die
kompliziertere Form der Zwei—Photon—Splittingfunktion wiirde sich diese Rechnung
allerdings recht aufwendig gestalten. Empfehlenswert wére daher sicherlich ein nu-
merischer Losungsversuch, beispielsweise mittels Monte Carlo—Verfahren [13].

Wir halten fest, dal NLL,,,— und NLL.—Korrekturen zwei vollig unterschiedliche
Arten von Korrekturen darstellen. Wihrend NLL,,,—Korrekturen nur durch das un-
ter kleinstem Winkel zur Strahlrichtung abgestrahlte Photon hervorgerufen werden
und lediglich in einer modifizierten Anfangsbedingung der Evolutionsgleichung re-
sultieren, &ndern die im gesamten Winkelbereich fiir jedes Photonpaar auftretenden
Zwei—Photon—Korrekturen die Evolutionsgleichung selbst, nicht aber deren Anfangs-
bedingung. Die bereits in der Einleitung erwihnten, je nach Bornprozel moglicher-
weise auftretenden nichtuniversellen Korrekturen, werden in néchsten Kapitel im
Rahmen der numerischen Tests fiir die konkreten Beispielprozesse eTe™ — Z~ und
ete™ — Z~v angesprochen.
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Kapitel 6

Numerische Tests

Kapitel 5 hatten wir darauf verwendet, fiir zwei im selben kollinearen Winkelbe-
reich abgestrahlte Photonen diejenigen Terme des quadrierten Matrixelementes zu
identifizieren, welche im totalen Wirkungsquerschnitt Beitrdge in fithrender und
néchstfithrender Ordnung in L. liefern kénnen. Die einfachste Moglichkeit, die in
néchstfithrender Ordnung verbesserte Naherung zu testen, ist der Vergleich mit dem
ungeniherten Wirkungsquerschnitt der Abstrahlung zweier Photonen. Dazu sind die
gendherten Ausdriicke fiir Abstrahlung beider Photonen kollinear zur p~ und kolli-
near zur ﬁfRichtung sowie der Abstrahlung jeweils eines Photons kollinear zur p~
und ];’—Richtung zu addieren

Die Berechnung eines totalen Wirkungsquerschnittes ist grob in zwei Arbeitsab-
schnitte zu unterteilen, die Berechnung des quadrierten Matrixelementes bzw. des
differentiellen Wirkungsquerschnittes und des Phasenraums, welche nur in den ein-
fachsten Fillen analytisch durchfithrbar sind. Bereits fiir drei Endzustandsteilchen
konnen nicht geschlossen darstellbare Integrale auftreten, so dafl es sich empfiehlt,
die Phasenraumintegration mittels eines Monte—Carlo—Verfahrens durchzufiihren
[17]. Die im folgenden vorgestellte Zyy—Phasenraumparametrisierung in einer Pho-
tonenergie, zwei Polarwinkeln und zwei Azimuthwinkeln, von denen einer lediglich
den trivialen Faktor 27 liefert, hat sich im hier vorliegenden Fall als die am besten ge-
eignete herausgestellt. Um die Berechnung des ungendherten Wirkungsquerschnittes
ohne analytische Vorarbeit numerisch durchzufiithren zu kénnen, berechnen wir die
Helizitatsamplituden aus den Spinoren, Wellenfunktionen und Dirac-Matrizen fiir
alle Polarisationskombinationen der beteiligten Teilchen. Dies erfordert zwangslaufig
eine groBe Anzahl an Multiplikationen, die eine derartige numerische Rechnung sehr
zeitaufwendig machen, bietet aber die Mdoglichkeit, verschiedene Photoneichungen
zu testen, von denen sich die in Abschnitt 2.2.1 vorgestellte physikalische Eichung
auch fiir die numerische Rechnung als die sinnvollste Wahl erweist.

6.1 Phasenraumintegrationen fiir ete™ — Z + nvy

Ausgangspunkt der weiteren Diskussion wird das ungenéherte 2 — 3—-Phasenraum-
integral I"z,,[1] mit einem massiven und zwei masselosen Teilchen im Endzustand
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sein.

I'z4[1]
1
=& (%)55 ((p+p — k1 — k2)? — M2) Q1Q2dQ1dQ2d cos 61d cos O depo
(6.1)
Die Deltafunktion legt @) fest auf
s—4FEQ, — M2
Qs @1 = My (6.2)

4F |1 — QQ—El(l — cos112)

Hier bezeichnet 112 den Winkel zwischen den Photonrichtungen, cos ¢12 = cos 81 cos 6o+
sin 0y sin O cos(¢p1 — ¢2). Somit folgt fiir das Phasenraumintegral

1 1 S — 4EQ1 — M% QldQld COS HldCOS 92d¢1d¢2
FZ’Y’YD] [
S

T 32s (2m)° — %(1 - coswlg)} [ - %(1 — cosYP12)
(6.3)

wobei

2

s— M
Qmin == (1 — Zmax)E < Q1,Q2 < 4EZ, 0< 01,00 <m, 0<¢1,02 <2m

Bei Abstrahlung von N Photonen ergibt sich analog

11 (2n) N\ il
Lziny[1] = 252N (2 / ) (p +p =) k:) — M3 | T[] QidQid cos b;de;
=1 =1
(6.4)

und die Energie des N—ten Photon berechnet sich aus der Deltafunktion zu

-1

N-1 N-1 2
3—4EZQZ'+<Z kz) _M% 1 N-1
. > Q- cosvin)| - (65)
=1

1—
4F

QN: ﬁ

Nach Integration iiber die Delta—Funktion erhalten wir somit im allgemeinen Fall

11 (2n)?
Lziny[1] = 252N (2m)3N

/

(6.6)

N—1 N-1 \?2 N—1
s—4F Z QZ + < Z k’z> - M% H QiindCOS Gldgf)l
i=1 =1 =1

N-1 N_1
4s [1 - 55 ; Qi(1 — cos %N)] [1 - 55 ; Qi(1 — cosyin)
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6.1.1 Kollinear gendherter Phasenraum

Wir untersuchen im folgenden geeignete Néherungen fiir die Phasenraumbereiche
kollinear abgestrahlter Photonen, wie sie zur Berechnung der fiihrenden kollinear—
logarithmischen Ordnung herangezogen werden. Wird fiir ete™ — Z~v eines der
Photonen — wir wéihlen v; — kollinear genéhert, dann mufl konsequenterweise
die Deltafunktion der Impulserhaltung ebenfalls durch den entsprechenden kollinear
gendherten Ausdruck §(z1p+p’— ko —kz) bzw. durch §(p+x1p’ — ko —kz) fiir v, || p’
ersetzt werden, so dafl fiir die Energie (J2 des zweiten Photon nun ndherungsweise

s —4EQ; — M}
4F [ - 2Q—]é(l — COSHQ)}

Qv — +O0(m?) (6.7)

fiir ein zu p bzw.
s —4EQ; — MZ
AE { — 9+ coseg)}

Q’QHHI’/ — + O(m2) (6.8)

fiir ein zu p_7 kollinear abgestrahltes Photon folgt. Die Phasenraumintegration zerfallt
somit in die Integration F}%”f;[l] iiber den fiir ein anndhernd zu p’ kollineares Pho-

7llp’
Zyy

annéhernd zu ];’ kollineares Photon gendherten Phasenraumbereich.

ton gendherten Phasenraumbereich und die Integration I' [1] iiber den fiir ein

IR

1 1 / s —4FEQ — M% @Q1dQ1d cos 01d cos O2dp1dpa
4F

- 8s(2m) [1 - %(1 — CoS 02)} 4F [1 - ?—El(l — cos 92)] Q2=q3!!
(6.9)
I
B i 1 / S — 4EQ1 — M% QldQld COS GldCOS egdqbldgf)g
8 (2m2 ) {4B [1- G+ costy)| | 4B |1— G0+ costy)|  lau-ap!”
(6.10)

Wird das zweite Photon ebenfalls kollinear genéihert, dann ist analog die Impuls-
erhaltungs—Deltafunktion zu ersetzen durch §(z1zep+p’ —kz), wenn beide Photonen
als kollinear zu p'behandelt werden, durch §(x1p+y1p’ — kz), wenn 1 kollinear zu p
und 7 kollinear zu ];; genihert wird, durch 6(y1p + z1p’ — kz), wenn 2 kollinear zu
P und 1 kollinear zu p’ geniihert wird und schlieflich & (p+y1y2p0’ — kz), wenn beide
Photonen als kollinear zu p’ genihert werden. Damit erhalten wir fiir die Energie
des zweiten Photons je nach Ndherung

r s —4FEQy — M3 M?2
Q;wﬂ\p _ Q;wz\\p _ fEl Z _ (1 — xli) o E (6.11)

, . s —4EQy — M2 M?
Q;ﬂHpv’Y?HP — Qg2”pa"/1Hp — 8 Ql Z _ <1 _ Z) E (612)
1E[1- %] 218
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Die Phasenraumintegration zerfillt nun in die Beitrége

F}lﬁllp[l] _ P}J»j”p 1] (6.13)

1 1 z
= 323(271’)5/ [1 - 1'1:| (1 — x1)z1dx1d cos O1d cos Oaddidde

Q=(1-g)mE

fiir Abstrahlung beider Photonen kollinear zu derselben Fermionlinie und

F}Jg’ﬁﬂ\p [1] — F‘Z/27||§’7’Yal [1} (6‘14)
1 1 z 1 1
= 9. 5 / [1 - ] —(1 — z1)dz1d cos 01d cos Oadp1dpy
32s (2m) 1| =1 QQ:(l—é)E

fiir Abstrahlung der Photonen kollinear zu verschiedenen Fermionlinien. Als Abkiirzung
wurde z := M% /s verwendet.

6.2 Gendherte Wirkungsquerschnitte, universelle und nichtuni-
verselle Korrekturen

Im folgenden Abschnitt berechnen wir nun die Wirkungsquerschnitte der Prozes-
se efe” — Zv und ete” — Z~vvy in fiithrender kollinear-logarithmischer LLA-,
in um die Beitriige der O(m?)-Terme verbesserter NLL,,~ und in um die universel-
len kollinear—logarithmischen NLL.— und NLL,,—Terme verbesserter NLL,,,—Né&he-
rung. Ferner untersuchen wir die mit NLL 7 bezeichnete Naherung, welche zusétzlich
zu den Beitriigen der O(m?)-Terme auch nichtuniverselle Beitriige enthilt.

6.2.1 Geniherter Wirkungsquerschnitt fiir ete™ — Z~

Der ete™ — Z~y-Wirkungsquerschnitt kann analytisch berechnet werden und lautet
bis auf vernachlissigbare Terme proportional m? (vgl. Abschnitt B.5)

o7 (s) = L2 (2) . [(1;:2;) L. — 12—22 —(1- z)} (6.15)

S ™

wobei Vyz 1= m (R2 + L2) GyM%/v/2. Mit I +.- ., nach Gleichung (B.17) berechnen
wir den fithrenden kollinear—logarithmischen (LLA-) Anteil des Zy—Wirkungsquer-
schnittes als

1

o « Vz (1+ 22
UEI;A(S) = TFLC/de’1P+(:B1)Ie+€—HZ(x15) = (;) Lc?z ( T, ) (6.16)
0

Der um die universelle Korrektur in néchstfithrender logarithmischer Ordnung er-
weiterte gendherte Wirkungsquerschnitt folgt mittels

1

«
AL (s) = oAs) — £ [ dmaRe (o) z(ars) = 0B ) (

0

a\ Vz 2z
f)i

s 11—z

(6.17)

s
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mit R(z) nach Gleichung (4.39). Zwei-Photon-Korrekturen treten erst bei Abstrah-
lung von zwei oder mehr Photonen auf. Fiir den um den zusétzlich zu den NLL,,,—
Beitrigen auftretenden nichtuniversellen Beitrag korrigierten gendherten Wirkungs-
querschnitt berechnen wir

1
NLL m( o - V7 a
0, 2(s) = NLL 7r/dacl (1 —x1)Iz(x18) = agI;L (s) — ?;(1 —2)
0
(6.18)
Vergleich von Gleichung (6.18) mit Gleichung (6.15) zeigt, dafl UgI;LZ (s) den analy-

tisch berechneten Wert exakt wiedergibt. Ferner sehen wir an dieser Stelle, daf} sich
Gleichung (6.18) bzw. (6.15) umformen lisst zu

ozl = (2) 2 (T55 ) -1 (6.19)

T/ s 1—=2

da sich bei Integration iiber den vollen Winkelbereich nichtuniverseller und O(m?)—
Term hier zufilligerweise gerade zu einem zur Splittingfunktion P(z) proportionalen
Term zusammensetzen. Ob nichtuniverselle Stiicke auftreten oder nicht, hingt, wie
in Anhang B, Abschnitt B.7 gezeigt, von der Art der Kopplung im 2 — 2-Bornprozef3
ab. Bei Vektor—und Axialvektorkopplung treten nichtuniverselle Stiicke auf, bei ska-
larer und pseudoskalarer Kopplung hingegen nicht.

Abbildung 6.1 zeigt das Verhéltnis der einzelnen genédherten Wirkungsquerschnit-
te zum ungendherten Wirkungsquerschnitt. Wir stellen fest, dafl bei kleinen Strahl-
energien E der um den O(m?)-Beitrag erweiterte LLA-Querschnitt den ungeniiher-
ten Wirkungsquerschnitt gut annéhert, mit steigender Strahlenergie wird diese Néhe-
rung schlechter, da der nichtuniverselle Anteil an Stérke gewinnt. Nur die sowohl um
den O(m?)-Beitrag als auch um den nichtuniversellen Anteil verbesserte LLA-Nzhe-
rung reproduziert den ungendherten Wirkungsquerschnitt.

6.2.2 Geniherter Wirkungsquerschnitt fir ete™ — Zvvy

Im néchsten Schritt betrachten wir den gendherten Z~yy—Wirkungsquerschnitt. Da
die kollinearen Phasenraumbereiche disjunkt sind, tragen nur die Integrationen der
jeweiligen gendherten quadrierten Matrixelemente iiber den zugehorigen genéherten
Phasenraum bei.

6.2.2.1 Néherung der Abstrahlung eines Photons

Wird nur eines der beiden abgestrahlten Photonen kollinear gen&hert, berechnen wir
den totalen Wirkungsquerschnitt unter Einschrinkung der Photonenergien auf den
Bereich Quin := (1 — Zmax)E < Q1,Q2 < (1 — 2)E aus

0 74~(8) & }17%7[ Z| %Ilvp }1%)[ Z‘Mw\p ] (6.20)

Pol
Da zwei ununterscheidbare Photonen abgestrahlt werden, ist ein statistischer Fak-
tor 1/2! anzubringen. Zur Berechnung des genéiherten totalen Wirkungsquerschnittes
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Abbildung 6.1: Verhéltnis von mit LLA, NLL,,, LLA plus nichtuniversellem Anteil sowie
NLLz gendhertem zum ungendherten Z~y—Wirkungsquerschnitt im vollen Winkelbereich,
massive Fermionen

nach Gleichung (6.20) sind die betreffenden Ndherungen fiir das quadrierte Matri-
xelement anzugeben. Wir parametrisieren die Energie des als kollinear genéherten
Photons als Q1 := (1 —z1)E.

Das bis auf vernachlissighare Terme in O(m?) berechnete quadrierte und po-
larisationssummierte Matrixelement fiir den Prozel eTe™ — Z~ bei einlaufendem
Impuls p; = p — k1 oder pj = p' — k1 entnehmen wir Gleichung (B.44):

1 Vy (P(x1)E?  x1m?E?
i 2 Ml = 10 S (S G (020
2 2
Z 4 z 4
()5 ()P e e
EQa(p'k2) EQ2(pk2) (pk2)?  (p'k2)?
fiir 71 || p und

lz |M‘/1||P/‘2 = 4(4 )2& P(xl)E2 . z1m?E? ) (6.22)
4o DR k) W) |

Pol
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@) 2 (2 E))E ame g

EQaks) | EQa(pka) | (pka)? <'k2>

fiir 1 || ];; . Der totale Wirkungsquerschnitt zeigt wieder die erwartete Entwicklung
nach dem kollinearen Logarithmus, wobei hier allerdings in néchstfithrender Ord-
nung ein zusétzlicher Term proportional L. auftritt,

Vyz (1+2?)E? r1m?E?
N - _ 2 e 1 !
O'Z'yw‘mchtumversell = (47I' ) FZ’YV |:<(1 — 331)(]9/61) (pkl)z

1 2 E2 2E2

K ( +$1), _mmtE )} (6.23)
(I—=z1)(p'k1)  (P'k1)

welcher durch die Struktur des Bornquerschnittes bestimmt und somit nichtuniver-

sell ist.

%
2VZ
- (4 ) F}"‘yp'y

6.2.2.2 Néherung der Abstrahlung beider Photonen

Das Integral iiber den fiir zwei zu p’ kollineare Photonen geniherten Phasenraum
kann durch eine Variablentransformation in die entsprechende Integation iiber den
Bereich zweier zu p kollinearer Photonen iibergefiihrt werden. Daher berechnet sich
der gendherte Wirkungsquerschnitt der Abstrahlung zweier Photonen als

~ vmllp E 'mzllp 2 vlllp Y2 llp’ Z 7llp, vsz
O-Z'Y’Y(S) ~ Z’yy [ |MZ'y'y F |M .

Pol Pol
(6.24)

Zur Berechnung von (6.24) ist zu bemerken, dal die Form der gendherten Ma-
trixelemente von der gewéhlten Parametrisierung der Polarwinkel abhéngt. Fiir den
fiir zwei zur p—Richtung kollinear abgestrahlte Photonen gendherten Phasenraum
berechnen wir das Polarwinkelintegral fiir #; < 6. Die Energien beider Photonen
sollen nach Voraussetzung denselben Bereich abdecken. Wir parametrisieren die fiir
die weitere Rechnung von (6.24) benéttigten Phasenraumbereiche kollinearer Photo-
nen als

Y
72 | p, Qr=0_1-21)FE, Q2= (1-22)z1E und xo= T1s

sowie

nllp, 2P, Q=0-21)E Q= (1-2)E
Die genéherten quadrierten Matrixelemente bestehen aus einem die Photonabstrah-
lung im betreffenden Phasenraumbereich beschreibendem Anteil, welchen wir mit
d2lP(z) baw. dnIP72IP (1) bezeichnen, multipliziert mit dem quadrierten und po-
larisationssummierten Bornmatrixelement bei der entsprechend verringerten Schwer-
punktenergie /xs:

Z|M}1%2IIP‘2 dnrele(z) = ZM/{Z(xs)]

Pol Pol

E ‘M'nllpﬁzllp ‘2 _ d'ngp 'yl||p § :|MZ LES

Zyy
Pol Pol

(6.25)
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Als quadriertes Born—-Matrixelement ist

Vz
D Mo eg(s) =47 (6.26)
Pol

einzusetzen. Die Funktionen d*72P(z) und d"1P72lP"(z) werden in den folgenden

Unterabschnitten fiir die spéter numerisch zu vergleichenden Néherungen aufgefiihrt.
Um im totalen Wirkungsquerschnitt die fiihrenden kollinear—logarithmischen

Beitrége zu reproduzieren, sind die folgenden Funktionen dyra () einzusetzen:

2 P(71) P(x2)
(k1) z1(pk2)
o P(z1) P(y1)
(k1) (P'k2)
In der reinen LLA werden nur die fithrenden logarithmischen Terme beriicksichtigt,
daher kann mit masselosen Fermionen gerechnet werden, wenn bei einem minimalen
Winkel Opin = m/E (maximalen Winkel 0y,,x = m —m/FE) abgeschnitten wird.

Fiir den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten wir vor Ausfiithren der Energiein-
tegrationen das folgende Ergebnis:

LLA a2 Vy LE maxdm z
O Z~~ (3) - (7> ?? 7P($1)P ;1 ®Qmin<Q17Q2<(1—Z)E (6'29)

™

a2V = (4rc)

(6.27)

mllpy2llp’
drpa = (4ma)

(6.28)

z

Hier kiirzt

o ((1 Sy - (- xmax)> e ((1 - (1- Z)m)

OQumin<Q1,Q2<(1-2)E = I

ezl
Qmin<leQ2<(1*Z>E

+0 ((1— xil)— (1—xmax)> o <(1—Z) -(1- ;))]

die durch die Einschrinkung auf den Energiebereich Quin := (1—Zmax)E < Q1,Q2 <
(1—z) E auftretende Stufenfunktion ab. Im Limes x,,x — 1 gehen die x1—-Integrations-
grenzen fiir zwei zu p kollineare Photonen und diejenigen fiir ein zu p und ein zu p7
kollineares Photon ineinander iiber und wir berechnen fiir diesen Fall

1

(6.30)

O <%>2 ZZL; / C?;P+(931)P+ (;) (6.31)
_ % (%)2 j [_2(1 — 2)+4P(z)In(1 — z) — (11“2)(1 +32%) 4+ 3P(2)

Die um die mit der fithrenden infraroten Ordnung verkniipften Terme n#chstfiithren-
der kollinear—logarithmischer Ordnung korrigierte Néherung ist gegeben durch die
Funktionen dnr,,

soft *

el _ oy o2 (Pl@) - m? Y\ Pl)
INLL s, = (4 )<<pk1> <pk1>2>x1<pk2> (6.52)
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Yillp2lp’ P(x1) B m2 P(y1) - m2
dNLLsoft = (47 04) <(pk1) (pk1)2> ((p’kg) (p/k2>2> (6.33)

Die oben vereinbarte Unterscheidung der Photonen ~; und 79 anhand ihrer Polar-
winkel verdeckt die Symmetrie der Photonen in d&lﬂﬁl‘cﬁt. Fiir den totalen Wirkungs-

querschnitt erhalten wir

Tmax
eVt

4 z
— {P(xl)Lc - (1_331)] P () ©Qumin<Q1,Q2<(1-2)E

NLLoft [ o\ _ (a
)= (&
07" (5) -

Zyy T s 2 T

(6.34)

Die um die zu m? proportionalen Terme verbesserte Niaherung wird durch die
Funktionen dnrra,, dargestellt.

Pz x1m? Pz
AP = (4ma)? < (p(kll)) - (plkl)2> x1(<p132)) (6.35)
mlipelle” — g0 P(x1) _ aym? P(y1) _ yim?
Rl = e (08 - O ) (G~ i) 6

Fiir den totalen Wirkungsquerschnitt gilt

aN2 Vy L, o " da z
UNLLm(S) _ (7) Yz bic @by [P(xl)L — 2R($1)] <> @Qmin<Q17Q2<(1—Z)E

Zry T s 2! 1 1
i (6.37)
und im Limes zp,x — 1 folgt
1
i) = (2) 2 2. (e, )L - 2R o) P () (6.33)
- (&) 2 {4P< MIn(t = 2) [l = 2+ Le |20 - 2) = (14 37) 4 3P(:)

-2 [—R(z)(l +2)lnz—2(1—2)In(1 —2) +2P(2) + 2R(z)] }

Die Funktionen dnir,,,, entsprechen den um die in Kapitel 4 berechneten NLL.—
Korrekturen erweiterten Funktionen dnty,,, .

o T1m?  P(x2)

el ya2x el o peonX | peleX o0 6.39
NLLcym — V12X six T Kigx s1x — (4ma) (pk1)2 71 (pk2) (6.39)
a3 IIIchvj\lp dKIIL”f;T lIp’ (6.40)

Fiir den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten wir in diesem Fall

a)2 VyLe | de

NLLc-frm z
O-Z’Y’Y * (S) = (; s 2' 1 [P(:Bl)L - QR(:BI)] (M) @Qmin<Q17Q2<(1_Z)E

7



Tmax
« 2 VZ LC dﬂf]_ VA ’Y172Hp
+ (;) ?5 .',UilT :1;17 ;1 @Qmin<Q17Q2<(1—Z)E (641)

z

Im Limes zax — 1 erhalten wir mit dem Ergebnis der Energieintegration iiber die
Zwei-Photon—Splittingfunktion nach Gleichung (5.2) fiir den totalen Wirkungsquer-
schnitt das folgende Ergebnis.

NLLc4m _ NLLm, « 2VZ LC 1 52’2 7 2 (1—2)2
T =@+ (7)) Farmsy (T g e e

2

—3(1—2)(1— z)% +(1-2)(22 — 1) In(1 — 2) — 2(1 — 2)(1 + 2)Lia(2)

z

~ (34 22)Lis(1 — 2) — 2(1 + 2)Lis (1 — i) + (1 — 2)?Liy <1> }
(6.42)

Die zusétzlich auch um die nichtuniversellen Terme verbesserte NLL,,,—Néherung
wird durch die Funktionen dnrr,, dargestellt.

gl — gmele 40 0)2 6.43
NLLy NLL, ( ) (pk1) ( )

/ / P
Bl = Bl — ama T (6.44)

Fiir den totalen Wirkungsquerschnitt gilt
V L -Tmaxd
1 /a2 x z
s =5 (2) 25 [ SHP@)Le— R@) - (1—a)] P () (6.45)

s 2 T T
z

Im Limes zpax — 1 folgt

1

a2 L,

Ugggz(s):gg%m(s)_g(;) = / dz1deoPy(21)(1 — 22) 4 Iz(z1718)  (6.46)
0

NLLm () _ <a>2 LeVz

=927 ) 2 s

- [2(1—z)ln(l—z)+zlnz—lnz—(1—z)—;R(z)

Dieser Wirkungsquerschnitt 148t sich mit P(x) = R(x) + (1 — ) schreiben als LLA—
Wirkungsquerschnitt, bei welchem die Ersetzung

L2 - L. [L, — 2] & [L, — 1]?
vorgenomimen wurde.
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6.3 Numerische Tests

Der Vorteil der Verwendung eines adaptiven Monte Carlo—Algorithmus wie VEGAS
liegt darin, daf} sich die Integrationsroutine dem Integranden anpafit und durch eine
geeignete Kombination von stratified und importance sampling nach einer optimalen
Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Integrationsvariablen sucht [16], [18]. Allgemein
konnen die in der Hochenergiephysik auftretenden Integranden Singularitdten in
verschiedenen Integrationsvariablen aufweisen, daher bieten sich Mehrkanalverfah-
ren an. In den von uns betrachteten Beispielen treten Singularitdten in den Winkelin-
tegrationen auf. Da das hier verwendete, in Abschnitt B.8 des Anhangs besprochene
Mapping auch bei Abstrahlung von mehr als einem Photon die durch die jeweils
kollinear fithrenden Terme in (14 3 cos;)~! hervorgerufenen starken Fluktuationen
glatten kann, sind Mehrkanalverfahren fiir unsere Beispielrechnungen nicht zwin-
gend erforderlich. Sie konnten aber im Rahmen einer optimierten Berechnung des
ungendherten Wirkungsquerschnittes zum Einsatz kommen.

Da beim Versuch, die numerische Erzeugung des ungendherten Matrixelements
durch geeignete Umformungen zu beschleunigen, fiir kleine Winkel verstirkt Run-
dungsfehler auftraten, verzichten wir an dieser Stelle zugunsten der besseren Kon-
trolle iiber die Rechengenauigkeit auf eine numerische Optimierung des ungenéher-
ten Matrixelementes.

6.3.1 Numerische Tests fiir masselose Fermionen
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Abbildung 6.2: Verhéltnis von mit LLA und NLL. genihertem zu ungendhertem Z~y—
Wirkungsquerschnitt, masselose Fermionen, Winkelbereich 61,0, € [%,1°], Q1,Q2 >
1073(1 — 2)E. Die Ergebnisse fiir LLA und NLLy fallen zusammen.
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Abbildung 6.3: Verhéltnis von mit LLA und NLL. genihertem zu ungendhertem Z~y—
Wirkungsquerschnitt, masselose Fermionen, Winkelbereich 61,0, € [%,1°], Q1,Q2 >
107%(1 — 2)E. Die Ergebnisse fiir LLA und NLLy fallen zusammen.

In der Darstellung der Ergebnisse verzichten wir auf die Darstellung der Fehler-
balken, wenn diese von der Grofle der abgebildeten Datenpunkte sind. Sollten mit
unterschiedlichen Néherungsmethoden berechnete Ergebnisse so nahe zusammenlie-
gen, daf} sie in einer Abbildung nicht getrennt aufzulésen sind, wird nur einer der
Datensétze dargestellt.

Fiir zwei im selben kollinearen Winkelbereich abgestrahlte Photonen zeigt sich
in Abbildung 6.2 und 6.3 fiir den Fall masseloser Fermionen im Anfangszustand
im Bereich niedriger Strahlenergien bis ca. 80 GeV gute Ubereinstimmung der mit
LLA, NLLz und NLL,. erzielten Ergebnisse mit der ungenéherten Rechnung. Wir
folgern daher, dafl bei Strahlenergien unterhalb von etwa 80 GeV, d.h. Schwerpunkt-
energien /s von etwa 160 GeV, die nichstfiithrenden gegeniiber den fithrenden loga-
rithmischen Termen stark unterdriickt sind. Mit steigender Strahlenergie fallen die
Ergebnisse von LLA und NLLy relativ zur ungenéherten Rechnung deutlich kleiner
aus, so dafl bei TESLA—Energien von 250 GeV pro einlaufendem Fermion mit um
die 4% Abweichung vom Sollwert zu rechnen ist, wihrend die Ergebnisse der NLL.—~
Rechnung, die sémtliche mit der néchsten Ordnung in den kollinearen Logarithmen
verkniipften Anteile enthalten, weiterhin weniger als 1% vom Sollwert abweichen.
Die Tatsache, dafl die Werte der NLLz—N&herung innerhalb der Fehlergrenzen mit
denen der LLA zusammenfallen, erklirt sich daraus, dafl in der NLLz—Rechnung
zusétzlich zu den fithrenden Termen der LLA lediglich der nichtuniverselle Anteil
beriicksichtigt wurde, welcher im kollinearen Winkelbereich stark unterdriickt ist.
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Abbildung 6.4: Verhiltnis von mit LLA, NLL, und NLLyz genfihertem zu ungenihertem
Z~~y—Wirkungsquerschnitt, masselose Fermionen, voller Winkelbereich 64, 65 € [%, ™ — %],
Q1,Q2>107%(1 - 2)E
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Abbildung 6.5: Verhiltnis von mit LLA, NLL, und NLLy genfihertem zu ungenihertem
Z~~y—Wirkungsquerschnitt, masselose Fermionen, voller Winkelbereich 64, 65 € [%, T — %],
Q1,Q2 > 107%(1 - 2)E
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Abbildung 6.4 und 6.5 zeigen die Ergebnisse der entsprechenden Rechnungen fiir
den iiber den vollen Winkelbereich integrierten ete™ — Zvyy—Wirkungsquerschnitt.
Hier stellen wir fest, dal weder LLA— noch NLL.-Né#herung zufriedenstellende Er-
gebnisse liefern, die Resultate weichen zwischen 2% und 3% vom Sollwert ab. Dage-
gen liegen hier die Ergebnisse der NLLz—N&herung deutlich besser, was ein starker
Hinweis darauf ist, dafl auch fiir den Proze eTe~™ — Z~v nichtuniverselle Terme
bei Integration iiber den vollen Winkelbereich eine Rolle spielen.

6.3.2 Numerische Tests fiir massive Fermionen
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Abbildung 6.6: Verhéltnis von mit LLA, NLLgg, NLL,, und NLL.,,, genidhertem zu
ungendhertem Z~y~y—Wirkungsquerschnitt, massive Fermionen, Winkelbereich 61, 65 € [0,1°],
Q1,Q2 > 107%(1 — 2)E, Fehlerbalken von der Grée der Punkte. NLL,, und NLLy fallen
zZusammen.

Fiir massive Fermionen im Anfangszustand und kollinear im Kegel mit Offnungs-
winkel 1° um die Strahlrichtung abgestrahlte Photonen versagt, wie Abbildung 6.6
und 6.7 zeigen, die reine LLA recht deutlich. Bei einer Strahlenergie von 50 GeV
liegt die Abweichung bei etwa 15%, fillt aber bei TESLA-Strahlenergien um die
250 GeV deutlich ab und liegt je nach gewéihlter Minimalenergie der Photonen bei
nur noch etwa 3% oder schneidet die Linie der Sollwerte. Wie weiter zu erkennen,
ist die NLLgosi—Néherung, welche nur den QQLCLIQR*AHteﬂ der Korrekturen enthélt,
nur in der Ndhe der Z—Schwelle eine brauchbare Néherung. Bei Strahlenergien ab
etwa 50 GeV wird die Abweichung vom Sollwert immer drastischer, da hier aufgrund
der Phasenraumgeometrie des betrachteten Prozesses nicht beide Photonen gleich-
zeitig sehr weich sein konnen und somit die Niederenergieapproximation NLLggg
der néchstfiihrenden Terme versagt. Die Ndherung wird verbessert, wenn wie in der

82



NLL,,-Niherung alle mit der Fermionmasse behafteten Terme in O(m?) beriicksich-
tigt werden.
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Abbildung 6.7: Verhiltnis von mit LLA, NLLgog, NLL,, und NLL.,,, genihertem zu
ungendhertem Z~~y—Wirkungsquerschnitt, massive Fermionen, Winkelbereich 61,6, € [0, 1°],
Q1,Q2 > 1073(1 — 2)E, Fehlerbalken von der GréBe der Punkte. NLL,, und NLL fallen

zusaminen

Die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der NLL.,,,~ mit der ungeniherten
Rechnung zeigt, dafl im betrachteten Winkelbereich die Korrekturen durch nicht-
universelle Anteile vernachléssigbar sind. Dies wird ferner dadurch bestétigt, dafl
die NLL z—N&herung fiir ein kollineares Photon und die die in néchstfithrender Ord-
nung beitragenden Pseudo-O(m?)-Terme enthaltende NLL,,,~Néherung, welche sich
voneinander um einen nichtuniversellen Anteil unterscheiden, innerhalb der Fehler-
grenzen iibereinstimmen. Bis etwa 80 GeV fallen die Ergebnisse von NLL.,, NLL,,
und NLLy innerhalb der Fehlergrenzen zusammen, so daf3 in diesem Bereich die Kor-
rekturen nichsthéherer Ordnung durch die O(m?)-Beitriige dominiert sind. Ober-
halb von etwas 80 GeV fallen die Ergebnisse von NLL,, und NLLz im Verhiltnis
zur ungendherten Rechnung deutlich ab.

Die grofie Abweichung der LLA bei kleinen Strahlenergien erklart sich daraus,
daB die fithrende infrarote Ordnung der aus den Pseudo-O(m?)-Terme stammenden
Beitrige fiir weiche Photonen die Korrekturen dominiert. Mit wachsender Strahl-
energie wird der Phasenraum fiir harte Photonabstrahlungen zugénglich, der Anteil
der Korrekturen am totalen Wirkungsquerschnitt sinkt, wie die sich verbessernden
LLA-Ergebnisse zeigen. Offensichtlich sind jedoch mit wachsender Strahlenergie fiir
kollineare Photonen alle mit der néchstfiihrenden Ordnung im kollinearen Logarith-
mus verbundenen Korrekturen relevant, so daf§ die NLL,,,,—Approximation, welche
alle derartigen Terme enthélt, die beste Ndherung liefert.
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Die Abbildungen 6.8 und 6.9 zeigen die Beitriige der verschiedenen Niherungs-
methoden zum iiber den vollen Winkelbereich berechneten totalen Z~y-Wirkungs-
querschnitt fiir zwei kollineare sowie ein kollineares und ein akollineares Photon.
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Abbildung 6.8: Anteil des totalen Z~yy—Wirkungsquerschnittes fiir beide Photonen in den
kollinearen Winkelbereichen [0°,1°] oder [1°,179°]. Verhéltnis von ungendhertem und mit
LLA, NLL,, sowie NLL.4,, gendhertem Ergebnis zum ungeniherten Wirkungsquerschnitt
im vollen Winkelbereich, massive Fermionen, Q1,Q > 107%(1 — 2)E. NLL,, und NLL
fallen zusammen

Der Beitrag fiir zwei kollineare Photonen in den Winkelintervallen [0°,1°] oder
[1°,179°] zum Gesamtwirkungsquerschnitt liegt, wie Abbildung 6.8 zeigt, im betrach-
teten Energiebereich zwischen 35% und 46% des Gesamtwirkungsquerschnittes. Wie
zu erwarten, kommt das Ergebnis der NLL.,,,—Naherung dem Sollwert am néchsten,
bzw. fillt innerhalb der Fehlergrenzen mit selbigem zusammen. Auch die Ergebnis-
se von NLL,, und NLL; fallen wieder zusammen, weichen aber vom Sollwert ab,
jedoch lange nicht so deutlich wie das LLA—Resultat.

Abbildung 6.9 stellt die Beitriige zu totalen Wirkungsquerschnitt fiir ein kollinea-
res Photon im Winkelbereich [0°,1°] und ein akollineares Photon im Winkelbereich
[1°,179°] dar. Der Referenzwert der ungeniherten Rechnung liegt hier zwischen et-
wa 48% bei E = 50 GeV und etwa 46% bei E = 275 GeV. Von den genéherten
Ergebnissen weicht die LLA wieder am deutlichsten ab. NLL,,,, NLLz und NLL_.,,
fallen bei £ = 50 GeV in guter Ndherung mit dem Sollwert zusammen, weichen aber
mit steigender Strahlenergie immer stérker ab, wobei das NLLz—Resultat mit einer
Abweichung von bis zu 2% noch am néchsten beim Sollwert liegt.

Werden beide Photonen im als akollinear anzusehenden Winkelbereich [1°,179°]
abgestrahlt, dann fallen die Ergebnisse von LLA, NLL.,,,— und NLL,,—N&herung
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Abbildung 6.9: Anteil des totalen Z~y—Wirkungsquerschnittes fiir ein kollineares Photon
im Winkelbereich [0°,1°] oder [179°,180°] und ein akollineares im Winkelbereich [1°,179°].
Verhéltnis von ungendhertem und mit LLA, NLL,,, NLL.,, sowie NLL; genihertem Er-
gebnis zum ungenéiherten Wirkungsquerschnitt im vollen Winkelbereich, massive Fermionen,
Q1,Q2 > 1076(1 - Z)E

zwangsliufig zusammen, da im betrachteten Winkelbereich die O(m?)-Terme nur
vernachlissigbare Beitriige proportional m? zum totalen Wirkungsquerschnitt lie-
fern und damit bis auf Terme in O(m?) dasselbe Ergebnis wie die LLA. Auch die
Ergebnisse von NLL.,, sowie NLLyz weichen nur um etwa 1% vom Sollwert ab, wo-
bei der NLL z—Beitrag dem Sollwert wieder am néichsten kommt. Die Beitréige zweier
akollinearer Photonen liegen um die 17% bei Strahlenerigen um die 50 GeV und fal-
len zunehmend ab bis zu um die 12% bei einer Strahlenergie von etwa 275 GeV. Wir
verzichten an dieser Stelle auf eine Darstellung der Ergebnise, da die numerischen
Ergebnisse zu dicht beisammen liegen.

Zusammenfassend kénnen wir erwarten, dafl die NLLz—Néherung mit etwa 1%
Abweichung vom Sollwert die beste Approximation an den totalen Wirkungsquer-
schnitt im vollen Winkelbereich liefert, obwohl die NLL,,,—Ergebnisse fiir kollineare
Photonen besser liegen. Abbildung 6.10 und 6.11 bestétigen diese Annahme.

Fiir den iiber den vollen Polarwinkelbereich integrierten totalen Wirkungsquer-
schnitt liefert nun nicht mehr die NLL.4,,— sondern die NLLz—Approximation die
beste Naherung. Dies erklirt sich offenbar daraus, daf fiir den totalen Wirkungsquer-
schnitt im vollen Winkelbereich die Beitrige der O(m?)-Terme zusammen mit den
nichtuniversellen Termen die Beitrage der néchstfithrenden kollinear—logarithmischen
Ordnung dominieren. Die Ergebnisse der LLA und der LLA plus der Niederenergie-
approximation der O(m2)fBeitrage, NLLgof, liefern keine zufriedenstellenden Er-
gebnisse.
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Abbildung 6.10: Verhiltnis von mit LLA, NLLgog, NLL,,, NLL.,,, und NLLz genéher-
tem zu ungenédhertem Z~~y—Wirkungsquerschnitt, massive Fermionen, voller Winkelbereich
01,05 € [O, 1800], Q1,Q2 > 1076(1 - Z)E
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Abbildung 6.11: Verhéltnis von mit LLA, NLLgog, NLL,,, NLL.,,, und NLLz genéher-
tem zu ungendhertem Z~~y—Wirkungsquerschnitt, massive Fermionen, voller Winkelbereich
01,02 € [0,180°], Q1,Q2 > 1073(1 — 2)E
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Am geplanten Linearbeschleuniger TESLA werden, anders als bei LEP, wesent-
lich hohere Strahlenergien verfiigbar sein. Daher miissen, um Prézisionsmessungen
zu erméglichen, die Einfliisse durch Strahlungskorrekturen hinreichend gut bekannt
sein. Die fiir von weichen Photonen dominierten Vorhersagen fiir LEP werden bei
TESLA-Strahlenergien um Terme hoherer Ordnung in der Entwicklung nach grofien
Logarithmen zu erweitern sein. Ziel dieser Arbeit war es, Korrekturen néchstfithren-
der Ordnung zu untersuchen und sie nach Moglichkeit wie die fithrenden logarith-
mischen Beitrige zu resummieren.

Der Wirkungsquerschnitt oc+.-_, x 1y der Abstrahlung von N Photonen durch
die Fermionen im Anfangszustand ldsst sich allgemein als Reihe im kollinearen L.
und infraroten Logarithmus Lig ansetzen, vgl. Gleichung (1.1).

N
a\ N N, NeT M
Oete XNy = (7) NS ofermnerpm (7.1)

Die weiche Naherung bestimmt die Koeffizienten Cg?C’N) aus Gleichung (7.1), die

LLA die Koeffizienten C&N’HIR), 0 < ne,nir < N. Fiir eine prizisere Rechnung ist es
unabdingbar, auch Kenntnisse iiber die Eintrige in der zweiten Zeile der Koeffizien-
tenmatrix in Gleichung (1.1) zu erlangen, welche die Korrekturen néchstfithrender
Ordnung (NLL) im kollinearen Logarithmus beschreiben. Es treten verschiedene Ar-
ten dieser NLL-Korrekturen auf.

Fine Variante ist die auch im Fall masseloser Fermionen im Anfangszustand
auftretende Zwei—Photon—Korrektur aus der Abstrahlung eines Paares zweier nicht
streng gegeneinander geordneter Photonen ~;,v;41, welche durch die Zwei—Photon—
Splittingfunktion T'(z;;) beschrieben werden. Diese hingt nur vom Gesamtenergie-
verlust durch Abstrahlung beider Photonen ab. Bei Abstrahlung von n Photonen
ist fiir alle Paare nacheinander abgestrahlter Photonen eine derartige Korrektur an-
zubringen.

In der Rechnung mit massiven abstrahlenden Fermionen im Anfangszustand wur-
de deutlich, dafl durch nichtverschwindende Fermionmassen nichtvernachléssigbare
Beitriage néchstfithrender Ordnung im kollinearen Logarithmus L. auftreten. Diese
von uns als O(m?)-Korrekturen bezeichneten Terme weisen im differentiellen Wir-
kungsquerschnitt im Limes kleiner Winkel dasselbe Verhalten wie die die fithrende
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logarithmische Ordnung liefernden Beitriige auf. Bei akollinearen Winkeln verhalten
sie sich allerdings wie Terme der GroBenordnung O(m?/E?). Diese Beitriige sind
daher bei der Berechnung des totalen Wirkungsquerschnittes nicht vernachléssig-
bar, wenn der Integrationsbereich Winkel der Gréflenordnung O(m/E) einschliefit.
Sowohl die Zwei-Photon— als auch die O(m2)—Korrekturen wurden in Kapitel 4 be-
handelt. In Kapitel 5 wurden die durch Hinzufiigen dieser NLL-Korrekturen zur in
der fithrenden logarithmischen Néherung LL A berechneten Fermionstrukturfunktion
auftretenden Anderungen in der Evolutionsgleichung

1
ai DA (4, 1, / %& )yDLLA (Z,Lc> (7.2)
¢ 0
DUA (2, L) (2,0) = 6(1 — z) (7.3)

der Radiatorfunktion D"“A(z,L.) betrachtet. Dabei stellte sich heraus, daf die
O( 2)-Korrekturen die Anfangsbedingung #ndern, nicht aber die Evolutionsglei-
chung, welche fiir die korrigierte Radiatorfunktion DNLLm (z,L.) von derselben Form
ist wie die fiir den LLA-Radiator D" (2, L.). Neben der Splittingfunktion P(x) =
(14 22)/(1 — ) tritt hier noch R(z) = 2x/(1 — ) auf:

ot - (2) [Erepie(Ba) o
0

DN (32 0) = 6(1 — 2) — (%) Ry (z) (7.5)

Die um die Zwei-Photon-Korrekturen erginzte Radiatorfunktion DNe(z, L) be-
sitzt eine verdnderte Evolutionsgleichung:

aiCDNLLc(;C L.) /lciz (%) T+(z)] DNLL. <§7Lc> (7.6)
0

mit derselben Anfangsbedingung wie die LLA-Gleichung (7.2).
DNELe(3:.0) = §(1 — ) (7.7)

Die alle universellen Korrekturen, mit anderen Worten Zwei-Photon— und O(m?2)-
Korrekturen, enthaltende Radiatorfunktion DNFretm () 1L.) hat eine verinderte Evo-
lutionsgleichung:

1
9 NLLctm dZ aQ NLLcjm (£
a0 Lo / Slpe+(G) e (GL) @8
0
mit der Anfangsbedingung
DNLLetm (2 0) = §(1 — ) — (9) R () (7.9)
T
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In Kapitel 6 wurden die Ergebnisse der Rechnungen aus Kapitel 4 anhand der
Prozesse ete™ — Zvy und ete™ — Zvy iiberpriift. Durch Erweitern der Reihen-
entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes um die Terme der néichstfithrenden
logarithmischen Ordnung konnte eine Verbesserung der Néherung fiir im kollinea-
ren Winkelbereich abgestrahlte Photonen erzielt werden, so dafl eine verbesserte
Abschéitzung fiir den differentiellen und totalen Wirkungsquerschnitt im Bereich
kleiner Winkel um die Strahlachse moglich wird. Der fiir die numerischen Tests
herangezogene auch experimentell relevante Prozel eTe™ — Z + mvy ist insofern
ein Spezialfall, als durch die Impulserhaltung die Energie eines der Photonen in
Abhéangigkeit von den iibrigen Photonenergien gegeben ist. In der Entwicklung des
totalen Z 4+ ISR-Wirkungsquerschnittes nach fiihrenden Logarithmen tritt eine um
eins niedrigere Potenz im infraroten Logarithmus auf, als im allgemeinen Fall zu
erwarten ware.

Wir stellten fest, daf§ fiir die Entwicklung des totalen Wirkungsquerschnittes
im vollen Winkelbereich zur néchstfithrenden Ordnung in den kollinearen Logarith-
men auch nichtuniverselle Terme beitragen konnen. Dies wird immer dann mdoglich
sein, wenn die Energie eines der abgestrahlten Photonen durch die Impulserhal-
tung als hart festgelegt ist, wenn es sich also beim Bornwirkungsquerschnitt, im
hier betrachteten Beispiel o+.-_ z,(s), um einen bereits ein Photon enthaltenden
2 — 2-Prozefl handelt. Ob nichtuniverselle Stiicke auftreten oder nicht, hingt wie
in Kapitel 6 besprochen, von der Art der Kopplung im 2 — 2-Bornprozef} ab: bei
Vektor—und Axialvektorkopplung treten nichtuniverselle Stiicke auf, bei skalarer und
pseudoskalarer Kopplung hingegen nicht.

Zumindest ein Teil dieser Korrekturen kann beriicksichtigt werden, indem der
betreffende differentielle Bornwirkungsquerschnitt analytisch berechnet wird, die
fiihrenden und néchstfithrenden Terme identifiziert werden und die universelle NLL,,,—
Radiatorfunktion um einen auf den zu betrachtenden Prozef} zugeschnittenen nicht-
universellen Anteil ergénzt wird. Wir stellten fest, daf sich fiir Wirkungsquerschnitte
der Art eTe™ — Z +nry dieser nichtuniverselle Beitrag bei Integration iiber den vol-
len Winkelbereich mit den O(m?)-Beitrigen gerade wieder zu einem zur universellen
Splittingfunktion P(z) proportionalen Term zusamenfiigt. Dieser Term ist mit ei-
nem logarithmischen Faktor —n (o /)" L2~ behaftet, welcher dem nichstfithrenden
Beitrag im kollinearen Logarithmus aus (L. — 1)™ entspricht. Die herkémmliche Me-
thode, fiir weiche Abstrahlungen NLL-Korrekturen durch Ersetzen des kollinearen
Logarithmus L. mit L. — 1 zu beriicksichtigen, liefert fiir harte Abstrahlungen nur
einen Teil der Korrekturen néchstfithrender Ordnung. Bei harten Abstrahlungen ist
zuséatzlich noch die Zwei—Photon—Korrektur zu beriicksichtigen, welche im Limes
weicher Abstrahlungen vernachldssigbar ist.

Um die korrekte Statistik aller abgestrahlten Photonen zu gewéhrleisten, mufl
die Faltung der berechneten Radiatorfunktion mit einem Bornprozefl durchgefiihrt
werden, welcher selbst keine von den ISR-Photonen ununterscheidbaren weiteren
Photonen abstrahlt. In unserem Beispiel ist daher als Bornprozef3 der zu einer Del-
tafunktion proportionale eT™e™ — Z-Wirkungsquerschnitt einzusetzen, obwohl der
eigentlich relevante Prozefl niedrigster Ordnung ete™ — Z+ ist. Durch Erweiterung
der LLA—Radiatorfunktion um die NLL,,—Terme und den nichtuniversellen Anteil
aus oz, wird der eTe” — Z~y-Wirkungsquerschnitt exakt reproduziert. Das LLA—-
Ergebnis fiir den gendherten totalen Wirkungsquerschnitt néchsthoherer Ordnung
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in den Photonabstrahlungen, o+.-_, 7, (s), weicht bei Integration iiber den vollen
Winkelbereich um etwa 5% von der ungendherten Rechnung ab, mit obigen Néhe-
rungsmethoden kann dagegen eine Genauigkeit von etwa 1% erzielt werden.

Fiir die Zukunft wére es sicherlich eine Ausweitung der Betrachtungen der néchst-
fithrenden logarithmischer Beitrige auf die QCD interessant, da dort auch fiir eine
Theorie mit massiven Fermionen Massensingularitéiten aufgrund der Drei—Gluon—
Kopplung auftreten kénnen. Ferner wire eine weiterfithrende Betrachtung nicht-
universeller Stiicke fiir andere Prozesse sinnvoll, um prozeabhingige Korrekturen
zur universellen Radiatorfunktion bereitzustellen. Auch wire eine Anwendung der
zur numerischen Losung der herkémmlichen Evolutionsgleichung (7.2) verwendeten
Methoden auf die durch Beriicksichtigen der Zwei—-Photon—-Korrekturen verdnderte
Evolutionsgleichung (7.8) geeignetes Thema einer weiteren Betrachtung.
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Anhang A

Notation
A.1 Impulse
Konventionen fiir Impulse (8 = 4/1 — Tg—j)
Positron e™ pt = FE(1,0,0,0)
Elektron e~ p'*=FE(1,0,0,—0)
Photon ~; k' = Qi (1,sin6; cos ¢;, sin §; sin ¢;, cos 0;)
Z-Boson Z P = (Qz,qxsin0zcos ¢z,q,sinbzsin ¢z, q, cosly)
(A1)
Fiir als masselos gendherte Fermionen gilt g = 1.
A.2  Vertizes
Abbildung A.1:
et et
Z Y
e e
1
i (GiMZ\2 :
_ﬁ ( {/§Z>2'Yu [Rs (1 +75)+Ls (1_75)] L€
Ly = 2sin?6,—1 (A.2)
R, = 2sin%4, (A.3)
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A.3 Gamma—Matrizen

Wir verwenden die Diracschen Gamma—Matrizen in der chiralen Darstellung,

- (0 o
5= ( 07 ) (A1)
(10
=1\ 1
mit den Pauli-Matrizen
g = {01,02,03} (A.5)
B 0 1 0 —i 10
N 10 )7\ ¢ 0o/)’\L0 -1
Es ist
0 0 (a®—a®)  —(a' —ia?)
0 0 —(a' +ia®)  (a® +a?)
= K —
d=auy (@ +a%) (a! —ia?) 0 0 (A.6)
(a' +ia?) (a® —a?) 0 0

A.4  Struktur iterierbarer Beitrédge

In Abschnitt 3.2.2 wurde bereits gezeigt, daf der inklusive Wirkungsquerschnitt fiir
die Abstrahlung sehr weicher Photonen durch Multiplikation des Bornquerschnittes
mit einer die fithrenden Logarithmen enthaltenden Exponentialfunktion darstellbar
ist.

0_;§R, soft (S, Orin = 0, Omax = T, Qmina Qmax) (A.7)
B a _ (0)
oo () e 1}

Allgemein kann jede Summe Y7, Iy,(a,b) aus wie folgt definierten Integralen

Yk+1

T(ayis1) = / T () £ () (A5)

a

als Exponentialfunktion geschrieben werden, unabhéngig von der Struktur des Aus-
gangsintegranden f(y1)

Y2
L(y) = / Fu)dyn

a

= F(y2) — F(a) (A.9)
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I(y3) = /11(y2)f(y2)dy2

Y3

<

F(ya) f(42)dys — F(a) / 1y (42) £ (o)

a

[\D\»—tﬁ\

[Flys) — F(a))? (A.10)

Mit dem Ansatz

Tn(ns) = - [Flyner) — Fla)] (A1)

erhalten wir im n—ten Induktionsschritt

IN<yn+1) = / In—l(yn)f(yn)dyn (A~12)
1 ;n+l
— oty [ )~ PP S,
oy )~ Pl —((Z__f)). [ 1F )~ F@P £ o)y,
Ia . . n_1 Yn+1 -
B (n(y—JS? [Flyns1) = F@)"™ - ((n—l))! / [F(yn) = F(@)]"™" £(y)dya
Yn+1
- (nFﬁag)M / [F(yn) = F(a)]"2 f(yn)dyn

- (n — 1)‘ [F(yn-‘rl) - F(a)]n_l
1

= [F(yn+1) — F(a)]”

Die Giiltigkeit fiir n = 2 wurde in Gleichung (A.9) gezeigt. Bei Summation iiber alle
I,(a,b) folgt mit [y :=1

[eS)
Iinklusiv — Z In(a, b)
n=0

=3 [Fla) ~ F)”
n=0

= exp {F(a) — F(b)} (A.13)

93



sehen wir, daf sich die Reihe > > ; I,(a,b) als Exponentialfunktion schreiben lésst.
Dieses Ergebnis ist allein durch die Struktur der oben definierten Integrale I, (a, yn1)
bedingt und wird zur Berechnung inklusiver Wirkungsquerschnitte benotigt.
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Anhang B

Phasenraumintegrationen

B.1 Phasenraumintegration fiir a — n Teilchen

Die Phasenraumgrenzen héngen nur von den Massen und Impulsen der Teilchen in
Anfangs— und Endzustand ab, daher ist es an dieser Stelle ausreichend, anstelle des
totalen Wirkungsquerschnittes

1 (27’(’)4 (4) “ ° 2 L dgkfz
a—n = 5. ~ j i B.1
o) = 56 | e (w2 | IMP I g )

das n—dimensionale Phasenraumintegral

1 w [~ - ~ Bk
Toon|ll=———— /6 P — k; B.2
nll) = s | Y- 3ok Mg (B.2)
zu betrachten. Der totale Wirkungsquerschnitt folgt durch Einsetzen des iiber die
Polarisationen der Anfangsteilchen gemittelten und iiber die der Endteilchen sum-
mierten quadrierten Ubergangsmatrixelementes | M |2 und Anbringen statistischer
Faktoren C.

Cam(s) = éra% | M ] (B.3)

Durch Integration iiber die vierdimensionale Deltafunktion wird die Anzahl der
freien Integrationsvariablen auf einen neuen Satz ® von (3n —4) Variablen reduziert.
Das Integral geht damit in

Lt = [ p(@)de (B.4)

iiber. Die Phasenraumdichte p (®) ist zusammengesetzt aus Vorfaktoren und Jaco-
bideterminanten, die wihrend der Integration auftreten kénnen. Das Hauptproblem
fiir eine numerische Rechnung besteht in der Bestimmung des physikalischen Be-
reichs des Phasenraumes oder genauer der Integrationsgrenzen der einzelnen Varia-
blen, die fiir mehr als zwei Teilchen im Endzustand auf nichttriviale Weise zusam-
menhéngen [10].
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Abbildung B.1: 2 — 2
P k1

/

P ko

B.2 Phasenraumintegration fiir 2 — 2

Die Phasenraumintegration wird im Schwerpunktsystem der beiden einlaufenden
Teilchen durchgefiihrt, welche hier als Teilchen gleicher Masse m vorausgesetzt wer-

den. Die ITmpulse sind (3 = /1 — m2/E?)
P =E(1,0,0,0)
p/M =K (170707 _ﬁ)
k' = (Q1,q15in6,0,q cosb)
ky = (Q2,—q1sin6,0, —q1 cos 6)

(B.5)

Wir berechnen

1
Tyo[l] = Sa@n e /5<4> (p+p — ki — ko) 8 (k2 — MP) 6 (k3 — M3) d'krd" ks

1
= 327T82\/)\(3,M12,M22)/d0080

wobei die Lambdafunktion A (a, b, ¢) definiert ist als

M(a,b,c) = (a—b—c)? — 4bc (B.7)

(B.6)

B.3 Phasenraum fiir 2 — 3, Spezialfall M1 = My =0

Abbildung B.2: 2 — 3

P k1
ko
P’ ks

Das Phasenraumintegral (B.2) geht im Fall von 2 — 3 Teilchen iiber in

3 3
Ry 3 = (2;’3_4 /5(4) (p —HU/ - Z kz) H 5(]%2 - Mz2)d4ki (B-S)
™
=1 =1
dQ1dSY; dQ2dds

1 /
= [ 5 (0 — = k) = 213) \JQF — M @ — g
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Die Rechnung kann vereinfacht werden, wenn als Bezugssystem wieder das Schwer-
punktsystem p'+ ];’ = 0 der einlaufenden Teilchen (gleicher Masse m) gewihlt wird.
Da wir fiir unsere Rechnungen nur den Spezialfall eines massiven und zweier mas-
seloser Teilchen im Endzustand benétigen, setzen wir M7 = Ms = 0 und verwenden
die Deltafunktion, um die QQo—Integration auszufiihren.

R ! / CZ%S _ Ql) Q1dQ1dQ1d (B.9)
2—3 = 1alg1adl1a3 i .
4(2m)> 4F (1 — %(1 — cos w12)>2
mit
sfMg .
Qs = m — & (B.10)
( — %(1 — cos¢12)>

und dem Satz ®(Q1, 01,02, ¢1, p2) von unabhingigen Integrationsvariablen, wobei

2

0 < ¢1,¢2 < 2, 0< 61,00 <m, 0<@1 < 1B

Der Winkel 115 zwischen den rdumlichen Photonimpulsen berechnet sich aus

cos 112 = cos 01 cos Oy + sin 61 sin Oz cos(p1 — ¢P2) (B.11)

B.4 ProzeB ete™ — Z

Abbildung B.3:
p

Z,k

Wir berechnen das Matrixelement fiir den Proze8 eTe™ — Z im Schwerpunkt-
system der einlaufenden Teilchen. Die Impulse seien festgelegt als

p' = E(1,0,0,03)
p/N = E(170707 _B) (B12)
ky = (p+p')"

Ferner verwenden wir folgende Abkiirzungen fiir die (e*e™Z)-Kopplungen

C=Rs(1+5)+ Ls(1 —s)

- (B.13)
C=Rs(1 —5) + Ls(1+5)
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Damit ist

Mz (p.p') =Vz0 (p,s)#2zCu(p', ) (B.14)
wobei Vy = —% (G’:/A;%> Wir erhalten mit s = 4E? fiir das quadrierte, iiber

die Anfangsspins gemittelte und iiber die Polarisationen im Endzustand summierte
Matrixelement das Ergebnis

2
% > Mz (0. = (G%Z> [(R? + L2)(s — 2m?) + 8R,Lym® + (R, — L)*m?]
Pol

(B.15)
Im weiteren Verlauf der Rechnung wird folgendes Integral I»_,; auftreten:
1 d'k
Ly = 2/(277)45(p+p/ — k) | M6 (R - M) S
§ (27) (B.16)

2T 5 9
wobei hier

G M

V2

J gé (s — M3) ( > [(RZ + L2)(s — 2m?) + m? [8RsLs + (Rs — Ly)?]]

(B.17)

B.5 ProzeB ete” — Z~

Wir berechnen nun den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir den Prozefl eTe™ —
Z~y. Da es sich um einen 2 — 2—Prozefl handelt, ist, wie oben erwahnt, die Energie der
Endzustandsteilchen durch die Energie der Teilchen im Anfangszustand festgelegt.
Gerechnet wird wie vorher im Schwerpunktsystem der einlaufenden Teilchen, d.h.
wir legen die Impulse fest wie folgt:

P =E(1,0,0,0)
p/# = E(170505 _ﬂ)

E* = Q(1,sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6) (B.18)
K= (ot — R
ky =M

und die Photonenergie ist im Schwerpunktsystem gegeben als

4E% — M2

@ ="

(B.19)
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. 2
Mit Vz, = —% (G%Z ) schreiben wir das Matrixelement als

— m)YaC «C h— m ;7
Efﬁ _ ]Z);i-_ 3732 + 2 (pfﬁ_ k)éé-l_-mz’m u(p',s')

= Vzvé‘ﬁa% (Mg + MB)ua

Sy p; v(p,s u(p,s
(MA)ua_ <(pk) (p’k)) (pa )7&0 (p, )

aC OéC / /
0 (2038 1

M(Zsj/) = Vz,ebe% (p, 5) [%

(B.20)
Um das quadrierte und iiber die Z— und y—Polarisationsrichtungen summierte
Matrixelement zu berechnen, fithren wir folgende Abkiirzungen ein:

§ :E,ug*y — _g,uzz — S};yu/

Pol

' L . (B.21)
Y by =g+ 7]@22 =87 + Ky
Poly Z Z

Da das Z—Boson im Limes masseloser Fermionen an einen erhaltenen Strom koppelt,
werden im Limes m — 0 die mit K%" := klk%, kontrahierten Terme wegfallen. Fiir
massive Fermionen ist der S, Kz Anteil mit einem Faktor m?/M% unterdriickt und
tragt weder zur fithrenden noch zur néchstfithrenden logarithmischen Ordnung bei.

Im Laufe der Rechnung ersetzen wir alle invarianten Skalarprodukte durch die
Mandelstam—Variablen s, ¢t und u,

s =@+10) =(k+kz) (B-22)
t =(p—k?> =0 —kz) (B.23)
u =@ —k? =@-kz)? (B.24)
welche die Beziehung
s+t +u= Mz +2m? (B.25)

erfiillen. Wir berechnen unter Verwendung der in Tabelle B.1 definierten Abkiirzun-
gen

b o m?2 m? 2(pp)
S’LYL SZB (‘MA|2)(;U/)(0¢,B) = [(pk)z + (p’k)2 B (pkﬁilk)] ‘Tl
2m?(s — 2m? 2m?(s — 2m? 2(s — 2m?2)?
= 16(R + L) [ (t(— m2)? = (u(— e ) (t —(m2)(u —)m2)] (20
4m? 4m? 4(s — 2m?2
R R e R e ]|
und
50598 (M) S S SIS S
702 N Gues) T (k)2 2 T a(pk)? T Apk) (k)
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m2 2
16(R2 + L?) [((t - m2)) + ((i - mg))] (B.27)

sowie den Realteil des Mischterms

2R {8155 (MM ) | (B:28)
1 1 1
=2 [—WTua - WTmb + 20k (k) (Thoe + T12d)}
B 2m?(u —m?)  2m2(t —m?)  2(s —2m?) 2m?
= 16(R; + L) [_ C—m22  (w-mE T (a—m?)  (—m?)
2(s —2m?)  2m® }
C—m®) (-

Wir erhalten somit fiir den S.,.Sz—Anteil des iiber die Photon— und Z-Polarisationen
summierten Matrixelementes

SIS Mz Py = [Vir PSSP M+ M 0 (B.29)

= [Vz, 2 [16(R§ + L) Tig(r2112) + 32Rs Lem*Tsop, L,

’ Bez. ‘ Definition ‘ Ergebnis
T tr{(yf — M)y O+ m)@ﬂ} “16(R2 + L2)(pp') — 64R,Lym?
= —8(R? + L?)(s — 2m?) — 64R,L,m?>
oo | tr{(F = m)rlln CH +m)C7 iyt } 16(R2 + L2) - 4(pk) (')
= 16(R% + L) (t — m?)(u — m?)
Ty | {6 = m)COv b +m)r T | Tha
Toc tr{ # —m)un O + M)v“ﬂwé} 0
Tioe tr{@ — m)pkr C + m)mv} “16(R? + L2)m2(p'k) — 64R, Lym? (pk)
8(R2 + L?)m?(u — m?) + 32RsLym?(t — m?)
T | te{(# = m)Couly @ +m)Ty” | —16(R2 + L2)m?(pk) — 64R, Lym?(p'k)
=8(R2 + L2)m?2(t — m?) + 32R,Lym?(u — m?)
T | 6{( - m)nCBW +m)Tr | ~16(R2 + L2) [2(p0')(pk) — m* (/)]
—64R,Lsm?(pk)
=8(R%+ L?) [(s — 2m?)(t — m?) — m*(u — m?)]
+32R,Lym?(t — m?)
Tioa | te{ (8 — mp n CF +m)Cr" } —16(R2 + L2) [2(p0) (p'F) — m? (pk)]
—64R,Lym?(p'k)
= 8(R2 + L?) [(s — 2m?)(u — m?) — m?(t — m?)]
+32RsLym?(u — m?)

Tabelle B.1: Zur Berechnung von S#”S’gﬁ (|MVZ|2)(W)(aﬁ) benétigte Spurterme
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mit

1
T16(R§+L§) = = m2)(u — m2) [52 + M% — 4m2(5 + M%) + 8m4} -2
1 1
2 2 2
— 2m2(M2 — 2m?) ((t IR m2>2> (B.30)
und
1 1 8s — 16m>
T I B.31
32RsLs 8m ((t —m?)? - (u— m2)2) (t —m?)(u —m?) (B.31)

Das komplette iiber die Spins der Anfangsteilchen gemittelte und iiber die Po-
larisationsrichtungen der Endzustandsteilchen summierte quadrierte Matrixelement
lautet bis auf vernachldssigbare Terme in O (m2 / EQ)

L e (G [ oweay | ey
1 |MZ'y| = 2¢? < \/§Z> (Rg +L§) [(s—M%)(U _ZmQ) + (S—M%)(t _ZmQ)

2m2 M2 2m2M?%
(t—m?)2  (u—m?)?
Mit  := M%/s und Q = (s — M2)/4E = (1 — ) E erhalten wir den entsprechenden

Ausdruck in Abhéngigkeit von der Energie E der einlaufenden Teilchen und dem
Winkel 6 des rdumlichen Photonimpulses zur Strahlrichtung als

+ O(m?) (B.32)

1
Mo

G M2
— 4¢2 (%) (R?+L?)-
2 2

xm xm
© E2(1—2)2(1 = Bcosh)?  E2(1—x)%(1 + Beosh)

(1+2) (1442
(1—2)2(1—=pBcosf) (1 —x)%(1+ [cosh)

5| + O(m?)

(B.33)

B.6 ete” — Zvyy

Zur Berechnung des quadrierten und polarisationssummierten ete™ — Zyy—Matrix-
elementes konnen die Ergebnisse der vorangehenden Abschnitte herangezogen wer-
den. Gerechnet wird wieder im Schwerpunktsystem der einlaufenden Teilchen, mit
den Impulsen
pu = E(]‘70707/3)
p//J' = E(]-a 07 07 7B)
kY = Q1(1,sin 0y cos ¢1, sin 0; sin ¢, cos b1)
k5 = Q2(1, sin B2 cos ¢a, sin O sin ¢, cos b)
Ky=@@+p — ki — ko)
2 2
kZ - MZ
Die Photonenergie Q2 ist im Schwerpunktsystem in der Naherung eines zu p kollinea-

ren Photons gegeben durch Gleichung (6.7), in der N#herung eines zu p7 kollinearen
Photons durch Gleichung (6.8).

(B.34)
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B.6.1 Genéhertes Matrixelement fiir Abstrahlung eines zu p'kollinearen Pho-
tons

Nach Abstrahlung des ersten Photons lduft in guter Ndherung ein Fermion mit Im-

puls p1 = p — kq, p% =: m% in den Restprozel ete™ — Zv ein. Mit dem Vorfaktor

2
Vzy = —% (G%Z ) schreiben wir das zugehdrige Matrixelement in guter Néhe-

rung als

M’Yal VZV€2€ZU (pla ) [’Vﬂ(kl 7¢1 : m)%C + (¢/ kQ - m)’m] (p 75/)

(p1 — k2)? — m? (p — k)2 —m?
= Vzyehey (Ma + Mp),,, (B.35)
P Pu ) -
Mo = (25 = Y 0 1) 200 (79) (B30

- Y kZ’YaC (m - m1)’)/ YaC ’YOAC'%Q'Y ;o
(MB) 0 =7 (p1,5) <—M2(p1k32) + —2(p1k'§) - —2(p’k2l;> u(p,s') (B.37)

Wie bereits bei der Berechnung des differentiellen Z~vy—Wirkungsquerschnittes zu se-
hen, stammen die nicht vernachlissigharen O(m?)-Beitriige allein aus dem quadrier-
ten Faktor (p1,/(pik2) — p,/(p'k2)) von (Ma4),,- Im Laufe der Rechnung ersetzen
wir alle invarianten Skalarprodukte durch die modifizierten Mandelstam—Variablen

5, t und 7,
§ =(+p) (B.38)
t~ = (p1 - k2)2 (BSQ)
u = (p' — ko) (B.40)
welche die Beziehung
§+t4a=ME+m?4+m? (B.41)

erfiillen. Die weitere Rechnung wird analog zum vorherigen Abschnitt ausgefiihrt.
Wir berechnen unter Verwendung der in Tabelle B.2 definierten Abkiirzungen

4S5 (IMal?),

(1) (o)
_ [ 4m? N 4m? 8(p1p’) A
(o1 = k2)? =2 (0 = k22 =22 (01— ko) = m®) ((F/ = ho)2 =) ] ™
2m33 2m?s 2(5 m2 —m?)?
=160+ 28 [~ 2 G ) O
und
St 857 (IMp)?) () () (B.43)
Tha Top 2%{Tzc}

Tk = (0 =k = (1 k) = ) (¢ = Ra)? = )
(@—m?)  (t—m?) m2—m%]+0( )

= 16(R? + L?) (t—m2)  (a—m?) (I —m?2)?
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’ Bez. ‘ Definition ‘ Ergebnis/(R? + L?)

T {1 — m)3 O +m)Cy | ~16(p1p') + O(m?)
= —8(5 —m? —m?) + O(m?)
Too | tr{1 —m)u ko OO +m)Cr¥ " } 64(p1 k) (9'2)
= 16(f — m?)(@ — m?)
Ty, | tr{(h — m)Cr k@ +m)y kT Too
oo | te{ (@ —m)yubor O +m)rkay T} 0
Tioa | 6{0h —m)pihar,CW +m)Tr } —16m3(p/ka) + O(m? (f — m3))
= 8m3(a — m?) + O(m?)
Tiw | 6{@h —m)Cvbed @ +m) T } —16m?(p1kz) + O(m?(E — m}))
= 8m?2(t —m?) + O(m2(t — m?))
Tioe | {1 —m) Ol (@ +m)Cv” | 16 [2(p1p)(p1k) — m3 (p'h2)]

+O(m?(t —mj))
=8[(5—m?—m?)(t - m?) —mi (@ —m?)]
+0(m?(t —m3))

Ti2q tr{(% —m)p ko, C(p + m)67”} —16 [2(p1p)) (p'k2) — m?(p1ks)]
+0(m?(@ —m?))
=8[(8—m}—m?)(a—m?) —m?(t —m})]
+O(m?(a — m?))

Tabelle B.2: Zur Berechnung von Sﬁfysgﬁ (‘MVZP)(W)(aﬁ) bendstigte Spurterme

sowie den Realteil des Mischterms

T T (Tuc + T12d)
uv gof3 * _ . 12¢ 12b
2%{&{ %z (MBMA)(W)(QB)} ? 2(p1k2)?  2(p'k2)?  2(prk2)(P'k)
25 02 207 _ 2 i 2 2 2
:16(R§—|—L§)[—2m~1(u m)_2m~ (t—m*) 2(5 ~mj m?) ~2m
C—m2 @22 T @—md) ()
2(s —m? — m?) 2m? ]
+ — —
C—m®) Gomd

Wir erhalten somit fiir den relevanten Anteil des iiber die Photon— und Z-Polarisa-

tionen summierten Matrixelementes

S gl (B.44)
Pol
=2 4 2 27172
+ M 2mM 2m*M
— [V |P16(R? + L2 5 o Sz T2 O(m?
‘ Z7| ( s s) (t_mg)(u_mg) (t—m2)2 (u_m2)2 (m>
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B.7 Nichtuniverselle Terme bei Skalar—, Pseudoskalar—, Vektor—
und Axialvektorkopplung

Wir untersuchen das Matrixelement

(ss') _ 255 Wl —p+mU TG —k+mou]
My, —eU(P,S)[(pk)2m2 + W — B2 —m? u(p',s)
o (D) )

7 Ju

(B.45)

(M) = (O?;) - D)oo ()

T _ 5 Yu kL _ LRy .
eines hypothetischen 2 — 2-Prozesses ete™ — Z ++v mit einem massiven Teilchen Z

der Masse My auf nichtuniverselle Stiicke bei Skalar—, Pseudoskalar—, Vektor— und
Axialvektorkopplung von Z an die Fermionen. Wir berechnen unter Verwendung

’ Bez. \ Definition \ Ergebnis ‘
i [ wf{w-mw +m) A(pp') — 4m?
) | o{@ - m) k@ +mk | —16(pk) (p'k)
) | W= b+ m)ry T,
) | o — m) k@ +m)r ] 16(pk) (p')
h | o - mpkw +m)} —4m? (pk) + dm>(p'k)
th | w{w-mm e +m)} —4m? (k) + 4m? (ph)
Th) | u{@-mE@ +m)} | 4w (k) - 42k + S(ok) (p)
Thy | e{@—mw k@ +m)} | —amP k) — 42 'k) + 8K ()

Tabelle B.3: Skalare Kopplung

der in Tabelle B.3 bis B.6 aufgefiihrten Ergebnisse fiir die verschiedenen Kopplungen
I =1,75,v",7"vs die Beitrige
2

v (1) o m? m Q(pp’) o
S# sz:p OMA |2>(Hu) N |:_ (pk)2 - (p/k)Q + (pk)(p/k):| 'Tl (B.46)

und

1 1 2
SHv M2 _ 7 _ T(1)+7§R T(F)
! szzr (1415 )w (k)2 2% T Ak T (k) (Wk) {z}

sowie den Realteil des Mischterms
r r () ()
2R SV Z (M(F)M(F)*) _ o |_ TI(QG), _ T1(2b) n (T12c + Tl )
! PolZ,l A ) 2(pk)?  2(p'k)? 2(pk)(p'k)
(B.47)
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’ Bez. \ Definition Ergebnis
i [ —o{@—ms@ +ms) Alpp') + 4m?
777 | {8 = m)kys @ + m)rskr | —16(pk) (p'F)
157 |~ @ — sk + m)r ks | 75,

T | —te{ (= m)vubs( + m)rfos | 16(pk) (')
i) |~ — s +m)s | 4 (ph) + 4m? (p'F)
15 | o - m)osky 0+ ms | 4m2(p'k) + 4m? (pk)

730 | oWk myysp | AP (ok) — 4P (k) + S(oK) (o)
50 | o {@ - mp s s} | 4P (k) + 4P (') + 80 K) (o)
Tabelle B.4: Pseudoskalare Kopplung

[ Bez. | Definition Ergebnis

i [ ol - m)n W+ mpy 8(pp') + 16m”

) | —{ (6 — m)kin 0+ m)r it } —32(ph) (k)

57 |~ = myv k@ + mp | T,

) | —oe{ = m)bbn 0 + ww} 0

i) | —o{@ —mpkn @ +m) ) 16m2 (ph) + 8m>(p'k)

15 | —o{w -k @+ mr ) 8m2(ph) + 16m> (k)

100 | e {@ -k +mn | —smRk) + 16m3 (k) + 1600 ) (ph)

150 | ol - mp @+ mpn ) | 8w k) + 16mE (k) + 16(pp') (')

Tabelle B.5: Vektorkopplung

Da fiir Vektor— und Axialvektorkopplung Terme proportional k%k% in der Polarisa-

tionssumme wie oben gezeigt nur in vernachlissigbarer O(m

wir hier ZPOlZ — 7“75 —gt¥. Fiir skalare und pseudoskalare Kopplung verwen-

den wir EPO]Z, =175 —
Wir berechnen

Sfyw (’MS)P)

S (‘MS)F)

— S’/yw (,MEZE))P)

(wv) (uv)

_ %sg” (1m572)

_Low (ng)ﬁ)

2) beitragen, verwenden

() 27 ()
s m2 m2
= &8s [(t_mQ)(u—mQ) N (t —m2)2 - (U—m2)2:| (B.48)
—m2 w2
= S (|M§375)|2)(m,) =4 [((i — m2)> ((t _ m2)) + 2} (B.49)

()
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’ Bez. ‘ Definition ‘ Ergebnis

) [ w{@ - mps @ + mpst ) 8(pp) — 16m?

152 | {6 — )by + mpven o } ~32(pk) (0'k)

7 | el — mpvsdn -+ m s b 7"

07 | o = m)vbnos @+ m)r s b 0

507 | a{e - mwks @ +mns ) —16m? (pk) + Sm? (1'F)
75,7 | o - men ' ¢+ m)ns ) 8m2(pk) — 16m? (p'F)

1507 | w{ - mnasks +mvsr” ) | —8mP (k) — 16mE(pk) + 16(pk) (D)
1507 | wdw - m s+ msr ) | —SmE k) — 16m2 (k) + 16(00) ('R)

Tabelle B.6: Axialvektorkopplung

” m ” m t —m? u —m?
s (IMGR) = s (1M 7t”’y?)(w)zs[( ) 4 )} (B.50)

(u—m?2)  (t—m?)
v 1 1 * v *
2%{55 <MSB)ME4) >(ur/)} - 2%{55 <Mg5)MEzS) )(W)}

_ v ") ag ()% _ v ("5) A (7 75)%
_%{S# (MB M >(IW)} —%{Sﬁ (MB ML )(W)}
24 _m?2 20 2
:8_m( Tzn2)_m(u ;712)+ 82"’" 82
(u —m?) (t —m?) (t—m?)  (u—m?)
Fiir skalare und pseudoskalare Kopplung erhalten wir fiir das quadrierte Gesamt-
matrixelement bis auf vernachlissighare Terme in O(m?) das folgende Ergebnis:

()

(B.51)

N2 1 2
1Mo = 7 MG (B.52)
_ 2|+ MY —("+ MY 2mPMP 2mPMP L Om?)
(s— M (u—m?) (5= MH({E-m?) (t-m?2  (u—m?)?
Fiir Vektor— und Axialvektorkopplung berechnen wir
1 1)
i M(ZW‘ ‘ (”5) (B.53)
9 —(s% + M4) —(s?2 + M*) 2m?M? 2m?M?
=N G- - MD)—mD)  (t-m2P  (a—mIE

+ O(m?)

Vergleich der Ergebnisse fiir skalare/pseudoskalare (B.52) und Vektor—/Axialvektor-
kopplung (B.53) zeigt, daBl nur im zweiten Fall das nichtuniverselle Stiick auftritt.

B.8 Bemerkungen zur Monte—Carlo-Integration

Der Vorteil der Verwendung eines adaptiven Monte Carlo—Algorithmus wie VEGAS
liegt darin, daf} sich die Integrationsroutine dem Integranden anpafit und durch eine
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geeignete Kombination von stratified und importance sampling nach einer optimalen
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Integrationsvariablen sucht [16], [18]. Je nach Lage
der Singularitdten des Integranden findet der Algorithmus diese Verteilung nicht von
alleine, daher kann eine von Hand ausgefiihrte Variablentransformation hilfreich
sein. Am besten geeignet ist dabei die Transformation auf eine Variable f(z), deren
Integral die Stammfunktion des Integranden beziiglich der problematischen Variable
x gut anndhert. Beispielsweise ist dies beziiglich des Winkels 6 im differentiellen
ete™ — Z~y-Wirkungsquerschnitt die Stammfunktion von

1 1 2

(1 —Bcosb) + (1+ Bcost) (1 —[2cos?6)

und damit die Transformation der Integration iiber cos 6 auf Integration iiber

1 1+ [cosb
) =—-In( ——— B.54
f(cos6) 8 n(l—ﬂcosG) (B.54)
aus der cos @ iiber die Umkehrfunktion
1 [P —1

berechnet werden kann.

I I I mit Mapping ——
S 14 r -
e
[}
©
C
[}
g
s 12r -
GL)
c
5
c
[}
o 1+ + + + + + + + + + + + + + 4
:'é'
<
[S]
&
S 08 -
(2]
(o))
c
]
=<
2 06 -
| | | | |
50 100 150 200 250

E [GeV]

Abbildung B.4: Mit VEGAS numerisch berechneter Wirkungsquerschnitt fiir ete™ — Z~
mit und ohne Mapping im Verhéltnis zur analytisch berechneten Lésung

Abbildung B.4 verdeutlicht, dal der VEGAS—Algorithmus massive Probleme mit
dem nicht transformierten differentiellen Wirkungsquerschnitt hat. Obwohl die an-
gegebenen Fehler klein sind, ist es vollig unbestimmt, wie weit die Resultate vom
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analytisch berechneten Wert (6.15) abweichen. Nach Ausfithren der oben angegebe-
nen Variablentransformation liefert die Monte-Carlo—Integration dagegen verléssli-
che Ergebnisse.
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Anhang C

GLAP—-Gleichung

C.1 Mellin—Transformation

Die Mellin—Transformation ist definiert durch

M(0)[f ()] = F (1) = / #f ()da (1)
0
wobel t = o + w.

e Satz: Ist f(x) im Intervall (0, +00) stiickweise regulér und existiert das Integral

o0

a1z

0

fiir ein reelles ¢, so existiert die durch die Formel (C.1) definierte Mellin—
Transformierte der Funktion f(x) und es gilt dabei fast iiberall fiir z > 0:

c+1i00
f) =M @) [F@)] = 5 [ Tw e (c2)

e Satz: Existieren fiir eine reelle Zahl ¢ die Integrale

[e.e] (o.¢]

[ats@lan, [ gz,
0 0
so existiert auch das Integral
[ alota)iiz
0
wobei
T 1 x
o) = [ 2119 (%) dz (©3)
0



und

M ()¢ (2)] = M @) [f ()] - M (1) [g ()] (C.4)

C.2 Reihendarstellung der I'-Funktion

Iz+1) = ickzk (C.5)
k=0

mit der rekursiven Definition der Koeflizienten

n

1
Cn+1 = ntl (—1)k+15k+10n—k (C.6)
k=0
und dem Startwert cp = 1 und s; = 7, s, = {(n), wobei v = 0.5772157 die Euler—
Mascheroni Konstante ist und ¢(z) die Riemannsche Zeta—Funktion. Wir berechnen

die ersten Koeffizienten zu

€1 =—7
ey = % (7 +¢(2)) (C.7)
s =5 [~3 (7 +3¢2) - <(3)

C.3 Gribov-Losung des LLA-Radiators fiir weiche Photonen

Im Limes weicher Photonen kann ein analytischer Ausdruck fiir die Radiatorfunkti-
on DA (z,L,.), die sogenannte Gribov-Niherung, gewonnen werden. Dazu wird die
GLAP-Gleichung (3.35) mittels Mellin-Transformation in eine partielle Differential-
gleichung erster Ordnung in den Mellin-Momenten iiberfithrt. Nach Berechnung der
Mellin-Momente erfolgt die Riicktransformation fiir den Spezialfall weicher Photo-
nen.

C.3.1 Mellin—Transformation der GLAP—Gleichung
Das Mellin-Moment f (t) von f (z) ©(1 — z)©(x) ist nach (C.1) definiert als

1
Fit) = / dr 2 f () (C5)
0

Mellin—Transformation der GLAP-Gleichung (3.35) ergibt nach Vertauschen der
Integrationsreihenfolge und Variablentransformation auf y = z/z

1
4 0 0 —LLA
/ dx «t 1(9—LCDLLA (z,Lc) = 8—LCD (t,L.)
0
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= —LLA

=P+ (D" (t.L) (C.9)

Um spétere Rechnungen zu vereinfachen, ist es sinnvoll, eine weitere Variablen-
transformation durchzufiihren:

n (Lc) = 27aLc (C.lO)

so daf} die Mellin-Transformierte der GLAP—-Gleichung die Form

0 —LLA 1— —LLA

- D (tv 77) = 7P+ (t) D <t7 77) (Cll)

on 4
annimmt, mit der Losung

—LLA 15

D (1) = exp { 1P (0100 (©12)
und der Anfangsbedingung

D (t0) =1 (C.13)

C.3.2 Berechnung der Mellin-Momente

Fiir die Splitting—Funktion Py (z) ergibt sich mit (3.31) das n—te Mellin-Moment,
n sei eine ganze Zahl, zu

P+(n):§—2;i+n(nl+l) (C.14)

Fiir natiirliche Zahlen n kann P, (n) analytisch auf reelle Werte t fortgesetzt

werden, so dafl es moglich ist, die Summe in (C.14) in eine Linearkombination Eu-
lerscher v—Funktionen umzuschreiben. Die Funktionalgleichung der ¢—Funktion ist

Yt ) - = (C.15)

Fiir ganzzahlige Argumente gilt
n—1 1
¥ (1) = —y w(n):—v—l—;k , > 2 (C.16)

Aus (C.14) wird somit
Prt)=v (1) +¢@)—v () -y (t+2) (C.17)
Das t-te Mellin-Moment der Radiatorfunktion, DA (t,n), folgt aus (C.12) zu

DY (1) = exp {inﬂ (t)}

:exp{g <i—7>}exp{—2(¢ M+vi+2)  ©)
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C.3.3 Riicktransformation und Gribov-Néaherung
Die Riicktransformation erfolgt gemas (C.2)

c+100

1 _t-=LLA
DLLA (JI, 77) = % dtx tD (t7 77)
c+i00
_ ! exp n(3_ / dt:z:_texp{—ﬂ(w(t)+¢(t+2))}
omi o P\2\4 ") 4

(C.19)

Die reelle Konstante c ist beliebig, solange der Integrationsweg im Konvergenzbereich
des Integrals liegt. Unter Verwendung der Funktionalgleichung der I'-Funktion

T (t+1) =t (t) (C.20)
und
dln<r(t+1)>:dlnF(t+1)—dlnF(t):1 (C.21)
dt T (t) dt dt t '

kann die ¢-Funktion nach Vergleich von (C.21) und (C.15) als

b (t) = %mr (t) (C.22)

identifiziert werden. Fiir grofie Werte von ¢ wird I'(¢) durch die Stirling—Formel
genédhert:

D)~ (t—1)! =~ 2n(t—1) <t - 1>H =V2r(t—1)"ze -0 (C.23)

Daher ist fiir grofle t

Y (t) = %lnf (t) ~ % [ln(\/ﬂ) + (t - ;) In(t—1)—(t—1)| =Iln(t) (C.24)

Da der Integrand in (C.19) fiir kleine Werte von ¢ oszilliert, im Limes grofier Werte
von t aber gegen ! exp {—g In t} geht, werden die grofien Beitriage zum Integranden
aus dem Bereich grofier ¢ stammen. Die Konvergenz des Integrals wird besser, je

ndher x an Eins liegt, daher néhern wir den Integranden in (C.19) fiir grofie ¢ und
substituieren y = t1ln x.

1 3 1 y
: LLA _ nie_ — {_Q Y1 -(55)
i;nllD (@) 211 exp{2 (4 ’Y)}ln‘y/ dy exp 21nlnx}x l
. 5 c+ioco
=gmees (1-7)fat [art ) e
C—100



Einschieben eines Faktors

sowie Verwendung der Identitét

x_(ﬁ) = exp {— (%) ln:z:} =e Y

ergibt
. 5 C+ioco
DHu,n):;rexp{g(4—v>}<—lnx>31 [ ot (ca0)

Da Inz fiir 0 < < 1 immer negativ ist und nach Voraussetzung ¢t > 0 gilt, ist
auch y = tlnz immer kleiner Null. Daher mufl der Integrationsweg in (C.26) in
der Ebene links der imagindren Achse verlaufen, die Konstante ¢ ist negativ zu
wéhlen. Wir schreiben den Integrationsweg in (C.26) in eine geschlossene Kontur
K um, ohne den Wert des Integrals zu dndern. Dies ist moglich, wenn die Kontur
im rechten unendlichen Halbkreis geschlossen wird, da der Integrand fiir y — +oo
verschwindet. Nach diesen Anderungen ist (C.26) von der Form der Hankelschen
Integraldarstellung der I'-Funktion:

1 ) A
NG = 2W}[(y)( )e Ydy (C.27)

Mit & = /2 und — Inz ~ 1—z folgt die Gribov—Niaherung der LLA-Radiatorfunktion
fiir weiche Photonen

D™ () = exp {;7 (i - 7) } -] (M) (C.28)

C.4  Analytische Losung durch Iteration

Einsetzen des Ausdrucks (3.32) fiir die +-Distribution der Splittingfunktion in die
GLAP-Gleichung (3.35)

l—e

9 LA o | dz (142%) 14 (2 3\ HLLA

x

(C.29)

motiviert die folgende Faktorisierung der Radiatorfunktion in einen harten z—abhéngi-
gen und einen weichen x—unabhingigen Anteil.

DY (2,n) = E (1) d (2, n) (C.30)
Einsetzen dieses Produktansatzes in die GLAP—-Gleichung

aanDLLA (z,m) = (;nE (n)) d(x,n) + E(n) (i) d(x,n)
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1

_ ! /djm () DY (Z,) (C.31)

0

W~ |

ergibt nach Koeffizientenvergleich eine Differentialgleichung in E (1)

0 1 3
—FEm) =21 —|E .32
2=z (wer)Bw (C52)
mit der Losung
1 3
E (n) =exp { (lne + ) } (C.33)
2 4
sowie eine Differentialgleichung in d (z, 7).
0 1'%
z x
srden =1 [ ZPEa(Z) (C.34)

T

Gleichung (C.34) kann durch Iteration gelost werden. Dazu setzen wir d (x,n)
als Potenzreihe in 7 an,

ok
n
d(en) = L (a) (C.35)
k=0
und erhalten folgende Relation zwischen aufeinanderfolgenden Koeffizienten dj und
dgy1-
1
z

T

Mit Hilfe der Anfangsbedingung dy () = ¢ (1 — ) koénnen alle weiteren Koeffizienten
aus (C.36) berechnet werden. Dabei ist zu beachten, dafl die Abstrahlung n harter
Photonen wegen 0 < z1,x9,...,z, < & nur im Bereich 0 < z < &™ stattfinden kann.
Fiir die beiden ersten Koeffizienten erhalten wir

=1 (T )en-z-9

1—z

da (z) = 116(1—233) [—; (1+32%) Inw — (1 - z)? +2 (1+2%)In <1Zx>]
o ((1 — - x)
(C.37)
Damit folgt fiir die Radiatorfunktion
DY (a0 = B [do o) 40 () + 3oPda () +O ()] (C39)
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Schreiben wir F (1) ebenfalls als Potenzreihe in 7

. N L (12043 9 3
E(n)—1—|—2<lne—|—4)+8 <ln e+21n6+16 + 0 (n°) (C.39)

und setzen (C.37) und (C.39) in (C.38) ein,

(=) DA (o) = 75 () + 2 (5 (14 a%) — - 2)°

1
-5 (4 32°)Inz+2(1+2°) In(1 - m))] +0(n*) (C.40)
dann sehen wir, dafl der Ausdruck fiir die Radiatorfunktion, wie zu erwarten, nicht
mehr von e abhéngt.

Im Limes x — 1 ist zu fordern, daf§ (C.40) in die N&herungslosung (C.28) fiir

weiche Photonen iibergeht. Um dies zu erreichen, wird wieder ein Produktansatz
gemacht

DY™A (z,n) = D" (z,n) a(z,n) (C.41)

mit .
alwm) =3 o (@) (C.42)

k=0

und D*! (z,7) in eine Potenzreihe in 7 entwickelt.

=3 (1-) 4 (- o] st

2 2
ln(l—x)—i—%lng(l—:z:)—l—O(nS)} : [14—2’7—1—2( 2—((2))4—0(773)

N3

1S [+ 2 (G ena-a) | sow (C.43)

Koeffizientenvergleich mit (C.40) ergibt das von uns in den folgenden Rechnungen
verwendete Ergebnis

DVEA (2, ) = [1 (1+22) + 2 <_1 (1+32%) Inz — (1 - x)Qﬂ D! (@, n)

2 8 2
(C.44)
fiir die Radiatorfunktion.

C.5 Normierung der Radiatorfunktion

Da mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 ein Fermion im Anfangszustand in den Prozef
einlduft, muf} die Fermionstrukturfunktion D (z, L.) die Bedingung

/1 D (x,L;)dx =1 (C.45)
0
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erfiillen, was wir an dieser Stelle iiberpriifen werden. Dazu betrachten wir ein Integral

der Form
1

/dm 1—2) G dz

welches bei T = 1 eine 1ntegrable Singularitdt besitzt. Variablentransformation auf
t=(1- x)n ergibt fiir n > 1/(1 — a) ein konvergentes Integral. Wir setzen n =
1/(1 — a) und erhalten

1

1
/dw (1—x)"" —n/t"(la)ldt— ! (C.46)
0

1—a
0

Um die korrekte Normierung der Radiatorfunktion zu iiberpriifen, integrieren
wir zunéchst mit Hilfe von (C.46) und n = 2 die weiche Gribovlsung

O/Idw%,mexp{g(zy)}g( )/ ) 4

_1+3—77+O( %) (C.AT)

was in fithrender Ordnung mit Eins vertréglich ist. Ein besseres Ergebnis ist an
dieser Stelle nicht zu erwarten, da die weiche N&herung nicht im vollen z—Bereich
giiltig ist. Dazu miissen wir die im harten Limes verbesserte LLA—-Radiatorfunktion

DUEA (4 ) = [; (1422 + 1 <_; (14 32%) Inz— (1— a:)2>] - D1 (2, )

8
(C.48)
iiber z integrieren.
1
Jasott e = (14500 - (1-F) =1+007) (©a9
0

Hier folgt ein in quadratischer Ordnung mit Eins vertrégliches Ergebnis. Die Ergeb-
nisse der numerischen Rechnung werden in Abbildung C.1 in Abhéngigkeit von der
Energie E der einlaufenden Teilchen dargestellt. Das sichtbare Abfallen des Integrals
iiber die Gribovn&herung liegt daran, dafl im Limes kleiner Energie £ auch 7 kleiner
wird, daher Terme in O(7n) weniger stark beitragen und somit die Gribovlosung im
Limes kleiner Energien besser wird.

C.6 Nebenrechnungen

C.6.1 O(a?)-LLA-Koeffizient von oe+.-_ 7 1R

Zur Berechnung des O(a?)-LLA-Koeffizienten des Wirkungsquerschnittes o+, _ 7, 19r
ist das Integral

1

/dxldm2P+(m1)P+(:U2)(5 (z — z122) (C.50)
0
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Abbildung C.1: Normierung der Radiatorfunktion in Abhingigkeit von der Energie der
einlaufenden Teilchen im Schwerpunktsystem

_ / ‘le(xl)P<;>+2<lnal+i>P(z)+2<ln€2+i> P(z)

1—eo

zu berechnen. Mit
1—e

/ldwl 1+ 23 1+
X 1—1‘1 1-—

l—eg 1—¢e

=N N

2

1—eq
:/dxl[_1+2P(z)+2P(z)_z_1+z]
-2 11—-2 27 T

N

= —2(1—2) +2P(z)[~Ingy — Iney + 2In(1 — 2)] — (lhizz) (1+32%)  (C.51)
erhalten wir
rd 1
T z nz
/xlm(xl)m (xl) = —2(1—2)+4P(2)In(1 — 2) — m(l +32%) + 3P(2)

0
(C.52)

C.6.2 O(a?)-NLL,, Koeffizient von o¢+._z1sr

Zur Berechnung des O(a?)-NLL,,Koeffizienten benotigen wir das folgende Integral.

1
/ davdas P (20) Ry (29)0 (2 — 129) (C.53)
0

117



d 3
- / “Lp@)R (z> +2(Iney + 1) P(2) +2 <ln51 + ) R(2)
1 T 4
1—262
Mit
ey (142 2
2/“( +$1>< x12> (C.54)
r1 \1—21 —
1—Z€2
1—e1 )
2 1 z 1
(=) / o [961 * (1 =) + z(x1 — 2) + (x1—2) zm
l—eg

= [—2R(z) Ine; —2P(z)Ilnes — R(z)(1+ 2)Inz + 2P(2)In(1 — 2z) + 2R(2) In(1 — 2)

erhalten wir

1
/CZE;PJr(m)RJr <;1> =—R(2) (14 2)Inz+2P(2)In(1 — 2) + 2R(2) In(1 — 2)
0

+2P(2)+ gR(z) (C.55)

C.6.3 O(a*)-NLL,,~Koeffizient von c+.- _z1sr

Um den O(az)—NLL,Yl—Koefﬁzienten zu berechnen, benétigen wir das Integral

1
/d:z:ldng+(a:1)(1 —11)0 (2 — z122) (C.56)
0

- / Cﬁlp(ml) (1 — ;) +(1-2) (21n51 +g) - %P(z)

Mit
1751d 1 9 1—¢
o () Tt
I 1-— T I T €Ty (1 — 331)
= [— Inz+znz—-2(1—-2)lne; +2(1 —2)In(1l — 2) — 2(1 — z)} (C.57)

erhalten wir

x1 I

1
/dmlﬂr(wl) (1 - Z> =2(1-2)In(l—2)+zhz—Inz—(1—-2)— %R(z)

(C.58)
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Anhang D

Struktur der NLL—Terme

D.1  Struktur der NLL-Terme fiir m =0

Wir betrachten zunéchst die Struktur der NLL-Terme fiir den Fall masseloser Fer-
mionen im Anfangszustand, so dafl die Integrationen iiber die Photonpolarwinkel
bei einem Minimalwinkel 6,,;, = m/E abzuschneiden sind.

Ausgehend von streng nach den in Gleichung (3.11) definierten Groflen N; ge-
ordneten Photonen, N < Ny < ... € N,, kann jedem Diagramm Mis ,x eine
gendherte Nennerstruktur zugeordnet werden. Das den fithrenden logarithmischen
Term im totalen Wirkungsquerschnitt liefernde Diagramm ergibt nach dem Qua-
drieren einen Term proportional (N1 N ... Nn)_l, was bedeutet, daf3 der Nenner fiir
den fithrenden Term grob genéhert als proportional N1 Ns ... N, angesehen werden
kann.

Abhéngig davon, an welcher Stelle der Abstrahlungslinie Photonen vertauscht
wurden, hat ein Diagramm der Art Mis. ;—1i41ii+2..nx, beil welchem ~; und 7;41 in
vertauschter Reihenfolge abgestrahlt werden, eine Nennerstruktur

Ni...N;N2 Nita... N,

im Gegensatz zu Nj ... N, beim fiihrenden Diagramm Mis_,x. Allgemein kénnen
wir einem Diagramm Mio. ;-1 kii+1i+2..nX, Pel dem das Photon ~; an die i—te Stelle,
1 < k, der Abstrahlung verschoben wurde, eine Nennerstruktur

Ni...N; oA NFTH N N,

zuordnen. Im quadrierten Matrixelement trégt dann der Kreuzterm eines derartigen
Diagramms Mo ;—1kii+1i+2,..nx mit dem fithrenden Diagramm M; ., x bestenfalls
mit

Ni...N, (N1 N NFLN Nn>_1 (N1...Ny)™"
_ (N1 N NFTING Nn>71 (D.1)
bei und das quadrierte Austauschdiagramm bestenfalls mit
Ni o Ny (N1 N N N Y ) -~
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—i -1
— NiNiy1...Npy (N1 LN NN Nn> (D.2)

Wir integrieren den Kreuzterm (D.1) fir £ = i + 1, welcher nach Kiirzen mit
dem Zahler die Nennerstruktur

[MiNy...N; N2 Nivo...Na] ™"

aufweisen wird, iiber die Polarwinkel von einer geeignet gewihlten unteren Grenze c
bis zur oberen Grenze cos O := 1 —b. Ferner fithren wir ¢; := cos 6; als Abkiirzung
ein.

1-b Ci— Cit1 Cn—1
deq o dei—1 dcity dciyo dey,
I, = .. dcZ ..
(1 — Cl) 1 — Cj— 1 1 — CZ+1 (1 — Ci+2) (1 — Cn)

1-b Ci— n—(i+1)) 1—c
_ / dey / Cdei1 / de: / dcit1 ( ) (1—%) (D.3)
(1—c1) ") (1—c¢i1) ") A—cii1)?2 (n—(i+1)) ‘

FEinsetzen des Teilintegrals

Ci

dCiJ,_l N 1—c¢ 1 N 1—c¢ 1—c
—1 = 1 In™v —_—
/(1 — Ci+1)2 i (1 —Ci+1> (1 — CZ') 1 1-— C; +O n 1-— C;

[

(D.4)
ergibt einen Term der gesuchten néchstfiihrenden logarithmischen Ordnung;:
1-b Ci—2 Ci—1
Ia _ / d01 . / dci_l / dCi 1 lnn_i_l ( 1-— C)
/ (1—2¢) / (1—c¢i—1) / (I1—-¢)n—i—1)! 1—¢

" . o G - Z) (D.5)

Im néchsten Schritt integrieren wir den Kreuzterm fiir £ = ¢ + 2 mit der Nen-
nerstruktur

[Ny N N2 oNiys .. N,

iiber die Polarwinkel.

1-b J d Ci42 d Cn—1 d
C1 Ci+2 Ci+3 Cn
I, = . de; | de; ..
’ / (1—c) / / ! / 1 — cig2)? / (1—cits) / (1—cn)
1-b n—(i4+2 l1—c
- / dex / des s / " / . / dee " (H55)
“ ) =) ) O=cy) TN ) =) (n—(i+2)
(D.6)
Nach Einsetzen des Teilintegrals
3 d 1 1 1 1
[t (o) m e () o (0 (50)
(1—cit2) 1 —cit2 (1—ciy1) 1—ciy1 1—cit1
(D.7)
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stellen wir fest, daff (D.6) in der ¢;—Integration wieder ein Teilintegral der Form (D.7)
enthélt und somit weder in der ¢;4.1— noch in der ¢;—Integration eine Potenz des Lo-
garithmus hinzugewinnt. Daher werden nur Kreuzterme des fithrenden Diagramms
mit solchen Diagrammen in néchstfithrender logarithmischer Ordnung beitragen,
bei denen das Photon =, um einen Platz auf Position £ — 1 in der Abstrahlungslinie
verschoben wurde. Nun integrieren wir das von uns als Austauschterm bezeichne-
te quadrierte Diagramm fiir ein auf Position ¢ verschobenes Photon 7;+1 mit der
Nennerstruktur

Ni [NMiNa... Ny N2, .. N,

1-b d Ci—1 cq d Cit1 d Cpn—1 d
I, = / a_ / de;(1 —ci)/ Citl 3 / G2 / _n
(I—c1) (1 = ciy1) (1 —cit2) (1 —cn)
1-b Ci—1 C (n—(i+1)) 1—c
_ / dey / dei(1 _Ci)/ deit1 In <1_Ci+1>
J ey J e =G+ D)

ergibt mit dem Teilintegral

Fodew Ny l-ec 1 y[(l-c 1-c
—1 = 1 O (1Y —_—
/ (1 — Ci+1)3 . (1 — Ci+1> (1 — 61)2 . 1-— C; + . 1-— C;

C

einen Term in NLL., da das Integral nur in der c¢;;1—-Integration keine Potenz des
Logarithmus hinzugewinnt:

1-b Ci—1

= dey (L —c 1 1 n”_i 1 i n—2
]“}/u—qy“/d“l Searmraap ! (1) rour

_ ; n—1 n—2

= omie TOLeT) (D.8)

Allgemein tragen daher zu den Termen in néchstfithrender logarithmischer Ordnung
des totalen Wirkungsquerschnittes neben dem fithrenden nur Austauschdiagramme
bei, bei denen ein Photon um einen Platz in der Abstrahlungslinie verschoben wurde,
entsprechend dem Vertauschen der Photonen ~; und ;1.

D.2  Struktur der O(LL.)— und O(NLL,)-Terme fiir m # 0

Im nun folgenden Abschnitt werden die bei der Berechnung des totalen Wirkungs-
querschnittes der Abstrahlung von n Photonen im selben kollinearen Winkelbereich
durch massive Fermionen auftretenden Integrale in O(m?) der Form

Ig1gs...g0...gn (€) (D.9)
1 Ck—1 Cn—1
Z gi— / / dey, / des
I 501 ) (A= Bep)o ) (1= Bep)dn
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untersucht. Wir unterscheiden die Integrale Iy, g,. g, ...g. (¢) danach, ob im k-ten Inte-
grationsschritt eine Potenz (1 — 3 cos ;)™ und damit (gx = 1), oder (1 — 3 cos 6) 2
und damit (g = 2) auftritt. Fiir g1 = ... = g, = 1 erhalten wir mit ¢ = —1 gerade
den fithrenden Term in L.. Die Betrachtung beginnt mit den Féllen g, = 1 und
gn = 2, wobei ,echte* O(m?)-Terme vernachliissigt werden.

Igig..gn 11 (D.l())
n 1 Cn—2 Cn—1
_ (mz); gi—n / L / den—1 / dey,
(1= Ber)n (1 = Bep—1)9n—1 (1 — Ben)
C C (4
%il ( 1) 1 d Cn—2 d 1 5
9y 2 9i—(n— C1 Cn—1 — pc 2
= g _ ... 1
(m) [ [ ooy () + 00

Das entsprechende Integral fiir g, = 2 lautet

Iglgz--~gn—12 (D.ll)
n 1 Cn—2 Cn—1

B (mQ)g gin/ dcy / dcp—1 / dey,

- (1= Be)n " ) (1= Bep-1)9n=r ) (1= fen)?

Cn—2

n—1 1

> gi—(n—1) dc deg,— m?
_ 2\ 5 1 n—1 2
= (m ) /(1 —ﬁcl)gl / (1 — ﬁcnfl)g"—l e -|—O(m )

Cc C

Da auch in der ¢,_1—Integration weder fiir g,_1 = 2 noch fiir g,_1 = 1 ein kollinea-
rer Logarithmus hinzukommt, ist Iy, g,. 4, ,2 als von O(NNLL,) vernachléssigbar.
Allgemein sehen wir mit Hilfe von (D.12), daf fiir nach ihren Polarwinkeln unter-
schiedene Photonen keines der Integrale Ig,4,.., 19, mit g; = 2, 7 > 1 in O(NLL)
beitragen kann. Der einzige Beitrag in O(NLL) kommt aus dem Integral I;. 1 mit

go=...=gnp=1.

Cn—1

d61 dCQ dCQ
bra=m / (1= Ber)? /(1—6c2>“'/<1—ﬂc1>

[

_ m? decy (n—1) ( 1 —Bc
_(n—l)!/(l—ﬂcl)2ln (1—501>

[

Fir die weitere Rechnung benttigen wir die Integralidentitéit

Inty Inty t Inf~1y
—=dy = — d D.12
e e e Al (D-12)

fir k # 1. Damit erhalten wir

1

dcl N 1-— ﬁc
/ (1 — Ber)? o <l—ﬁcl> (D.13)

C

122



Somit lautet das Ergebnis

m2 1

Io1.1= (

1=5) (n—1)!
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Anhang E

Abstrahlung zweier Photonen von
der p—Fermionlinie

E.1 Abkiirzungen, Vereinfachungen

Die Polarisationssumme iiber die physikalischen Polarisationsvektoren des Photons
mit Impuls k; wird abgekiirzt als

kM eV + kY M
= Y et = (g AR (E1)
phys iRi

wobei als Eichvektor ¢; jeweils der unphysikalische Polarisationsvektor ¢” (k;) ver-
wendet wird.
1 2
et (k) = — (1, —k) E.2
i (F) 7 (E.2)
Ein hiufig auftretender Ausdruck ist die Kontraktion der Polarisationssumme
S* mit dem Impuls eines der einlaufenden Teilchen, bei Einschrinkung auf Ab-

7
strahlung der Photonen von der p—Fermionlinie ist dies der Impuls p,,.

. pki)c) N (pci) kY
PV (ciki) (ciki)

(E.3)

Die Kontraktion von S* mit der Impulskombination (p — k;), wird mit A" ab-
gekiirzt.

((p = kj)ei)
(ciki)

Zur Berechnung des gendherten quadrierten und iiber die Polarisationen beider
Photonen summierten Matrixelementes fiir Abstrahlung zweier Photonen 1 und o
von der p—Fermionlinie, benétigen wir die im folgenden aufgefiihrten Skalarprodukte

(Aip),  (Aidy),  (Aicy), ((A?_Aj)ki)a (A5 = 4)p).
(A5 = Aj)ei) und - ((A] = A7)(A] — A7)

két + ((p_ kﬂ)kl> ot (E4)

JH . (L \H
A" (p— k)" + (ciks) "
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Fiir den Fall, dafl beide Photonen unter kleinen Winkeln 6; und 6, zur p~Richtung
abgestrahlt werden, kénnen die dann grofien Skalarprodukte

(pp'), (pc1), (pe2), (P'k1), (P'k2), (kicr), (kic2), (kzcr), (Kaca)

wie in Gleichung (4.10) angegeben genihert werden. Wir berechnen

(AiA;j) = —(Aip) + (pc;)(Aik;) n (pk;)(Aicy)

(cjk;) (cjk;)
oy i) (Ajki) | (pki)(Ajci)
=)+ (ciki) " (ciks)
E E E?
~ —(pk‘i)@ - (pkj)aj + (klk])m (E.5)
(Aicj) = —(pej) + (cj(lz)lgci) 1 (Ci(céj]igki) (E.6)
iAo = (= ek (Rikj)ei\
(5= A = (1 (G2 - (O )k
(145 = ) = (k) — () (o) (5.5)
((AS = Aj)es) = (kics) — (kfij]i];;c» - (kiéz),ij;cj) (E.9)
(A = Ag)ej)(ciki) = (A = Ai)e)(csky) (E.10)

(A — A7) (A] = 4)))

(ki) (kikj)e; i_ 4
(kz (cjkj) — (cik;) >M (A= A
i avn Ric) (A = Aky)  (kiky) (A — Ai)ej)
= ((A; Az)k%) k) 5
 (kicy) ((A] — Aiky) — (kiky) ((A] — Ai);)

(cjk;) (cjk;)
(. (Kjeiki (kikj)e i o4
- <kJ (Czkz) (Czkz) )u(A] AJ)M

(e (AL - Apk)  (kiky)(A] - A))er)
= () (cik) (E.11)
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E.2 Term, Kreuz— und Austauschterm

E.2.1 Term und Austauschterm

Wir berechnen zunéchst den quadrierten Term

MIZX et {R%§§FX (# +m)Tx} (E.12)
BXT (k= p)? — m2)2((k1 + k2 — p)2 — m2)? '

Dabei ist

Ri3% (E.13)
= S1V 85 (b2 — 1 + m)valhr — ¥ + m)Yu(B — M)y (b1 — ¥ + m)ys(K2 — p1 +m)
= 4557 (K2 — p1 + m)7a [(Dk1) K1 + (k1) A1 — (A1p) (F1 — ¥+ m)] 5Kz — 1 +m)

mit (E.4) und den weiteren Abkiirzungen

py=pt =k (E.14)
Pip = ((pk1) + (pk2) — (k1k2)) . (E.15)
Einsetzen von
Sy vk = 2 _%1 — ¥+ EZZE; ¢a + EZB%]
=2 [}~ (A}~ o)] (E.16)
SéwvaAm =2 ((f;:;)) 2 ((6022:21)) kz] (E.17)
S5 0B — m)ys = 2[(B +m) + As] (E.18)

mit A? und Al nach Gleichung (E.4) in Gleichung (E.13) ergibt

RIZY = 16P12{[<pk1>  (Aup)] [ — (AL — A2)]

k) S0 gy ] () 6 ) + ]

#1606k + o = -+ m){ (k) = Cam)] (162 = ) = (43 = Aa)(s = )]
(Aika) (c241)

o) [ 1 )+ 208 1y 1y )

() [(ph) + (k) + (et~ )]

=: 16 (P12S15% + Ti5%) (E.19)

Die hierbei verwendeten Abkiirzungen Sg§ und Tg§ werden wie folgt definiert und
geeignet genéhert.

Stix = (k1) — (A1p)] [F1 — (A3 — Ao)]
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+ k) [ 1 SR | (i) (8= ) + ]
~ <pk1>g;k2 - <A1p>g;4ég + (i) Ko~ (Arp)m (E.20)

T3y = (i + 2 —p + m){[(pkl) — (A1p)] [(k1(k2 = p)) — ((Ay — A2) (k1 — p))]

(Aik2) (c2A1)
o) [ S22 o+ 1 = )+ 22 0 )
T (Aup) [(pka) + (pha) + (An(ky — pm} (E.21)
~ (b4 b — Bt m){wﬁ) [(iﬁkzz) (W) —((p - k1)) g;]
+ (A1p) {—(Aﬂ?) + (pk2) + (ka)g; + (k1k2)52] + (pk1)(A1k2) — (A1p)(k1k2)
+ (A1p)(k1k’2)52 + (Aip) (pk2)g; — (pk1)(A1ks) (E 522@1> - 2(A1p)(k1k2)g;}

Das quadrierte Teilmatrixelement M12% folgt nun mit R12% aus Gleichung (E.19)
zu

4

(& _
MI3x = ———5—=5-trd [PaSisy + Tisx | Tx (' + m)Tx (E.22)
(pkl) P12

wobei in der Ndherung annédhernd zu p’kollinearer Photonen, entsprechend 61,65 — 0
bei unserer Wahl der rdumlichen Impulse, Ausdriicke der Art (1+cos 1), (14 cos6s)
wie in (4.10) in guter Niherung gleich 2 gesetzt werden kénnen. Ferner vernachlissi-
gen wir samtliche Stiicke in P128g§ und T g§, in denen mehr als zwei der Ska-
larprodukte (pki1), (pk2), (ki1ke) auftreten, da diese Terme hier weder LL— noch
NLL-Beitréage zum totalen Wirkungsquerschnitt liefern.
Mit den Definitionen
E—Q1—Q

T12 ‘— T = X1T2 (E.23)

und
MY = zpate {(¢ — )R —he ey m)fﬁ{’“"“wmp} (E.24)

fiir das quadrierte Bornmatrixelement mit einlaufendem Impuls x19p und dem Bruch-
teil 1o F der Energie des urspriinglich einlaufenden Fermions — im Bornmatrixele-
ment auftretende Impulse k1 + k2 — p sind aus Konsistenzgriinden ebenfalls als x19p
zu ndhern — erhalten wir fiir den Anteil Mg§ des quadrierten Matrixelementes in

der kollinearen Néherung mit

~ 92 ~
kQNEa %1NE7



das vorldufige gendherte Ergebnis

M12§ _ 64M§ [ Q1 (A1p)(E — Ql)}
12 z12 | E(pk1) P2 (pk1)2P1oE

n e'ME 1y ((Alp)> ' ((A2p)>

(E.25)

T12 (pk1)? Pp
e2MX
_ xli\;{)‘%z T19 - ((;3{:11];)2 |:((p — k‘l)k‘g) =+ 2<k1k2)6§; +2 ((p — kl)kg) g;:|
(A1kz) (Q1 + Q2 — E) i (k1ks2) <Q1 + Q2 — E) ~ ((p = Fk1)k2) @1
(pk1) Q2 (pk1) Q2 (k1) Q2
+ O (NNLL).

Der genéherte Beitrag fiir den zweiten quadratischen Term Mzzll))(( des quadrierten
Matrixelementes folgt sofort durch Vertauschen der Photonindizes 1 < 2 in (E.25).

[ Q)2 n (A2p)(E — Qz)}
3 e S
. ()

T12 (pk2)? P

X
M21§ _ My
21X =

(E.26)

e2MX
(A2k1) <Q1 + Q2 — E) n (k1k2) (Ql + Q2 — E> ~ ((p—k2)k1) Q2
(Pk2) Q1 (Pk2) Q1 (Pk2) @
+ O (NNLL)

Wir ersetzen die Ausdriicke fiir (A;p), (A2p) und (Aikz2) in (E.25) durch

2(pe1) (pkr)
Ayp) = —m? 4+ 20
(Aip) (e k)
2 E
~ —m” + 2(pk1) — (E.27)
Q1
2 E
(A2p) =~ —m*” + 2(29]?2)@ (E.28)
(pc1)(kiks) | (Pk2)(c1ks)
Avks) = —(pko) + +
( 1 2) (p 2) (C1k1) (C1k1)
E
~ —(pk2) + (kik2) - + (p/ﬁ)@ (E.29)
Q1 Q1
E Q1
(A2k1) = —(pk1) + (k1k2) ~ + (pk2) - (E.30)
Q2 Q2
und spalten in Mg§ alle Stiicke proportional m? ab. Wir schreiben somit
Mi3% = Visx + WisK, (E-31)
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wobei der fithrende Anteil in

o[ Ao {<Q+Q—E)

12X _ 64M§ Z12
Py | E(pk1)  Q1(pk1) Q1

v12X -

12 N P
(k) [_4E(E — Q1) n 28 201+ Q2 — E}

(pk1) Q1Q2 Q1 Q2
(kiks) [4E(E— Q) E*  E 20 ]
P | @G @0 o g (E:32)

steckt und das zu m?2 proportionale Stiick Wg%

12X €4M§ { 2x12m2E m2 |:(E — Ql) _ m12m2 2$12(pk2)E

Wizx = vz | Qupk))Ph  (k1)? | EPr Pr, Pia@
2(k1ko)E
- ;}Z (((P—k1)k2)+ (2222)+2((P—k1)k2)g;>}} (E.33)

die O(m?)-Terme enthilt. Den zweiten quadratischen Beitrag erhalten wir wie vor-
her durch Vertauschen der Photonindizes

M5i¥ = Vi + Wi (E.34)
mit
V21X:€4M§ 1[ Q2 +2(E—Q2)] _ Ti2 (Q1+Q2—E>
21X r12 | P2 [E(pk2)  Qa(pk2) PZ Q2

(pk1) [_4E(E —Q2) L2E Q1420 - E}

(pk2) Q1Q: Q2 Q1

(k1k2) [4E(E—Q2) B B 20 }

k) | @@ @@ @ (£.35)
und

W = — —
21X Qa(pka)PZ,  (pk2)?| EPis P2, P2,Q4

-5 (@b + EEE 12— ki) 2 }

21X €4M§ { 2:E12m2E m2 |:(E — Qg) .1‘127712 2.7}12(]9]{}1)E
T12

E.2.2 Kreuzterm

Weitere zum totalen Wirkungsquerschnitt beitragende Anteile erwarten wir aus der

Berechnung des Kreuzterms M%§ + M%f% der beiden fiihrenden Diagramme Mjox

und My x, welchen wir unter Verwendung der Diracgleichung in vier geeignete Ter-

me zerlegen und diese dann einzeln berechnen.

S onystT { (Z3X + 2310 Tx (' + m)Tx }
16(pk:1) (pkz2) ((pk1) + (pk2) — (k1kz))?
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_ g gon T {ZEX + Zo1X) uyep DX (F +m)Tx }
- 1 2

16(pk1) (pk2) P (137
Es ist
Zirx
= S1S5P (s — P1 + m)vu(ba — B+ M) — m)n (1 — ¥+ m)ys(ka — 1 +m)
=T +Th+T5+Ty (E.38)
wobei die Stiicke T7 bis Ty gegeben sind durch
T =SS5y + o — ¥+ m)vukava(W — m)vbrys (s + o — B+ m)  (E.39)
Ty = 2815 pa(kr + K2 — B + m)vu(B — m)vhays (b + K2 — P +m)  (E.40)
T3 = —281" S5 p, (F1 + K2 — ¥ + m)vubova (B — m)vs(b1 + Ko — p+m)  (E.AL)
Ty = 481" S5 papu (b1 + o — ¥ + M)y — m)ys (k1 + o — § +m) (E.42)

Wir beginnen mit der Berechnung von Ty, wobei unter Verwendung der in Ab-
schnitt E.1 aufgefiihrten Definitionen zunéchst

Ty = 451" S5 papu (b + 2 — B+ m) (B — m)ys (b1 + F2 — p +m)
=4+ K2 =P+ m) AP —m)As(Kr + o — P +m) (E.43)

folgt. Nach Addition des komplex konjugierten Terms erhalten wir mit der bereits

bei der Berechnung der quadratischen Terme herangezogenen Argumentation zur

Unterscheidung potentiell fithrender und nichtfiihrender Terme im differentiellen

Wirkungsquerschnitt das genéherte Ergebnis.

Ty+Ty
16

T (fa—+m) [—<A1A2><p<k1 T k) + (A1p)(As(hr — p) + (Aap) (A (ks — p>>]

~ (W) {(pk‘l)(pkz) [ 8E? L 3@ 3Ga) (pk1)2£ - (pk2)2£

= Py [=(A1A2) (¢ — m) + (Aip) A2 + (A2p) ] (E.44)

E T Q1Q2 Q2 @ Q1 @2
, 2
+ (kaks) (k1) + (phs)) Cf%} + Prog [(m) 51 + <pk1>§2 - <k1k2>cfczz]
B ¢m2P12 - ﬁ‘ﬁUlQ [m2(pk:1) . m2(pk32) . 2m4 i 4m2gipkl) I 4ng)2k’2)E:|

Analog erhalten wir fiir T3 zunéchst

Ty = =251 S5 pa (s + K2 =+ m)u B — m)v s (s + K2 —p+m)  (E45)
=4+ = +m) [(p +m) + Al s Ao (fr + Ko — P+ m)

und

Ty + Ty = —16Pi2 | —(A2(A1L +p))k1 + (A2k1) [(F — m) + Ai] + (pk1) A2
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1601+ fo— o+ m) [—<A2<A1 ) (ka (k2 — ) (.46)

T (Aokn) [(phy) + (k) + (A (ks — p)] + (pho)(As(hy —p»}

201+ Q2 — FE
Q1

— 161’12(])]{31)(]?]{32)2@5}5 + 16%1’12777,2 |:(k1(k2 — p)) +

~ 161‘12(}71{?1) < Q2 QQ

(k1ko)E N (ka)Q1:|
Q2 Q2

nach Addition des komplex konjugierten Terms. Da T3 + T3 aus Ty + T durch
Vertauschen der Photonindizes hervorgeht, erhalten wir sofort

Q1+2Q2—F
Q2

- 169312(]7161)(1)1?2)25}75 + 16pz19m° [(@(’ﬁ -p))+

)~k + kg pra 2]

T3 =+ Tg ~ 16$12(pk2) < ) [—(pk‘z) + (klk‘g)g + (pkl)Q2:| ﬁ

@1 Q1
(kiko) B (p/ﬁ)QQ]
Q1 Q1

Die Berechnung von T} gestaltet sich ein wenig aufwendiger, verlauft aber analog

zur Berechnung von 75, T35 und 7, und wird daher in Abschnitt E.3 detailliert
dargestellt. Das Ergebnis ist

2
T +Tl ~ 16P12Zé . 4(k1k2)$12 - 163612% [(k1k2)2 <_Q11?Q2 + C?l + ;;2 _ 4>
+ (k1) (k1k2) (51 - gi + 3) + (pk2) (k1k2) (52 - g; T 3)]
- 32$12m2(k51k2)¢. (E47)

Damit erhalten wir den gesuchten Kreuzterm in guter Ndherung als
(MP3% + MaT¥) = (KB + Koi¥) + (Ciax + Coi%) (E.48)
mit dem im Limes masseloser Fermionen nichtverschwindenden Anteil

ettr {2;‘21 [T+ T3] Tx (' + m)fx}

21X 12X _

(Kizx + Kaix) = 16(pk1) (pha) PR, (E.49)
~ et M3 E E E?

= z19(pky) (pk2) P2 [(pkl)Ql * (ka)QQ B (kle)QlQQ * 4(k1k2)m12]

 212(phy) (pha Q1Q2 Q1
o (Q1+2Q2 —2F _ 8E* 6E  6E 201 2Q2>
+ (pk2) ( Q2 > + (k1) (pk2) ( Q1Q2 * Q1 * Q2 : Qo2 Q1
2E(E-Q)  , @ 2E(E — Q) Q1>}
Q1Q2 Q1 Q1Q2 Qo

und dem Stiick (CAX + C12X) proportional m2.

et M m? {3312(7431762)E+$12(pk2)Q1 +9612(761162)13
z12  (pk1)(pks2)P3, Q2 Q2 Q1

132

X
e4MX )P2 a:12{(k1k32)2 (— 212E — 4> + (pk1)2 <2Q1 Q2= 2E>
12

+ (pk1) (kik2) + (pk2) (k1k2)
( ) (

(Y + OB =




k 4x12E(pk 4 ko) E
L oePk)@ o o AEBpk)  Azia(pks) }

Q1 Q1 Q2

(E.50)

E.3 Beitrag 77 aus MY + MJxE
Wir zerlegen T3 in folgende vier geeignete Teilstiicke ¢, tl{, t{ und t(f:
i = 817857 (1 + Kz — B+ m)Puba (B — mvkays (ks + F2 —§ +m)
= t§ + 18 1§ + 1§ (E.51)
mit
t) = =SSPy + o — ¥ + m) vk (F — mIvakrvs(fr + o — P +m)  (E.52
15 = 2p0 S SSP (fy + W — B + m)vubovu Krvs (B + o —  + m) E.53

(
(

t5 = 2p, SV S5 (1 + Fa — ¥ + m)vubavakrvs(br + o — ¥ +m) (E.54
(

)
)
)
t! = —200,S1" S5 (1 + o — # + m) Yk + m)frys(kr + 2 — P +m)  (E.55)

Nach Ausfithren der Polarisationssumme erhalten wir fiir ¢

9 = A(fy+ o g+ m) {k Y. An} W —m) [ — (A)— A)]-
(1 +F2 — 9 +m) (E.56)

und nach Addition des komplex konjugierten Terms
tf + 17 = —16Pp2 [—(k1k2)(}¢ —m) — ((A} — A1) (A3 — A2)) (f — m)
+ [k — Ad + o] (p(k2 — AT + A1) + [K2 — AT+ A1] (p(k1 — A3 + A2))

160+ e — - m) [—(klz@) (k) + (pha) — (A2 — AL)(AD — As)) (o)
— ((AT = A1) (A} — A2)) (pk2) + (p(k2 — AT + A1) ((k1 — A+ A2) (k1 + k2 — p))
+ (p(kl — .A% + Ag)) ((kQ — .A% + Aq) (k1 + k2 — p)):|

~ —16Ppop [—(klkz) + (pkl)% + (pkz)%

201+ Q2 —2F
Q1

2 E(3Q1 +3Q2 — 2E)

Q1Q2

} + 162129 {—2(197?1)(2?%2)

Q1+ 2Q2 — 2E>
Q2

— 3(kuks) (phy) — 3<k1k2><pk2>} (£.57)

+ k(i) )+ i) (

+ (k1k2)

Nach Summation iiber die Photonpolarisationen erhalten wir fiir 2
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=4+ ko —p+m) [Ho — AT+ M) o (Fa + B2 — P+ m) (E.58)

und nach Addition des komplex konjugierten Terms entsprechend
T, = 16P;, [((AT — A1) A2) K1 + (k1ko) Ao + (Asky) (K2 — AT + A1)

160k + fo — $ 4 m) [((A% = A Ag) (ka (ks — ) + (ko) (Aa(kr — p)

+ (Askr) (ke — AT + A1) (k1 + ko — p))]

E 201 + - F
~ —16.%'12 I:—(pk?l) + (k‘lkg)f + (ka)Q1:| (klkz) <M> ﬂ
Q2 Q2 Q1
2F
+ 16{[}12(]9]{32)(]91]4}2)@}75 — 161‘12m2(k‘1k:2)¢ (E.59)
Vertauschen der Photonindizes 1 « 2 liefert das geniherte Ergebnis fiir ¢ + 7].
e E +2Qs — FE
1+t~ —16z12 [—(pkz) + (kik2) 5 + (pk‘l)QQ} (k1k2) <M> ¥
Q1 1 Q2
2F
+ 16.%12(pk1)(k1k2)@ﬁ — 16x12m2(k:1k:2)¢ (EGO)

Den noch fehlenden Beitrag til zerlegen wir ebenfalls in vier geeignete Stiicke t‘f“,
tdb 75dc und 750ld.
10 1

t] = —200, SV S5 (1 + o — ¥+ m) [kﬂu(ﬁ +m)ygki — 2k1gK2y, (P +m)

- 2k32u(¢ + m)’wkl + 4/€2Mk‘15(¢ + m)] (%1 + kQ - ]Z‘ + m)
wobei

t‘f“ = —2gal,5’f'/53’6(%1 + Ko — P+ m)avu (P + m)vshr(Fr + K2 —p +m) (
— 4klgga,35f'/52aﬂ(k1 + k2 — P+ m)fayu (@ +m) (k1 + Ko — p +m) (E.63
1 = Akougap St S5 (b + o — B+ m) B+ m)vpkri (b + K2 =P +m)
tdd = —Sgal,SfVSgﬁk‘kam(kl + o —p+m)P+m)(fr + Ko — P +m) (

Wir erhalten fiir ¢99

199 = —16 [(k1 ko) (k1 + K2 — p +m) + Pia(f1 + ko)) -

3(]€1k‘2)(k‘162)(01k2) + (k1k2)2(6102):|
—(k1ko) + E.66
[ (rkr) (c1k1)(c2k2) (E.56)
bzw. nach Hinzuaddieren des komplex konjugierten Terms
tdd L 39 ~ 16y [—4:n12(k1k2)2 + 4Py (k1ks) <Q1 ; QQ)] (E.67)
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Ferner berechnen wir

t9° =41 + fo — P+ m)(P +m) [_ EZIIZ;(’%I n 2((6611;2))((0722722)) , E’le]/;f))((zzz; by
(c1k2)(k1c2)
+ (qlﬁ)(czlfz)h] KFi(br + Mo —p+m) (E.68)

bzw.

1 +17° ~ 16Pyop [3(k1k2) - (pkl)@ + (p’”)Ql]

F FE
Q2 2 E
— 16x12p —(klkg)(pkl)@ + (k1k2) @ + 3(k1k2) (pk2) (E.69)
Durch Vertauschen der Photonindizes erhalten wir
t%b + fcllb ~ 16P12¢ |:3(k1k72) — (pkg)% + (pkl)%]
Ql 2 E
— 16.21?12% —(kﬂ@)(pkz)@ + (lﬁk‘g) @ + 3(k1k2)(pk'1) (E70)

Das letzte Stiick #9¢

1" = =290, 1757 (Jr + Fo — ¥+ m) o (B + m)vskr (fr + K2 —§ + m)
2m

= —m(kl + ko —p +m)ko |:k1¢2(61/{72) + F1ko(c1e2)

+ ¢1da(kika) + ¢1%2(1€102)} Ki(fr +Ho—p+m)

Kipda(cika) = Kipka(cica)
DOy 4 Fa— - m [—2 -+ o+ o)+ PO Py

¢1pda(kiks) | dipha(kica)
T (k) (ezk) (clkl)(@l@)] b+ fa =g+ m) (E.71)

liefert nach Addition des komplex konjugierten Terms und Niéherung den Beitrag

tda 1 39" ~ 16 Py [(pkg)% + (Pkl)% - 3(7451%2)} (E.72)
2
— 16219 [—Q(pkl)(p/@) + (pk2)(k1k2)(§2 + (pk1)(k1k2)§1 - Uﬂk?)zQ?QQ]
Aus 9% + 9% + t¢ + 197 + cc ergibt sich dann t§ + i,
td 4+ 19 = 16Pop [(pkl)% + (pkz)% + 3(k1kz) — 4(k1k2) (Ql ;QZH
_ o B2 E B ) <E _ @ )
162129 [(kle) < Q1Q2 " Q2 " Q1 )+ (ko) (pka) Q1 "
+ka)(ok) (G~ oL +3) = 200k o) (673
Q2 Q2
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und schlieflich T} + T

Ty +T) = t§+ 1+ T 415+ 15 + 1+ 17

2
~ 16P12¢ . 4(k¢1k2)l’12 — 161312¢ |:(k:1k‘2)2 <— Q?QQ + ;;1 + Cl;z _ 4>
E_ @ E
+ (pk1) (k1k2) <621 ot 3) + (pka) (k1 ko) (Qz -5t 3>]
— 32219m° (k1 k2 )p (B.74)

E.4 Rechnungen zur Zwei—Photon—Splittingfunktion

Zur Bestimmung der Zwei—Photon—Splittingfunktion 7'(x1,x2) sind Integrale von
Funktionen zweier Polarwinkel und eines Azimuthwinkels zu berechnen. Dazu ver-

wenden wir einen Trick [19]. Angenommen, wir wissen, dafl ein Ausdruck
wo wo
®(wo) = /dwl/dWZf(w17w2) (E.75)
0 0

bei groflen Werten von wq von der folgenden Form ist:
®(wp) = Aln* wo + Blnwg + C (E.76)

Ableiten von (E.76) nach wg und Ubergang zum Limes wq > 1 ergibt
wo
wo® (wo) = 2AInwy + B = 2 / [f (w,wo) + f(wo,w)] dw (E.77)
0
Um daher das zweifache Integral (E.75) mit einfachlogarithmischer Genauigkeit zu

rechnen, geniigt es, die eine Integration in (E.77) durchzufiihren. Wir wenden diese
Methode nun an, um

2

1 1
dop 1
Ko (wp) '/dcosel/dCOSHQ/%@]ﬁ)Pm (E.78)
21 21 0

zu berechnen. Dazu schreiben wir Pjo und (pk;) mit Hilfe von § = 1 —b, b =
m?/2E? + O (m*/E*) und cos6; = 1 — t; um auf
2

E
Py = - [21(1 +w1) + 22(1 + we) — z120w1w2 + 221 291/wrw3 €OS P (E.79)

und
2

(pk1) = %Zl(l +w1) (E.80)
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mit w; = t;/b, 21 := (1 — x1), 20 := (1 — x3)x; und wy = 2/b = s/m?. Nach
Integration iiber den Azimuthwinkel ¢ in

1
d d E.81
2(wo) E4/ w1/ w2/27rzl (1 + wn) [a(wy, we) + b(wy, we) cos @] (E.81)

(wl, ’wg) = 2’1(1 + wl) + Zg(l + wg) — Z122W1W2 (E.82)
b(wy,wa) = 221 294/w1 w2 COS ¢ (E.83)

ist das Integral Ko von der Form (E.75),

1
2 U)Q dw1 /dw2 E.84
E4/ (14 w1)y/F(wy,ws) (B.84)
Ao B Co
E4l w2+E4lnwo—|—E4 (E.85)

mit

F(wy,ws) = w%z%(l — z2)2 + w%zg(l — 22)2 + 2wiwoz122(1 — 21 — 29 — 2129)
(E.86)

Wir berechnen die Koeffizienten As und Bs im Limes wg > 1 nach einer weiteren
Variablentransformation auf ¢ = w/wq aus

wo
1
wo B K} (wg) = / E.87
0 2( 0) 2 t\/f 2 \/7 ( )
“’0
! In ( 2wpy/c? + 2 +b ! In (2y/az+/cz + b2)
= —— In|(2wo4/c wocC — n asy/C
(1l —21) 04/ €1 0C1 1 s 2y/C2 + 02
wobei )
Fi(t) = a1t + bit+c
1) o (E.88)
Fy(t) = agt” + bat + ¢
und
a) = z%(l - 22)2 =
by = 22120(1 — 21)(1 — 2) — 42223
) ) (E.89)
1 =2z5(1—21)" =a
Al == AQ - 4&161 - b% == 162?23(1 — 21 — 22)
Einsetzen von a;, b; und ¢; ergibt schliellich
1 1
- = E.90
221201 — z1)  2(1 — 1) (1 — xo)a? ( )
1 1—2)2 1 1 — z9)%a3
By = In < 22 2) > = 3 In < ( z2) )
z1z9(1 — z1) 21(1 — 21 — 22) (1—21)(1 — x9)xy (1 —z1)z120
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E.4.1 Abkiirzungen

Fiir die weitere Rechnung benétigen wir die in diesem Abschnitt definierten und
berechneten Integrale.

1
dt 2(2a1 + b 2b
IO::/ - = Qaitb) 20 (E.91)
) (F1 ()2 Aiva+b+a Ary/cr
1
Jo :/ dt _ 2(2¢1 + b1) B 2b1 (£.92)
) (Fl(t))% Avar+by+c1 Aryar
i d 2(by +2 4
tdt
I ::/ 3 — — (by +2c1) + a (E.93)
/ (Fi(t))2 Avar +b+c A/
i d 2(by + 2 4
tdt
i ::/ o= (by + 2a1) 4 (E.94)
) (Fa(1))2 Ajvar+bi+e Aryar
5 '_/ tdt 207 —darer + 2 2bicy
o 5 wAiVa tb te A
J(R(n): @Aartbita adn/a (E.95)
+ 1 In <2\/CL>1\/(11 +b1 +01+2a1+b1>
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1
2 vV b 2 b
I :/ dt - 1 ln( vaivar + b1 +c +2a; + 1) (E.99)
) (Rt Vo 2\/ary/e1 + b
1
2 b 2 b
g :_/ dt __ 1 ln< vavar +bi+cr+2¢ + 1) (E.100)
) () V& 2 /a1+/c1 + b1

E.4.2 Integraltypen

Mittels der oben vorgestellten Methode berechnen wir nun unter Verwendung der
in Abschnitt E.4.1 definierten Teilintegrale die wie folgt definierten Integrale K bis
K.

1 1 o
Ky ::/dcosel/dcos%/;i(b(k)l(k)—;ln wo
4 4 Ul (E.101)
1 1 1
Al = = =
2z (I—2)(1—z2)zr (1—y1)(1 —y2)u1
1 1 %dcb . p B,
Ky := [ dcost; | dcosd =22 1 1
9 / cos 1/ COS 2/ = () P = piln w0+E4 nwy + O(In° wy)
=1 =1 0
(E.102)
Ao B 1 1
ngQ = 2E In? ( 0) + ﬁlnwg ol [ I/ ;1 (l):| (E.103)
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Ag = = (E.104)

22122(1 —21) 2(1—$1)(1 —xg)l‘%
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(E.105)
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1 1
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