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 ����� ���� �� ��������� ����� ��� ��� ������ ��� ����������� ���������� ���� ������

�� ���� ��������


� ���������� 
 �� �����!�� �� �� ���������� ���!����� ���"
��� #����� $�������

!�� ������ �� ���� � �������� ����������� �� ���� �� ��� �������� ����� ��� !�� ���

�������� ������������� ����� ��� �������� �������


 �� �����!�� �� ���!����� ���"
��� %������ &�����!�� !�� ��� �������� �� �� ����

��� !�� ����� ��"���������� �! �� �������


 ����� ��'� ���� �� ����� (�� $� &��)�� !�� ��� ���� �� (���������������* (�� +�

,���- !�� ��� ���� �� ���� �������� ��� �������� ��������* (�� (� %��!��� !�� ���

�������������� �! � ���� ���� ���� ����� ��������� ��������* (�� ,� .��� !�� ���

���� �� (����� ��� ������ ������/������* (�� (� 0���� ��� ���� �� 10( ��������

��� ��!����� $+,2#+$* (�� 1� 1��� 3���� &� %���� (� (���)���� ��� 4�

,����� !�� ����� ���� ��� �'��������� �� ��� ��� ���� ���* (�� 0� (����� $�����

!�� ��� ����������� ��� ������������ �������� ��� ������� �� �� �������


 �� ���� ����������� ��� ����������� 1��� 5� 3������ 1��� �� 6��� 1��� ,� &���"

���� ��� 1��� &� 7��������� !�� ����� ���������� �� �8���� ��� �� �������� ���� ��

4�������


 �����!���� ����������� �� &� +���������� �! (���� +4 !�� ��� �������� ���� ��

���� ��� ��� (�� 6����� 0���� �! 
2+ &��)�� !�� ��� ���� �� ������� �������

+ ���� ������� ����� �� �� !������ %������ ,�� &���� ,� !�� ��� ��������� ���

����� �� 25 ����������

2����� �� �� ������� ��� �� ������� 9� ��� !�� ����� ������� ������� ���

����:

(���) 1��� �		
 7�� 9��

�




�������������


&��� ,�������!��� ���� ���))������� ����� ;������������ �� ��� ��� ������� ���"

��������� 7���� ����� ��� ������� �������� #���� ��� ��� 1��������� �� .��"

����� ����� ��� ���� ��������� &������� �<����� ��� #=���<��������� �>������

��� #=���<��������� ���� )�� ����� &�������� !=� #���� ��� 7���� ��� �����

)�� ?����>���� ��� (������� !=����� +�� ������ 4���� ��� �� ������� ����������

��� �'������������ 5����������� =��� ��� ����� ��� ������� ������������ 7����

�������=�)�� #���������� �����)�!=�����


� ������ +����� ���� ��� ������������� (����� !=� ��� ����� ��� ������� ���"

��������� 7���� �������=�)��� #���� ��� 1��������� ������������ 0��� ������������

(������ )�� +����<�)��� ��� <@���������� ,���/����� ��� �<��!��� ��� �������

������������ 7����� ���� ����������� ��� ���������� <@��������� ,���/����� ���

�<��!��� ��� ,������ ������ ��� ��� 1��@���)���� ��� ������� ����������� ��"

����� ������������ 7����� ����������

5� ��� �������������� 1������� ��� ��������� )� ������/)����� ������ ����� 0'"

���������� �� ������ +����� �������!=���� (���/�������� �)�� 0������������ ��

%������� ��� ,�!����� ������ �� ��=!����� �� ������ +����� �������!=���� �����

������ ��������� (�������� ���>������� 3������� ��������� ��� )�&� 0����!��"

@���)�� ��� �<��!��������� ������ ����� +������ ��� �'������������� ����� ���

1��@���)��������" ��� ?������������������� ������/)����� ����� ��������� ������

�� ��� ����������� ,��������� ����������

����������� (������ !=� ��� ����� +(& �������=�)��� #���� ��� 1��������� ������

������������ 
� ��� (������� ������ ��� ������������������ ,���/����� ��! 4����

��� 7���������� ��� ������������ %���)".������ ��� ��� 6���������� #���������!�

���=����������� ��� 1�������� �� ��=!����� ���� /'���� �)�� A�'���� ��������

������� ��������������� ���� �� ���� �� ��� ,��������� �����������

��� #���� ���� ��� ,�����>���� ����� ������� &����� ����� &�=������������ ��� ��"

��



��������������� ���������� ��B��)�������������� ������ !���������� ��� ����������

(������ ���� !=� ��� ������������� )������������ ���>�������� ��B����������������"

��� �� ��� ,��������� ��� %��!� ��� 0����"1������� �� (+27+& ����������� ?��

5����������� ��� ����������� C��������� ��� ,������ ������ ���� )�������� 0�"

��������� D����"�������� �������E",������"�������� ��� 3����!���",�������"

�������� ��� ,��������� �������!=����

0��������� ��� ��� &�!��������"+������ ������ ������������ ��� &�!��������"+������

��� �������� )�� 1����������� ��� ��������� 1������� ��� ��������� !=� ��� C��������

��� ,������ ��� ����� )�� C����������� ��� .������������ (�� ��� &�!��������"

+������ ������ ���������������� =��� ��� #��������)��� ��� ��� ,���/����� ���

������� ������������ 7����� ��� ��� 1��������� �������!=���� ��� ������'� &�"

������ ��� #����� ���� ��� ��� C��<������� ��� ��������� �����������

���



��������


� ���� �! ������ �������� ������� ����� !������� �� ���� ��������� ��������� ���

!��� �������� ����� ��������� ���� ��� ��'������ �������� + �������� ������ �� �����"

��� ������ �������� ������ 
� ��� ������� ���� ���� ����� �� ����� ��� �������� 

����� ��� ���� �� ��� ����������� �! ��� �������� 2����!��� �� �� ��������� �� ����

��������� ��� �'���������� �������������� �! ������ �������� �������� F+(&�G ���"

������ ����� ������ ���� ��'������ ���������

2�� ������ !�� ��� +(&� ��������� ����� ���� ��'������ ������� ������ ��� �����"

������ 2�� ����������� ������ !�� ���������� �@�������� ���B���� ��� ������� �!

��� +(& �� ��������� �� ���� ����� 2�� ������� �@�������� ���B���� ��� �������

�! ��� +(&"����� ������ �� ���������� !��� ��� ��������� �! !��@����� �������� �!

��� ��������� ���������� +(&�


� ���� ���� ������ �'��������� ���� ���� ���� �� �'����� ����� !������ �� �����"

����� ��� ��������� !�� ��� ������ ���!�������� ,��� ����/������� ��� �'�������� �!

��� �������� ��� ��!����� �! ��� ���� ��� ���� ���� ����� ,������ ��������� ������"

���� �! ������ ���� �� ���B���� ��� ������� ���� ���� ��������� ������� !��@�����

������ ��� ���� ������ ������� �� �����)��� ��� �'���������� �������� 2����

���������� ���� ���� �� ��������� ������������ 5���� ���� �����/� �������� ����� 

�� �� !���� ���� ��� ����� ��������� � ����������� ������ �������� ��� ��������

������ 2�� �'�������� ������� ���� ���� ��������� ��� �����)���

2�� �������� ������ �! ��� +(&� ��������� ����� ����������� ���� ��� ��'������

������� ������ ��� ���������� ����� ���������� ������������� ���B���� ������ ��

������� ��������� �B��� ��������� %���)��� ������� ��� 6������ !������� !������

1���������� ��������� �� ��� ���� ���� ��� ��� ��'������ �������� ����� �� �������

�� /'�� ��� ��������� �������� 2�� ����� �� ������� �� ����� ���� �� ����� ����

�� ������ ������ �� ��� ��������� ������ ,������ ������ �! ��B�������� �@�������

��� ��������� ��� ��� ��������� ���������� ������ �� ��������� !�� ��� ���������

��



���� ������� D�0� ����� �� ����� !�������� �� (+27+&� $�������� ��������������

�� ���� ������� ����� ������� �������E ������� ������� ��� �����!��� ��������

������� ��� �������� �� ����� ��� ������' ������� �������� �! ��� ������� 
� ��

!���� ���� ��� +(&"�����"��'������ ������� ������ ��������� ����������� ������

��������� ��������� ������� �������

2�� ��!�������� �������� ������� ��� ��������� �� �'����� ����� !������ �� ����������

��� ��������� �� ������ ���!������� ���� /�� �� ����������� ������)�� ������ ��

������� ��� 2�� ��������� ���������� ������� �� ��� ����� ������� !��@����� ���

������� ��� ������� ���B���� ��� ������� ��� ������� ��!�������� ��������� 2��

����������� ������� �! ����� ��� �������� �� �������� ��� ������� �����������

�



���� �� �������

α ������� ���B���� �����

αd ������� ��������� �! ��������� %���)��� �������

ϕi ��� �����������

Ki ������� ���B���� ��������� �! +(&

Ks ������������ ���B���� ��������� �! +(&

δ ���"�������� ������ ����������� ������� ����� ��� ��'������ �������

�̂ ���������������)�� ��������

κ ����� ���B���� ��������� �! ��������� %���)��� �������

λi ��� ����������

μ ���8����� �! !�������

μ0 ������������ �! ���

σi ��� %����� �������� �����∑
F ��� !���� �� ��������� !����

τ  η ������������� ���� ������� !��@�����

Θ ���������� ������ �! �������

ξ ���"����������� �������� ����� ��� �������

ζ ������� �����

A �����"������� ���� �! A�' ����* ���� !������� ���������

A B C D ����� ����� �����' �! +(&"�����"��'������ ������� ������

��



a b c d ����� ����� �����' �! +(& ������� ����������

A(z) ����� ������� ���� �� ��� 0����"&�������� ���� ������� �� ����� z

Cs ��������� ������� ����� ��� ��'������ �������

D D ������� �����'

d1 �@�������� ������� �������� �� +(&

E H����I� �������

f !������� !����

Famb ��������������� !���� �������� �� ������ �������� �������

Fb !���� �������� �� ��'������ �������

Fex ����� �'�������� !�����

Fm �������� !����

Fu ��������� !����

g ��� ���

GF (S) �����!�� !������� �! /����

Gs(s) �����!�� !������� �! ������

Gw(s) �����!�� !������� �! ���� ��� ������� ����

GAD(s) �����!�� !������� �! +� ���������

Gc(s) �����!�� !������� �! ����������

GDA(s) �����!�� !������� �! �+ ���������

H1 H2 H3 H4 !��� %������ ������� ����� !��������

I ������ �! ������� �! ��� ����� �������

i �������

ix+ ix− iy+ iy− ������ ���� �������� �� �������� ���������

ix0 iy0 ix iy ���� �������� ��� ������������ �������� �� �������� ���������

���



K K Ke ���B���� �����'

k1 �@�������� ���B���� �������� �� +(&

k2 �������� ���B���� �! ��'������ �������

kc ������� ���B���� �! ��'������ �������

Ktr ������ �������� ��� ��������� ���� ����

kb ���B���� �! ��'������ �������

Kst ������ ������� ���������� ����

le ������ �! ��� 0����"&�������� ���� �������

m ���� �! �����

M  M  Me ���� �����'

n ������� �! ���� ����� �� ��� �������������

N ������ ������� !����

p ���� ����� �! ��������� ����

q ������� ������������ ������

t ��������� �! ��������� ����

Te Ue ������� ��� ��������� �������� �! ��� ���� �������

W ����� �! ��������� ����

wd ������ ������� !��@�����

wn ������� !��@����� �! +(&"����� ������

x, y ������ �! �����

xb, yb ������ �! ��'������ �������

����



��������

������	
��

�� �

����


�������� ��

�������� ��

� ������������ �

��� +����� �������� �������"����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� (��������� ��� ��J������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K

��K ,�������� ��� �������� �! ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L

� �
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 �� ��
 ��� �

� ���
	 �� ��� ��  ���
� ����� ���� ��!�	���" �
����� �"��

 �#

K�� #���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

K���� #���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

K���� 1��'���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

K���K (���� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �M

K�� +����� �������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

K���� ��������� �! ������ �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � �	

K���� 2�� �@�������� ���B���� ��� ������� �! +(& ��������� �����

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �K

K�K +�'������ ������� ��� ��������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �M

K�K�� +�'������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �M

K�K�� 2�������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


K�K�K (���� �! ��'������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K�

K�N 0'��������� �! ��� ����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K�
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Rotor structure

Active magnetic bearing

Auxiliary bearing
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Fex
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�� ������� �! ��� ���������� �! ��� ���������� ��������� ��������� ����� �!
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������� ������ ��� �����!��� ���� ��������� �� ����� ������� ���� ����� 6������ K

���������� ��� ����������� ���������� ���� �� ������ � ���������� ��� ����������
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���������� ,������ ����� �! �'���� ������ ������ ��� ��������� ����� ������� �����
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�������� �� ��������� ��� �������� ��� ���� ����� ��� ���� �����)�� ��� ������� ��
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���� ��� ������� �! !������� 2�� ���������� ���������� ��������� �������� �������
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������ �! ����������� ��������� �! ���� ����� ����� �� ������� ��������� ��� !����

�� �� �������� !�� ������ ���� ��� ������� ��� �'����� ������������� &���� ��

P��Q �'������ ��� ��������� ���������� �� �� ������� ����� ���������� �� �� �������

���������� 
� ��� ����� ��� !������� �� ��� ��������� ����� �� ����� ���� ��������

2�� ����� ��� ������ ��������� ��� ������� �! !������� 1�� ��B����� !��@������� �

������� ������ ������� ����� ��� ������ ��� ����� �� � ������� �! !���� ��� ������"
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��� ��������� ����������� �! ��� ��������� �@������� �! ������� 2��� ��������� ���
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� P�� �M �
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���� �! ����������� ���������� ��� ��������� 1��� ������� ������� ����������� ��"

����� ����� ��� ���� ��������� ����������� �� ������� F��������G ����������� ���

���� �'������������ ��� ������������ ��������� �� &����� ��� H� POQ P�Q� 2���� ��"
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� ������ ����� ���� ������� ���� ���� ������� ��� ����� ��� ��������� ����� �!

����������� ������� +(&�"����� ���� ��'������ ��������� R���� ��� 5����� ��������

��� ���������� ����� �! ��� ��������� �! � ���� ��������� �����"��"������ ������� �����

�� P�KQ ����� ���������� ��� ������ �� �� ������� ���� ������ /���� ���� ��� �����

����������� ���������� 
� ���� ����� ��� ���������� �������� ������������� �� ���

����������� !��� ������� ��� ������ �� ������ ��� ���� ��� ��������� ��������� �! ��

�� �������� +��������� ������� ��� ��������� ��� ������������ ���!����� ���� !���"

��)� ��������� ��� ���������� 0'������� ����������� ��� �'���������� ������� �� ���

������� ����� �! ����� ������ �� ��� ������� ���� ���� ���� ������� ��� �� 3������

��� (������ �� P�L �NQ� 2���� ���� !������� �������� �! � A�'���� ����� ���� ���

���� ����� �������� � A�'���� ������� ��B����� �������� �������"������� #�����

������������ �� ���� ���� ��� ��� ������ �! 1�������� ��� &����� �� P�OQP��Q ���

���!����� �'������� ������������ �� ������� ��� ������������� �! ��� ���������

������� �������� ��� �� ������ �! &����� �� �'������ ��� ������� ��� �����������

���� �������� ���� �! ��� !������� �������� ����� �� ���� ������� D��� ���������

� �������� ���� ������ +$0+, �� �������� +(&� ����� ������ ��� ����� ��� �B���

�! ��� ������� ����� ����� �! ����� ��� �������� �! ����� �!��� ���� ���� P� �K 

��Q� 6�� ��� 7� P�	Q ���!����� �'��������� �� ������� ��� ������� ������ �� �

������� ����� ������ ��� �'��������� ������ ���� ��� ������ ������ ���������

��������� ��� �������� ��� !��������� �������� ���������� ��� �! ��� ���"������

������ ���� ������� ��� ������� ������ ����� �� �������� �� �'���������� 2��

��������� �������� �! � �������������� �'����� ������ ����� ����"����� ��������� ��

������ �������� �������� ��� ������������ �� +��� PK	Q� 2�� ������"����� ��������

��� ��� ��������� �! ��� ��������� !�� ������� ���������� ���� ������� ����������� 

����� ��� !��@����� �������� !������� ������� 2�� ��������� ������� ������ ����

��� ������ �������� �������� �������� ��������� J��� ���������� ��� ���������

���������� �� ������� ����������� 
� �� ���� ����� ���� ��� ������ ���������� ����

��B����� �B���� �� ��� ��������� �������� �! ��� ������ 2�� �������� ������ � �����

���� ���� ��'������ �������� �!��� � �������� !������ �! ��� �������� �������� ���
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���J��� �! ����� P��Q !��� .���� 
� ���� ����� .��� ���� � ���� ������ ������ �!

��� �������� ������ �! ��������� ����� ���� ���� �� ��'������ ������� !�� +(&�

����� ������� .���� ��� 6��� ��������� �'���������� ���������� �� ����� ���

������� ������� �������� ���� ������������� �! ������������ P��Q� 
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+� ����� �� /���� K�� ���� ���� �! ���� �� ������ � �������� ����� ��� PN	Q� 2��

/��� ����� �������� ������ ��������� ���� ���� ������� ������� ���B����� 
� ���� ���� 

��� ������ �������� ������ ��� ����������� �� ������� ������� ���B���� ��� �� ��� ����

������� ������� ���B���� ����� ������ ��� �������� ������ ��� ����������� �� ��� +� ���

������� ��� ����� �! ��� ��������� ����� �������� �� ����� �������� ������ ����������

������� ��� ����� �� ����� �� A�'�����

1����� K��� 6������� ����� ���

����� ����� �	
	�

+ ������� �! ��� ���������� ����� �� ����� �� /���� K�� ����� �� ������� �� �

����� ������ 2�� ����� �� ��������� �� ��� ������ �������� �������� ����� �������

�@�������� ������ ���B���� k1 ��� ������ ������� d1� m �� ��� ���� �! ������


� ��� �� ������� ���� ��� �������� !���� �� ��� ��� �! ������� ��� ������ !�����

2�� �@������ �! ������ �! ��� ����� ���� ����� �� ����� �� ��� ����"����� �@������

!�� ����"������"������� �������

Mq̈ + Dq̇ + Kq = 0, FK��G

����� M �� ���� �����' M =

[
m 0

0 m

]
* D �� ������� �����' D =

[
2d1 0

0 2d1

]
*

��
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1����� K��� #���� ����� �����

K �� ���B���� �����' K =

[
2k1 0

0 2k1

]
* q �� ��� ����� ������������ q =

[
x

y

]
* q̇

��� q̈ ��� ������������ ��� /��� ��� ������ ���������� �! q ���� ������� �� ����� 
� ��

����� ������ ���� ��� �@������ �! ������ �! ��� ����� ������ ���� ��� �������� ���

�'��������� �� �@������ K��� 2�� �@�������� ���B���� ��� ������� �������� �� ������

�������� ������� k1 d1 ��� ��������� �� ��� ����� �������� F��� ��� ��� ������� ���

����� ��� ��� �������G ��� ��� ���� �������� ���������� ������ ����������� +���� ���

�@�������� ������ ��� ������� ���B���� ��� ������� ����������� ���� �� ��������� ��

��'� ������� �! ���� ��������

����� �
����
� �	
	�


! ��� ���!� ��!���� ����������� �� ���� ���������� ����� ������ ��� ����� �� ���

���������� �� � ����� ����� ��� �� ������� ���������� 2����!��� ��� ����� ��� �� ��"

������� �� �� ������� ��������� ����� �� ������ � A�'���� ������ ,��� � ����������

������ ��� ��/���� ������� �! !������� &������ ����� �� �� ������� �������� ��

��� �������� �! �� ������� ���� �� �������� ��� ���� !������� �������� �� ��� ���"

�����)����� �! ��� ��������� ��� ��� ����������� �! ��� ������� !�� �������� ������

PKLQ� (��� ��������)����� ������@��� ���� ���� ���������� 
� �� ���� ��8���� ��

���� � �����!������ ������/������ �! ��� ��������)����� ������@���� D�� �������� ��

��� �� ������ �

���� ����
 ������
� 2���� ������� ��� ����� �� �����������

���� ��� ��!���� �! ������ �� � ������ ����������� �! $ ����� !�������� �! ���

����� ������������ 2�� ����� �������� �� ��� �� ������ ������ ��

 ������� 2��

��
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�������� �! � A�'���� ����� ��� �� ������������ �� ����� ���� ������ ����� ���

���������� �� PKMQ� 
� �� ���� �! �� �'������� �! ��� �����"����� ������ 2�� ���� ��

���������� ���� �������� ����� ������ ����� ��� ��������� ����� ��� ����� ������

��� ��������� �� ������"������ ���/��������� ����������� ��� ������� ����������� +

!������ ��/������ ������ �� ��� ����� ������� ������� 
� �� � ������� ��������)�����

������ !�� ��� �������� �! ������� ���������� ��B�������� �@������� ��� �����@������ 

�� /��� ��� ����������� �� ���� ����� /���� ������ ���������� ��������� 5���� �

/���� ������� ������ ��� ��������)����� �! ��� ���������� ������ ���� A�'���� �����

�� !��/�����

2�� 1����� 0������ (����� �� �'��������� ���������� �� PKOQ� +� �� ���� ����

�������� ���������� ����������� ����� ��� ���� ���������� �� ����"������ ��!�"

����� ���� ������� ������� ����� !�� ��� ��������� 1����� 0������F10G ���������

2�� ������ �! ��� ������� ���� �� � ������� ���� �! ��� 10 ���������

��� �� ��� 	

�����
�� ��� �� �� 	

�����
��

1����� K�K� &�������� ���� �������

2�� �'���������� ����� �� ��������� �� ��� ������ �������� �������� �� ������

������� ���������� 
� ���� ����� ��� ������� ��������� �� ��������� �� +(&"�����"

��'������ ������� ������� 2����!��� ��� ��!�������� �! ��� ����� �� �'��� ���������

��� ��������� ���������� ����� �� ��������� �� ���� A�'���� ������ 
� ���� �! ���"

������ �8������ ��� ����� �������������� ���!������� ��� �'���������� ����� ���

���� �� ������� �� � A�'���� ����� �� ����� 0����"&�������� ���� �������� PKNQ PK�Q

��
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�� ���� ������

1����� K�KF�G ����� �� 0����"&�������� ���� ������� �� XY Z ������������ 
� ��

!��� �� ���� �� ��� xz ��� yz ����� ��� �� ���� ��� �������� ��� ����� ��!���������

2�� ��� ������������� ��� ��� ���������� ������������� �� ����� ����������� !�� ����

���� ��� �� �'������� �� � ������� qe =
[

q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8

]T
�

1����� K�KF�G ����� ���� ������� �� XZ"����� z �� ��� ��� �������� ����� ���

������� !��� ��� ��!� ���� 2�� ������ �! ��� ���� �� le� H����I� ������� �� E� 2��

������ ������ �! ���� �! ��� ����� ������� �������� ���� ��� ������ �� I� A(z) �� ���

����� ������� ���� �� ��� ����� z �� ��� �������� 2�� ���� ��� ���� ������ ρA(z) ��

������� �� �������� ����� ρA ���� ��� ������� &���� ��� ������ ������������� x(z)

��� y(z) �! ��� ���� �� XZ"����� ��� Y Z"����� ������������ ���� ������������

����� ��� ������� ��� ������������ ������ ��� ����� ����������� �! z� +� � ������ 

��� ��� ������������ !�������� ���� �� �! ��� ������� !����

x(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 FK��G

y(z) = b0 + b1z + b2z
2 + b3z

3 FK�KG

2�� ����� φ(z) �� ��� ����� z �� /���� K�KF�G �� ����� �� ��B����������� �@������

K�� ���� ������� �� z�

φ(z) =
dx

dz
= a1 + 2a2z + 3a3z

2 FK�NG

,���� ��� ���� ������� �� ������� �� ����������� �� �� ���������� �� ��� %������

������� ����� !�������� �� ����� ����������� ����� ��������� ����� ������������

!�� ��� ��������� ���������� ���� �� Y Z ����� ����� ���� ��� )��� �� ��� �����

������������ 1����� K�N ����� ��� !��� ������ ������������ !�������� ����� ��� ����

���� �� ������� ��������� ����� !�� ��� �������� 2���� ��� ��/��� �� ��������

���� ������ �! ��� ��� ������������� q1 q2 q3 ��� q4 ��� �� � ���� ���� ��� �����

����� /'��� ξ = z
le

 �� ��� ���"����������� �������� ����� ��� ������� ξ �� �� ���

���� �������� [0, 1] ξ ∈ [0, 1]� 2�� !��� ����� !�������� ��� ����� ���

H1 = 1 − 3ξ2 + 2ξ3, H2 = leξ(1 − ξ)2,

H3 = 3ξ2 − 2ξ3, H4 = leξ
2(1 − ξ). FK�LG

�%
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2�� ������������ x(ξ) ��� ��� ��������� φ(ξ) �� ��� ����� �� ��� ������� �� �����

�! ��� ������������� ��� �� �'������� �� ����� ��� !��� ������� ����� !�������� ��

�@������� K�L�

x(ξ) = H1q1 + H2q2 + H3q3 + H4q4 =
4∑

k=1

Hkqk, FK�OG

φ(ξ) = H
′
1q1 + H

′
2q2 + H

′
3q3 + H

′
4q4 =

4∑
k=1

H
′
kqk. FK��G

1����� K�N� %������ 
������������ ,���� 1��������

2�� ������� ��� ��������� �������� �! ��� ���� ������� Te ��� Ue  ��� ������������

!���� �� !�������

Te =
1

2

∫ le

0

ρA(z) (ẋ(z))2 dz =
ρA

2

∫ le

0

(ẋ(z))2 dz, FK�MG

Ue =
EI

2

∫ le

0

(
d2x(z)

dz2

)2

dz, FK�
G

����� ẋ(z) ����� ��� /��� ���������� �! ������������ x(z) ���� ������� �� �����

,���� z = leξ dz = ledξ d2z = l2ed
2ξ �@������ K�M ��� �@������ K�
 �������

Te =
ρAle

2

∫ 1

0

(ẋ(ξ))2 dξ, FK��	G

Ue =
EI

2l3e

∫ 1

0

(
d2x(ξ)

dξ2

)2

dξ. FK���G

�(
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+������� %�������I� ��������� �� ���� ���/�� ���� ������� Le = Te − Ue

δ

∫ t2

t1

Ledt = δ

∫ t2

t1

Te − Uedt = 0. FK���G

2��� ����� �� �'��������� !�� ��� ���������� �! ��� ���� �����' Me ��� ���B����

�����' Ke �! ��� 0����"&�������� ���� ������� �� ��� XZ"������

Me =
Aρle
420

⎡⎢⎢⎢⎣
156 22le 54 −13le

22le 4l2e 13le −3l2e
54 13le 156 −22le

−13le −3l2e −22le 4l2e

⎤⎥⎥⎥⎦ , FK��KG

Ke =
EJ

l3e

⎡⎢⎢⎢⎣
12 6le −12 6le

6le 4l2e −6le 2l2e
−12 −6le 12 −6le

6le 2l2e −6le 4l2e

⎤⎥⎥⎥⎦ . FK��NG

+� ��������� ����� ��� ��������� ���B���� ��� ���� �������� !�� ��� ���� �������

�� ��� XY "����� ��� �� ������� �� ��� ���� ������� 2�� ���� ��B������ �� ���

������������ ������� ������� ��� ���������� ������������� 2�� �����' �! ���� M

��� ���B���� K !�� ��� ����� ��� ��������� �� �������� �������������� 2��� �� � ���

�� �! ��� ���������� �! ��� ������� �������� ��������� �� ��� ���� ���� ��� ���

���� ������ �! !������� 1�� ��� 10 ����� ����� ����� �� �������� �� N − 1 ����

�������� �� N ����� ��� ��)� �! ���B���� �����' ��� ���� �����' �� 2N ×2N � D ��

������� �����'� 
� ��� �� ������� �� � ������ ����������� �! ��� ���� ��� ���B����

�������� �� ���� ���� ����� �� ����� �� ������������ ������� PKNQ�

D = αK + βM .

2�� �@������ �! ������ !�� A�'���� ����� ����� �� XZ ��� Y Z"����� ��� �� �'"

������� ���

M q̈ + Dq̇ + Kq = 0, FK��LG

�*
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����� M �� ���� �����' M =

[
Mx 0

0 My

]
4N×4N

� D �� ������� �����' D =[
Dx 0

0 Dy

]
4N×4N

� K �� ���B���� �����' K =

[
Kx 0

0 Ky

]
4N×4N

� q �� ��� �����

������������ q =

[
qx

qy

]
4N×1

� q̇ ��� q̈ ��� ������������ ��� /��� ��� ������ ����������

�! q ���� ������� �� �����
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geom. model of Experiment Rotor
28 nodes,  112 degrees of freedom
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FE model of Experiment Rotor
28 nodes,  112 degrees of freedom

axial coordinate / mm

ra
di

us
 / 

m
m

1����� K�L� 10 ����� �! !��� " !��� �'���������� �����

1����� K�L �������� �� �'����� �! 10 ����� �! �'���������� ����� �� ���� ������

2�� �'���������� ����� ��� �� ���������� �� �� ���� �������� �� �M ����� ���

���� ���� ��� !��� ������� �! !������� 3��� ��� ������ �! ����� �� x ��� y �������

��������� ��� �� ����� ��� ���� �����' ������ � 224 × 224 �����'� 1���������� 

��� ���� A�'���� ���������� ��� ���������� �� ����� @������� �������� ���� ����

���� ���� ��� �� �������� 2�� �����' �! ���� ���B���� ��� ������� ����� �� ����

����"����� �����'� 2�� �@������ �! ������ �������� �! ����� ���� �! ����� ��������

��� �� ������ �� ����� � �������� ���� ����������� ������� %������ ���� ������

�������� ��� �� ���� ��������� ����� ��� ������ �! �@������� ���� �� �������� ���

A�'���� ���� �� ��� ���� �� ��� ������ �! ������� �! !������ ��� ��� �@�������

��� ������ ������� PK
Q� +� � ������ ���� �����"������ �! !������ 10 ����� �����

������� ������ �� ���� �� ���������� ��� ��������� ������� ������ �������� ��� ����

������� ��� �� ������ �� ����� ���������� 2���� ��� ���� ��������� ������� ����

��
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�� ��� ������ ��������� ������ ��� ��������� ���� ��������� ������ PNNQ�

����� �	��
 �����
�	�

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

Order

ab
s

1����� K�O� 2�� %����� �������� ������ �! ��� +(&"����� 10 �����


� ���� ��������� � ������� ����� �! ������� ������ ����� �������� ��� ����

!������� �! ��� �������� ������' ����� �� ��������� ��� �� ������� �������������

�������� �� ������� ������������� 2�� ������� ����� ��� ���� �� ���� �� ����� �! ���

�������� ������' ����� ������ !�� ���������� �� �������� 0��������� !�� ����������

����� ������� ������� ����� ��� ������ ������� �� ��� 1����� 0������ (�����

F10(G ����� ��������� �� � ��������� ���������� 
� ����� �� ������ ��� ������� �!

����� ���������� ������� ������@��� ���� ���� ��������� ������ ��� ���� ������� 

���� �! ����� ����� ���� ������ ��������������� F4���� ������� 6(, 
#, 

,0#0�G PN�Q�


� ������� ������ %����� �������� ������ ����� �!��� %������ %����� ������� �

����������� �! ������ !�� ���� ����� �� � ������� 2��� ��� ��� ����� !�� ��������

����� ��������� �� ����� ���� ������ ������ ��� �������� ����� ��� ������ ������

�.



� ���
	 �� ��� ��  ���
� ����� ���� ��!�	���" �
����� �"��



10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

−250

−200

−150

−100

−50

Frequency [rad/s]

M
ag

ni
tu

de
 [d

B
]

 

 
Original model
 Reduced model

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

−200

−150

−100

−50

0

Frequency [rad/s]

P
ha

se
 [d

eg
]

1����� K��� 6��������� �! �����!�� !�������� �! ��� �������� ��� ������� �������

��� ���������� 2�� ������� ����� ������� ��� ��������� !������� �! ��� ��������

�����PNKQ�

%����� �������� ������ ��� ���������� �� ��� �@���� ����� σi, i ≥ 0, i = 1, · · · , n �!

��� ����������� λi, i ≥ 0, i = 1, · · · , n� 1�� ��� 10( ����� �! ����� ��� �����������

��� �� ���������� �� !�������� 

[K − λiM ] ϕi = 0,

����� λi �� ��� ��� ���������� ��� ϕi �� ��� ��� ������������

+� �� �'����� ��� %����� �������� ������ ��� �������� !�� ��������� �! ��� +(&

��������� ����� 10 ������ 2�� %����� �������� ������ �! ��� 10( �� ����� ��

/���� K�O ���� ������� � ��� ������ 2�� ����� �! �������� 10 ����� �� ��O� 2��

������� ������� ����� ����� ��� �	 ������� ������� 1����� K�� ����� ��� �������"

��� �! �����!�� !�������� �! ��� �������� ��� ������� ������� 
� �������� ���� ���

������ !��@����� ����� ���������� �����/������ �� ��� �������� �! ��� ������� %���

!��@������� ���������� ��� ���� ����������� ��������� ������ ��� ��������� ���!��"

����� �! ��� ������ 2����!��� ���� !��@����� ����� ��� �� ��������� ������� �

�,
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�����/���� ���� �! �������� PN�Q�


� ���������� � ����� ����� ����� ��� � /���� ������� ����� �! � A�'���� ����� ��

���������� ��� ������� �� ���� ����� 
� �� ��������� �� ������ � �������� ����� �����

����� �� ��� �'���������� ���� ��� ��� �� ���� ��B����� ����� ������

��� ������ 	
������ 
�
����


� ���� ���� ����� ������������ ������ �! �������� �������� ��� ������� ���������

��� ���������� +� �������� �� ������� ��� �� ��������� ��� ���������� A�' �����"

���� ������ �������� ������ ��� �������� !������ 2������ ���������� !�� ��� ������

�������� ������� ��� ������� ��������� ��� ���������� 2�� ���������� �! � !�������

������� �������� !�� �������� �������� ��� ����������� +� � ������ �! ��� �������� �

������ �������������� �! ��� �������� ������� �� ����������� 2�� �@������� �! ��"

���� !�� ����� ��������� �� ������ �������� �������� ������ ��� ��������� ��� ���

��� ������� �! � ���������� �B���� ��� �@�������� ���B���� ��� ������� ���������� �!

��� +(&"����� ������ �� ���������� 2�� ��!������� PNLQ PNOQ P�MQ ������� � ��������

�������� ����� ���� ������

����� �������
� 	� ��
��� �����
�� ��������

2�� ��������� �! ������ �������� ������� �� �� ��� ��� ��������������� !���� !�� �����

����������� 2�� �������� ��������� ����� ��������������� �������� ����� ���������

��� 
"������ ���� �� ������������� ��� !���� �! ������� �� ����� �� �� /����K�M�

2�� ������� ��J������ �! �����)��� ��� �������� �! ���� ���� �! �������� ��������

�� �� ��������� ��� !����� ��������� �� ��� �������� �� �������� �� ��� �������

������� �� ��� ����� ��� ��� ������ �! ��� �������� ������� D��� ���� �������� �� ����

����������� �� ��� �� ���� �� ��� ������ �! ��������� ���� �� ���� �� �������� �������

���� ��� �B���� �! ��� ������� ������ ���������� ��� �� ���� ��� �������� ��� �� ����

�� �������� ������ �������� 
� �� ����� ���������� ���� �� �� ������ �� ������ ����

��� �������� A�' �� ���/��� �� ��� ���� ��� ��� ��� ������� F�� �������G !�� ����

������������ �������� ���������� ���� � ����� ��� ���� 2��� ����� ���� �� ���� ������ 

��� ��� ������� ��� ������ �����!������ P�MQ� 
! ��� �������)��� �������������� �����

�#
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1����� K�M� %�������� ����� ��������������� ��������

�� ������ F���� �� ����������G ��� �������� !���� Fm ��� �� ������� !��� ��� ������

������ �� ��� ��� ��� ������� ��������������� �������� ��� ��� 
"������ ����� 2��

!���� �� ����� ��

Fm =
n2Aμ0i

2

4g2
, FK��OG

����� n ��!��� �� ��� ������� �! ���� ����� �� ��� ������������� A �� ��� �����"

������� ���� �! A�' ���� μ0 �� ��� ������������ �! ��� μ0 = 4π× 10−7N/Ampere2 i

�� ��� ������������� ������� ����� �� ��� ���� g �� ��� ��� ��� ������� ��� ��������

��� ��� 
 ����� �����
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1����� K�
 ����� �� � ��������!������ ������� ���� ��� ������������ ������� ��� ���"

����� !���� Fm ������� i ��� ��� ��� g �� � ��������� �'������ 
� ��� ���� ����������

����� ��� ���������� ���� ���� ������� KL	 ����� �! ���� n = 350 ��� �����"�������

���� �! A�' ���� A = 0.0016m2 ��� ������� ������ !��� � �� � +����� ��� ���

������ ������ !��� 	�			� �� 	�			L ������ 
� ��� �� ���� ���� ��� �������� !����

Fm �� ������������ �� i2 ��� g−2�

2�� ������ ����� ���� � ������ ��������� ����� �������� �������� �� ������� ����

���� ����� �'����� �� ����������� �� ����� ������������ ��� �� ������ ��������� 1��

���� ������ ������ ������ �������� �������� ��� �������������� �� ������� �� ���"

������ ������� �� ����� �� /���� K��	� &� ����������� ������� ������� ��������

������ ��� ����� �� �������� ������� ����������

2�� ���� ���/�������� �! �������� ������� ���� �� ���� ��� �� ���� ����� �� /����

K��	� 0��� �'�� �! ��� ������� �������� �������� �! ��� �������� ������� ��� ����

������ �������� �� ���������� !����� 2�� �������� ������� ���������� �� ��������

���� ���� ��� ������ ���� ������� ix+ ix− iy+ iy− �� �������� �! � ��� ���� ��������

ix0 iy0 ����� ��/�� ��� ������� ����� ������ ��� ������������ �������� ix iy ����

��� ������� ��� ������� !���� �� ������� ���!� ��������������

1����� K��	� 6��/�������� �! ������ �������� �������

��
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ix+ = ix0 + ix ix− = ix0 − ix

iy+ = iy0 + iy iy− = iy0 − iy FK���G

2�� !����� �� ��� ����� F x
m ��� F y

m ��� ������������ ��� ��B������ ������� ��� ���

���������� �� �'�� x ��� y� 5���� �@������ K��O �� ��� ��������� ��� ��� !���� ��

��� ����� �� ��� !�������� �@��������

F x
m =

N2Aμ0

4

[(
ix0 + ix
s0 − x

)2

−
(

ix0 − ix
s0 + x

)2
]

,

F y
m =

N2Aμ0

4

[(
iy0 + iy
s0 − y

)2

−
(

iy0 − iy
s0 + y

)2
]

. FK��MG

���� s0 �� ��� ������� ��� ��� ������� ����� ��� �������� ��������


� ��� ��������� ����� �! ��� �������� ������� ��� ���������� �B���� ��� ����������

�B���� ��� ���������� &� �������� � 2����� ������ �'������� �! �@������ K��M ���

�������� !���� �@������ ��� �� �������)�� ����� ��� ������� ����� ��� ��� �@������

K��M �������

F x
m = Kiix + Ksx, F y

m = Kiiy + Ksy, FK��
G

Ki =
N2μ0Ai0

s2
0

, Ks =
N2μ0Ai20

s3
0

. FK��	G

2�� ������� ���B���� ��������� Ki ��� ������������ ���B���� ��������� Ks ��� ���

�� ������ �������� ���� ��� ���� ���� 
�����

 �� P�MQ� 2��� ������ �� ��� �������

��� ��� ������� ������ ��� ����� s0 ��� ��� ���� ������� i0� 2��� ��� ���� ��

���������� �� �'���������� �������

����� ��� ������
��
 �
������ ��� ������� 	�  �!

����	�
�� �	
	� �"�
��


� ����� �� ������������ �������� ��� ���B���� ��� ������� ��������� �! +(&"�����

������ �� ��� �� ������� ���� ��� �������� !���� �� ��� ��� �! ������� ���

��
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������ !���� ��� ����� �� ����� ����� 2�� ������ ����� ����� �������� �� � �����

����� ��� ��� ������ ������ �������� �������� ��� ���� ��������� �� ��� ��������

�������� 2�� �@������ �! ������ �! ���� ���� �! ����� �� ����� �� �@������ K��� ,����

��� ���������� �������� !����� �� x ��� y ���������� ���� ��� ���� ������ ��� ��

�� ������� ���� ���� ��� ��������� ���� ���� ����� ��� !�������� �������� �����

��� �@�������� ���B���� ��� ������� �! +(&"����� ������ �� ���� ��������� �� x

��������� !�� ������/������� &�� ��� �@������� ��� ����� !�� ��� y ����������


� �� ����� ���������� ���� ��� �������� ����� ��� ����� ���� ������ �������� �������

����� ������ �� ����� ��� !�������� ������������

� +�� ��� ������� ���������� ���� �� ������ /���� +� ��������� �+ ���������

���� ���������� ���� ������ ������� �����*

� 2�� �������� ������� �� ������ ������� ����� ��� �������� !���� �� �������)���

$� �������� ������� ��� ���������� ��� ����������*

� #���� ��� �� ����� �� � ����� ����� ��������� �� ������ ��� ������� ���������

+� /���� K��� ����� ��� ������������ ������ ������� ��� �������� �! ��� ���������

������ 2�� ������ ������ ������� �� /������ ��� !�� �� +� ���������� 2��� ���

������� ������ �� �� ��� ����� �� � ����������� 2�� ���������� ��������� ������ ���

������� !�� ��� �������� 2�� ����� �����/�� �������� ��� ������ �! �+ ���������

�� ������� ����� ��������� � ���������� �������� !���� ������� �������� ��������

�� ���� ��� ��������� �������� !���� !������ ��� !���� ��������

1��� �@������ �! ������ mẍ + d1ẋ + k1x = Fex ��� �@������ K��
 ���� ��� ��

������� ���

F x
m = −d1ẋ − k1x = Kiix + Ksx,

mẍ − Ksx − Kiix = Fex. FK���G

2�� �������� !���� F x
m �� ��������� �� ������ �������� ������� �� ������ �������

��� ����� �� x ���������� 
� ��� �� ������� �� ��� ��� �! ������� ��� ������ !�����

k1 ��� d1 ��� ������������ ��� �@�������� ���B���� ��� ������� ����������� 2��

������� !���� −d1ẋ �� ������������ �� ��� ����� �! ��� ��������� ������ 2�� ������

!���� −k1x �� ������������ �� ��� ������������ �! ��� ��������� ������ 2��� ���

���� �������� �� ���� �! ���� �� ��� �������� ��������� �� ��� ����� ��� ������������

�%
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1����� K���� + ����� ���� ������ �������� ������� ����� ���������� ������

�! ��� ������� ������ 
� �@������ K��� ��� �� ������ �������� 
�����

 −Ks ��� ��

!����� 2��� ����� ��� Kiix ���� �� ���� �������� ��� ���������� �� ���� ���

������ �������

1����� K���� 2�� ����� ������� �! ��� ���������� ����

2�� ����� ������� �! ��� +(& ���������� ���� �� ����� �� /���� K���� 
� �� ���� ����

��� ����� ���������� ���� ���������� ��� ����������� �������� !�� ���� �������������

����� �� ���!� ��������� 2�� ����� !������� ���������� ���� �����!�� !������� !���

��� ������������ �! ����� �� ��� ���������� ������� �! �������� ������� ��� �� ��/���

���

G(s) = −Ix(s)

X(s)
. FK���G

�(
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2�� ����� ���������� �����!�� !������� �� � ������ ���������� �! ������ �����!�� !���"

���� Gs(s) ��� �����!�� !������� �! /���� GF (S) ��� �����!�� !������� �! +� ���"

������ GAD(s) �����!�� !������� �! ���������� Gc(s) ��� �����!�� !������� �! �+

��������� GDA(s)� 2����!��� ��� ����� !������� ���������� ���� �����!�� !�������

��� �� �'������� ���

G(s) = Gs(s)GF (S)GAD(s)Gc(s)GDA(s). FK��KG

0@������� ��� �� �������� !��� �������� ��� 7������ �����!��� �� ��� �@�������

K��� ���� ������������ �@������ K��� �� �� ��� ���� ��� ���������� ˙x(0) = 0 x(0) =

0)�

s2mX(s) + d1sX(s) + k1X(s) = Fex(s),

s2mX(s) − KsX(s) − KiG(s)X(s) = Fex(s). FK��NG

2�� �����!�� !������� !�� ��� ����� ����� ���� +(&"����� ������ Gw(s) ���� ���"

������ ��� �������� ������� ��� ����� ��� ��� ������� %��� ���� ��� �'��������

!���� Fex ��� ������������ x ������������� 2�� �����!�� !������� �! ��� ����� +(&

��������� ����� ������ Gw(s)��� �� ������� !��� �@������ K��N�

Gw(s) =
X(s)

Fex(s)
=

1

ms2 + d1s + k1
,

Gw(s) =
X(s)

Fex(s)
=

1

ms2 − Ks − KiG(s)
. FK��LG

+����� ���� G(s) ��� ���� ���� �������� �� �������� ��� �������� ���B���� ���

������� ������� �� ��� ������ �� ���� ��� ����� +(& ����� ������ ������� +�

� ������ ��� ����� !������� ���������� ���� �����!�� !������� ��� �� �������� !���

�@������� K��� ��� K��N ��

G(s) =
k1 + Ks + d1s

Ki
. FK��OG

%���� !��� �@������ K��O ��� ���������� ��� �� ����� ���� ��� �@�������� ���B����

k1 ��� ������� d1 ������ �� G(s) ��� ��� ������� ����� �! k1 ��� d1 ��� ��

���������� �� ��� !��@����� �������� �! G(s)�

�*
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+����� ���� s = jw �� ���������� �����!�� !������� G(jw) ��� k1 + Ks + d1wj
Ki

��

��� �����/�� !��@����� ������ w ��� ��!�������� ����� ��� ��������� ��� ����� �!

��� �������� �� ��� !��@����� w ��� �������� ���� �� ��������� ��� ��������� ���

����� �! ��� !��@����� ��������� �! ��� ��� ����� �! ��� �@������ K��O ��� �@��������

���B���� k1 ��� ������� d1 ��� �� �����������

��/���� Kst �� ��� ������ ������� ���������� ���� �! G(s) ����� ��� ��������� s = jw 

w = 0 

Kst = ‖G(jw)‖w=0 = ‖Gs(jw)‖ · ‖GAD(jw)‖ · ‖GC(jw)‖ · ‖GDA(jw)‖w=0 . FK���G

2�� ������ �@�������� ���B���� �! ����� k1 �� ���������� ���

k1 = KstKi − Ks. FK��MG

%��� � ����������� �'����� �� ��������� ����� �� ���� ����� �� ���� ���� 2�� �������

���B���� ��������� Ki ��� ������������ ���B���� ��������� Ks �! ��� ��������

������� ���� �� ��� ���� ��� ��� ������ 2�� Kst �� ��� ������ ������� ���������� ����

�! G(s) ��� �� �������� �� ������� ���������� ��������������� �! ���� ����������

�! ��� ������� ���� ���� �� ������������ ������ /���� +� ��������� ��� ����������

��� �+ ��������� ����� ���� �� ���������� �� ��'� �������� &� ������������ ���

��� ���������� ���� �@������ K��M ��� ����� �! ������ �@�������� ���B���� k1 ��� ��

����������� 2���� K�� ����� ��� ���������� ��� ��������

2���� K��� ���������� ��� ��� ������ �@�������� ���B���� �! ����� ������

2�� ������������ ���B���� ��������� Ks K
�� [N/mm]

2�� ������� ���B���� ��������� Ki �
 [N/A]

2�� ������ ������� ���������� ���� Kst O��	�	� [A/mm]

2�� ������ �@�������� ���B���� �! ����� ������ k1 5.96 × 105 [N/m]


! ��� �����!�� !������� �! ������� !������� ������� ���� G(s) ��� �� �����������

�� −(kp + kds) �� � �� ���������� ��� �� �� ������� ���� ��� ����� ����������

���� ��������� ������������ ������ /���� ���� �� ������� ����� ��� �� ����� ���

������ ������ ��� ���������� kp ��� kd ��� �� ��������� 2��� !�� ����������� ���

�@�������� ���B���� k1 ��� ������� d1 ��� !�������� �@������� ��� �� ������� ��

�@������ K��O 

��



� ���
	 �� ��� ��  ���
� ����� ���� ��!�	���" �
����� �"��



k1 = kpKi − Ks, FK��
G

d1 = kdKi. FK�K	G

2������ ��� ������������ �! ��� ����� ������������ ����� �! �������� ������� ���

��� ��������� �! � !������� ������� �������� ��� ���������� ���������� ������ !�� ���

�@�������� ���B���� k1 ��� ������� d1 ���������� �! +(&"����� ������ �� �����"

����� +� � ������ �! ��� �������� � ������ �������������� �! ��� �������� ������� ��

��������� 2�� �@�������� ���B���� ��� ������� �! +(&"����� ������ ��� � ��'����

�! ��� �������� �������� ���������� ��� ��� ����� ������� ���������� �����������


� ���� ���� ���� ��� �� ��������� �� �'���������� ������� �� �����

��� ������
�� 
�
���� 
�� �����
��� ����

�����  ���
���" �������

+�'������ �������� ���� �� ������������� ���� �� ������ �������� �������� F+(&�G

��������� ����� �������� 
� ������ ������� ���������� ����� �� ��������� �� ���

�������� �� ���� ��� ������� ���� ��� ����� &�� �� ���� ������ �������� ��������

���� � ����� !������ �� ��� ��������� �������� ���� �� ��� ����� ��'������ ��������

������� ���� ����� �������� ����� ��� ����� �� �� ������� ��� ����� ����� �! �������

PLKQ� 
� �� ���� ������ � ������� ������� �������� ������� �� � ����"�� ������� ��

���� ������������� 2�� ��������� ������� ��� ��'������ �������� ��� ����� �� �������

���� ���� �! ��� �������� ������� �� ���� ���� ��� ������� ��� �������� ��������

2�������� /!�� ������� �! ��� ��������� ������� ��� �������� ������� ��� ����� ��

���� !�� ��� ��'������ ������� ��������� PL�Q�

2�� ��������� �� ���� ��@��������� ��� ������������ ��� ��� �� ��� �����������

�! ������� ��'������ ������� �������� ���� ������ ��� ��� ���������� ��� �����"

��������� 4�������� ��� ��'������ ������� �������� �� ��� ����� !��� ���� �����

����������� 2���� ��� ����� �������� ������� ������� �������� ��� ������� ������

��������� ����� �������� ��� �� ���� �! � ������� �! ��������� ��������� ����)� 

�������� ����� ������� ��� ������� PLNQ� %������ �� ��'������ �������� ����

��� ��������� ������� ����������� ������ ����� �������� ��� ���� !����� ��� ����

�.
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������ !������� ���� ������� ������� ��������� 2� �������� ��� ��������� �! �����

������� ������� ������� �������� ��� ���� �� ��'������ �������� ��� �� ����� ���

������� !�������� 2���� ��� ���� ����� �! ������� ������� �������� ���� ����� !�� �

�����/� ���� �! ���� ��� ���� �����/� ���������� ��� ������������� PLLQ� &�� ���

����� ������������� �! ��'������ ������� ��� ������ !��� ����� ������� ��� ����"�����

���������� ������� �'�������� �������������� 2�� ����� ���� �! ��'������ �������

�� ������� ������ �������� �� ��������� ����� ���� �� ��� )��� ��������� ��������

PLOQ� 2��� ���� ���� ������� ��� �� ����� �� ������� ��� ��'������ �������� ���"

!�������� 
� �������� �� ������ �������� ������� ����� �������� �� ��� !���������

������� �������������� ��������������� ��������� �� ��������� �� ��� ���������� PL�Q�

%������ ����� ������� ������ �������� ��� ������' ��� �'������� �����!��� ���� ���

��� ������������ ���� �� ��'������ ������� �� +(&"����� �������


� ���� ���� ���� ������� ��� ���� ������ �� ��'������ ������� �� ��� ���� ��� ���

��� ��������� ���� ����� �� ���� �� ��� ��!��� �������� ���B�����

����� �	
������ ����

2�� ��������� ���� �� �'������ �� ������� ��!� �������� ���B���� �! ��'������ ��������


� ���� ����� ��� ������ �������� ������ �� ��� ���!� ��� ��!� ������� ��'������

������� ����� ������� ����� !��� ��������� ��� ������� ��� ��� ��!� �������� ���B"

���� ��� ���� ����� ��� �! �������� ����� ������� �������� ������ 
� �������� 

��� ��������� ���� ����� �������� ��� ��'������ ������� �� ��� ����� �������� �!���

����������� ������� ����� ��� ��'������ �������� 2��� ����� ��� ��'������ �������

����� �� ��"�������� �� ��������� ����� +�������� �� ��� �! ����� ��������� ����������

�! ��������� ���� �� ��� ���� ���� �� ��� ���� ����

2�� ��������� ����� F%CN�'��G ���� �� ���� ��� ��� �������� �� ��� �! ��� ����!��"

����� #������ 
� �� � ��������� ������ ����� ������ ���������� � ���� ����� ���� �����

������������ �� ����� ��� !����� ���� �! ����� ���� ��� �� � ������ �� ����� ��

/���� K��K� 2��� ����� �� ���� ������ ���� � ����� 2�� �������� ���B���� k2 ��������

�� ��������� ���� �� ����������� !�� ���� ������ 2�� ������ ���������� � ������ !��

��� ������ ���B���� ����������� �� ����������� PL	Q�

2�� !������ ��A������� Ktr ��������

�,
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1����� K��K� 2�������� ���� PNMQ

• (������� ��������� • 0������ (������ !�� ��� ��������

• 3��� ����� • 3��� �����

• 3��� �������� ����� • 3��� ��������

• �������� ����� • �������� ���������

• 3��� ���� ����� • 3��� ����� ������

D! ����� !������ !�� � ����� ���� ����� ��� ��� ��J�� !������ ��� ��������� ���

���� ������ ,� ��� ,����� 6������� Ktr[N/mm−1] �� ����� ���

Ktr = 4.8 × E × W ×
(

t

p

)3

, FK�K�G

����� Ktr �� ��� ������ �������� [N/mm−1] E �� ��� 0������ (������ !�� ��� ����"

���� [kNmm−2] W �� ��� ����� t �� ��� ��������� ��� p �� ��� ���� ����� [mm]� 2��

����� ����� ������������ ������ !�� ��� ����������� �� �������� � ���� ���� ����� �!

������ ���B����� 2�� ������' ���� �������� ���� � !����� ���� ��� ������ ����

����� ���� �� � ����� ��������� ����� ��� ����� ���� ���� !����� �� �� �������� ����

������������� ���� ������ ���B����� 1��� /���� ������� �������� �! ��� ���������

���� ������ �� PL	Q �� ��� �� ���� ���� ��� ���� ��������� ���� ��� ���� ��������"

���� �� ��� ���B����� 2��� �� � ����� ����� ��� ������ ���!������� �! ��������� ����

���� �� �B����� �� ��� ���������� �� ��� ������� 0�������� �������� ����� ����

��� ���� ����������� ����� !�� ��� ������� ���������� ������ ��������� �� ��� ����

���������

2���� K�� ����� ��� ��������� ���� F%CN�'��G ���/��������� ���� �� ���� ��� ����

�#
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������������� ������ ���������� 
� �� ��������� �� ���� ���� ��� ���� ����� �! ������

�������� ��� �� �������� !�� � ����� ���� ��)�� k2 = (1 − 1/3)Ktr

2���� K��� ��������� �! ��������� ����F%CN�'��G

�������� N� [mm] 2�������� t 	�N [mm]

3��� ����� p L [mm] 3���� �� [mm]

$�� 3���� �O 3��� %����� ��	� [mm]

,����� 6�������

��� 3���

5.90 × 106 [N/m] ,����� 6�������

�! #���

1.97 × 106 [N/m]

����� �	��
 	� ����
���" �������


� �� ��������� �� ����� � ����� �! ��'������ ������� �� ����� �� �����)� ��� ��"

����� �������� +(&"�����"��'������ ������� ������ ����������� ������� ����� ���

��'������ ���������

1����� K��N� (���� �! ��'������ ������� ���� ��������� ����

1����� K��N ����� � ����� �! ��'������ �������� %��� ���B���� k2 ��� �������

d2 ��� ���� �� ����� ��� �������� !����� �! ��'������ ������� ����� ��� �������

�������� �� ������� �� ������� ����������� 3��� ����� ��������� ���� ��'������

������� ��� ���������� ����������� !���� Fb �������� �! ������� !���� ��� !�������

!���� ��� ���������� mb �� ��� ���� �! ��'������ �������� %��� ��� ������� !����

�� ���� ������� �� � ������ ��� ������� !����� kc ��� dc ��� ������� ���B����

��� ������� ���������� ������������� 3��� ���� �������� ��� ����� �� ��'������

�������� ����� �'��� ����� ������� )����� ������� ����� ��� ����� ���� �������

��
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����� ���� ��� ���� ������� ���� ��� ����� ����� 
� ����� �� ��� ��� ������/��

��'������ ������� ����� ��� ������� ���B���� kc �� ��� ����� ������� ���B���� �! ���

����� ������� )����� 
� P�OQ ��� ������ ���������� ��� ����������� ������� ��

������ ��� ���������� ��� ��������� ��!��� ��� �!��� ����� ������� ��B����� ������� 

���� ��� ������� ���B���� ��� �� ���������� 
! ���� ����������� ��� ������ �B��� ���

������� ������ ��� �������� ������ ��� �� ������ ���������� ��� !�������� �@������

��� �� ������� ���

1

kb
=

1

kc
+

1

k2
, FK�K�G

����� kb �� ��'������ ������� ���B����� 
! ��� ��'������ �������� ��� ������� ��������

���� ��� ������� ������� �� ����� �� ������� �� /'�� ������� ��'������ ��������*

�� ��� ���������� ���B���� k2 �� ���� ������ ���� ��� ������� ���B���� kc �����!��� 

��� ���������� ���B���� ��� ������� ����� �� �������� 2�� ��'������ ������� �� /'��

��� ��� ����������� !���� Fb �� ���� �� �'�������� ������ !�� +(&"����� �������

D�������� ���� ��� ��'������ �������� ��� ����������� ������� �� ��� �������

������� ��� ���������� ���B���� ��� ������� ���� �� ����� ���� ������� �� ���

+(&"�����"��'������ ������� ������� 2�� ����������� !���� Fb �� �� �'�������� ����

!�� +(&"����� ������ ��� ��'������ ��������

�� !����
����� �� ��� ����� �����	

��#�� $���
����

5�������� �� ��� ���� ������ �'�������� !����� ������ �� �������� ���������� 
��"

���� ��������� �� ��� �������� ������� �� � ��������� �! ���@��� ���� ������������

�� ���� ������� �! ��� ����� ����� �� ������������ ������ ����� �������� �����

��������� ��������� ������!���� !����� 5�������� !���� !�� �'����� �� ����������

���

Fu = meΩ2, FK�KKG

����� me �� ��������� �! ����� Ω �� ����� ������� !��@������ 5������ �� �� �������

�� � �������� ����� ��� �� ������ ��������� �� ��� ��� �� ������/�� �� � �������� 

��� � �������� ��������� �� ���� !������� 
� PLMQ ������� ���������� �'����������

��
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!������� !�� ��� ������������ �! ��� ������� ����� ��� �� ��� ����������� ���@�� ��

��� ���� �! ����� ����� !������� 
� ���� ���� ��� ����� ������� !��@����� ����� ��

������� �� � ���� �������� ���������� Fu �� ��������� !���� ����� �� �����������

���� ����� �������� ��� �������� ������� �������� �'�������� !�� ������

��#�� %	�
��
 ��� ����
�	� �	��� ��
&��� �	
	� ��� ����
���"

��������

3��� ������ �������� �������� ���� ����� !������ �� ��������� �������� ���� ��

��� ����� ���� ����� �������� ����� ������ ��'������ �������� ��� !������� !���� ��

��������� �� ��� �������� �����!��� ������� ��� ��� ���!���� �� �������� 2��� ����

�! �'�������� �� ���� ����!�� �� +(&"����� ������ ��� �� ��� ����� � ���� �������

�������� ������ ����� ��������� ������ ,� �� �� ��������� �� ����� ��� ��������

����� �! ������� ��� !��������

/��
�� 
	����� ������� ����


1�� � ������/�� ����� ��� ������� !���� N ������� ����� ��� ��'������ ������� ���

�� ���������� �� �� ����� ������� !���� ����� �� ������ ���� ��� ���"�������� ������

����������� δ�

1����� K��L� 4������� �! ����� �������

��
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+� ����� �� /���� K��L ��� �������� ���������� ������ �� OXY � 2�� ������������

�! ��� ����� ������ Or �� ����)����� ��������� ��� �������� ��������� ��� ������� ��

x ��� y� 2�� ������ �! ��� ��'������ ������� Os �� �� �������� Pxb ybQ ����� ���

��� �@��� �� )��� ���� ��� ��'������ ������� �� ���������� ���� �������� ����������

������� 2�� ��������� ������� ����� ��� ��'������ ������� �� Cs�

2�� ������� !���� N ������� ����� ��� ��'������ ������� �� ������ ���� ��� ���"

�������� ������ ����������� δ ��� ��� ������� ���B���� kc �� ������� !���� �� �'�������

�� !�������

N = kc · δ, FK�KNG

δ =
√

(x − xs)2 + (y − ys)2 − Cs. FK�KLG


! �� �������� ��� �������� ��������I� ������� �������� dc ����� �� � ��������

���8����� �! ������� ������� ��� ������� !���� �� ��������� ���

N = kc · δ + dc · δ̇, FK�KOG

����� δ̇ �� ��� ���������� �! ��� ������ ����������� δ ���� ������� �! ����� %������ 

���� ����� ��� ��� ���������� �� ��� ���� �������� ������ ��� ������� + ���� �'���

�������� �! ������� ��������� %���)��� ������� ���� �� ��������� ��� ��������� ��

��� !���������

)��	��
�� 0
��1��� ������� ����



� ����� �� ��� ���� ������ �������� ������� ����� �� ���� ������� %���)��� ������"

��� ������� ������ ������ ����� �������� ���� ��'������ ������� ��� ������ �������

!���� ������� ����� ��� ��'������ ������� ��� �� ������� �� P�LQ�

N = κδ3/2 +
3

2
αdκδ3/2δ̇, FK�K�G

����� δ �� ������ ����������� δ̇ �� ��� ���������� �! δ ���� ������� �! ���� κ ��

��� ����� ���B���� ��������� αd �� ��� ������� ���������� 2�� �'������ �! δ ��

��������� �� ��� ���� �! ��� �������� 3��� ��� ��� ������� �� ������ �� ��� ��

������� �� 3
2

P�LQ� 3��� ������� �� ������� ��� ���!����� A�� ���!���� ��� ����

�! ������� )��� ���� ��� ������ ������ ��� ���� �! ������� �� ��� ����� ������

�%
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1����� K��O� %���)��� ��������� ������� !����

������� ������� ��� �������� �������� %������ �� P�OQ ��� ������ ��� ��� �������

��!�������� !�� ��������� �� ������������ ������� ��� ���� �� ��� ���������� ���� ��

����� ����� �������� ���� ��'������ �������� 2����!��� ��� ������ ������� ���� ���

������� ����� �� ��� ������ �������� !�� ��������� ������� �'������ �! δ �� �@��� ��
3
2
� 3��� ��� ������ �! �������� ������� !���� ��� ������ ���������� ������ �! ���

������� !���� �� ����� %���)��� ��������� ������� ������ �� ���� �����������

1����� K��O ����� ��� ���������� ������� �! �� �'����� �! %���)��� ��������� ���"

����� 7���� ���B���� ��������� κ �� ����� 2.4× 109N/m2/3 ��� ������� ���������

��� �� ���������� !�� ����� ������ ���������� !��� ��� �������)�� �������� �������

���8����� �! ����������� ��� ������ �������� P�LQ� 1����� K��OF�G ����� ��� ���"

������� �������� ������� ������ ������� !���� N ��� ����������� δ� 2�� ���B����

������ !��� 2.86× 105N/m �� 1.16× 107N/m� 
� /���� K��OF�G �� ��� �� ���� ����

��� ��������� ������� !���� �� ����������� �������� ���� ���� ����� �� ��B����� ����

������ ��������

2������� ����


3��� ��� ���� ����� �������� ����� ������� ��� ��'������ �������� ��� !������� !����

�� ��������� �� ��� �������� �����!��� ������� ��� ��� ���!���� �� �������� +� /����

K��L ����� ��� ��������� �! ��� !������� !���� f �� �������� �� ��� �������� ��������

������� ����� ��� ��'������ ��������

�(
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� �� ���� ����� ���� !������� �� ���������� �������� �� ��A������ �� ���� �����"

����� ��������� ��� �������� �! ��� ������� ���!���� ����� ���������� ��� �������

���������� �! ��� ��� ���!���� ��� ��������� ��������� ����� 2��� ����� ��� ����

!������� ������ ����� ���� ���� �������� +�� �! ���� ������� �� ������� ��� �������

�! ��� ����������� !������� ��������� ���� ���������� ������'��� ����������������


� PL
Q � ������ �! !������� ������ ��� ���������� 2���� ���������� ��� ��������"

���� ��� ���� ������� ����

2�� 6������ !������� ����� ��� �!��� ���� ���� ������� �! ��� ����������� 2��

6������ �����'������� �� �� ���@���� �������������� �! !������� !�� ��� �������� �!

���� �������� �������� 
� �� ��������� ���

f = μN, FK�KMG

����� μ �� ��� ���8����� �! !������� ����� �� �� ��������� �������� �! ��� ����������

��������� ��� N �� ��� ������ !���� �'����� ������� ��� ���!����� 
� ���� ����� 

!�� ������/������ ��� 6������ !������� !���� ������� ����� ��� ��'������ ������� ��

��� ������� ���� ����� ������� !��@����� Ω� 2�� !������� ���8����� μ �� � ��������

�� ��� ������� ����� ����� ���� ��� ������ ���� ������� ��������� ������� ��������

�� ��� ��� ������� ���!����� &�� �� !��� ������ ��� ���� ����� �������� �����

����������� ���� ��'������ �������� ��� !������� ���8����� μ �� ��A������ �� �����

!������ �������������

��#�� '
��� ����
�
�	��


� �� ����� ���������� ���� ��� ����� �'������ !����� ���� �� ������� ��� ������"

����� ������� ������� !����� ������������ �! ��������� �� !��������� ���� ��� ��

����������

�*



$ %��� ��
 ��	 &#"���������

�������
�����


� ���� ������� ��� ���� ��� ���� �� ���� ���� �� ���������� 2�� ���� ��� �� ��������

�� ����� ��� ������������� ���� ��������� �B���� ���� �� ������ ��� !�������� 
�

��� ������� �'���������� ����/������� �! ��� +(& ��������� ����� ���� ��'������

������� ������ ������ ����� ���� ���� ���������� �� ��� ���� �������� ,������

��������� ���������� �! ������ ��� ��������� ������� ��B����� ������� �� �����)�

�'���������� �������� 2���� ���������� ���� �� ���� �� ��������� ���������� ������


� ����� �� �'����� ����� !������ �� ���������� ��� ��������� �� ������ ���!������� 

���� ����/������� ��� �'�������� �! ��� �������� ��� ��!����� �! ��� ���� ��� ����

���� ���������� ��B����� �'���������� �������������� ���� ���� ������� ���� 5����

���� �����/� �������� ����� �� �� !���� ���� ��� +(&"�����"��'������ ������� ������

��������� ����������� ������ ���������� 2�� �'�������� ������� ���� �� ���������

��� �����)���

 �� "�����#���� �� ��� 
������# ���� ���

2�� ���� ��� ���� �� ���� ���� �� ����� �� /���� N��� 
� ��� ���� ����� ��� ���� ��

� ���� ���� ���� �� P�OQ� +!��� ���� ����/������� ��� �'�������� �! ��� ��������

��� ��!����� ��� ���� ��� �� ��� ���� � ���� ���� ���� ���* �� ��� ���� !��������� ��

��������� �'���������� �������� �! +(&"�����"��'������ ������� ������ �����������"

����� +�� ����� ���� �� ��� ����� ����� ��� ��'������ �������� ������� ��� �������� 

������������ ������� ��� ����� ������ ��� ���������� ���� �������� ��������

2�� ����� �� �����'������� 320�� ���� ��� ������ �! ������� ����� �� �� �����

160�� !��� ��!� ���� �! ����� ��� ��'���� ����� �������� �� 49�� ��� �� ������

3.443��� 
� �� ��������� �� ��� ������ ��������� �� ��� ������ �������� ��������� +

��



% &
�� ��� ��� '! 
��

���	 ���
���������

1����� N��� 2�� ���� ���

���� ����� ������� /���� ���� ��� ����� �� ���� �� ��������� ��� �'��� ������� ����

��� �'��� �������� �������� ��B����� ��'������ ������� �������� ������� ������� ��

���� �! ����� !������ �� ��������� + ����� �������� ��� ����� ����� �� ����� ���

��'���� ������� !��@����� ������� 500%)F30000���G� &� ����� ������� ������ ���

������� ������� �� ��� ����� ��� ������� !��@����� ��� �� ��������� 2�� ����� �!

��������� ������� ��� ������� �� ��� ���� ��� �� ������� ��� ������ �������������

�! ��� ����� ����� ���� �� �� ����� !�� ��� ����������� �! +(&�� 1�� � ��!���

���������� ��� ����)� ����� ��� ������ ��'� �� ��� �������� ������� ��� ��� ��

������ �������� �������� 2� ������ ��� ���� ������� ��� ����� ��� ��� �������� �

������� ���� ��������� ��� ������� ��� �� ��� ��� �! ��� ������ 2� ������ � ���� �����

�! ��!��� ��� ���� ��� ��� � ���� ��������� ������� ��� ����� ��� ������� 2�� ��� ���

������� ��� ����� ��� ��� ������ ������ �������� ������� �� 0.75�� ��� �������

��� ����� ��� ����� �� �� 0.8��P�OQ� 2�� ��������� ������� ��� ����� ��� ��'������

�������� �� 0.3�� ��� �� ��� �� �������� 1����� N�� �� ��� ����� ������� �! ���

���� ��� ������� ��'������ ������� ��������� 
� ����� �� �����)� ��B����� �'����������

���������� ����� ����� �! ��'������ ������� �������� ���� ���� ������� �� ��� ����

����

�.
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1����� N��� 2�� ����� ������� �! ���� ��� PN�Q


� ����� �� �'����� ����� !������ �� ���������� ��� ��������� �� ������ ���!������� 

���� ����/������� ��� �'�������� �! ��� �������� ��� ��!����� �! ��� ���� ��� ����

���� ���������� ���������� �! ��� +(&"�����"��'������ ������� ������ ���� ��

��� �@�������� ���B���� ��� ������� �������� �� ������ �������� ������� �������

���B���� ��� ������� �������� �� ��'������ ������� ���������� ���B���� ��� ����"

��� �������� �� ������� �� ������� ��������� ���������� ������ !��@����� ���

�'�������� !����� ��������� ��������� �������� !���� ��� ������ !���� ��� !�������

!���� ��� ��������� ������� ����� ��� ��'������ �������� ��� ������� ��� �������

�� ��� ���� ���� 
� � ���� ��� ���� ��� ��� ���� !��������� �� ���� �'����������

��������������

#���� �	
	� ��� ��
��� �����
�� �������

+� �� ���� ������� ����������� ��� ������ �������� ������� �� ��B����� ����������

���������� ��B����� ������� ���B���� ��� ������� ��� �� �������� ����� �� �

��� ��������� ��������� ���� ������������ �������� 2�� �@�������� ���B���� ���

������� ��� � ��'���� �! ��� �������� �������� ���������� ��� ��� �����!�� !�������

������������ �! ��� ����� ������� ���������� �! ��� ������� +� � ������ �! ���

�������� � ������ �������������� �! ��� +(&"����� ����� �� �������� �� ���� ��������

+� �'����� �! ��� ������� !��@����� �! ��� +(&"����� ����� ������ ��� �� ����������

�,
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1����� N�K� 2�� /��� ����� ���� ������ �! +(& ��������� ����� !���"!��� ����� ���

/'��"/'�� ��������� �����

���� � ���� � ���� �

k1"k1 +(& ����� 
N %) ��M %) �
�K %)

!��� !��� ����� 	 %) 	 %) �
�� %)

/'��" /'�� ����� �LL� %) NM�
 %) L�OK %)

%#
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1����� N�N� 2�� 6������� ������� �! ��� +(& ��������� �'�������� �����

���

wn =
1

2π

√
2k1

m
= 93.6Hz. FN��G

1�� ���� ��������� ������������ � /���� ������� ����� ��� ���� �� ��������� ��� ���"

���� !��@������� �! ��� ������� &� ����� ��� 10"������� ������� #D2D#&5
7� 

����� ��� ��������� ��������� !�� ����� ������� �������� �� (����� ��� /���� ��"

����� ����� �� ��������� 2�� �@������ �! ������ �! 10 ����� ��� �� �'�������

���

M q̈ + (D + G)q̇ + Kq = 0, FN��G

����� M �� ���� �����'� D �� ������� �����'� G �� ����"��������� ����������

�����'� K �� ���B���� �����'� q �� ��� ����� ������������� q̇ ��� q̈ ��� ������������

��� /��� ��� ������ ���������� �! q ���� ������� �� �����

1����� N�K ������� ��� /��� ����� ���� ������ �! +(& ��������� ����� !���"!���

����� ��� /'��"/'�� ��������� ����� ������������� +� 1����� N�K ����� ��� /���

������� ������� !��@����� !�� ��� !���"!��� �'�������� ����� �� �����'������� �
��

%)* ��� ����� ����������� ���� ��� ��� ����� ������� ���� �! !���"!��� ����� �� 	 %)�

2�� /��� ������� ������� !��@����� !�� k1"k1 ��������� ����� �� �
�K %)* ��� ���

����� ����������� ���� �! k1"k1 ��������� ����� �� 
N %) ����� �� �� ����� ���������

���� ��� ���������� ������ �� ����� �@������ N�� �� ����� ��������� ��� ��� �����

������� ���� �! k1"k1 ��������� ����� �� ��M %)� 2�� /��� ������� ������� !��"

@����� !�� ��� /'��"/'�� ����� �� �����'������� �LL� %)� 2�� ���B���� k1 ��������

%�
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�� ������ �������� ������� ���������� ��� ����� �� ���������� ����� �����!��� ����

���B���� ��� �� �����/���� ��A����� �� ��� ����� ��������� 2�� /��� ����� ����

������ �! ��� k1"k1 ��������� ����� ��� ������� ���� !���"!��� �'�������� ������ 
�

�� ����� ���������� ���� ��� ���� ������ ��� ������������� ������� !��@������� �!

��� ��B����� ��������� ����� ��� ���������� ���� ���� ��������� �� 10 ����� ���

���� ��� ��������� ���� ��� @������ �! ��� ��������� 1�� � ���� ������� ���������"

���� �! ��� @��������� �� �'���������� �������� !�� ��� �������� ������� ���������

����� ��� ���� ������� ����

6������� �������� ��� ���� ������ �� ��� �������� �! �������� ��������� 2���

���� ��� ��������� �! ������� !��@������� �� � !������� �! ����� ������� !��@������

2�������� ��� ������� !��@������� �! ��� ����� ������ ���� ������� !��@����� �������

�! ���������� �B���� ��� ������� ��������������� PN	Q� 1����� N�N ����� ��� 6�������

������� �! ��� +(& ��������� �'�������� ����� ���� �@�������� ���B���� k1� 3���

��B����� ����� ������� !��@����� Ω !��� 	 �� K				 ��� ��� 6������� �������

����� ��� ��������� �! ��� ������� !��@�������� 2��� ������� ����� ��� ��������� �!

������� !��@����� ���� ������� �� ����� ������� !��@����� ��� ��� �� ������� �����"

���� 
�� /��� ��� ������� !��@����� ������ �� ��� ����� �� ����� ���������� 
� ����

���� ��� ���������� �B��� �! ��� +(& ��������� �'�������� ����� �� ��� �����/����

�� ��� /��� ��� ����� ��� ��� ��A����� �! ���������� �B��� �� ����������

2�� ��'���� ������� !��@����� ��� ����� L		 %) FK				 ���G� 2�� /��� �������

������� !��@����� !�� k1"k1 ��������� ����� �� �
�K %) ���� ��� /�� ��� �����

!��@������� ��� �� ��� ��������� ������ � ����������� ��� � ������� ����� ���� �����

+��������� ����� ���� �� ���� ��������� ����� ��� ������ /���� ���� ��� ������ 2��

������ �� ����"����� ������ ��������� ���� ������� �� ���������� ����� ��)� ���

����� �! ��� ����� ��� ��� �������� ����������� 2�� �������� ������������ �! ����� ��

�����!��� � ������ �! ������ ��������� 2�� ��'���� ������� !��@����� L		 %) �� ����

����� ��� ����� �������� ��� ������ !�� � ��8����� ��!��� ������� 2���� N�� ����� ���

��������� ���������� �! ����� ��� +(& �� ��� ���� ����

2�� !������� �! �'�������� ����� �����/�� ��� !�������� ��@����������

� %��� ����� ������ 2�� ��'���� ����� �! ��� ����� �� ��� �� �� L		%) FK				

���G�

� %��� ������� ���B����� 2�� /��� ������� ������� !��@����� ���� ����� ��� ��"

%�



% &
�� ��� ��� '! 
��

���	 ���
���������

2���� N��� 2�� ���������� �! ����� ��� +(& �� ���� ���

��	�


(��� �! ��� ����� 3.36kg

7����� �! ��� ����� 0.323m

������ �! ������� 160.4mm

����� ������ �! ������� �! ����� 0.001kgm2

2��������� ������ �! ������� �! ����� 0.017kgm2

(�'���� ������� !��@����� 500Hz

��	
�� �����	
� ���

��

,��B���� ��������� �! ���� ������� 19N/A

,��B���� ��������� �! ������������ 39.7N/mm

6�������� ������� ����� ��� ������ �������� ������� 0.75mm

(�'���� ������� 5A

(�'���� ������� 120V

$����� �! ���� �������� ��	

6���� ������� ���� 225mm2

1���� ����� ������ �� ��� ����� 22.5◦

�������� !��@����� ���� ����� L		 %)�

� 7�� ���������� �B���� 
� ��� ��������� ������� !��@����� ����� ��� ���������

�! ������� !��@����� ���� ������� �� ����� ������� !��@����� ��� �� ����������

2�� �'�������� ����� ��������� �� +(& ��� �� ������ �� � ����� ����� �������

���������� �B���� 2�� ����� �! ��� +(& ��������� ����� ��� �� ������/��� 2��

�'���������� �������������� ��� �� ������������ �� ������� �! ��� ��������� ������"

���� ���� �� ���B���� ������� �������� �� ������ �������� ������� ������� ���B���� 

������� ��� ��� �'�������� !����� �����

#����  ���
���" ������� ��

����

��������� ��� ���� �! ��'������ �������� �� �� ����� ������� ������� ��� ����� ���

��� �������� ������� �� ���� ������ �������� �������� ���� � ����� !������ ��

��� ��������� �������� ��� �� ��� ������ 2��� ���� ������� ��� ����������� �! ���

%�
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������ �!��� � �������� ������ �������� ������� !������ �� ���� �� ��� ������ ������

������������ 2�� ��'������ �������� ������ ��������� ������� !������� �! ��� �������

3��� �� ��� ��������� �� �����!��� �� ��������� !����� �� ��� ������� 2�� ���������

������� ��� ��'������ �������� ��� ����� �� ������� ���� ���� �! ��� �������� �������

�� ����� �� ������� ��� 2�������� /!�� ������� �! ��� ��������� ������� ��� ��������

������� ��� ����� �� ���� !�� ��� ��'������ ������� ��������� P�MQ�

1����� N�L� ���������� ��'������ ������� �������

+� /���� N�L ����� ������ ��� ���� ������ ���� ������� ���� �� ,.1 F,.1 O		NG

�� ��������� �� ��� ���� ��� �� ��'������ �������� 2�� ����!������ ����� ��� �������

��!�������� �� ������� ,��� ���� ����������� !���������� ���� �� ���� ��������

��� ���� ������� ��� �� %����� PLLQ� 
� �� ������� ���� �� �� ����!�� �� �������

��� ������ ��������� �� ����� ��������� ���� �� �"���� ������� ��� ����� ���� �!

��� ������� ��� ��� ������� ����� ����� ��������� ��� ������ ������ �! ��� �����

�������� +!��� ������� ���� ��� �������� ���� �� �� �������� �� ���� ��B����� �����

�! ��'������ �������� ���� ������ �� ������ ������������ 1�� ��� ������ �! ��'������

������� ������� ��� ��������������� ����������� ��� ���������� ��� ����������� 2��

��J������� ���� ������� ������� �� ��������� ���� ��� ������� �� ���� �! �������� 

����� �� �������� !�� ��J������ ��� ��������� �! ��� ��'������ ��������


� ���� �'���������� �������������� ��'������ �������� ���� �! ����� ����� ��� ����

�������� ��� ���� ���� �������� ���� ���� ������ �� ��B����� �'���������� �����"

����� ��� ���� �! ��� �������� �� ����� �������� ������������ �� ��� �������������

�! ����� ���!�������� ������� @��������� ���� �� ��� ������� !������� ���� ����"

��� ���� ���� ���������� ��� ��� ���� ��A����� ��� ������ �! �������� !�� �����

���������

%%
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3�� 	��
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����

2�� ��@�������� �� ������������ ������� !�� �������� ������� ������� �� ��� �����"

������� 2� ������� ��� ������ ������������� �! ��� ����� !��� ��������� ������� ���

���� �� ��� ���� ��� !�� ������������ ������������ 2�� ��������� ��@�������� ���

����������� ���������� ��������� ����� ����������� ����� !��@����� ������

+�	�
 �
����

&���� ��� ����� ������� ������� �� ��� ����� ��� �������� �� �� ������� ������� 2��

������ ������ �! ��� ������� ������ �� ���� �� ������� ���� ��� ����������� 3���

��� ����� ����� �� ��� ����� ������ ��� ����� ������� ��� �������� �� ������� �������

1����� N�O ����� ��� ����� ������ ���� �����

&� ��������� ����"�� ���� �! ��� ����� ������ ���� ������� ��� ���� ������� ���

�������� ����� ��� ����� �������� ����� ��� �� ����������� 1����� N�� ����� ���

�������� ����� �! ����� ������� ���� ����� 2�� ������� �������� ����� �� L	 %) O	

%) �	 %) ������������� 2�� ����� ��� ����������� �!��� �� ������� ���� ��� �� ���

!������� ���@�� ������ �� ��'������ ������� ��� �������� ����� �! ����� ������ ���

��� ����� �� ����� ������
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1����� N��� 2�� �������� ����� ����� �!��� ����� ���� ����


� ���� ������������ ��� ����������� !������� ���@�� ����� � ����� ���� �� ��� ��"

���������� �! ��� ������ 
� PLMQ ��� ������� ���� ���������� � ����� �� �������� ���

������������ �! ��� ����� �� !�������

Ω =
Ω0

1 + at
, FN�KG

����� Ω �� ��� �������� ����� �! ��� ����� �� ���� t Ω0 �� ��� ������� �������� �����

��!��� ������������ �! ����� ��� a �� ��� ������������ !����� ����� ������� �� ���

���� �� ���� �� �� ��� �������� �! ��� ����� ��� ��� �� ��/��� �'�������������

,������ ������� �� ���� �� ����� ������ ������������ ������� !�� ��� ����/� �! �����

����� ���������� 2�� ������� ������ �������� ����� ������ �� ������ ������������� ��

�6�

3��� ��4��������

+�� ������ ������� ��� ����������� ���� �� �� ��������� �� ��� ���� ��@��������

������� 1�� ��� ���� ��@�������� ������� ������ +2"(
D"�O1"L ��� 5,&"O		


���� ��@�������� F�+TG ������� !��� $������� 
���������� ��� ���� �� ���� ����

2�� ������ ��� ������� ���� � �������� ��� ��� ���� ��� ������ �� ��� ��������

���� ����� D�� �! ��� ������ 5,&"O		
 ��� �� ������ !�� ��� ����� ������ ��@��������

�� ����� �� /���� N�M� 
� ��� ��� !�������� ��������������� PN
Q�

� ,���� ��� �������� ������ ��� ���� ����"�B������ ������������

%*
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1����� N�M� ���� ��@�������� ������ $
 5,&"O		


� (�'���� +
 ������ ����F ,����� 6������ G NM �,S�

� ����� ������ ����� ��������

� �N"��� ����� ����������

2�� ��!����� ������� 7��C
03 �� � ����!��� ��� ����������� ����������� !�� �

������ ����������� �������� !��� $������� 
����������� 
� ��� ���� ���� �� ��"

����� �������)�� ���� ��@�������� ������������� 
� �������� ��������� !�� ���!������ �

������ �! ���� ���!�� �������� ������@���� +�� ��� ������� ������������ ��� �'�������

�� ������ ������� ������������ 2�� ��������� ������� ��� ���� �'������ �� �� ����

�� ����� ��� ���� ���� �������������

(+27+& �������� $
 5,& O		
 ��� ���� ����� ����� �! ���� ��@�������� ��������

!��� $������� 
���������� ���� ��� ���� +�@�������� 2�����' �� ���������� 2���

������� ������� ��������� �� ��� (+27+& �� �� ����������� !�� ���� ��@�������� 

���� �������� ��� ����������� ������������ +� �� �'����� �! ����������� �����"

������� �� ��� ����� 5,& O		
 !�� ������������ �� !��� �������� ���� ���� L �%)

�������� ���� F��� ����� ������ ��� ����� ������� !�� ��� ������������ ������G� +�"

����� ����� !�� /�� �������� ���� L �%) �������� ����� 2�� ���� ��� ��������� ����

+,6

"6��� ��� ������ �������� �� ��� ���� ���� �! ��������� + �����@���� ��������

�! ��� ���� ��� ���� ������� ��� ���� (+27+& ��!����� ������ +������ ���������

4�������� 5��� 
����!��� F45
G ������� ����� ��� ���� ����� �� ���� ����������� 

�� ���� �� ������)� ��� ������������ ��� ������� ��� ���� ��@���������

%�



% &
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��

���	 ���
���������

#���# )���
�
 �	�
�	
 �"�
��

+ ������� ���������� ���!���� ���� ������� ���� �� ��� ���������� ����������� 2�� ��"

��� ��B������ ������� ����� ����������� �� ���� ��� ������� ������ �������� �� ��������

������� F�� ������� �! ��� ������ ������G ������ ���� �� ���������� ������� PO�Q� 2��

�������� �������� ��� ��� ������� ������� ����� ���� ���� ����� �� (06D, 2��'���

+4 ,���)������� 2�� ������� ���������� �� ����� �� ������� ������ ���������F�,�G

P�OQ�

1����� N�
� 2�� ���� ������� �! ������� ����������

2�� �������� ���� ����� ����� �@������� �! ��� ������� ���������� ��� �� �������

���

Wk+1 = aWk + bXk,

Yk = cWk + dXk, FN�NG

����� W �� ������ ��� ����� ������ Y �� ������ ��� ������ ������ X �� ������ ���

����� F�� �������G ������� 3��� ��!����� ������� ��������� �� (06D, ��� ������

����� ����� �����' a b c d �! ��� ������� ���������� ��� �� ��/��� ��� ����/���

%.
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1����� N�
 �� ��� ���� ������� �! ��� �! ��� ����������� ������� ����������� �� ���

���� ��� ������� ����������� +� �� �'����� ��� ��������� �! ��� ���������� ��� ��

��J����� �� ��� ������ ����� �� /���� N�
 �� ��/���� ��B����� �������� ����������

�! ��� ����� ����� ������� ������������


� ��� ���� ��� ���������� �� ���������� �� ���� ��������� �� ��� ������ �� ����� ��

����� ��� ������"����� ��������� 2�� ���������� �� ��������� ���� ������� ����������

�� ��������� 2��� ��������"���� ����������� ��� �� ������� ���

Yk = Yk−1 + DI · Xk−1, FN�LG

����� ��������� DI �� ��� �� �� L	 �� ��!���� ����� �� ��� ������� �����������

 �� $�����%�
���� �� �	#���
�� �����	

#
�
	�����

2������ ��� ������������ ��� �������� �! ��� ����� �! +(&"����� ������ �� ����

������� ��� ���������� ���������� ������ !�� ��� �@�������� ���B���� k1 ��� �������

d1 ���������� �! ������ ��� ���� ���������� 2�� ��������� �@�������� ���B����

��� ������� ��� ������� ������� �� ��� �������� �������� ���������� ��� ��� �����

������� ���������� ���������� �! ��� ������� 2��� ��� ������������� ������� �����

�� ��� �@������ �! ������ +(&"����� ������ ��� !��@�����"��������� �����!��

!������� �! �����������

2�� ������ ���B���� ��� ������� ���8������ �! +(&"����� ������ ��� �� ������/��

�� �'���������� ������� �� ����� 2���� ��� ��� ������� ��������� �� ���� ���� !��

��� ��������� ������ ���������� ������/������� D�� �� �������� �� ���� ������

����� �� ����� �� ��� ����� ���� �! ��� ���� �������� �! ������� 2�� ����� �� ��

����� �! �'���������� ����������� ��� !��@����� �������� !������� �! ������ ��

!��@����� �������

%,
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#���� ���� �	���� ��
�	�

2�� �@������ �! ������ �! ��� ����� ��� ���� ������� �� ��� ����"����� �@������

!�� ����"������"������� �������

Mq̈ + Dq̇ + Kq = 0, FN�OG

����� q �� ������������ �! ����� ��������� x y�

1����� N��	� ���� �������� ��� /�����

&� ��/���� ��� �B��� �! ��� ���������� ������ � ���� �������� !���� ��� �� �������

�� ��� ����� ��� ���� ��� ���� �������� ��� �� �����)��� 1����� N��	 ����� ��

�'����� �! ���� �������� �! ������ 1��� /���� N��	 �� ��� �� ���� ���� �� �� ��

�����"������ �������� ��� ��� ������������� ������ �� �� ����� � ������ �����

�������

1�� �� �����"������ ������ ����� ������ ��� ������� ����� ��� �� ����������

!��� ��� ������� ���������� 2��� ������ !�� ����������� ������� ����� �� �����

(#
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����������� ��������� PO	Q� 
� �� ������� ��������� ��� /��� ��� ����� �� ��� ��"

������ F�� ��� ��� ����G �� ��������� ��� ������� ����� ��� ������ ������� !��"

@����� ������� ��� ������"����� �! ��� ���� �������� �� /�� ��� �B������ ������

���B���� �������� ��� ���� �� �������� ��� ���B���� ��� ������� ��������� �! ���

�������

+ ����� ������ �! ����������)��� ��� ����"������ ���� �������� �! � ������ ��

������� ��������� ���������� �� ��������� �� ���� ����� 2�� ������ ���� ������� �!

��� �'���������� ������ ��� ���� ��� ��@���� � ������ ��!�������� ����� ���� !�������

��������� ������� ����� ��� ������� !��@������ (����������� ����������� �! ���

��������� �� ��������� ��� ��� �������� �� !����� �����

+� �� �'����� ��� !���������� �@������ ���������� ��� �������� �! � ������ �����

������ �� � ���� !������� ���� ������� ����� ���� ���� � �� ����� ���

q(t) = A

[
1 − e−ζwnt√

1 − ζ2
sin(wdt + arctan

(√
1 − ζ2

ζ

)]
, FN��G

����� wn �� ��� ������� !��@����� wn =
√

K
M � ζ �� ��� ������� ����� ζ =

D
2
√

KM
� wd �� ��� ������ ������� !��@����� wd = wn

√
1 − ζ2� A �� ���� !�������

����������

2�� ���� �������� ����������� ������� �� ��� ������� ����� ��� ������� !��@����� 

������� ��� ���� !������� ��������� �������� ���� �� � ����� !������ 0@������ !��

��� ������ ���� �������� �! � ������ ��� �� �'������� �� � !������� �! ��� ������

���������� wn ζ  A ��� ���� t�

q(t) = q(A, wn, ζ, t). FN�MG

1�����N��	F�G ����� ��� �������� �! ��� +(&"����� ������ �� � ���� !������� !����

�� ������� �� � �������� ���� Ts = 0.002s� 1�� � ������ ���������� ��� �������

������ ��� ��' ������ ��� ������� �� /���� N��	F�G�

2�� ��������� �! ��������� �! ��� ���������� ������ �� ����� �� ��� ����������

������� ��� ���� ������� ������ �! ��� �������� ��� ��� ���������� ������ �! ���

������ 2��� ��� ������� �������� �� ����������� ��� ������ ���������� wn ζ  A

�� ������)� ��� ����� ������� ���� ������� ������ ��� ��� ���������� �������

(�
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2�� ����� �� ���� ti �� �'������� ���

e(ti) = q(ti) − q̂(ti) FN�
G

����� q(ti) ��� q̂(ti) ��������� ��� ������� ������� �! ��� ����� ��!������ ��� ���

���� �������� �� ���� ti ������������� 2�� ������ �@���� �! ������ �� ����� ���

S =
N∑

i=1

[e(ti)]
2 =

N∑
i=1

[q(ti) − q̂(ti)]
2 , FN��	G

����� N �� ��� ������ �! ���� ������ �������� �� ��� /� ��� S �� ��� ��� �! �@�����

����� ���������

2�� ����� !������� ��� ��� !��� ����� ��� ��J������� ���������� ��� ����� 2�

������ ��� ���������� �! ��� ���������� /����� ������� ��� ���������� ��� ��������

�� ������)� ��� ������ �@���� �! �������� S� 2���� ��������� ������ ���� ���

����� ���� /� ��� ����� +� /���� N��	 ����� ��� ��� ������ ���� �� ��� /���� �����

��� ��� ���� ����� ���� �� ��� �'�������� ������� 
� ���� ���� ��� ��������� �����

$�����"(��� ������' ������ ������ �� ������ �� ���������� !�� ������)������ 2��

������� !��@����� wn �! ��� +(&"����� ������ �� ����� 852.8rad/s F135.7266HzG

��� ��� ������� ����� �� ζ = 0.22�

2��� ����� ������ !�� ���������� ���������� �! +(&"����� ������ �� �������� ��

���� ������ ����� ���� �� ��� ���� ��������� 
� ���� ����� ��� ������� ������

����� !��� ��� ������� ������ �! ��� ����������� 1�� � 72
 ������ ��� !��� �! ���

���� �������� �� �������� �� (+27+& �����!��� ���������� �! ������� ��� ������

�� ����"������ �����"������ �� ���������� ������ ��� ������ ���������� ��� ��

��������� �� ����� ���� ������ ���� ���������� ���� ����������

#���� ��������" �	���� ��
�	�

2�� ���� ��� ����� ��� ��� �! ��� ������ �������� ������� �� �� �������� �����"

���� �� ���� �� �! ��� ������� �������� ��������� ������������� 2�� ���������������

�������� ��������� �'��� ������� !����� ������� ��� ��� ��� �� ��� ����� �� ��

�'�������� ������� 1�� ���� ������ �� �� �������� �� ������!� ��� ������� ����������

����� ��� ����� �� ������� �� ���� ����� ��� ���� ������ ��������� ���������� �����

���"������� �'���������
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2�� ������� �! ��� ������ ������/������ ��� �� ���� �� ������)� ��� ���������� ������ 

�� ������� ������������� ���������� ������ ��������� ��� �� ���� �����"����� !����

��������� PO�Q� &�� ���� �� ��� ��� !���� �! ���� ����� 
� ���� ���� ��� �������

�! ��� ������ ������/������ ��� !������ �� ���������� ��B����� ������������� !�� �

����� ����� ���������� ������ �� ��������� ����� ��� +(&"����� ������ ������� ���

������ �������� ������ �� ���� !������ ���� ����� ������� !��@����� �� �@��������

���B���� �! +(&� 2�� ������� �! ��� ������ ������/������ ���� �� ������� �� ���

������ ����� !�� ��������� ������������


� !��@����� ������ ��� !��@����� �������� �� � �������������� �! � ������ ����

��� � �������� �������� ��������� !��� � ����� ������� ������ 2� ������� ���

!��@����� �������� �! ��� +(&"����� ������ ��� ���� ������� ��� ������� �! ����

��� ����� !���� �� ��� ������ ��� ��� ��������� �������� ��� ���� �� ���� ������

���� ���� � ����"������� 112 �����)��� 
� ��� ���� ��� ��� ��/��� �'�������� !����

�������� �� ��� ����� �� ���� �� ��� ������� ������ !�� ��� �B��� �! ��� ����������

������� + ���� ����� �� ������� �� ��� ������� ������ 
� POKQ ������� �������� ���

���� ��� ����������� ���������� �! ��� ����� ���� �'�������� !�� !��@����� ��������

������������ 0'�������� !���� ��� �� ������� �� �������� ����� ����� +� ����� ��

/���� N��� ��� ���� ����� ���� ������������ 1#1 ����������� ���� ��� �� ��������

���� ���� ����� �'���������

+!��� ��� 1#1 ����������� ��� ��������� ��� !��@����� ����� �! �������� �� ����� ��

/�� ��� ������� !��@����� ��� ������� ����� �! ��� +(&"����� ������ ��� 4���"

��' ������/������ ������� ����� ������� ��� !�������� ������ 2�� /��� ���� �� ��

�����!� ��� ������������ ��������� �! ��� ����� �'�������� ����� ��� �������������

�! ��� ������� ������ ��� �������� ������� � ����� /����� �� �������� ��� �������

�����������

2�� !��@����� �������� !������� !�� ��� ����� ����� ���� +(&"����� ������ Gw(s)

���� ��������� ��� �������� ������� ��� ����� ��/��� �'�������� !���� Fex ��� ���"

��� ��� ������������ x� 
� ��� �� ������� �� �������� !������� !��� �� !�����"

����

Gw(s) =
X(s)

Fex(s)
=

a0 + a1s + · · ·+ amsm

b0 + b1s + · · ·+ bnsn
FN���G

2�� �������� !������� !��� �� ������ ��� ����� �! ��� ����������� ����� �� ���"

���� ��� ������ �! ��� ��������� ��� ����������� ����������� ��� ����������� �!

(�
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1����� N���� !��@����� �������� !������� ��� /�����

��� �������� 2�� ����������� ���������� �� ���� ��!����� �� �� ��� ��������������

���������� �! ��� �������

1#1 ���� ��� ��������� �� ��� �����!�� !������� ����� ��� !��@����� �'��� %���� 

�� ����� /����� ��� ���������� !��� �� �@������ N��� �� 1#1 ���� /����� ��� ��"

�8������ �! ��� ��������� ��� ����������� ����������� ��� ���� ������� !�� ���

����� �! ���� ��� ��������� ��� �������������� ����������� ��� ����� ��� )���� �!

��� �����!�� !������� ��� �� ����������� 1��� ��!�������� �! ����� ��� �������

!��@����� ��� ������� ����� ��� �� �����������

+� ����� �� /���� N��� ����� ��� ��� ����� ����� ��� �� �������� �� ��� ��������

!��@����� ������ &� �������� ��������� ����� �� ��� �������� 1#1 ��� ������ �!

����� ��� �� �������� ����������� 2�� ������ ��� ���� ������������ ����������

���� ����� /� ���� ���� ��� ��������� ��� ����� �! ��� �������� 1#1 �������

� ����� /����� ���������� 2�� /��� ������� !��@����� fn1 �� 94.3130%) ��� ������

������� !��@����� fn2 �� 129.2121%)� 1��� ��� 10 �������� �! ��� +(&"����� ��

����� ��� ������� !��@����� ������������� �� ����� ����������� ���� �! k1"k1 ���"

������ ����� �� 
N %) ��� ����� ������� ���� �� ��M %)� 2�� ����������� �������

������� �������� ���� 10( ���������� ��������

(%
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1����� N���� 2�� �'�������� !��@����� �������� �� ��B����� k1


� ����� �� �������� +(&"����� 10 ����� ��� ����� ��� ��A����� ������ �� ���

������� ���B������ k1 � ������ �! 1#1 ������������ ���� ���� ������� ���� +�

��������� ����� ��� ��������� �! ��� ���������� ��� �� ��J����� �� ��� ������

����� �� /���� N�
 �� ��/���� ��B����� �������� ���������� �! ��� ����� ����� �������

������������ +� � ������ ��� �@�������� ���B���� k1 �������� �� +(& ��� �� ������

�� ��� �������� �������� ����� [5 × 105N/m − 1 × 106N/m]� 1����� N��� ��������

��� �������� !��@����� �������� �� ��B����� k1� 1����� N��K �������� ��� /����

!��@����� �������� �� ��B����� k1�

2���� N�� ����� ��� ���������� /��� ��� ������� !��@������� �! +(&"����� 10 �����

��� ����� ������������� �@�������� ���B���� k1 ��� ��� ������/������ ������� !��"

@������� ���� ������������� +(& ���������� ��������� 2� ������� ��� ������� �! �

�'���������� ������/������ ��� ����������� ����������� ���� ��� ��B����� ���B���� k1 

/���� N��N �� �������� 
� ��� �� ������� ���� ���� ��� ��� ����� �! ������� ��� ��������

���� ���� ������

((
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1����� N��K� 2�� /���� !��@����� �������� �� ��B����� k1

2���� N��� 0�������� ��� 10( ���������� ������� !��@������� �! ��� +(&"�����

������

����' ���B���� k1 PN/mQ fn1 P%)Q fn2 P%)Q fcn1 P%)Q fcn2 P%)Q

� 4.9273 × 105 MN�� ����� ML ���

� 5.1845 × 105 M
�K ����� M� ��	

K 5.4417 × 105 
	�	 ��N�� M
 ��K

N 5.6989 × 105 
��� ��O�O 
� ��L

L 5.9561 × 105 
N�K ��
�� 
N ��M

O 6.2133 × 105 
O�K �KK�N 
O �K�

� 6.4705 × 105 
M�� �KO�� 
M �KN

M 6.7277 × 105 

�� �K��M 

 �KO


 6.9850 × 105 �	K�K �NK�M �	� �K


�	 7.2422 × 105 �	N�� �N
�L �	K �N�
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1����� N��N� #������ �! ������/������ ��� ����������� �� ��B����� k1

3������ ��
4�
��" ���"���


� ���� ���������� ��� 1#1 ������������ ��� ������� ��� ���� ����� �� ����� ������

+ ������ �! 1#1 ������������ ���� ���� ����� ���� ��B����� ����� ������� !��@���"

���� �� ����� ��� ��A����� ������ �� ������� !��@����� �� ��� ������� !��@������� �!

+(&"����� �������
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2�� ����� �! ����� ������� !��� 10 �� 120%)� 2�� ������� !��� ��� ������/������
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1#1 ������������ �� ��B����� ����� ������� !��@������� ��� ����� �� /���� N��L�

2�� ���� ����� ��� /��� ��� ������� !��@������� �� ���� ������� !��@������ ��� ����

���� ������� ��� ��� /��� ������� !��@������� ��� ���� ���� �@����� ��� ��� ������

������� !��@������� �� ��B����� ����� ������� !��@��������

1��� /���� N��L �� ��� �� ���� ���� ��� /�� ������� !��@������� �� ��� ���� �������

������ ����� ������ ���� ��� ����������� 10 ����������� ������� �� ����� �� /����

N�N� &�� ��� ������ ������� !��@������� ���� � ������ ������� ������ ��� ������� !��"

@������ 
� ��� �� ������� �! ���� ���� ��� 1#1 ������������ �� ������� ��� ������

����� �������� ��� ������������ ������� �'������� ����� �� ���������� ������� ���"

��� ��� �� ���� ��� ������������ ���� ��8����� !��@����� �����������

2������ �'���������� ������������ ��� ������/������ �� ���� ���� ������ ���

!��@����� ������ ��� ���������� ��� �� ����� ���� ����� ��� ��������� ������/"

������ ������� ��������� ���� ��� ��8������� !��� ��� ��������� 2�� ������/������

������� ��� 10 ����������� ������� ��� �� !����� ���� ��������� ���� ���� ����� 

����� ��� ������ ���� ��� �'���������� ����� �� ���� ����� ��� �� ������� �� �����

����� ���� ��� ����� ����� ����������� ���� ��� ����� ������� ���� ��� �������

���������� �B����

 �� !�#���	���� 
�� ������� ��
�����

4�������� �������� ��� �'��������� ���� ���� ������� ��� �� ���� ���� ��� �� ��"

����� ���� ��� ����� ��������� �� ��B����� ��������� D�� �� �������� �� ������!�

��� ������ ��������� ���������� !�� ��� ����/������ �! ����������� ���������� ��"

����� ��� ��������� ������������ 2�� ����� ���� �'��������� ��� �������� �� �����

���������� �� !������ �! ��� +(&"����� ������ ���� ��'������ ���������

+�� ������ ����������� ���� ��� ������ �� �6 �� ���� ��@�������� �������� 2��

������ !��@����� �� L			 %)� ,��������� �������� �! �'���������� ���� ��� ��

������� ��� ���� (+27+&�

(.
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#���� ������
�� ����
�*��
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�

2���� �'��������� ������� ��� �� ���� ���� !�� ��������� ������ ���������� ������/"

������ ���� �� ���� ������ ��� !��@����� ������� 
� ���� ������ ��������� ����"

��/������ �'��������� ��� ������������� ��� ��� ������ �! ������ ��� ��������

�� �������� ���� ����� !���� �� ��� ������ 2�� ����� ���� ������ �� ������� �� ���

!��@����� �������� !������� ������������ ���� ��B����� ���������� ��������� ���

����� ������� !��@������ 2�� ���� ������/������ ������� ��� ��������� ���� ��� ���"

�������� �������� 2���� ���������� ���� �� ���� �� ��������� ���������� ������

#���� ������
�� �
��" ���������
�

2�� �������� �! ���� ���� �'��������� �� ������ �� ��� ��A����� �! ������� !������

�� ���������� �� ��� ����� ������� �������� ��� ���!������� ������ ��� �����������

���� ��'������ ��������� 2�� !������ �� ���������� ��������� ��� �@�������� ���B����

��� ������� �������� �� ������ �������� ������� ������� ���B���� ��� �������

�������� �� ����������� ���������� ���B���� ��� ������� �������� �� ������� ��

������� ��������� ���������� ������ !��@����� ��������� �������� !���� ���

���8����� �! !������� ��������� �������� ������������ ��� ������� ���������� ����

���� ������� ��� ����/�� �� ��� ���� ����

,��� ����/������� ��� �'�������� �! ��� �������� ��� ��!����� �! ��� ���� ���

���� ���� ��������� !�� ����� ����� �! ��������� ����� �'���������� ��B�����

��'������ ������� �������� ��������� ����)� ����� ������� ��� �� ���� ���� ������� 

���� �� ������� ��������� ���� ��� ��J������� ���� ���� ���� �������� �� �����

���B���� ������� �! ������� ��� ��� ���8����� �! !�������� 2������ ������� ��B�����

���������� ���������� �! ������ �������� ������� ��� ���B���� ��� ������� �! ���

+(&"����� ������ ��� ��������

5���� ���� �����/� �������� ����� �� �� !���� ���� ��� +(&"�����"��'������ �������

������ ��������� ����������� ������ ��������� 2�� �'�������� ������� ���� ��

��������� ��� �����)���

(,
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� ���
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������	��

2�� ������� �! ��� ������������ ���� �� ����� �������� ���� �� ��������� 2��

�������� �! ��� ����� ������ ����������� ���� ��� ��'������ �������� ������� ����

��B����� ����� �! ��'������ ������� ������� ��� ��������� �����������

2�� ������� ����������� �������� ������� � ����� ��� ��� ��'������ �������� ��������

��B����� ����� �! ������� 2���� ������ ����� ��� ��������� �� ������� !������

�� ���������� ���� �� ��� ����� ������� !��@����� ���8����� �! !������� ���B����

��� ������� �! ��'������ ������� ��� �������� ��������� ������� ���������� ���

�����������

� ���� 
����� �� ����� ��� -���		����" 
����� �� �����

1����� N��O� ,����� ������ �! �����

+!��� � ������� ����� !������ �! � �������� ������� �� ��������� �������� ������ ��

����� �� ��� ���� ��� ��� ����� ������ ���� � ��������� ������ �! ������� ��� ����

�� ������������ ������� ������ ��� ��'������ �������� ��� ���� ��� �������� �������

���� ��'������ �������� ������������� +� ����� �� /���� N��O ���� �� �� �'�����

�! ������ ������ �! ������ 5������ �� �� ��� ��� ��������� �� ��� ��������� �! ���

��������

*#
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1����� N���� D���������� ������ �! �����

3��� ����� ������� !��@����� �� �� � ���������� ��� ����� ��� ����������� �! �����

������� ����������� ������ �! ����� ��� ���� ���� �������� �� ��� ����)�������

��������� ���� ���� 1��� ��� ����� ������� �! ����� �� /���� N��� �� ��� �� �������

���� ���� ��� ����� ���� 40%) ������� ������� !��@����� ���������� �� ��� ������ �!

��� ��'������ ������� �!��� �������� ���

�������� ����	 
����� �� �����

2�� ����������� ������� ����� ��� ��'������ ������� ������ ��� ������ �������� �!

����� �� �� ���� ������������ 5���� ���� �����/� �������� ����� ����� ��� �����

���� ��� �������� ����� �!��� � !�� ��������� ������� ���� ��'������ �������� 2��

�'��� ���� ����� �� �������� �� �������� ����� ��� ���� �� ����� ��� ��'������

������� ��� ������� ��� ��'������ ������� ���� ����� 2�� �����)�� �'����������

���� �� ��� �'����� ��� �'������� !��� ������ ����� �������� ����� ������ �! ���

������

2�� !�������� �'���������� ������� ��������� ���� ���� ���� ���� ���� �� �������

������� !��@����� �! 150%)� 1����� N��MF�G ����� ��� ����� ������ ������ 2�� ��"

���� �! ��� ����� ����� �� � ������ ������ ���� ��� ���������� +!��� � !�� @���� �������

������ �! ��� ��'������ �������� ����� ������ �� �������� ����� ��� �� ��������� ���"

���� ���� ��� ��'������ ������� ������������ �� ������ ������������� 1����� N��MF�G

����� ��� ������� �! ������������ �! ����� �� ����)����� ���������� 2�� ��������

*�
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1����� N��M� &������� ����� ������ �! ����� F (a) �� ����� ����� ������� (b) ��

�������� ������� �! ������������ ���� ����� �� ������ ����� ��������

����� (c) ���� ������� �! ��� ����� G

*�
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��������� ���� ����� ������ ��������� ���� ������� !��@����� 150Hz ��� 1/2 !���"

������ ������� !��@����� ����� 75%) ��� ���� �������� ��� ��� ��������� �! ������

��������� �! ����� �� ���! ������� !��@����� �� ���� ������ ���� ��� ��������� ��

������� !��@������ 1��� ��� �������� ��� ���������� �! 3/2 �������� �! �������

!��@����� ����� 220%) �� ����� ��� ����� �� ���� 1����� N��MF�G �� � ���� �! ��� ����

������� �! ��� ����� ����)����� ����������


� �� !���� ���� �� ���� �'��������� ���� ��� �������� ����� ������� �������

��� �������� �������� ���������� ���� �� 2× 3× ���� 2�� !��������� ��������

���������� ���� �� 1/2× 3/2× ���� ��� �� �������� �� ����� 6������ ���������

������ ��� �� !���� ����� ���� �������������� 
� ����� ����� ��� �����������

���� ���� ������� ������ ���������� 2�� �������� ������� !�� ���� ���������� ���

���� ��� ������� ���������� ��� ��� ���������� �! ���� ���� ��� ����� ��� �� �����

�'����� ��� ���� ��� ��� ������ �� ���� ������������ ��� ��� ������������ PL�Q�

*�



' (�������� ���������� �� �����������

������� ����� ��	 ��#������ !�����


2�� ����������� ������� ���� �������� ����� ��� ��'������ ������� ����� ����� �

���� ������� �������� ������ ��������� ������ 
� ��� ���� �� ��� ����������� �! ���

�������� 2����!��� �� �� ��������� �� ����� � �������� ����� �! ��� ������ �� �����

��� ������� �������� �! ��� ����� �'����� ����� !������ �� ���������� ��� ���������

�� ������ ���!������� ��� ���� /�� �� ����������� ������)�� ������ �� �������

���


� ���� ������� ��� �������� ������ �! ��� +(&� ��������� ����� ����������� ����

��'������ ������� ������ ��� ���������� ����� �������� ������������� ���B����

������ �� ������� ��������� �B���� ��������� %���)��� ������� ��� 6������

!������� !������ 2�� ��'������ �������� ��� �� /'�� ��� ��������� ������� ��

������� �������� 2�� ����� �� ������� ����� ���� �� ����� ���� �� ��� ���������

������ ,������ ������ �! ��B�������� �@������� ��� ��������� ��� ���� !�� ���

�������� ��� ��������� ���������� �� ���� ��������

2�� ����� ����� �� ��� +(&� ��������� ����� ����� ���� /'�� ������� ��'������

������� ��� ��� ������ ������� ���B����� 2�� !������� !���� !������ 6������ !�������

���� 2���� ��� ���� ������� ����� �� ��������� ������ �@������ �! ������� ����

�������� ���8�������

2�� �'������ ������ �! ��� ������ ��� ���������� �� ���� ����� ������� ����� ����

����� ����������� ���� ����� �������� ��'������ ������� ����� ��� ����� ����� �����"

������ ���� A�'���� �������� ��'������ ������� ������ 1�� ��� ��������� �@�������

�! ������ �! ����� ������ ����� �� �� ����� ������ �'���� �� ������ ������� ��������

���������� %���� ��������� ���������� �� ��� ���� ���� �� ��� ���������

$�������� �������������� �� ���� ������� ����� ������� �������E ������� �������

��� �������� �� ����� ��� ������' ������� �������� �! ��� ������� 2�� ���������

*%
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������������� �! ��� ������ �� ����������� �� ���������� ��!����� (+27+&�

&�� '
��� 	���� �� ��� �����	

3��� ��� ��'������ �������� ��� ������� �������� �� ������� ��� ������� ��� ���"

������� ���B���� ��� �� ������ ��� ���������� ���B���� �� ���� ������ ���� ��� ���"

���� ���B���� �����!��� ��� ���������� ���B���� ��� ������� ����� �� �������� 2��

������ ����� �� ����� �� /���� L���

1����� L��� &���� ����� �! ��� ����������� ������� ����� ��� ��'������ �������

#���� �� ������� �� � ����� ���� ����� 2�� ���������� �B��� ��� �� ����������

2�� ��������� !���� �! ��� ����� �������� ��� �������� �'�������� ���� ��B�����

������� !��@������ +(&� ������� ��������������� !���� �� ��� ����� �� ��� ��

������� �� ������ !���� ��� ������� !���� ��� �@�������� ���B���� ��� �������

��� ������������ k1 ��� d1� 2��� ������ �� ��� ������� ���������� ����� ��������

��� ���� ��������� 3��� ����� ��������� ���� ��'������ ������� ���� ����������

������� !���� ��� !������� !���� ��� ���������� 2�� ������� !���� �� ���� �������

�� � ������ ��� ������� !����� %��� k̃c ��� d̃c ��� ������� ���B���� ��� �������

*(
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������������� 2�� ������������� ���B���� �! ��� ������ ����� �� ������ �� ���������

������� ����� ��� ��'������ ������� ������ ������� ������� !������� !���� ��������

����� ������� !��@����� ��� /'�� ������� ��'������ ��������

,���� ��� +���
�	�� 	� �	
�	�

+� ����� �� 1����� L�� ��� �������� ���������� ������ �� OXY * ��� ������������

�! ��� ����� ������ Or �� ����)����� ��������� ��� �������� ��������� ��� ������� �� x

��� y* ��� ������ �! ��� ��'������ ������� Os �� �� �������� P xs ys Q ����� ��� ���

�@��� �� )��� ���� ��� ��'������ ������� �� ���������� ���� ��� �������� ����������

������� 2�� ��������� ������� ����� ��� ��'������ ������� �� Cs�

x

o

y

os(xs,ys)

or(x,y)

Fu

Ω

1����� L��� 4���������� �������������� �!

����� �����


� ���� ����� ����� ���� ����� ��������

���� ��� ��'������ ������� ��� �������

!���� N ��� �� ������� �� ������ ���"

���� !���� N = k̃cδ� 2�� !������� !����

f ������� ��� ������� ���!���� !������

��� 6������ ��� f = μN  ����� μ ��

��� !������� ���8����� ������� ����� ���

��'������ ��������

2�� ������ ����� �@������� �! ������

!�� ���� ���� �! ����� ��� �� ���������

�� ��� ������ ��� �� ������� �����������

F,���� �G ��� ��� ����� �� ���� ��� ��"

��������� F,���� �G�

2�� 0@������� �! ������ �! +(&� ���"

������ ����� ���� /'�� ������� ��'��"

���� ������� �� ����� �� ��� !�������� PL�Q�

�	�	� ��

mẍ(t) + d1ẋ(t) + k1x(t) = Ω2me cos(Ωt + θ0),

mÿ(t) + d1ẏ(t) + k1y(t) = Ω2me sin(Ωt + θ0), FL��G

**
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����	 ��
�	����� �� ���
������� �
��

� ����� ��� ��!�	���" �
�����

�	�	� ��

mẍ(t) + d1ẋ(t) + k1x(t) = Ω2me cos(Ωt + θ0) + Nx + fx,

mÿ(t) + d1ẏ(t) + k1y(t) = Ω2me sin(Ωt + θ0) + Ny + fy, FL��G

����� m �� ���� �! ��� ������ Ω �� ����� ������� !��@������ Ω2me �� ���������

!����� Nx ��� Ny ��� ������ ������� !���� �� x ��� y ���������� ������������� fx ���

fy ��� ���������� !������� !���� �� x ��� y ���������� �������������

,���� -	��������	�
���� ����
�	��


� ����� �� ������� ��� ������� ��������� ���������� ������� ������������ ��� �@��"

����� �! ������ ��� ���������������)��� 2�� ���� t �� ���������������)�� �� �����

������� !��@����� �! ��� ����� ������� 2�� ������������� x y ��� ������������"

���)�� �� ��������� ��� ��������� Cs� D� ���� ������� ��� !�������� �������������

�@������� ��� �� ��/����

τ = wnt, x̂ = x
Cs, ŷ =

y

Cs
. FL�KG


� �� ������� ���� α �� ��� ����� ������� ������ ������� ���B���� kc ��� ����� ���B����

k1 kc = αk1� 2�� ���"�������� ������ ����������� δ =
√

(x − xs)2 + (y − ys)2 − Cs

��� �� ������� �� ��� !�������� !��� �� ����� �! ��� ������������� @��������� 

δ̂ =
√

(x̂ − x̂s)2 + (ŷ − ŷs)2 − 1. FL�NG

2��� �� ����� �! ������������� ��������� �@������� L�� ��� L�� ��� �� ��������"

��������� ��� ������� �� !������ ����� !�� � !����� �������� ����� ��� �@������� �!

������ ��� ����� �� ���� !��� 

¨̂x + d̂1
˙̂x + x̂ = η2ê cos(ητ + θ0),

¨̂y + d̂1
˙̂y + ŷ = η2ê sin(ητ + θ0). FL�LG

1�� � ����� �� ������� ���� ��'������ ������� δ̂ > 0 ��� �@������� ��� ��/��� ��

!���������

¨̂x + d̂1
˙̂x + x̂ = η2ê cos(ητ + θ0) + N̂x + f̂x,

¨̂y + d̂1
˙̂y + ŷ = η2ê sin(ητ + θ0) + N̂y + f̂y, FL�OG

*�
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����� d̂1 = d1
mwn

 η = Ω
wn

 ê = e
Cs  N̂x N̂y ��� ������������� ������ ������� !����

�� x ��� y ���������� ������������� f̂x f̂y ��� ���������� !������� !���� �� x ��� y

���������� �������������

,���� (
���" �
�
� ����	��� ����	��� ���
"���

1��� ��� �@������� �! ������ FL�L ��� L�OG !�� ��� ����� ����� ��� ���������

!���� �! ��� ����� �������� ��� �������� �'�������� ���� ��B����� ������� !��@�����

Ω� 3��� ��� ����� ���� ��� ������� ���� ��'������ �������� ���� ����� ������

�� ������ ��� ��� ������ ����� �������� �! ��� ������ ����� ������ �������� �����

����������� ���������� ����� ��� �� ������ ������������� ��� �� ��� ���������

������� ����� ��� ��'������ �������� ���� ����� ��������� ���� ��'������ ������� 

��� ������ �� ���������� 2�� ��������� �! ��� �@������� �! ������ �! ���� ����� ���

��������� �� ��� �������� ���������� ���������� ����������� ��������� �� ��������

�� ��� ����� ��������� !���� ��� ���"����������� ��������� ����� �� ������ �� ���

������� ���������� ��� !��������

2�� ���������� ������ ���� �� ��������� ���� ���� ��� ���� ���������� �������� ��

&���� P��Q ���� ��/������� �������� �� ?���� �� POLQ ��� R���� �� POOQ� 2�� �'"

������� ������� �� ���������� ������������� �! ��� ����� ����������� ������ �����

������� �! �����"���� ������ ��� ���������� ������ �� �������� �������� ���� �������

��� �� 3������ 0������ ��� (������ �� P�L �N �OQ� 2�� ������@��� !�� ������������

����������� ��� ��������� ������ ����� �������� ��� ���������� 2�� !��� ������� ���"

���� ����������� ������� ����� ��� ���� ��������� ����������� �� ������� F��������G

����������� ��� ���� �'������������ ��� ������������ ��������� �� &����� ��� H� ��

PO � ONQ� 2�� ������� ����������� ��� ����������� ��� �������������� ������� �!

��� ������ 
� P��Q ��� ������� �������� ��� ������� �! ��B����� ��������� ����������

���� ��� ����� �� ��� �� ���� ���� ������� ��� ����� ������ ,����/����� ���"

�������� ���������� ��� �'������� !��� � ����������� ������ ���� ��� kth ������

��������� �� ����� ��� ����� �� ��!����� �� � /'�� ����� �� ��� ���!��

2�� ������ ����� ����������� F�×G �������� �! ��� ����� �� ��� ��������� !����

���������� ��� !����� �������� �! �@������� L�L �� !�������

q = Aej(Ωt+β), FL��G

*.
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����� A β ��� ���������� ��������� ��� ����� �! ��� ����� ����������� �������� 

�!��� ������ � !���������� �������� �! ��� ������ $��� ���� ��� ��J������ ���"

�������� ������� �� ��� !��@����� �! �'�������� �@��� �� ����� ���������

1�� ��� ���� ���� ��� ����� ���� ��� ������� ��� ��'������ ������� F�@������� L�LG 

��� �������� ��������� A ��� ����� β ����

A =
meΩ2

√
k1 − mΩ2 + (d1Ω)2

, FL�MG

β = θ0 − arctan

(
d1Ω

k1 − mΩ2

)
. FL�
G

1�� ��� ����� ������������ ������� F���� �������G ��� ��'������ ������� F�@�������

L�OG ��� �������� ��������� A ��� ����� β ��� �� ���������� !��� � ���������

������' ������ ������������ ��������� �@������ PONQ� %������ ������ ���������

��� �'���������� ��� ��������� ���������� ������� �! +(&"����� ���� �����������

���� ��'������ �������� ������ �� ��� �� !���� ���� ��� ����� ������ �������� �� ����

������' ������� ���������� ���������� ���� ��'������ ������� �� ��� ����������"

����� ��������� ���� ��'������ ������� ����� �������� (������� ��� ���� ����������

������ ����� �������� �������� ��� ��� �� ������� �� ��� �'���������� �����������

������� ��������� 2����!��� � ������ �� ���������� �� ���� ���� ����� �� 1������

�������� �'���������� ��� ��������� ���������� ��������

+������� ���� ������������ ������ q(t) ����� �������� x(t) ��� y(t) �! ��� ������"

��� ������ �� �������� ���� !��@����� Ω ����� ���� �� � 1������ ������ ����������"

�����

q(t) =
U0

2
+

∞∑
k=1

(Uk cos(kΩt) + Vk sin(kΩt)), FL��	G

����� k ���������� ��� ���� �! ��� ��������� Fk = 1 ����������� �� ��� !����������

���������G� Uk ��� Vk ��� ��/��� ���

Uk =
2

T
+

∫ t

t−T

u(t) cos(kΩt)dt, FL���G

Vk =
2

T
+

∫ t

t−T

u(t) sin(kΩt)dt. FL���G

*,
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2�� ��������� ��� ����� �! ��� �������� �������� ��������� ��� ����������

���

Ak =
√

U2
k + V 2

k , FL��KG

βk = arctan 2

(
Uk

Vk

)
. FL��NG

2�� 1������ ���8������ ������������� �� ��� !���������� �������� ��� �����

���

U1 =
2

T
+

∫ t

t−T

u(t) cos(Ωt)dt, FL��LG

V1 =
2

T
+

∫ t

t−T

u(t) sin(Ωt)dt. FL��OG

3� ��� �������� ��� �����'��������

q(t) ≈ U1 cos(kwt) + V1 sin(kwt). FL���G

2�� ��������� ��� ����� �! ��� ����������� �������� ��������� ��� ����������

���

A =
√

U2
1 + V 2

1 , FL��MG

β = arctan 2

(
U1

V1

)
. FL��
G

2�� ����������� �������� �������� ��� �'������� !��� ������ ����� �����������

�� ���������� ������������ ������ ���� � ������� ������ �! ��� �� ������� ����� �!

��� ��������� �������� �'��������� 
� ��� ���� �� ���������� �� ��������� ���

��������� ��� ����� �! ��� �������� ��������� �! ��� �������

1����� L�K ����� ��� ������ ����� ����������� �������� ��������� 
� �� �� �'�����

�! ������ ����� ����������� �������� �������� �! ����� �� x ��������� ������� ���"

���� ���� ��'������ ������� ������ ��� ������� !��@����� �������� Ω !��� 75%) ��

200%)� ,������ ������ ������ ����� ���������� ������������ ������ �� �'������� �� ��

����������� 
� ���� /���� ��� ������� !��@����� Ω �� ���������������)�� �� �����

������� !��@����� �! ��� ����� ������ ��� ������������� x ��� ���������������)��

�� ��������� ��� ��������� Cs� 2�� ��������� �! ��� ����� ��������� ������ ���

����� ���"��� 3��� ����� ������� !��@����� ������ ��� ����� �! ��� �������� �������

�#
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1����� L�K� ,����� ����� ����������� �������� ��������

!��@����� ��� ��������� �� �'������ ��� ���� ��� ����� ��������� ���� ��� ��'������

�������� ��� �� ��� ���������� ������� ���B���� ��������� �� ��'������ ������� ���

�������� ���������� �� ������� �� �� ������ ��������� �� ��� ���������� 2��

�������� ������� ���� ��� ����������� ������� ����� ��� ��'������ ������� �� ��"

������� +� ���� ������� !��@����� ��� ����� ���� �� ��� ������������ ����� ��� �����"

����� ������ !��� ������������ �� ���������� ������� �� ���"������� ��� ���������

J���� F���������������G ������ &�� ��� J��� �! ��������� ����� ����� �� � ��B��"

��� ����� ������ 6������� ���� ��� ������ ����� ����������� �������� ��������

������� ���������� ���� ��� ��'������ ������� ��� ������ ����� �������� ��������

��������� J���� ����� ����� �� ������������� �� ����� �� /���� L�K� 3��� ���

����� ������� !��@����� ���������� �� ���������� ��� ����� ���������� ������ !���

��"������� �� ������������ ������� ���� �� ��"������� ������

,���# (
���
�
" ��������	�

2�� ����� ����� �� ��� �������� ���� ������� ��������� ������� ���B���� ��� ����"

���� 3��� ��� ��������� !���� �� ������� �� �@������ L�O ��� ���������� �������� �!

���� �������� ��B�������� �@�������FD�0G !�� ��� ����� ����� ��� ���� !����� 
� ��

��
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� ����� ��� ��!�	���" �
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��������� �� ����������� ��� ��������� �! ����� ���������� &� �������� #����"%�����)

,�������� 6�������� ��� ��������� ��������� !�� ���� ����� ����� ��� ���� �������� ��

������� �� PONQ�

μ <
2ζ

α
√

1 + α
, FL��	G

����� ����� ������� !����� ζ = d1

2
√

mk1

 μ �� !������� ���8����� ��� α �� ��� �����

������� ������ ������� ���B���� kc ��� ����� ���B���� k1�

2�� ���@������ L��	 ������� ����� ����� ���������� ��� ������ ����������� !�� ���

����� ������������ 2��� ��� ��� !������� ���8����� ��� ��� ���B���� ������ 2�� ���"

����)��� !������ ��� ��� ����� ����� ������� ��� ��� ���� �����"��"���������� ����

���B���� ������ 1�� ��� ��������� �! ��� ����� ����������� �������� ��� !������� ��

������� ����� ��� �� �� ������� ���� ��� ����� ��������� �� � !������� �! ���

���B���� ������ 2��� !������� �� � ���������� !������� �! ��� ���B���� ������ D� ���

�������� ���� μ >
2ζ

α
√

1 + α
��������� ����� ��� �������� ���� ��'������ ������� 

��� ����������� �������� ��� ������ �������� ��� ���� ���� �� �������� ����� !��

����� ������� ������ �! ���� ����������

&�� !������� 	����� �� ��� �����	


� ���� ������� ��� ����� ����� �! ��� +(&� ��������� ����� ����������� ���� ��'"

������ ������� ������ �� ���������� �� ������ ����� ��������� ������������� ���B����

������ �� ������� ��������� �B���� ������ ������� ��� 6������ !������� !������ 2��

��'������ �������� ��� ������� �� ������� ������� �������� 2�� ����� �� �������

����� ���� �� ��� ��������� ������ ,������ ������ �! ��B�������� �@������� ��� ���"

������ ��� ���� !�� ��� ���������

2�� �'������ ������ �! ��� ������ ��� ���������� �� ���� ����� ������� �����

���� ����� ����������� ���� ����� �������� ��'������ ������� ����� ��� ����� �����

����������� ���� A�'���� �������� ��'������ ������� ������ 
� ����� �� ��� ����

������ �������� ������� ����� %���)��� ��������� ������� ����� �� ���� �� �����

2��� ����� ������ ��� ����� ���������� ��� ��'������ ������� ��� ������� !����

��
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�� ����������� �������� ���� ���� ��� �� ������ �� ��B����� ����������� ����� ��

��B����� ���� ������ ��������

1�� ��� ��������� �@������� �! ������ �! ����� ������ ����� �� �� ����� ������

�'���� �� ������ ������� �������� ���������� %���� ��������� ���������� �� ��� ����

���� �� ��� ��������� ,���� ����� �������������� �! ��� ������ ����� �������� ��B��"

������ �@������� ��� ���������� !�� ��� ��������� ����������� ��� ���������� �! ���

����� ������ ��� ������� �� �������� ������� &�� �� ������ ��������� �� ��� ���

�� ������/�� �� ��������� 
� �� � �������� ��������� �� ���� !������� 2����!��� 

2�� ���������� ������ �� ��������� !�� ���� ������"����� ����"��������� ���������

D�0� �! ��� ������ ��� ����"������� ��������� D�0��

,���� ����� ���� �	
	� &�
� ����� �	��
��� ����
���" �������

�	��


,���� ��� ��'���� ������� !��@����� �! ��� ���� ��� �� �� �� L		 %) FK				 ���G 

��� /��� ��� ������� !��@������� ����� ��� ��� ����� ����������� ��� ������� ����

!��@����� ����� 
N %) ��� ��M %) ������������ ��� �� ��� ��������� ������ +� �

�����@����� �� �� ����������� �� ����� ��� ����� ���� ����� ����������� ���� �����

�������� ��'������ ������� ������

1��� ��� ���������� �! ��� ���� ��� ���� �� ���� ���� �� ������� K �� �� ����� ����

��� ���������� �B��� �� ���������� 
� �� ������� ���� ��� �������� �! �'��� ��� ������

�������� ������ ��� ��� �������� �! ��� ������ ������������� ������ ��������

������ ��� ����������� +� � ������ �� �� ��8����� �� �����)� ��� ������ �� ��� ������

+� �� �'����� /���� L�N ����� ��� ����� ���� ����� �� ��� ����� Y OZ�

2�� ������ ����� ������ �� ����� Y OZ ��� �� ���������� ��������� �� ����� ����

������ y �� ��� ������ ������������ �! ��� �����I� ������ �! ������� S ��� ϕ �� ���

�������� �! ��� ����� ����� �� �'�� ������� S�

��
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1����� L�N� 2�� ����� ���� ����� ���� ����� �������� ��'������ ������� �����

'4������� �� 
�����


� ������� ��� �������� �! ��� ����� ���� ����� ��������� �� +(&� ��� �� ��"

������� �� ��� ����� ��� [
m 0

0 Θ

][
ÿ

ϕ̈

]
=

[
Fs

Ms

]
, FL���G

����� m �� ��� ����� ����� ����� Θ �� ��� ���������� ������ �! �������� ÿ �� ���

������ ���������� �! ������ ������������ y ������� �� ����� ϕ̈ �� ��� ������ ����������

�! �������� ������������ ϕ ���� ������� �� ����� Fs �� ��� ��� ��� !���� ������

���� ����� ��� Ms �� ��� ������ ���� ������� �� ��� �'�� ���� ���� ������� ���

����� S� 2��� ������� �! �������� !���� �������� �� +(& ������� !���� ��� ������

��������� !���� F������� ���� ����� �� �� ������ ���������G� (������� ���� ���

����� ��������� ���� ��'������ ������� ������� !���� �� ���������� 2����!��� ���

�@������ �! ������ !�� ���� ���� ����� ����� ��� ���� �� ��������� �� ��� ������ ���

�� ��������� ������� ����� ��� ��'������ �������� 2�� Fs ��� Ms ��� ��B����� ��

��� ��� �������

&� ����������� ��� �����!�������� �����' T1 ��� !����� ��������� �� ��� +(&

�������� Famb ��� ��'������ �������� Fb ��� �����!���� �� ������� ����� S ����� ��

!���������

�%
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T1 =

[
1 1

−la lb

]
, FL���G

[
Fs

Ms

]
amb

= T1

[
k1 0

0 k1

][
y1

y2

]
+ T1

[
d1 0

0 d1

][
ẏ1

ẏ2

]
, FL��KG

[
Fs

Ms

]
b

= T1

[
F y1

b

F y2

b

]
, FL��NG

����� F y1

b ��� F y2

b �� ��� �������� ��������� �! ��� ����������� !���� ������ �������

�� A ��� B ���� �������������

3��� ����� ����� �������� ��� ���� ��� ������� ���� ��'������ ������� ��� ���

������� �! ����� �� ��������� ��� �@������ �! ������ !�� ��� ����� ���� ����� �����

�� ����� ��� [
m 0

0 Θ

][
ÿ

ϕ̈

]
=

[
Fs

Ms

]
amb

+

[
F y

u

0

]
FL��LG

3��� ����� �������� ���� ��'������ ������� �� ���� �! �������� ��� ��� ������� �!

����� �� ����������[
m 0

0 Θ

][
ÿ

ϕ̈

]
=

[
Fs

Ms

]
amb

+

[
F y

u

0

]
+

[
Fs

Ms

]
b

FL��OG

����� F y
u �� ��� ��������� !���� �� �������� ���������� &� ��/���� �����!��������

�����' T2 ��� ������������ ������
[

y ϕ
]T

�� ������� ����� S ��� �� �����!�����

�� A ��� B ������� �� ����� �� /���� L�N� 
� �� ����� �� 

T2 =
1

la + lb

[
lb la

−1 1

]
. FL���G

2��� ��� �@������� �! ������ F�@������ L��L ��� L��OG !�� ��� ����� ���� �����

����� ��� �� �����!����� �� !���������

[
mlb mla

−Θ Θ

][
ÿ1

ÿ2

]
=

[
Fs

Ms

]
amb

+

[
F y

u

0

]
, FL��MG

�(
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[
mlb mla

−Θ Θ

][
ÿ1

ÿ2

]
=

[
Fs

Ms

]
amb

+

[
F y

u

0

]
+

[
Fs

Ms

]
b

. FL��
G

,���� ����� �	
	� &�
� .����
� �	��
��� ����
���" �������

�	��


3��� ��� ��'������ �������� ��� ������� �������� ���� ��� ������� ������� �� �����

�� ������� �� /'�� ������� ��'������ ��������� ,���� ��� ���������� ���B���� ��

���� ������ ���� ��� ������� ���B���� ��� ���������� ���B���� ��� ������� �����

�� �������� D�������� ���� ��� ��'������ �������� ��� ����������� ������� �� ���

������� ������� ��� ���������� ���B���� ��� ������� ���� �� ����� ���� �������

�� ��� ������������ ����� �! �������


� ���� ���� ��� ����� �! ����� ���� ����� ����������� ���� A�'���� �������� ��'��"

���� ������� �� ��� �! ��� �'������ ������ �� ���� ����������� #���� ��� �� ������"

���� �� � ����� ����� ��� ��� ���������� �B��� �� ���������� 2�� �@�������� ���B����

�! ������ �������� ������� �� ��������� �� ���������� ���������� ����� �������� ���

���� ��������� 5���� ���� ������� ���������� ���� �� ������ �������� ������� !���"

���� �� ���� ��������� ��������� ���� ����� ��������� ���� ��'������ ������� ��� ����

���������� ������� !���� ��� !������� !���� ��� ��������� ������� ����� ��� ��'������

�������� 2�� ��������� �! ��� ����� �������� ��� �������� �'�������� ���� �������

������� !��@��������

+ ����� �! ����� ����� ����������� ���� A�'���� �������� ��'������ ������� �� �����

�� /���� L�L� 2�� �������� ���������� ������ �� OXY * ��� ������������� �! ���

������ ����� Or �� ����)����� ��������� ��� �������� ��������� ��� ������� �� x ���

y� 2�� ������ �! ��� ��'������ ������� Ob �� �� �������� Pxb ybQ ����� ��� ��� �@���

�� )��� ���� ��� ��'������ ������� �� ���������� ���� �������� ���������� �������

2�� ��������� ������� ����� ��� ��'������ ������� �� Cs� +(&� ������� ������ !����

��� ������� !���� ����� ���B���� ��� ������� ��� ������������ k1 ��� d1� k2 ���

d2 ��� ���������� ���B���� ��� ������� �! ��� ��'������ ������� ������������ �����

��� ������� �� ������� ������� �� ������� ���������� k̃c ��� d̃c ��� ������������

������� ���B���� ��� ������� ����� ����� �� ������ ������� ���B���� �� ���������

%���)��� ������� ���B�����

�*
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1����� L�L� 2�� ����� �! ����� ���� ����� ����������� ���� A�'���� �������� ��'��"

���� �������

'4������� �� 
�����

2�� ������ ����� �@������� �! ������ !�� ���� ���� ����� ����� ��� �� ���������

�� ��� ������ ��� �� ��������� ������� ����� ��� ��'������ ������� ��� �� �������

����������� F,���� �G ������� ����� ��� ��'������ �������� ��� ��� ����� �� ���� ���

����������� ������� ����� ��� ��'������ �������� F,���� �G�

�	�	� ��

mẍ(t) + d1ẋ(t) + k1x(t) = Ω2me cos(Ωt + θ0), FL�K	G

mÿ(t) + d1ẏ(t) + k1y(t) = Ω2me sin(Ωt + θ0), FL�K�G

mbẍb(t) + d1ẋb(t) + k1xb(t) = 0, FL�K�G

mbÿb(t) + d1ẏb(t) + k1yb(t) = 0, FL�KKG

�	�	� ��

mẍ(t) + d1ẋ(t) + k1x(t) = Ω2me cos(Ωt + θ0) + Nx + fx, FL�KNG

mÿ(t) + d1ẏ(t) + k1y(t) = Ω2me sin(Ωt + θ0) + Ny + fy, FL�KLG

mbẍb(t) + d1ẋb(t) + k1xb(t) = −Nx − fx, FL�KOG

��
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mbÿb(t) + d1ẏb(t) + k1yb(t) = −Ny − fy, FL�K�G

����� m �� ���� �! ��� ������ mb �� ���� �! ��� ��'������ �������� Ω �� ����� �������

!��@������ 
� ���� ������� ��� ����� ������� !��@����� Ω �� ������� �� � ��������

������ &�� �� ������ ��������� �� ��� ��� �� ������/�� �� � �������� �� �� � ��������

����� ������� �� ���� !������� 
� PLMQ ������� ���������� �'���������� !�������

!�� ��� ������������ �! ��� ������� ����� ��� �� ��� ����������� ���@�� �� ��� ���� �!

����� !������� 
� ���� ���� ��� ����� ������� !��@����� ����� �� ������� �� � ����

�������� ���������� me �� ��������� �! ��� ������ 5�������� !���� ��� �� �������

�� F = Ω2me� Nx ��� Ny ��� ������ ������� !���� ���������� �� ����)����� ���

�������� ���������� ������������� fx ��� fy ��� ���������� !������� !���� ���������� ��

����)����� ��� �������� ���������� ������������� 2�� ������� !���� ������� ����� ���

��'������ ������� ��� �� ���������� �� ����� ������ ������� !���� ����� �� ���������

%���)��� ������� ������ 2�� ����������� �! ����� ��� �� �������� �� ����������� ���

������������ ������� ��� ������ �! ����� [x, y] ��� ��'������ ������� [xb, yb]� 2��

!������� !���� ������� ��� ������� ���!���� !������ 6������ ����

&�� (�	����
� ��	#����� 	�����


� ���� ������� ��������� �� ��B����� ���������� ��� ����� �������� ������� ����� �!

����� �! +(&"����� ������ ���� ����������� ��'������ ������� ���� ���� ��������� 

��� ��� ������������� �@������� �! ������ ���� ���� ������� �� ���� ����� ��� �

������ �! �������� ��B�������� �@������� FD�0�G� ��� �� ��� ����� �������� ����"

������ �! ���������� ������� ����� �@������� ��� ������ ����� D�0�� 
� ����� ��

�������� ��������� ��� ������� �������� ����� ��B�������� �@������� ����� �� ������

�� ��������� ����"��������� �� ����"��������

+� �� ���� ���� ��B�������� �@������� ������ �� ������ ������������ �� �����

���� �� ���� �� �����!� ��������� ���� �� �����'������� �� ��� ��������� 2���� ��� �

���� ������� �! ��������� ������� F����������G !�� ��������� ��� ��������� ���������

�! D�0� POMQ� 2���� ������� ��� �� ������/�� ��������� �� ��� ������ �! �������

���������� ������ �! ��� �������� ���� ��� �� ��������� ��� ��'� �������� ���� ����

������ ���� ���������� ����� ���� ����������� +�������� �� ������� ��� ����� �� ��

���������� ������� �� ��� ����������� ��������� �����! �� ��� ���� �������� ���������� 

�.
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2�� �������� ��������� ������ !�� ��� �������� �! ������� ����� �������� �� 0����I�

������� 
� ���� � /'�� ���� ��)� h ��� ��������� ��� �����'����� ��������� 2���

����� ��� ������ �� ��� ���� � !�� ������ �! ��������� &�� ��� ������� ��!��� �!

0����I� ������ �� ���� �� ���� ��� ������� �� ����� ��������� 2���� �� �� ���������

��� �� ��������� ���� ���� ��)� �� ������ �� ������� � �����/�� ��������� 2��

��������� #���� .���� ������ F���� ����� �� 1�����"����� #����".���� ������G

��� ������ ���� !�� ���� ����������� ��!��� ��� ��������� �! ������� ���������

��� �� ����� ������� ������ 
� ���� !��� !������� ����������� ��� ����� 
� ���� ���

������� �� ����� �������� ������ PO�Q� &�� �� ��� ���� ���� ����� �'��� ���� �8"

����� ������� !�� ��������� ����������� ���� ����������� �! ���������� ,���� ���

���������� ��!����� (+27+& ��� ������� ��B����� !�������� !�� ��� ��������� ��"

������ �! �������� ��B�������� �@������� ��� ��� ������� ��� �� ��������� ����������� 

��� ��������� ��������� �� ������� ��� �� (+27+& ��������� ����������� �� ����

�����

,���� (
�
� ����� ��������
�
�	�


� (����� ��� ������� ����� ������� �! �@������� �� ��� !��� y′ = F(t, y) �� ��������

���� ������� � ���� �����' M(t, y)y′ = F(t, y) PO
Q�

+�������� �� ��� �@������� �! ������ �! ��B����� ����� ������ �! � �����"+(& ����

��'������ �������� ��� ���� ������ ������ ����� �������� ��B�������� �@������ ��

������

M q̈(t) + Dq̇(t) + Kq(t) = F (t, q), FL�KMG

����� q(t) �� � ������ �! ������������ ����������� ����� ��� ������� ��� ��� ��������"

���� ������� x y xb yb� q̇(t) �� � ������ �! ���������� q̈(t) �� � ������ �! ��������������

M  D ��� K ��� �������� �! ���� ������� ���B���� ������������� F (t, q) �� ��

������� !�����

��/���� ����� ������ �� x(t) =

[
q

q̇

]
 ������ ������ �� y(t) =

⎡⎢⎣ q

q̇

q̈

⎤⎥⎦
+ ����� ����� �������������� �� � ������������ ����� �! � �������� ������ �� � ��� �!

�,
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����� ������ ��� ����� ��������� ������� �� /��� ����� ��B�������� �@�������� 
! ���

������� �! ��� ���� �����' �'���� ��� ������ ����� ��B�������� �@������ �! ��� +(&"

����� ���� ��'������ ������� ����� ��� �� �����!����� ���� /��� ����� ��B��������

�@������ �� ���� ������ �����' ������������� ���� ��!������ �� ��� ����� �����

�������������� PKNQ�

2�� ����� ����� �������������� �! ��� +(&"����� ���� ��'������ �������� ������

����� �� �'������� �� !���������

ẋ(t) = Ax(t) + BF , FL�K
G

y(t) = Cx(t) + DF , FL�N	G

����� �����' A �� ��� ����� �����' B �� ��� ����� �����' C �� ��� ������ �����' 

��� D �� ��� !���������� F�� !���!������G �����'� $����� ���� �� ���� ������� !��"

�������� ��� �������� ��� �������� �� �� ����"������� ���� ���� �� ��� ����� ��������

��� ������ �� ����� 2��� ��� ��/��� �� ��� !�������� !�����

A =

[
0 I

−M−1K −M−1D

]
, B =

[
0

M−1

]
,

C =

⎡⎢⎣ I 0

0 I

−M−1K −M−1D

⎤⎥⎦ , D =

⎡⎢⎣ 0

0

−M−1

⎤⎥⎦ . FL�N�G

+!��� �����!������ ��� ������� �@������� �! ������ �! ��B����� ����� ���� � ��� �!

/���"����� ��B�������� �@������� ��� ����"����� #����".���� ������ �� ������� ��

����� ����� �@������� �� (+27+& ��������� ������������

,���� -�������
 ����
�
�	� 	� � �	�
����� 
��� ������


�"�
��

+� ��������� ����� �� �� ����� ���� ��� �������� ��B�������� �@������� �! ��� ������

����� ���� ����"��������� ��� ��������� ������ 2�� ���B���� �! ����� ������� ��

.#
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��� ����� �������� ��� ��� ���� �������� ���������� ������ ����������� 2�� �����

������� !��@����� �� ������� ������ ��� ����� ����������� ���� ��'������ ���������

+� � ������ ��� ��������� !���� �� ���� ������� ������ �������� (������� �����

��� ���� ��������� �'�������� !����� ������ �� ��� ����� ����� ��� �� ��������

������� �� ���� !�������� 2�� ��������� ���� �� ������ ������ �� ��� ���������

������� ����� ��� ��'������ �������� 
� ����� �� ��� ���� ������ �������� �������

����� %���)��� ��������� ������� ����� �� ���� �� ��������� ��� ������� !����� 2��

!������� ������� ����� ��� ��'������ ������� �� ��� �! ��������� ����� �� ��� ����� ��

����� +� � ������ ��� ����� �@������ L�K
 ��� ������ �@������ L�N	 ��� �� ���������

�� ��� !�������� !����

ẋ(t) = A(t, q)x(t) + BF (t, q), FL�N�G

y(t) = C(t, q)x(t) + DF (t, q). FL�NKG

2�� D�0 ������ �� (����� ��� ����� �� �������� ��B�������� �@������ ���� ����"

��������� ������ 1������ ��������� �� ��� ���� �������� ����� ��� ���� ���������

���������� ��� ��/���� 
� ���� ���� A(t, q) ��� F (t, q) ����� �� ���� ���������

����������� 2�� ���������� ������� ���������� ��� ������ 2��� ��� ���������� !���"

���� �� ������ ���� ��� ������ !������� �����!���� ���� �� ��� /��� ����� �������� ��

(+27+& �

�����
 ��� ���� �� �������� ������ ������� �� ����� �������� PO
Q� 
� ����� ��"

��� +(& ���� ����������� ��'������ ������� ������ ��� ������� !���� ��� !�������

!���� ��� ��������� ���� ����������� δ �� ����� ���� )���� 2��� ��������� ���� �

����������� �! ���������� ��� ������� ��������� ����� ��� �� ���� �� ����� � �������

�'��������� 2�� ��B����� ����� �! ������� ��� !������� !���� ������ ��� �� ��/��� ��

��� 0���� !�������� ��� ���������� ��� �� ��/��� ������������ �� ��� 0���� !���"

����� 3��� ��� 2������ ������� ���� ������ ������� ��� ���������� !������� ������

��� (+27+& ������ !������� ��� ����� �� �'������ ���� ��� ������� ��� !�������

!���� ��� ������ �B��� �� ��� ������

.�
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2�� �������� ������ �! ��� +(&"#����"+�'������ ������� ������ ���� ����������

��������� ������ ���������� ���� �� ��������� �B��� ��������� �! ����� �������

!��@����� ���B���� ��� ������� �! ������� ���� ,���� ��� ������� !��@����� �� ��� �!

��� ���� ���������� ���������� �� �� ���������� �� ��� ����� �� ���� ��� �� ��� ����

������ �� ��� �! ����� ���������� �� ���� ���� ���� �� �'���������� ������ ���

��������� ������� 2�� ��������� ���������� �! ��� �������� ����� ��� ��������

!��� ���� ��� ����� ���� ���� ���������� �� ��� ����� �������� ��� ������ �� 2����

L���

(������� !�� ��������� �������� ��� ������� ���������� ��� ���� ��������� !�� ������"

���� ��� �������� ������������� ��������� ������������ !�� ��������� ������� ��!"

!����� ������� ���������� ���� ������� ��B����� ���������� 
� ��� !�������� ����������

������� ���� ��� ���������� ���� ���� ������� ���������� ��� ��� ���� ���� �����)��

�!��� ���� ������ �� ������ ���� � ������ ����� �������� ��� ���� ���������

2�� �@������� �! ������ ������� �� ����� ������� ��� ���������������)�� �� ����� ��

������� ��� ������� ��������� ���������� ������� ���� ��B����� ������� ����������

������������� 2�� ���� �� ���������������)�� �� ����� ������� !��@����� �! ���

����� ������* ��� ������������� ���� �� ����)����� ��� �������� ������������� �!

����� ������ ��� ���������������)�� �� ��������� ��� ��������� ������� ����� ���

��'������ ��������

,�#�� %��� �/ ������
 	� ������� ��������" &�
� 
����� �	�
��


�	��


2�� ���������� ������� �! ��� ����� ����� ���� ��� ������ ��� ������ ��� ������

!��� ��� ������� ������ ���� 1������ L�O L�� L�M ��� L�
 ���� ��� �������E �������

�������� ��� ����� ������ ��� ����� ���� ��������� �� ������������� ���������� ��

��B����� ������� !��@����� �! 0.55 0.10 1.25 ��� 1.28 ������������� 6������ !���� �!

��� ������ �� ������� �� ��������� ����� ������� ������ ������� ���� ����� ���������

���� /'�� ������� ��'������ ������� �� ���� ���� PLKQ�

3��� ��� ������������� ������� !��@����� �� 0.55 ��� ������ �� ������� ��� ��������
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2���� L��� (��� ���������� �! ��� ���� ��� !�� ��������� ����������

��	�


(��� �! ��� ����� 3.36 ��

7����� �! ��� ����� 0.326 �

6����� �! �������F!��� ��!� ����G 0.160 �

����� ������ �! ������� �! ����� 0.001kgm2

2��������� ������ �! ������� �! ����� 0.017kgm2

5�������� ������������ 0.0292 ��

(�'���� ������� !��@����� 500 %)

6�������� ������� ����� ��� ��'������ ������� 0.3 ��

���

,��B���� ��������� �! ���� ������� 19 $S+

,��B���� ��������� �! ������������ 39.7 $S��

#����� �@�������� ���B���� 2.47 × 106 $S�

#����� �@�������� ������� ���8����� 100 $�S�

���
�
�
� ���

��

(��� �! ��� ��'������ ������� 0.069 ��

6��8����� �! 6������ !������� 0.015

���B���� ��������� �! ������ ������� 3.38 × 107 $S�

7���� ���B���� ��������� �! %���)��� ������� 2.4 × 109N/m3/2

������� ���8����� �! %���)��� ������� 5

2�������� ���� ������� ���B���� �������� 2.00 × 106 $S�

���� 2�� ����� ��� ��� ���� ������� �! ���� ������� ��� ������ ��� ����� �� /����

L�OF�����G ��� /���� L�OF����G ������������� 2���� ��� ���� ������ ��������� ����

��� ����� �� ��� �������E ������� ������� �� /���� L�OF��!�G� 2�� ������ ��������

�������� � ������ ��� �������

3��� ��� ������������� ������� !��@����� �� ���	 ��� ������ �� ������� ��� ��������

��� �� ����� ��� ����� ��� �� /���� L�� F�����G ��� ���� ������� �� /���� L�� F����G�

2���� ��� ���� ������ ��������� ���� ��� ������ �� ��� �������E ������� ������� ��

/���� L��F��!�G� 2�� ������ �������� �������� � ������ ��� �������

+� ����� �� /���� L�M ��� ������������� ������� !��@����� �� ����� ���L ����� ���

.�
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!��� �������� ������ �� ��� �������E ������� ������� ��� ��� ����� ����� ����� �

������� �������� ������� 2�� ���� ������� �! ��� ������������� ����� ������������

���� ����� ��� ������ �� �� @���� ���������

3��� ��� ������������� ������� !��@����� �� ����� ���M /���� L�
 ����� �������

������ �! ��� ����� ������ 2�� ����� ����� ��� ���� ������� �� ��������� ������� 

�������E ������� ������� ����� � ������������� !������ ���� ����������

,�#�� %��� �/ ������
 ������� ��������" &�
� 0��
1���

�	�
����� �	�
��
 �	��



� ���� ���� /����� L��	 L��� ��� L��� ���� ��� �������E ������� �������� ���

����� ������ ��� ����� ���� ��������� �� ������������� ���������� �� ��B����� �������

!��@����� �! 0.55 0.10 ��� 1.28 ������������� 6������ !���� �! ��� ������ �� �������

�� %���)��� ��������� �������� 0'���� ��� ������� !���� ����� ��� ����� ����������

��� ���� ���� ��� ������ ��������� �� ��� ����� �����

+� ����� �� /���� L��	 ��� ������������� ������� !��@����� �� ���� ����� 0.55�

1��� �������E ������� �������� �� /���� L��	 F��!�G ��� ��� ���� ������� �! ���

������������� ����� ������������ �� /���� L��	 F����G ������ �! ��� ����� �����

�� �������� 1��� ��� ����� ��� �� ��� ��� ���� ����� �� ������������ ��������� ����

��'������ �������� 
� ��� �� ���/���� �� ��� ������� !���� ������� �� ��'� ��������

%������ ��� ���������� ������� ���� ������� ��B������ ���� ��� ������� �� /����

L�O ���� ��� ������ ������� ������ 
� �� ������ ��� ������ !��� ��� �������E �������

�������� 1��� ��� ����� ��� �! /���� L�O �� ��� �� ���� ���� ��� ����� ���� ���

�������� ���� ��'������ ��������

3��� ��� ������������� ������� !��@����� �� ����� 1.10 /���� L��� ����� �������

������ �! ��� ����� ������ 2�� ���� ������� �� ��������� ������� ��� ��� �������E

������� ������� ����� � ������������� !������ ���� ���������� 
� ��� �� ���� ����

��� ����� �������� ���� ��'������ ������� ��������� �� ����� �� ����� ����� ��� ��

/���� L���� 2�� ������� ����� �� /���� L�� ��� �! ��� ����� ����� ������� !����

�� ������� �� ����� ������ �������� +������� ��� ������������� ������� !��@����� ��

���� 1.10 ���� �� �������� ��� ������ ��� ��� ����� ���� ��� ������� ���� ��'������

��������
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���� ����������� �� ������������� ������� !��@����� ���M F%���)��� ���"

������ ������� �����G

1����� L�
 ��� /���� L��� ���� ���������� ������� �� ���M ������������� ������� !��"

@������� �! ��� ��������� ������ ������� ������ ����� ��� ����)��� ��������� �������

������ ����� ������������� 1����� L�
 ��� /���� L��� ���� ���� ������� ������� 2��

����� ������ ��� ���� ��������� ��� ��������� ������� ��� �������E ������� ��������

���� ������������� !������ ���� ����������� %������ ����� �'���� ��B������ �������

����� ���� �� ����� ��� /������ 2�� ����� �� ������������ ����������� ���� ��'������

������� !��� ��� ����� ��� �� ��� /���� L���� &�� �� ����� ��� ���� ��� �����

������� ������ ��� ��'������ ������� ������� !��� /���� L�
F�����G ��� ��� �������

!���� ���������� ������ ��� ������� ���� ������ ���������� ������� ��������� ��

�� �@��� �� )����

&���� �� ��� ��� /����� L�O " L��� ��� ��� ��� ���� ��� �������� ��������� +(&"�����"

��'������ ������� ������ ���������� ��� ������' ������� ���������� �� ��B�����

������� !��@������� ���������� &�� �� �� ����� ���������� ���� ��� ����� ����������

�! ��� ����� ��� ����� ���� ��� ���� ���� ��������� ����� ����� ��� �� �������

�� ��� ��������� �! ����� �������
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1����� L��K� ������������� ������� !���� ���������� ������ F������ ������� ����� 

������������� ������� !��@����� 1.28 ���B���� ����� α = 13G

2�� ������� !����� ��� ���������� ���� ���� ����� ������ ������� ��� ���������

%���)��� ������� �� ���� ��� ����� ����������� ���� ��� ��'������ ��������

1����� L��K L��N ��� L��L ������� ��� ��������� ������������� ������� !���� �! ���

��������� ������ ������� ����� ��� ��������� %���)��� ������� ����� �������������

&��� /���� L��K ��� /���� L��N ��� ������������� ��������� ������ ������� !����

����� ��� ��� ���������� ���� ��� ������������� ����� ������� !��@����� 1.28� 2��

���� ��B������ �� ���� ��� ������� ���B����� 6�������� ����� ��� ������� �� ���

�� ���� ���� ��� ������ ������� ���B���� ��� ������ ������� !���� ���������� 1���

/���� L��K ��� L��N �� ��� �� ���� ���� ����� ���� ��� ������������ ������� ����

��'������ ������� ���� ����� �� �� ����������� ������� ����� ��� ��'������ ������� 

��� ��� �������� ������� !���� �� �@��� �� )��� !��� ������������ ���� 400 �� 500� 2��

��������� ������� !���� �� ���� ��������� �� @����"������ �� ����� �� /���� L��K�

1����� L��L �� ������������� ����)��� ������� !���� ����� �� ��������� ���� �����"

�������� ����� ������� !��@����� �! 0.55� 
� ��� �� ������� ���� ���� ��� ����� ���"

��������� �������� ���� ��'������ ������� !��� ������������� ���� 400 �� 500 ���

�� �� @���� �������� 
� ��� �� ���� ��� ����)��� ������� !���� �� ���� �����������
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1����� L��O� 3����!��� �������� ������� F α = 13 ������ ������� �����G

3����!��� �������� �������� ������� ��� �������� ������ ����� ������� !��@�����

�������� �� ����� �� /���� L��O ��� /���� L���� 2�� ��������� Fz �'��G �� ����

/����� �� ������������� ������������ �! ����� �� ����)����� ��������� �� �������� ���

���������� y �'�� �� ������������� ������� !��@����� ����� �� �������� �� �����

[0.55, 1.47] ��� ��� x �'�� �� ������������� !��@������ &��� !��@����� ����� ���

����������������� �� �������� ������� !��@����� �! ��� �������

1����� L��O ����� ��� �����!��� �������� ���� ������ ������� ���B���� ����� (α = 13)�


� ��� ��� ������� !��@����� ����� ��� ����� ��� ��� ������� ���� ��'������ �������

�� ���� ����� 2�� �����!��� �������� ������� ��������� ���� ����� ������ ���������

��������� ������ 1× ��� 2× �! ��� ������� !��@����� ����������� 3��� ��� �������

!��@����� �������� �� ��� ����� ��� �������� ���� ��'������ ������� ��� !���������
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1����� L���� 3����!��� �������� ������ Fα = 1.3 ������ ������� �����G

������� !��@����� ����� 1/2× ��� ���� �������� ��� ��� ����� ���������� 1× 

3/2× ��� 2× ���� ��� �� �������� �� ���� !��� ��� �����!��� �������� ��������

6������ ��������� ������ ��� �� !���� ����� ���� �����������

1����� L��� ����� ��� �����!��� �������� ���� ��!��� ������� ���B���� ����� (α = 1.3)�


� �� !���� ���� �� ���� ��������� ���������� ��� ���� �� ��� ������� !��@����� �!

��� ����� ��� ���������� ��� ���������� �! �������� ����� ����� ��� ������ ���

�������� ���������� �� 1× 2× �� ��� ��������� 2�� ����� ������������ �����

��� @����"������ �������

,�



) !���������� �������� �� ����� ������

*���������

,���� ��� ���� �@������� �! ������ ������� �� ���� ������� ������ �� ������ ������"

������ ��� ���� �������� �� ���� ����������� �� ���� ����� 2��� ������� �������� �

����! �������� �! ��������� ������� ������ ��������� �������E ���!���� �! ������� 

��!�������� ��������� &�!�������� �������� �� � ���� �B������ ������ �� ��A��� ���

������ ������� �� �������� ������� ���������� 2�� ��������� ����� ������� ��"

!�������� �������� �! ����� ������ ���������� ���� �� ��������� �� ���� �������� ,���

�������� ������� ������ ���������� ���� �� ������� !��@����� ������� ���B���� ���

������� ������� ���B���� ��� ������� ���� �� ���� �� � ������� ��������� �� ���

��!�������� �������� �������������

)�� *����� ������������

2���� )"����� �"�
��

+ ��������� ������ �� ��� ������ ���� ������� �� ����� ��������� ������� �����

��������� ������ ������������ �� ���� ��� �������������� ��������� �� � �������

��� �! /���"����� ���������� �������� ��B�������� �@������� P��Q�

ẋ = f (x, μ), f : R
n × R → R

n. FO��G

2�� ���������� �! ��� ������ x ��� ��� ��������� ��������� �! ��� ������ ���

���������� �! ��� ������ μ ��� ���������� ��� ��� ���������� �! ��� ������ /���

f ��� ��� ��������� ����� ��������� ��� �������� �! ��� ��������� ���������� 2����

�� �� ���� �! ���������� �� ��� ����������� �� ���������� ������� ����� f �� ��� ��

,�
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�'������ !������� �! t ����� � ��� ���������
 ������ �� R
n ��� �� �����!����� ����

�� ���������� ������ �� R
n+1� 
! ��� ������ /��� �� ���� ���� 

f (x, μ) = Ax + bμ FO��G

!�� ���� �������� �����' A ��� ������ b ���� ��� ��������� ������ �� ���� �� ��

������� D�������� �� �� ����������

2���� �	�����3 ���
�	� �������

+� ����� �� /���� O�� �������E ������� �� � ����!���� ������ ����� �� ��� �����

����� ���� �� ������� �� ������ ��� ������� 
� �� � ���� ��������� !�� � �������)�����

�! ��� A�� �� � ����� ����� �! ���� ���� ��� ���������� P��Q�

1����� O��� �������E �������


� P�	Q ��� ������ ���� � �����������

�! �������E �������� 1�� n ���������

������� ������ f (x, μ) ��� �������E

������� ��� ��� ��������� ���� ���� ���

����� ������ 7�� S �� �� n − 1 �����"

������ 
������ �� 
������ �� ����� �� /�"

��� O��� S �� ��@����� �� �� ����������

�� ��� ����� ���� ��� ���J�������� �����"

��� �� S A�� ������� �� ��� �������� ��

���

2�� �������E ������� ������� ���� ���

������ �! ��� �������E ������� ���� �����!�


� ������� ��� ����������� ������������ ������� $��� ���� ���� ����� ������������

������ ����� ����� ���� !��� ��� ���� ���� �! ��� ������ + �������E ������� �������

����� � ���������� ��������� ������ ���� � �������� ���� 
! ��� �������E ������� ��

����!���� ������ �� ��!�������� �� ���� ���������� ��� @���������� �������� �! ���

��������� 3��� �� ����� �� ��� ������������� �! ��� ������ ���� ��� �������E

������� ������� �� � ������ ���� P��Q�

,%
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2���� !������
�	� �������


� ����������� ������������ �� ��������� ������� � ��!�������� ������� ����� ���

�������� ����"���� ������ F/'�� ������ �� �������� ������G �! � ������ �� � !������� �!

� ��!�������� ��������� �� ��� ������� 
� �� ����� �� ��������� ������ ��������� ����

� ����� ���� ��� �������� ��������� ���� � ������ ���� P��Q� + ��!�������� ������ ����

� ����� ������ ������ ���� �� ��� ��������� ������ F��� ��!�������� ���������� ��

������� ���������G �! � ������ ������ � ������ ����������� ������ �� ��� ���������

2����!��� ��� ��!�������� ������� ���������� �� ������)�� ������� �! ��� � ������

��� ������ ������� @����"�������� �������� �� ������� ������� �����������

)�� +
�
	���� ����� �� ��� ���
	�� �����	

2�� �������� ����� �! ��� +(&"#����"+�'������ ������� ������ ��� ����������

��������� ������ ���������� ���� �� ��������� �! ����� ������� !��@����� ���B����

��� ������� �! ������� ��������� ���� 2�� ��������� ����� �� ��� �������� �����

���� ���������� ������������� ���B���� ������ �� ������� ��������� �B���� ���������

%���)��� ������� ���B���� ��� 6������ !������� !������ 
� P�NQ P�LQ ��� P�OQ ���

������� ���� ������� ��� ��������� �! ����� ������� ��� ���B���� ����� %������

���� ���� ���� ��� ���������� ������� ����� �� ������ ������� ������ 
� ���� ���� 

��� ��!�������� �������� ���� �������� ������� ������ ����� ���� ������ ������� ���

��������� ������� ������

(������� !�� ��������� �������� ��� ������� ���������� ��� ���� ��������� !�� ���"

������� ��� �������� ������������� ��������� ������������ !�� ��������� ������� 

��B����� ������� ���������� ���� ������� ��B����� ���������� 2�� ������� ���������

��� ��������� �� ����� ����� ���� ���� �������� ���� ���� ������� ���������� ���

������ ������ ���� ������� ��!��� ���� ��� �����)�� �� ������ ���� � ������ �����

�������� ��� ���� ���������

,(
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1����� O��� &�!�������� ������� �! ��� ������� !��@�����

2���� )������ ��������"

,���� ��� ������� !��@����� �� ��� �! ��� ���� ���������� ���������� �� �� ����������

�� ��� ����� �� ���� ��� �� ��� ���� ������ �� � ��������� �! ����� �� ���� �����

2�� ����� ���������� �! ��� �������� ����� ��� �������� !��� ���� ��� ����� ����

���� ���������� ��� ������ �� 2���� L���

+ ��!�������� ������� �� � ���� �B������ ������ �� ��A��� ��� ������ ������ �� ���

������� �! ��������� ������� 
� ����� �� ������� � ��!�������� ������� � �������

��������� ������������� ������� !��@����� �� ������ !��� 	�LL �� ��L �� � ��������

���� ��)� 	�		�K�

+� /���� O�� ����� ��� ��������� ���������� ������� �������� !��� ��� ����� ������

����� ��������� ������' ��������� ���� ��B����� ������������� ������� !��@��������


� ��� ��� ������������� ������� !��@����� ����� !��� 	�LL �� 	�
� ������ ���

������ �� ��������� +� ������ 	�
� �� A��� �� ������ ����� ������ ���� �!��� �

������� ����� ������ ��� ������ �� ����� � �������� ���� �! ������� ������ �������

	�
N ��� 	�
O� ������ ��� ������ �� �������� �� ��� ������ [0.971.17]� 3��� ��������

�! ��� ������� ��������� ��� ������ �! ��� ������ ����� ������� ���� ������������

,*
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1��� ���� �� ��KK ������� ������ ��� ����������� ��� ������ ��� ������ ������

!��� ������ ��� �������� �� ���� �����/� ������ �! ��� ������� ��������� �� ����� 
!

��� ������������� ������� !��@����� �� ������ ��KN ��� ��!�������� ������� �����

� ���������� !��� ������� ������ ���� ������ ��� ������ ����������

2���� (���	�
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1����� O�K� &�!�������� ������� �! ��� ������� ���B����

,������ ���B���� k1 �� ��� �! ��� ���� ��������� ���������� !�� ��� +(&"�����

������ ������� 
� ��� �� ��J����� �� ���� ��� ������� �������� ���������� �����������

6������� �������� ��� ������� ���B���� �������� �� +(& ��� �� ������ !��� M	U

"��	U �! ��� ������� ������ 1�� ��� ��!�������� �������� �! ��� ������� ���B���� �

������� ��������� �� ������������� ����� �! ��� �������� ������� ���B���� ����� ��

������ !��� 	�L	 �� ��L �� � �������� ����� ���� ��)��

2�� ��!�������� ������� �! ��� ������� ���B���� �� ����� �� /���� O�K� 3��� �����"

��� ��� ����� �! ��� ������� ���B���� �� �������� ��� ������' ��������� �! ������

2�� ��������� ���������� ������� ��� �������� !��� ��� �������� ������ ����� ����

��������� %���)��� �������� 1��� �������� ����� �� ����� ��� ���! �! ��� ��������

,�
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������� ���B���� ��� ������ ��� ������ �� ��������� ,������ ���� ��� �������� �!

��� ����� ��������� ����� ����� � �������� ���� �! ������� ������ ������� 	�L�

��� 	�O�� 2��� ��� ����� ������ ��� ������ ��� ������ ������ 
� ��� ������ P	�OM

	�M�Q ��� ������ �! ��� ������ ����� ������� ���� ������������ 6������ ������ ��

����������� ��� ������ ��� ������ ��� ������ ����� ������ ��� �������� �� ����

�����/� ������ �! ��� ������� ��������� �� ����� 1��� 	�M� �� 	�
O ��� ����� �������

�� ������ !��� ������ !��� �������� 
� ��� ����� P���L ��L	Q ������ ��� ��� ������

��� ������ �! ����� ��� ��������� ���������

2���� %	�
��
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1����� O�N� &�!�������� ������� �! ��� ������� ���B����

1����� O�N ����� ��!�������� �������� �! ��� ������� ���B����� 2�� ����� �������

������� ���B���� ��� ����� ������� ���B���� α �� ����� �� � ������� ���������� 
�

�� ��/��� �� ���� !��� 	�L	 �� �	 �� � �������� ����� ���� ��)�� +�� ���������

���������� ��� ���� ��������� 1��� 	�L �� 	��� ��� ����� ������� ����� ������ ���

������� 3��� ��� ���B���� ������ ������� ������ 	��� ��� ����� A��� �� ������ ���

������� 2��� �� ��� ����� P�K�N �L OQ ��� ������ !��� ������ �� ������ ���������

,.
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3��� ��� ���B���� ����� α ��������� ������ �L�O ��� ����������� ������ ��� ������

#���� A��� �� ������ ����� ������ ��� ����� 2������ �������� ��� ��!��������

������� 
� !���� ���� ����� ����� ��� �������� ���� �� ��!�������� ������ �������

�������� ��� ������� �� @���� �������� ������ �� α = 15.6� 3��� ���� ������ �! α ���

���������� �! ������� �������� ������ �� �������� P�KQ� 2����!��� ���� ��������� ���

+(&"�����"��'������ ������� ������ ���� ������������� �! �����/���� ��������������

���� �� ������� ��� !������� �� �� ������� ��������� �� ����� ������� ������� 2� �����
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