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Kapitel 1

Einleitung

Informatikstudenten lernen Programmverifikation im Rahmen ihres Studiums in der
Regel auf Basis von imperativen Programmen kennen. Hierbei miissen die Studenten
meist Vor- und Nachbedingungen sowie Schleifeninvarianten fiir einfache Program-
me formulieren und dann mit Papier und Bleistift die Korrektheit der Programme
auf Basis der formulierten Vor- und Nachbedingungen beweisen. Diese Beweise sind
selbst fiir einfachste Programme zeitaufwendig und ausgesprochen fehleranfillig.
Um komplexere Programme zu verifizieren ist daher der Einsatz entsprechender
Verifikationswerkzeuge notwendig. Diese Werkzeuge befreien die Studenten von vie-
len der umfangreichen und l&stigen Umformungen, die im Rahmen eines formalen
Beweises auftreten und ermdoglichen so, Zeit und Arbeit in die relevanten Beweispro-
bleme zu investieren. Der Einsatz méchtiger Systeme wie NQTHM [10], ACL2 [27],
PVS [34], Isabelle [35], KIV [38], HOL [21], etc. im Rahmen einer Lehrveranstaltung
ist jedoch aus folgenden Griinden problematisch:

e Die genannten Systeme basieren zum Teil auf komplexen Spezifikationsspra-
chen. Dies fiihrt dazu, dass die Studenten Zeit und Arbeit in das Erlernen der
Spezifikationssprache investieren miissen und diese Zeit und Arbeit nicht in
die Verifikation von Programmen investieren kénnen.

e Die Bedienung der Systeme ist zum Teil gewShnungsbediirftig. Die meisten
der genannten Systeme sind im Wesentlichen ,kommandozeilen-orientiert.
Das bedeutet, dass der Benutzer entsprechende Beweiskommandos erlernen
muss und diese dann iiber die Tastatur eingeben muss. Es ist daher fiir die
Arbeit mit diesen Systemen notwendig, eine entsprechende Referenz der Be-
weiskommandos griffbereit zu haben, um die benétigten Beweiskommandos
nachschauen zu kénnen. Das bedeutet, dass das Erlernen der Bedienung des
Systems entsprechend Zeit kostet.

e Die meisten Informatikstudenten besitzen einen Computer und mochten die
Aufgabenstellungen zu Hause an ihrem eigenen Computer bearbeiten. Aus
diesem Grund ist es notwendig, dass das eingesetzte Verifikationswerkzeug
auf verschiedensten Computersystemen lauft und somit entsprechend porta-
bel sein muss. Die meisten der genannten Systeme sind auf einige wenige
Betriebssysteme festgelegt und dementsprechend wenig portabel.

Die Erfahrungen, die am Fachgebiet Programmiermethodik der Technischen
Universitdt Darmstadt mit KIV in der Lehre gemacht wurden, bestitigen die ge-
nannten Probleme. Die Studenten kritisierten, dass ein erheblicher Teil der Lehr-
veranstaltung in das Erlernen der Spezifikationssprache und in die Bedienung des
Verifikationswerkzeugs investiert werden musste. Diese Kritik der Studenten moti-
vierte die Entwicklung des \@riFun—Systems. Das \@riFun—System wurde von Prof.
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Dr. Christoph Walther in Zusammenarbeit mit dem Autor dieser Arbeit auf Basis
der Diplomarbeit von Michael Schubart [42] am Fachgebiet Programmiermethodik
der Technischen Universitdt Darmstadt entwickelt. Es handelt sich um einen in Java
[3] implementierten semi-automatischen Induktionsbeweiser zur Verifikation funk-
tionaler Programme, der unter besonderer Beriicksichtigung der Anforderungen der
Lehre entwickelt wurde. Das System weist insbesondere die folgenden Eigenschaften
auf:

¢ Einfache Logik: Die dem \/eriFun—System zugrunde liegende Logik ist recht
einfach. Es handelt sich um eine Pridikatenlogik mit polymorphen Datenty-
pen, die um ein Induktionsprinzip erweitert wurde. Da Studenten der Infor-
matik iiblicherweise Prédikatenlogik und polymorphe Datentypen im Grund-
studium gelehrt wird, erfordert diese Logik eine sehr geringe Einarbeitungszeit
fiir die Studenten. Sie konnen somit ohne lange Vorbereitungsphasen direkt
mit dem System arbeiten.

¢ Beweisautomatisierung: Das System bietet ein hohes Mafs an Beweisauto-
matisierung. Das bedeutet, dass viele der notwendigen Vereinfachungen und
Umformungen, die wihrend eines Beweises notwendig sind, durch das System
automatisch durchgefiihrt werden. Diese Automatisierungen werden durch
verschiedenste Heuristiken realisiert. Durch die Automatisierungen wird si-
chergestellt, dass die Studenten in der Regel lediglich bei nicht trivialen Be-
weisproblemen, deren Losung eine gewisse Kreativitét erfordert, durch ent-
sprechende Interaktionen eingreifen miissen.

¢ Benutzerfreundlichkeit: Die graphische Oberfliche des Systems ist in Hin-
blick auf besondere Benutzerfreundlichkeit auf Basis der Programm-Bibliothek
Swing [45] entwickelt worden. Alle Beweiskommandos werden durch entspre-
chende Meniipunkte ausgewihlt. Die Parameter der Beweiskommandos miis-
sen dann durch entsprechende Dialog-Fenster eingegeben werden, wobei die
Eingabefelder bereits durch entsprechend sinnvolle Werte vorbelegt sind. Die
Bedienung des \@riFun—Systems ist daher entsprechend einfach und intuitiv.

e Portabilitdt: Durch die Implementierung in Java ist das \ériFun—System
fiir alle Computersysteme verfiigbar, fiir die ein ,,Java Runtime Environment*
in der Version 5.0 existiert. Das System ist daher entsprechend portabel.

1.1 Ziel der Arbeit

Die vorliegende Arbeit beschreibt den im Rahmen des \@riFun—Systems entwickel-
ten symbolischen Auswertungskalkil . Hierbei handelt es sich um einen Kalkiil fiir
Gleichheitsbeweise, welche typischerweise bei der Verifikation funktionaler Program-
me auftreten. Der Auswertungskalkiil ist die vollautomatische Beweiskomponente
des \/eriFun—Systems und somit zu einem wesentlichen Teil fiir die Beweisautoma-
tisierung verantwortlich.

Fiir Logikkalkiile wie den Auswertungskalkiil ist es {iblich Eigenschaften wie Kor-
rektheit, Vollstandigkeit und (Nicht-)Entscheidbarkeit nachzuweisen. Weiter werden
hiufig Aussagen beziiglich der Komplexitat behandelt. Solche Betrachtungen sind
nicht Gegenstand dieser Arbeit.! Gegenstand der Arbeit sind vielmehr die Heuristi-

I1Beim Auswertungskalkiil handelt es sich um einen korrekten jedoch unvollstindigen Kalkiil.
Korrektheit ist natiirlich eine unabdingbare Forderung fiir jeden Logikkalkiil. Auf einen Beweis der
Korrektheit des Auswertungskalkiils verzichtet wir jedoch, da die Auswertungsregeln von ihrem
logischen Gehalt her im Wesentlichen durch Gleichheitsanwendungen definiert sind, deren Korrekt-
heit leicht nachvollziehbar ist. Formale Beweise wiren hier von ihrem qualitativen Gehalt Routine,
vom quantitativen Gehalt jedoch so umfanglich, dass dies den Rahmen der Arbeit sprengen wiirde.
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ken zur Anwendung der Auswertungsregeln, deren Représentation durch Kontroll-
informationen sowie die Implementierung in einem Verifikationssystem. Ob die Heu-
ristiken erfolgreich sind, ldsst sich ausschlieflich durch die Verifikation anspruchs-
voller Fallstudien validieren. Bei der Entwicklung eines solchen Beweissystems muss
ein pragmatischer Ansatz verfolgt werden. Das bedeutet, dass ausgehend von ei-
nem Prototypen Fallstudien bearbeitet werden. Wiahrend der Verifikation dieser
Fallstudien, stofit der Prototyp auf Beweisprobleme, die er nicht 16sen kann. Der
Entwickler des Beweissystems muss dann die Ursachen des Scheiterns analysieren
und den Prototypen entsprechend modifizieren. Diese Schritte ( Beweisen-Scheitern-
Analysen-Modifizieren) miissen mit zahlreichen sich beziiglich der Komplexitét stei-
gernden Fallstudien wiederholt werden, bis eine Stabilisierung der Definition des
Beweissystems bzw. des zugrunde liegenden Kalkiils eintritt. Der Entwicklungspro-
zess eines solchen Beweissystems kann nicht vollstindig dargestellt werden. Viel-
mehr muss man sich darauf beschrinken, die in der Analyse entdeckten Prinzipien
anhand einfacher Beispiel zu illustrieren und so die Motivation der entwickelten
Heuristiken darstellen. Genau dies ist Ziel und Inhalt dieser Arbeit. Insbesondere
soll die Arbeit die Definition des Auswertungskalkiils nachvollziehbar und transpa-
rent machen. Weiter gibt diese Arbeit eine vollstédndige formale Definition der im
\@riFun—System verwendeten Programmiersprache und definiert so die formalen
Grundlagen des Systems.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 geben wir einen kurzen Uberblick iiber das \/eriFun—System. Hierzu
beschreiben wir informell die dem System zugrunde liegende Logik und stellen die
vom System zur Verfiigung gestellten Beweisregeln vor. Das Ziel dieses Kapitels ist
es, die Funktions- und Arbeitsweise des \/eriFun—Systems zu illustrieren und so das
Versténdnis fiir die nachfolgenden Kapitel zu erhéhen. Die restliche Arbeit gliedert
sich dann in vier Teile.

Erster Teil Im ersten Teil beschreiben wir die formalen Grundlagen des VeriFun-
System. Hierzu gehen wir wie folgt vor:

e In Kapitel 3 definieren wir die vollstdndige Syntax und Semantik der von
eriFun verwendeten Programmiersprache £. Bei £ handelt es sich um eine
polymorph-getypte funktionale Programmiersprache ohne Funktionen héhe-
rer Ordnung. Die Programmiersprache ermoglicht auferdem die unvollstén-
dige Definition von Funktionen. Eine vollstindige Beschreibung der Syntax
und Semantik der Sprache ist notwendig, um den Auswertungskalkiil formal
definieren zu konnen.

e In Kapitel 4 definieren wir die von veriFun verwendete Spezifikationssprache.
Hierzu erweitern wir die in [51] und [52] definierte Spezifikationssprache auf
das polymorphe Typsystem der Sprache L. Dabei ist es unter anderem not-
wendig, die in [46] zur Reprisentation von Induktionsaxiomen eingefiihrten
Relationenbeschreibungen auf das polymorphe Typsystem zu erweitern. Wei-
ter geben wir auf Basis der Sperzifikationssprache elementare Eigenschaften
der durch ein Programm eingefiihrten Funktionssymbole an.

Zweiter Teil Im zweiten Teil der Arbeit definieren wir dann den Auswertungs-
kalkiil. Dieser Teil bildet den Hauptteil der Arbeit. Der Auswertungskalkiil bildet —
wie bereits erwdhnt — die Grundlage fiir die vollautomatische Beweiskomponente des
\@riFun—Systems und ist somit fiir die Beweisautomatisierung von entscheidender
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Bedeutung. Der Auswertungskalkiil formt auf Basis der Datenstrukturen und Funk-
tionen eines Programms sowie unter Zuhilfenahme bereits verifizierter Aussagen das
aktuelle Beweisproblem dquivalent um. Durch diese Umformung entsteht meist, ein
vereinfachtes Beweisproblem. Im Idealfall wird durch die Umformung das Beweis-
problem sogar vollsténdig gelst. Zur Definition des Auswertungskalkiils gehen wir
wie folgt vor:

e In Kapitel 5 beschreiben wir zunichst die Anforderungen, die der Auswer-
tungskalkiil als vollautomatische Beweiskomponente des \ériFun—Systems er-
fiillen muss. Weiter skizzieren wir, wie diese Anforderungen im Auswertungs-
kalkiil umgesetzt werden.

e In Kapitel 6 gehen wir auf die Kontrollinformationen ein, die der Auswer-
tungskalkiil benétigt, um einen Term effizient und zielgerichtet symbolisch
auszuwerten. Hierbei unterscheiden wir Informationen, die die aktuelle Um-
gebung beschreiben unter der die Auswertung stattfinden soll (Auswertungs-
umgebung) und Informationen, die mit einem Term assoziiert sind, und so
festlegen, wie die Informationen der Umgebung verwendet werden diirfen, um
den Term auszuwerten (Auswertungsannotationen).

e In Kapitel 7 definieren wir dann den formalen Rahmen fiir den Auswertungs-
kalkiil. Die einzelnen Auswertungsregeln definieren wir in den nachfolgenden
Kapiteln. In Kapitel 7 filhren wir aufterdem einige Konventionen und allge-
meine Prinzipien bzgl. der Definition der Auswertungsregeln ein. Schliefilich
erlautern wir noch das weitere Vorgehen zur Definition der Auswertungsre-
geln.

e In den Kapiteln 8-13 fiihren wir dann die einzelnen Regeln des Auswertungs-
kalkiils ein. Die fiir eine erfolgreiche symbolische Auswertung zentralen Regeln
sind hierbei die ,, Execute- und ,, Unfold“-Regeln zur Auswertung von Prozedu-
raufrufen sowie die ,, Assumption“- und ,, Replacement“-Regeln zur Anwendung
von Lemmata und Induktionshypothesen.

Dritter Teil Die Auswertungen des im zweiten Teil der Arbeit definierten Aus-
wertungskalkiils terminieren im Allgemeinen. Der Auswertungskalkiil ist hierbei so
definiert, dass die Ergebnisterme der Auswertungen in nachfolgenden Beweisschrit-
ten gut weiterverwendet werden konnen. Fiir einige seltene Fallkonstellationen sind
jedoch Endlos-Auswertungen nicht ausgeschlossen. Auch fiir diese Fille miissen wir
aufgrund der Anforderungen aus Kapitel 5 die Terminierung gewéhrleisten. Wir de-
finieren daher im dritten Teil der Arbeit ein Modifikation des Auswertungskalkiils,
die die Terminierung auch fiir diese Fille gewéhrleistet und somit sicherstellt, dass
der Auswertungskalkiil allen Anforderungen aus Kapitel 5 geniigt. Neben der Ter-
minierung gehen wir im dritten Teil der Arbeit noch auf einen speziellen Aspekt der
Verwendung des Auswertungskalkiils - den so genannten Lemma-Filter - ein und dis-
kutieren die Verwendung des \@riFun—Systems in Forschung und Lehre. Der dritte
Teil gliedert sich somit insgesamt wie folgt:

e In Kapitel 14 modifizieren wir die Definition des Auswertungskalkiils aus Ka-
pitel 7, um die Terminierung des Auswertungskalkiils zu gewéhrleisten. Hierzu
beschrinken wir die maximale Anzahl der Schritte einer symbolischen Aus-
wertung. Wichtig ist hierbei, dass keine Modifikationen der Auswertungsregeln
aus den Kapiteln 8-13 notwendig sind, um die Terminierung sicherzustellen.

e In Kapitel 15 definieren wir den Lemma-Filter. Dieser Lemma-Filter ist fiir
die Effizienz des symbolischen Auswertungskalkiils und somit fiir die Effizi-
enz des Systems insgesamt von entscheidender Bedeutung. Der Lemma-Filter
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bestimmt, welche der vom \ériFun—System bereits verifizierten Aussagen zur
Vereinfachung des aktuellen Beweisproblems vom Auswertungskalkiil verwen-
det werden diirfen. Durch den Lemma-Filter wird somit der Suchraum einge-
schrénkt. Die Herausforderung bei Definition dieser Heuristik ist, den Such-
raum moglichst stark einzuschrénken ohne jedoch erforderliche Lemmata zu
verlieren.

In Kapitel 16 beschreiben wir den Einsatz des \@riFun—Systems in Forschung
und Lehre. Hierbei spielt der Einsatz in der Lehre eine Hauptrolle, da das Sy-
stem unter spezieller Beriicksichtung der Lehre entwickelt wurde. Wir geben
daher einen kurzen Bericht {iber die in der Lehre gesammelten Erfahrungen.
Insbesondere geben wir eine Ubersicht iiber die bisher mit dem System ge-
rechneten Fallstudien. Weiter beschreiben wir in Kapitel 16 die sich aktuell
in Entwicklung befindlichen Erweiterungen des Systems. Schliefslich geben wir
noch einige Ideen fiir zukiinftige Erweiterungen des Systems im Allgemeinen
als auch des Auswertungskalkiils im Speziellen.

Vierter Teil Der vierte Teil besteht aus dem Anhang. Er gliedert sich wie folgt.

1.3

In Anhang A definieren wir einige der von uns verwendeten mathematischen
Grundlagen bzgl. Mengen, Listen, Relationen und Funktionen. Wir setzen im
weiteren Verlauf dieser Arbeit die Begriffe und Notationen dieses Anhangs
voraus.

In Anhang B beschreiben wir, wie mit Hilfe des Auswertungskalkiils auf Basis
von Relationenbeschreibungen die Induktionsbasis- und Induktionsschrittfalle
eines Induktionsbeweises berechnet werden.

In Anhang C wird die Funktion perm-flat;, ; definiert, auf deren Basis die so
genannten ,, Functionality“-Regeln des Auswertungskalkiils definiert sind.

In Anhang E definieren wir Auswertungsregeln, die zwar in der Implementie-
rung des Auswertungskalkiils durch das \@riFun—System enthalten sind, deren
Niitzlichkeit aber durch unsere Fallstudien nicht mehr belegt wird. Das heifst,
dass die Definition der Regeln fiir die Fallstudien nicht mehr erforderlich ist.
Diese Regeln sind daher nicht Teil unserer Definition des Auswertungskalkiils.

In Anhang F haben wir Beispiele zusammengefasst, die aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit nicht den Kapiteln 813 enthalten sind. Es sind insbesondere Bei-
spiele fiir Uberauswertungen und Endlos-Auswertungen.

Anmerkungen

Es ist zu beachten, dass alle aktuellen Beschreibungen des \/eriFun—Systems wie
beispielsweise [50, 51, 52, 56, 59| sich auf die Versionen 2.5.5, 2.5.6 bzw. 2.6.1 des
\/eriFun—Systems beziehen. Die Version 3.0, auf der diese Arbeit basiert, erweitert
jedoch die verwendete Programmiersprache und damit auch die Spezifikationsspra-
che um eine Reihe von Eigenschaften:

Polymorphe Datenstrukturen und Funktionen.
Unvollstédndig-definierte Funktionen.
Strukturelle Fallunterscheidungen.

Definition lokaler Variablen durch let-Ausdriicke.
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Sowohl die Programmiersprache also auch die Spezifikationssprache der Version 3.0
des Systems sind somit in keiner bisherigen Veroffentlichung vollstandig beschrieben.
Insbesondere wird das polymorphe Typsystem in Kombination mit unvollsténdig-
definierten Funktionen erst in dieser Arbeit formal spezifiziert. Die Kapitel 3 und
4 schliefsen somit eine Liicke in der aktuellen Dokumentation des s/eriFun—Systems
und dienen fiir sich genommen als Sprachreferenz der Version 3.0 des
\/eriFun—Systems.

Schliefslich sei darauf hingewiesen, dass bereits eine teilweise Beschreibung des
Auswertungskalkiils existiert [50]. Diese Beschreibung ist jedoch unvollstindig. So
werden zum einen nicht alle Regeln des Auswertungskalkiils beschrieben und zum
anderen die verwendeten Heuristiken und Kontrollmechanismen des Kalkiils teilwei-
se nur unzureichend bzw. unvollstindig dargestellt. Weiter ist zu bemerken, dass
sich [50] auf die Version 2.6.1 des VeriFun-Systems bezieht. Dementsprechend sind
die Konsequenzen, die sich aufgrund der neuen Spracheigenschaften der Version 3.0
fiir den Auswertungskalkiil ergeben, dort nicht beriicksichtigt. Schlieflich wurden
einige Regeln des Kalkiils wahrend der Entwicklung von Version 2.6.1 zur Version
3.0 stark modifiziert, so dass die Beschreibungen der entsprechenden Regeln in [50]
nicht mehr aktuell sind. Nichtsdestotrotz baut die vorliegende Arbeit in mancher
Hinsicht auf [50] auf. Insbesondere wurden einige der Beispiel aus [50] {ibernommen,
wobei diese teilweise modifiziert wurden.



Kapitel 2

Das VeriFun-System

Dieses Kapitel gibt eine Einfiilhrung in die Funktionsweise und das Arbeiten mit
dem \ériFun—System. Es ist im Wesentlichen eine Zusammenfassung und Aktuali-
sierung des dritten Kapitels von [58]. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung des Systems
verweisen wir daher insbesondere auf diese Verdffentlichung sowie auf [51, 52, 56].!

Das Kapitel gliedert sich wie folgt. In den Abschnitten 2.1 und 2.2 beschreiben
wir kurz die dem System zugrunde liegende Logik. Hierzu erkldren wir, wie mit
dem System Datenstrukturen und Prozeduren definiert, Aussagen iiber diese Da-
tenstrukturen und Prozeduren formuliert und schlieflich verifiziert werden kénnen.
In Abschnitt 2.3 beschreiben wir, wie sich das System dem Benutzer présentiert.
Anschliefend erkldren wir in Abschnitt 2.4 die vom \/eriFun—System zur Verfigung
gestellten Beweisregeln und beschreiben dann in Abschnitt 2.5 das Zusammenspiel
von Interaktionen des Benutzers und Automatisierungen durch das System. Schlief-
lich illustrieren wir in Abschnitt 2.6 anhand eines vollstédndigen Beispiels wie das
\/eriFun—System mit Hilfe des Auswertungskalkiils die Giiltigkeit eines Lemmas
zeigt.

2.1 Annotierte funktionale Programme

Programme werden in VeriFun in der Programmiersprache £ formuliert. Bei £
handelt es sich um eine einfache, polymorph getypte, funktionale Programmier-
sprache ohne Prozeduren hoherer Ordnung. Programme der Sprache £ bestehen aus
Typoperator- und Prozedurdefinitionen. Bei Typoperatordefinitionen handelt es sich
um ein einfaches Definitionsprinzip auf Basis von Konstruktoren und Selektoren zur
Definition freier algebraischer Datenstrukturen. Die durch Typoperatordefinitionen
eingefiihrten Datenstrukturen werden als Typoperatoren bezeichnet. Beispielsweise
definiert die folgende Typoperatordefinition einen Typoperator 1ist zur Repréisen-
tation endlicher Listen:?

structure list[@a] « (2.1)
empty,add(hd : @a, tl : list[Qa]). '
Mit Hilfe dieser Definition kénnen endliche Listen durch die Konstruktoren empty
und add erzeugt werden. Auf die Komponenten einer Liste, d.h. auf den Kopf der
Liste und die Restliste, kann dann mit Hilfe der Selektoren hd und t1 zugegriffen
werden. Fiir jeden Konstruktor cons wird durch eine Typoperatordefinition zusitz-
lich ein Strukturprddikat ?cons definiert. Mit Hilfe dieser Strukturpradikate kann

! Die Verdffentlichungen beziehen sich die Versionen 2.5.5, 2.5.6 bzw. 2.6.1.
2Mit @a, @b, ... werden in VeriFun die Typvariablen polymorpher Typen bezeichnet.

7
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dann tberpriift werden, ob es sich bei einem Term um einen cons-Wert handelt
oder nicht. Fiir die Typoperatordefinition (2.1) werden beispielsweise die Struktur-
pradikate Pempty und 7add erzeugt. Der Term 7add(empty) wird dann zu false
ausgewertet und der Term 7add(add(n,1)) zu true.

Die Typoperatoren bool und nat sind durch die Sprache £ vordefiniert:

structure bool < true, false,
structure nat <« 0,succ(pred: nat).

Diese Typoperatoren reprisentieren die boolschen Wahrheitswerte und die natiirli-
chen Zahlen. Die boolschen Wahrheitswerte werden durch die Konstruktoren true
und false dargestellt. Die natiirlichen Zahlen werden mit Hilfe der Konstruktoren
0 und succ erzeugt. So représentiert beispielsweise der Term succ(succ(0)) die
natiirliche Zahl 2.

Prozeduren iiber den Typoperatoren werden durch die Prozedurdefinitionen for-
muliert. Diese Prozedurdefinitionen bestehen aus einem Prozedurkopf und einem
Prozedurrumpf. Der Prozedurkopf legt den Namen, die formalen Parameter, deren
Typen sowie den Riickgabetyp der Prozedur fest. Der Prozedurrumpf definiert den
eigentlichen Algorithmus. Er wird in Form eines ,,first-order* Terms basierend auf
Fallunterscheidungen, Funktionsapplikationen, let-Ausdriicken und Rekursion an-
gegeben. Ein Beispiel fiir eine Prozedurdefinition ist die folgende Definition von >
zum Vergleich natiirlicher Zahlen:?

function >(x,y : nat) : bool <
if(x=0,
false,
if(y=o0,
true,
pred(x)>pred(y))).

Aussagen iiber Programme werden in VeriFun in Form von Lemmata angeben:*

lemma name < all xy:7y,...,Ty, : Ty body. (2.2)

Die x; bezeichnen hierbei Variablen und die 7; die Typen dieser Variablen. body
bezeichnet einen boolschen Term, der die eigentliche Aussage repriisentiert. Zur
Formulierung von Junktoren wird das Konditional if verwendet. Weiter miissen
alle im Term body enthaltenen Termvariablen durch den Quantor all gebunden
werden. Das bedeutet, dass mit Lemmata ausschlieklich all-quantifizierte Aussagen
formuliert werden kénnen. Die Transitivitit der Prozedur > lasst sich beispielsweise
durch folgendes Lemma ausdriicken:

lemma > transitiv < allx,y,z:nat

if(x>y, if(y>z, x>z, true), true) (2.3)

Eine Liste von Typoperatordefinitionen, Prozedurdefinitionen und
Lemmata wird als annotiertes Programm bezeichnet. Das eigentliche Programm ist
hierbei durch die Lemmata annotiert. Ein Beispiel fiir ein annotiertes Programm
ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Die Prozedur minsort sortiert dabei auf Basis
des Minsort-Sortierverfahrens eine Liste natiirlicher Zahlen. Die Prozedur minimum
ermittelt das Minimum der iibergebenen Liste 1. Es ist zu beachten, dass das Mi-
nimum einer leeren Liste nicht definiert ist. Die Prozedur minimum ldsst daher den

3Das Funktionssymbol > verwenden wir in Infix-Schreibweise.

4Wir verwenden in diesem Kapitel die im \ériFun—System tatsdchlich verwendete Syntax von
Lemmata. Die in der restlichen Arbeit verwendete Syntax von Lemmata, fithren wir in Kapitel 4
ein. Diese Syntax quantifiziert auch die im Lemma verwendeten Typvariablen.
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structure list[0a] <
empty,add(hd : @a, tl : list[@a])

function delete(n: @a,1: list[@a]) : list[@a] <
if(7empty(1),
empty,
if(n=hd(1),
delete(n,tl(k)),
add(n,delete(n, tl(k)))))

function minimum(l : list[nat]) : nat <

if(7empty(1),
*’
if(7empty(t1(1)),
ha(1),
if(hd(1)>minimum(t1(1)),
minimum(t1(1)),
ha(1))))
function ordered(l : list[nat]) : bool <«
if(7empty(1),
true,
if(?empty(t1(1)),
true,
if(hd(1)>hd(t1(1)),
false,
ordered(tl(k)))))
function occurs(n : nat,k : list[nat]) : nat <
if(7empty(k),
0,
if(n=hd(k),

succ(occurs(n, t
occurs(n, tl(k)))

1(x))),
)

function minsort(l: list[nat])list[nat] <
if(7empty(1),
empty,
let m:=minimum(1l) in
add(m,minsort(delete(m,1)))
end)

lemma minsort_sorts < all l: list[nat]
ordered(minsort(1))

lemma minsort_permutes < alln:nat,l:list[nat]
occurs(n, 1l)=occurs(n,minsort(1l))

Abbildung 2.1: Beispiel eines annotierten Programms bestehend aus Datenstruk-
turen, Prozeduren und Lemmata.
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structure tree[@a] <
nil,
leaf(value : @a),
node(left : tree,right : tree)

function elem(v : @a,t : tree[@a]) : bool «
case(t,
nil : false,
leaf : value(t) = v,
node : if(elem(v,left(t)), true, elem(v,right(t))))

lemmanil_ is_empty < allv:@a
if(elem(v,nil), false, true)

Abbildung 2.2: Beispiel eines annotierten Programms mit case.

Riickgabewert fiir den Fall, dass die leere Liste {ibergeben wird, offen. Dies wird
durch den Riickgabewert * ausgedriickt. Bei minimum handelt es sich daher um eine
unvollstindig-definierte Prozedur.

Das es sich bei minsort tatsdchlich um ein Sortierverfahren handelt, wird durch
die Lemmata minsort sorts und minsort permutes ausgedriickt. Aus der Giil-
tigkeit des Lemmas minsort sorts folgt, dass das Ergebnis von minsort eine sor-
tierte Liste ist. Aus der Giiltigkeit des Lemmas minsort permutes folgt, dass das
Ergebnis von minsort eine Permutation der iibergebenen Liste ist. Um diese beiden
Lemmata zu formulieren, ist es notwendig die zuséitzlichen Prozeduren occurs und
ordered zu definieren. occurs ermittelt hierbei die Anzahl des Elements n in der
Liste 1 und ordered iiberpriift, ob die iibergebene Liste sortiert ist.

Ein weiteres Beispiel fiir ein annotiertes Programm ist in Abbildung 2.2 darge-
stellt. Die Prozedur elem iiberpriift, ob v im iibergebenen Baum t enthalten ist. Im
Gegensatz zu den Prozeduren in Abbildung 2.1 ist die Fallunterscheidung in elem
mit Hilfe eines case definiert. case fiihrt eine Fallunterscheidung bzgl. der Kon-
struktoren der verwendeten Datenstruktur durch. Fiir die Fallunterscheidung der
Prozedur elem ist dies eine Fallunterscheidung bzgl. der Konstruktoren nil, leaf
und node.

2.2 Beweise von Programmaussagen

Die Giiltigkeit von Lemmata wird in VeriFun iiblicherweise mit Hilfe von In-
duktion bewiesen. Die zum Beweis eines Lemmas erzeugten Beweisverpflichtungen
reprasentieren daher im Allgemeinen die Basis- und Schrittfille einer Induktion.
\/epriFun stellt die Beweisverpflichtungen durch so genannte Sequenzen dar:

H/IHFg

H bezeichnet hierbei eine Menge von Literalen, die die durch die Induktion defi-
nierte Fallunterscheidung reprasentieren. Ein Literal ist ein Atom oder ein negier-
tes Atom. Als Atom bezeichnen wir einen if-freien boolschen Term # false. Fiir
ein negiertes Atom if(a,false,true) schreiben wir kurz —a. IH bezeichnet die
Menge der fiir die Sequenz giiltigen Induktionshypothesen und g den so genannten
Goal-Term der Sequenz, der die Induktionskonklusion représentiert. Induktionshy-
pothesen und Goal-Terme sind boolsche Terme. Um beispielsweise die Giiltigkeit
des Lemma (2.3) zu beweisen, ist eine strukturelle Induktion iiber die Variable x
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erfolgreich. veriFun reprasentiert den Induktionsanfang und den Induktionsschritt
dieses Induktionsbeweises durch die folgenden Sequenzen:

{70(x)},0 F if(x>y,if(y>z, x>z, true), true),

{—=70(x)},{all y,z : nat if(pred(x)>y, if(y>z, pred(x)>z, true), true)} -
if(x>y, if(y>z, x>z, true), true).

Die Menge aller Sequenzen definiert die Sprache des so genannten HPL-Kalkiils.?
Mittels des HPL-Kalkiils wird die Giiltigkeit von Lemmata in VeriFun bewiesen.
Die Anwendung einer Beweisregel auf eine Sequenz seq erzeugt eine endliche Menge
von Sequenzen, die durch Modifikationen der Sequenz seq entstehen. Diese Sequen-
zen werden als Kindsequenzen der Sequenz seq bezeichnet und die Sequenz seq selbst
als Muttersequenz. Die Giiltigkeit der Kindsequenzen impliziert dann die Giiltigkeit
der Muttersequenz. Zum Beweis eines Lemmas der Form (2.2) erzeugt das System
zunichst eine Sequenz der Form

0,0+ body .

Durch Anwenden von Beweisregeln des HPL-Kalkiils auf diese Sequenz bzw. auf
die Kinder bzw. Kindeskinder der Sequenz entsteht dann ein Beweisbaum. Ein Be-
weisbaum wird als geschlossen bezeichnet, falls alle Blatter des Beweisbaums durch
Sequenzen mit Goal-Term true gegeben sind. Ein geschlossener Beweisbaum ist
abgeschlossen, falls alle zur Konstruktion des Beweisbaums verwendeten Lemmata
durch das \/ariFun—System verifiziert sind. Ein Lemma heifst verifiziert, falls der mit
dem Lemma assoziierte Beweisbaum abgeschlossen ist. Abgeschlossene Beweisbau-
me und verifizierte Lemmata sind somit offensichtlich gegenseitig rekursiv-definiert.
Den Rekursionsanfang bilden dabei die Beweisbdume, die keine Lemmata verwen-
den.

Der HPL-Kalkiil definiert insgesamt 14 Beweisregeln zur Konstruktion von Be-
weisbdumen. Die Beweisregel ., Induction” erzeugt beispielsweise fiir eine Sequenz
entsprechende Basis- und Schrittfille, und die Beweisregel ,,Use Lemma® wendet
ein Lemma auf eine Sequenz an. Die Goal-Terme von Sequenzen werden durch An-
wendung der so genannten ,, Computed Proof Rules* vereinfacht. Hierbei werden die
Goal-Terme mit Hilfe des symbolischen Auswertungskalkils ausgewertet. Wir spre-
chen dann von einer symbolischen Auswertung des Goal-Terms. Der Auswertungs-
kalkiil verwendet hierzu die Typoperator- und Prozedurdefinitionen des aktuellen
Programms, die bereits verifizierten Lemmata sowie die Hypothesen und Induk-
tionshypothesen der Sequenz des Goal-Terms. Um eine effiziente und zielgerich-
tete symbolische Auswertung zu ermdglichen, sind die Goal-Terme der Sequenzen
mit Zusatzinformationen, so genannten Annotationen versehen. Diese Annotationen
steuern die symbolische Auswertung des Goal-Terms. So sind beispielsweise Proze-
duraufrufe mit einem so genannten Label markiert. Dieses Label bestimmt, ob der
Prozeduraufruf ausgewertet werden darf oder nicht. Eine andere Annotation ist das
so genannte Search-Limit. Dieses Search-Limit spezifiziert die Grofse des Suchraums
zur Anwendung von Lemmata. Ist beispielsweise das Search-Limit auf 0 gesetzt, so
wird der betreffende Term wéhrend der symbolischen Auswertung nicht mit Hilfe
von Lemmata vereinfacht.

Das \/eriFun—System ermoglicht ausschliefslich die Verifikation von Lemmata
iiber terminierenden Prozeduren. Das bedeutet, dass die Prozeduren eines Lemmas
vor der Verifikation des Lemmas als terminierend nachgewiesen werden miissen.
Hierzu generiert das System fiir jede Prozedur eine Menge von Terminierungshypo-
thesen, die die Terminierung der Prozedur gewéhrleisten. Diese Terminierungshy-
pothesen werden dann wie Lemmata mit Hilfe des HPL-Kalkiils verifiziert.

SHPL ist eine Abkiirzung fiir ,, Hypotheses, Programs and Lemmas“.
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2.3 Beweisen in VeriFun

Das \/eriFun—System préisentiert sich nach einem Start durch das so genannte
Hauptfenster (Abbildung 2.3). Dieses Hauptfenster ist in zwei Teile unterteilt. Im
linken Teil des Hauptfensters wird das aktuelle annotierte Programm dargestellt.
Das annotierte Programm kann dabei durch Verzeichnisse strukturiert werden. So
enthilt beispielsweise jedes annotierte Programm ein Verzeichnis ,, Predefined”, wel-
ches alle vom \@riFun—System vordefinierten Programmelemente enthilt. Dies sind
die Typoperatordefinitionen fiir bool und nat, die Prozedurdefinition fiir > und eine
Reihe von Lemmata iiber nat und >. Der Benutzer kann mit Hilfe des Meniipunkts
Program\Insert neue Programmelemente in das aktuelle annotierte Programm ein-
fligen.

Der rechte Teil des Hauptfensters stellt den Beweisbaum des aktuell ausgewihl-
ten Programmelements dar. Da mit Typoperatordefinitionen keine Beweisbdume
assoziiert sind, wird bei der Auswahl einer Typoperatordefinition auch kein Beweis-
baum im rechten Teil des Hauptfensters dargestellt. Fiir Prozedurdefinitionen wird
der Beweisbaum einer Terminierungshypothese dargestellt.

Den Knoten der Beweisbdume, d.h. den Sequenzen, wird durch das System ein
Beweisstatus zugewiesen. Dieser Beweisstatus — auch ,, Proof State* genannt — gibt
Auskunft iiber den aktuellen Entwicklungszustand des durch den Knoten definierten
Teilbeweisbaums. Der Beweisstatus eines Knotens wird durch eine farbige Markie-
rung dargestellt und automatisch aktualisiert. Die moglichen Zusténde sind:

o proved”: Ist der Teilbaum des Knotens ein abgeschlossener Beweisbaum, so
erhalt der Knoten den Beweisstatus ,,proved”. Dieser Beweisstatus wird durch
eine griine Markierung dargestellt.

o completed”: Ist der Teilbaum des Knotens ein geschlossener, jedoch nicht
abgeschlossener Beweisbaum, so erhélt der Knoten den Beweisstatus ,,comple-
ted”. Dieser Beweisstatus wird durch eine gelbe Markierung dargestellt.

o  unprovable’: Kann der Teilbaum eines Knotens nicht mehr zu einem geschlos-
senen Beweisbaum entwickelt werden, so wird dem Knoten durch das System
der Beweisstatus ,,unprovable zugewiesen. Es ist dann notwendig, diesen Teil
des Beweisbaums mit Hilfe des Meniipunkts Proof\Prune abzuschneiden und
einen neuen Teilbaum zu konstruieren. Der Beweis-Zustand ,,unprovable* wird
durch eine violette Markierung dargestellt.

o , disproved“: Wird durch den Beweisbaum die Ungiiltigkeit der Sequenz be-
wiesen, so wird dem Knoten durch das System der Beweisstatus ,,disproved*
zugewiesen. Dieser Beweisstatus wird mit einer roten Markierung dargestellt.

o unproved”: Kann dem Knoten keiner der anderen Beweis-Zustinde zugewie-
sen werden, so wird der Beweisstatus ,,unproved* zugewiesen. Dieser Beweis-
status wird mit einer blauen Markierung dargestellt.

Den Programmelementen eines annotierten Programms wird durch VeriFun ein
Programmstatus zugewiesen. Dieser Programmstatus — auch ,,Program State* ge-
nannt — gibt Auskunft iiber den aktuellen Verifikationszustand des Programmele-
ments. Der Programmstatus wird durch eine farbige Markierung des Programm-
elements dargestellt, die automatisch aktualisiert wird. Ein Lemma hat den Pro-
grammstatus ,,ignored”, falls die Terminierung einer der aufgerufenen Prozeduren
noch nicht bewiesen ist. Ansonsten wird der Programmstatus des Lemmas mit Hil-
fe der folgenden Tabelle aus dem Beweisstatus des mit dem Lemma assoziierten
Beweisbaums abgeleitet:
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Abbildung 2.4: Das ,,Proof Menu* zur Auswahl der Beweisregel.
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< Case Analysis El [szl

Available Positions o Goal
@0 1£(20(%) ,true, ninus (x,pred(x))=1)

[ (2

Casetarm
20 (x)]
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[Z] lgnore procedures in caseterm

Abbildung 2.5: Eingabe-Dialog fiir die ,,Case Analysis“-Regel.

Beweisstatus Programmstatus

proved verified
completed developed
unproved ready
disproved falsified
unprovable ready

Prozeduren wird der Programmstatus auf dhnliche Weise zugewiesen. Sind alle
Terminierungshypothesen der Prozedur verifiziert, so erhélt die Prozedur den Pro-
grammstatus ,,verified*. Ist eine Terminierungshypothese noch nicht verifiziert, so
wird der Programmstatus ,,ready” zugewiesen. Konnten keine Terminierungshypo-
thesen fiir die Prozedur erzeugt werden, so erhilt die Prozedur den Status ,,ignored®.
Typoperatoren erhalten immer den Programmstatus ,,verified®.

2.4 Beweisregeln des HPL-Kalkiils

Die Beweisregeln des HPL-Kalkiils werden durch Auswahl des entsprechenden
Meniipunkts des Untermeniis Proof Rules auf die Sequenz des selektierten Kno-
tens in einem Beweisbaum angewendet (Abbildung 2.4). Sie sind wie folgt definiert:

Case Analysis Die , Case Analysis“-Regel fiigt eine Fallunterscheidung in einen
Teilterm des Goal-Terms einer Sequenz ein. Der Benutzer spezifiziert den boolschen
Term b bzgl. dessen die Fallunterscheidung definiert wird, sowie die Stelle 7 im Goal-
Term, an der die Fallunterscheidung eingefiigt werden soll (Abbildung 2.5). Weiter
kann der Benutzer spezifizieren, ob die Prozeduren des Terms b durch eine mdgliche
spitere Anwendung der ,,Computed Proof Rules* ausgewertet werden sollen oder
nicht. Die ,,Case Analysis“-Regel erzeugt die folgenden Kindsequenzen:

H/IH\g

H,1H - g[r — 1£(b, g|x, true)],
H,IH F g|rm < if(b, true, g|.)]-
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= .

e
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[T 2

Substitution

¥':Biten' / |¥

z':@item' / |z

x':Bitem' / |x

HAvailable Variables Error Message

inat

[C1 lgnore procedures in lemma

Cancel

Abbildung 2.6: Eingabe-Dialog fiir die ,,Use Lemma“-Regel.

Spezifiziert der Benutzer einen nicht-boolschen Term b fiir die Fallunterscheidung,
so wird eine strukturelle Fallunterscheidung durchgefiihrt:

H,IHFg
H,IH F g[r «— if(?consy(b), g|x, true)],

H,IH F g[r «— if(?cons,(b), g|x, true)].

Use Lemma Diese Regel fiigt eine Instanz eines Lemmas in den Goal-Term der
aktuellen Sequenz ein. Der Benutzer wihlt hierzu aus der Liste der Lemmata mit
Programmstatus ¢ {,,ignored”, ,,falsified“} ein Lemma

lemma name < allxy :Ty,...,T, : Ty body
aus und gibt eine Substitution ¢ zur Instantiierung der all-quantifizierten Variablen
des Lemmas ein. Weiter wihlt der Benutzer die Position 7 aus, an der die Instanz

des Lemmas in den Goal-Term eingefiigt werden soll (Abbildung 2.6):

HIHFg
H,IH F g[r < if(o(body), g|~, true)].

Neben Instanzen von Lemmata kann der Benutzer mit dieser Regel auch Instanzen
der Induktionshypothesen der aktuellen Sequenz in den Term einfiigen. Weiter kann
der Benutzer spezifizieren, ob die in der Instanz des Lemmas bzw. der Induktions-
hypothese enthaltenen Prozeduren von den ,,Computed Proof Rules ausgewertet
werden sollen.
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£ Unfold Procedure E|@|g|

FPositions:

+ [l plus

= times
[ o1
® 1,1, 1
@ 2,1

Goalterm:

times (plus (tines (pred(x) ¥).¥).2) -
=plus(tines (tines (pred(x) ¥, =) tines(y, =) )

Canel

Abbildung 2.7: Eingabe-Dialog fiir die ,, Unfold Procedure“-Regel.

Unfold Procedure Mit Hilfe dieser Regel kann der Benutzer Prozeduraufrufe im
Goal-Term durch die entsprechenden Instanzen der Prozedurriimpfe ersetzen. Der
Benutzer wihlt hierzu die Position 7 des Prozeduraufrufs f(¢1,. .., t,) im Goal-Term
aus, der durch seinen Prozedurrumpf R} ersetzt werden soll (Abbildung 2.7)%:

HIHFg
H,IH & g[r « R}[z1/te,. .., 20 /ts]].

Apply Equation Mit Hilfe dieser Regel kann der Benutzer Teiltermersetzungen
auf Basis von Gleichungen durchfiihren. So kann der Benutzer eine Gleichung I=r
der Hypothesenmenge H zur Ersetzung eines Teilterms ! durch r an Position =
verwenden:

H/IHFg

H,IHF g[m —r].

In &dhnlicher Weise kann der Benutzer eine Gleichung I[=r eines Teilterms
if(l=r,t1,t2) des Goal-Terms verwenden, um in ¢; einen Teilterm ! durch r zu
ersetzen. Die Gleichung /=r wird dann als lokale Gleichung bezeichnet.

Weiter konnen Gleichungen, die durch Lemmata mit einem Programmstatus
¢ {,ignored”, . falsified“} bzw. durch die Induktionshypothesen der Sequenz gege-
ben sind, angewendet werden. Hierzu reprasentiert veriFun jedes Lemma und jede
Induktionshypothese durch Klauseln. Der Benutzer kann dann eine Gleichung I=r
einer Klausel C eines Lemmas bzw. einer Induktionshypothese verwenden, um einen
Teilterm o (1) des Goal-Terms an Position 7 zu ersetzen (Abbildung 2.8). Werden
durch die Substitution ¢ nicht alle Variablen der Klausel instantiiert, so muss der Be-
nutzer eine weitere Substitution 6 spezifizieren, um auch diese Variablen zu instan-
tileren. Enthélt C' = C'\ {I=r} weitere Terme, so ist die Teiltermersetzung von o (1)
durch 6(o(r)) nur unter Voraussetzung der Giiltigkeit des Terms NOR(0(o(C")))
korrekt. Hierbei bezeichnet NOR(6(c(C"))) die Konjunktion der Negation der Lite-
rale von 8(c(C")). Die Teiltermersetzung muss daher durch diesen Term kontrolliert
werden:

6Mit R} bezeichnen wir den Prozedurrumpf der Prozedur f, wobei alle undefinierten Stellen

* durch rekursive Aufrufe der Form f(z1,...,zn) ersetzt sind. Auf die Notwendigkeit * durch
rekursive Aufrufe zu ersetzen gehen wir in Abschnitt 3.5 ein.
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Abbildung 2.8: Eingabe-Dialog fiir die ,,Apply FEquation‘-Regel.

H/IH\g
H,IH + g[r — if(NOR(6(c(C"))),0(a(r)), glx)].

Purge Diese Regel ermoglicht es, Variablenbindungen die durch Terme der Form
let z:=t in r end eingefiihrt werden, in einen Teilterm des Terms r einzusetzen.
Der Benutzer wéhlt hierzu die Position 7 des Teilterms des Goal-Terms aus, fiir den
die Variablenbindungen eingesetzt werden sollen:

H,IHFg
H,IH | g[r « 0x(glx)]-

Hierbei bezeichnet 0, die Substitution mit allen fiir den Teilterm g|, relevanten
Variablenbindungen.

Induction Die ,Induction-Regel wendet ein Induktionsaxiom auf eine Sequenz
der Form (), g an. Induktionsaxiome werden im \ériFun—System durch fun-
dierte Relationenbeschreibungen représentiert [46]. Die zur Verfligung stehenden
Relationenbeschreibungen werden aus den Typoperatordefinitionen und den Proze-
durdefinitionen gewonnen. Aus diesen Relationenbeschreibungen wahlt der Benutzer
mittels des in Abbildung 2.9 dargestellten Dialogs die zu verwendende Relationen-
beschreibung D aus. Weiter definiert der Benutzer eine Substitution o, die die Va-
riablen der Relationenbeschreibung R durch einige der im Goal-Term enthaltenen
Variablen ersetzt. Diese Substitution legt somit festlegt iiber welche Variablen die
Induktion angewendet werden soll:

0,0k g
Hl,(bl—g,...,Hn,@|—g,Hn+1,IH1 Fg,....Hpym, [Hy g
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£ Induction
(B, b, ML

+ min g
- [l minus Cancel

| »

Relation (B[w) nu:
{<({if(z0(¥),false,true)), {{v/prediy)}}>}

Abbildung 2.9: Eingabe-Dialog fiir die ,,Induction“-Regel.

Wie die Basisfille
Hluwl_ga"wH’ruq)'_g

und die Schrittfalle
H,,JH Fg,....,Hyop, IHy b g

ciner Induktion in veriFun auf Basis einer fundierten Relationenbeschreibung er-
zeugt werden, ist in Anhang B beschrieben.

Insert Hypotheses Diese Regel stellt dem Benutzer eine zweite Moglichkeit zur
Fallunterscheidung zur Verfiigung. Der Benutzer spezifiziert hierzu ein Atom b, bzgl.
dessen die Fallunterscheidung definiert werden soll. Dieses Atom b bzw. seine Ne-
gation —b wird dann in die Hypothesenmenge eingefiigt:

H/IHV\g
HU{b},IH g,
HU{=b},IH F g.

Wird vom Benutzer ein nicht-boolscher Term b zur Fallunterscheidung spezifiziert,
so wird eine strukturelle Fallunterscheidung erzeugt:

H,IHF g
HU{7cons1(b)},IH F g,

HU{7cons,(b)},IH F g.
Move Hypothesis Diese Regel verschiebt eine durch den Benutzer ausgewéhlte
Hypothese h € H der Sequenz in den Goal-Term:

H,IHF g
H\{h},IH}F if(h,g, true).

Eine Verschiebung einer Hypothese h ist notwendig, um geschachtelte Induktionen
unter Beriicksichtigung dieser Hypothese zu ermdglichen. Weiter ermoglicht diese
Regel die symbolische Auswertung der Hypothese.



2.4. BEWEISREGELN DES HPL-KALKULS 19

Delete Hypotheses Ist eine Hypothese h € H oder eine Induktionshypothese
th € IH fiir den weiteren Beweis irrelevant, so kann diese Hypothese bzw. Induk-
tionshypothese mit Hilfe der Regel ,, Delete Hypotheses“ aus der Sequenz entfernt
werden:
H,IHFg H,IHFg
H\{h},IH} g, H,IH\ {ih} F g.

Die Anwendung dieser Regel ist notwendig, falls auf die Sequenz eine Induktion
angewendet werden soll und die Hypothesen oder die Induktionshypothesen der
Sequenzen nicht leer sind. Bei der Beweisregel handelt es sich um eine Generali-
sierung. Das bedeutet, dass die Ungiiltigkeit der Kindknoten der Sequenz nicht die
Ungiiltigkeit der Sequenz implizieren.

Computed Proof Rules Die Beweisregeln, die unter dem Begriff |, Computed
Proof Rules* zusammengefasst werden, werten den Goal-Term mit Hilfe des symbo-
lischen Auswertungskalkiils aus. Beim symbolischen Auswertungskalkiil handelt es
sich, wie bereits erwdhnt um die vollautomatische Beweiskomponente des
\/eriFun—Systems. Das bedeutet, dass wihrend der symbolischen Auswertung ei-
nes Goal-Terms keine Benutzerinteraktionen notwendig sind. Als ,,Computed Proof
Rules* werden die folgenden Beweisregeln bezeichnet:

o  Simplification’: Diese Beweisregel verwendet zur symbolischen Auswertung
die Typoperator- und Prozedurdefinitionen, die durch den Lemma-Filter aus-
gewdhlten Lemmata sowie die Hypothesen und Induktionshypothesen der Se-
quenz.

o , Weak Simplification”: Die durch diese Regel definierte symbolische Auswer-
tung unterscheidet sich von der symbolischen Auswertung mit ,, Simplification*
lediglich dahingehend, dass nur nicht-rekursiv-definierte Prozeduren ausgewer-
tet werden.

e , Normalization*: Die ,,Normalization'~Regel schrinkt die symbolische Aus-
wertung dahingehend ein, dass keine Prozeduren ausgewertet werden. Das
bedeutet, dass zur symbolischen Auswertung lediglich die Typoperatordefini-
tionen, die durch den Lemma-Filter ausgewdhlten Lemmata sowie die Hypo-
thesen und Induktionshypothesen der Sequenz verwendet werden. Wihrend
der symbolischen Auswertung mit ,, Normalization* wird im Vergleich zu ,,Sim-
plification’ jedoch ein grofer Suchraum fiir die Anwendung von Lemmata
iiberpriift.

o , Weak Normalization*: Die durch diese Regel definierte symbolische Auswer-
tung wertet weder Prozeduren aus, noch werden Lemmata zur Auswertung
der Terme verwendet. Das bedeutet, dass die Regel lediglich einfache Umfor-
mungen durchfiihrt.

Jede dieser Beweisregeln ist durch eine Ersetzung der Form

HIHFg
HIHF gl

definiert, wobei ¢ |} den entsprechend vereinfachten Term bezeichnet.

Inconsistency Diese Beweisregel stellt eine Ausnahme unter den Beweisregeln
des HPL-Kalkiils dar, da sie nicht vom Benutzer explizit angewendet werden kann.
Vielmehr wird sie von veriFun automatisch nach Anwendung von ,, Induction” oder
»Insert Hypotheses* auf die Kinderknoten angewendet, um zu iiberpriifen, ob die
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Abbildung 2.10: Interaktive (--») und automatisierte (—) Aktionen wihrend der
Arbeit mit veriFun(siche [58]).

Hypothesen der Kinderknoten widerspriichlich sind. Hierzu wird jede Hypothese h €
H unter der Hypothesenmenge H\ {h} symbolisch ausgewertet. Kann die Hypothese
zu false ausgewertet werden, so ist die Hypothesenmenge widerspriichlich und die
Sequenz damit giiltig. Der Goal-Term kann daher durch true ersetzt werden:

H IHEFg
H,IH - true.

2.5 Semi-Automatische Verifikation

Neben denen durch den symbolischen Auswertungskalkiil realisierten Automatisie-
rungen existieren eine Reihe weiterer Automatisierungen, die den Benutzer bei der
Beweiskonstruktion zusétzlich entlasten. Die generelle Arbeitsweise mit dem System
sieht daher wie folgt aus.

Durch Anwenden des Meniipunkts Program\Verify auf ein Lemma mit Pro-
grammstatus ,,ready”, fiir das noch kein Beweisbaum konstruiert wurde, erzeugt
das System zunichst einen so genannten Beweisplan zur Konstruktion eines in-
itialen Beweisbaums (Aktion (1) in Abbildung 2.10). Dieser Beweisplan wird mit
Hilfe der so genannten ,, Next- Rule- Heuristic* generiert. Diese Heuristik entscheidet,
welche der Beweisregeln des HPL-Kalkiils am vielversprechendsten ist und wen-
det diese Regel auf die Blétter des aktuellen Beweisbaums an. Handelt es sich bei
der ausgewidhlten Beweisregel um eine parametrisierte Beweisregel, so berechnet die
,»,Next-Rule- Heuristic* auf Basis weiterer Heuristiken die notwendigen Eingabepara-
meter. So wird beispielsweise fiir die ,,Induction“-Regel eine Relationenbeschreibung
und eine Induktionsvariable automatisch ausgew#hlt, bzgl. derer die Induktion an-
gewendet wird. Die ,, Next-Rule-Heuristic* wendet auf die Blétter des aktuellen Be-
weisbaums solange neue HPL-Regeln an, bis entweder die Heuristik fiir das aktuelle
Blatt keine Beweisregel mehr auswéhlt oder aber ein geschlossener Beweisbaum kon-
struiert wurde (Aktionen (2) und (3) in Abbildung 2.10). W&hlt die Heuristik keine
Beweisregel mehr aus, so muss der Benutzer unerwiinschte Teile des Beweisbaums
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abschneiden bzw. eine Beweisregel mit dem Proof Rules Menii auswéhlen, die auf
eines der Blitter des Beweisbaums angewendet werden soll (Aktion (4) in Abbil-
dung 2.10). Nach Anwendung der ausgewéhlten Regel iibernimmt das System erneut
die Kontrolle und wendet die ,,Next- Rule-Heuristic“ auf die neu erzeugten Blitter
des Beweisbaums an (Aktionen (2) und (3) in Abbildung 2.10). HPL-Regeln, die
aufgrund der ,, Next-Rule-Heuristic* durch das \/eriFun—System automatisch ange-
wendet wurden, werden im Beweisbaum durch einen Stern markiert. Dadurch weifs
der Benutzer, welche HPL-Regeln durch ihn und welche durch das System ange-
wendet wurden.

Wird eine neue Prozedur in das aktuelle Programm eingefiigt (Aktion (5) in
Abbildung 2.10), so versucht das System die Terminierung dieser Prozedur auto-
matisch nachzuweisen. Hierzu erzeugt das System Terminierungshypothesen fiir die
Prozedur (Aktion (6) in Abbildung 2.10) und versucht fiir diese Terminierungshy-
pothesen mit Hilfe der ,,Nezt-Rule-Heuristic jeweils einen geschlossenen Beweis-
baum zu konstruieren (Aktion (7) in Abbildung 2.10). Kénnen keine geschlossenen
Beweisbdume erzeugt werden, so sind entsprechende Interaktionen des Benutzers
erforderlich (Aktion (4) in Abbildung 2.10). Kann das System keine Terminierungs-
hypothesen generieren, so muss der Benutzer durch Auswahl des Meniipunkts Pro-
gram\Set Termination eine so genannte Terminierungsfunktion eingeben (Aktion
(8) in Abbildung 2.10). Auf Basis dieser Terminierungsfunktion werden dann die
Terminierungshypothesen der Prozedur erzeugt, auf die dann wieder die ,, Next- Rule-
Heuristic* angewendet wird (Aktion (7) in Abbildung 2.10).

2.6 Vollstandiges Beispiel

Anhand eines Beispiels wollen wir in diesem Abschnitt zeigen, wie das veriFun-
System die Giiltigkeit eines Lemmas mit Hilfe des symbolischen Auswertungskalkiils
nachweist.

Beispiel 2.1. Die Prozedur mult aus Abbildung 2.11 berechnet das Produkt seiner
Argumente x und y. Hierzu iiberpriift die Prozedur fiir den Fall, dass x ungleich 0
gilt, mit Hilfe von even, ob x gerade ist. Ist dies der Fall, so ruft sich mult rekursive
auf, wobei x fiir den rekursiven Aufruf mit half halbiert und y mit dbl verdoppelt
wird. Ist x nicht gerade, so findet der gleiche rekursive Aufruf statt, wobei y mit
Hilfe von plus auf das Ergebnis des rekursiven Aufrufs addiert wird.

Fiir die Prozedur mult wollen wir nun die Giiltigkeit des folgenden Lemmas

beweisen:
lemma mult zero < all x:nat

if(?0(y), 70(mult(x,y)), true).
Zum Beweis dieses Lemmas erzeugt veriFun den folgenden initialen Knoten:
0,0+ if(?70(y), 70(mult(x,y)), true)

Die ,,Next-Rule-Heuristic* schligt dann eine Induktion iiber die Relationenbeschrei-
bung der Prozedur mult vor. Durch diese Induktion werden die beiden folgenden
Sequenzen als Induktionsbasis und Induktionsschritt erzeugt:

{70(x)},0 - i£(?0(y), 70(mult(x,y)), true), (2.4)

{?succ(x)},{all y : nat i£(?0(y), ?0(mult(half(x),y)), true)} F

if(?70(y), 70(mult(x,y)), true). (2:5)

Die Giiltigkeit dieser Sequenzen und damit die Giiltigkeit des Lemmas wird von
VeriFun durch symbolische Auswertung der Goal-Terme bewiesen. Hierzu wen-
det veriFun mit Hilfe der »Next-Rule-Heuristic" auf beide Sequenzen die Regel
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function plus(x : nat,y : nat) : nat <
1£(70(x),
Ys
succ(plus(pred(x),y)))

function dbl(x : nat) : nat <
1£(70(x),
0,
succ(succ(dbl(pred(x)))))

function even(x : nat) : nat <
1£(70(x),
true,
if(?70(pred(x)),
false,
even(pred(pred(x)))))

function half(x : nat):nat <
i£(70(x),
0,
if(?0(pred(x)),
07
succ(half(pred(pred(x))))))

function mult(x : nat,y:nat):nat <
if(70(x),
0,
if(even(x),
mult(half(x),dbl(y)),
plus(mult(half(x),dbl(y)),y))),

Abbildung 2.11: Prozedurdefinitionen fiir plus, dbl, half, even und mult.

—~
—
—

i£(?0(y), 70(mult(x,y)), true) =
1£(70(y), 70(i£(70(x),0, .. .)), true)
if(70(y), 70(if(true,O,...)), true) &
1£(?0(y), 70(0), true) )
if(70(y), true, true) &

Abbildung 2.12: Symbolische Auswertung des Goal-Terms der Sequenz (2.4). Die
Teilterme, die sich in den Auswertungsschritten dndern, sind unterstrichen. Weiter-
hin sind die einzelnen Auswertungsschritte durchnummeriert.



23

VOLLSTANDIGES BEISPIEL

2.6.

*JISLISUITINUTDIND 9}IIYISSSUNLIOMSTY TSU[OZUID TP PUIS UIYIIIOAN "TOYDILIPSIONUN
PUIS ‘TISPUR TUSYILIYISSSUNIIOMSNY TSP UT [OIS OIP ‘OULIdI[IR], o1 (¢'g) zuonbog Iop SULIQT-[e0r) SOp SUN}IOMSNY OYDISIOqUIAG :¢T°g Sunpliqqy

& (enza “(((((£*(0)pead)sntd)oons ‘£ ‘enza) 3T ‘0 ‘(X)uess)31)0s ‘(£)0s) 3T

o (enza ‘(((((£*(0)poad)sntd)oons ‘4 <(0)04) 5T ‘0 ‘(X)u0a8)FT)0s ‘(£)04) FT

oD (enaa ‘(((£°0)snd ‘0 ‘(x)uen0) 31)0s ‘(£)04) IT

Amv (emxa “(((£¢((0‘(x)FTRU)aTnU ‘0 ‘onag)FT)sn1d ‘0 ‘(x)usns)IT1)0s ‘(£)04)IT

& (enxa (((£*((0 ‘(%) FTew)anu ‘0 ‘(0)04) FT)sn1d ‘0 ‘(x)usae) 31)0s ‘(£)04) ¥t

& (enaa (((£(0(x)3Tew)aTam)sn1d ‘0 ‘(¥)wo0) FT)05 ‘(£)02) FT

& (enza ‘(£ ((((((£)poad)Tap)oons)oons 0 ‘on3) 31 ‘(x) sTey)atnw)sntd 0 ‘(x)ueas) 31)0s ‘(£)0s) T

R (enza *(((£*((((((£)pexd)Tap)oons)oons ‘0 (£)0) 31 (x) sTeq)aTnm)sntd ‘0 ‘(x)uese)31)0s ‘(£)0é) 1

s (enaa ‘(((£*((£)1ap ‘(x) Teu)aTnm)sn1d ‘0 ‘(x)uea2) 31)0s ‘(£)04) FT

& (enaa (((£((£)1ap ‘(x)srew)3tnw)sntd ‘((0 ‘(¥) FTeu)3Tnu ‘0 ‘onxa) 31 (X)ueas) 31)0L (£)04) F1

& (enxa ‘(((£*((£)tap ‘(x)Freu)atnw)sntd ‘((0 ‘(x) FTeu)3Tnu 0 (0)04 ) 5T (¥)uens)71)0s ‘(£)0i) 5t

eniy B (enaa (((£*((£)1ap ‘(x) sTeu)aTnm)snrd (0 *(x) Frew)aTnu (x)wess) 31)0s ‘(£)0) F1

& (ona3 ‘o3 (£)04) 3t i (4033 (((£*((#)1ap “(x)3rew)3raw) std ((((((£)pead) Tap)>>ns)>ons ‘0 ‘ona) 7t (x) yrew)atnu (x)uone) 51)05 (£)02) 37
7 (o023 (onza onzy ‘(x)uens) 5t ‘(£)04)31 iz (0033 (((&*((£) 19w (1) 3Tew) 3 Taw)snrd ((((((£)pead)1ap)oons)20ns ‘0 (K)04) 51 ‘(x)Frew)3Tnm (x)uess)5t)0s (£)0) st
&2 (enz3 ‘((£)0s ‘onaa ‘(x)uene) 31 ‘(£)0s) ¥t & (enza “(((£°((£)1ap (x)3Tew)aTnuw)snrd ((£) Tap ‘(x) FTew)3Tnu (x)uess) 31)04 ‘(£)04) F1
(7 (o013 (B)0g ‘onaa (x)uone) 31 (£)0) 5T S (enxa (((A((£)Tap ‘(%) FTeu)atam)snrd ((£)Tqp (¥)FTeu)3 Tnu ‘(X)uens) FT ‘0 ‘05TeF)F1)0 (£)04) 3T
(5o (0033 ((£)04 “(0)0s “(x)uene) T *(£)0s) 3T & (enxa ((((£*((£)tap ‘(x) Frew)atnu)sntd *((£)1ap ‘(x) FTew) 310w (X)ueas) 11 ‘0 (%)04) #1)0s ‘(£)oé) 3t
G (erai((foi(x)uese)zrioz ((Kos)r | 5 (enxa ‘(£ x)3TAm)0s (£)04)37



24 KAPITEL 2. DAS VERIFUN-SYSTEM

ySimplification® an. Fiir die Sequenz (2.4) ergibt sich dabei die in Abbildung 2.12
dargestellte symbolische Auswertung. Im ersten Auswertungsschritt dieser symbo-
lischen Auswertung wird der Prozeduraufruf mult(x,y) durch den entsprechend in-
stantiierten Prozedurrumpf der Prozedur ersetzt. Anschliefend wird aufgrund der
Hypothesenmenge der Sequenz (2.4) die Bedingung 70(x) des instantiierten Proze-
durrumpfs zu true ausgewertet. In den Schritten (3)-(5) kann dann der Term zu
true vereinfacht werden. Damit ist die Giiltigkeit der Sequenz (2.4) bewiesen.

Die symbolische Auswertung des Goal-Terms der Sequenz (2.5) ist in Abbil-
dung 2.13 dargestellt. Im ersten Auswertungsschritt der symbolischen Auswertung
wird wieder der Prozeduraufruf mult(x,y) durch den entsprechend instantiierten
Prozedurrumpf der Prozedur ersetzt. Anschlieffend wird aufgrund der Hypothesen-
menge der Sequenz (2.5) die Bedingung 70(x) des instantiierten Prozedurrumpfs
zu false ausgewertet und in Auswertungsschritt (3) der if-Term auf den entspre-
chenden else-Teil reduziert. In den Auswertungsschritten (4)-(6) wird dann der
Prozeduraufruf dbl(y) zu 0 ausgewertet und in den Auswertungsschritten (7)-(9)
die Induktionshypothese

if(70(y), 70(mult(half(x),y)), true)
als bedingte Gleichung der Form
70(y) = mult(half(x),y)=0

verwendet. Diese Auswertungen, d.h die Auswertung des Prozeduraufrufs dbl(y)
und die Verwendung der Induktionshypothese als bedingte Gleichung, wiederholen
sich in den Auswertungsschritten (10)-(15). In den Auswertungsschritten (16)-(18)
wird anschliefend der Prozeduraufruf plus(0,y) zu y ausgewertet und in Auswer-
tungsschritt (19) das Funktionssymbol 70 in den then- und else-Teil des if-Terms
if(even(x),0,y) hineingezogen. Abschliefend wird in den Auswertungsschritten
(20)-(24) der verbleibende Term zu true vereinfacht. Damit ist auch die Giiltig-
keit der Sequenz (2.5) und somit insgesamt die Giiltigkeit des Lemmas mult_zero
bewiesen. O
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Kapitel 3

Die Programmiersprache £

Wir definieren in diesem Kapitel die Syntax und Semantik der in veriFun verwen-
deten Programmiersprache £. Hierbei handelt es sich, wie bereits beschrieben, um
eine polymorph getypte, funktionale Programmiersprache ohne Prozeduren héherer
Ordnung. Programme der Sprache £ bestehen aus Typoperator- und Prozedurdefi-
nitionen. Die Typoperatordefinitionen fithren hierbei neue freie algebraische Daten-
strukturen in ein Programm ein und die Prozedurdefinitionen neue Algorithmen.
Die durch Typoperator- und Prozedurdefinitionen eingefiihrten Funktionssymbo-
le sind dabei nicht notwendigerweise vollstandig-definiert. Beispielsweise fiihrt die
Typoperatordefinition

structure list <«

empty, add(hd : nat,tl: list) (3.1)

die Funktionssymbole hd und tl1 als Selektoren des Konstruktors add ein. Dabei
wird die Bedeutung der Terme hd(add(¢;, ¢2)) und t1(add(t1,t2)) fiir beliebige Ter-
me t; und ¢y eines terminierenden Programms festgelegt, jedoch nicht die Bedeu-
tung der Terme hd(empty) und tl(empty). Die Selektoren hd und t1 sind also
unvollstindig-definiert. Ein anderes Beispiel fiir unvollstindig-definierte Funktions-
symbole ist durch die folgende Prozedurdefinition gegeben:

function last(l: list): nat <
if(7empty(t),
*7
if(7empty(t1(1)),
hd(1),
last(t1(1))))

Durch diese Prozedurdefinition ist zwar der Wert des Terms last(add(ti,
t9)) fiir beliebige Terme ¢; und ¢ eines terminierenden Programms festgelegt, jedoch
nicht der Wert des Terms last(empty). Unvollstandig-definierte Funktionssymbole
werden auch als ,,underspecification” [23] oder als ,,loose specification [30] bezeich-
net.

Die Semantik unvollstindig-definierter Funktionssymbole wird in funktionalen
Sprachen iiblicherweise mit Hilfe spezieller Fehlerwerte wie beispielsweise undef
definiert. Das bedeutet, dass ein Term ¢ durch den Wert undef gedeutet wird, falls
die Bedeutung des Terms aufgrund der unvollstandig-definierten Funktionssymbole
nicht festgelegt ist. Der Term

last(empty)=last(empty)
wird dann beispielsweise durch den Wert undef gedeutet, da die Semantik des Teil-

terms last(empty) durch die Prozedurdefinition von last nicht gegeben ist. Fiir

27
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die Verifikation von Programmen hat die Verwendung von Fehlerwerten wie undef
den Nachteil, dass die zur Verifikation verwendete Logik die Fehlerwerte speziell
behandeln muss und die Logik dementsprechend kompliziert ist.

Die Semantik unvollsténdig-definierter Funktionssymbole in £ basiert nicht auf
speziellen Fehlerwerten. Vielmehr wird ein Term wie last(empty) durch einen be-
liebigen aber unbekannten Wert des Wertebereichs des Funktionssymbols last ge-
deutet. Das fiihrt dazu, dass wir eine Gleichung wie beispielsweise

last(empty)=last(empty)

als giiltig deuten konnen. Fiir die Verifikation von Programmen hat diese Semantik
den Vorteil, dass die zur Verifikation verwendete Logik recht einfach ist, da die
spezielle Behandlung von Fehlerwerten entféllt. Nachteil der Semantik ist, dass jeder
Interpreter der Sprache unvollstindig ist. Das bedeutet, dass ein Interpreter nicht
fiir alle Terme die Deutung der Terme berechnen kann. So wird beispielsweise jeder
Interpreter die Auswertung des Terms last(empty) abbrechen, da diesem Term
keine eindeutige Semantik zugeordnet werden kann.

In [59] wird fiir eine nicht-polymorph getypte Version der Sprache £ die Semantik
von Programmen mit unvollstdndig-definierten Funktionssymbolen auf Basis einer
operationalen Semantik mit Hilfe so genannter fairer Vervollstindigungen definiert.
Hierzu werden die Typoperator- und die Prozedurdefinitionen durch Angabe so
genannter Beispielterme syntaktisch vervollstindigt. Das bedeutet, dass eine faire
Vervollstandigung wieder ein Programm der Sprache ist. Jede der fairen Vervollstin-
digungen definiert eine zuléssige Interpretation der Funktionssymbole. Die einzige
Einschrinkung fiir die Vervollstdndigungen ist dabei, dass das Terminierungsverhal-
ten des Programms nicht beeinflussen werden darf. Fiir die Typoperatordefinition
(3.1) ist beispielsweise

structure list <
empty, add(hd : nat/0,tl : list/empty)

eine mogliche faire Vervollstindigung. Diese Vervollstindigung legt als Ergebnis
des Terms hd(empty) den Wert O fest und als Ergebnis des Terms t1(empty) den
Wert empty. Eine Aussage {iber ein terminierendes Programm P mit unvollsténdig-
definierten Funktionssymbolen ist dann giiltig, falls die Aussage in jeder fairen Ver-
vollstdndigung des Programms P giiltig ist. Die Methode der fairen Vervollstindi-
gungen ist insbesondere deshalb attraktiv, da sie auf einfache Weise die Semantik
unvollstindig-definierter Programme auf Basis vollstindig-definierter Programme
definiert.

Im Gegensatz zu [59] konnen wir fiir unsere polymorph-getypte Version der
Sprache £ unvollsténdig-definierte Programm nicht durch syntaktische Erweiterun-
gen vervollstdndigen. Grund hierfiir ist, dass nicht fiir jeden Typ einer polymorph-
getypten Programmiersprache ohne weiteres geeignete Beispielterme angegeben wer-
den kénnen. So existiert beispielsweise fiir den polymorphen Typ @a kein Konstruk-
torgrundterm.! Wir modifizieren daher die Idee der fairen Vervollstindigungen und
definieren die Semantik unserer Programmiersprache auf Basis so genannter P-
Interpretationen. Diese P-Interpretationen deuten alle Ausdriicke, deren Deutung
durch die unvollstéindige Definition eines Programms P offen geblieben sind. Es ist
zu beachten, dass es sich bei P-Interpretationen nicht um eine syntaktische Erwei-
terung des Programms P handelt, sondern um ein Konzept der Metasprache. Durch
die Verwendung von P-Interpretationen gelingt es uns die Einfachheit des Ansat-
zes der fairen Vervollstindigungen auf polymorph-getypte Programmiersprachen zu
iibertragen und so eine leicht verstindliche Semantik der Sprache £ zu definieren.

L@a bezeichnet in £ eine Typvariable. Der Typ @a reprisentiert somit jeden beliebigen Typ.
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Das Kapitel gliedert sich wie folgt. In Abschnitt 3.1 treffen wir einige grundle-
gende Vereinbarungen fiir die nachfolgenden Definitionen. In Abschnitt 3.2 fithren
wir dann Typen und Terme ein. Die Syntax der Sprache L legen wir durch die
Typoperator- und Prozedurdefinitionen in Abschnitt 3.3 fest. In Abschnitt 3.4 de-
finieren wir die Semantik von £-Programmen. Danach geben wir in Abschnitt 3.5
einige grundlegende Eigenschaften der durch ein Programm eingefiihrten Funkti-
onssymbole an. In Abschnitt 3.6 gehen wir dann auf einige Fragen bzgl. unvoll-
standiger Fallunterscheidungen ein. Abschlieffend fiithren wir in Abschnitt 3.7 noch
einige syntaktische Beschrinkungen fiir Programme ein, um die Definitionen der
nachfolgenden Kapitel zu vereinfachen.

Hinweis: Einige der verwendeten mathematischen Begriffe und Notationen sind in
Anhang A definiert. Insbesondere die Schreibweisen fiir Listen, partielle Abbildun-
gen und Aquivalenzrelationen sind dort aufgefithrt. Der Leser ist aufgefordert bei
Bedarf im Anhang nachzuschlagen.

3.1 Grundlegende Vereinbarungen

Um die Lesbarkeit der nachfolgenden Definitionen zu verbessern, setzen wir fiir die-
ses und alle nachfolgenden Kapitel die folgenden abzdhlbar unendlichen und paar-
weise disjunkten Mengen voraus:

e V die Menge der ungetypten Termvariablen.

e S die Menge der Funktionssymbole.

Vz,, die Menge der Typvariablen.

Sy, die Menge der Typoperatoren.

Srem die Menge der Lemmabezeichner.

Fiir die im Folgenden verwendeten konkreten Symbole, wie z.B. bool, nat, succ,
pred, etc. setzen wir voraus, dass diese Symbole in den entsprechenden Mengen
enthalten sind.

3.2 Typen und Terme

Wir bezeichnen eine partielle Abbildung €2 : Sz, — N als Typsignatur und nennen
fiir ein ¢ € dom(Q?) das Bild Q(() Stelligkeit von ¢ bzgl. der Typsignatur ). Statt
¢ € dom(2) schreiben wir auch kurz ¢ € Q. Aufbauend auf Typsignaturen definieren
wir Typen.

Definition 3.1 (Typen). Sei  eine Typsignatur. Die Menge Typ(Q2) der Typen
diber Q ist die kleinste Menge mit

(1) v e Typ(Q) falls v € Vqg,, und
(2) ¢[r1,..., ) € Typ(Q) falls Q(¢) =n und 71,...,7, € Typ(Q).
O

Die Menge der Typvariablen eines Typs 7 notieren wir mit tv(7) und die Teil-
typrelation mit >g,,. Enthélt 7 keine Typvariablen, so bezeichnen wir 7 als mo-
nomorphen Typ, andernfalls als polymorphen Typ. Die Menge der monomorphen
Typen iiber Q notieren wir mit Zyp™°"°(£2). Weiter nennen wir eine Abbildung
& : Vo — Typ(Q) mit £(v) # v fiir nur endlich viele v € Vq, eine Typsubstitution
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iber 2 und bezeichnen die Menge aller Typsubstitutionen iiber Q mit Subst((2).
Fiir eine Typsubstitution £ heift dann die Menge

dom(&) == {v € Vg, | £(v) # v}

Domain von £ und die Menge

rg(§) == {&(v) € Typ(Q) [ v € dom(§)}

Range von ¢. Gilt dom(§) = {v1,...,vs}, so notieren wir die Typsubstitution &
mit {11 /&(11),...,vn/E(vn)}. Die leere Typsubstitution {} notieren wir auch mit e.
Weiter schreiben wir £ C g, &', falls dom(§) C dom(&') gilt. Fiir eine Menge V' von
Typvariablen bezeichnen wir mit Substy (Q) die Menge aller Typsubstitutionen &
mit dom(§) = V. Fiir eine Typsubstitution £ und eine Menge V definieren wir die
auf V' beschrénkte Typsubstitution £|y durch

Elv(z) = &(z) fallsz eV,
Elv(z) = = sonst.

Die homomorphe Erweiterung einer Typsubstitution £ auf Typen definieren wir
schliefflich durch

§(Clm, - ml) = (e, 6Tl

Gilt dom(§) = {v1,...,vn}, so schreiben wir fiir £(7) auch 7[v1/£(v1), ..., Un/E(Vn)].

Nachfolgend bezeichnen wir mit v, v/, vy, vs, ... immer Typvariablen, mit ¢, (',
(1,(a, ... Typoperatoren, mit 7,7’, 71, 72, ... Typen und mit £, &', &, &, ... Typsub-
stitutionen. Weiter gehen wir im Folgenden davon aus, dass konkrete Typvariablen
immer mit dem Zeichen @ beginnen.

Beispiel 3.2. Sei 2 = {nat : 0,1ist : 1} eine Typsignatur. Seien weiter @a, @b
Typvariablen. Die Ausdriicke

@a, nat, list[@b]
sind dann Typen iiber der Typsignatur Q2 und die Abbildungen

& = {ea/list|eb]},
& = {@a/nat,@b/list[eb]}

sind Typsubstitutionen. Die Domains und Ranges dieser Typsubstitutionen sind
wie folgt gegeben:

dom(gl) = {@a}7
dom(&) = {@a,e@b},
rg(&1) = {list[eb]},
rg(€2) = {nat,list[@b]}.
Weiterhin gilt:
&1(list[ep]) = 1list[eb],
&(1list[eb]) = list[list[eb]].

O

Kommen wir nun zur Definition von Termen. Terme sind in der Sprache £
explizit-getypt. Das bedeutet, dass fiir jeden Term und jeden Teilterm eines Terms
explizit der Typ angegeben werden muss. Unsere Definition explizit-getypter Terme
orientiert sich hierbei an [2]. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die
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Verwendung explizit-getypter Terme die Ausdrucksstirke der Sprache £ nicht ein-
schrinkt, jedoch den Vorteil hat, dass die in den nachfolgenden Kapiteln definierte
symbolische Auswertung stabil bzgl. Typisierung der Terme ist.? Zur Definition von
Termen fithren wir zunéchst Q-getypte Termvariablen ein.

Definition 3.3 (Termvariablen). Sei 2 eine Typsignatur. Ein Ausdruck der Form
z, mit z € V und 7 € Typ(Q) heikt Q-getypte Termvariable (oder kurz Termvaria-
ble). Die Menge aller Q-getypten Termvariablen wird mit V(£2) und die Menge aller
Q-getypten Termvariablen vom Typ 7 mit V() bezeichnet. Eine ()-getypte Term-
variable x, heifit monomorph getypt, falls 7 ein monomorpher Typ ist. Die Menge
aller monomorph getypten Termvariablen {iber Q wird mit V™°2°(Q) bezeichnet.

O

Es ist zu beachten, dass =, und x, verschiedene Termvariablen bezeichnen, falls
7 # 7’ gilt. Fiir eine Liste :cil ;- -+, o7 von Termvariablen schreiben wir haufig auch
kurz z*., wobei x* die Liste z!,..., 2™ bezeichnet und 7* die Liste 7q,...,7,. Ist
der Typ 7 einer Termvariable z, irrelevant oder aus dem Zusammenhang klar, so
schreiben wir fiir die Termvariable auch kurz z. Gelegentlich ist es notwendig, fiir
eine endliche Menge V' von Termvariablen eine neue Termvariable x, zu erzeugen,

fir die z, ¢ V gilt. Wir definieren hierzu die folgende Funktion:
Var.(V) = e(V-(Q)\V).3

Fiir eine Typsignatur Q2 bezeichnen wir eine partielle Abbildung ¥ : § —
Typ()*™ als Q-Termsignatur oder kurz Termsignatur und nennen fiir ein f €
dom(X) das Bild X(f) Stelligkeit von f bzgl. der Termsignatur X. Eine Stellig-
keit (71,...,7Tn, Tn+1) notieren wir haufig auch durch 7, x ... x 7, — 7,41. Das Paar
(9, %) nennen wir Signatur. Aufbauend auf Signaturen definieren wir Terme.

Definition 3.4 (Terme). Sei (Q,X) eine Signatur. Fiir einen Typ 7 € Typ(£2) ist
die Menge Zerm,(Q2, %) der Terme von Typ 7 iiber (Q2,X) definiert als die kleinste
Menge mit

(1) z, € Term,(Q, X), falls z, € V(Q),

(2) fr(t1,...,tn) € Term,(Q,X), falls t; € Term,, (Q,X),...,t, € Term,, (Q, %),
S(f) =7 x ... x 71, — 7 und eine Typsubstitution ¢ € Subst(2) existiert
mit 7 = &(7') und 7 = &(7]), ..., Tn = &(7)),

(3) let z,v:=t in r end € Term.(Q,X), falls z,» € V(Q), t € Term,(Q, %) und
r € Term.(Q,X).

Die Menge aller Terme iiber (2, ¥) wird mit Term(), X) bezeichnet. O

Ist der Typ 7 irrelevant oder aus dem Zusammenhang klar, so schreiben wir fiir
einen Term f.(t1,...,t,) kurz f(t1,...,t,). Fiir einen Term ¢t = f;  (t1,...,t,)
mit X(f) = 71 x ... x 7, — 7, und t; € Term,,(Q,%) fiir alle i € {1,...,n}
notieren wir mit & die Cg,p-minimale Typsubstitution mit & (7)) = 7; fiir alle

2Stabil bzgl. Typisierung bedeutet, dass ein Term durch die symbolische Auswertung seinen
Typ nicht verindert. Beispielsweise wird der explizit-getypte Term t1);g¢[nat)(addyist[nat] (Lnat,
empty1istnat))) durch die symbolische Auswertung zu emptyyse[nat] vereinfacht. Der Typ list[nat]
des Terms bleibt also unverdndert. In einer Sprache mit implizit-getypten Termen wiirde dem Term
t1(add(1, empty)) der Typ list[nat] zugewiesen. Der Term wiirde dann durch die symbolische Aus-
wertung zu empty vereinfacht und anschliefend dem Term empty der Typ list[@a] zugewiesen. Das
bedeutet, dass die symbolische Auswertung den Typ eines implizit-getypten Terms modifiziert.

3e0 bezeichnet die Auswahlfunktion. Siehe hierzu Anhang A.
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i€{l,...,n+1}.* Weiter bezeichnen wir einen Term der Form let x:=t in 7 end
als let-Term. Den Term 7 nennen wir dann Rumpf des let-Terms und den Teil-
ausdruck z:=t Variablenbindung des let-Terms. Die Menge der freien bzw. ge-
bundenen Termuvariablen eines Terms ¢ ist wie tiblich definiert und wird mit fo(t)
bzw. bu(t) bezeichnet. Die Teiltermrelation notieren wir mit >g,,, und bezeichnen
einen Term ¢ als let-frei, falls ¢ keinen let-Term als Teilterm enthélt. Einen Term
t mit fo(t) = 0 nennen wir Grundterm. Die Menge aller Typvariablen eines Terms
t bezeichnen wir mit tv(¢). Die homomorphe Erweiterung einer Typsubstitution £
auf Terme definieren wir wie folgt:

g(x‘r) = x{('r)a
g(f‘l'(tla"wtn)) = ff(T)(f(t1)77£(tn)))
{(let o, :=tinrend) := let xg, :=&(t) in&(r) end.

Fiir eine Signatur (Q,Y) nennen wir eine Abbildung o : V() — Zerm(£2, %)
mit o(x,) # z, fiir nur endlich viele z, € V(Q) und o(z,) € Term.(Q, %) fiir alle
xr € V() Termsubstitution iber (Q,Y). Die Menge aller Termsubstitutionen iiber
(Q, ¥) bezeichnen wir mit Subst(2,X). Fiir eine Termsubstitution o heifit dann die
Menge

dom(o) :={z, € V(Q) | o(x;) # 2, }

Domain von o und die Menge
rg(o) :={o(z;) | z, € dom(o)}

Range von o. Gilt dom(o) = {z1,...,2,}, so notieren wir die Termsubstitution o
mit {z1/0(x1),..., xn/0o(x,)}. Die leere Termsubstitution {} notieren wir ebenfalls
mit e. Fiir eine Menge von Termvariablen V bezeichnen wir mit Substy (2, ¥) die
Menge aller Termsubstitutionen ¢ mit dom(o) = V. Fiir eine Termsubstitution o
und eine Menge V definieren wir die auf V' beschrinkte Termsubstitution oy durch

oly(z) = o(z) ,fallszeV,
oly(z) = =z , sonst.

Die homomorphe Erweiterung einer Termsubstitution ¢ auf Terme definieren wir
wie folgt:

o(fr(tr, .. tn)) = fr(o(t1),...,0(tn))

let z;:=0(t) in 0| gom(o)\{a,} () end,
falls 2, & fo(rg(o o))

let 27 :=0(t) in o|gom(o)\ (o } (T[T~ /7 ]) end,
sonst (mit 27 = Var: (fu(r) U fu(rg(olsym)))))-

o(let x,:=t inr end) :=

Ist dom(o)={z1,...,z,}, so schreiben wir fiir o(¢t) auch t[z1/o(x1), ..., 2n/0(xn)].
Wir bezeichnen einen Term t als Instanz eines Terms r, falls eine Typsubstitution
¢ und eine Termsubstitution o existieren mit ¢ = o(£(r)). Wir notieren das Paar
(€,0) dann auch kurz mit ¢ und schreiben fiir o(£(r)) auch kurz o¢(r).
Die Teilterme eines Terms adressieren wir mir Hilfe von Positionen.

4Die Typsubstitution & ist eindeutig bestimmt. Angenommen, es existieren zwei unterschied-
liche Cg4om-minimale Typsubstitutionen ¢ und € mit £(7]) = 7 und &(7]) = = fiir alle
i € {1,...,n + 1}. Da beide Typsubstitutionen C j,,,-minimal sind, gilt dann dom(&), dom(¢) C
to(m]) U... Ute(r) ;). Somit existiert ein i € {1,...,n + 1} und ein v € to(7]) mit £(v) # &(v).
Daraus folgt, dass £(77) # &(7) gilt. Da aber nach Voraussetzung &(/) = 7; und &(7}) = 7; gilt,
ist dies ein Widerspruch zur Voraussetzung.
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Definition 3.5 (Positionen). Sei (€2,3) eine Signatur und ¢ € Zerm(Q,X). Die
Menge Pos(t) C N* der Positionen von ¢ ist die kleinste Menge mit

(1) € € Pos(t),

(2) i.m € Pos(t), falls t = f(t1,...,tn), m € Pos(t;) und i € {1,...,n},

(3) i.m € Pos(t), falls t = let x :=t; inty end, 7w € Pos(t;) und i € {1, 2}.

Fiir eine Position 7 € Pos(t) ist der Teilterm ¢|, von ¢ an Position 7 definiert durch

(2) f(th o atn)|i.7r = ti‘Tﬁ
(3) let z :=t; in ty end|; := t;|~.

Fiir eine Position = € Pos(t) mit t|, € Term. (£, X) und einen Term s € Term..(£2, %)
ist die Teiltermersetzung ¢[m < s] definiert durch

(1) tle « s]:=s,
(2) f(t1,- tiy. . ty)[im — 8] := f(tr,... tim — s],...,tn),
(3) let z :=t; inty end[l.m < s] := let = :=t1[m < s] in {3 end,
(4) let x :=t; ints end[2.7m < s] := let © :=t; in to[m < s] end.
O
Auf Positionen definieren wir die folgende totale Ordnung:
T > T2 BAW. E:i i;@:ﬁ; ):vzg.m mit iy > iy V (iy = ia AT, > 15)).
Nachfolgend bezeichnen wir mit ¢, ¢, t1,t2,...,r,,7’,71,72, ... immer Terme, mit
z, o' 21, T2, ..., Y,y Y1, Yo, . .. Termvariablen, mit o,0’, 01, 09, ... Termsubstitutio-

nen und mit 7w, 7', mq, 73, . .. Positionen.

Beispiel 3.6. Sei ) die Typsignatur aus Beispiel 3.2 und ¥ die folgende Termsi-
gnatur:

{0 :  — nat,
succ : nat — nat,
empty : — list[ea],
add : @a X list[@a] — list[ea]} .

Weiter sei xpa: eine Termvariable. Die Ausdriicke

tq
to

add(X7 add(x, emptYlist[nat] ))7
let X:=empty,; y[nay) 10 add(0, x) end

nat

sind dann Terme tiber der Signatur (2, X). Der Term ¢; ist let-frei und der Term ¢y
ist nicht let-frei. Die Mengen der freien bzw. gebundenen Termvariablen der Terme
sind wie folgt gegeben:

fo(t1)
fots) = 0, bu(tz)

Weiter ist die Abbildung

{X}, bv(h) = @,
{x}.

o = {x/0}
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eine Termsubstitutionen iiber (2,X). Die zugehdrige Domain und die zugehdrige
Range sind gegeben durch dom(o) = {x} und rg(o) = {0}. Es gilt

o(t1) = add(0,add(0,emptyiistinat])),
o(ta) = 1let X1=emPLY, ;i ppnay) 10 add(0, x) end.

Die Menge der Positionen fiir ¢; ist gegeben durch
fPOS(tl) = {67<1>7 <2>7<271>7 <272>}
und es gilt (2,2) > (2,1) >S5 (2) >ps (1) >0 € SOWiE

t1[(2,1) < 0] = add(x, add(0, empty)).

3.3 Syntax von L

Sowohl Typoperator- als auch Prozedurdefinitionen bauen auf vordefinierten Typ-
operatoren und Funktionssymbolen auf. Die Stelligkeiten dieser vordefinierten Typ-
operatoren bzw. Funktionssymbolen sind durch die Typsignatur

Qo := {bool:O0}
und die Termsignatur
Yo = X5 U X U X

festgelegt, wobei gilt

¥y = {=:0rxer — bool },
Y = {false:— bool,true: — bool }
Zgase — { Case{false,true} * bool X @r X @r — Or }

Der Typ bool reprisentiert die boolschen Wahrheitswerte. Wir bezeichnen false
und true als die Konstruktoren von bool. Fiir =(¢1, t3) schreiben wir auch t;=ts.

Aufbauend auf der Signatur (g, 3() konnen wir nun Typoperator- und Pro-
zedurdefinitionen formal definieren. Hierzu treffen wir noch folgende Vereinbarung:
Wir gehen davon aus, dass * € S gilt. Weiter gehen wir davon aus, dass durch keine
Typoperator- und keine Prozedurdefinition * als neues Funktionssymbol in ein Pro-
gramm eingefiihrt wird. Vielmehr verwenden wir * ausschlieflich als Reprisentation
der Unbestimmtheit innerhalb unvollsténdig-definierter Prozeduren.

Definition 3.7 (Typoperatordefinitionen). Sei €2 eine Typsignatur mit Qy C Q

und ¥ eine Termsignatur mit 3y C X. Seien weiter v, .. ., v, paarweise verschiedene
Typvariablen, ¢ ein Typoperator und consy, ..., cons, und sely 1,..., seli pmy, ...,
selp1,-..,S€ly m, paarweise verschiedene Funktionssymbole. Ein Ausdruck D der
Form
structure ([vq,...,v] <
consy(seli :Ti1,. .., 8€l1 my * Timy ),
consp(seln1: Tni,---,8€lnm, @ Tnum,)

heifst dann Typoperatordefinition beziglich (2, ¥) gdw. fir alle i = 1,...,n und alle
j=1,...,m,; folgendes gilt:
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(1) 7i; € Typ(?).
(2) t'U(Ti’j) Q {Vl, ey l/l}.

(3) Tij Zap L, 7) = (11,..., 7)) = (v1,..., ).
Weiterhin muss mindestens ein ¢ = 1, ..., n existieren, so dass fiir alle j = 1,...,m;
gilt:
7; ; enthélt keinen Teiltyp der Form ([v1,. .., ).

Schliefslich muss fiir den Ausdruck D noch Q(D) C Q sowie (D) C ¥ gelten, wobei
Q(D) die Typsignatur
{¢:1

bezeichnet und X(D) die Termsignatur
ycons (D) U Esel(D) U ycase (D) U Z? (D)

mit
(D) = {consy:Ti1 X ... X T — ¢[v),?
CONSp t Tt X oo X Tm, — CV*] },
S UD) = {seliy (Y] — T,

ey

selp,m,, Clv*] = Tam, 1

YD) = {case’ : (] xV x...xV =]
|C|-mal
C C {consy,...,cons,} mit |C| > 1}9,

YD) := {?cons;: (V] — bool,

?cons, : ([v*] — bool }.

Q(D) und X(D) heifen die durch D definierte Typ- und Termsignatur. Die Funk-

tionssymbole consy, ..., cons, heifen die Konstruktoren von ¢ und die Funktions-
symbole sel; 1, ..., sel; ,, heiffen die zu cons; gehorigen Selektoren. Die Funktions-
symbole 7consy, ..., 7cons, heiken Strukturpridikate von (. O

Durch die Bedingung (1) der Definition wird sichergestellt, dass alle 7; ; Typ-
en sind. Bedingung (2) gewihrleistet, dass nur Typvariablen in der Definition der
Konstruktoren und Selektoren verwendet werden diirfen, die auch im Kopf

structure ([v1, ...,V

der Typoperatordefinition angegeben wurden. Die Bedingung (3) verhindert schliefs-
lich die Definition unsinniger Typoperatoren wie beispielsweise

structure list[@a] <
empty, add(hd : @a, t1 : list[nat]).”

5Mit v* bezeichnen wir die Liste der Variablen vy, ..., ;.
6Mit v/ bezeichnen wir eine neue Typvariable, die fiir alle i = 1,...,n ungleich v; ist.



36 KAPITEL 3. DIE PROGRAMMIERSPRACHE L

Terme der Form 7cons(t) bezeichnen wir nachfolgend als Strukturtests, Ter-
me der Form t=cons;(sel;1(t),..., sel;m,(t)) als Strukturgleichungen und Terme
der Form case®(...) als case- Terme. case-Terme definieren Fallunterscheidungen.
Einen case-Term wie

case{wnsil""’C‘msil}(b, t1,...,1)
mit 77 < ... < ¢; notieren wir mit
case(b,cons;, : t1,...,cons;, : t).

Weiter notieren wir case-Terme der Form case(b,true : tj,false : t3) mit
if(b,t1,t2) und bezeichuen sie als if- Terme. Die Terme t; eines case-Terms nennen
wir Zweige des case-Terms und den Term b Bedingung des case-Terms. Ist nicht fiir
jeden Konstruktor eines Typoperators ein Zweig definiert, so sprechen wir von einer
unvollstindigen Fallunterscheidung. Mit jedem Zweig t; assoziieren wir weiterhin
einen Term 7(cons;,t;) des Typs bool, der festlegt, wann der Zweig ausgewertet
wird. Der Term ?(cons;,t;) ist wie folgt definiert:

t; , falls cons; = true,
?(cons;, t;) = if(t;,false,true) , falls cons; = false,
?cons;(t;) , sonst.

Schlieflich nennen wir einen Term case-frei, falls er keinen case-Term als Teilterm
enthélt.

Beispiel 3.8. Der Ausdruck Dy;g¢ aus Abbildung 3.1 ist eine Typoperatordefinition
bzgl.

(Qo U {list : 1},%0 U X" (D1ig) U ESEl(Dlist) U X (Dyigp) U X" (D1igt))s
wobei gilt

" (Dhisy) = { empty:— list[ea],
add : @a X list[@a] — list[@a] },

3% (Dyser) = {hd:1list[ea] — @a,
tl:list[@a] — list[ea] },

Y€ (Diisr) = { case:list[@a] X @r x @r — @r },

¥ (Diist) = { 7empty:1list[ea] — bool,
7add : list[@a] — bool }.

Die Funktionssymbole empty und add sind die Konstruktoren, hd und t1 die Selek-
toren und 7empty und 7add die Strukturpridikate des Typoperators list. O

Kommen wir nun zu Prozedurdefinitionen:

Definition 3.9  (Prozedurdefinitionen). Sei € eine Typsignatur mit

Qo € Q und ¥ eine Termsignatur mit Yo C . Seien weiter xil,. .., T paarweise

7Solche Definitionen sind aus theoretischer Sicht unproblematisch. In der Praxis deuten sie
jedoch auf Eingabefehler des Benutzers hin. Aus praktischer Sicht ist es daher sinnvoll diese Defi-
nitionen als syntaktisch inkorrekt zu definieren.
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Dyt = structurenat < 0, succ(pred : nat)

D;js¢ := structure list[@a] < empty,add(hd: @a,tl: list[ea])

Abbildung 3.1: Typoperatordefinitionen fiir nat und 1ist.

verschiedene Termvariablen aus V(Q2) und f ein Funktionssymbol. Ein Ausdruck D
der Form

function f(z' :7y,...,2" 1 7,) T < Ry
heiflt Prozedurdefinition beziglich (Q,%) gdw. die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

1) fu(Ry) C {xn,...,x”

%(D) €

(1)
(2)
(3) Ry € Term (U {x:7 X ... x 1, — T}).
(4)
(5)

4 Rf >q‘erm fT (tl, e 7t’r7,) — gfr,(th.”,t”) = €.

5) R Zaqom *(t1, .o tn) = (t1, ... ty) = (xk ... 2 ).

T1?

Hierbei bezeichnet (D) die durch D definierte Termsignatur
{f:mx...x1 —T}.

Die durch D definierte Typsignatur Q(D) ist definiert als (). Das Funktionssymbol
f heifst dann Prozedur und der Term Ry der Prozedurrumpf (oder kurz Rumpf)
von f. O

Fiir eine Liste der Form z1 : 7,...,x, : 7 schreiben wir haufig kurz z1,...,z, : 7.
Weiter notieren wir eine Liste der Form =y : 7,...,x, : 7, durch z* : 7%, wo-
bei z* die Liste x1,...,x, bezeichnet und 7* die Liste 7,...,7,. Wir nennen
eine Prozedur f wunvollstindig-definiert, falls der Prozedurrumpf Ry einen Teil-
term der Form *(¢1,...,t,) enthilt. Andernfalls nennen wir f vollstindig-definiert.
Da die Argumente der Teilterme *(t1,...,t,) durch Bedingung (5) der Definition
3.9 festgelegt sind, schreiben wir fir *(¢1,...,¢,) auch kurz *. Wir nennen eine
Prozedur f rekursiv-definiert, falls der Prozedurrumpf einen Teilterm der Form
f(t1, ... t,) enthélt. Schlieflich bezeichnen wir fiir eine Prozedur f einen Term der
Form f(t1,...,t,) als Prozeduraufruf.

Durch Bedingung (4) der Definition wird sichergestellt, dass in jedem rekursiven
Aufruf von f im Prozedurrumpf Ry die Argumente die gleichen Typen haben wie
Parameter le, .., 22 . Auferdem wird durch die Bedingung gewéhrleistet, dass
das Ergebnis der rekursiven Aufrufe mit dem Riickgabetyp 7 der Prozedur iiber-
einstimmt. Mit diesen Festlegungen verhindern wir unsinnige Prozedurdefinitionen
wie beispielsweise

function stupid(l: list[@a]) : nat <«
if(7empty(1),0, succ(stupid(add(0, empty)))).®

8Solche Definitionen sind aus theoretischer Sicht unproblematisch. In der Praxis deuten sie
jedoch auf Eingabefehler des Benutzers hin. Aus praktischer Sicht ist es daher sinnvoll diese Defi-
nitionen als syntaktisch inkorrekt zu definieren.
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D,

function >(n : nat,m: nat) : bool <«
if(?0(x),
false,
i£(70(m),
true,
pred(n)>pred(m)))

Diengtn =  function length(1l:list[@a]):nat «
if(7empty(1),
0
succ(length(t1(1))))

Abbildung 3.2: Prozedurdefinition fiir > und length.

Beispiel 3.10. Der Ausdruck D, aus Abbildung 3.2 ist eine Prozedurdefinition
bzgl. (Qo U Q(Dyat), Xo U X(Dypat) U {> : nat X nat — bool}), wobei Dy, die
entsprechende Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 bezeichnet. Die durch D,
definierte Termsignatur lautet

¥(Ds) = {> : nat x nat — bool}.
Der Ausdruck Diengin aus Abbildung 3.2 ist eine Prozedurdefinition bzgl.
(Q0 UQ(Dpat) UQ(Drist), Xo U B (Dpar) UX(D1ise) U {length : 1ist[0a] X nat}),

wobei Dyae und Dijg¢ die entsprechenden Typoperatordefinitionen aus Abbildung
3.1 bezeichnen. O

Nachdem wir nun Typoperator- und Prozedurdefinitionen eingefiihrt haben, de-
finiert wir schlieflich Programme.’

Definition 3.11 (Programme). Eine endliche Liste P = (Dy,...,D,) von Typ-
operator- und Prozedurdefinitionen heifit ein £-Programm (oder kurz Programm)
gdw. folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir alle ¢ € {1,...,n} ist D; eine Typoperator- oder Prozedurdefinition bzgl.
(QoUQ(D)U...UQD;), X UX(D1)U...UX(Dy)).

(2) Fiir alle D € P gilt dom(Q(D)) N Q¢ = 0 und dom(X(D)) N 3y = 0.

(3) Fiir alle D,D’ € P mit D # D’ gilt dom(Q2(D)) N dom(Q(D’")) = ( und
dom(X(D)) N dom(X(D")) = 0.

Die durch ein Programm P = (D, ..., D,) eingefiihrten Typ- und Termsignaturen
sind wie folgt definiert:

QP) = QUQD)U...uQD,),

N(P) = SoUX(D)U...US(Dy),

9Das in \/eriFun implementierte Terminierungsverfahren [48] kann gegenseitig-rekursive Proze-
duren nicht behandeln. Wir beschrénken uns daher im Folgenden auf Programme ohne gegenseitig-
rekursive Prozeduren. Die in der Arbeit vorgestellten Verfahren und Heuristiken sind daher auf
Basis von Programmen ohne gegenseitig-rekursive Prozeduren definiert.
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DO (P) = XM UNONS(D, YU L. USOS(D; ),
wel(p) = suse(D, ) u...usY(D;,),
NP = NS YR (D, YU UX(D; ),
YUP) = R U (D;,)U...ux (D),
YPOY(P) = SJUX(Dj,)U...UX(Dy,).

Hierbei bezeichnen D, ,...,D; genau die Typoperatordefinitionen von P und
Dj,,...,Dj, die Prozedurdefinitionen von P. Weiterhin wird mit X"*°(P) die Term-
signatur der rekursiv-definierten Prozeduren von P bezeichnet und mit 3""*¢(P)
die Termsignatur der nicht-rekursiv definierten Prozeduren von P. O

Beispiel 3.12. Die Liste P = (Dqat, D5, D1ist, Diengen) mit den Typoperatordefini-
tionen aus Abbildung 3.1 und den Prozedurdefinitionen aus Abbildung 3.2 definiert
ein Programm. O

Jedes Programm definiert eine Signatur:
(Q(P), X(P)).

Wir identifizieren im Folgenden ein Programm P mit dieser Signatur und schrei-
ben beispielsweise statt Zerm(Q(P),X(P)) einfach Zerm(P). Es ist zu beachten,
dass durch Bedingung (1) der Definition (3.11) sichergestellt ist, dass funktiona-
le Programme keine gegenseitig-rekursiven Typoperator- und Prozedurdefinitionen
enthalten.

Eine Typoperatordefinition fiir einen Typoperator ( fiilhrt eine neue freie alge-
braische Datenstruktur in ein Programm P ein. Die let-freien Terme

q € Termep-1(QP), X7 (P)) mit fu(q) =0

reprasentieren hierbei die Elemente dieser freien Datenstruktur. Wir bezeichnen die-
se Terme im Folgenden als Konstruktorgrundterme von P. Die Menge der Konstruk-
torgrundterme des Typs 7 eines Programms P notieren wir dann mit Zerm: " (P)
und die Menge aller Konstruktorgrundterme notieren wir mit Zerm ™" (P). Fiir je-

den monomorphen Typ 7 gilt Term """ (P) # 0.

3.4 Semantik von L

Wir definieren in diesem Abschnitt die Semantik von £. Das heifst wir legen fest, wie
den Termen t eines Programms P eine Deutung in Form von Konstruktorgrundter-
men zugewiesen werden kann. Wie wir bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel
beschrieben haben, sind nicht notwendigerweise alle Funktionssymbole, die durch
ein L£-Programm eingefiihrt werden vollstdndig-definiert. Die folgenden Funktions-
symbole konnen in £ unvollsténdig-definiert sein:

(1) Prozeduren: Durch die Verwendung von * im Rumpf Ry einer Prozedur
f wird f als unvollstindig-definiertes Funktionssymbol eingefiihrt. So wird
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beispielsweise durch die Prozedurdefinition

function minimum(l : list[nat]) : nat <

if(7empty(1),

*,

if(7empty(t1(1)),
% f)7y (3.2)
if(hd(1)>minimum(t1(1)),
minimum(t1(1)),

hd(1))))

das Ergebnis fiir minimum(empty) nicht festgelegt. Die Prozedur
minimum ist somit unvollstindig-definiert.

(2) Selektoren: Die Selektoren einer Typoperatordefinition mit mehr als einem
Konstruktor sind unvollsténdig-definiert. So legt zwar beispielsweise die Typ-
operatordefinition

structure list[@a] <

empty, add(hd : @a, t1 : list[ea]) (3.3)

die Bedeutung von Termen wie hd(add(1, empty)) fest, fiir Term wie hd(empty)
ist jedoch durch die Typoperatordefinition keine Deutung definiert.

(3) case-Funktionen: Die durch eine Typoperatordefinition eingefiihrten case-
Funktionen sind nicht notwendigerweise vollstindig-definiert. Die Typopera-
tordefinition

structure tree[@a] <
nil,
atom(index : @a), (3.4)
node(left : tree[@a], right : tree[0a])

fiihrt unter anderem die case-Funktion case{il-atn} oin. Fiir diese case-
Funktion ist zwar das Ergebnis des Terms

caselnil,aton} (nil,0,1)
definiert, nicht jedoch das Ergebnis des Terms

casefil-aton} (n64e(nil, nil),0,1).

Unvollstdndig-definierten Funktionssymbolen kann nicht zwangslaufig eine ein-
deutige Semantik zugewiesen werden. Das fiihrt dazu, dass nicht jedem Term eine
eindeutige Interpretation zugewiesen werden kann. Die Definition unserer Semantik
beriicksichtigt diese Tatsache und interpretiert Typen und Terme bzgl. so genannter
P-Interpretationen. Diese P-Interpretationen deuten alle Ausdriicke, deren Deutung
durch die unvollsténdige Definition eines Programms P offen geblieben sind. Eine
Aussage iiber ein Programm ist dann giiltig, wenn sie fiir jede P-Interpretation
und somit auch fiir jede Beispieltermfunktion giiltig ist. Die Definition unserer
Semantik erfolgt in zwei Schritten. Zunichst definieren wir im ersten Schritt ei-
ne Semantik fiir Programme ohne unvollsténdig-definierte Prozeduren (Definition
3.18). Im zweiten Schritt definieren wir dann auf Basis dieser Semantik mit Hilfe
von P-Interpretationen die Semantik fiir Programme mit unvollsténdig-definierten
Prozeduren (Definition 3.21).

Zur Definition der Semantik fiir Programme ohne unvollstindig-definierte Pro-
zeduren miissen wir festlegen, wie Terme der Form sel(q) mit sel € ¥°(P) und
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caseY(q,...) mit case® € X°(P) interpretiert werden sollen, falls durch die Typ-
operatordefinition keine entsprechenden Deutungen festlegt sind. Betrachten wir
dazu erneut die Typoperatordefinition (3.4). Um dem Term

index,(nil) (3.5)

fiir jeden Typ 7 eine Deutung zuweisen zu konnen, wird dem Selektor index fiir
jeden Typ 7 ein so genannter Beispielterm zugeordnet, durch den der Term gedeutet
werden soll. Allgemein findet eine solche Zuordnung von Beispieltermen durch so
genannte Beispieltermfunktionen statt.

Definition 3.13 (Beispieltermfunktion). Sei P ein Programm. Eine Funktion A
heifst Beispieltermfunktion bzgl. P gdw. gilt

(1) A: Typ™°"°(P) x Term™™ (P) — Term®"™ (P) und
(2) A(r,t) € Term "™ (P) fiir alle 7 € Typ™°"°(P) und alle t € Term™™(P).

T

O

Um die Verwendung von Beispieltermfunktionen zu illustrieren, betrachten wir
ein Beispiel.

Beispiel 3.14. Sei P gegeben durch (Dyay, D), wobei Dy, die entsprechende Typ-
operatordefinition aus Abbildung 3.1 bezeichnet und D die in (3.4) angegebene
Typoperatordefinition. Zur vollstandigen Deutung des Selektors index definieren
wir die folgende Beispieltermfunktion:

A(nat,nil) := 0
A(nat,atom(q)) := succ(0)
A(nat, cons(qi,q2)) = succ(succ(0))
A(tree[bool],q) := nil
A(tree[nat],q) := nil

A(tree[tree[bool]],q) := nil

Mit Hilfe von A deuten wir dann einen Term der Form index, (cons(q*)) mit cons #
atom durch
A(T, cons(q™)).

Auf diese Weise interpretieren wir den Term indexn.:(nil) als 0 und den Term
indexya;(cons(nil,nil)) als succ(succ(0)). O

Wir wollen noch kurz auf zwei wichtige Punkte der Definition 3.13 eingehen:

(1) Warum tbergeben wir einer Beispieltermfunktion A zur Auswahl des Beispiel-
terms das Argument cons(q*) des Selektors? Zur Beantwortung dieser Frage
nehmen wir an, dass Beispieltermfunktionen wie folgt definiert seien:

(a) A: Typ™°"°(P) — Term®™ (P) und
(b) A(r) € Term"™(P).

T

Terme wie indexpat(nil) und indexyag(cons(nil,nil)) wiirden durch solche
Beispieltermfunktionen immer durch identische Terme interpretiert werden.
Dies wiirde dazu fiihren, dass Gleichungen wie beispielsweise

indexy,s (nil)=indexp,., (cons(nil,nil))
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giiltig wiren. Es ist jedoch weder die Giiltigkeit noch die Ungiiltigkeit dieser
Gleichung beabsichtigt. Wie wir durch Beispiel 3.14 gesehen haben, vermeiden
wir durch Beriicksichtung des Arguments des Selektors die Giiltigkeit solcher
Gleichungen.

(2) Warum sind Beispieltermfunktionen nur fir monomorphe Typen definiert?
Der Grund ist, dass fiir polymorphe Typen nicht zwangslaufig ein Beispiel-
term in Form eines Konstruktorgrundterms existiert. So ist beispielsweise die
Menge Termg. ~ (P) fiir jedes Programm P leer. Wir kdnnen also mit Hil-
fe von Beispieltermfunktionen Termen wie indexg,(nil) nicht ohne weiteres
eine Deutung zuweisen. Wir beschrinken uns daher bei der Definition unse-
rer Semantik zunéchst auf Terme, die keine Typen mit Typvariablen enthal-
ten. Solche Terme wollen wir nachfolgend als monomorphe Terme bezeichnen.
Einen monomorphen Term ¢ mit fu(t) = () nennen wir dann monomorphen
Grundterm.

Betrachten wir nun Terme der Form case%(cons(q*),...) mit cons € C. Auch

solchen Termen wollen wir mit Hilfe von Beispieltermfunktionen eine Deutung zu-
weisen. Das bedeutet, dass wir fiir jede case-Funktion case® eine Beispieltermfunk-
tion A ,eec definieren und wir deuten einen Term der Form case% (cons(q*),...)

mit cons € C durch A .o (T, cons(q*)).

Aufbauend auf Beispieltermfunktionen kénnen wir nun einen Kalkiil zur Aus-
wertung monomorpher Grundterme definieren.

Definition 3.15 (Kalkiil zur Auswertung monomorpher Grundterme). Sei P ein
Programm ohne unvollstédndig-definierte Prozeduren. Sei weiter

o A%l = (Asel) seiesse(py €ine Familie von Beispieltermfunktionen und

o A% = (A,)exease(p) ebenfalls eine Familie von Beispieltermfunktionen.

Die Auswertung monomorpher Grundterme ist dann durch den folgenden Kalkiil
definiert:

(1) Sprache: Monomorphe Grundterme iiber P.

(2) Inferenzregeln: Im Folgenden bezeichnen ¢, ¢, . . ., ¢, Konstruktorgrundter-
me, consy,...,cons,, die verschiedenen Konstruktoren eines Typoperators,
sel’J den j-ten Selektor eines Konstruktors cons; und R + den Prozedurrumpf
einer Prozedur f. Weiter bezeichnen i und i’ verschiedene natiirliche Zahlen.
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ﬂ, falls g1 = ¢2 ﬂ, falls ¢1 # g2
true false
?consi(cons;(q1, ..., qn)) ?consy (cons;(q1, .-, qn))
true false

let z=t in r end

falls t — p sl Acase t
let z=t’ inr end’ PALA

let 2=q in 7 end

rlz/d]

case® (b,consy i t1,...,consy, : ty) ,
el s falls b — p.Asel_Acase b
/ . . B )
caseC (b, consy : t1,...,CONSy : tm
C .
casel (cons;(q1, ..., qn),- .., cons; : ti,...)
, falls cons; € C
t;
c )
casey (cons;(q1,. .-y qn),---)

fall ,2C
AcaseC (T7 CO’I’LSi(ql, PN ,Qn)) ’ als cons g

selbI (consi(q1y -y qjs- -1 qn))
4qj
seld (consy (qu, .., qj, - qn))
Aseli*j (7-7 cons;: (qla ey ey (In))
f(tl,...,ti,...jn)

Fltr, ot ot falls t; — p psel pcase t; und f & X°¢(P)

f<Q1a"'7q’ﬂ>
g(gf(qhm,qn)(Rf))[xl/qlv ce. 7l’n/Qn} ’

falls f € XP™°(P) gilt und & eine Typsubstitution ist, so dass
£(&fqr,....qn)(Ry)) ein monomorpher Term ist.'®

(3) Deduktion: Wir schreiben ¢ — p psel pcaze t/, falls eine Ableitung der Form

7, falls B(t)
existiert und die Bedingung B(t) erfiillt ist. Die transitive-reflexive Hiille der
Relation — p psel pcase nOtieren wir mit —7 s.ei pcase- Gilt £ =% rcer Acase ¢ Und

e . ’ . ’ . . |
existiert kein ¢’ mit ¢ — p aser acase ¢/, 50 schreiben wir ¢ — . Asel_pcase G- O

Wie man mit Induktion nachweisen kann, ist die Relation — p psel apcase konfluent.
Es existiert daher fiir jeden Term ¢ hochstens ein Term ¢ mit ¢ _’!R Asel Acase G-
Um mit dem Kalkiil Terme interpretieren zu konnen, die sowohl Typ- als auch

Termvariablen enthalten, fithren wir Typ- und Termuvariablenbelegungen ein.

10Die Typsubstitution ¢ ist notwendig, da nicht jeder instantiierte Prozedurrumpf
§f(a1,....an)(I2f) ein monomorpher Term ist. Beispielsweise ist fiir die Prozedurdefinition
function f(x : nat) : bool <= emptyy,=empty,, und den Prozeduraufruf £(0) der instantiierte Pro-
zedurrumpf empty,,=empty,, offensichtlich kein monomorpher Term. Die Typsubstitution £ stellt
also sicher, dass der durch einen Prozeduraufruf eingefiihrte Term wieder ein monomorpher Term
ist. Die Typsubstitution £ hat keinen Einfluss auf die weitere Auswertung.
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Definition 3.16 (Typvariablenbelegung). Sei P eine Programm. Eine Funktion
o Vi — Typ™***(P)

heifst Typvariablenbelegung bzgl. P. Die homomorphe Erweiterung von « auf Typen
und Terme ist wie folgt definiert:

(1) alllr1,.--, 7)) i=Cla(r), ..., a(th)]-
(2) a(xr) = Ta(r)-
(3) a(let z,:=r int end) := let x4(;):=a(r) in a(t) end.
4) a(fr(te,...,tn) = fa)(alty), ..., a(ty)).
O
Definition 3.17 (Termvariablenbelegung). Sei P ein Programm. Eine Funktion

a: VOO (P(Q)) — Term®™ (P)

cons

mit a(x,;) € Term,_ (P) heifst Termvariablenbelegung bzgl. P. Die homomorphe
Erweiterung von a auf Terme ist wie folgt definiert:

(1) a(let z,:=r int end) := let x,:=a(r) in a(t) end.

(2) a(fr(t1,...,tn) = frla(ty),...,a(tn)).

O
Wir bezeichnen im Folgenden mit a, o/, ... immer Typvariablenbelegungen und
mit a,a’, ... Termvariablenbelegungen. Da durch die Bezeichnung immer klar ist,

ob es sich um eine Typ- oder Termvariablenbelegung handelt, sprechen wir auch
kurz von Variablenbelegungen. Auf Basis von Variablenbelegungen kénnen wir nun
die Semantik von Programmen ohne unvollsténdig-definierte Prozeduren definieren.

Definition 3.18 ([-]5 %\t pcase)- Sei P ein Programm ohne unvollstandig-definierte

Prozeduren und « und a Variablenbelegungen bzgl. P. Sei weiter
o A% = (Aye)serexs(py eine Familie von Beispieltermfunktionen und
o A% = (A.)cexease(p) ebenfalls eine Familie von Beispieltermfunktionen.

Die Deutung [[t]]%:‘isel’Acase eines Terms t € Term(P) bzgl. P, A%, A% o und a
ist definiert durch

!
o [0 S0 ]
a= L, sonst.!!

Wir bezeichnen einen Term ¢t € Term(P) als P-definiert gdw. fiir alle Variablenbele-
gungen o und a und alle Familien von Beispieltermfunktionen A% = (A,) sexeel(P)
und A = (A;) exease(p) gilt

(L] Aser pease # L.
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Wir kommen nun zur Definition der Semantik beliebiger Programme. Hierzu
verwenden wir faire Vervollstdndigungen von Programmen [59]. Die Grundidee der
fairen Vervollstindigungen besteht darin, alle Vorkommen von * in den Funkti-
onsriimpfen der unvollstindig-definierten Prozeduren durch beliebige Terme zu er-
setzen, wobei das Terminierungsverhalten des Programms durch diese Ersetzungen
nicht verdndert werden darf. Die formale Definition der fairen Vervollstidndigungen
sieht wie folgt aus:

Definition 3.19 (Faire Vervollstindigung). Sei P ein Programm. Eine faire Ver-

vollstindigung von P ist jedes Programm P ohne unvollstindig-definierte Funk-
tionsprozeduren, dass die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Jede Typoperatordefinition aus P und jede vollstindig-definierte Prozedurde-
finition aus P ist in P enthalten.

(2) Fiir jede unvollsténdig-definierte Prozedurdefinition

function f(z* : 7") : 7 < Ry

in P existiert eine vollstindig-definierte Prozedurdefinition
function f(z*:7%): 7 < R}

in ]3, so dass gilt:

(a) Ry = Ri[m « *,...,m < *| mit {my,... .7} = Pos™(Ry) und
(b) V7 € Pos™(Ry) ist RY|x P-definiert.
Hierbei ist Pos™(Ry) wie folgt definiert:

Pos™(Ry) := {m € Pos(Ry) | Ry|r = *}.

O

Auf Basis der fairen Vervollstindigungen definieren wir P-Interpretationen. Die-
se P-Interpretationen deuten, wie bereits gesagt, alle Ausdriicke, deren Deutung
durch die unvollsténdige Definition eines Programms P offen geblieben sind.

Definition 3.20 (P-Interpretation). Sei P ein Programm. Eine P-Interpretation
ist eine Tupel der Form (P, A% A®*®) wobei gilt

(1) P ist eine faire Vervollstindigung von P,

(2) A% = (Asel)selezsel(ﬁ) ist eine Familie von Beispieltermfunktionen bzgl. P,
(3) Acase — (Ac)cexcm(ﬁ) ist eine Familie von Beispieltermfunktionen bzgl. P.

Die Komponenten einer P-Interpretation I bezeichnen wir im Folgenden mit ]31,
A% und Agase, O

Wir bezeichnen Variablenbelegungen o und a als I-Variablenbelegungen falls
die Variablenbelegungen bzgl. der fairen Vervollstindigung P; definiert sind. Die
Semantik eines beliebigen Programms P bzgl. einer P-Interpretation ist dann wie
folgt definiert:

HMit dem Funktionsergebnis L driicken wir aus, dass die Funktion an dieser Stelle undefiniert
ist.
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Definition 3.21 ([-]%; und [-]»%). Sei P ein Programm und I eine P-Interpreta-
tion. Seien weiter a und a I-Variablenbelegung. Die Semantik [7]% ; eine Typs
7 € Typ(P) bzgl. I und « ist definiert durch

P12, = Tormeom ().
Die Semantik [t]7 eines Terms ¢ € Term(P) bzgl. I, a und a ist definiert durch

a,a | a,a
455 = 115" g pge
O

Da wir an Verifikation interessiert sind, wollen wir auch Aussagen iiber Pro-
gramme formulieren. Programmaussagen formulieren wir hierbei mittels boolscher
Terme b, wobei die Termvariablen in b als universell quantifiziert angesehen werden.
Bevor wir die Semantik solcher Programmaussagen definieren, betrachten wir dazu
ein Beispiel:

Beispiel 3.22. Sei P’ das Programm, das neben dem Typ bool nur aus der Pro-
zedurdefinition
function f(x : @a) : Qa < *

besteht. Dann ist
if(—Xea=f(Xea), 1f (—f(Xea)=f (f(Xea)); Xea=f (£(Xea)), false), false) (3.6)

eine Programmaussage iiber P’. Man kann jetzt argumentieren, dass diese Aussage
fiir P’ giiltig ist, da in P’ der Typ bool die einzig mogliche Ersetzung fiir @a ist und
fiir diese Ersetzung die Aussage (3.6) giiltig ist. Die allgemeine Argumentationsweise
fiir die Giiltigkeit von Aussagen iiber ein Programm P wéire demnach, dass eine
Programmaussage ® gilt, falls jede Instanz von ®, in der Typvariable durch die
monomorphen Typen von P und Termvariable durch Konstruktorgrundterme dieser
monomorphen Typen ersetzt werden, giiltig wire:

Fiir alle P-Interpretationen I und alle P-Variablenbelegungen « und a
gilt
[[b]]%:'} = true.

Allerdings ist diese Definition der Giiltigkeit fiir die Verifikation von Programmen
ungeeignet. Das Kernproblem ist hier, das Giiltigkeit nicht monoton ist. Anders
gesagt, wahre Programmaussagen kénnen mit Erweiterung eines Programms falsch
werden. Erweitert man beispielsweise das Programm P’ um die Typoperatordefini-
tion Dpae (Abbildung 3.1), so gilt (3.6) offensichtlich nicht mehr. Da Programme
jedoch inkrementell entwickelt werden, hat die Nicht-Monotonie zur Folge, dass al-
le bereits berechneten Beweise nach einer Programmerweiterung erneut auf ihre
Giiltigkeit hin iiberpriift werden miissen. Da dies offensichtlich fiir den praktischen
Einsatz unsinnig ist, verwerfen wir diese Definition der Giiltigkeit. O

Um das Problem der Nicht-Monotonie zu vermeiden, muss die Giiltigkeit von
Aussagen @ iiber ein Programm P erhalten bleiben, wenn die Typvariablen in &
durch beliebige monomorphe Typen (also insbesondere auch solche, die nicht mit
den Typoperatordefinitionen von P gebildet werden konnen) ersetzt werden. Dies
fiihrt zu folgender Definition der Giiltigkeit von Programmaussagen:

Definition 3.23 (Giiltigkeit von Programmaussagen). Wir bezeichnen einen bool-
schen Term als P-giiltig oder kurz als giiltig (in Zeichen b =p true), falls fiir alle
P-Interpretationen I und alle I-Variablenbelegungen a und a gilt

[o] ;‘Il = true.
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Durch die Verwendung von I-Variablenbelegungen in Definition 3.23 wird die
Monotonie der Giiltigkeit von boolschen Termen sichergestellt:

Lemma 3.24 (Monotonie der Giiltigkeit). Sei P ein Programm und b € Zerm(P)
ein P-giiltiger boolscher Term. Fiir jede Programmerweiterung P’ von P ist dann
b auch P’-giiltig. O

Beweis. Sei I’ eine beliebige aber feste P’-Interpretation und o/ und a’ beliebige
aber feste I’-Variablenbelegungen. Da P’ eine Programmerweiterung von P ist,

ist I" auch eine P-Interpretation. Daraus folgt, dass [b]p;; = true gilt und damit

auch [b] %/,’3/, = true. Da I, o/ und a’ beliebig gewiihlt waren, folgt, dass b P'-giiltig
ist. O

Fiir die Deutung eines Terms sind lediglich die Deutungen der Typ- und Term-
variablen relevant, die auch im Term enthalten sind. Wir schreiben daher hiufig

[[t]][;711:04(1/1),...,1171:(1(1/1)][xl:a(ml),...,wm:a(cvm)]

statt [¢]% 7, wobei {v1,...,v,} = to(t) und {z1,...,zm} = fo(t) gilt.
Damit haben wir die Semantik der Sprache £ vollstindig definiert. Kommen wir
nun zur Terminierung von £-Programmen.

Definition 3.25 (Terminierung). Sei P ein Programm. Eine Prozedur f € 3P™¢(P)
mit f: 7 X ... X T, — 7 terminiert in P gdw. fiir alle P-Interpretationen I, alle
I-Variablenbelegungen o und a und alle g1 € [71]3;, .., qn € [ma]p; gilt

[[f(xl, . 71.”) ;:[Izlzlh,...,zn:qn} # 1

Eine Programm P terminiert gdw. jedes Funktionssymbol in P terminiert. O

3.5 Eigenschaften von Programmen

Nachdem wir nun die Syntax und Semantik der Programmiersprache von veriFun
definiert haben, wollen wir in diesem Abschnitt die wichtigsten Eigenschaften der
Funktionssymbole eines Programms P angeben. Die Giiltigkeit dieser Eigenschaften
folgt direkt aus den Definitionen des Abschnitts 3.4. Wir verzichten daher auf die
Angabe der entsprechenden Beweise. Die Eigenschaften sind insbesondere fiir das
Verstandnis des im zweiten Teil der Arbeit definierten Auswertungskalkiils wich-
tig. Weiter definieren wir in diesem Abschnitt fiir die Funktionssymbole eines Pro-
gramms die Begriffe assoziativ, kommutativ und transitiv.

Lemma 3.26 (Eigenschaften von Konstruktoren und Selektoren). Sei P ein termi-
nierendes Programm und D € P eine Typoperatordefinition der Form

structure ([v*] <
consi(seli1 :Ti1,- .., 8€l my @ Tim, ),

consy(seln1: Tna,---s8€lnm,  Tnmn, )-
Weiter seien 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j und k € {1,...,m;} sowie
o X" =X1,...,Xm,,

* —

® X =X1,...,Xmy

L4 y* ZY17~-~>ija
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o A= AND(x1=%1,...,%Xm,=Zm, )-
Fiir die Konstruktoren und Selektoren von ¢ gelten dann die folgenden Aussagen:
(1) if(cons;(x*)=cons;(%*), A,~A) =p true.
(2) —(cons;(x*)=cons;(y*)) =p true.

(3) sel; x(cons;(x*))=x*

=p true.
(4) 7cons;(cons;(x*)) =p true.
(5) —7cons;j(cons;(x*)) =p true.

O

Aussage (1) von Lemma 3.26 beschreibt die Injektivitit von Konstruktoren.
Das bedeutet, Konstruktoren repriisentieren injektive Funktionen. Aussage (2) von
Lemma 3.26 beschreibt die Eindeutigkeit von Konstruktoren. Unter Eindeutigkeit
verstehen wir hierbei die Tatsache, dass verschiedene Konstruktoren unterschiedli-
che Werte als Ergebnis liefern. Aussagen (3), (4) und (5) beschreiben schlieflich die
Semantik von Selektoren und Strukturpridikaten.

Lemma 3.27 (Eigenschaften von Strukturprédikaten). Sei P ein terminierendes
Programm und D € P eine Typoperatordefinition der Form

structure ([v*] <
consy(seli1 11,5 8€limy  Tim, ),

consp(seln1: Tna,---s8€lnm, * Tnm,)-

Weiter seien 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j. Fiir die Strukturpriadikate von ( gelten
dann die folgenden Aussagen:

(1) OR(?consi(x),...,7cons,(x)) =p true.
(2) if(?cons;(x),~7cons;j(x),true) =p true.
(3) if(?coms;(x),x=cons;(sel;1(x),...,sel;m,(x)),true) =p true.
O

Aussagen (1) und (2) von Lemma 3.27 stellen sicher, dass fiir jeden ([v*]-Wert
genau einer der Strukturtests giiltig ist. Wir bezeichnen diese Eigenschaft auch als
Vollstandigkeit und Eindeutigkeit der Strukturtests.

Lemma 3.28 (Eigenschaft der Gleichheit). Sei P ein terminierendes Programm.
Fiir die Gleichheit = gelten dann die folgenden Aussagen:

(1) x=x =p true.
(2) if(x=y,y=x,(y=x)) =p true.
O

Aussage (2) von Lemma 3.28 beschreibt die Symmetrie der Gleichheit. Das be-
deutet, dass wir die linke und rechte Seite einer Gleichung vertauschen kénnen, ohne
die Bedeutung der Gleichung zu veréndern.
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Lemma 3.29 (Eigenschaft von case). Sei P ein terminierendes Programm und
D € P eine Typoperatordefinition der Form

structure ([v*] <
consy(seli1 T,y 8€limy  Tim, ),
consp(seln1: Tn,---s8€lnm, * Tnmn,)-
Weiter sei ¢ € {1,...,n}. Es gilt dann die folgende Aussage:
case(cons;(X1,...,Xm;),-..,CONS; 1 Y,...)=y =p true.
O

Fiir eine vollstéindig definierte Prozedur f mit Prozedurrumpf R gilt die fol-
gende Aussage:
f(z*)=R; =p true. (3.7)

Fiir unvollstédndig definierte Prozeduren ist der Prozedurrumpf jedoch kein Term
iber P und wir kénnen daher auch nicht ohne weiteres eine Aussage der Form (3.7)
fiir unvollsténdig definierte Prozeduren formulieren. Vielmehr ist es notwendig, jedes
Vorkommen von * im Prozedurrumpf durch einen entsprechenden Term iiber P zu
ersetzen:

R} := Ry[m — f(z%),...,my — f(z*)] mit {my,..., 7} = Pos™(Ry).
Es folgt dann dass folgende Lemma

Lemma 3.30 (Eigenschaft von Prozeduren). Sei P ein Programm und D € P eine
Prozedurdefinition der Form

function f(z1 :71,...,%n 1 Ty) : T < Ry,
Fiir die Prozedur f gilt dann die folgende Aussage:
f(z")=R} =p true.
O

Kommen wir nun zur Definition der Kommutativitéit, Assoziativitit und Tran-
sitivitét.
Definition 3.31 (Kommutativitéit, Assoziativitit und Transitivitat). Sei P ein
terminierendes Programm. Seien weiter f,g € ¥(P) Funktionssymbole mit

S(P)f) = mxT—>T,
¥(P)(g) = 7 X7 — bool.

Wir nennen

e f kommutativ bzgl. P (oder kurz kommutativ), falls gilt
f(x,y)=f(y,%) =p true.
e f assoziativ bzgl. P (oder kurz assoziativ), falls gilt

f(xa f(Y7 z))=f(f(xay); Z) =p true.

e g transitiv bzgl. P (oder kurz transitiv), falls gilt

if(g(x,y),1f(9(y,2), 9(x,z), true), true) =p true.
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Diree = structure tree[@a] «
nil,
leaf(value : Qa),
node(left : tree,right : tree)

Deien = function elem(v: @a,t: tree[@a]): bool <
if(7nil(t),

false,

if(?leaf(t),
value(t) = v,
if(elem(v,left(t)),

true,
elem(v,right(t)))))

Abbildung 3.3: Typoperator- und Prozedurdefinition von tree und elem.

3.6 Unvollstindige Fallunterscheidungen

Wir gehen in diesem Abschnitt auf einige Fragen beziiglich unvollstindiger Fallun-
terscheidungen ein, die bisher offen geblieben sind. Die hierbei betrachteten Bei-
spiele sind auf Basis der Typoperatordefinition D¢, aus Abbildung 3.3 definiert.

(1)

Wofiir bendtigen wir unvollstandige Fallunterscheidungen? Betrachten wir zur
Beantwortung dieser Frage den Term

if(7node(t),
0,
case(t,
nil : 0,
leaf : 1,
node : plus(42,0))).

Die Semantik dieses Terms ist aufgrund der Bedingung ?node(t) des if-Terms
vollkommen unabhéngig vom node-Zweig der inneren Fallunterscheidung. Fiir
eine effiziente symbolische Auswertung ist es daher sinnvoll und korrekt diesen
Zweig aus der Fallunterscheidung zu entfernen. Dadurch werden unnotige Ver-
einfachungen des node-Zweigs verhindert. Der Auswertungskalkiil vereinfacht
daher den Term (3.8) zu der folgenden unvollstindigen Fallunterscheidung:

if(7node(t),
0,
case(t,
nil: o0,
leaf : 1)).

Unvollstidndige Fallunterscheidungen entstehen daher wéihrend der symboli-
schen Auswertung eines Terms ¢, falls der Kontext von Fallunterscheidungen
sicherstellt, dass gewisse Zweige der Fallunterscheidungen irrelevant fiir die
Bedeutung des Terms ¢ sind.

Warum bendtigen wir trotz unvollstindiger Fallunterscheidungen das Sym-
bol * zur Definition unvollstindig-definierter Prozedurdefinitionen? Unsere in-
tendierte Semantik einer unvollstindig-definierten Prozedur f ist, dass jeder
Prozeduraufruf f(¢*) fiir den die Prozedurdefinition von f keine Bedeutung
festlegt, durch einen beliebigen Term interpretiert werden darf. Definieren wir
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jedoch unvollsténdig-definierte Prozedurdefinitionen auf Basis unvollstindiger
Fallunterscheidungen, so ist diese intendierte Semantik nicht mehr gegeben.
Betrachten wir hierzu die folgende Prozedurdefinition:

function dummy(n,m: tree) : nat <
case(n,

leaf : O, (3.9)
node : 1).
Die Bedeutung von Prozeduraufrufe der Form
dummy(nil, t) (3.10)

ist durch die Prozedurdefinition (3.9) nicht festgelegt. Die Bedeutung solcher
Prozeduraufrufe ist jedoch auch nicht vollsténdig beliebig. Vielmehr ist es so,
dass alle Prozeduraufrufe der Form (3.10) das gleiche Ergebnis liefern. Das
bedeutet, dass fiir die Prozedurdefinition (3.9) die folgende Gleichung giiltig
ist:

dummy(nil,n)=dummy(nil,m). (3.11)

Dies entspricht nicht unserer intendierten Semantik unvollstdndig-definierter
Prozeduren. Wir wollen ja Terme wie dummy(nil,n) und dummy(nil,m) jeweils
durch beliebige aber unbekannte Werte interpretieren. Durch die Giiltigkeit
der Gleichung sind die Werte der Terme dummy(nil,n) und dummy(nil,m) nicht
mehr vollsténdig beliebig. Modifizieren wir die Prozedurdefinition von dummy

zu
function dummy(n,m: tree) : nat <

case(n,
nil : *, (3.12)
leaf : 0,
node : 1).

so ist Giiltigkeit der Gleichung (3.11) nicht mehr gegeben. Insgesamt bedeu-
tet das, wir kdonnen zwar unvollstdndig-definierte Prozeduren auf Basis un-
vollsténdiger Fallunterscheidungen definieren, jedoch entspricht die Seman-
tik dieser Prozeduren nicht unsere intendierten Semantik. Wir werden daher
im nichsten Abschnitt den Rumpf von Prozeduren auf Terme beschrinken,
die keine unvollsténdigen Fallunterscheidungen enthalten, um sicherzustellen,
dass die Semantik unvollstdndig-definierter Prozedurdefinitionen unserer in-
tendierten Semantik entspricht. Das bedeutet, dass unvollstindige Fallunter-
scheidungen nur wahrend der symbolischen Auswertung auftreten.

(3) Ist es notwendig explizite Funktionssymbole case® fiir unvollstindige Fallun-
terscheidungen einzufithren? Eine alternative Moglichkeit zur Reprisentation
unvollstédndiger Fallunterscheidungen wére die irrelevanten Zweige einer Fall-
unterscheidung mit Hilfe einer Annotation im Term zu markieren:

if(7node(t),
0,

case {node} (t7 (313)
nil: o,
leaf : 1,

node : 42)).

Dieser Term reprasentiert dann die unvollstdndige Fallunterscheidung (3.9).
Diese unvollstindige Fallunterscheidung wird aber beispielsweise auch durch
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den folgenden Term reprasentiert:

if(7node(t),
0?
case "%} (t
nil: O,
leaf : 1,
node : 43)).

; (3.14)

Das bedeutet, dass zwei syntaktisch verschiedene Terme die gleiche unvoll-
stdndige Fallunterscheidung reprasentieren kénnen. Termgleichheit kann dann
nicht mehr rein syntaktisch iiber die Termstruktur definiert werden, sondern
muss unter Beriicksichtigung der Annotation definiert werden. Dies ist jedoch
wenig intuitiv und wir verwenden daher explizite Funktionssymbole zur Re-
prisentation unvollstindiger Fallunterscheidungen.

3.7 Zusatzliche Vereinbarungen

Abschlieffend wollen wir noch einige Vereinbarungen fiir Programme und Terme
treffen, die die Definitionen der nachfolgenden Kapitel vereinfachen, ohne jedoch
die Ausdrucksfahigkeit der Sprache £ zu beschrinken.

Wir betrachten nachfolgend ausschlielich Programme, die die Typoperatorde-
finition Dyay (Abbildung 3.1) zur Représentation der natiirlichen Zahlen und die
Prozedurdefinition D, (Abbildung 3.2) zum Vergleich natiirlicher Zahlen enthalten.
Um durch diese Vereinbarung die Definition von Programmen nicht aufzubl&hen,
verzichten wir jedoch darauf, die Definitionen Dp,; und D- explizit anzugeben, wenn
wir Programme notieren. Weiter notieren wir die Konstruktorgrundterme des Typs
nat durch die entsprechenden natiirlichen Zahlen. So schreiben wir beispielsweise 3
statt succ(succ(succ(0))).

Wir betrachten nachfolgend ausschliefslich Terme, die keine Teilterme der Form

f # if und t; € Termpo1(P) fiir ein

flt1, ... t,) mit ic{l,....n}

(3.15)
enthalten. Durch diese Einschridnkung gewéhrleisten wir, dass das Funktionssym-
bol if der einzige Junktor zur Konstruktion boolscher Ausdriicke ist. Insbesondere
stellen wir durch die Einschrankung sicher, dass wir ausschlieflich Gleichungen von
nicht-boolschen Termen betrachten.

Fiir die Riimpfe von Prozeduren treffen wir eine weitere Vereinbarung. Zur Fest-
legung dieser Vereinbarung fithren wir zunéchst den Begriff des £-normalisierten
Terms ein.

Definition 3.32 (L-normalisierte Terme). Sei P ein Programm. Ein Term ¢ €
Term(P) wird als L-normalisiert bezeichnet, falls der Term case- und let-frei ist
oder der Term die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Fiir alle Teilterme der Form let x:=s in r end ist s case- und let-frei und r
L-normalisiert.

(2) Fiir alle Teilterme der Form case(b, consy : t1,...,cons, : t,) ist b case- und
let-frei und alle Zweige t; sind L£-normalisiert.

O

Wir betrachten dann im weiteren Verlauf dieser Arbeit ausschlieflich Program-
me mit Prozedurdefinitionen function f(mil yo.,x )T < Ry, deren Prozedur-
riimpfe Ry die folgenden Eigenschaften haben:
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o Ry ist ein L-normalisierte Term und enthélt Terme der Form x(...) ausschlief-
lich als Zweige von case-Termen.

e Ry enthélt nur case-Terme der Form case(b, consy : ti1,...,cons, : t,) wo-
bei consy, ..., cons, alle Konstruktoren des entsprechenden Typoperators be-
zeichnen.
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Kapitel 4

Grundlagen des
Induktionsbeweisens

Wie wir in Kapitel 2 bereits beschrieben haben, werden Eigenschaften von Program-
men im \@riFun—System mit Hilfe so genannter Lemmata formuliert. Die Giiltigkeit
dieser Lemmata wird mit Hilfe von Induktion auf Basis von Sequenzen bewiesen.
Die hierbei verwendeten Induktionsaxiome werden durch fundierte Relationenbe-
schreibungen reprasentiert. In diesem Kapitel definieren wir Syntax und Semantik
dieser Lemmata, Sequenzen und Relationenbeschreibungen. Hierzu erweitern wir im
wesentlichen die in [46] und [52] definierten Begriffe auf das polymorphe Typsystem
des \/eriFun—Systems.

In Abschnitt 4.1 fithren wir zunfchst einige grundlegende Begriffe wie Atom,
Literal und Quantifikation ein. Aufbauend auf diesen Begriffen definieren wir dann
Sequenzen und Lemmata. Anschliefend definieren wir in Abschnitt 4.2 unsere poly-
morphe Erweiterung der Relationenbeschreibungen. Diese Erweiterung ist unkom-
pliziert und erfordert keinen gréfseren Aufwand.

4.1 Lemmata, Sequenzen und Klauseln

Fir ein Programm P bezeichnen wir einen let- und case-freien Term a €
Termpoor (P) \ {false} als Atom oder positives Literal. Die Menge der Atome iiber
P notieren wir mit A¢(P). Ein Atom der Form I=r bezeichnen wir als atomare
Gleichung und die Menge aller atomarer Gleichungen iiber P bezeichnen wir dann
mit A4t (P). Analog dazu bezeichnen wir ein Atom der Form ?cons(t) als atoma-
ren Strukturtest und notieren die Menge aller atomaren Strukturtests mit.4¢’ (P).
Einen Term [ € Tertyoo1 (P) mit

I =false oder [ = if(a,false,true) fir ein a € 4¢(P) \ {true}

nennen wir negatives Literal und die Menge aller positiven und negativen Literale
iiber P notieren wir mit Lit(P). Als Junktor verwenden wir das Funktionssym-
bol case{true.false}l (kury if). Konjunktion, Disjunktion, Negation und Implikation
lassen sich dann wie folgt ausdriicken:

if(a,b, false) (Konjunktion),

if(a,true,b) (Disjunktion),
if(a,false,true) (Negation),

if(a,b, true) (Implikation).

95
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Fiir Negationen if(a, false, true) schreiben wir auch kurz —a. Das Komplement |
und das Atom |!| eines Literals ! definieren wie folgt:

false falls | = true, true falls [ = true,
7. true falls [ = false, 0 = true falls [ = false,

a falls | = —a, a falls | = —a,

=l sonst, l sonst.

Fiir endliche Listen boolscher Terme legen wir Konjunktion und Disjunktion wie
folgt fest:

AND({)) := true,
AND(()) = |,
AND((ll,lg,ln>> = i:f(ll,AND(<l2,...,ln))7false),
OR(()) := false,
OR(()) = 1,
OR(<ll,lz,ln>) = if(ll,true, OR(<12,,Zn>))

Fiir AND({l1,...,15)) bzw. OR({l1, ..., l,)) schreiben wir auch kurz AND(l4,...,l,)
bzw. OR(ly,...,l;). Umn Konjunktionen und Disjunktionen fiir endliche Mengen
boolscher Terme zu definieren, setzen wir eine totale Ordnung > auf allen Termen

voraus. Fiir {ly,...,l,} mit Iy > ... > [, setzen wir dann
AND({l1,...,1,}) = AND({,...,l,),
OR({l1,...,ln}) = OR(l,...,ln).
Einen Ausdruck der Form
allwvy,...,up, 2t i1y, ..., 2™ T b (4.1)
mit vy,...,v, € Vi, xll,...,xﬁjn € V(QP)) und b € Tertmpo01(P) nennen wir

Quantifikation iber P. Die Menge aller Quantifikationen iiber P bezeichnen wir mit
Q(P). Die Typvariablen v1, ..., v, bzw. die Termvariablen z7 ,..., 27 der Quan-
tifikation (4.1) nennen wir gebundene Typ- bzw. Termwvariablen der Quantifikation.
Weiter bezeichnen wir eine Typvariable v als freie Typvariable der Quantifikation
(4.1), falls v € tw(b) gilt und v; # v fiir alle ¢ € {1,...,n}. Eine Termvariable
2, bezeichnen wir als freie Termvariable der Quantifikation, falls z, € fu(b) gilt
und z, # z& fiir alle i € {1,...,m}. Die Mengen der freien und gebundenen
Termvariablen einer Quantifikation ¢ notieren wir dann mit fu(q) und bv(q). Eine
Quantifikation ¢ nennen wir geschlossen, falls fiir diese Quantifikation keine freien
Typ- und Termvariablen existieren. Fiir eine Quantifikation der Form all b, d.h.
eine Quantifikation ohne gebundene Typ- und Termvariablen, schreiben wir auch
kurz b. Fiir ein terminierendes Programm P heifst eine geschlossene Quantifikation
all v* z* : 7" b giiltig (in Zeichen P | all v* z* : 7 b), falls gilt

b =p true

Aufbauend auf Quantifikationen definieren wir Lemmata.’

IDie Syntax von Lemmata im \/eriFun—System unterscheidet sich von unserer Syntax dadurch,
das die Typvariablen nicht quantifiziert werden, d.h. ein Lemma wie

lemma = transitive <= all @a,x:Qa,y:Qa,z:Qa if(x=y,if(y=z, x=t, true), true)

wird in AriFun wie folgt notiert:

lemma = transitive < all x:@Qa,y:Qa,z: Qa if(x=y,if(y=z,x=t, true), true).



4.1. LEMMATA, SEQUENZEN UND KLAUSELN 57

Definition 4.1 (Lemma). Sei P ein terminierendes Programm, | € S,,,, und ¢ eine
geschlossene Quantifikation iiber P. Der Ausdruck

lemmal < ¢

heifit Lemma iber P und ist giltig in P (in Zeichen P = lemmal < ¢) gdw. P =g
gilt. O

Ahnlich wie fiir Prozeduren wollen wir uns im Nachfolgenden auf Lemmata be-
schrinken, die nur case-Terme der Form case(b, cons; : t1,...,cons, : t,) enthal-
ten, wobei consy,...,cons, alle Konstruktoren des entsprechenden Typoperators
bezeichnen. Das bedeutet, dass Lemmata immer durch vollstdndige Fallunterschei-
dungen definiert sind.

Die Giiltigkeit von Lemmata wird in VeriFun mit Hilfe von Sequenzen nachge-
wiesen.

Definition 4.2 (Sequenzen). Sei P ein terminierendes Programm, H eine endliche
Menge von Literalen, IH eine endliche Menge von Quantifikationen und g ein Term
des Typs bool. Ein Ausdruck der Form

H/IHt\ g
heifit Sequenz dber P, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) Fiir alle ¢ € IH gilt, ¢ enthélt keine gebundenen Typvariablen.
(2) Fiir alle ¢, ¢’ € IH mit q # ¢ gilt bv(q’) N bu(q) = 0.

H heiltt Hypothesenmenge der Sequenz, IH Induktionshypothesenmenge der Se-
quenz und g Goal-Term der Sequenz. O

Beispiel 4.3. Sei P das Programm aus Beispiel 3.12. Dann sind die folgenden
Ausdriicke Sequenzen iiber P:

{1=empty}, - length(add(n,1))>length(1),

{1#empty}, {length(add(n,t1(1)))>length(t1(1))} -
length(add(n,1))>length(1).

O

Definition 4.4 (Semantik von Sequenzen). Sei P ein terminierendes Programm
und H, IH F g eine Sequenz iiber P. Sei weiter

(1) {3,272, } = fo(H) U fo(IH) U fo(e(g)) und
2) {yz -y = bu(IH).
Die Sequenz H, IH F g heifit giiltig in P (in Zeichen P = H, IH | g), falls gilt:

Fiir alle P-Interpretationen I, alle I-Typvariablenbelegungen « und alle
di € [nlp - dn € [a]p; existieren er € [{]5 .- em € [7,]51
so dass gilt

ABIET " =truen A RIETT T = true
heH (all z*:7* b)elH

— [g) /") = true
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O
Es gilt offensichtlich das folgende Lemma:
Lemma 4.5. Sei P ein terminierendes Programm und
lemmal < allv*,z*:7%b
ein Lemma iiber P. Es gilt dann
PElemmal < allv*,z*:7°b gdw. PE0,0Fb.
O

Wie wir in Abschnitt 2.2 beschrieben haben, ist fiir jedes Lemma,
lemmal! < allv*,z*:7°b

der Wurzelknoten des durch veriFun mit dem Lemma assoziierten Beweisbaums
durch eine Sequenz

0,0F0b

gegeben. Mit Lemma 4.5 bedeutet das, dass die Giiltigkeit des Wurzelknotens des
Beweisbaums die Giiltigkeit des Lemmas impliziert. Da weiter fiir jede Beweisregel

seq

_ (4.2)
S€q1, ..., SEqQn

des HPL-Kalkiils gilt
Plseqi A...\NP = seq, = P = seq,

folgt somit, dass die Giiltigkeit des Lemmas bewiesen ist, falls

(1) die Giiltigkeit der wiahrend der Konstruktion des Beweisbaums verwendeten
Lemmata bewiesen wurde, sowie

(2) die Blétter des Beweisbaums durch Sequenzen mit Goal-Term true gegeben
sind.

Fiir die Verwendung von Lemmata und Induktionshypothesen in formalen Be-
weisen ist es sinnvoll, diese durch Klauselmengen zu représentieren. Als Klausel
bezeichnen wir eine nicht-leere, endliche Menge {l1,...,l,} von Literalen. Um die
freien und gebundenen Typ- und Termvariablen von Lemmata und Induktionshypo-
thesen korrekt in Klauseln zu reprisentieren, fithren wir folgende Vereinbarung ein:
Lemmata und Induktionshypothesen verwenden ausschlieflich ungestrichene Typ-
und Termvariablen, d.h. keine Variablen wie @a’ bzw. x’. Gebundene Typ- und Term-
variablen werden dann in Klauseln immer als gestrichene Typ- und Termvariable
reprasentiert. Zum Beispiel konnen wir das Lemma

lemma = transitive < all @a,x:@Qa,y:Qa,z:Qa
if(x=y, if(y=z,x=t, true), true)

durch die folgende Klauselmenge reprisentieren:
{{_‘(Xéa’zy/@a')? _‘(yé}a’zzé@a’)? Xéa’zzéa’ }}

Die Menge aller gestrichenen Typvariablen eines Terms ¢ bzw. einer Klausel C notie-
ren wir mit ¢/ (t) bzw. #/(C) und die Menge aller gestrichenen Termvariablen eines
Terms t bzw. einer Klausel C' mit fv'(t) bzw. fo/ (C). Wir bezeichnen eine Klausel
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als geschlossen, wenn sie ausschlielich gestrichene Typ- und Termvariablen enthélt.
Fiir ein terminierendes Programm P ist eine geschlossene Klausel {l1,...,1,} giiltig
in P (in Zeichen P = {l1,...,l,}), falls gilt

OR(ly,...,l,) =p true.

Schliefslich bezeichnen wir eine Klauselmenge {C1,...,C,} und eine Quantifi-
kation all v*,xz* : 7* b als dquivalent, falls fiir alle P-Interpretationen I und alle
I-Variablenbelegungen o und a gilt

[AND({OR(C1),..., OR(Cn)})]p7 = true gdw. [oe¢(b)]p] = true.

Hierbei bezeichnen £ und o Typ- und Termsubstitutionen, die die Typ- und Term-
variable v* und z* in ihre gestrichenen Pendants umbenennen. Wir gehen im Fol-
genden davon aus, dass mit jeder Quantifikation g eine dquivalente Klauselmenge
C, assoziiert ist. Diese dquivalente Klauselmenge C,; kann, wie in [50] skizziert, mit
Hilfe der Methoden aus beispielsweise [14], [31] oder [40] berechnet werden. Fiir ein
Lemma

lem = (lemmal < q)

bezeichnen wir die mit g assoziierte Klauselmenge C, auch mit Cjep, oder mit C;.

4.2 Relationenbeschreibungen

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt die in [46] und [50] eingefiihrten Relatio-
nenbeschreibungen auf das polymorphe Typsystem des \/eriFun—Systems. Hierzu
definieren wir zunichst polymorphe Relationenbeschreibungen und definieren dann
fiir diese polymorphen Relationenbeschreibungen die Begriffe umbenannte Varian-
te, Typinstantiierung, Domain-Generalisierung, Range-Generalisierung und Sepa-
rierung.? Danach definieren wir die durch Typoperator- und Prozedurdefinitionen
definierten polymorphen Relationenbeschreibungen.

Bevor wir polymorphe Relationenbeschreibungen definieren kénnen, benétigen
wir den Begriff der partiellen Termsubstitution.

Definition 4.6 (Partielle Termsubstitutionen). Sei (€2, ¥) eine Signatur. Eine par-
tielle Abbildung 6 : V() — Term($2, X) heifit partielle Termsubstitution, falls gilt

(1) der Definitionsbereich von ¢ ist endlich und
(2) 6(zr) € Term,.(Q, %) fiir alle 2, des Definitionsbereichs von 4.

Die Menge aller partiellen Termsubstitutionen {iber (Q, %) wird mit pSubst(Q, %)
bezeichnet. O

Die homomorphe Erweiterung einer partiellen Termsubstitution ¢ auf let-freie
Terme definieren wir wie folgt:

S(Fltrr. 1) = {f(é(tl), ., 8(ty))  falls alle 5(t;) # L
1 sonst.

Ahnlich wie fiir gewohnliche Termsubstitutionen notieren wir eine partielle Term-

substitution d mit dom(d) = {x1,...,x,} durch {x1/6(x1),...,2,/d(x,)}. Hierbei

ist jeweils aus dem Zusammenhang klar, ob eine partielle oder eine gewohnliche

Termsubstitution gemeint ist.

2Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung der Bedeutung von Range-Generalisierung, Domain-
Generalisierung und Separierung fiir Induktionsbeweise verweisen wir auf [46] und [50].
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Definition 4.7 (Atomare polymorphe Relationenbeschreibungen). Sei P ein Pro-
gramm, D eine endliche Liste von Literalen iiber P und A eine endliche Teilmenge
von pSubst(P). Das Paar A = (D,A) heift dann atomare polymorphe Relatio-
nenbeschreibung tiber P (oder kurz atomare Relationenbeschreibung). Die Literale
in D heifen Domain-Terme und die partiellen Termsubstitutionen in A Range-
Substitutionen. Die Menge der relevanten Variablen von A ist definiert als

r(A) = fo(D)U dom(A) U fu(rg(A))
und die Menge aller Induktionsvariablen von A als

w(A) = dom(A).

n

Fiir eine endliche Liste & = (z1,...,27 ) paarweise verschiedener Termvariablen

mit ro(A) C {1 ,...,27 }, eine P-Interpretation I und eine I-Typvariablenbeleg-

T
ung « ist dann die Relation

=R (0 % o x Tralfps) % ([0 % o x [l )

wie folgt definiert:

(d, ... dn) =005 (er, . en)

gdw.
a,[@d] _ i o i \po[Fd]
Vie D.[l]p; " =true A 30 € AVl € dom(d) . e; = [0(z},)]p; -
Die Liste & wird als Dimension der Relation Hi’lf’a bezeichnet. O
Definition 4.8 (Zusammengesetzte polymorphe Relationenbeschreibungen). Sei
P ein Programm. Eine endliche Menge B = {44,...,A,} atomarer polymorpher
Relationenbeschreibungen iiber P heifst zusammengesetzte polymorphe Relationen-
beschreibung fiir P (oder kurz Relationenbeschreibung). Die Menge der relevanten
Variablen von B ist definiert als

ro(B) = rv(A;)U...Uru(4,)

und die Menge aller Induktionsvariablen von B als

iww(B) = w(A)U...Uiv(Ay).
Fiir eine endliche Liste & = (x1,...,27 ) paarweise verschiedener Termvariablen
mit ro(B) C {z} ,...,2} }, eine P-Interpretation I und eine I-Typvariablenbeleg-

ung « ist die Relation

e (Il xoox Irali) x (Il % oo x [l )

wie folgt definiert:

PIl,oc P,I,o

_ P,I,x
Bz = U=z

Ay @ T n, T

. . — . . . P.I . . . .
Die Liste & wird als Dimension von — 5 2 bezeichnet. Weiter wird die Menge al-

ler zusammengesetzten polymorphen Relationenbeschreibungen iiber P mit Rel (P)
notiert. O
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. . . . — P,I . . .
Ist im Folgenden die Dimension & von — ;2% nicht niher beschrieben, so gehen

)

wir davon aus, dass & = (21, ...,z,) mit {z1,...,2,} = rv(B) gilt. Eine zusammen-
gesetzte polymorphe Relationenbeschreibung B nennen wir fundiert, wenn fiir alle
P-Interpretationen und alle Typvariablenbelegungen « die Relation —>g’7{z’a fundiert
ist. Die Menge aller Atome einer Relationenbeschreibung B definieren wir wie folgt:

atB) = |J {W|ieD}.

(D,A)YeB

Definition 4.9 (Umbenannte Variante). Sei B = {Ay,..., A,} eine Relationenbe-
schreibung mit 4; = (D;, A;) fiir alle ¢ € {1,...,n}. Seien weiter £ und o Typ- und
Termsubstitutionen mit

o [rg(&)] = [dom(&)[ und rg(§) € Vg, und

e |rg(o)| = |dom(o)| und rg(c) C V(Z(P)).
Die Relationenbeschreibung B’ = {4],..., A}, } mit

o Aj = (Dj,A)),

o Dl =(oe(lh),...,0¢(ly)) falls D; = (l,...., 1),

o Aj={oc(d) |5 €A}
heifft dann umbenannte Variante der Relationenbeschreibung B. O

Jede umbenannte Variante einer fundierten Relationenbeschreibung ist trivia-
lerweise ebenfalls fundiert.

Definition 4.10 (Typinstantiierung). Sei B = {A;,...,A,} eine Relationenbe-
schreibung mit A, = (D;, A;) fiir alle ¢ € {1,...,n}. Sei weiter £ eine Typsubstitu-
tion. Die Relationenbeschreibung B’ = {4],..., A} } mit

o Al = (D} AL, und
o Dl ={((ly),...,&(y)) falls D; = (l1,...,1,), und
o Aj={E() [0 € Ai}
heifst dann Typinstantiierung der Relationenbeschreibung B. O

Jede Typinstantiierung einer fundierten Relationenbeschreibung ist trivialerwei-
se ebenfalls fundiert.

Definition 4.11 (Range-Generalisierung). Seien B = {A;,...,A,} und B’ =
{4%,..., A}, } Relationenbeschreibungen mit A; = (D;, A;) und A} = (D;, A}) fiir
allei € {1,...,n}. Die Relationenbeschreibung B’ heifit Range-Generalisierung von
B bzgl. einer Menge V' C iu(B) gdw. fir alle ¢ € {1,...,n} gilt

AF = {0](goms)\v) | 6 € A}

Weiter heifit B’ echte Range-Generalisierung, falls V' # § gilt. Ist B’ fundiert und
existiert keine echte, fundierte Range-Generalisierung von B’, so heifit B’ range-
mazximal. O

3Mit o¢ () bezeichnen wir fiir die partielle Substitution 6 = {z1/t1,...,%n/tn} die zusammen-
gesetzte partielle Substitution {o¢(x1)/0¢(t1), ..., 0¢(xn)/oe(tn)}-
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Definition 4.12 (Domain-Generalisierung). Seien B = {4;,...,4,} und B’ =
{4%,..., Al } Relationenbeschreibungen mit A; = (D;, A;) und A} = (D}, A;) fir
alle i € {1,...,n}. Die Relationenbeschreibung B’ heift Domain-Generalisierung
von B bzgl. einer Menge A C At(B) gdw. fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt

Di={de D;||d & A}.

Weiter heifst B’ echte Domain-Generalisierung falls A # ) gilt. Ist B’ fundiert und
existiert keine echte, fundierte Domain-Generalisierung von B’ so heilt B’ domain-
mazimal. O

Ist eine Relationenbeschreibung B = {(D1,A1),...,{(Dn,A,)} range- und
domain-maximal, so nennen wir B mazimal. Wir nennen B separiert falls fiir alle

i,7€{1,...,n} mit i # j gilt
completep(D;) N D; # .

Hierbei bezeichnet D; die Menge der negierten Literale von D; und completep(D;)
die kleinste Obermenge von D; mit
?(cons, t) € completep(D;)

<~

{?(cons’,t) | cons’ # cons} C completep(D;).

Hierbei bezeichnen cons und cons’ beliebige Konstruktoren eines beliebigen Typ-
operators des Programms P. Wir nennen eine Relationenbeschreibung optimal gdw.
sie maximal und separiert ist. Eine Menge M von Relationenbeschreibungen iiber
P nennen wir optimal, wenn alle Relationenbeschreibungen in M optimal sind.

Wir definieren nun die durch Typoperator- und Prozedurdefinitionen definierten
Relationenbeschreibungen.

Definition 4.13 (Relationenbeschreibung fiir Typoperatordefinitionen). Sei P ein
Programm und D € P eine Typoperatordefinition der Form

structure ([v*] <
consy(seli1 T, 8€lmy  Tim, ),
consy(selp1: Tnay-- s S€lnm, * Tnm,)-

Die mit D assoziierte Relationenbeschreiben Bp ist definiert als

{{{7consi(xcp) } s {{xcp/s€li(xepe) | iy = C[V*]}}) | cons; ist reflexiv} 4
O

Ist fiir einen Typoperator ¢ die Typoperatordefinition D aus dem Zusammen-
hang klar, so bezeichnen wir die Relationenbeschreibung Bp auch mit B¢. Fiir die
Typoperatordefinition von 1ist aus Abbildung 3.1 ergibt sich beispielsweise die
folgende Relationenbeschreibung:

{({7add(x)}, {{x/t1(x)} })}

Lemma 4.14. Sei P ein Programm und D € P eine Typoperatordefinition fiir ¢
entsprechend der Definition 4.13. Die Relationenbeschreibung B¢ ist dann fundiert.
O

4Wir bezeichnen ein Funktionssymbol f beziiglich einer Termsignatur ¥ als reflexiv, falls ©(f) =
(T1,.-.,7n,7) und ein 7 € {1,...,n} existiert mit 7, = 7.
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Da Prozedurriimpfe mit let-Termen die Definition der Relationenbeschreibung
einer Prozedurdefinition unnotig verkomplizieren, betrachten wir zur Definition der
Relationenbeschreibung einer Prozedurdefinition nicht den Prozedurrumpf Ry, son-
dern den so genannten let-bereinigten Prozedurrumpf. Unter dem let-bereinigten
Prozedurrumpf verstehen wir den Term, der durch Ersetzen aller Teilterme der Form
let z:=t in r end durch r[z/t] aus Ry entsteht. Zur Berechnung des let-bereinigten
Prozedurrumpfs definieren wir die Funktion | - |, (P steht fiir purged):

|z]p =

‘f(tla R 7tn)‘1’ = f(|t1|1’7 LR |tn|'l’)

|let x:=t in r end|y := |7 [z/|t|s] |»

Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.15. Sei P ein terminierendes Programm und ¢ € Zerm(P). Fiir alle
P-Interpretationen I und alle I-Variablenbelegungen o und a gilt

177 = [1tl=1%7-
O

Weiter bendtigen wir zur Definition der Relationenbeschreibung einer Prozedur-
definition die Bedingungen, unter denen die rekursiven Aufrufe in R stattfinden.
Wir definieren hierzu fiir einen let-freien Term ¢ und eine Position 7 € Pos(t) die
endliche Liste cond(m,t):

cond(e,t) = (),
cond(i.m, f(t1,...,tn)) := cond(m,t;), falls f & X¢(P),
cond(i.mr, case(b,consy : t1,...,consy : t,)) =
{cond(ﬂ, b) falls i = 1,
?(cons;_1,b).cond(m,t;—1) falls i > 1.

Wir definieren dann die Relationenbeschreibung einer Prozedurdefinition wie folgt:

Definition 4.16 (Relationenbeschreibung fiir Prozedurdefinitionen). Sei P ein Pro-
gramm und D € P eine Prozedurdefinition der Form

function f(z' :7,...,2" :7,): T < Ry.

Sei weiter IT = {rm € Pos(|Rf|s) | |Rflelx = f(tT,...,t})} und fiir alle 7 € II
sei die partielle Termsubstitution d, gegeben als {xl /tT,... a7 /t7}. Die mit D
assoziierte Relationenbeschreibung Bp ist dann gegeben als

{(cond(m,|R¢|p), {0 | cond(r',|Rs|p) = cond(m, |R¢le) fiir ' € I1}}) | m € I1}.
O

Ist fiir eine Prozedur f die Prozedurdefinition D aus dem Zusammenhang klar,
so bezeichnen wir die Relationenbeschreibung Bp auch mit By. Fiir die Prozedur-
definition > aus Abbildung 3.2 ergibt sich beispielsweise die folgende Relationenbe-
schreibung:

{{{7succ(x), 7succ(y)}, {{x/pred(x),y/pred(y)} })}

Lemma 4.17. Sei P ein terminierendes Programm und D € P eine Prozedurde-
finition fiir f entsprechend der Definition 4.16. Die Relationenbeschreibung By ist
dann fundiert. O



64 KAPITEL 4. GRUNDLAGEN DES INDUKTIONSBEWEISENS

Relationenbeschreibung werden in veriFun zur Berechnung der Induktionsfor-
meln von Induktionsbeweisen verwendet. Hierbei nutzt das System den im zweiten
Teil dieser Arbeit definierten Auswertungskalkiil, um mdglichst einfache Hypothe-
sen und Induktionshypothesen zu erzeugen. Das im \/eriFun—System implementierte
Verfahren zur Berechnung der Induktionsformeln ist in Anhang B ausfiihrlich be-
schrieben. Fiir die folgenden Kapitel ist es jedoch ausreichend anzunehmen, dass die
Induktionsformeln mit Hilfe der nachfolgend definierten Menge Ind (R, g) erzeugt
werden.

Definition 4.18 (Induktionsformeln). Sei P ein terminierendes Programm, R eine
Relationenbeschreibung iiber P und g ein Term des Typs bool. Die Relationenbe-
schreibung R heifit zuldssige Relationenbeschreibung fir g gdw. rv(R) C fu(g) gilt.
Ist R eine zuliissige Relationenbeschreibung fiir g, so ist die Menge Ind (R, g) der
Induktionsformeln fiir g bzgl. R definiert als die kleinste Menge von Sequenzen iiber
P, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) H,0+ g € Ind(R,g) falls H C Lit(P) und

(a) Vh € H gilt |h] € At(R),

(b) h€e H<= h¢ H,

(c) V(H',A") € R gilt H' ¢ H.
(2) H,IH + g € Ind (R, g) falls IH = J;_{all zpm,41,-- -, Zmiys 0.(9)} und
(H,{61,...,0n}) € R,

{ymi+1a s 7ymi+1} = fv(g) \ d0m<6l) mit mg = 0,
zj = Var({fv(g) U{zo,...,2zj—1}}),

, 2j falls x =y; und j € {m; +1,...,mij1},
bi(z) =
di(xz) sonst.

Es gilt das folgende Lemma (siehe hierzu auch [50]):

Lemma 4.19. Sei P ein terminierendes Programm, g ein Term des Typs bool
und R eine zuldssige, fundierte Relationenbeschreibung iiber P. Die Sequenzen der
Menge Ind (R, g) sind genau dann in P giiltig, wenn fiir alle P-Interpretationen [
und alle I-Variablenbelegungen o und a gilt

[e(g) ?,:CIL = true.
O

Fiir Relationenbeschreibungen B und B’ ist im Allgemeinen nicht entscheidbar,
ob fiir alle P-Interpretationen I und alle I-Typvariablenbelegungen « die Relationen

—>§’é’°‘ Teilrelationen der entsprechenden Relationen —>§’,I§‘ sind, d.h. ob gilt

_)P,I,a g _)P,I,jx

B,% B & -

Wir definieren daher eine polymorphe Erweiterung der Subsumptionsrelation aus
[50], um Relationenbeschreibungen auf Basis einer entscheidbaren Relation verglei-
chen zu konnen.
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Definition 4.20 (Subsumption von Relationenbeschreibungen). Sei P ein terminie-
rendes Programm und seien B, B’ € Rel (P). B’ subsumiert B (in Zeichen B C B')
gdw. fiir alle (D, A) € B ein (D', A’) € B’ und fiir alle § € A ein §' € A’ existiert,
so dass D' C D und ¢’ C § gilt. O

Die Subsumptionsrelation C ist entscheidbar und es gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.21. Sei P ein Programm. Fiir alle Relationenbeschreibungen B und B’
aus Rel (P) mit B C B’ sowie fiir alle P-Interpretationen I und alle I-Typvariablen-

. P,I P,
belegungen « ist *)B'@ZOLQHB’,,EOL. O

Im \/eriFun—System ist mit jeder Prozedur f eines terminierenden Programms
eine nicht-leeren, endlichen Menge {B}, cee B}l} von Relationenbeschreibungen as-
soziiert, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) By C Bj.

(2) Bj ist fundiert.

(3) B £ BY fiir alle j € {1,...,n} mit i # j.
(4) Bj ist separiert.

Wir nennen die Relationenbeschreibungen dieser Menge die generalisierten Relatio-
nenbeschreibungen der Prozedur f und bezeichnen die Menge {B}, ceey
B} mit grdsp(f) (grds steht fiir generalized relation description set). Falls P aus
dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir auch kurz grds(f). Die Existenz einer
solchen Menge fiir jede Prozedur f in P ist dadurch sichergestellt, dass wir immer
grdsp(f) = {By} setzen konnen.
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Teil 11

Auswertungskalkiil
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Kapitel 5
Anforderungen

Wir kommen nun zum Hauptteil der vorliegenden Arbeit: Die Definition des Aus-
wertungskalkiils. Beim Auswertungskalkiil handelt es sich, wie bereits erwéhnt, um
einen Beweiskalkiil fiir Gleichheitsbeweise. Er ist fiir Beweisprobleme optimiert,
die typischerweise bei der Verifikation funktionaler Programme auftreten. Die Im-
plementierung dieses Kalkiils bildet die voll-automatische Beweiskomponente und
damit den Kern des \@riFun—Systems. Die Definition des Auswertungskalkiils er-
streckt sich {iber mehrere Kapitel. Ziel dieses Kapitels ist es die Anforderungen
zusammenzufassen, die an den Auswertungskalkiil gestellt werden (Abschnitt 5.1)
und die Umsetzung dieser Anforderungen zu skizzieren (Abschnitt 5.2).

5.1 Beschreibung der Anforderungen

Der Auswertungskalkiil muss die folgenden — zum Teil gegensitzlichen — Anforde-
rungen erfiillen:

e Korrektheit: Die Korrektheit ist die Mindestanforderung, die an jeden Logik-
kalkiil zu stellen ist. Bei den nachfolgenden Definitionen der einzelnen Auswer-
tungsregeln in den Kapiteln 8 - 13 werden wir die Korrektheit der jeweiligen
Regel, sofern die Korrektheit nicht offensichtlich ist, informell begriinden.

e Terminierung: Da es sich beim \/eriFun—System um ein interaktives Beweis-
system handelt, muss die Berechnung von Herleitungen im Auswertungskalkiil
terminieren. Die Terminierung versuchen wir durch verschiedene Heuristiken
zu gewahrleisten. Hierbei steht insbesondere die Niitzlichkeit der Ergebnis-
se der symbolischen Auswertung fiir nachfolgende Beweisschritte im Vorder-
grund. Obwohl wir nur terminierende Programme betrachten, kdnnen unsere
Heuristiken die Terminierung nicht sicherstellen. Es ist daher erforderlich, die
maximale Lange einer Auswertung zusétzlich zu begrenzen. Wir kommen hier-
auf im dritten Teil der Arbeit zu sprechen.

e Determiniertheit: Dies wird gefordert, um Implementierungsunabhingig-
keit zu garantieren. Folglich darf zu jedem Zeitpunkt hochstens eine Regel des
Auswertungskalkiils anwendbar sein. Dies wird dadurch realisiert, dass die
Anwendbarkeit der Regeln in einer festen Reihenfolge iiberpriift werden und
die erste anwendbare Regel angewendet wird. Weiter muss jede Regel selbst
deterministisch sein. Einige der Regeln des Auswertungskalkiil sind auf Ba-
sis von Mengen definiert. So wihlt beispielsweise die in Kapitel 11 definierte
Regel ,, Affirmative assumption* einen beliebigen Matcher aus der Menge aller
Matcher aus. Diese Regeln sind ohne weitere Vereinbarungen nicht determi-
nistisch. Sofern bei der Definition der Regeln nichts weiter gesagt wird, gehen
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wir daher davon aus, dass auf der entsprechenden Menge eine totale Ordnung
definiert ist und die Elemente in der durch diese totale Ordnung definierte
Reihenfolge {iberpriift bzw. angewendet werden. Wir gewéhrleisten dadurch
die Determiniertheit auch dieser Regeln.

Effizienz: Der Auswertungskalkiil muss effizient sein. Effizienz ist eine Anfor-
derung, die jedes Software-System — insbesondere wenn es sich um ein interak-
tives System handelt — erfiillen muss. Fiir Beweissysteme bedeutet Effizienz,
dass der Suchraum entsprechend eingeschrénkt werden muss. Hierzu definie-
ren wir fiir die einzelnen Auswertungsregeln verschiedene Heuristiken, die die
Anwendung der Auswertungsregeln entsprechend einschrinken.

Maichtigkeit: Je mehr Sequenzen existieren, die mit dem Auswertungskalkiil
vollautomatisch bewiesen werden konnen, desto weniger Interaktionen von
Seiten des Benutzers sind notig, um eine Sequenz zu beweisen. Dementspre-
chend weniger Expertenwissen muss ein Benutzer in einen Beweis investie-
ren und entsprechend effektiv und komfortabel ist die Arbeit des Benutzers
mit dem \ériFun—System. Wir sind also bemiiht, einen moglichst méchti-
gen Auswertungskalkiil zu definieren. Da die Berechnung der Herleitungen
im Auswertungskalkiil terminieren soll, kann man jedoch aufgrund der Un-
entscheidbarkeit der Pridikatenlogik keinen vollstindigen Kalkiil definieren
[17, 41].

Niitzlichkeit: Der Auswertungskalkiil soll insgesamt als Ergebnis seiner Be-
rechnungen einen gegeniiber dem urspriinglichen Term vereinfachten Term zu-
riickliefern. Hierbei verstehen wir unter einem vereinfachten Term nicht not-
wendigerweise einen kleineren oder kiirzeren Term, sondern vielmehr einen
Term, der aus beweistechnischer Sicht ein einfacheres Problem darstellt.

5.2 Umsetzung der Anforderungen

Insbesondere Effizienz und Machtigkeit sind konkurrierende Anforderungen. Eine
Vergroferung des Suchraums erhoht zwar die Machtigkeit, da mehr Sequenzen be-
wiesen werden konnen, die Effizienz reduziert sich aber entsprechend. Es ist ein
zentraler Beitrag dieser Arbeit, einen guten Kompromiss zwischen Effizienz und
Michtigkeit zu definieren. Die folgenden Aspekte des Auswertungskalkiils sind hier-
bei besonders zu beachten:

¢ Reihenfolge: Die Reihenfolge der Regeln des Auswertungskalkiils spielt eine

entscheidende Rolle fiir die Effizienz. Unnétige Regelanwendungen und damit
unnotige Auswertungen kénnen dadurch verhindert werden, dass die Regeln
sinnvoll angeordnet sind.

Anwendungsbedingungen: Die Anwendungsbedingungen der Regeln kon-
nen zusatzliche Suchrdume einfithren. So existieren z.B. Regeln, die den Aus-
wertungskalkiil rekursiv verwenden, um zu iiberpriifen, ob gewisse Anwen-
dungsbedingungen erfiillt sind. Die Uberpriifung solcher Anwendungsbedin-
gungen ist teuer und muss durch entsprechende Kontrollmechanismen einge-
schréankt werden.

Auswertungsumgebung: Der Auswertungskalkiil wertet einen Term ¢ bzgl.
einer bestimmten Auswertungsumgebung (kurz A-Umgebung genannt) aus.
Diese A-Umgebung enthilt alle Informationen, die wir zur Auswertung des
Terms bendtigen. Unter anderem enthilt die A-Umgebung die Hypothesen-
und die Induktionshypothesenmenge der Sequenz des zu vereinfachenden
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Goal-Terms. Weiter legt die A-Umgebung fest, welche vom \@riFun—System
bereits bewiesenen Lemmata zur symbolischen Auswertung verwendet wer-
den diirfen. Je mehr Lemmata verwendet werden diirfen, desto grofer wird
der Suchraum und desto ineffizienter wird die Auswertung eines Terms.

e Auswertungsannotationen: Die Informationen einer A-Umgebung reichen
alleine nicht aus, um Terme effizient und zielgerichtet auszuwerten. Es ist
vielmehr notwendig, die Terme mit Zusatzinformationen — so genannten An-
notationen — an zu reichern und so die Auswertung der Terme zu steuern.
Die Annotationen, die wir zur symbolischen Auswertung verwenden, heifsen
Auswertungsannotationen (oder kurz A-Annotationen). Sie legen unter ande-
rem fest, ob Induktionshypothesen und Lemmata auf einen Term angewendet
werden diirfen und ob Prozeduraufrufe in einem Term ge6ffnet werden diirfen.
Verbieten die A-Annotationen eines Terms die Anwendung von Induktionshy-
pothesen und Lemmata bzw. das Offnen von Prozeduren, so kann man sich die
Uberpriifung der entsprechenden Regeln des Auswertungskalkiils sparen und
so die Uberpriifung teurer Anwendungsbedingungen vermeiden. Fiir die Effi-
zienz des Auswertungskalkiils ist es daher von grofer Bedeutung, auf welche
Werte die Annotationen der Terme gesetzt werden.
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Kapitel 6
Die Steuerinformationen

Wir fithren in diesem Kapitel die bereits in Abschnitt 5.1 erwdhnten A-Umgebungen
und A-Annotationen ein. Eine formale Definition dieser Begriffe erfolgt in Ab-
schnitt 6.1. Die Verwendung von A-Umgebungen und A-Annotationen erldutern
wir in Abschnitt 6.2.

6.1 A-Umgebungen, A-Annotationen und A-Terme

Wir bezeichnen das Tupel aller Informationen, die wir zur symbolischen Auswer-
tung eines Terms bendtigen, als A-Umgebung. Bevor wir A-Umgebungen formal
definieren, wollen wir die benétigten Informationen benennen und kurz erldutern.
Wir gehen hierbei davon aus, dass wir den Term ¢ der Sequenz

H IHFt (6.1)

symbolisch auswerten mochten. Eine A-Umgebung setzt sich dann aus folgenden
Komponenten zusammen:

e Das aktuelle Programm: Um die Funktionssymbole, die in ¢ vorkommen,
korrekt interpretieren zu konnen, muss das Programm P bekannt sein bzgl.
dessen t definiert ist.

e Die auszuwertenden Prozeduren: Um die Auswertung von Prozeduren
prézise steuern zu kénnen, ist es notwendig, die Prozeduren zu kennen, deren
Prozeduraufrufe ausgewertet werden diirfen. Diese Prozeduren werden in der
A-Umgebung durch eine Termsignatur ¥ C XP™¢(P) reprisentiert. Ist eine
Prozedur nicht in ¥ enthalten, so wird kein Prozeduraufruf dieser Prozedur
ausgewertet. Fiir Beispiel 2.1 bedeutet dies, dass X mindestens die Prozeduren
mult, dbl und plus enthalten muss, da fiir diese Prozeduren Funktionaufrufe
ausgewertet werden.

e Die als giiltig vorauszusetzenden Quantifikationen: Zur symbolischen
Auswertung des Goal-Terms ¢t der Sequenz (6.1) werden die Induktionshy-
pothesen und die vom \ériFun—System bereits verifizierten Lemmata ver-
wenden. Wahrend der symbolischen Auswertung werden die Induktionshy-
pothesen und die Lemmata in einer A-Umgebung durch eine entsprechende
Multimenge Q von Quantifikationen repréisentiert. Die Notwendigkeit einer
Multimenge erldutern wir in Kapitel 11.

e Die aktuellen lokalen Hypothesen: Zur symbolischen Auswertung eines
Zweigs t; eines case-Terms case(b,...,cons : t,...) diirfen wir den boolschen
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Term 7(cons, b) als giiltig voraussetzen. Wir bezeichnen ?(cons, b) dann auch
als lokale Hypothese zur Auswertung von ¢t. Das bedeutet, dass wir zur Aus-
wertung der einzelnen Zweige eines case-Terms unterschiedliche lokale Hypo-
thesen verwenden. Eine A-Umgebung muss daher die Menge Hy, der aktuellen
lokalen Hypothesen enthalten.

Die aktuellen globalen Hypothesen: Zur symbolischen Auswertung des
Goal-Terms der Sequenz (6.1) diirfen die Hypothesen der Sequenz verwendet
werden. Da die Hypothesen der Sequenz fiir alle Teilterme des Goal-Terms
der Sequenz giiltig sind, bezeichnen wir diese als globale Hypothesen.

Die aktuellen Instanzhypothesen: Zur symbolischen Auswertung des
Goal-Terms ¢ der Sequenz (6.1) ist eine dritte Hypothesenmenge Hp not-
wendig. Hierbei handelt es sich um eine Teilmenge der Menge der lokalen
Hypothesen Hi,. Die Hypothesen der Menge H; werden verwendet, um wéh-
rend der symbolischen Auswertung Instanzen der Quantifikationen aus Q zu
bilden. Welche der lokalen Hypothesen in Hy enthalten sind, wird durch das
nachfolgend eingefiihrte Instanz-Flag bestimmt. Die genaue Bedeutung, Not-
wendigkeit und Verwendung der Instanzhypothesenmenge und des Instanz-
Flags wird in Kapitel 11 beschrieben.

Die aktuellen Variablenbindungen: Zur symbolischen Auswertung des
Rumpfes r eines Terms let x:=t in r end wird die Variablenbindung z=t
benotigt. Die aktuellen Variablenbindungen werden in einer A-Umgebung
durch eine Termsubstitution § reprasentiert. Hierbei enthilt die Termsub-
stitution fiir jede Variablenbindung x=t ein Paar der Form x/t. Beispielsweise
enthélt die Termsubstitution ¢ zur Auswertung des Rumpfs des let-Terms
let x:=0 in x = succ(y) end das Paar x/0.

Die aktuelle Kontextmenge: Mit Hilfe der oben beschriebenen Term-
signatur ¥ der auszuwertenden Prozeduren konnen wir lediglich die Auswer-
tung aller Prozeduraufrufe einer Prozedur f sperren. Es ist nicht méglich ledig-
lich bestimmte Prozeduraufrufe zu sperren. A-Umgebungen verwalten daher
eine so genannte Kontextmenge C, mit deren Hilfe bestimmte Prozedurauf-
rufe einer Prozedur gesperrt werden konnen. Die Kontextmenge steht in engem
Zusammenhang mit den nachfolgend definierten Labels der A-Annotationen.
Eine genaue Erklirung der Funktionsweise der Kontextmenge verschieben wir
daher auf die nachfolgende Besprechung der A-Annotationen.

Die kommutativen und assoziativen Prozeduren: Prozeduraufrufe von
kommutativen oder assoziativen Prozeduren werden wihrend der symboli-
schen Auswertung speziell behandelt. So kann der Auswertungskalkiil bei-
spielsweise die Gleichung plus(x,y)=plus(y,x) mittels der Reflexivitéit von =
zu true vereinfachen, sofern bekannt ist, dass die Prozedur plus kommutativ
ist. Ein anderes Beispiel ist die Gleichung xor(x, xor(y, z))=xor(y, xor(z, x)).
Diese Gleichung kann vom Auswertungskalkiil ebenfalls zu true ausgewertet
werden, wobei jedoch die Kommutativitéit und die Assoziativitéat der Prozedur
xor bekannt sein muss. Kommutativitdt und Assoziativitdt von Prozeduren
wird in veriFun durch den Nachweis der Giiltigkeit der entsprechenden Lem-
mata (siehe Definition 3.31) bewiesen. Die kommutativen bzw. die assoziati-
ven Prozeduren werden dann wihrend der symbolischen Auswertung durch
die Termsignatur ¢ und X4 représentiert.

Die anzuwendenden Regeln: Es ist sinnvoll, in gewissen Situationen nur
einen Teil der Auswertungsregeln zuzulassen. So wollen wir beispielsweise gele-
gentlich die Anwendung bestimmter Regeln zur Auswertung von Prozedurauf-
rufen verhindern. Um die Reihenfolge der Regeln wihrend der symbolischen
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Auswertung festzulegen, ist jede Regel mit einer eindeutigen Nummer asso-
ziiert. Diese Nummer konnen wir auch dazu verwenden, die Anwendung der
Regeln zu kontrollieren. Hierzu verwaltet eine A-Umgebung die Menge R der
Regelnummern, deren Regeln verwendet werden diirfen.

Damit haben wir alle Informationen benannt und erldutert, die wir zur sym-
bolischen Auswertung eines Terms benétigen. Diese Informationen fassen wir nun
formal zu einer A-Umgebung zusammen.

Definition 6.1 (A-Umgebung). Sei P ein terminierendes Programm. Seien weiter
e ¥ X¢ und X5 Teilsignaturen von X7 ¢(P),
e H, Hg und Hj endliche Teilmengen von Lit(P) mit H; C Hy,,
e Q eine endliche Multimenge von Quantifikationen von P,

e C eine Teilmenge von dom(XP™¢(P))U{T} mit T € C,

R eine Teilmenge von {1,..., Ryay}* und
e J eine Substitution aus Subst(P).

Eine Auswertungsumgebung (oder kurz A-Umgebung) von P ist dann ein Tupel der
Form
U=(P,X,Xc,Xa,Q,Hy,,Hg,Hi,C, R, 9).

Die Komponenten von U werden wie folgt bezeichnet:
e Y. = Termsignatur der auszuwertenden Prozeduren der A-Umgebung.
o Yo = Termsignatur der kommutativen Prozeduren der A-Umgebung.

o X5 = Termsignatur der assoziativen Prozeduren der A-Umgebung.

Hy, = lokale Hypothesenmenge der A-Umgebung.

Hg = globale Hypothesenmenge der A-Umgebung.

Hy = Instanzhypothesenmenge der A-Umgebung.

0 = Variablenbindung der A-Umgebung..

e C = Kontextmenge der A-Umgebung.

R = Menge der zuldssigen Regeln der A-Umgebung.
O

Da die Informationen der A-Umgebung nicht ausreichen, um einen Term effizient
auszuwerten, miissen wir Terme mit Annotationen markieren, um so die Auswer-
tung von Termen zusdtzlich kontrollieren zu konnen. Hierzu fithren wir zunéchst
allgemein den Begriffe der annotierten Terme ein. Unsere Definition annotierter
Terme orientiert sich dabei an den Begriffsbildungen fiir annotierte Terme aus [26].

Definition 6.2 (Annotierte Terme). Sei P ein terminierendes Programm und &
eine beliebige nicht-leere Menge. Fiir einen Typ 7 € Typ(Q(P)) ist die Menge
&-Term., (P) der mit ® annotierten Terme von Typ T iber P definiert als die kleinste
Menge mit

(1) z, € ®-Term,(P), falls z, € V(Q(P)),

! Rinax bezeichnet die Regelnummer der letzten Regel des Auswertungskalkiils.
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(2) fA(t1,...,t,) € ®-Term (P), falls A € @, t; € &Term, (P),...,
tn € ®-Term,, (P), X(P)(f) = (7{,-.., 7}, 7T}41) und eine Typsubstitution £ €
Subst () existiert mit 7 = £(7, ) und 7 = &(77), ..., 7 = &(7},),

(3) let? x,/:=t in r end € ®-Term.(P), falls A € ®, t € &-Term,. (P), r €
®-Term,(P) und z. € V(Q(P)).

Mit ®-Term(P) wird die Menge aller mit ® annotierten Terme bezeichnet. Fiir einen
annotierten Term ¢ notieren wir mit e(t) den Term, der aus ¢ entsteht, wenn alle
Annotationen in t gestrichen werden:

e(r,) =
e(f4(tr,- - tn)) f(e(tr), ... e(tn))),

e(let? z,:=tinr) := 1let z,:=e(t) in e(r).

Eine Abbildung o : V(Q(P)) — ®-Term(P) mit o(z,) # z, fiir endlich viele z, €
V(QP)) und o(z,) € &-Term,(P) fir alle z, € V(2(P)) nennen wir annotierte
Termsubstitution. Die Menge aller mit ® annotierten Termsubstitutionen iiber P
bezeichnen wir mit ®-Subst(P). O

Es lassen sich alle Begriffe und Schreibweisen fiir Terme und Termsubstitutio-
nen wie beispielsweise Position, Teilterm, Teiltermersetzung, freie und gebundene
Termvariablen, etc. aus Kapitel 3 leicht auf annotierte Terme und annotierte Term-
substitutionen iibertragen. Es gilt da folgende Lemma

Lemma 6.3. Sei P ein Programm und & eine beliebige nicht-leere Menge. Es gilt
dann:

e(®-Term.(P)) = Term.(P).
O

Nachdem wir nun annotierte Terme definiert haben, wollen wir die Annotationen
definieren, die fiir eine effiziente symbolische Auswertung benétigt werden. Diese
Annotationen fassen wir zu einem Tupel zusammen. Dieses Tupel bezeichnen wir
als Auswertungsannotation (oder kurz A-Annotation). Bevor wir A-Annotationen
formal definieren, wollen wir — dhnlich wie bei A-Umgebungen — die Komponenten
einer A-Annotation benennen und kurz erldutern:

e Die Polaritdt: Um boolsche Terme effizient auszuwerten, enthélt eine
A-Annotation eine Polaritdt p. Es existieren drei mégliche Polaritaten: positiv
(®), negativ (6) und neutral (®). Eine positive Polaritit bedeutet, dass der
Term zu true ausgewertet werden soll und daher die Uberpriifung von Aus-
wertungsregeln, die den Term zu false vereinfachen wiirden, nicht sinnvoll
ist. Entsprechendes gilt fiir negative Polaritit. Eine neutrale Polaritéit bedeu-
tet, dass der Term beliebig auszuwerten ist und keinerlei Einschrankungen
beziiglich des gewiinschten Wahrheitswerts existieren. Hierbei ist insgesamt
folgendes zu beachten: Die Polaritit ist lediglich eine heuristische Informati-
on, um die Auswertung von boolschen Termen in bestimmten Situationen zu
kontrollieren. Aufgrund der Polaritét wird in keinem Fall die Auswertung eines
Terms zu einem bestimmten Wahrheitswert grundsitzlich verhindert. Es wird
lediglich die Uberpriifung bestimmter Auswertungsregeln verhindert. Gilt bei-
spielsweise b € Hg, wobei Hg die aktuellen globalen Hypothesen bezeichnet,
so wird b unabhingig von der Polaritdt durch den Auswertungskalkiil zu true
ausgewertet. Fiir nicht-boolsche Terme hat die Polaritéit keine Bedeutung.



6.1. A-UMGEBUNGEN, A-ANNOTATIONEN UND A-TERME 77

e Die Markierung: Der Auswertungskalkiil muss fiir einige Anwendungsbe-
dingungen verschiedene Auftreten des gleichen Funktionssymbols f in ei-
nem Term ¢ unterscheiden. Eine A-Annotation A enthilt daher eine Mar-
kierung m € N mit deren Hilfe diese Unterscheidung moglich ist. Um z.B. in
append(x, append(y, z)) die beiden Auftreten der Prozedur append zu unter-
scheiden, kann der Term wie folgt markiert werden:

append<""1""> (%, append<""2""> (y,2)).

e Das Label: Um die Auswertung von Prozeduren zu steuern, enthilt eine
A-Annotation ein so genanntes Label. Wir haben bereits oben darauf hinge-
wiesen, dass mit Hilfe der Termsignatur ¥ der auszuwertenden Prozeduren
einer A-Umgebung lediglich alle Prozeduraufrufe einer Prozedur f gesperrt
werden konnen. Um nur bestimmte Prozeduraufrufe zu sperren, haben wir
daraufthin die Kontextmenge C' eingefiihrt, deren Funktionsweise jedoch nicht
weiter erklart wurde. Dies holen wir nun nach. Die Kontextmenge sperrt Pro-
zeduraufrufe, die mit einem bestimmten Label annotiert sind. Hierzu wird zur
Auswertung der Argumente ¢; eines Prozeduraufrufs g(t4, ..., t,) die Kontext-
menge C der A-Umgebung um das Funktionssymbol g erweitert. Ist nun in
einem der Argumente t; ein Prozeduraufruf der Form f{-%) enthalten, wobei
I das Label der Annotation bezeichnet und es gilt [ = g, so ist die Auswertung
des Prozeduraufrufs f(b) gesperrt. Hierbei ist zu beachten, dass Prozedur-
aufrufe mit T als Label immer gesperrt sind, da T nach Definition 6.1 immer
in der Kontextmenge enthalten ist.?

e Die A-Umgebung: Gelegentlich ist es notwendig, einen Teilterm r des auszu-
wertenden Terms ¢ mit Hilfe einer bestimmten A-Umgebung auszuwerten. A-
Annotationen bieten daher die Moglichkeit, Terme mit A-Umgebungen zu an-
notieren. Ein so annotierter Term wird dann mit der durch die A-Annotation
vorgegeben A-Umgebung ausgewertet.

¢ Das Search-Limit: Bei der Uberpriifung der Anwendbarkeit von Quantifika-
tionen kann ein unendlicher Suchraum entstehen. A-Annotationen enthalten
daher das Search-Limit s € N, welches den Suchraum begrenzt. Ist s = 0 so
wird keine Quantifikation auf den Term angewendet.

e Das Unfold-Limit: Der Auswertungskalkiil verwendet zwei Klassen von Re-
geln zur Auswertung von Prozeduraufrufen. Die Klasse der ,, Unfold*-Regeln
wertet Aufrufe einer Prozedur f genau dann aus, wenn das Funktionssymbol
f nicht im Ergebnis der Auswertung vorkommt. Hierzu ist es notwendig, den
entsprechend instantiierten Prozedurrumpf Ry der Prozedur probeweise sym-
bolisch auszuwerten und anschliefsend zu iiberpriifen, ob das Funktionssymbol
f im Ergebnis der Auswertung nicht vorkommt. Diese Probeauswertung kann
zu einem unendlichen Suchraum fithren. Die A-Annotation A enthilt daher
ein Unfold-Limit u € N, welches den Suchraum begrenzt.

e Das Instanz-Flag: Das Instanz-Flag bestimmt, fiir welche case-Terme
case(b,...,cons : t,...) die mit den Zweigen assoziierten boolschen Terme

2 Die Kontextmenge und die Labels sperren keine trivialen Prozeduraufrufe. Unter einem tri-
vialen Prozeduraufruf verstehen wir beispielsweise einen Prozeduraufrufe wie plus(1,0) wobei plus
die entsprechende Prozedur aus Abbildung 8.2 bezeichnet. Es ist nicht sinnvoll solche Prozedurauf-
rufe zu sperren, da sie in der Regel vollstindig ausgewertet werden kénnen. Der Prozeduraufrufe
plus(1,0) beispielsweise kann zu succ(0) vereinfacht werden. Welche Prozeduraufrufe als trivial
gelten, beschreiben wir ausfiihrlich in Abschnitt 9.1. Fiir das aktuelle Verstédndnis ist es jedoch aus-
reichend anzunehmen, dass Kontext und Labels die Auswertung aller Arten von Prozeduraufrufen
sperren konnen.
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?(cons,b) nicht nur als lokale Hypothesen, sondern auch als Instanzhypo-
thesen verwendet werden sollen. Wie dieses Flag gesetzt wird und warum,
beschreiben wir im Detail in Kapitel 11.

Damit haben wir die Komponenten unserer A-Annotationen beschrieben und
motiviert. Nun definieren wir A-Annotationen formal:

Definition 6.4 (A-Annotationen). Sei P ein terminierendes Programm. Seien wei-
ter

m,u,s € NU{-},

ITe{L, T}U{-},

pe {@7 S, ®} U {_}a

leS(P)U{T,L}U{-} und

U e {U | U ist A-Umgebung von P} U{L}U{-}.

Eine Auswertungsannotation (oder kurz A-Annotation) fiir P ist dann ein Tupel
der Form
A= {p,m, U, u,s,I).

Die Komponenten einer A-Annotationen werden wie folgt bezeichnet:
e p = Polaritit der A-Annotation.
e m — Markierung der A-Annotation.
e [ = Label der A-Annotation.
o U = A-Umgebung der A-Annotation.
e [ = Instanz-Flag der A-Annotation.
e u = Unfold-Limit der A-Annotation.

o s — Search-Limit der A-Annotation.

Der Wert ,,—“ wird als ,,don’t care value“ bezeichnet. Fiir zwei A-Annotationen
A = (a1,...,a7) und A" = (a},...,a%) ist die A-Annotation A + A’ wie folgt
definiert:
a; falls af = —,
A+ A = (ar,...,a7) mit @; = § g
a; sonst.
Die Menge aller A-Annotationen fiir P wird mit Annot(P) notiert. O

Eine Annotation A bezeichnen wir als echte A-Annotation, falls sie keine ,,don’t
care values* enthilt. Andernfalls bezeichnen wir sie als unechte A-Annotation. Wir
definieren den Auswertungskalkiil {iber mit echten A-Annotationen annotierten Ter-
men. Mit echten A-Annotationen annotierte Terme wollen wir nachfolgend kurz
als A-Terme bezeichnen und die Menge aller A-Terme iiber P mit A7erm(P).
Weiter nennen wir mit echten A-Annotationen annotierte Termsubstitution A-
Termsubstitutionen und notieren die Menge aller A-Termsubstitutionen iiber P mit
ASubst(P). Der sprachlichen Einfachheit halber bezeichnen wir hiufig A-Terme
auch einfach als Terme und A-Termsubstitutionen als Termsubstitutionen. Aus dem
Zusammenhang ist jeweils klar, ob es sich um Terme oder A-Terme bzw. Termsubsti-
tutionen oder A-Termsubstitutionen handelt. Ist dies nicht der Fall, so sprechen wir
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explizit von nicht-annotierten Termen und A-Termen bzw. nicht-annotierten Term-
substitutionen und A-Termsubstitutionen. Zur Annotierung eines nicht-annotierten
Terms t mit einer echten A-Annotation A definieren wir die folgende Funktion:

as(x) = =z, (mitz e V(Q(P)))
aA(f(tlv"'atn)) = fA(aA(tl)a'“vaA(tn))a
as(let z:=t inrend) := let? z:=a,(t)ina,(r) end.

Unechte A-Annotation verwenden wir, um einzelne Komponenten der A-Annota-
tionen eines Terms mit neuen Werten zu iiberschreiben. Wir erweitern dazu die
Funktion a wie folgt:

aq(xz) = =,
an (fA(t,. .o tn) = AT @u(t), ... ax(t)),
ay(let? z:=t inrend) := letAt4 z:i=ay (t) in aa/(r) end.

6.2 Verwendung der Steuerinformationen

Betrachten wir A-Umgebungen und A-Annotationen genauer, so stellen wir fest,
dass verschiedenste Informationen der A-Umgebungen und A-Annotationen zur
Steuerung der Auswertung der Prozeduraufrufe eingefiihrt wurden. Es existieren
daher unterschiedliche Abstufungen, um die Auswertung von Prozeduraufrufen zu
kontrollieren. Um hierbei nicht den Uberblick zu verlieren, stellen wir eine Art
Hierarchie der Steuerinformationen auf. Die Hierarchie soll das Versténdnis fiir die
nachfolgende Verwendung dieser Steuerinformationen wihrend der Definition des
Auswertungskalkiils erleichtern. Wir geben die Hierarchie in Form einer einfachen
Aufzihlung an, wobei wir mit den Steuerinformationen beginnen, die die Auswer-
tung von Prozeduraufrufen am stérksten einschrinken:

(1) Die Termsignatur ¥ der auszuwertenden Prozeduren: Um die Auswer-
tung aller Prozeduraufrufe von Prozeduren fiir die symbolische Auswertung zu
sperren, ist es am einfachsten, die Termsignatur > der auszuwertenden Pro-
zeduren der A-Umgebung auf die leere Menge zu setzen. Dadurch werden un-
abhingig von allen anderen Steuerinformationen keine Prozeduraufrufe mehr
ausgewertet. Mochte man lediglich die Auswertung von Prozeduraufrufen fiir
eine ganz bestimmte Prozedur verhindern, so entfernt man nur diese Prozedur
aus der Termsignatur X.

(2) Die Menge R der anzuwendenden Regeln: Um die Auswertung von
Prozeduraufrufen mit Hilfe von bestimmten Regeln des Auswertungskalkiils
zu verhindern, wird die Nummer der Regel aus der Menge R der anzuwen-
denden Regeln entfernt. Weiterhin ist es mdoglich, mit Hilfe der Menge R die
Auswertung von Prozeduraufrufen insgesamt zu sperren. Hierzu werden ledig-
lich alle Regelnummern aus R entfernt, deren Regeln Prozeduren auswerten.
Im Vergleich zur Verwendung der Termsignatur X ist letzteres jedoch recht
umstindlich. Wir werden daher, falls wir die Auswertung von Prozeduraufru-
fen komplett sperren mochten, immer die Termsignatur auf die leere Menge
setzen und die Menge R unverdndert lassen.

(3) Die Kontextmenge C und die Labels der Terme: Um lediglich die
Auswertung bestimmter Prozeduraufrufe zu sperren, muss das Label dieser
Prozeduraufrufe auf T gesetzt werden. Soll ein Prozeduraufruf f(¢y,...,t,)
nur innerhalb eines Arguments eines bestimmten anderen Prozeduraufrufs
g(s1,...,8n) gesperrt werden, so setzt man das Label des Prozeduraufrufs
f(t1,...,t,) auf die Prozedur g.
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(4) Das Unfold-Limit der Terme: Um die Auswertung von Prozeduraufrufen
mit Hilfe der oben beschriebenen ,, Unfold“-Regeln zu verhindern, wird das
Unfold-Limit des entsprechenden Prozeduraufrufs auf 0 gesetzt. Ein solches
Zuriicksetzen des Unfold-Limits ist meist aus Effizienzgriinden notwendig, da
die Uberpriifung der Anwendungsbedingungen der Regeln relativ aufwendig
ist.

Die Anwendung von Quantifikationen fiir einen Term ¢ kénnen wir auf zweierlei
Arten verhindern. Einerseits kénnen wir die Multimenge Q auf die leere Multimenge
setzen und anderseits konnen wir das Search-Limit aller Teilterme von ¢ auf 0 setzen.
Hierbei ist folgendes zu beachten. Fiir jedes Funktionssymbol f : 7 x ... x 7, —
7 € X(P) mit nicht-boolschem Ergebnistyp 7 ist die folgende Quantifikation in P
gliltig:

* . .
all v*,X1,¥1 : Tty ,%Xn, Yn : Tn

. 6.2
if(AND(x1=y1, ..., %n=Vn), £(X1, .-, X0)=£(¥1,- .., Vn), tTuC) (6.2)

Um symbolische Auswertungen bzgl. dieser Quantifikation zu ermdglichen definiert
der Auswertungskalkiil die ,, Functionality“-Regeln. Da die ,, Functionality“-Regeln
dhnliche Suchrédume einfiihren, wie die Regeln zur Anwendung von Quantifikationen,
wird die Anwendung der ,, Functionality“-Regeln ebenfalls durch das Search-Limit
kontrolliert. Das bedeutet, dass durch Setzen des Search-Limits auf 0 nicht nur die
Verwendung der Quantifikationen verhindert wird, sondern auch die Anwendung
dieser ,, Functionality“-Regeln. Es ist somit eine Unterschied, ob wir die Multimenge
Q auf die leere Menge setzen oder die Search-Limits der Terme auf 0. Ublicherweise
verbieten wir die Verwendung von Quantifikationen, wenn die dadurch eingefiihrten
Suchrdume zu ineffizienten Auswertungen fithren. Da die ,,Functionality“-Regeln
dhnliche Suchrdume einfiihren, miissen wir in diesen Féllen auch die Anwendung
der ,, Functionality“-Regeln verbieten. Wir setzen daher in diesen Fallen das Search-
Limit auf 0.



Kapitel 7

Der Auswertungskalkiil

Nachdem wir nun A-Umgebungen, A-Annotationen und A-Terme definiert haben,
kénnen wir den Auswertungskalkiil formal einfiilhren. Diese Definition erfolgt in
Abschnitt 7.1. Um die Definition der Auswertungsregeln in den Kapiteln 8-13 zu
erleichtern, fiihren wir in den Abschnitten 7.2-7.3 einige Konventionen bzgl. A-
Annotationen, A-Umgebungen und Regeldefinitionen ein. Anschlieffend beschreiben
wir in den Abschnitten 7.5-7.7 wichtige Entwurfsprinzipien, die bei den Regeldefini-
tionen in den Kapiteln 8-13 beriicksichtigt wurden. Danach gehen wir in Abschnitt
7.8 kurz auf die im Auswertungskalkiil realisierte Gleichheitsbehandlung ein. Das
weitere Vorgehen zur Definition der Auswertungregeln beschreiben wir dann in Ab-
schnitt 7.9.

7.1 Definition des Auswertungskalkiils

Definition 7.1 (Auswertungskalkiil). Sei P ein terminierendes Programm und U
eine A-Umgebung fiir P. Der Auswertungskalkil (oder kurz A-Kalkil) ist dann wie
folgt definiert:

(1) Sprache: Die A-Terme iiber P.

(2) Inferenzregeln: Die in den Kapiteln 8-13 definierten Regeln der Form

Regelnummer. Regelname

)

t
. falls ®(t,r).

(3) Deduktion: Wir schreiben U ¢t — t' falls ¢’ aus ¢ mittels einer Anwendung

einer Regel der Form
t
2

beziiglich U entsteht, wobei die Regeln in der Reihenfolge der Regelnummer
tiberpriift werden. Fiir eine Folge (t;)ic(1,...,n} von annotierten Termen mit
Urt; — tiyq firalled =1,...,n —1 schreiben wirf Ht; — ... — ¢,
bzw. U F t; —* t,. Existiert kein ¢’ mit U + ¢t — t/, so bezeichnen wir ¢ als
U-ausgewertet. Gilt U + ¢t —* ¢/ und ist ¢’ U-ausgewertet, so nennen wir ¢’ eine
U-Normalform von ¢ und wir schreiben U I~ t —' ¢/. Durch die feste Reihenfol-
ge der Regelanwendungen sowie die Determiniertheit jeder Regelanwendung

81
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existiert fiir jeden Term t hochstens eine /-Normalform. Wir bezeichnen diese
U-Normalform mit ¢ |,.

O

7.2 Konventionen fiir A-Umgebungen

In der Anwendungsbedingung ®(¢, ) einer Regel bezeichnet ¢ immer die aktuelle
A-Umgebung unter der ¢ zu r ausgewertet werden soll. Die einzelnen Komponenten
von U werden durch folgende Bezeichner referenziert:

(P,X,%¢, %A, Q,Hy, Hg, H1,C, R, 6).

Falls wir in einer Regel eine neue A-Umgebung U’ definieren miissen, so tun wir
dies mit Hilfe einer Tabelle:

Prog. Proz. Komm. Ass. Quant. Hyp; Hypg Hyp; Ktx. Reg. Bind.
u': P’ 3 P = Q' Hj H H c’ R’ 8

Die einzelnen Komponenten der A-Umgebung U’ werden durch die entsprechen-
de Spalte definiert, wobei die Uberschrift der Spalte die Komponente eindeutig
identifiziert. Um die Tabellen klein und iibersichtlich zu halten, miissen nicht alle
Komponenten der neuen A-Umgebung U’ explizit angegeben werden. Komponenten,
die in der Tabelle nicht aufgefiihrt sind, werden auf den Wert der entsprechenden
Komponente der aktuellen A-Umgebung U gesetzt. So definiert z.B. die Tabelle

Hypr,
Uu': H£

eine A-Umgebung U’ mit
ul = <P7 27 EC? ZA) Q7 H]I_n HG; HI, C, R7 (S>

Definieren wir eine neuen A-Umgebung U” auf Basis einer anderen A-Umgebung
U’, so geben wir den Namen der A-Umgebung U’ in der Tabelle explizit an. Bei-
spielsweise notieren wir eine A-Umgebung U”, die aus einer A-Umgebung U’ durch
Zuriicksetzen der Quantifikationen auf die leere Multimenge hervorgeht wie folgt:

u’: Quant.
u’: 0

Gelegentlich ist es notwendig einen Term auf Basis von aussagenlogischen Um-
formungen zu vereinfachen. Hierzu werten wir den Term mit der fest definierten
A-Umgebung U, aus:

Prog. Proz. Komm. Ass. Quant. Hyp; Hypg Hyp; Ktx. Reg. Bind.
Up: O [ [ 0 0 0 0 0 0 Ro 0

Die Menge der zuléssigen Regeln ist hierbei wie folgt gegeben:
Ro:={1,..., Rmax} \ {49,50}

Wir werden hdufig zur Illustration und Motivation von Regeln Beispielauswer-
tungen présentieren. Um die Darstellung dieser Beispielauswertungen zu vereinfa-
chen, treffen wir fiir die hierbei verwendeten A-Umgebungen folgende Vereinbarung:

1Ein Verzeichnis aller Regeln geordnet nach Nummern befindet sich auf Seite 285. Die ent-
fernten Regeln 49 und 50 werden grundsitzlich nur wihrend der Auswertung der Subgoals von
Quantifikationen angewendet. Siehe hierzu Kapitel 11.
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Das Programm der A-Umgebung beinhaltet, sofern nichts anderes gesagt wird, im-
mer alle notwendigen Typoperator- und Prozedurdefinitionen. Die Termsignatur X
der auszuwertenden Prozeduren enthélt alle durch das Programm definierten Pro-
zeduren. Falls wir die Auswertung eines Goal-Terms einer Sequenz betrachten, so
ist die globale Hypothesenmenge durch die Hypothesenmenge der Sequenz gege-
ben. Andernfalls ist die globale Hypothesenmenge leer. Weiter sind alle anderen
Komponenten der A-Umgebung, sofern nichts anderes gesagt wird, durch die leere
Menge bzw. leere Multimenge gegeben. Betrachten wir beispielsweise nachfolgend
eine Auswertung wie

U I pred(succ(x)) — x,

ohne die A-Umgebung U ndher zu beschreiben, so ist diese A-Umgebung in diesem
Fall durch folgende Tabelle definiert:

Prog. Proz. Komm. Ass. Idem. Quant. Hyp; Hyps Hyp; Ktx. Reg. Bind.
u: () 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7.3 Konventionen fiir A-Annotationen

Die A-Annotationen eines A-Terms erschweren die Lesbarkeit des A-Terms
enorm. Grundsétzlich notieren wir daher nur die A-Annotationen, die fiir den aktu-
ellen Zusammenhang relevant sind. Alle anderen A-Annotationen werden nicht auf-
gefithrt und sind daher als beliebig aber fest anzusehen. Insbesondere wihrend der
Motivation von Regeln notieren wir hiufig gar keine A-Annotationen eines A-Terms.
Die A-Terme werden dann durch die entsprechenden nicht-annotierten Terme dar-
gestellt. Es sei an dieser Stelle aber explizit darauf hingewiesen, dass es sich dabei
trotzdem um A-Terme handelt. Da die Annotationen fiir die Konstruktorgrundter-
me true und false nie verwendet werden, notieren wir diese Terme grundsétzlich
ohne Annotationen.

Allgemein notieren wir die aufgefiihrten A-Annotationen eines A-Terms grau
unterlegt. Damit werden die A-Annotationen optisch von der eigentlichen Term-
struktur getrennt, wodurch die Termstruktur klarer hervortritt. Weiter notieren
wir die Komponenten der A-Annotationen meistens nicht im Term direkt, sondern
— dhnlich wie bei A-Umgebungen — mit Hilfe von Tabellen. Den A-Term

(p,m,Lu, s, I)  (p,m,lu,s,T)
£ (g™ (%))

notieren wir dann mit £ 4 (g £ (x)) und der folgenden Tabelle:

Pol. Mark. Lab. U-Lim. S-Lim. Inst.

A: p m l u s I
B: p m l u’ s I

Héufig leiten wir eine A-Annotation B aus einer A-Annotation A ab. Das be-
deutet, die A-Annotation B stimmt mit der A-Annotation A bis auf einige wenige
Komponenten iiberein. Wir treffen daher folgende Vereinbarung: In einer Tabelle
zur Definition der A-Annotation B miissen nur die Komponenten aufgefiihrt wer-
den, in denen sich die A-Annotation B von der A-Annotation A unterscheiden. Die
A-Annotation A, aus der wir die A-Annotation B ableiten, notieren wir dann in der
linken oberen Ecke der Tabelle. Die Tabelle

A: S-Lim.
B: 0
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definiert beispielsweise die A-Annotation B als eine A-Annotation, die bis auf das
Search-Limit mit der A-Annotation A iibereinstimmt. Das Search-Limit der A-
Annotation B wird durch die Tabelle auf 0 gesetzt.

Einige A-Annotationen treten nachfolgend immer wieder auf. Um diese A-Anno-
tationen einfach verwenden zu konnen, fiilhren wir fiir diese Annotationen feste
Namen ein:

Pol. Mark. Lab. U-Lim. S-Lim. Inst.

Asta: ® 0 1 0 0 1
max® o} 0 s Umax Smax T
Atop: O 0 T 0 0 1
Ap: — — — 0 0 _

Hierbei bezeichnen um,, und smax die von einer veriFun-Installation fest vorgegebe-
nen, maximalen Werte fiir das Unfold-Limit und das Search-Limit. Der Goal-Term
der initialen Sequenz des Beweisbaums eines Lemmas wird mit A,.x annotiert.

Fiir endliche Listen annotierter Terme des Typs bool legen wir die Annotationen
von Konjunktion und Disjunktion wie folgt fest:

AND({)) := true,
AND(l)) = |,
AND((l1,ly ..., 1)) = if 0 (I, AND({l5,...,l,)), false),
OR(()) := false,
OR((1)) = 1,
OR((l1,ly...,1,)) = if “* (Iy true, OR((l, ... 1n))).
Fir AND({l1,...,ln)) bzw. OR({l1,...,l,)) schreiben wir — &hnlich wie fiir Kon-
junktionen und Disjunktionen nicht-annotierter Terme — auch kurz AND(ly, ..., 1,)
bzw. OR(ly,...,l,). Konjunktionen und Disjunktionen endlicher Mengen annotier-

ter Terme des Typs bool sind analog zu Konjunktionen und Disjunktionen endlicher
Mengen nicht-annotierter Terme definiert (siehe Abschnitt 4.1).

7.4 Konventionen fiir Regeldefinitionen

Um die Entwicklung der Regeln in den Kapiteln 8-13 aufzuzeigen, definieren wir
gelegentlich vorlaufige Regeln. Diese notieren wir ohne Angabe eines Namens und
einer Nummer direkt im Text, z.B.

t
—, falls ®(¢t,r).
,

Weiter ist es hdufig notwendig, Auswertungen zu betrachten, die nicht alle Regeln
des Auswertungskalkiils verwenden. Wir fithren daher folgende Konvention ein: So-
fern nichts anderes gesagt wird, verwenden alle Auswertungen ausschliefilich die
Regeln, die bis zu dem jeweiligen Zeitpunkt bereits definiert wurden.

7.5 Termvergleiche und Mengenoperatoren

In den Auswertungsregeln ist es hiufig notwendig Terme zu vergleichen. Wir ver-
wenden hierzu grundsétzlich die Relation ~.

Definition 7.2 (~). Sei U eine A-Umgebung. Die Relationen ~,C Term(P) X
Term(P) ist definiert durch

t~yer gdw. 6(t) =/, 0(r),
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wobei die Relation = die kleinste Kongruenzrelation auf Zerm(P) bezeichnet, fiir
die gilt f(t,r) =y f(r,t) fir alle f € e U {=}. O

Dadurch die Verwendung der Relation ~;; gewéhrleisten wir nicht nur die Be-
riicksichtigung der Symmetrie der Gleichheit, sondern auch die Beriicksichtigung
der kommutativen Funktionssymbole und der aktuellen Variablenbindungen. Die
Festlegung wirkt sich auch auf Mengenoperatoren wie €,U, N, ... aus. Anstatt die-
ser Mengenoperatoren verwenden wir im Auswertungskalkiil die Mengenoperatoren
Emyy Ungys Ny - -2

7.6 Nachweis der Giiltigkeit von Literalen

Héufig ist es in einer Auswertungsregel notwendig die Giiltigkeit eines Literals [ zu
iiberpriifen. Hierzu verwenden wir eines der beiden folgenden Verfahren:

(1) Wir iiberpriifen, ob die Giiltigkeit des Literals [ aus den lokalen und globalen
Hypothesen folgt. Hierzu vervollstdndigen wir zunéchst mit Hilfe der Funktion
completep aus Abschnitt 4.2 die Menge Hi, U Hg um alle Strukturtests, deren
Giiltigkeit aus Hi, U Hg mit Hilfe der Vollstédndigkeit und Eindeutigkeit der
Strukturtests folgt (vergleiche Abschnitt 3.5). Anschliefend priifen wir, ob
das Literal in der vervollstindigten Menge enthalten ist. Ist dies der Fall, so
haben wir die Giiltigkeit des Literals bewiesen. Insgesamt priifen wir also die
Giiltigkeit des Literals [ wie folgt:

l €~y completep(Hy, U Hg).

(2) Wir werten das Literal I symbolisch aus. Hierzu verwenden wir eine an das
aktuelle Beweisproblem angepasste A-Umgebung U’. Das bedeutet, wir iiber-
priifen die Giiltigkeit des Literals | durch folgende Anwendungsbedingung:

U 1 —' true.

7.7 Transparenz bei Auswertung von Termen

Auswertungsregeln, die zur Uberpriifung ihrer Anwendungsbedingung Terme mit
Hilfe des Auswertungskalkiils symbolisch auswerten, bezeichnen wir als rekursi-
ve Auswertungsregeln. Beispiele fiir solche rekursiven Auswertungsregeln sind die
in Kapitel 11 definierten ,, Assumption‘-Regeln. Bei der Definition rekursiver Aus-
wertungsregeln ist darauf zu achten, dass die Anwendung der Regel transparent,
d.h. nachvollziehbar ist. Der Ergebnisterme 7 einer rekursiven Auswertungsregel
der Form

t

—, falls ®(¢,7r)

r
definieren wir daher grundsétzlich so, dass die symbolischen Auswertungen der An-
wendungsbedingung ®(¢, r) in der symbolischen Auswertung von r erneut berechnet
werden. So werden beispielsweise die Teilterme eines Terms grundsétzlich schrittwei-
se ausgewertet. Wir definieren hierzu eine Reihe von Auswertungsregeln der Form

Fots ) ,
S falls Ut — ¢ und
Ot )

2Fiir eine Definition der Mengenoperatoren €x,Ux, Na, ... fiir eine beliebige Aquivalenzrela-

tion ~ verweisen wir auf den Anhang A.
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Eine alternative Definition hierzu ware, die Argumente direkt durch ihre Z/-Normal-
formen zu ersetzen:

Fl.ot,.)
Flotluy.)’
Diese Definition hétte den Nachteil, dass symbolische Auswertungen nur schwer

lesbar wiren. So wiirde sich fiir den vollstindig definierten A-Kalkiil die Auswertung
von

fallsd -t — ' und ... (7.1)

if(?70(plus(succ(x),0)), false, true)

mit der alternativen Definition wie folgt darstellen:

U +  if(?0(plus(succ(x),0)),false,true) —

if(false, false, true) —

true.

Wie der Teilterm ?70(plus(succ(x),0)) zu false ausgewertet wurde, wire nicht
ersichtlich. Mit Hilfe unserer definierten Auswertungsregeln erhalten wir die folgende
Auswertung:

U +  if(?0(plus(succ(x),0)),false, true) —

(
if(?0(if(?0(succ(x)),0, succ(plus(...)))), false, true) —
(

(
(
(
(

if(?0(if(false, 0, succ(plus(...)))), false, true) —
if(70(succ(plus(...))), false, true) —
if(false,false, true) —
true.

7.8 Gleichheitsbehandlung

Der Auswertungskalkiil definiert keine spezielle Komponente zur Gleichheitsbehand-
lung. Vielmehr werden die Eigenschaften der Gleichheit durch verschiedene Teile des
Auswertungskalkiils implementiert. Durch diese Verteilung ist eine zusammenhan-
gende Betrachtung der Gleichheitsbehandlung wihrend der Definition der Auswer-
tungsregeln schwierig. Wir wollen daher an dieser Stelle einen kurzen Uberblick
iiber die im Auswertungskalkiil realisierte Gleichheitsbehandlung geben. Hierzu be-
schreiben wir, wie die einzelnen Eigenschaften der Gleichheit im Auswertungskalkiil
implementiert sind. Die Gleichheit ist definiert als die kleinste Kongruenzrelation
auf Term(P), d.h. es gilt:3

X=X =p true (Reflexivitdt)

if(x=y,y=%,true) =p true (Symmetrie)
if(x=y,if(y=z,x=2z,true), true) =p true ( Transitivitat)

if(y=z, f(x1,. -3 ¥y s Xn)=f(X1,...,2,...,%,),true) =p true (Kongruenz)

Diese Eigenschaften sind im Auswertungskalkiil wie folgt realisiert:

3Die Kongruenz ist fiir jedes Funktionssymbol f des Programms P giiltig.
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e Reflexivitiit: Fiir die Reflexivitit ist im Auswertungskalkiil eine eigene Regel
definiert. Diese Regel vergleicht die linke und die rechte Seite einer Gleichung
mittels der Relation ~, und ersetzt gegebenenfalls die Gleichung durch true.

e Symmetrie: Die Symmetrie der Gleichheit wird im Auswertungskalkiil da-
durch beriicksichtigt, dass in allen Auswertungsregeln Terme bzgl. der Rela-
tion ~, verglichen werden.

e Transitivitét: Der Auswertungskalkiil definiert keine explizite Behandlung
fiir die Transitivitiit der Gleichheit. Statt dessen ist in veriFun ein Transiti-
vitatsaxiom fiir die Gleichheit vordefiniert. Dieses Axiom wird fiir die Auswer-
tungen genauso behandelt, wie die verifizierten Lemmata eines Programms.

e Kongruenz: Die Kongruenzeigenschaft der Gleichheit wird durch verschie-
dene Auswertungsregeln realisiert, etwa durch die ,, A ssumption replacement-
Regel zur bedingten Termersetzung. Weiter existieren Regeln um verschiedene
Varianten der Quantifikation (6.2) zu implementieren.

7.9 Weiteres Vorgehen

Zur Definition der Auswertungsregeln gehen wir nachfolgend wie folgt vor. Wir
definieren in Kapitel 8 zunédchst die Basisregeln des Auswertungskalkiils. Hierbei
handelt es sich um Regeln zur Auswertung von case-Termen, let-Termen, Glei-
chungen, etc. Anschlieffend fithren wir in Kapitel 9 die ,, Fzecute-Regeln zur Aus-
wertung von Prozeduraufrufen ein. Bei den ,, Ezecute“-Regeln handelt es sich um die
mafsgeblichen Regeln des A-Kalkiils zur Auswertung von Prozeduraufrufen wéhrend
eines Induktionsbeweises. Neben den ,, Ezecute- Regeln existieren noch die ,, Unfold*-
Regeln zur Auswertung von Prozeduraufrufen. Diese Regeln werten Prozeduraufrufe
unter Beriicksichtigung des Termkontexts aus. Wir definieren die ,, Unfold“-Regeln
in Kapitel 10. Danach fiihren wir in den Kapiteln 11 und 12 die ,,Assumption®
und ,, Replacement“-Regeln ein, um einen Term mit Hilfe von Induktionshypothesen
und Lemmata zu vereinfachen. Die Effizienz und Machtigkeit des A-Kalkiils hingt
entscheidend von der Definition der ,, Assumption” und ,,Replacement“-Regeln ab.
Schlieflich fithren wir in Abschnitt 13 die ,,Functionality“-Regeln ein, um Gleichun-
gen auf Basis verschiedene Varianten der Quantifikation (6.2) zu vereinfachen.
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Kapitel 8

Die Basisregeln

Wir definieren in diesem Kapitel die Basisregeln des Auswertungskalkiils, d.h. wir
definieren Regeln zur Auswertung von case-Termen, let-Termen, Gleichungen, etc.
Zur Definition der Basisregeln gehen wir wie folgt vor. In den Abschnitten 8.1-8.2
definieren wir Regeln zur Anwendung globaler und lokaler Hypothesen sowie zur
L-Normalisierung von Termen. Anschlieffend fiihren wir in den Abschnitten 8.3-8.6
Regeln zur Auswertung von case-Termen, let-Termen, Gleichungen, Strukturpré-
dikaten und Selektoren ein. Danach definieren wir in Abschnitt 8.7 eine Regel zur
Auswertung der Argumente von Funktionsaufrufen. In Abschnitt 8.8 fithren wir
dann eine Regel ein, um die Atome von boolschen if-Termen in geeigneter Weise
anzuordnen. Schlieflich definieren wir in Abschnitt 8.9 technische Regeln, um das
Auswertungsverhalten des Kalkiils zu steuern.

In den meisten der Abschnitte 8.1-8.9 geben wir am Anfang eine Liste der im
jeweiligen Abschnitt definierten Regeln an. Hierbei nennen wir jeweils den Namen
und die Nummer der Regel. Die Reihenfolge der Regeln in den Listen entspricht
der Anwendungsreihenfolge der Regeln. In Abbildung 8.1 ist eine vollstindige Liste
aller in diesem Kapitel definierten Regeln dargestellt. Hierbei wurden die Regeln
der Ubersichtlichkeit halber zu Gruppen, die bestimmte Aufgaben kennzeichnen,
zusammengefasst.

8.1 Regeln fiir Hypothesen

Wir definieren in diese Abschnitt Regeln zur Verwendung der lokalen und globalen
Hypothesen. Ist der auszuwertende Term a ein Atom und folgt die Giiltigkeit von a
bzw. die Giiltigkeit der Negation —a aus den lokalen und globalen Hypothesen, so
kénnen wir a zu true bzw. false auswerten. Die entsprechenden Regeldefinitionen
lauten wie folgt:

6. Affirmative hypothesis

a

b
true

falls e(a) € At(P) und e(a) €~,, completep(Hr, U Hg).
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27.
28.
29.
30.
31.
32.
38.

3.

36.
37.
38.
39.

40.

79.
80.
81.
82.

Set e-environment

Reset e-environment

Evaluate e-environment argument
Evaluate e-environment let argument
FEvaluate e-environment let body

Affirmative Hypothesis
Negative Hypothesis
Keep branch

Skip negation

Skip alternatives
Merge branches

Skip condition
FEvaluate condition
Distribute condition
Distribute let body condition
Replace condition

Skip branch

FEvaluate branch

Skip let

Evaluate let assignment
Replace let assignment
Move let assignment
Distribute let assignment
Split let assignment
FEvaluate let body
Distribute let body

Reflexivity

Constructor uniqueness

Constructor injectivity

Affirmative structure test

Negative structure test

Appropriate selector

Structure equation to structure test
Replace structure predicate argument

Evaluate argument

Distribute argument

Distribute let argument
Replace left equality argument
Replace right equality argument

Move then-part atom
Move else-part atom
Commute then-part atom
Commute else-part atom

KAPITEL 8. DIE BASISREGELN

Technische Regeln

Hypothesen
und case-Terme und
L-Normalisierung

let-Terme und
L-Normalisierung

Gleichungen und
Strukutrpridiktae und
Selektoren

Argumente und
L-Normalisierung und
Gleichungen

Regeln zum Anordnen
der Atome

Abbildung 8.1: Auswertungsreihenfolge der in Kapitel 8 definierten Regeln.
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7. Negative hypothesis

a

false’

falls e(a) € At(P) und —e(a) €~,, completep(Hr, U Hg).

u

8.2 Regeln zur £-Normalisierung

In Abschnitt 3.7 haben wir den Begriff der £-normalisierten Terme eingefiihrt. Fiir
die Teilterme dieser Terme gilt, dass alle Bedingungen von case-Termen und alle Va-
riablenbindungen von let-Termen case- und let-frei sind. £L-normalisierte Terme
sind somit einfacher zu lesen und zu verstehen als dquivalente nicht-L-normalisierte
Terme. Fiir die symbolische Auswertung ist die Betrachtung L£-normalisierter Ter-
me vorteilhaft, da sich so die Anzahl der zu definierenden Regeln verringert. Wir
fithren daher die folgenden Regeln zu £-Normalisierung von Termen ein:

14. Distribute condition
15.  Distribute let body condition

22.  Move let assignment
23.  Distribute let assignment

37.  Distribute argument
38.  Distribute let argument

Die Anwendungsreihenfolge dieser Regeln ist so definiert, dass ein Term der
Form

f(...,case(...),...) bzw. f(...,let ...in ... end,...)

’
t t

erst dann L-normalisiert wird, wenn ¢ bzw. ¢ durch keine andere Regel des A-
Kalkiils ausgewertet werden kann. Die Regeldefinitionen lauten im einzelnen wie
folgt:

14. Distribute condition

case 4 (case B (b, cons)| :r1,...,cons., ), consy : t1, ..., cons, : t,)

case B (b,cons! : case (11, cons; i t1,...,cons, : t,),
.

’o. A . .
cons,, : case © (1, consy  t1,...,consy, : ty))
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15. Distribute let body condition

case 4 (1let B z:=r inbend,consy : r1,...,cons; : )

B

let B o/:=r in case 4 (b[x /'], consy : r1,...,cons; : ;) end

mit ' = Var(fu(ri) U.. ., fu(r,)).

22. Move let assignment

A

let 4 z:=(let B y:=t inr end) in ' end

B

let B y/:=t in (let # z:=r[y/y’] in 7’ end) end

mit y' = Var(fu(r) U fu(r')).

23. Distribute let assignment

A

let 4 z:=case ® (b,consy : ty,...,cons; : t;) in r end

case B (b,cons; : (let 4 x:=t; inr end),
.

cons; : (let 4 z:=t; in r end))

37. Distribute argument

A (t1,...,t;—1,case 5 (b,consy 1 11,...,cons; i), tit11, -« tn)
)
case B (b,consy : f = (t1y. oo ytic1, 1, big1y o vy tn),
..
consy f = (tl,. .. ,tifl,rl,tiJ’»l,. .. ,tn))

falls f ¢ ¥°**°(P) und fiir alle j € {1,...,7 — 1} gilt ¢; ist kein case-Term.

38. Distribute let argument

A, tiog, (let B zi=rint), tiy1,... ty)

)

let B a/:=rin f4 (t1y. .. tic1, t[z/2'], tig1, - .., tn) end

falls f ¢ X*¢(P), ' = Var(fo(f(t1,...,t,...,t,))) und fir alle j € {1,...,i— 1}
gilt ¢; ist kein let-Term.

Zur Illustration der Regeln betrachten wir ein Beispiel:

Beispiel 8.1. Sei das Programm P durch (Dp1ys, Dav1) gegeben, wobei Dpyys und
Dgpy die entsprechenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 8.2 bezeichnen. Be-
trachten wir nun den folgenden Term:

if(let z:=plus(x,y) in dbl(z) end=0, %, y)=0.

Die symbolische Auswertung des Terms sieht wie folgt aus:'

IWir haben hierbei angenommen, dass zur Auswertung von Gleichungen die Argumente der
Gleichungen ausgewertet werden diirfen.
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Dpi1ws = function plus(x : nat,y : nat) :nat < Dg, = function dbl(x : nat) : nat <

if(?70(x), if(?70(x),
Vs 0,
succ(plus(pred(x),y))) succ(succ(dbl(pred(x)))))
Dra1s = function half(x : nat) : nat < Deyen = function even(x : nat) : nat <
i£(70(x), i£(70(x),
0, true,
if(70(pred(x)), if(?0(pred(x)),
0, false,
succ(half(pred(pred(x)))))) even(pred(pred(x)))))

Dyyie = function mult(x : nat,y : nat) : nat <
1£(70(x),
0’
if(even(x),
mult(half(x),dbl(y)),
plus(mult(half(x),dbl(y)),y))),

Abbildung 8.2: Prozedurdefinitionen fiir plus, dbl, half, even und mult.

U + if(let z:=plus(x,y) in dbl(z) end=0,x,y)=0 —

if(let z:=plus(x,y) in dbl(z)=0 end, x,y)=0 —

)
let z:=plus(x,y) in if(dbl(z)=0,%,y)=0 end —
)

(2)
(z)
let z:=plus(x,y) in if(dbl(z)=0,x,y) end=0  —
(z)
(z)

let z:=plus(x,y) in if(dbl(z)=0,x=0,y=0) end
Im ersten Auswertungsschritt wird die rechte Seite der Gleichung
let z:=plus(x,y) in dbl(z) end=0

durch die Regel ,, Distribute let argument’ in den let-Rumpf gezogen. Anschliefend
wird der let-Term durch die Regel ,, Distribute let body condition* aus der Bedingung
des if-Terms geschoben. In den beiden letzten Schritten wird die rechte Seite der
duferen Gleichung durch die Regeln ,, Distribute let argument und ,, Distribute argu-
ment“ nach innen gezogen. Das Ergebnis dieser Auswertung ist der £L-normalisierte
Term

let z:=plus(x,y) in if(dbl(z)=0, x=0,y=0) end.

8.3 Regeln fiir case-Terme

Zur symbolischen Auswertung von case-Termen definieren wir erstens Regeln, die
das Verhalten eines Interpreters fiir case-Terme nachbilden, und zweitens Regeln,
die zusétzliche symbolische Auswertungen erméglichen. Konkret definieren wir zur
Auswertung von case-Termen die folgenden Regeln:
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8. Keep branch

9.  Skip negation
10. Skip alternatives
11. Merge branches
12.  Skip condition
13.  FEwvaluate condition

16. Replace condition
17.  Skip branch
18.  FEwvaluate branch

Die Definitionen dieser Regeln sind weitestgehend selbsterkldrend. Lediglich die
Definitionen der Regeln Replace condition und Skip branch erfordern eine etwas aus-
fithrlichere Erklarung. Wir beginnen jedoch unsere Definitionen der Regeln mit den
Regeln ,,Keep branch® und ,, Evaluate condition” zur Nachbildung des Interpreters
evalp:

8. Keep branch

case(b,consy : r1,...,CONS; 1 Tiy...,CONS 1Y)
b
T
falls b = cons(t*) und ein ¢ € {1,...,1} mit cons = cons; existiert.

13. Evaluate condition

case ? (b, r*)

, fallstd = b — V.
case 4 (', r*)

Zusétzlich zu diesen Regeln definieren wir Regeln zur Elimination irrelevanter
Fallunterscheidungen. Diese Regeln werden vor ,, Evaluate condition’ angewendet,
da sich so klarere und zum Teil kiirzere Auswertungen ergeben.

9. Skip negation

if(if (b, false,true),tq,ts)

if A (b 4y 1)

10. Skip alternatives

if (b, true, false)
b
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11. Merge branches

case(b,consy 1 T1,...,CONS; i T4y ..., CONS 1 1Y)

)

if Agta (?COnsi Asta (b),riyrmin(J))

falls e(b) & Teryo01 (P) und e(r;) ~4 e(rj) fir alle j,j € J mit J = {1,...,1}\
{i}.

12. Skip condition

case(b,consy : 71,...,cons; : 1)

)

T1

falls e(r;) >~ e(r;) fiir alle 4,5 € {1,...,1}.

Da die Bedingung b eines case-Terms case(b,t*) nicht notwendigerweise zu
einem Konstruktorgrundterm ausgewertet werden kann, ist eine Auswertung der
Zweige des case-Terms erforderlich. Wihrend dieser Auswertung diirfen wir die
mit den Zweigen assoziierten Literale als giiltig voraussetzen. Betrachten wir dazu
ein Beispiel:

Beispiel 8.2. Sei der Term t = case(x,0: 70(x), succ : true) gegeben. Zur Aus-
wertung des 0-Zweigs diirfen wir den Strukturtest 70(x) als giiltig voraussetzen.
Wir kénnen daher den Term ¢ zunéchst zu case(x,0 : true,succ : true) vereinfa-
chen und anschlieftend mit Hilfe von ,,Skip condition” zu true auswerten. O

Zur Auswertung von case-Zweigen definieren wir die Regel ,, Evaluate branch'.
Aufgrund der in Abschnitt 8.2 definierten Regeln kénnen wir fiir die Definition der
Regel ,, Evaluate branch® davon ausgehen, dass case-Terme L-normalisiert sind und
somit die Bedingungen von case-Termen case- und let-frei sind. Die definierte
Anwendungsreihenfolge der Regeln gewéhrleistet weiterhin, dass ein Zweig t; eines
case-Terms case(b, consy : t1,...,cons, : t,) erst dann ausgewertet wird, wenn die
Bedingung b des case-Terms vollstindig ausgewertet ist.>

18. Evaluate branch

case 4 (b,consy 1 11,...,cons; i tiy...,consy, : ty) Tnst.

case A (b, consy : 71, ..., cons; : th,...,consy, : ty)
falls U; = t; — t; und t; = t; |y, fiir alle j € {1,...,7 — 1} gilt. Hierbei sind die
A-Umgebungen Uy, mit k € {1,...,n} wie folgt definiert:

Hypy, Hypy
Uy :  Hy U{?(consy,e(b))} HF

mit

ko Hy falls I = 1,
| Hiu {?(consy,e(b))} falls I =T.

?Die in der Regel verwendeten Instanzhypothesenmengen HI’“ und das Instanz-Flag I ignorieren
wir fiir den Augenblick. Wir kommen auf ihre Bedeutung in Kapitel 11 zu sprechen.



96 KAPITEL 8. DIE BASISREGELN

Die aktuell definierten Regeln sind noch nicht ausreichend, um case-Terme in
befriedigender Weise symbolisch auszuwerten. Grund hierfiir ist, dass die Infor-
mationen, die durch die lokalen und globalen Hypothesen gegeben sind, fiir die
symbolische Auswertung von case-Termen nicht geniigend genutzt werden. Wir de-
finieren daher die beiden Regeln ,, Replace condition® und ,,Skip branch®. Betrachten
wir zundchst ein Beispiel:

Beispiel 8.3. Sei P das Programm (Diyee, Delen), WOb€l Diree und Deyey die
Typoperator- und Prozedurdefinition aus Abbildung 3.3 bezeichnen. Betrachten
wir nun den Term
if(?node(t),
case(t,
nil : elem(v, ),
leaf : elem(v, 1),
node : elem(v,t)),
false).

(8.1)

Mit Hilfe unserer aktuell definierten Regeln kénnen wir den Term nicht weiter aus-
werten, obwohl er offensichtlich dquivalent zu

if(?node(t), elem(v,t), false) (8.2)

ist. Dies hat zur Folge, dass nachfolgende Beweisschritte auf einem unnétig kompli-
zierten Term arbeiten miissen und Beweisschritte fiir die irrelevanten nil- und leaf-
Zweige durchgefiihrt werden. Da jedoch aufgrund der lokalen Hypothese 7node(t)
auch die Strukturgleichung t=node(left(t),right(t)) gilt, konnen wir Term (8.1)
durch den folgenden Term ersetzen:

if(7node(t),
case(node(left(t),right(t)),
nil: elem(v,r),
leaf : elem(v,r),
node : elem(v,t)),
false).

Dieser Term kann dann durch Anwendung der Regel ,,Keep branch” zu (8.2) ausge-
wertet werden. O

Wie das Beispiel zeigt, ist es sinnvoll, die Bedingung b eines case-Terms durch
einen Term der Form cons;(sel; 1(b), ..., sel; », (b)) zu ersetzen, falls die Giiltigkeit
des Strukturtests ?cons;(b) aus den lokalen und globalen Hypothesen folgt. Die
Korrektheit der Ersetzung ergibt sich hierbei aus Lemma 3.27. Ist in der Menge
H;, U Hg eine Gleichung der Form b=cons(t1, ... ,t,) enthalten, so ist die Ersetzung
der Bedingung b durch den Term cons(ty,...,t,) ebenfalls sinnvoll (und korrekt).
Wir definieren daher folgende Regel:?

3Die Annotation Agq der Bedingung b’ des case-Terms
case(aAstd(b'), CONST i T'1,...,CONS] i T) (%)

in Regel ,,Replace condition® ist irrelevant, da nach Anwendung der Regel ,,Replace condition*
sofort die Regel ,,Keep branch” angewendet werden kann und der Term () dadurch zu einem
der Zweige vereinfacht wird. Die Annotation ist jedoch notwendig, da es sich bei ¥ um einen
nicht-annotierten Term handelt. Jede andere Annotation wére jedoch genauso geeignet.



8.3. REGELN FUR CASE-TERME 97

16. Replace condition

case 4 (b,consy :11,...,cons; 1)

)
case 4 (aq,,(V),consy :r1,. .., cons; : 1)

falls e(b) & Termypoer (P) und
(1) e(b)=b' € Hy, U Hg und b’ = cons;(t1,...,ty), oder

(2 ) ‘7cons (e(b)) €~, completep(Hr, U Hg) und b = cons;(sel; 1(e(d)),...,

lin: (e(b))).

Betrachten wir ein weiteres Beispiel:

Beispiel 8.4. Sei P das Programm aus Beispiel 8.3. Betrachten wir nunmehr den
Term

if(7node(t),
false,
case(t,
nil : false, (8.4)
leaf : false,

node : elem(v,t))).

Fiir diesen Term ist aufgrund der if-Bedingung ?node(t) der node-Zweig des case-
Terms irrelevant fiir die Auswertung des Terms. Wir diirfen daher den Term zu
false vereinfachen. Eine solche Auswertung ist jedoch mit unseren aktuell definier-
ten Regeln nicht mdoglich und es ergeben sich fiir Term (8.4) die gleichen Folgen
wie fiir Term (8.1) aus Beispiel 8.3: Nachfolgende Beweisschritte miissen auf einem
unnotig komplizierten Term arbeiten und es werden zusétzliche Beweisschritte fiir
den irrelevanten node-Zweig durchgefiihrt. O

Das Beispiel zeigt, dass wir eine Regel benétigen, die die irrelevanten Zweige
eines case-Terms eliminiert. Um die irrelevanten Zweige eines case-Terms

case(b,consy : r1,...,cons; : ;) (8.5)

zu erkennen, miissen wir iiberpriifen, ob die mit den Zweigen assoziierten boolschen
Terme ?(cons;, b) ungiiltig sind. Ist der Term ?(cons;, b) ungiiltig, so ist der entspre-
chende Zweig des case-Terms irrelevant. Enthélt dann der case-Term (8.5) mehr
als zwei case-Zweige, so konnen wir den Term (8.5) aufgrund der Ungiiltigkeit des
Terms ?(cons;,b) zu

case(b,...,cons;—1 : rj_1,CONSi41 : Tit1,---)

vereinfachen. Sind in (8.5) nur zwei case-Zweige enthalten, so konnen wir den case-
Term durch einen der Zweige ersetzen. Durch die Elimination irrelevanter case-
Zweige entstehen somit unvollstindige case-Terme. Die Definition der Regel lautet
wie folgt:
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17. Skip branch

case 4 (b,consy :7r1,...,cons; :Ty)

b

CASE(i,case ? (b,consy : r1,...,cons; : 1))

falls e(b) & Tertnpoor (P) und —?cons;(e(b)) €~,, completep(Hy, U Hg) gilt. Hierbei
ist

CASE(i,case ? (b,consy : 71,...,cons; : 1)) =
case 4 (b,...,cons;_1 :1i_1,c0N8;41 : Tiy1,...) fallsl>2
r1 falls | =2 und i = 2,
T fallsl =2 und 7 = 1.

8.4 Regeln fiir let-Terme

Wir definieren in diesem Abschnitt Regeln zur Auswertung von let-Termen. Hierbei
gehen wir dhnlich vor wie fiir case-Termen, d.h. wir definieren erstens Regeln, die
das Verhalten eines Interpreters nachbilden, und zweitens Regeln, die zusétzliche
symbolische Auswertungen ermoglichen. Konkret definieren wir zur Auswertung
von let-Termen die folgenden Regeln:

19.  Skip let
20. Replace let assignment
21.  FEvaluate let assignment

24. Split let assignment
25.  FEvaluate let body
26. Distribute let body

Die Definitionen der Regeln zur Auswertung von let-Termen sind wieder wei-
testgehend selbsterklérend . Lediglich die Definition der Regel ,,Split let assignment*
liegt nicht auf der Hand. Wir werden daher diese Regel ein wenig ausfiihrlicher be-
schreiben.

19. Skip let

let x:=t in r end

, falls « & fu(r).

r

Ist fiir einen let-Term let x:=t in r end die Variable x im Rumpf r enthalten,
so werten wir zunéchst den Term ¢ aus, um mdglichst einfache Variablenbindungen
zu erhalten. Ist der Term ¢ ausgewertet und enthilt er keinen Prozeduraufruf mehr,
ersetzen wir den let-Term durch den entsprechend instantiierten let-Rumpf. Ent-
hélt der Term t einen Prozeduraufruf, so ist ein Einsetzen der Variablenbindung
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nicht sinnvoll, da sich dadurch Mehrfachauswertungen des Prozeduraufrufs ergeben
konnen.

21. Evaluate let assignment

A

let x:=t in r end

falls U Ht — ¢t'.
A

b
let x:=t' in r end

20. Replace let assignment

let z:=t in r end

rlz/i]

falls ¢ keinen Prozeduraufruf einer Prozedur enthélt.

Zur Auswertung des Rumpfs r eines let-Terms let x:=t in r end miissen wir
die aktuellen Variablenbindungen § der A-Umgebung U um das Paar x/t erweitern.
Wir definieren hierzu die folgende Regel.

25. Evaluate let body

let 4 z:=t inr end Var.
let 4 z:=t in 1’ end 7 U la/e(t)]
falls ' Fr — ' 4
Ist fiir einen Term let x:=t in case(b,consy : r1,...,cons; : r;) die Variable z

lediglich in einem einzigen case-Zweig enthalten, so ist es sinnvoll, die Variablenbin-
dung z=t in diesen case-Zweig hineinzuziehen und damit die Fallunterscheidung des
case-Terms auch fiir die Variablenbindung z=t verfiigbar zu machen. Wir definieren
hierzu die folgende Regel.

26. Distribute let body

A

let 4 z:=t in case & (b,cons; : r1,...,cons; : r;) end

)

case B (b,consy i ry,...,cons; : (Let B yi=tinr end),...,cons; : 1y)

falls = & fu(b) und es existiert ein ¢ € {1,...,l} mit x € fo(r;) und = & fu(r;) fur
alle j € {1,...,1}\ {i}.

Zur Definition der Regel ,,Split let assignment betrachten wir zunéchst ein Bei-
spiel.

Beispiel 8.5. Sei P das Programm (Dpyus), wobei Dy die entsprechende Proze-
durdefinition aus Abbildung 8.2 bezeichnet. Betrachten wir nun den Term

let x:=succ(plus(y,z)) in
case(x,0: 0, succ : plus(x,z)) end.

(8.6)

4Mit §[x/t] bezeichnen wir die Termsubstitution {z/t} o 4.



100 KAPITEL 8. DIE BASISREGELN

Diesen Term koénnen wir mit den aktuell definierten Regeln nicht weiter vereinfa-
chen, obwohl der Term offensichtlich auf den succ-Zweig des case-Terms reduziert
werden kann. Die Regel ,, Keep branch ist jedoch auf den case-Term nicht anwend-
bar, da die Bedingung nicht mit einem Konstruktor beginnt. Eine mogliche Lésung
dieses Problems wire, den Term succ(plus(y,z)) in den case-Term einzusetzen.
Hierdurch wiirden sich aber unter Umstdnden unnétige Mehrfachauswertungen er-
geben. Betrachtet man den Term (8.6) genauer, so erkennt man, dass es fiir die
Anwendung der Regel ,,Keep branch® nicht notwendig ist, den vollstiandigen Term
in den case-Term einzusetzen. Vielmehr ist es ausreichend, lediglich den , Kontext*
succ(...) in den case-Term einzufiigen:

let x':=plus(y,z) in
case succ(x’) of 0: 0, succ : plus(succ(x’),z) end

Dieser Term ist dquivalent zu Term (8.6) und kann jetzt mit der Regel ,,Keep branch®
7u

let x':=plus(y,z) in plus(succ(x’),z) end
vereinfacht werden. O

Allgemein ist es also sinnvoll, Konstruktoren aus der Variablenbindung z=t ei-
nes let-Terms let x:=t in 7 end herauszuziehen und in den Rumpf r einzusetzen.
Dieses Einsetzen der Konstruktoren erméglicht, wie in Beispiel 8.5 dargestellt, Re-
gelanwendungen ohne Mehrfachauswertungen zu erzeugen. Um die entsprechende
Regel fiir dieses Einsetzen der Konstruktoren zu definieren, fithren wir Konstruk-
torkontexte ein:

Definition 8.6 (Konstruktorkontext). Sei P ein Programm und V' C V(Q(P))
eine nicht-leere Menge von Termvariablen. Ein let- und case-freier A-Term ¢ €
ATerm(P) heiftt Konstruktorkontext bzgl. V, falls

(1) alle Funktionssymbole von ¢ Konstruktoren sind, und

(2) alle Termvariablen x € V in ¢ genau einmal vorkommen, und

(3) ¢ mit einem Konstruktor beginnt.
O

Die Regel ,,Split let assignment* zieht dann aus einer Variablenbindung eines
let-Terms einen maximalen Konstruktorkontext heraus und setzt diesen in den
Rumpf des let-Terms ein. Durch die Verwendung eines maximalen Konstruktor-
kontexts verhindern wir die wiederholte Anwendung der Regel fiir Terme wie bei-
spielsweise

let x:=succ(succ(t)) in r end.

Die Definition der Regel lautet wie folgt:
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24. Split let assignment

let z:=t in r end

)

Asta Asta

let r1:=t1 in ...let Zp:=ty inrlz/clxy,...,x,]] end. .. end
falls eine Termvariablenmenge V' = {z1,...,z,} und ein Konstruktorkontext ¢
bzgl. V sowie Terme t; € Term., (P),...,t, € Term, (P) existieren, so dass die

folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) t=clx1/t1,...,zn/tn],
(2) x; = Vary, (fo(r) Ubv(r)U{zy,...,z;—1}) fir alle ¢ € {1,...,n},
(3) t; = fi(sy) mit f; € B(P) \ Z°™(P) fir alle : € {1,...,n}.

Die Anwendungsbedingungen (1) und (2) der Regel ,,Split let assignment® ge-
wihrleisten die Korrektheit der Regel und die Anwendungsbedingung (3) stellt si-
cher, dass es sich bei ¢ um einen maximalen Konstruktorkontext handelt. Die Regel
wird vor der Auswertung des Rumpfs eines let-Terms durch die Regel ,, Fvaluate
let body* angewendet. Damit gewihrleisten wir, dass die Variablenbindung § der
A-Umgebung U ausschlieflich Paare der Form

2/ f(...) mit f & £°(P). (8.7)

enthélt. In einigen der nachfolgenden Regeldefinitionen iiberpriifen wir, ob ein Teil-
term t’ des aktuell auszuwertenden Terms mit einem Konstruktor beginnt. Aufgrund
der Eigenschaft (8.7) miissen wir dann bei dieser Uberpriifung die aktuelle Varia-
blenbindung § nicht beriicksichtigen.

8.5 Regeln fiir Gleichungen

Wir definieren in diesem Abschnitt Regeln zur Auswertung von Gleichungen. Hierzu
definieren wir zunichst eine Regel zur Implementierung der Reflexivitét. Anschlie-
fend fithren wir die Regeln ,, Constructor uniqueness” und ,,Constructor injectivity"
ein, um das Auswertungsverhalten von Gleichungen bzgl. Konstruktoren zu definie-
ren. Abschliefend betrachten wir die ,, Replace~Regeln, die zusitzliche Anwendun-
gen der Regeln ,, Constructor uniqueness* und ,, Constructor injectivity” ermdoglichen.
Die Anwendungsreihenfolge der Regeln ist wie folgt festgelegt:

27.  Reflexivity
28.  Constructor uniqueness
29.  Constructor injectivity

39.  Replace left equality argument
40.  Replace right equality argument

Wir beginnen die Definitionen der Regeln mit der ,, Reflexivity“~-Regel:
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27. Reflexivity

l=r

falls e(l=r) € At(P) und e(l) >~ e(r).

b
true

Betrachten wir nun Gleichungen, deren linke und rechte Seiten nicht ~-dqui-
valent sind. Beginnen die linke und die rechte Seite einer Gleichung /=r mit verschie-
denen Konstruktoren, so bezeichnen [ und r verschiedene Werte und wir kénnen die
Gleichung direkt durch false ersetzen. Fiir Gleichungen wie

x=succ(x)

ist eine solche Auswertung zu false ebenfalls moglich. Der Grund hierfiir ist, dass
die linke Seite ein echter Konstruktorteilterm der rechten Seite ist. Hierbei bezeich-
nen wir einen Term s als echten Konstruktorteilterm eines Terms ¢ falls ¢ >;wns ) S
gilt, wobei >;CDHS(P) die transitive Hiille der Relation >ycons(p)C Term(P)x Term(P)
mit

t >Econs(P) S

gdw. (8.8)
t=cons(...,s,...) mit cons € X°"(P)

bezeichnet. Es gilt dann fiir alle Terme ¢ und s die folgende, leicht nachzuweisende
Implikation:

t>%

seons(py 8 = P l=allv®,z” ifs.

Damit definieren wir jetzt die Regel zur Auswertung von Gleichungen mit unter-
schiedlichen linken und rechten Seiten:

28. Constructor uniqueness

l=r
false’
falls
(1) e(l) = cons(t*), e(r) = cons’(s*) sowie cons # cons’ und cons, cons’ €

$0m8(PY oder

(2) e(l) >;ms(P) e(r) oder e(r) >§ms(P) e(l).

Mit den aktuell definierten Regeln zur Auswertung von Gleichungen ist es noch
nicht moglich Gleichungen wie

add(0, empty)=add(0,n) (8.9)

oder
add(0, empty)=add(succ(0), empty) (8.10)

zu vereinfachen. Aufgrund der Injektivitdt von Konstruktoren (Lemma 3.26) wissen
wir jedoch, dass eine Gleichung der Form

cons(ty, ..., tn)=cons(ry, ..., )
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U F if(0=0),empty=n,false) —

if(true, empty=n,false) —

empty=n.
Abbildung 8.3: Auswertung der Konjunktion (8.11)

U F  if(0=succ(0),empty=empty,false) —

if(false, empty=empty, false) —

false

Abbildung 8.4: Auswertung der Konjunktion (8.12)

genau dann giiltig ist, wenn die Argumentgleichungen
t1=?”17 ey tn=Tn

giiltig sind. Wir kénnen daher die Gleichungen (8.9) und (8.10) durch die Konjunk-
tionen

if(0=0, empty=n, false) (8.11)

bzw.
if(0=succ(0), empty=empty, false) (8.12)

ersetzen. Die Auswertungen dieser Konjunktionen sind in den Abbildungen 8.3 und
8.4 dargestellt. Mit Hilfe der Zerlegung in die Argumentgleichungen kann also Glei-
chung (8.9) auf die eigentlich relevante Gleichung empty=n reduziert werden und
Gleichung (8.10) vollstéindig ausgewertet werden. Eine Zerlegung in die Argument-
gleichungen ist somit in beiden Fillen gewinnbringend. Wir definieren allgemein die
folgende Regel.

29. Constructor injectivity

cons(ti, ... t,)=" cons(ri,... )

)

an, (AND(z1,...,x,))[z1/t1= 2 71, 20 fte= 2 1]

Aufgrund der bisher eingefiithrten Regeln zur Auswertung von Gleichungen ist es
giinstig, wenn sowohl die linke als auch die rechte Seite einer Gleichung mit einem
Konstruktor beginnt. Wir definieren daher zwei Regeln, die die linke bzw. rech-
te Seite einer Gleichung durch einen Term der Form cons;(sel;1(t),. .., sel; (1))
ersetzt, sofern die entsprechende Seite nicht bereits mit einem Konstruktor beginnt:

5Durch die Verwendung des Terms

aa, (AND(z1, ..., zn))[z1/t1= 2 71, @0 ftn= 2 ]

wird sichergestellt, dass alle Gleichungen ¢;=r; ihre Annotationen aus der urspriinglichen Gleichung

cons(ti,...,tn)= 2 cons(T1,...,Tn)

iibernehmen. Dies wire durch die Verwendung des Terms ay_,, (AND(t1=r1,...,t1=ry)) nicht ge-
wéihrleistet.
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l=r

cons;(selii(l), ..., sel, (1))=r’
falls der Term [ nicht mit einem Konstruktor beginnt und die folgen-
den Bedingungen erfiillt sind: (8.13)

(1) ?cons;(e(l)) € completep(Hy, U Hg) und

(2) r = consj(...) oder ?cons;(e(r)) € completep(Hy, U Hg).

l=r
I=cons;(selii(r),. .., seli, (1))’
falls der Term r nicht mit einem Konstruktor beginnt und die folgen-
den Bedingungen erfiillt sind: (8.14)

(1) ?cons;(e(r)) € completep(Hy, U He) und

(2) I =cons,(...).

Die Anwendungsbedingungen (1) der Regeln (8.13) und (8.14) stellen sicher,
dass die Giiltigkeit eines entsprechenden Strukturtests und damit die Giiltigkeit
einer entsprechenden Strukturgleichung aus der globalen und der lokalen Hypothe-
senmenge folgt. Diese Anwendungsbedingungen gewiéhrleisten somit die Korrektheit
der Regeln. Die Anwendungsbedingungen (2) schrinken die Regeln auf jeweils die
Fille ein, fiir die nach einer mdoglichen Anwendung der beiden Regeln sowohl die
linke als auch die rechte Seite der Gleichung mit einem Konstruktor beginnen. Be-
trachten wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 8.7. Sei der Term if(7succ(x),if(?succ(y),x=y, true), true) gegeben.
Dieser Term kann mit Hilfe der Regeln (8.13) und (8.14) wie folgt ausgewertet
werden:

U + if(7succ(x), if (?succ(y), x=y, true), true) -
if (7succ(x), if (?succ(y), succ(pred(x))=y, true), true) -
if (7succ(x), if (?succ(y), succ(pred(x))=succ(pred(y)), true), true) —
if(?succ(x), if (?succ(y), pred(x)=pred(y), true), true)

Hierbei ist zu beachten, dass die Regel (8.13) im ersten Auswertungsschritt an-
wendbar ist, obwohl die rechte Seite nicht mit einem Konstruktor beginnt. Dies
wird durch den zweiten Teil der Anwendungsbedingung (2) gewéhrleistet. Dieser
Teil der Anwendungsbedingung stellt sicher, dass die Regel (8.13) auch dann ange-
wendet wird, falls die rechte Seite erst nach einer anschliefenden Anwendung der
Regel (8.14) mit einem Konstruktor beginnt. Dabei wird die feste Reihenfolge der
Regelanwendungen ausgenutzt. O

Fiir den Fall, dass fiir eine Gleichung I=r mit [,r € ‘Termc[m] der Typoperator
¢ lediglich einen einzigen Konstruktor definiert, sind die Regeln (8.13) und (8.14)
immer anwendbar. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 8.8. Sei P das Programm (Dggage), Wobei Dggate die folgende Typopera-
tordefinition bezeichnet:

structure state <
st(rega : nat,reghb : nat).
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Da 7st(x), 7st(y) € completep() gilt, kann der Term x=y aufgrund der Regeln
(8.13) und (8.14) wie folgt ausgewertet werden:

uU F x=y N

state(rega(x), regb(x))=y -

state(rega(x), regb(x))=state(rega(y),regb(y)) —

if(rega(x)=rega(y), regb(x)=regb(y), false)

O

Auswertungen wie in Beispiel 8.8 haben sich in unseren Fallstudien als ungiinstig
erwiesen, da sie zur Folge haben, dass Gleichungen unnétigerweise in ihre Kompo-
nentengleichungen zerlegt werden. Wir beschrinken daher die Anwendung der Re-
geln (8.13) und (8.14) fiir den Fall, dass der Typoperator ¢ nur einen einzigen Kon-
struktor definiert, auf die Félle, in denen eine der Komponentengleichungen ;=r; der
Gleichung cons(ly,...,l,)= cons(ri,...,r,) zu true oder false ausgewertet wer-
den kann. Damit ist sichergestellt, dass durch die Ersetzung der linken und rechten
Seiten einer Gleichung I=r durch die Terme cons(ly,...,l,) und cons(ry,...,r,)
und einer anschliefenden Zerlegung in Komponentengleichungen die urspriingliche
Gleichung I=r wirklich vereinfacht wird.® Dies fiihrt zu folgender Regeldefinition:

39. Replace left equality argument

cons; Asta (selia Asta 0),..., seli,. Asta )= Ay

falls
1) 1 # consg(...),
2) ?cons;(e(l)) €, completep(Hr, U Hg),

3) r = cons;(...) oder ?cons;(e(r)) € completep(Hr, U Hg) und

(1)
(2)
(3)
(4) falls I,r € ATerm¢[ 1(P) und |XE"(P)| = 1 gilt, so ist

aa,.(seli j(e(l))=sel; j(e(r)))lu € {false,true}.”
Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Proz.

u': 0

6 Aus Effizienzgriinden sollte die symbolische Auswertung der Komponentengleichungen keine
Prozeduren auswerten und auch keine Quantifikationen sowie keine ,, Functionality“-Regeln ver-
wenden (siehe die Annotation Agyq und die Definition der A-Umgebung U’ in den Regeln 39 und
40).

7EEOHS(P) bezeichnet die Menge der Konstruktoren von ¢ in P.
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40. Replace right equality argument

=4 cons; Ao (sel;iq Astd (r),...,seli, o (r))

falls

1) 1 # consg(...),
2) 7cons;(e(r)) €~,, completep(H, U Hg),

3) 1 =cons;(...) und

(1)
(2)
(3)
(4) falls I,r € ATerm. j(P) und [E°°"(¢)| = 1 gilt, so ist

aa,.(sel; j(e(l))=sel; j(e(r)))lu € {false,true}.
Hierbei bezeichnet ¢’ die folgende A-Umgebung;:

Proz.

u': 0

Wir wenden die Regeln ,, Replace left equality argument und ,, Replace right equa-
lity argument” auf eine Gleichung [=r erst dann an, wenn die Terme [ und r ausge-
wertet sind. Hintergrund ist, dass die Regeln ,, Replace left equality argument” und
»Replace right equality argument’ nicht nach jedem einzelnen Auswertungsschritt in
einem der Terme [ und r erneut tiberpriift werden sollen. Abschlieffend wollen wir die
Niitzlichkeit der ,, Replace-Regeln anhand eines weiteren Beispiels demonstrieren.

Beispiel 8.9. Sei P das Programm (Dpiys), wobel Dpyys die Prozedurdefinition
aus Abbildung 8.2 bezeichnet. Wir wollen das folgende Lemma mittels Induktion

beweisen:
lemma plus_neutral < all x:nat

plus(x, 0)=x

Hierbei verwenden wir die folgende Sequenz als Induktionsschritt:

{?succ(x)}, {plus(pred(x),0)=pred(x)} I plus(x, 0)=x
Die Giiltigkeit dieses Induktionsschritts beweisen wir dadurch, dass wir den Goal-
Term durch symbolische Auswertung auf die Induktionshypothese reduzieren. Fiir
den Goal-Term erhalten wir die folgende symbolische Auswertung:®
U F plus(x,0)=x —
if(?0(x), 0, succ(plus(pred(x),0)))=x —
0

D

if(false, 0, succ(plus(pred(x),

succ(plus(pred(x),0))=x.

Durch Anwendung der Regel ,,Replace right equality argument” konnen wir jetzt
den Term auf die Induktionshypothese reduzieren und somit die Giiltigkeit des
Induktionsschritts beweisen:

8Hierbei gehen wir davon aus, dass wir Prozeduraufrufe durch die instantiierten Prozedurriimpfe
ersetzen und dass die globale Hypothesenmenge der A-Umgebung U/ durch die Hypothesenmenge
des Induktionsschritts gegeben ist.



8.6. REGELN FUR STRUKTURPRADIKATE UND SELEKTOREN 107

U F  succ(plus(pred(x),0))=x —

succ(plus(pred(x),0))=succ(pred(x)) —

plus(pred(x), 0)=pred(x).
O

Anmerkung 8.10. Vergleicht man die beiden Regeln ,,Replace left equality ar-
gument” und ,,Replace right equality argument mit der Regel ,,Replace condition‘
aus Abschnitt 8.3 so stellt man fest, dass wir fiir die Regeln ,,Replace left equality
argument” und ,,Replace right equality argument* ausschlieflich Ersetzungen auf-
grund von Strukturtests durchfiihren. Existiert eine globale oder lokale Hypothese
der Form I=cons(...), so wird diese Hypothese von den Regeln nicht beriicksichtigt.
Betrachten wir beispielsweise das Programm P = (Dpius). Eine Auswertung des
Terms
if(x=succ(plus(x,z)),x=succ(plus(y,z)), true)

ist mit Hilfe unserer aktuell definierten Regeln nicht mdoglich. Prinzipiell spricht
nichts dagegen, die linke Seite der Gleichung x=succ(plus(y,z)) durch den Term
succ(plus(x,z)) zu ersetzen und den Term insgesamt zu

if(x=succ(plus(x,z)), plus(x, z)=plus(y, z), true)

zu vereinfachen. Da wihrend der Auswertung von x=succ(plus(y,z)) der Term
x=succ(plus(x,z)) lediglich als nicht-annotierte lokale Hypothese zur Verfiigung
steht, stellt sich jedoch die Frage, wie der Term succ(plus(x,z)) fiir die Ersetzung
annotiert werden sollte. Diese Annotationen sind im Gegensatz zu den Annotatio-
nen der Bedingung des case-Terms in ,,Replace condition” relevant, da der ein-
gesetzte Term nicht notwendigerweise durch spitere Auswertungen verschwindet.
Da in keiner unserer Fallstudien Ersetzungen aufgrund von Gleichungen der Form
I=cons(...) notwendig waren, verzichten wir darauf, dieses Annotations-Problem
genauer zu analysieren. O

8.6 Regeln fiir Strukturpradikate und Selektoren

Wir definieren in diesem Abschnitt die Regeln zur Auswertung von Strukturpridi-
katen und Selektoren. Hierzu betrachten wir zunéchst Regeln, die die Arbeitsweise
eines Interpreters nachbilden. Anschliefsend definieren wir die Regeln ,,Structure
equation to structure test“ und ,,Replace structure predicate argument®. Die erste
Regel ersetzt Strukturgleichungen durch die dquivalenten Strukturtests. Die zweite
Regel ersetzt das Argument eines Strukturtests auf Basis der lokalen und globalen
Hypothesen, so dass der Strukturtest anschliefsfend zu true bzw. false ausgewertet
werden kann. Die Anwendungsreihenfolge der Regeln ist wie folgt gegeben:

30. Affirmative structure test

31.  Negative structure test

32.  Appropriate selector

383.  Structure equation to structure test
34. Replace structure predicate argument
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Wir beginnen die Definitionen der Regeln mit den Regeln zur Nachbildung eines
Interpreters:

30. Affirmative structure test

?cons(cons(r*))

true

31. Negative structure test

7cons(cons’ (r*)) falls cons # cons'
, .

false

32. Appropriate selector

sel; j(consi(t1, ... t5, ..., tn))
t

Strukturgleichungen t=cons;(sel; 1(t), ..., sel; m,(t)) sind zur symbolischen Aus-
wertung duferst ungeeignet, da der Term ¢ mehrfach in der Gleichung vorkommt
und so Mehrfachauswertungen des Terms ¢ erforderlich sind. Wir ersetzen daher
Strukturgleichungen durch die dquivalenten Strukturtests.

33. Structure equation to structure test

t=cons;(sel;1(t1), ..., s€lim,;(tn))

)
2cons 5 (t)

falls fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt 1 ~y t,.

Ist in der lokalen oder globalen Hypothesenmenge eine Gleichung der Form ¢ =
cons'(t1,...,t,) enthalten, so ist es sinnvoll das Argument ¢ eines Strukturtests
?cons(t) durch cons'(ty,...,t,) zu ersetzen. Durch diese Ersetzung ermoglichen
wir die Anwendung der Regel ,, Affirmative structure test bzw. ,,Negative structure
test' und so die Auswertung des Strukturtests zu true bzw. false. Fiir Ersetzungen
dieser Art definieren wir daher die folgende Regel:

34. Replace structure predicate argument

?cons(l)

?cons(aa,,,(r))

)

falls l=r €~,, completep(Hy, U Hg) und r = cons’(t*).
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8.7 Regel fiir Funktionsargumente

Wir haben bereits fiir einige unserer Beispiele vorausgesetzt, dass die Argumente
von Funktionsaufrufen ausgewertet werden. Wir definieren hierfiir nun eine entspre-
chende Regel.

36. Evaluate argument

FA (.t ty)

3

FA (.t )

falls f ¢ X°(P), U' F t;, — t; und t; = (t; o) fiir alle j € {1,...7 — 1} gilt.
Hierbei ist die A-Umgebung U’ wie folgt definiert:

Ktx.
u'. cuc’

mit C" = {f} falls f € ¥P"°°(P) und C’ = () sonst.

Diese Regel wird vor den Regeln aus Abschnitt 8.2 zur £-Normalisierung ange-
wendet.

8.8 Regeln zur Anordnung von Bedingungen

Wir definieren in diesem Abschnitt Regeln um die Atome in boolschen if-Termen
anzuordnen. Wir definieren hierzu die folgenden Regeln:

79.  Move then-part atom
80. Mowve else-part atom
81. Commute then-part atom
82. Commute else-part atom

Fiir Atome a und b reprisentieren wir die Konjunktion a A b durch den if-Term
if(a,b,false). (8.15)

Aufgrund der Kommutativitit der Konjunktion kénnen wir die Atome a und b
innerhalb des Term (8.15) vertauschen. Das bedeutet, dass wir die Konjunktion
a A b auch durch den Term

if(b,a,false) (8.16)

ausdriicken konnen. Fiir die symbolische Auswertung kann es von entscheidender
Bedeutung sein, durch welchen der beiden Terme die Konjunktion reprisentiert
wird. Betrachten wir dazu ein Beispiel:®

Beispiel 8.11. Sei P das Programm (Degyen), Wobei Deye, die entsprechende Proze-
durdefinition aus Abbildung 8.2 bezeichnet. Die Konjunktion even(x)A
?0(x) konnen wir sowohl durch den Term

if(even(x), 70(x), false) (8.17)

9Fiir diesen Abschnitt gehen wir davon aus, dass ein Prozeduraufrufe f(t*) ausgewertet werden
darf, falls er auf eine Basisfall der Prozedur reduziert werden kann. Diese Heuristik wird durch die
in Abschnitt 9.3 definierte Regel ,,Ezecute procedure call (non recusive cases)® realisiert.
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als auch durch den Term
if(?0(x), even(x), false) (8.18)

reprisentieren. Term (8.17) kénnen wir durch symbolische Auswertung nicht verein-
fachen. Fiir Term (8.18) ergibt sich hingegen die folgende symbolische Auswertung:

U = if(?0(x),even(x),false) —
if(70(x), if(?0(x), true,...),false) —
if(70(x),if(true,true,...),false) —
if(?70(x), true, false) —

70(x)

Die Konjunktion even(x) A 70(x) kann also, falls sie durch den ,richtigen” if-Term
représentiert wird, durch symbolische Auswertung auf das Atom ?70(x) reduziert
werden. ]

Es stellt sich also das Problem, wie wir fiir eine Konjunktion beurteilen kénnen,
welche der Représentationen fiir die symbolische Auswertung besser geeignet ist.
Da fiir Term (8.15) das Atom a als lokale Hypothese zur Auswertung von Atom b
verwendet wird und fiir Term (8.16) das Atom b als lokale Hypothese zur Auswer-
tung des Atoms a, lasst sich das Problem auf die Fragestellung reduzieren, welches
der beiden Atom a und b eine bessere lokale Hypothese zur Auswertung des an-
deren Atoms darstellt. In Beispiel 8.11 war es giinstiger den Strukturtest 70(x)
als lokale Hypothese zur Auswertung von even(x) zu verwenden, da aufgrund des
Strukturtests die Prozedur ausgewertet werden konnte. Allgemein sind Struktur-
tests ausgenommen méichtige lokale Hypothesen. Dies hat zwei Griinde:

o Strukturtests bzw. Strukturpridikate haben besondere Eigenschaften. Wir ha-
ben diese Eigenschaften in Lemma 3.27 zusammengefasst. Einige der von uns
definierten Auswertungsregeln nutzen diese Eigenschaften explizit aus. Die Re-
geln | Replace left equality argument’ und ,,Replace right equality argument®
schlieften beispielsweise aus der Giiltigkeit des Strukturtests 7cons(t), dass ¢
ein cons-Term ist. Strukturtests sind daher in besonderer Weise fiir die An-
wendbarkeit von Regeln verantwortlich.

e Die Fallunterscheidungen in Prozeduren sind h&ufig auf Basis von Struktur-
tests definiert. Die Auswertung von Prozeduren ist daher stark von den Struk-
turtests in den Hypothesenmengen abhéngig.

Insgesamt bevorzugen wir daher Strukturtests als lokale Hypothesen und definieren
die folgende, vorlaufige Auswertungsregel:

if(a,b,false)

— X fall (p f(P). 1
1£(b,a, false) alls a ¢ At (P) und b € 4t (P) (8.19)

Sind fiir eine Konjunktion if(a, b, false) sowohl a als auch b Strukturtests, so ist
es fiir die symbolische Auswertung der Konjunktion im Allgemeinen vorteilhafter,
den Strukturtest mit ;weniger” Prozeduren als lokale Hypothese zu verwenden, da
wir so den Strukturtest mit ,mehr“ Prozeduren unter einer méchtigeren lokalen
Hypothesenmenge auswerten. Wir definieren dazu die folgende Relation:

a>%b
gdw.

procp(a) 2 procp(b) oder

procp(a) = procp(b) und |procp(a)| > |procp(b)|. °
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Mit Hilfe dieser Relation modifizieren wir Definition (8.19) und definieren die
nachfolgende Regel. Hierbei ist zu beachten, dass die Relation >% asymmetrisch ist
und daher aufgrund der Regel keine Endlos-Auswertungen méglich sind.

79. Commute then-part atom

if 4 (a,b, false)
)

if 4 (b, a,false)

falls a ¢ At°(P) und b € At° (P) oder a,b € At*(P) und a >% b.

Konjunktionen mit einem negiertem Atom als Konjunktionsglied, d.h. Konjunk-
tionen der Form —a A b mit a,b € At(P), konnen wir durch die if-Terme

if(a,false,b) (8.20)

und
if(b,if(a,false,true),false) (8.21)

reprisentieren. Es stellt sich auch hier die Frage, welcher der beiden Terme fiir
die symbolische Auswertung besser geeignet ist. Aus den gleichen Griinden wie bei
, Commute then-part atom* bevorzugen wir Strukturtests als lokale Hypothesen und
definieren die folgende Regel.

80. Commute else-part atom

if 4 (a,false,b)

)

if A (b, if . (a,false, true), false)

falls b € 4¢" (P).

Die Regel ,, Commute else-part atom* vertauscht fiir b € at’ (P) die Atome a und
b. Unabhéngig davon, ob a ein Strukturtest ist oder nicht, ist diese Vertauschung
sinnvoll. Der Grund hierfiir ist, dass das Atom b in Term (8.20) unter der lokalen
Hypothese —a ausgewertet wird. Ist a ein Strukturtest, so wird b in (8.20) unter dem
negierten Strukturtest —a ausgewertet. Negierte Strukturtests sind aber deutlich
schwichere lokale Hypothesen als Strukturtests, da sie lediglich Disjunktionen von
Strukturtests reprisentieren und somit nicht im gleichen Mafe wie Strukturtests
die Anwendung von Regeln kontrollieren. Wir bevorzugen daher fiir b € 4t*(P)
grundsétzlich Term (8.21) zur Représentation der Konjunktion —a A b. Betrachten
wir ein Beispiel:

Beispiel 8.12. Sei P das Programm (Dyree), Wobei Dyyree die Typoperatordefinition
aus Abbildung 3.3 bezeichnet. Der Term

if(7nil(t),false, 7node(t))

kann ohne Regel ,, Commute else-part atom* nicht vereinfacht werden, da der negier-
te Strukturtest =7nil(t) keine Auswertung des Terms ?node(t) ermdglicht. Wenden
wir jedoch die Regel ,,Commute else-part atom* an, so erhalten wir den Term

if(?node(t),if(?nil(t), false, true), false). (8.22)

10Hierbei bezeichnet procp(t) die Menge der Prozeduren von P, die in ¢t enthalten sind.
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Aufgrund der Strukturgleichung ?node(t) kénnen wir dann fiir ?nil(t) die Regel
»Negative hypothesis* anwenden und so den Term (8.22) zu

if(7node(t),if(false, false, true),false)

vereinfachen. Die anschlieftende Anwendung der Regeln ,, Keep branch® und ,,Skip
alternatives” wertet den Term schlieflich zu ?node(t) aus. O

Wir kénnen die Kommutativitét der Konjunktion auch in komplizierteren if-
Termen nutzen, um Strukturtests als lokale Hypothesen verfiighar zu machen und
so die symbolische Auswertung von Termen zu ermdoglichen. Betrachten wir dazu
ein Beispiel.

Beispiel 8.13. Sei P das Programm (D;is, Dordered)s Wobei Dyjqy die Typopera-
tordefinition aus Abbildung 3.1 bezeichnet und Dy gereqa die folgende Prozedurdefi-
nition:
function ordered(l : list[nat]) : bool <
if(7empty(1),
true,
if(7empty(t1(1)),
true,
if(hd(1)>hd(t1(1)),
false,
ordered(tl(k))))).

Der Term

if(ordered(1),true,if(?empty(1l), ordered(r), true))
kann mit den bisher definierten Regeln nicht symbolisch ausgewertet werden. Da der
Term jedoch die Implikation —ordered(1) A 7empty(1l) — ordered(r) reprisentiert,
kénnen wir den Term durch

if(7empty(1l), if(ordered(1), true, ordered(r)), true) (8.23)

ersetzen. Term (8.23) kénnen wir dann durch die folgende symbolische Auswertung
zu true vereinfachen:

U + if(7empty(l),if(ordered(1l), true, ordered(r)),true) —
if(?empty(1l), if(if(7empty(1),true,...), true, ordered(r)), true) —
if(7empty(1),if(if(true,true,...), true, ordered(r)), true) —
if(7empty(1),if(true, true, ordered(r)), true) —
if(7empty(1l),true, true) —
true

O

Um Auswertungen wie in Beispiel 8.13 zu ermdglichen definieren wir die folgen-
den Regeln:
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81. Move then-part atom

if 4 (a,if B (b,c,d),e)

if B (b,if 4 (a,c,d),e)

b

falls d ~; e und
(1) a € At°(P) und b € At (P), oder
(2) a,be At (P) und a >3 b.

82. Move else-part atom

if 4 (a,b,if B (c,d,e))

if B (¢, if 4 (a,b,d),e)

)

falls b~ e und ¢ € 4t" (P).

Die Korrektheit der Regel ldsst sich leicht mittels Wahrheitstafel ermitteln. Fiir
Regel 81 erhalten wir die Wahrheitstafel aus Abbildung 8.5 und fiir Regel 82 erhalten
wir die Wahrheitstafel aus Abbildung 8.6.

8.9 Regeln zum Setzen der A-Umgebung

Die letzten Regeln, die wir in diesem Kapitel definieren mdéchten, sind die ersten 5

Regeln des Auswertungskalkiils. Da es sich bei diesen Regeln um technische Regeln

handelt, haben wir die Definition dieser Regeln bis zum Schluss aufgehoben.
Einige der in den folgenden Kapiteln definierten Auswertungsregeln

t
—, falls ®(¢,r)
r

miissen sicherstellen, dass Teilterme s des Ergebnisterms r in nachfolgenden Auswer-
tungsschritten mit einer festen A-Umgebung Uy ausgewertet werden. Hierzu werden
die Teilterme s mit der A-Umgebung U, annotiert:

s<""u“’"">.

Der Term s wird dann zunichst unter der A-Umgebung U, ausgewertet. Kann
der Term s unter der A-Umgebung U, nicht weiter ausgewertet werden, so wird
die A-Umgebung U, aus der Annotation des Terms s entfernt und der Term wird
anschliefend unter der aktuellen A-Umgebung U ausgewertet. Um dieses Verhalten
zu realisieren, definieren wir in diesem Abschnitt die folgenden Regeln:

Set e-environment

Reset e-environment

Evaluate e-environment argument
FEvaluate e-environment let arqgument
FEvaluate e-environment let body

Crds Lo o =
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a b c d, e if(a,if(b,c,d),e) | if(b,if(a,c, d),e)
true true true true true true
true true true false true true
true true false true false false
true true false | false false false
true false true true true true
true false true false false false
true false | false true true true
true false | false | false false false
false true true true true true
false true true false false false
false true false true true true
false true false | false false false
false | false true true true true
false | false true false false false
false | false | false true true true
false | false | false | false false false

Abbildung 8.5: Wahrheitstafel fiir Regel ,,Move then-part atom*. Es ist zu beach-
ten, dass d ~ e gilt und damit die Wahrheitswerte von d und e immer iiberein-
stimmen.

a b, e c d if(a,b,if(c,d,e)) | if(c,if(a,b,d),e)
true true true true true true
true true true false true true
true true false true true true
true true false | false true true
true false true true false false
true false true false false false
true false | false true false false
true false | false | false false false
false true true true true true
false true true false false false
false true false true true true
false true false | false true true
false | false true true true true
false | false true false false false
false | false | false true false false
false | false | false | false false false

Abbildung 8.6: Wahrheitstafel fiir Regel ,, Move else-part atom“. Es ist zu beach-
ten, dass b ~ e gilt und damit die Wahrheitswerte von b und e immer {iiberein-
stimmen.
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Wir definieren zunichst die beiden Regel ,,Set e-environment” und ,, Reset e-
environment. Zur Definition dieser Regeln benétigen wir die Funktion envy,. Diese

Funktion setzt die A-Umgebung der Annotation A des iibergebenen Terms ¢ 4 auf
U:

A)Z:tA/ . A: Umg.

envy, (t mit
Al u

Die Regel ,,Set e-environment* wertet einen Term ¢ SEERLE R unter der U; Umge-
bung aus, falls eine solche Auswertung moglich ist. Die Regel ,, Reset e-environment

entfernt aus einem Term ¢ %7 die A-Umgebung U,, falls t unter der A-
Umgebung nicht ausgewertet werden kann. Die Regeldefinitionen lauten wie folgt:

1. Set e-environment

A e
t Umg.

t Ay U

falls Uy # L, Uy envy (£ ) — 2" und

v envy, (r s ) fallsU, =1,

A
T sonst

gilt. Hierbei bezeichnet A, die folgende A-Annotation:

Umg.
A, U,
2. Reset e-environment
t Ay Umg.
’ Ay : Uu
B t t
t ot By : 1

falls Uy # L gilt.

Fiir die Regel ,,Set e-environment* sind die folgenden Punkte zu beachten:

e Die Umgebung U; ist wihrend der Auswertung von ¢ aus der Annotation A zu
entfernen, da die Regel ansonsten mit sich selbst in eine Endlosschleife geriit.
Zum Entfernen der A-Umgebung verwenden wir die Funktion env .

e Die Fallunterscheidung zur Festlegung von ¢’ ist notwendig, um zu verhindern,
dass eine entsprechende A-Umgebung in A, iiberschrieben wird.

Um zu gewihrleisten, dass der Term s “s' it der A-Umgebung U, ausgewertet

wird, ist es notwendig, weitere Regeln zu definieren.!! Nehmen wir beispielsweise

an, der Term s hitte die Form cons(s’), wobei cons einen Konstruktor bezeichnet.

Nehmen wir weiter an s kann mit Hilfe der A-Umgebung U; zu einem Term gq

Tm Folgenden notieren wir der Ubersichtlichkeit halber lediglich die A-Umgebung der A-
Annotationen.
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ausgewertet werden. Wir mochten nun gewihrleisten, dass der Term cons % (s')
unabhéngig vom Kontext, in dem der Term enthalten ist, zu ¢ ausgewertet wird.
Bezeichne sel einen Selektor des Konstruktors cons so ist dies jedoch fiir den Kontext
sel(...) nicht der Fall:

U b sel(cons = (s')) — o

Um solche Auswertungen zu vermeiden, definieren wir die folgenden Regeln:

3. Evaluate e-environment argument

FA(, .t t)

?

fA(tla"'vtga"'vtn)

falls U + t; — t; und ¢; einen Teilterm enthlt, der mit einer A-Umgebung an-
notiert ist. Weiter diirfen fiir alle j € {1,...7 — 1} die Terme t; keine Teilterme
enthalten, die mit einer A-Umgebung annotiert sind.

4. Evaluate e-environment let argument

let 4 x:=t inr end
b

x:=t' in r end

let 4

falls t/ -t — ¢’ und ¢ einen Teilterm enthilt, der mit einer A-Umgebung annotiert
ist.

5. Evaluate e-environment let body

A g:=t inr end

)
z:=t in r’ end

let

let 4

fallstd = r — r’ und r einen Teilterm enthélt, der mit einer A-Umgebung annotiert
ist.

Die Regeln gewéhrleisten, dass fiir einen Term zunéchst alle Teilterme ausgewer-
tet werden, fiir die eine A-Umgebung in ihrer Annotation enthalten ist. Erst wenn
diese Teilterme vollstéindig ausgewertet sind, wir der restliche Term ausgewertet.

Anmerkung 8.14. Die Notwendigkeit der in diesem Abschnitt definierten Regeln
ergibt sich aus den in den Kapitel 10-13 definierten ,, Unfold“-, ,, Assumption‘- und
»Functionality“-Regeln. Fiir einen konkreten Anwendungsfall der Regeln verweisen
wir auf Abschnitt F.7 in Anhang F. O



Kapitel 9

Die ,, Execute”-Regeln

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit einem der zentralen Probleme des Aus-
wertungskalkiils: Der Auswertung von Prozeduraufrufen. Fiir eine erfolgreiche sym-
bolische Auswertung der Goal-Terme ist es von entscheidender Bedeutung, welche
Prozeduraufrufe und wie weit diese Prozeduraufrufe ausgewertet werden sollen. So
muss beispielsweise fiir den Induktionsschritt aus Beispiel 8.9 der Prozeduraufruf
plus(x,0) des Goal-Terms genau bis zum rekursiven Aufruf succ(plus(pred(x),0))
ausgewertet werden, damit die Induktionshypothese angewendet werden kann. Wiir-
de der Prozeduraufruf gar nicht oder zu weit ausgewertet werden, so wire die In-
duktionshypothese nicht anwendbar und die symbolische Auswertung kénnte den
Goal-Term nicht zu true vereinfachen.

Zahlreiche Fallstudien mussten gerechnet und analysiert werden, um geeignete
Heuristiken zur Auswertung von Prozeduraufrufen zu finden. Die gefundenen Heu-
ristiken werden im Wesentlichen durch die ,, Execute”-Regeln realisiert. Diese Regeln
wollen wir in diesem Kapitel definieren. Hierzu gehen wir wie folgt vor: Zunéchst
betrachten wir rekursiv-definierte Prozeduren. Fiir diese Prozeduren definieren wir
in den Abschnitten 9.1-9.3 Regeln zur Auswertung der folgenden Arten von Proze-
duraufrufen:

e Prozeduraufrufe mit Konstruktorgrundtermen als Argumente.
e Prozeduraufrufe, die bei Auswertung zu einem rekursiven Fall fiithren.
e Prozeduraufrufe, die bei Auswertung zu einem Basisfall fithren.

Anschlieffend definieren wir in Abschnitt 9.4 Regeln zur Auswertung von Proze-
duraufrufen von nicht-rekursive-definierten Prozeduren. Insgesamt fithren wir so in
den Abschnitten 9.1-9.4 die folgenden Auswertungsregeln ein:

41.  Ezxecute procedure call (constructor ground terms)
43.  Execute procedure call (recursive cases)

45.  Execute procedure call (non recursive cases)

47.  Ezecute procedure call (no additional case analysis)
51.  Execute procedure call (additional case analysis)

Fiir diese Auswertungsregeln definieren wir in Abschnitt 9.5 kommutierte Ver-
sionen, um fiir kommutative Prozeduren zusitzliche symbolische Auswertungen zu
ermoglichen. Wir schliefsen das Kapitel in Abschnitt Abschnitt 9.6 mit einigen An-
merkungen zur Implementierung der Regeln im \/eriFun—System.

117
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Jede der in diesem Kapitel definierten Regeln wird nach der Regel ., Evaluate
argument* (sieche Abschnitt 8.7) angewendet. Das bedeutet, dass Prozeduraufrufe
durch die ,, Ezecute“~-Regeln erst dann ausgewertet werden, wenn die Argumente der
Prozeduraufrufe vollstindig ausgewertet sind. Weiter sind alle Regeln auf Basis des
folgenden Regelschemas definiert:

[t tn) falls f € 3, 0 = {z1/t1, ..., %n/tn}

) (9.1)
O.Ef(tl,...,tn)(Rf) und ...

Die Typsubstitution {¢(, ... +,) bezeichnet hierbei die auf Seite 31 fiir beliebige Funk-
tionsaufrufe ¢ eingefiihrte Typsubstitution &;. Die Anwendungsbedingung f € ¥ ge-
wahrtleistet, dass der Prozeduraufruf f(¢y,...,t,) nur dann ausgewertet wird, wenn
f in der Signatur der auszuwertenden Prozeduren ¥ enthalten ist.

9.1 Konstruktorgrundterme als Argumente

Fiir eine rekursiv-definierte Prozedur f bezeichnen wir einen Prozeduraufruf f(¢,

.., tn) als trivial, falls die Argumente der Induktionsvariablen einer Relationen-
beschreibung R € grds(f) Konstruktorgrundterme sind. Triviale Prozeduraufrufe
rekursiv-definierter Prozeduren konnen meist rekursionsvollstindig auswertet wer-
den, d.h. bei der Auswertung des instantiierten Prozedurrumpfs R;E[xl [ty
Zp[ty] verschwinden alle rekursiven Aufrufe von f. Die in diesem Abschnitt de-
finierte Regel ,,Execute procedure call (constructor ground terms)* implementiert
daher die folgende Heuristik:

Heuristik (Auswertung trivialer Prozeduraufrufe):

Triviale Prozeduraufrufe f(¢*) einer rekursiv-definierten Prozedur f werden
immer ausgewertet.

Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 9.1. Sei P das Programm (Dpiyus), wobei Dp1ys die entsprechende Pro-
zedurdefinition aus Abbildung 8.2 bezeichnet. Sei weiter die Menge
grds(plus) der generalisierten Relationenbeschreibungen von plus durch { R} gege-

ben, wobei gilt
R ={({-70(x)}, {{x/pred(x)}})}.

Dann ist {x} die Menge der Induktionsvariablen der Relationenbeschreibung R. Mit
Hilfe der Heuristik kénnen wir dann den Prozeduraufruf

plus(1, plus(x,y))

rekursionsvollsténdig auswerten und zu succ(plus(x,y)) vereinfachen:

U + plus(l,plus(x,y)) —
if(1=0, plus(x,y), succ(plus(pred(1),plus(x,y)))) —
if(false, plus(x,y), succ(plus(pred(1), plus(x,y)))) —
succ(plus(pred(1), plus(x,y))) —
succ(plus(0, plus(x,y))) —
succ(if(0=0, plus(x,y), succ(plus(pred(0),plus(x,y))))) —
succ(if(true,plus(x,y), succ(plus(pred(0), plus(x,y))))) —
succ(plus(x,y)).
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Fiir unvollsténdig-definierte Prozeduren f miissen wir sicherstellen, dass nur sol-
che trivialen Prozeduraufrufe f(¢,...,t,) ausgewertet werden, deren Auswertung
unabhingig von den rekursiven Aufrufen von f ist, die durch das Symbol * in den
Prozedurrumpf R} eingefiigt wurden. Hierzu definieren wir den Ezception-Guard:

Definition 9.2 (Exception-Guard). Sei P ein Programm und D € P eine Proze-
durdefinition der Form

function f(z1:71,...,2, :Ty) : T < Ry.

Der Ezception-Guard der Prozedur f bzgl. P ist dann definiert als

emcept}g = OR (UwefPos*(Rf) AND (cond(m, Rf))) .
O

Ist P aus dem Zusammenhang klar oder irrelevant, so schreiben wir fiir den
Exception-Guard auch kurz ezcept;. Der Exception-Guard except;[z1/t1,. .., 75 /ty]
ist genau dann ungiiltig, wenn die Auswertung von f(¢1,...,t,) unabhingig von
den Symbolen * im Prozedurrumpf Ry ist. Wir werten daher einen trivialen Pro-
zeduraufruf f(ty,...,t,) nur dann aus, falls der Term exzcept[z1/ty,. .., zn/ty] 2u
false vereinfacht werden kann. Zur Uberpriifung dieser Bedingung definieren wir
das folgende Pradikat:

dety (f(t1,.. . tn)) = Ut aa, (exceptilzy/ty,... x,/tn]) —' false!

Wir definieren dann die Regel ,,Ezecute procedure call (constructor ground
terms)* wie folgt: 2

41. Execute procedure call (constructor ground terms)

FAt, . t) S-Lim. U-Lim.
,u,0 ’ .
U£f<...>(5}(unfru (Rf))) A: S u

falls f € ¥NX"(P), o0 = {x1/ax,(t1),...,2n/a4,(tn)} gilt und eine Relationen-
beschreibung R € grdsp(f) existiert mit e(o(x)) € Term ™" (P) fiir alle 2 € iv(R).
Weiter muss gelten dety (f(e(t1),...,e(tn)))).

Anmerkung 9.3. Nicht in allen Fillen kénnen triviale Prozeduraufrufe rekur-
sionsvollstindig ausgewertet werden (siehe Beispiel F.1 in Anhang F). Weiter ist es
moglich, dass durch die Auswertung trivialer Prozeduraufrufe Endlos-Auswertungen
entstehen (siehe Beispiel F.2 in Anhang F). Um diese Probleme zu beseitigen, miisste
die Auswertung trivialer Prozeduraufrufe auf die Félle beschrinkt werden, in denen
die Argumente der relevanten Variablen einer Relationenbeschreibung R € grds(f)

1Aufgrund des Search-Limits der A-Annotation Atcp werden wihrend der symbolischen Aus-
wertung des Exception-Guards keine Quantifikationen und auch keine ,, Functionality“-Regeln an-
gewendet. Das Label T der A-Annotation Aop sperrt, wie wir bereits in Abschnitt 6.1 beschrieben
haben, die Auswertung von Prozeduraufrufen. Ausgenommen hiervon sind triviale Prozedurauf-
rufe. Diese Einschrinkungen der Auswertung des Exception-Guards sind notwendig, um eine effi-
ziente und trotzdem ausreichend michtige Uberpriifung des Exception-Guards zu ermdglichen.

2Zum Annotieren des Prozedurrumpfs Ry verwenden wir die Funktionen un®*% und s‘}. Weiter
annotieren wir die Argumente ¢; mit der A-Annotation Ag. Die Notwendigkeit dieser Annotationen
erkldren wir in den abschlieffenden Anmerkungen am Schuss dieses Kapitels. Fiir den Moment
ignorieren wir die A-Annotationen.
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Konstruktorgrundterme sind. Diese Beschrénkung verhindert jedoch in einigen Fall-
studien notwendige Auswertungen von Prozeduraufrufen (siehe Beispiel F.3 in An-
hang F). Da aufierdem in keiner unserer Fallstudien die beschriebenen Probleme
real auftraten, verzichten wir auf eine Beschrankung der Auswertung trivialer Pro-
zeduraufrufe. O

Anmerkung 9.4. Die Regel ,,Ezecute procedure call (constructor ground terms)*
ist die einzige Regel zur Auswertung von Prozeduraufrufen rekursiv-definierter Pro-
zeduren, die nicht durch die Kontextmenge C gesperrt wird. Die Griinde hierfiir
sind, dass erstens die Anwendungsbedingungen der Regel sehr effizient iiberpriift
werden kénnen und zweitens die rekursionsvollstdndige Auswertung eines Proze-
duraufrufs f(¢y,...,t,) unabhingig vom Kontext der Auswertung immer sinnvoll
ist. O

9.2 Auswertung zu rekursiven Fallen

Typischerweise wird die Giiltigkeit eines Induktionsschritts
H/IHF g

dadurch bewiesen, dass der Goal-Term ¢ auf eine oder mehrere der Induktionshy-
pothesen aus IH zuriickgefiihrt wird. Die Induktionshypothesen und der Goal-Term
weisen hierbei syntaktische Unterschiede auf. Es ist die Aufgabe der symbolischen
Auswertung, diese syntaktischen Unterschiede zu entfernen und so die Anwendung
der Induktionshypothesen zu erméglichen. Wir definieren hierzu in diesem Abschnitt
die Regel ,,Execute procedure call (recursive-cases)”. Diese Regel ersetzt Prozedur-
aufrufe in einem Goal-Term durch den instantiierten Rumpf, falls der instantiierte
Rumpf sich anschliefsend durch symbolische Auswertung auf die rekursiven Aufrufe
der Prozedur vereinfachen l&sst. Dadurch reduziert sich der syntaktische Unter-
schied zwischen Goal-Term und Induktionshypothesen. Die Regel ,, Ezecute proce-
dure call (recursive-cases)* ist somit eine der zentrale Regeln des Auswertungskal-
kiils. Zur Definition der Regel gehen wir wie folgt vor. Wir definieren zunéchst in
Abschnitt 9.2.1 die Heuristik, auf deren Basis die Regel ,,Ezecute procedure call
(recursive-cases) definiert ist. Anschliefend gehen wir in den Abschnitten 9.2.2 -
9.2.5 auf verschiedene Aspekte ein, die bei der Realisierung der Heuristik durch die
Regel zu beachtet sind. Darauf aufbauend definieren wir schlieflich in Abschnitt
9.2.6 die Auswertungsregel.

9.2.1 Heuristik zur Auswertung

Um die durch die Regel ,, Ezecute procedure call (recursive-cases)* realisierte Heuri-
stik zu motivieren, betrachten wir ein Beispiel:

Beispiel 9.5. Sei das Programm P gegeben durch (..., Dy, . . .), wobei Dy die
folgende Prozedurdefinition bezeichnet:

Dyi1n = functionnull(x:nat):bool <«
if(a,0,
if(b,0,
if(c,
null(Ch[z)),
null(Cslz])))) -

Die Terme a, b, c sowie die Kontexte C7,Cs sein so gewéhlt, dass die Relationenbe-
schreibung R = {R;y, Re} mit
Ry
Ry

({=b, c}, {z/Crlal}),
{=b; ~¢}, {z/Ca[z]})
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fundiert ist. Die Menge grds(null) der generalisierten Relationenbeschreibungen von
null sei dann gegeben durch {R}. Aus der Fundiertheit der Relationenbeschreibung
R folgt, dass die Prozedur null terminiert. Hierbei gilt:

(1) Fiir die Terminierung des ersten rekursiven Aufrufs f(C[z]) ist die Giiltigkeit
der Konjunktion guard, = AND(=b, ¢) verantwortlich.

(2) Fiir die Terminierung des zweiten rekursiven Aufrufs f(Cs[z]) ist die Giiltig-
keit der Konjunktion guard, = AND(—b, —c) verantwortlich.

Wir bezeichnen die Konjunktionen guard, und guard, als die Recursion-Guards der
entsprechenden rekursiven Aufrufe. Kénnen wir fiir einen Prozeduraufruf null(?)
den instantiierten Recursion-Guard guard, [x/t] bzw. guard,[x/t] zu true auswer-
ten, so kénnen wir den Prozeduraufruf auf den entsprechenden rekursiven Aufruf
zuriickfithren. Diese Eigenschaft der Recursion-Guards wollen wir zur Auswertung
von Prozeduraufrufen nutzen, um die Unterschiede zwischen Induktionshypothe-
sen und Goal-Term zu reduzieren. Betrachten wir hierzu den Beweis des folgenden

Lemmas:
lemma null_is_zero < allx,y:nat

null(x)=0.

Zum Beweis der Giiltigkeit des Lemmas schldgt der Prozeduraufruf null(x) eine
Induktion iiber R vor.? Fiir diese Induktion erhalten wir die folgenden Sequenzen
als Induktionsschritte:

{=b, c},{null(C1[x])=0} F null(x)=0, (9.2)
{=b, =c}, {null(Cy[x])=0} F null(x)=0.

Jede atomare Relationenbeschreibung von R definiert einen Induktionsschritt.
Da die atomaren Relationenbeschreibungen auf Basis der rekursiven Aufrufe defi-
niert sind, ist somit fiir jeden rekursiven Aufruf von null ein Induktionsschritt de-
finiert. Die Hypothesen der Induktionsschritte représentieren dabei den Recursion-
Guard des rekursiven Aufrufs null(C;[z]) fiir den der Induktionsschritt definiert
wurde. Auf diesen rekursiven Aufruf null(C;[z]) miissen wir dann den Prozedur-
aufruf von null im Goal-Term zuriickfiihren, um die Induktionshypothese anwenden
zu kénnen. Wir ersetzen daher wihrend der symbolischen Auswertung einen Proze-
duraufruf null(¢) durch den instantiierten Rumpf, falls aufgrund der Hypothesen
der Sequenz ein Recursion-Guard der Prozedur null giiltig ist. Die Hypothesen des
Induktionsschritts sind wihrend der symbolischen Auswertung als globale Hypothe-
sen der A-Umgebung U verfiigbar:

u + M=O —
if(a,0,if(},0, if(c,null(C[x]),null(Cs[x]))))=0 —
if(a,0, if(false, 0, if(c,null(Cy[z]), null(Cy[z]))))=0 —
if(a,0,if(c,null(C4[z]),null(Cs[z])))=0 —
if(a, 0, if (true,null(C[z]), null(Cs[z])))=0 —
if(a,0,null(C4x]))=0 —

3Normalerweise wird fiir die Induktion eine der generalisierten Relationenbeschreibungen
R einer rekursiv-definierten Prozedur f verwendet, flir die im Goal-Term ein Prozeduraufruf
f(t1,...,tn) existiert, so dass die Argumente der Induktionsvariablen der Relationenbeschreibung
in diesem Prozeduraufruf durch verschiedene Variablen gegeben sind. Wir sprechen dann davon,
dass der Prozeduraufruf f(¢1,...,¢n) die Relationenbeschreibung R zur Induktion vorschlégt. Die-
ses Verfahren zur Auswahl einer Relationenbeschreibung fiir die Induktion wird in der Literatur
»Recursion Analysis® oder ,Induction Heuristic* genannt [11, 47].
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if(a, 0=0,null(C[z])=0) —

if(a, true,null(C[z])=0) .

Fiir den Prozeduraufruf null(x) ist der instantiierte Recursion-Guard AND(-b,
¢) aufgrund der globalen Hypothesen der A-Umgebung U giiltig. Wir werten daher
im ersten Auswertungsschritt diesen Prozeduraufruf aus. Fiir den Prozeduraufruf
null(Cy[z]) ist hingegen kein instantiierter Recursion-Guard giiltig. Wir werten
diesen Prozeduraufruf daher nicht weiter aus. Wir haben damit den Goal-Term des
Induktionsschritts (9.2) auf eine Konsequenz der Induktionshypothese reduziert und
so die Giiltigkeit des Induktionsschritts bewiesen. O

Allgemein ersetzen wir wahrend der symbolischen Auswertung einen Proze-
duraufruf f(t¢i,...,¢,) durch seinen instantiierten Rumpf, falls ein instantiierter
Recursion-Guard der Prozedur f aufgrund der globalen Hypothesen zu true ausge-
wertet werden kann. Die Recursion-Guards einer Prozedur f sind hierbei wie folgt
definiert:

Definition 9.6 (Recursion-Guards). Sei P ein terminierendes Programm und f €
¥"¢(P) eine rekursiv-definierte Prozedur. Die Menge rec-guardsp(f) der Recursion-
Guards von f ist definiert durch

rec-guardsp(f) := {AND(D) | (D,A) € Rmit R € Ugrdsp(f)} .

Ist P aus dem Zusammenhang klar, so schreiben wir fiir rec-guardsp(f) auch kurz
rec-guards(f). O

Die durch die Regel ,,Ezecute procedure call (recursive cases)* realisierte Heuri-
stik lasst sich dann wie folgt formulieren:

Heuristik (Auswertung zur rekursiven Féllen):
Ein Prozeduraufruf f(¢*) einer rekursiv-definierten Prozedur f wird aus-
gewertet, falls ein instantiierter Recursion-Guard guard[z*/t*] mit guard €

rec-guards(f) aufgrund der globalen Hypothesen zu true ausgewertet wer-
den kann.

Die Heuristik stellt sicher, dass durch die Auswertung der Prozeduraufrufe die
syntaktischen Unterschiede zwischen Induktionshypothesen und Goal-Term heraus-
geschoben werden. Dieses Herausschieben wird allgemein als ,, Rippling-Out” be-
zeichnet [4, 13]. Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 9.7. Sei P das Programm (Dgp1, Dhaiz), Wobei Dapy und Dy, die entspre-
chenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 8.2 bezeichnen. Seien weiter die Men-
gen der generalisierten Relationenbeschreibungen der Prozeduren gegeben durch
grds(dbl) = {R;} und grds(half) = {Ry}, wobei gilt

Ry = {{(=70(x)}, {{x/pred(x)} )},
Ry = {{(=70(x),~70(pred(x))}, {{x/pred(pred(x))}})}.

Die Mengen der Recursion-Guards der Prozeduren ist dann gegeben durch

rec-guards(dbl) = {=70(x)},
{AND(-70(x), 7?70(pred(x)))}.

rec-guards(half)
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Wir wollen nun das folgende Lemma, beweisen:

lemma half dbl < all x:nat
half(dbl(x))=x

Zum Beweis dieses Lemmas ist es notwendig, die Giiltigkeit der Sequenz
0,0 - half(dbl(x))=x (9.4)

nachzuweisen. Der Teilterm dbl(x) schligt hierzu eine Induktion iiber die Relatio-
nenbeschreibung Ry vor. Fiir diese Induktion erhalten wir als Induktionsschritt die
folgende Sequenz:

{-70(x)}, {half(dbl(pred(x)))=x} F half(dbl(x))=x. (9.5)

Es ergibt sich dann folgende symbolische Auswertung des Goal-Terms:

—
—
—

U + half(dbl(x))=x S
half(if(70(x),0,succ(succ(dbl(pred(x)))))=x @
half(if(false, 0, succ(succ(dbl(pred(x)))))=x &)
half(succ(succ(dbl(pred(x))))=x @
if(?0(succ(succ(dbl(pred(x))))),

0,
if(70(pred(succ(succ(dbl(pred(x)))))), ®)
0,
succ(half(pred(pred(succ(succ(dbl(pred(x))))))))))=x
if(false,0,...)=x ®
if(70(pred(succ(succ(dbl(pred(x))))),0,...)=x @
1£(70(succ(dbl(pred(x))),0, .. .)=x &
if(false, 0, succ(half(pred(pred(succ(succ(dbl(pred(x))))))))=x ®
succ(half(pred(pred(succ(succ(dbl(pred(x)))))))=x 29
succ(half(pred(succ(dbl(pred(x)))))=x )
succ(half(dbl(pred(x)))=x (12
succ(half(dbl(pred(x)))=succ(pred(x)) (19
half(dbl(pred(x))=pred(x).

Fir den Prozeduraufruf dbl(x) ist der instantilerte Recursion-Guard —70(x)
aufgrund der gleich lautenden globalen Hypothese giiltig. Wir werten daher im
ersten Auswertungsschritt den Prozeduraufruf aus. In den beiden nachfolgenden
Auswertungsschritten (2) und (3) kann der Prozedurrumpf dann zu folgendem Term
vereinfacht werden:

half(succ(succ(dbl(pred(x)))))=x. (9.6)

Die Auswertung des Prozeduraufrufs dbl(x) hat also einerseits den Unterschied zwi-
schen Goal-Term und Induktionshypothese verringert, da der Term pred(x) in den
Prozeduraufruf von dbl eingefiigt wurde. Andererseits hat die Auswertung einen
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neuen Kontext um den Prozeduraufruf eingefiigt und damit einen neuen Unter-
schied erzeugt. Dieser neue Unterschied kann nun in den Schritten (4)-(11) durch
die Auswertung des Prozeduraufrufs von half herausgeschoben und in den Schrit-
ten (12)-(13) eliminiert werden. Dadurch haben wir den Goal-Term vollstdndig auf
die Induktionshypothese reduziert. Von entscheidender Bedeutung ist hierbei, dass
unsere Heuristik die Auswertung des Prozeduraufrufs

half(succ(succ(dbl(pred(x)))))

im Auswertungsschritt (4) ermdglicht. Grund hierfiir ist, dass der instantiierte
Recursion-Guard

AND(—70(x), 770(pred(x)))[x/succ(succ(dbl(pred(x))))]
zu true ausgewertet werden kann. O

Fiir die Auswertung der instantiierten Recursion-Guards muss die Verwendung
lokaler Hypothesen explizit verboten werden, da ansonsten Endlos-Auswertungen
nicht ausgeschlossen werden koénnen (sieche Beispiel F.4 in Anhang F). Dies ist der
Grund, warum wir lokale und globale Hypothesen unterscheiden. Auferdem koénnen
Endlos-Auswertungen auftreten, wenn im Recursion-Guard guard €
rec-guards(f) einer Prozedur f die Prozedur selbst enthalten ist (siehe Beispiel F.5
in Anhang F). Wir miissen daher bei der Auswertung der instantiierten Recursion-
Guards die Auswertung der Prozedur f verbieten. Wir stellen somit die folgende
Anforderung an die symbolische Auswertung der Recursion-Guards:

Anforderung (Auswertung der Recursion-Guards):

Fiir die Auswertung der instantiierten Recursion-Guards guard[z*/t*] ist
die Verwendung der lokalen Hypothesen und die Auswertung der Prozedur
f verboten.

Wie die Recursion-Guards zur symbolischen Auswertung annotiert werden, be-
sprechen wir in Abschnitt 9.2.4.

9.2.2 Labels in Prozedurriimpfen

Wir besprechen nun wie der durch die Auswertung eines Prozeduraufrufs f(¢*) ein-
gefiithrte Prozedurrumpf R} [#*/t*] zu annotieren ist. Wir konzentrieren uns hierzu
zundchst auf die Argumente der rekursiven Aufrufe im Rumpf. Betrachten wir dazu
ein Beispiel:

Beispiel 9.8. Sei P das Programm (Dyinus, Dren), WObei Dpings und Dye, die
entsprechenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 9.1 bezeichnen. Seien weiter
die Mengen der generalisierten Relationenbeschreibungen der Prozeduren durch
grds(minus) = {Ry, Ry} und grds(rem) = {R} gegeben, wobei gilt

Ry = {{=70(x)}, {{x/pred(x)}})},
Ry = {{~70(y)}, {{y/pred(y)}}},
R = {{{=70(x), =70(y)}, {{x/minus(x,y)}})}.

Wir wollen nun das folgende Lemma, beweisen:

lemma rem_one_is_zero < X,y :nat
if(?0(y), true, if(70(pred(y)), ?0(rem(x,y)), true)).
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Dhpinus = functionminus(x:nat,y:nat):nat <
1£(70(y),
X?
if(?0(x),
07
mimus (pred(x), pred(y))))

Dgqwor = function quot(x:nat,y:nat):nat <«
1£(70(y),
X7
if(y>x,
0,
1£70(x),
O’

quot(minus(x,y),y))))

Do = function rem(x:nat,y:nat):nat <
1£(70(x),
07
i£(70(y),
07
if(y>x,
X7
rem(minus(x,y),y))))

Abbildung 9.1: Prozedurdefinitionen fiir minus, quot und rem.

Zum Beweis dieses Lemmas ist es notwendig, die Giiltigkeit der Sequenz
0,0 F if(?0(y), true,if(?0(pred(y)), ?0(rem(x,y)), true))

nachzuweisen. Der Teilterm rem(x,y) schldgt hierzu eine Induktion {iber die Rela-
tionenbeschreibung R vor. Fiir diese Induktion erhalten wir als Induktionsschritt
die Sequenz

H,IH + if(?0(y), true, if(70(pred(y)), ?0(rem(x, y)), true)) (9.7)
mit
H = {_'?O(X)v _‘?O(Y)}
IH = {ally :nat

i£(70(y’), true, if(?70(pred(y’)), 70(rem(minus(x,y’),y’)), true))} .

Es ergibt sich dann die in Abbildung 9.2 dargestellte symbolische Auswertung.
Hierbei haben wir zur Auswertung von Prozeduraufrufen die Heuristik aus Ab-
schnitt 9.2.1 verwendet. Weiter haben wir angenommen, dass wir den Prozedurauf-
ruf pred(x)>pred(y) auswerten diirfen. Der Term

if(?0(pred(y)), 70(rem(minus(pred(x), pred(y)),y)), true) (9.8)

ist nicht weiter auswertbar und stellt somit das Ergebnis der symbolischen Aus-
wertung dar. Fiir den Term (9.8) ist offensichtlich die Induktionshypothese nicht
anwendbar. Wir haben somit unser Ziel, den Goal-Term durch symbolische Aus-
wertung auf die Induktionshypothese zu reduzieren, nicht erreicht. Das Problem
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if(?70(y), true, if(?0(pred(y)), 70(rem(x,y)), true))

if(false, true, if(70(pred(y)), 70(rem(x,y)), true))

if(?0(pred(y)),
,70(if(?0(x),0,1i£(70(y), 0, if(y>x, x, rem(minus(x,y),y))))), true)
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1£(?0( v
i (70(pred(y)),
HonoAvaQA v
i£(?0(pred(y)),
u

u

u

v

if(?0(pred(y

if (?70(pred(y

)
)
)
)
if(?0(pred(y)
)
)
if(70(pred(y)

?0(rem(x,y)), true)

,?70(if(false, 0,1£(70(y), 0, if(y>x, x, rem(minus(x,y),y))))), true)

,70(i£(?0(y), 0, if(y>x, x, rem(minus(x,y),y)))), true)

,?70(if(false, 0, if(y>x, x, rem(minus(x,y),y)))), true)

, 70(if(y>x, x, rem(minus(x,y),y))), true)

HHAHHA.VOGQ false, if(?0(x), true, pred(y)>pred(x))), x, rem(minus(x,y),y))), true)

if(false, false, if(?0(x), true, pred(y)>pred(x))), x, rem(minus(x,y),y))), true)

£(70(x), true, pred(y)>pred(x)), x, rem(minus(x,y),y))), true)

pred(y)>pred(x), x, rem(minus(x,y),y))), true)

,.\AAAAA

A
A
if(if(false, true, pred(y)>pred(x)), x, rem(minus(x,y),y))), true)
A
A

?0(if (if(true, false, if(?0(pred(x)), true, pred(pred(y))>pred(pred(x)))), x, rem(minus(x,y),y))), true)

?70(if(false, x, rem(minus(x,y),y))), true)

70(rem(minus(x,y),y)), true)
70(rem(if(?0(x), 0, if(?0(y), x, minus(pred(x), pred(y)))),y)), true)

?0(rem(if(false, 0,if(?70(y), x,minus(pred(x), pred(y)))),y)), true)

20(rem(i£(20(y), x, ninus(pred(x), pred(y))), y)), true)
?0(rem(if(false, x, minus(pred(x), pred(y))),y)), true)
?0(rem(minus(pred(x), pred(y)),y)), true)

Abbildung 9.2: Symbolische Auswertung des Goal-Terms der Sequenz (9.7) aus Beispiel 9.8. Es wird angenommen, dass
pred(x)>pred(y) in Auswertungsschritt (13) ausgewertet werden darf.

£(70(pred(y)), false, if(70(pred(x)), true, pred(pred(y))>pred(pred(x)))), x, rem(minus(x, y),y))), true)
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ist, dass wir in Auswertungsschritt (17) das Argument minus(x,y) des rekursiven
Aufrufs von rem auswerten. Ohne diese Auswertung wiirde die symbolische Auswer-
tung den Term

if(70(pred(y)), ?70(rem(minus(x,y),y)), true)

als Ergebnis liefern und wir konnten die Induktionshypothese anwenden. Wir be-
zeichnen die symbolische Auswertung aus Abbildung 9.2 daher auch als Uberaus-
wertung. O

Das Beispiel zeigt, dass es nicht sinnvoll ist Argumente von rekursiven Aufrufen
auszuwerten. Solche Auswertungen kénnen nicht nur, wie in Beispiel 9.8, zu Termen
fithren, auf die die Induktionshypothese nicht mehr anwendbar ist, sondern auch zu
Endlos-Auswertungen (siehe Beispiel F.6 in Anhang F). Um solche Auswertungen
zu vermeiden, miissen wir die Auswertung von Prozeduraufrufen in den Argumenten
der rekursiven Aufrufe verhindern. Dies betrifft jedoch nur Prozeduraufrufe in den
Argumenten von Induktionsvariablen der Prozedur f, da nur die Auswertung dieser
Prozeduraufrufe zu Uberauswertungen und Endlos-Auswertungen fiihren kann. Wir
formulieren daher die folgende Anforderung;:

Anforderung (Auswertung rekursiver Argumente):

Bei der Auswertung eines instantiierten Prozedurrumpfs Rj[z*/t*] einer
rekursiv-definierten Prozedur f diirfen die Prozeduraufrufe in den Argu-
mentpositionen von Induktionsvariablen in den rekursiven Aufrufen von f
nicht ausgewertet werden.

Zur Erfiillung dieser Anforderung beschrénken wir zunichst allgemein die Aus-
wertung von Prozeduraufrufen auf Basis unserer Heuristik. Wir werten einen Pro-
zeduraufruf

gt Dt t)

nur noch dann auf Basis unserer Heuristik aus, falls das Label [ nicht in der aktu-
ellen Kontextmenge C' der A-Umgebung enthalten ist. Weiter annotieren wir den
Rumpf R} einer Prozedur f wie folgt: Fiir jeden rekursiven Aufruf f(ri,...,7rn)
in R} setzen wir das Label eines Prozeduraufrufs ¢g(s*) in den Argumenten r; der
Induktionsvariablen von f auf die Prozedur h, falls der Prozeduraufruf innerhalb
eines Prozeduraufrufs von h in r; auftaucht. Das bedeutet, das Argument r; hat
folgende Form:

Fiir alle anderen Prozeduraufrufe setzen wir das Label auf L. Wir sperren dadurch
die Auswertung der Prozeduraufrufe g(s*) in den Argumenten r; solange, wie der
Prozeduraufruf innerhalb eines Prozeduraufrufs von h enthalten ist. Fiir den Proze-
durrumpf von rem aus Beispiel 9.8 ergibt sich dann folgender annotierter Rumpf:*

if £ (70t (x),

rem + (minus rem (Xv Y)a Y))))

4Wir stellen der Ubersichtlichkeit halber lediglich die Labels der A-Annotationen dar.
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Weiter erhalten wir so fiir den Prozedurrumpf von mult aus Abbildung 8.2 den
annotierte Rumpf

if £ (70t (x),
if + (even * (x),
mult + (half ™ (x),dbl * (y)),
plus = (mult * (half ™* (x),dbl * (y)),7)))

und fiir den Prozedurrumpf von minsort aus Abbildung 9.3 den annotierten Rumpf

if + (7empty * (1),
emptys, (9.9)
add * (minimum * (1),
minsort = (delete ™®°T* (minimum %t (1) 1)))).

Um einen Prozedurrumpf R% einer Prozedur f auf diese Weise zu annotieren
definieren wir die Funktion

s,
uy? : Term(P) — ATerm(P).
Hierbei bezeichnet ¢ ein Element der Menge ¥P"°(P) U {L} und § eine Termsub-

stitution. Um die Definition der Funktion u‘;’g iibersichtlich zu halten, gehen wir
davon aus, dass die Prozedur f durch eine Prozedurdefinition der Form

function f(z* : 7%,y" :7T") : 7 &« Ry

eingefiihrt wurde. Weiter gehen wir davon aus, dass die Parameter z* die Induk-
tionsvariablen der Prozedur bezeichnen, d.h. es gilt

{z"} = U iv(R).
Regrds(f)

Das Funktionssymbol h bezeichne in der nachfolgenden Definition immer ein Funk-
tionssymbol ungleich f. Die Funktion u‘sf’g ist dann wie folgt definiert:

u?’g(a:) = falls g = 1 oder = &€ dom(5),
ufc’g(az) = u‘sf’g((S(a:)) falls g # 1L und x € dom(J),
uP(h(t*)) = h A (W) falls h g SPC(P)
f T ! )
u}d(h(t*)) = h Ao (}?(t*)) falls h € XP°(P) und g = L,
WCI(h(t)) = B (W) falls b € SPOY(P) und g # L
f = f g7 -
A9
u;.’g(f(t*,r*)) = f e (u?’f(t*),ui.’g(r*)),
u‘sf’g(let x:=t inr end) := let = z:=ufc’g (t) in uéf@{x/é(t)}’g (r) end.

Hierbei bezeichnet A7

5:q die folgende A-Annotation:

Pol. Mark. Lab. U-Lim. S-Lim. Inst.
Agcd: ® 0 g 0 0 1
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Wir ersetzen dann bei der Auswertung eines Prozeduraufrufs f(¢y,...,t,) diesen
Prozeduraufruf durch den folgenden annotierten und instantiierten Prozedurrumpf:

u;,L(Rj;)[xl/tl, cey T/t

Die Funktion u%? behandelt let-Terme auf spezielle Weise. Zur Erkldrung be-
trachten wir die Prozedurdefinitionen der Prozeduren minsort und minsort’ aus
Abbildung 9.3. Der durch u;’iisort annotierte Prozedurrumpf von minsort ist durch
den Term (9.9) gegeben. Die beiden Prozeduraufrufe von minimum(1) in (9.9) wurden
mit verschiedenen Labels annotiert: Der Prozeduraufruf aufterhalb des rekursiven
Aufrufs wurde mit L annotiert und der Prozeduraufruf innerhalb des rekursiven
Aufrufs mit minsort. Eine Auswertung des Prozeduraufrufs minimum(1) auferhalb
des rekursiven Aufrufs ist also moglich. Betrachten wir nun die Prozedurdefinition
von minsort’. Die Prozedurriimpfe der Prozeduren minsort und minsort’ unter-
scheiden sich lediglich dadurch, das fiir den Term minimum(1l) im Prozedurrumpf
von minsort’ die Variablenbindung m=minimum(1) eingefiithrt wurde. Um zu ge-
wéhrleisten, dass die Prozedurriimpfe von minsort und minsort’ auf &hnliche Wei-
se annotiert und damit in dhnlicher Weise ausgewertet werden, setzen wir durch
die Funktion ufl’i’ilsort, die Variablenbindung m=minimum(1) in das Argumente der
Induktionsvariablen des rekursiven Aufrufs von minsort’ ein. Zum Einsetzen der
Variablenbindung verwenden wir die Substitution 4. Es ergibt sich dann folgender
annotierter Prozedurrumpf fiir die Prozedur minsort’:

if + (?empty *+ (1),
empty -
let m:=minimum * (1) in
add * (m,minsort’ * (delete ™"°**" (minimum %°%e%e (1) 1)))

end).

Dadurch, dass wir die Variablenbindungen m=minimum(1) in den rekursiven Aufruf
von minsort’ einsetzen, ist es moglich, die Auswertung von minimum(1) auferhalb
des rekursiven Aufrufs zu erlauben und lediglich die Auswertung innerhalb des
rekursiven Aufrufs zu sperren.®

9.2.3 Weitere Annotationen des Prozedurrumpfs

Durch die Funktion u%® werden nur die Labels der Prozeduraufrufe im Prozedur-
rumpf korrekt gesetzt. Fiir eine effiziente symbolische Auswertung ist es jedoch
wichtig, dass sich das Search-Limit und das Unfold-Limit des Prozeduraufrufs auf
die Funktionsaufrufe des Prozedurrumpfs vererbt. Wir definieren daher zur voll-
stindigen Annotierung des Prozedurrumpfs die folgende Funktion:®

un " (E) = ag(ufT(t)  mit

Pol. Mark. Lab. U-Lim. S-Lim. Inst.

A: — m — u s —

5]et-Ausdriicke werden verwendet, um Mehrfachauswertungen von Ausdriicken zu vermeiden.
Folglich ist das Einsetzen von let-Bindungen unter diesem Aspekt unsinnig. Hier geht es jedoch
nicht um Berechnungen, sondern um die Verwaltung von Kontrollinformationen fiir die automati-
sche Beweisfiihrung. In diesem Zusammenhang ist - wie das Beispiel illustriert - die Aufldsung von
let-Bindungen durchaus sinnvoll, um Terme geeignet mit Kontrollinformationen zu versehen.
6Die Bedeutung der Markierung m erkliren wir in Abschnitt 10.
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Dgerete = functiondelete(n:@a,l:1list[@a]): list[0a] <
if(?empty(1l),
empty,
if(n=hd(1),
)
add(n,delete(n, tl(k)))))

Dyinimmm = function minimum(1l : list[nat]) : nat <
if(7empty(1),
*7
if(7empty(t1(1)),
hd(1),
if(hd(1)>minimum(t1(1)),
minimum(t1(1)),

hd(1))))

Dorderea = function ordered(l: list[nat]) :bool <«
if(?empty(1l),
true,
if(7empty(t1(1)),
true,
if(hd(1)>hd(t1(1)),
false,
ordered(tl(k)))))

Dpinsort = functionminsort(l: list[nat]|)list[nat] <
if(?empty(1),
empty,
add(minimum(1l),minsort(delete(minimum(1),1))))

Dpinsorry = functionminsort’(1l: list[nat])list[nat] <
if(7empty(1),
empty,
let m:=minimum(1l) in
add(m,minsort’(delete(m,1)))
end)

Abbildung 9.3: Prozedurdefinitionen fiir delete, minimum, ordered, minsort und
minsort’.
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U I 1f(70(n), true, log2(dbl(n))=succ(log2(n))) —*
(2)
log2(dbl(n))=succ(log2(n)) —*
if(?0(pred(n)), 3)
true, —*
log2(succ(succ(dbl(pred(n)))))=succ(log2(n)))
if(?0(pred(n)), (1)
true, —*

log2(half(succ(succ(dbl(pred(n))))))=succ(log2(n)))

if(?0(pred(n)),
true,
if(70(pred(half(succ(succ(dbl(pred(x))))))),
false,
log2(half(half(succ(succ(dbl(pred(x)))))))=log2(half(x))))

Abbildung 9.4: Symbolische Auswertung des Goal-Terms der Sequenz (9.10).

Wie wir bereits zu Beginn des Kapitels erwdhnt haben, wird ein Prozeduraufruf
f(t1,...,ty) erst dann ausgewertet, wenn alle Argumente t1,...,¢, des Prozedur-
aufrufs ausgewertet sind. Wir kénnen daher, ohne die Auswertung des instantiierten
Prozedurrumpfs

R}[Z’l/tl,...,lﬂn/tn]

spiirbar zu beschrénken, das Search-Limit und das Unfold-Limit in den Argumen-
ten tq,...,t, fir die Instantiierung des Prozedurrumpfs R’} auf 0 setzen. Dadurch
werden fiir die Argumente t1, ..., t, keine Quantifikationen und keine ,, Functionali-
ty“-Regeln angewendet. Weiter wird die Anwendung der ,, Unfold“-Regeln verhindert.
Diese Einschrinkungen sind fiir die Effizienz des A-Kalkiils ausgesprochen wichtig.

9.2.4 Auswertung der Recursion-Guards

Die Auswertung von Prozeduraufrufen in den Argumenten t1, ..., t, eines Prozedur-
aufrufs f(t1,...,t,) wihrend der Auswertung des instantiierten Recursion-Guards

kann zu Uberauswertungen fiithren. Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 9.9. Sei das Programm P gegeben durch die Prozedurdefinitionen Dgy,
Dyais aus Abbildung 2.11 und der folgenden Prozedurdefinition

function log2(n : nat) : nat <
i£(70(n),
0,
if(70(pred(x)),
0,
succ(log2(half(x))))).

Der Recursion-Guard von log2 sei gegeben durch —7(n). Wir wollen nun das fol-
gende Lemma durch Induktion {iber 1log2 beweisen:

lemma log2 dbl2 < alln:nat
if(?70(n), true, log2(dbl(n))=succ(log2(n))).



132 KAPITEL 9. DIE ,EXECUTE“REGELN

Fiir den Induktionsschritt erhalten dabei die folgende Sequenz:

{=70(n)},
{if(70(half(n)), true, log2(dbl(half(n)))=succ(log2(half(n))))} -  (9.10)
if(?70(n), true, log2(dbl(n))=succ(log2(n))).

Fiir den Goal-Term dieser Sequenz ergibt sich die in Abbildung 9.4 dargestellte
symbolische Auswertung. Es ist zu beachten, dass der Prozeduraufruf in Auswer-
tungsschritt (4) ausgewertet werden darf, da der instantiierte Recursion-Guard

—7(half(succ(succ(dbl(pred(n)))))) (9.11)

zu true ausgewertet werden kann. Diese Auswertung des Prozeduraufrufs in Aus-
wertungsschritt (4) fiihrt zur Uberauswertung des Goal-Terms. Das bedeutet, dass
der die Induktionshypothese nicht auf das Ergebnis der symbolischen Auswertung
angewendet werden kann. Die Auswertung des instantiierten Recursion-Guard
(9.11) zu true ist moglich, da der Prozeduraufruf half(succ(succ(dbl(pred(n)))))
in (9.11) ausgewertet werden kann. O

Um Uberauswertungen wie in Beispiel 9.9 zu verhindern, sperren wir die Auswer-
tung von Prozeduraufrufen in den Argumenten ¢4, ...,¢, wihrend der Auswertung
des Recursion-Guards. Wir annotieren dazu die Prozeduraufrufe in den Argumenten
t1,...,t, im instantiierten Recursion-Guard guard|xz; /t1, ..., z,/t,] mit dem Label
T.

Uberauswertungen sind auch dann mdglich, wenn Quantifikationen zur Aus-
wertung des instantiierten Recursion-Guards verwendet werden. Ist beispielsweise
wéihrend der symbolischen Auswertung der Sequenz (9.10) aus Beispiel 9.9 die Giil-
tigkeit des Lemmas

lemma log2_ stupid < alln:nat

if(?0(n), true, -7(half(succ(succ(dbl(pred(n))))))) (9.12)

bekannt und annotieren wir, wie erwiahnt, die Prozeduraufrufe in den Argumenten
t1,...,t, im instantiierten Recursion-Guard guard|x; /t1, ..., z,/t,] mit dem Label
T, so kann der instantiierte Recursion-Guard (9.11) mit Hilfe des Lemmas (9.12) zu
true vereinfacht werden. Es ergibt sich dann wieder die Uberauswertung aus Ab-
bildung 9.4. Wir setzen daher zur Auswertung des instantiierten Recursion-Guards
zusédtzlich das Search-Limit jedes Teilterms auf 0 und sperren damit die Verwendung
von Quantifikationen.

9.2.5 Unvollstindig-definierte Prozeduren

Fiir unvollsténdig definierte Prozeduren f miissen wir im Prozedurrumpf R} die
rekursiven Aufrufe fiir eine symbolische Auswertung sperren, die durch das Symbol
* in den Prozedurrumpf R} eingefiihrt wurden, da ansonsten Endlos-Auswertungen
entstehen.” Hierzu definieren wir die folgende Funktion:

sp(r) = =,
i) = f R (),
gt tn) = g (SF(t), . sH(t))),
si(let A gz:=tinrend) := let? x:=s;(t) in s}(r) end.

"Die Verwendung des Exception-Guard ist fiir die Regel , Ezecute procedure call (recursive
cases) ungeeignet, da der Exception-Guard in den meisten Féllen nicht zu false ausgewertet
werden kann und wir somit die Regel praktisch fiir unvollstindig-definierte Prozeduren niemals
anwenden wiirden.



9.3. AUSWERTUNG ZU BASISFALLEN 133

Wir interpretieren dann einen Prozeduraufruf f 4 (¢1,...,t,) durch den Term
o (s} (unp " (Ry))).-

9.2.6 Vollstindige Regeldefinition

Insgesamt ergibt sich aufgrund der vorhergehenden Abschnitte die folgende Defini-
tion der Regel ,, Exzecute procedure call (recursive cases)":

43. Execute procedure call (recursive cases)

f A (tl, - ,tn) Label SLim.  ULim.
Uf.f<...)(5}(“"?7870(Rf))) A: 1 s N

falls f € XNX"™(P), 1 & C, 0 = {x1/as,(t1),...,2n/a4,(tn)} und eine guard €
rec-guards( f) existiert mit

U'Fag,,(guard)[z1/aa,,, (t1), ..., 2n/a4,, (t.)] —' true.

Hierbei bezeichnet ¢’ die folgende A-Umgebung;:

Hypy, Termsig.

u's 0 2l dom(2)\{ £}

9.3 Auswertung zu Basisfillen

Die Regel ,,Ezecute procedure call (recursive cases)‘ wurde zur Auswertung von
Prozeduraufrufen definiert, um den Goal-Term an die Induktionshypothesen an-
zundhern. Hierzu wertet die Regel einen Prozeduraufruf aus, falls gewdhrleistet ist,
dass sich der Prozedurrumpf zu entsprechenden rekursiven Aufrufen vereinfachen
lasst. Insbesondere fiir eine erfolgreiche symbolische Auswertung des Goal-Terms
eines Induktionsbasisfalls ist es jedoch erforderlich, Prozeduraufrufe auch dann aus-
zuwerten, falls sich die Prozeduraufrufe auf Basisfille der Prozeduren reduzieren
lassen. Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 9.10. Betrachten wir erneut das Lemma plus neutral aus Beispiel 8.9.
Eine Induktion iiber die Relationenbeschreibung

Ro= {({=70(x)}, {{x/pred(x)}})}
liefert die folgende Sequenz als Induktionsbasisfall:
{70(x)},0 F plus(x,0).

Durch Auswertung des Prozeduraufrufs plus(x,0) kénnen wir plus(x,0) auf den
Basisfall der Prozedur plus reduzieren und so die Giiltigkeit des Basisfalls beweisen:
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U + plus(x,0)=x —
if(70(x), succ(plus(pred(x),0)),0)=x —

if(true, succ(plus(pred(x),0)),0)=x —

0=x —

true.

O

Um solche Auswertungen zu ermoglichen, definieren wir in diesem Abschnitt die
Regel ,,Ezecute procedure call (non recursive cases)“. Diese Regel ist auf Basis der
folgenden Heuristik definiert:

Heuristik (Auswertung zu Basisfillen):

Kann ein Prozeduraufruf f(¢*) einer rekursiv-definierten Prozedur f auf
Basisfélle von f reduziert werden, so wird der Prozeduraufruf ausgewertet.

Um auf effiziente Weise zu tiberpriifen, ob ein Prozeduraufruf f(¢*) auf die Basis-
falle der Prozedur f reduziert werden kann, definieren wir fiir jede rekursiv-definierte
Prozedur g den so genannten Ezecution-Guard. Der Execution-Guard einer Proze-
dur ¢ definiert die Bedingungen, die die Argumente s* eines Prozeduraufrufs g(s*)
erfiillen miissen, damit der Prozeduraufruf auf die Basisfélle der Prozedur g redu-
ziert werden kann. Um den Execution-Guard einer Prozedur definieren zu koénnen,
miissen wir zunichst formal festlegen, was wir unter einem Basisfall verstehen wol-
len. Wir fithren hierzu die Begriffe der Ergebnisposition und des Ergebnisterms einer
Prozedurdefinition ein:

Definition 9.11 (Ergebnispositionen und Ergebnisterme). Sei D eine Prozedurde-
finition der Form
function f(2* : 7%) : 7 « Ry.

Eine Position m € Pos(|R¢|p) heifit Ergebnisposition von D falls |Ry case-frei

ist und die folgende Implikation gilt:

Plx

=7t = |R¢|s

= case(...) und ¢ > 1.

!

Die Menge aller Ergebnispositionen von D wird mit Posg (D) bezeichnet. Fiir eine
Ergebnisposition m von D wird der Term ‘Rf|5p|ﬂ_ Ergebnisterm von D genannt. [J

Ergebnispositionen bzw. Ergebnisterme reprisentieren genau die Terme, die die
Resultate der Prozedur berechnen. Ist fiir eine Prozedur f die Prozedurdefiniti-
on D aus dem Zusammenhang klar, so sprechen wir auch von Ergebnisposition
und Ergebnisterm der Prozedur f. Wir schreiben dann statt Posg (D) auch einfach

Posg(f)-

Beispiel 9.12. Die Ergebnispositionen der Prozedurdefinition von
minimum aus Abbildung 9.3 lauten:

(2),(3,2),(3,3,2),(3,3,3).
O

Mit Hilfe von Ergebnispositionen und Ergebnistermen kénnen wir nun die Po-
sitionen und Terme formal definieren, die die Basisfille einer Prozedurdefinition
reprasentieren. Diese Positionen und Terme bezeichnen wir als Basispositionen und
Basisterme der Prozedurdefinition.
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Definition 9.13 (Basispositionen und Basisterme). Sei D eine Prozedurdefinition
der Form
function f(z* :7%):7 < Ry .

Eine Ergebnisposition 7 von D heiflt Basisposition von D, falls die Terme |Rf|rp|ﬂ_
und cond(m, |Ryf|p) keinen Prozeduraufruf von f enthalten. Die Menge aller Basis-
positionen von D wird mit Posg(D) bezeichnet. Fiir eine Basisposition m von D
wird der Term |Rf|’l’|7r Basisterm von D genannt. O

Basisterme sind genau die Ergebnisterme der Prozeduren, fiir die kein rekursiver
Prozeduraufruf erforderlich ist, weder auf dem Pfad zum Ergebnisterm, noch im
Ergebnisterm selbst. Ist fiir eine Prozedur f die Prozedurdefinition D aus dem
Zusammenhang klar, so sprechen wir auch von Basisposition und Basisterm der
Prozedur f. Wir schreiben dann statt Posg(D) auch einfach Posg(f) . Es ist zu
beachten, dass Ergebnisterme der Form * einer Prozedur f als Basisterme erachtet
werden. Dies ist korrekt, da der definierte, aber unbekannte Wert von * immer ohne
Rekursion berechnet werden kann.

Beispiel 9.14. Die Basispositionen der Prozedurdefinition von minimum aus Ab-
bildung 9.3 lauten:
(2),(3,2).

Es ist zu beachten, dass (3, 3,2) keine Basisposition ist, da die Bedingung
hd(1)>minimum(t1(1))
einen rekursiven Aufruf enthilt. O

Nachdem nun geklart ist, welche Positionen bzw. Terme als Basisfélle einer
Prozedurdefinition zu betrachten sind, kommen wir zur Definition des Execution-
Guards. Kann fiir einen Prozeduraufruf o(f(z,,...,z,)) und eine Basisposition
m von f die Konjunktion o(AND(cond(m,|Rs|s))) zu true ausgewertet werden,
so lésst sich offensichtlich der instantiierte let-bereinigte Prozedurrumpf o(|Ry|»)
auf den entsprechenden Basisterm o (| R¢|») |7T reduzieren. Den nicht-let-bereinigten
Prozedurrumpf o(Ry) konnen wir dann zu einem dem Basisterm entsprechenden
Term vereinfachen. Die Konjunktion AND(cond(w,|Ry|s)) definiert damit die Be-
dingungen, die die Argumente von o(f(zy,...,z,)) erfilllen miissen, damit der Pro-
zeduraufruf auf den Basisfall |R f|‘l’|7r reduziert werden kann. Der Execution-Guard
ist dann durch die Disjunktion all dieser Konjunktionen definiert:

Definition 9.15 (Execution-Guard). Sei D eine rekursiv-definierte Prozedurdefi-
nition der Form
function f(z* : 7%):7 < Ry

und {my,...,m} = Posg(D) mit m1 <y ... <y Tn. Weiter sei
E = OR(AND(cond(r1, |R¢|p)), ..., AND(cond(m,, |Rf|r))) .
Der Ezecution-Guard execp der Prozedurdefinition D ist dann definiert als

execp = e(aAstd (E)iuo) :
O]

Die symbolische Auswertung aa_,,(E)ly, der Disjunktion F in Definition 9.15
ist notwendig, um einen moglichst einfachen Execution-Guard zu erhalten. Insbe-
sondere werden durch die symbolische Auswertung irrelevante Fallunterscheidungen
aus FE entfernt. Weiter ist es fiir eine effiziente Verwendung des Execution-Guards
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erforderlich, dass die Konjunktionen AND(cond(w;, |Rs|»)) in der Reihenfolge an-
geordnet sind, in der die zugehorigen Basisterme IRf|’P|m im Prozedurrumpf |R ;|
auftauchen. Aus diesem Grund ordnen wir in Definition 9.15 die Basispositionen 7;
mit Hilfe der Relation >y, entsprechend an. Wir illustrieren die Berechnung des
Execution-Guards anhand eines Beispiels.

Beispiel 9.16. Betrachten wir abermals die Prozedurdefinition von
minimum aus Abbildung 9.3. Wie bereits erwdhnt sind m = (2) und m = (3,2)
die beiden einzigen Basispositionen dieser Prozedurdefinition. Als Disjunktion der
Terme AND(cond(my, |Ryinimum|?)) und AND(cond(ma, | Ri;nimm|2)) €rgibt sich dann
der Term

if(7empty(1l), true, if(—7empty(1l), 7empty(t1l(1)),false)).

Eine symbolische Auswertung dieses Terms liefert den Execution-Guard der Proze-
dur minimum:

eTeChinimm = 1f(7empty (1), true, Tempty(t1(1))).
O

Ein Prozeduraufruf f(¢*) kann dann auf Basisfélle von f reduziert werden, falls
der Term
execyx” /t"] (9.13)

zu true ausgewertet werden kann. Aus Effizienzgriinden verwenden wir zur Aus-
wertung des Terms (9.13) keine Quantifikationen und keine ,, Functionality“Regeln.
Weiter werten wir lediglich triviale Prozeduraufrufe aus. Mit diesen Begriffen kon-
nen wir jetzt die Regel ,, Exzecute procedure call (non recursive cases)* definieren:

45. Execute procedure call (non recursive cases)

A, ) Label SLim. U-Lim.
)

* u,s,0 .
U&f(...)(sf(unf (Rf))) A ! s “

falls f e XNXE™(P), 1€ C, 0 ={x1/a4,(t1),-..,2n/a4,(tn)} und es gilt

Ul ay,, (execs[zi/e(tr),. .., zn/e(tn)]) —'true.

Anmerkung 9.17. Die Annotationen des Terms o¢,  (s}(un}*(Ry))) haben wir
aus der Regel ,, Ezecute procedure call (recursive cases)‘ iibernommen. Die Annota-
tionen sind aus denselben Griinden sinnvoll bzw. relevant wie fiir Regel ,, Ezecute
procedure call (recursive cases)‘. Es ist zu beachten, dass die Labels der Argumen-
te der rekursiven Aufrufe irrelevant sind, da alle rekursiven Aufrufe aus dem Term
o¢, (s} (uny°(Ry))) aufgrund der Anwendungsbedingung der Regel in nachfolgen-
den Vereinfachungen entfernt werden kdnnen. O

Betrachten wir abschlieffend noch ein Beispiel, um die Niitzlichkeit der Regel zu
demonstrieren.

Beispiel 9.18. Sei P das Programm (Dyipnys), Wobei Dyinys die entsprechende Pro-
zedurdefinition aus Abbildung 9.1 bezeichnet. Sei weiter die Menge grds(minus) der
generalisierten Relationenbeschreibungen gegeben durch {R;, R2}, wobei gilt

Ri = {({=70(x)}, {{x/pred(x)} )},
Ry = {({=70(y)}, {{y/pred(y)}})}-
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Die Execution-Guards der Prozedur minus und der Prozedur > seien wie folgt ge-
geben:

execs = if(70(x),true, 70(y)),
eTeCnims = 1f(70(x),true,?0(y)).

Betrachten wir nun den Beweis des folgenden Lemmas:

lemma minus_pred < all x:nat
if(x>y, pred(minus(x,y))=minus(pred(x),y), true).

Die Teilterme minus(x,y) und minus(pred(x),y) schlagen zum Beweis dieses Lem-
mas eine Induktion iiber Ry vor. Fiir diese Induktion erhalten wir als Induktions-
anfang die folgende Sequenz

{?0(y)}, 0 - if(x>y, pred(minus(x,y))=minus(pred(x),y), true).

Es ergibt sich dann die in Abbildung 9.5 dargestellte symbolische Auswertung. Al-
le Prozeduraufrufe von > und minus werden hierbei aufgrund der Regel ,, Execute
procedure call (non recursive cases)* ausgewertet. O

9.4 Nicht-rekursiv definierte Prozeduren

Kommen wir nun zu nicht-rekursiv definierten Prozeduren. Obwohl die uneinge-
schrinkte Auswertung dieser Prozeduren keine Endlos-Auswertungen erzeugen
kann, ist es nicht sinnvoll, nicht-rekursiv definierte Prozeduren auf diese Art zu
verwenden. Der Grund hierfiir ist, dass wir durch eine uneingeschrinkte Auswer-
tung fiir Prozedurdefinitionen wie

function swap(h : tree) : tree <
if(h=tip,
tip,
if(left(h)=tip,
tip,
if(depth(left(h))=depth(right(h)),
node(left(h),bottom(right(h)), pop(right(h)))
node(pop(left(h)), bottom(left(h)),right(h)))))

mit der Typoperatordefinition

structure tree <
tip,node(left : tree,val : nat,right : tree)

einen einfachen Prozeduraufruf wie swap(h) durch einen entsprechend komplizierten
if-Term ersetzen und so zusédtzliche Fallunterscheidungen in den auszuwertenden
Term einfiihren. Wir definieren daher zunéchst eine Regel auf Basis folgender Heu-
ristik:

Heuristik (keine zusitzlichen Fallunterscheidungen):

Ist gewdhrleistet, dass durch die Auswertung eines Prozeduraufrufs f(¢*) ei-
ner nicht-rekursiv definierten Prozedur f keine zusdtzlichen Fallunterschei-
dungen entstehen, so wird der Prozeduraufruf ausgewertet.

Fiir eine nicht-rekursiv definierte Prozedur bezeichnen wir einen Prozeduraufruf
f(t1,...,ty) als trivial, falls fur alle ¢ € {1,...,n} die Argumente ¢; Konstruk-
torgrundterme sind. Triviale Prozeduraufrufe nicht-rekursiv definierter Prozeduren
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kénnen immer zu Konstruktorgrundtermen ausgewertet werden. Sie fithren somit
keine neuen Fallunterscheidungen ein und kénnen somit aufgrund der Heuristik aus-
gewertet werden. Ahnlich wie fiir die trivialen Prozeduraufrufe rekursiv-definierter
Prozeduren miissen wir fiir die trivialen Prozeduraufrufe nicht-rekursiv definierter
Prozeduren sicherstellen, dass die Auswertung des Prozeduraufrufs unabhéngig von
den Symbolen * des Rumpfs ist, falls die Prozedur unvollstindig-definiert ist. Wir
verwenden hierzu wieder das Pridikat dety;. Diese Uberlegungen fithren zu folgender
vorldufiger Regel:

ft1,.. o tn)
Uff(...)(R}) ’ (9 14)
falls f € X n X(P), ¢ = A{x1/t1,...,2Zn/ta},

e(t1),...,e(t,) € Term ™™ (P) und dety(f(e(t1),...,e(ty))).

Koénnen fiir den instantiierten let-bereinigten Prozedurrumpf o(|Rs|») und eine
Ergebnisposition 7 der Prozedur f alle Bedingungen

b € cond(o(m,|Rsle)))

zu true ausgewertet werden, so wissen wir, dass sich o(|Rs|») zu dem entsprechen-
den Ergebnisterm |Ry| T|7r vereinfachen lisst. Fiir den instantiierten Prozedurrumpf
J(R’JZ) bedeutet dies, dass wir ihn zu einem entsprechenden case-freien Term aus-
werten kénnen. Die Auswertung des Prozeduraufrufs fithrt damit keine Fallunter-
scheidungen ein und wir erweitern daher Definition (9.14) zu folgender Regel:

47. Execute procedure call (no additional case analysis)

FA . t) Label  S-Lim.  U-Lim.

)

* u,s,0 B
Uﬁf(---)(sf(“"f (Ry))) A ! s u

falls f € ENE""(P), o0 = {x1/aa,(t1),...,Tn/aa,(tn)} und eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

(1) Es gilt e(t1),...,e(tn) € Term ™™ (P) und dety(f  (e(t1), ..., e(tn))).

(2) Es gilt | ¢ C und es existiert ein 7 € Posg(f), so dass fir alle b €
cond(m,|Ry|plx1/e(t1),. .., zn/e(ty)]) gilt U Fay,,, (b) — true.

Anmerkung 9.19. Die Annotationen des Terms o¢, (s} (un;’s’o(Rf))) haben wir
wieder aus der Regel , Ezecute procedure call (recursive cases)* tibernommen. Die
Annotationen sind aus denselben Griinden sinnvoll bzw. relevant wie fiir Regel
»FEzecute procedure call (recursive cases)“. Lediglich die Labels fiir rekursive Aufrufe
sind irrelevant, da wir nicht-rekursiv definierte Prozeduren betrachten. O

Fiir eine befriedigende symbolische Auswertung kommen wir nicht umhin, nicht-
rekursiv definierte Prozeduren auch dann auszuwerten, wenn dadurch zuséitzliche
Fallunterscheidungen eingefiihrt werden. Wir definieren hierzu die folgende Regel:
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51. Execute procedure call (additional case analysis)

FA . t) Label S-Lim. U-Lim.
u,s,0 ’ .
Uff(...)(sjf(un;s (R}))) A ! s u

falls f € ¥NE""(P),l € C,0 = {x1/aa,(t1),...,2n/a4,(tn)} und ein Bedingung
b € cond(c(|Ry|p)) existiert mit (aa,,, (b)) € {true, false}.®Hierbei bezeichnet
U’ die folgende A-Umgebung;:

Hypy,
u’: 1]

Diese Regel implementiert die folgende Heuristik:

Heuristik (zus#tzliche Fallunterscheidungen):

Kann fiir einen Prozeduraufruf f(¢*) einer nicht-rekursive-definierten Proze-
dur f die Fallunterscheidung des instantiierten Rumpfs Ry[z*/t*] aufgrund
der globalen Hypothesen vereinfacht werden, so wird der Prozeduraufruf
ausgewertet.

Anmerkung 9.20. Die Regeln zur Auswertung nicht-rekursiv definierter Prozedu-
ren basieren auf einer relativ kleinen Menge von Fallstudien, da die meisten unserer
Fallstudien ohne nicht-rekursiv definierte Prozeduren auskommen. In den Fallstudi-
en mit nicht-rekursiv definierten Prozeduren haben sich die Regeln jedoch bewé&hrt.

O

Anmerkung 9.21. Zusitzlich zu der Regel ,, Ezecute procedure call (additional case
analysis)‘ bzw. als Alternative ist es unter Umsténden sinnvoll — &hnlich wie bei
den nachfolgend definierten ,, Unfold“-Regeln — den Termkontext C]...] in dem ein
Prozeduraufruf f(t1,...,t,) auftaucht in die Analyse mit einzubeziehen. So konnte
man beispielsweise die folgende Regel definieren:

FAt, . t)=r Label S-Lim. U-Lim.
agf(___)(s}(un?’s’O(R’} N=r’ A: ! s u
falls f € XNXE"(P), 1 € C, 0 ={z1/aa,(t1),...,2n/aa,(tn)}
und ag,,, (Ri[z1/e(t1),. .., 2n/e(tn]))=r) lu ein case-freier Term
ist.

Der Vorteil einer solchen Regel im Vergleich zur Regel ,,Ezecute procedure call (ad-
ditional case analysis)” ist, dass diese Regel sicherstellt, dass durch die Auswertung
der nicht-rekursiv definierten Prozeduren keine zusitzlichen Fallunterscheidungen
eingefiihrt werden und sich somit die Komplexitéit des auszuwertenden Terms nicht
erhoht. Der Nachteil im Vergleich zur Regel ,, Ezecute procedure call (additional case
analysis)“ ist, dass die Uberpriifung der Anwendungsbedingungen teurer ist und es
unklar ist, ob alle fiir uns relevanten Prozeduraufrufe auf diese Weise ausgewertet
werden kdnnen. O

8Mit cond(o(|Rs|r)) bezeichnen wir die Menge UwefPosE(f){'b| | b€ cond(m,o(|Rsl2))}-
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9.5 Kommutative Prozeduren
Betrachten wir zunéchst das folgende Beispiel.

Beispiel 9.22. Sei P das Programm (Dpi1ys, Dhais), Wobei Dpiys und Dyas die
entsprechenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 8.2 bezeichnen. Weiter seien die
Mengen der generalisierten Relationenbeschreibungen gegeben durch grds(plus) =
{R1} und grds(half) = {Ry}, wobei gilt

Ry = {{{(=70(x)), {{x/pred(x)} })},
Ry = {{{(=70(x),~70(pred(x))), {{x/pred(pred(x))}})}.

Betrachten wir nun den Beweis des folgenden Lemmas:

lemma plus_half < all x:nat
half(plus(x,x))=x.

Zum Beweis des Lemmas schldgt der Teilterm plus(x, x) eine Induktion iiber die Re-
lationenbeschreibung R; vor. Fiir diese Induktion erhalten wir als Induktionsschritt
die folgende Sequenz:

{—=70(x)}, {half(plus(pred(x), pred(x)))=pred(x)} - half(plus(x,x))=x. (9.15)

Fiir diese Sequenz ergibt sich dann die folgende symbolische Auswertung:

U + half(plus(x,x)) —

half(if(false,x, succ(plus(pred(x),x)))) —

(

half(if(?0(x),x, succ(plus(pred(x),x)))) —
(i
(

half(succ(plus(pred(x),x))).

Der Term half(succ(plus(pred(x),x)))=x ist nicht weiter auswertbar. Da wir auf
diesen Term die Induktionshypothese offensichtlich nicht anwenden kénnen, haben
wir die Giiltigkeit der Sequenz (9.15) durch die symbolische Auswertung nicht be-
wiesen. Fiir die Prozedur plus gilt jedoch die folgende Quantifikation:

all x : nat,y : nat plus(x,y)=plus(y, x).

Das bedeutet, dass plus kommutativ ist. Ist im \@riFun—System ein entsprechendes
Lemma verifiziert, so konnen wir die Argumente des plus-Terms im Ergebnis der
symbolischen Auswertung vertauschen. Es ergibt sich dann der folgende Term:

half(succ(plus(x,pred(x))))=x. (9.16)

Fiir den Teilterm plus(x,pred(x)) ist die Regel ,, Ezecute procedure call (recursive
cases)* anwendbar und wir erhalten fiir den Term (9.16) die folgende symbolische
Auswertung:



142 KAPITEL 9. DIE ,EXECUTE“REGELN

U t half(succ(plus(x,pred(x))))=x —
half(succ(if(?0(x),x, succ(plus(pred(x), pred(x))))))=x —
half(succ(if(false,x, succ(plus(pred(x),pred(x))))))=x —
half(succ(succ(plus(pred(x), pred(x)))))=x —
if(70(succ(succ(plus(pred(x),pred(x))))), ..., if(...,...,...))=x —
if(false,...,if(?70(pred(succ(succ(...))),...,...))=x -
if(?0(pred(succ(succ(plus(pred(x),pred(x)))))),...,...)= —
if(?0(succ(plus(pred(x), pred(x)))),...,...)=x —
if(false,...,succ(half(pred(pred(succ(succ(...)))))))=x —
succ(half(pred(pred(succ(succ(plus(pred(x), pred(x))))))))= —
succ(half(pred(succ(plus(pred(x), pred(x))))))=x —
succ(half(plus(pred(x), pred(x))))=x —
succ(half(plus(pred(x), pred(x))))=succ(pred(x)) —
half(plus(pred(x), pred(x)))=pred(x).

Das Ergebnis half(plus(pred(x), pred(x)))=pred(x) dieser symbolischen Auswer-
tung stimmt offensichtlich mit der Induktionshypothese der Sequenz (9.15) tiberein.
Wir haben damit, durch die Verwendung der Kommutativitit von plus, die Giil-
tigkeit der Sequenz bewiesen. O

Das Beispiel zeigt, dass es fiir die Anwendung der Regel ,, Ezecute procedure call
(recursive cases)* sinnvoll sein kann, die Argumente von Prozeduraufrufen kommu-
tativer Prozeduren zu vertauschen, da erst durch diese Vertauschung die Anwen-
dungsbedingungen der Regel erfiillt sind. Ahnliche Beispiele lassen sich auch fiir die
restlichen ,, Ezecute~-Regeln angeben. Wir definieren daher fiir jede dieser Regeln ei-
ne ,kommutierte Version, die iiberpriift, ob fiir einen Prozeduraufruf f(¢;,¢2) einer
kommutativen Prozedur f die Regel nach Vertauschen der Argumente anwendbar
ist, und falls dies der Fall ist, den Prozeduraufruf mit entsprechend vertauschten Ar-
gumenten ¢, und t; auswertet. Wir verwenden also zur Definition der kommutierten
Versionen der Regeln die folgende Heuristik

Heuristik (Auswertung kommutativer Prozeduren):

Ist die Prozedur f kommutativ und kann der Prozeduraufruf f(¢;,¢s) nach
vertauschen der Argumente ¢; und t5 mit Hilfe einer der ,, Ezecute“~Regeln
ausgewertet werden, so vertauschen wir die Argumente des Prozeduraufrufs
und wenden die entsprechende ,, Execute-Regel an.

Welche Prozeduren wihrend der symbolischen Auswertung als kommutativ vor-
ausgesetzt werden diirfen, wird durch die Termsignatur ¥ der aktuellen A-Um-
gebung festgelegt. Diese Slgnatur enthélt alle Prozeduren, fiir die in VeriFun ein
entsprechendes Lemma verifiziert wurde. Es ist jedoch dabel zu beachten, dass fiir
einige kommutative Prozeduren die Verwendung der kommutierten Version der Re-
gel ,, Ezecute procedure call (recursive cases)* zu Endlos-Auswertungen fithren kann.
Betrachten wir dazu ein Beispiel.
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Beispiel 9.23. Sei P das Programm (Dpyyus), wobei Dyyer die folgende Prozedur-
definition bezeichnet:

Dyp1ysr = function plus’(x : nat,y : nat) : nat <
1£(70(x),
e
plus’(pred(x), succ(y))) .

Sei weiter die Menge der generalisierten Relationenbeschreibungen gegeben durch
grds(plus) = { R}, wobei gilt:

R = {{{(=70(x)), {{x/pred(x)}})} .

Die Prozedur plus’ ist offensichtlich kommutativ. Betrachten wir nun die symboli-
sche Auswertung des Terms plus’(succ(v),w):

U F plus’(succ(v),w) —

if(?0(succ(v)), w, plus’(pred(succ(v)), succ(w))) —
if(false,w, plus’(pred(succ(v)), succ(w))) —

plus’(pred(succ(v)), succ(w)) —

plus’(v, succ(w)).
Auf den Term plus’(v,succ(w)) konnen wir die kommutierte Version der Regel
,Ezecute procedure call (recursive cases)‘ anwenden, da nach Vertauschen der Ar-
gumente des Terms plus’(v, succ(w)) die Regel ,,Ezecute procedure call (recursive

cases)‘ anwendbar ist. Eine Anwendung der kommutierten Version der Regel liefert
den Term

if(?70(succ(w)), v, plus’(pred(succ(w)), succ(v))).

Dieser Term kann dann durch folgende symbolische Auswertung weiter vereinfacht
werden:

U + if(?70(succ(w)),v,plus’(pred(succ(w)), succ(v))) —

if(false, v, plus’(pred(succ(w)), succ(v))) —

plus’(pred(succ(w)), succ(v)) —

plus’(w, succ(v)).

Fiir den Term plus’(w, succ(v)) ist dann wieder die kommutierte Version der Regel
»Ezecute procedure call (recursive cases)‘ anwendbar, wodurch wir den Prozedur-
aufruf plus’(v,succ(w)) erhalten und damit in eine Endlos-Auswertung geraten.

O

Die Ursache fiir die Endlos-Auswertung in Beispiel 9.23 ist in der Prozedurdefini-
tion von plus’ zu finden. Fir den rekursiven Aufruf plus’(pred(x),
succ(y)) in der Prozedurdefinition Dpy.e ergibt sich durch Vertauschen der Ar-
gumente der Prozeduraufruf plus’(succ(y),pred(x)). Fiir diesen Prozeduraufruf
kann die Regel ,, Ezecute procedure call (recursive cases)‘ unabhingig von denen fiir
x und y eingesetzten Termen angewendet werden. Wir stellen daher die folgende
Anforderung:
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Anforderung (kommutative Auswertung)

Fiir alle rekursiven Aufrufe f(¢1,t2) einer kommutativen Prozedur f im
Rumpf R diirfen nach Vertauschung der Argumente ¢; und ¢, die An-
wendungsbedingungen der Regel ,, Execute procedure call (recursive cases)*
nicht erfillt sein. Ist dies nicht der Fall, so darf die kommutierte Version
der Regel ,, Ezecute procedure call (recursive cases)* nicht fiir die Prozedur
f verwendet werden.

Zur Uberpriifung dieser Forderung definieren wir folgendes Pridikat:

comm-ezecyC (f)
=

Vr € fPOS(|Rf‘T) mit |Rf|g>‘ﬂ— = f(tl,tg) und V<D1,A1> €
UREgrds(f)R mit Dy C  cond(m,|Rsle]) sowie V(Di,Ag) €

UREgrds(f) R gﬂt

Ut ag, (AND(Ds[zy [t2, z2/t1]) /' true.
Hierbei bezeichnet U die folgende A-Umgebung;:

Uop Prog. Proz. Komm. Hypg
u: P ZPrec(p) PG Dy

Zur Erkldrung des Pradikates comm—ea:eclzpcz
Der mit (*) markierte Teil der Definition reprisentiert die Aussage
P E=allv* a* : 7" if(AND(D;), 7(AND(D3[x1/t2, x2/t1])), true).

Die Terme D; stellen hierbei die Bedingungen dar, unter denen der re-
kursive Aufruf |Rf\,p|7r ausgewertet wird. Sind diese Bedingungen nicht
erfiillt, so wird der rekursive Aufruf |Ry| fp|ﬂ_ wéhrend einer entsprechen-
den symbolischen Auswertung nicht betrachtet und die Vertauschung
der Argumente t; und t5 kann demzufolge auch nicht zu einer Endlos-
Auswertung fithren. Das Prédikat muss daher lediglich gew&hrleisten,
dass unter der Voraussetzung, dass die Bedingungen D; erfiillt sind,
durch die Vertauschung der Argumente des rekursiven Aufrufs |Rf|p|ﬂ_
die Anwendungsbedingung der Regel ,, Execute procedure call (recursive
cases ) nicht erfiillt ist.

Die Verwendung der Bedingungen D; als globale Hypothesen in (x)
ist notwendig, da diese Bedingungen wahrend einer symbolischen Aus-
wertung eines Induktionsanfangs oder Induktionsschritts typischerweise
als globale Hypothesen auftreten. Die Auswertung der Prozeduren ist
notwendig, da diese in der Anwendungsbedingung der Regel , Ezecute
procedure call (recursive cases)* ebenfalls ausgewertet werden diirfen.

Wir verhindern die Anwendung der kommutierten Version der Regel , Frecu-
te procedure call (recursive cases) fiir einen Prozeduraufruf f(t1,t2), falls fiir f
das Pradikat comm-eat:ecl,zpc nicht erfiillt ist. Insgesamt ergeben sich die folgenden
Regeldefinitionen.
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42. Execute procedure call (constructor ground terms)*

fA(t,t) S-Lim.  U-Lim.

18,0 .
Uﬁf(...)(s;'(un;f's (R}))) A: s v

falls f € ENXcNXE™(P), 0 = {x1/aa,(t2), z2/a4,(t1)} gilt und eine Relationen-
beschreibung R € grdsp(f) existiert mit e(o(x)) € Term " (P) fiir alle 2 € iv(R).

Weiterhin muss gelten dety (e(f 4 (t2,t1))).

44. Execute procedure call (recursive cases)*

A (t1,t2) Label  S-Lim. U-Lim.
* ,8,0 ’ . ; ’
Uﬁf(...)(sf(u";S (Rf))) A: ! S U

falls f € XN TeX™(P), | ¢ C, comm-execsS(f), 0 = {x1/aa,(t2), xa/aa, (t1)}
und eine Relationenbeschreibung R € grdsp(f) und eine atomare Relationenbe-
schreibung (D, A) € R existieren mit

U'+ aa,,(AND(D))[1 /an,, (t2), 22/aa,,, ()] —' true.

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Hypy, Termsig.
u' 0 S\ {f}

46. Execute procedure call (non recursive cases)*

FA(t,t2) Label S-Lim. U-Lim.
. 50 , :
JEf(...)(Sf(un?S (Rf))) A: ! S u

falls f e XNEcNE™(P), 1 &€ C, 0 ={x1/a4,(t2), x2/a4,(t1)} und es gilt

Ul ay,, (execy[z1/e(ts), v /e(t1)]) —' true.

48. Execute procedure call (no additional case analysis)*

FA(t,t2) Label S-Lim. U-Lim.
" =0 ) ) :
UEf(...)(Sf(un?S (Rf))) A: ! S u

falls f € X NXc NEY™(P), 0 = {z1/aa,(t2),x2/a4,(t1)}, | € C und ein 7 €
Posy,(f) existiert, so dass fiir alle b € cond(m,o(|Ry|e)) gilt U aga,,,(b) — true.
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52. Execute procedure call (additional case analysis)*

FA(tt) Label  S-Lim.  U-Lim.

)

* u,s,0 B
Uff(...)(sf(unfs (Rf))) A ! s u

falls f € XN NX"™(P), I € C, 0 = {x1/a4,(t2),22/a4,(t1)} und ein Be-
dingung b € cond(o(|R|s)) existieren mit (aa,,,(b)lu) € {true,false}. Hierbei
bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Hypy,
u’: 0

9.6 Abschlieffende Anmerkungen

Die in diesem Kapitel definierten ,, Ezecute“-Regeln sind nach steigenden Kosten
bei Uberpriifung der Anwendungsbedingungen angeordnet. Diese Reihenfolge der
Regeln ist fiir die Effizienz des Auswertungskalkiils von Bedeutung. Zur Implemen-
tierung des Auswertungskalkiils im \@riFun—System ist Folgendes anzumerken:

e Die, Ezecute“-Regeln werden in der Implementierung des \/eriFun—Systems Al
einer einzigen Regel zusammengefasst. Dies ist der Grund, warum wir fiir al-
le ,, Execute'-Regeln die Ergebnisterme gleich annotieren. Durch diese gleichen
Annotationen definieren némlich alle ,, Execute“-Regeln die gleiche Ersetzungs-
regel, wobei lediglich verschiedene Anwendungsbedingungen definiert werden.
Die im veriFun-System implementierte Regel wird ,,Execute procedure call”
genannt.

e Die Implementierung der kommutierten Versionen der , Ezecute“-Regeln im
\@riFun—System weicht insofern von unserer Definition ab, da die Argumen-
te der rekursiven Prozeduraufrufe im Rumpf o(s}(uny”*(Ry))) im veriFun-
System zusétzlich vertauscht werden. Dies hat zur Folge, dass ein Prozedurauf-
ruf wie plus(x, succ(y)) in veriFun zu succ(plus(x,y)) ausgewertet wird und
nicht, wie durch unsere Regeldefinitionen vorgegeben, zu succ(plus(y,x)).
Diese zuséatzliche Vertauschung hat lediglich ,optische” Griinde und hat fiir
die weitere Auswertung und Verwendung der Terme keine Konsequenzen.



Kapitel 10

Die ,, Unfold“-Regeln

Wie wir bereits in Abschnitt 6.1 beschrieben haben, existieren zwei Klassen von
Regeln zur Auswertung von Prozeduraufrufen. Die erste Klasse von Regeln ver-
sucht mit Hilfe verschiedener Heuristiken vor einer Auswertung des Prozeduraufrufs
o(f(x1,...,x,)) zu ermitteln, ob die Auswertung sinnvoll ist. Falls die Heuristiken
eine Auswertung fiir gut befinden, so ersetzen die Regeln den Prozeduraufruf durch
den entsprechend instantiierten Prozedurrumpf o¢, | (R}). Diese Klasse von Regeln
wird durch die ,,Execute“-Regeln realisiert. Haufig ist es jedoch nicht méglich vor
einer Auswertung eines Prozeduraufrufs zu beurteilen, ob eine Auswertung sinnvoll
ist. Aus diesem Grund definieren wir eine zweite Klasse von Regeln zur Auswertung
von Prozeduraufrufen. Die Regeln dieser Klasse werten zunéchst einen Prozedurauf-
ruf o(f(z1,...,z,)) probeweise vollstandig aus und tiberpriifen anschliefend, ob die
Auswertung sinnvoll war. Hierbei wird der Termkontext, in dem der Prozeduraufruf
enthalten ist, in die Auswertung mit einbezogen.! Als sinnvoll wird eine Auswertung
erachtet, falls alle rekursiven Prozeduraufrufe von f durch die Auswertung entfernt
werden konnen. Ist dies der Fall, so ersetzen auch die Regeln der zweiten Klasse den
Prozeduraufruf durch den entsprechend instantiierten Prozedurrumpf o¢,  (R}).
Die Regeln arbeiten somit auf Basis der folgenden Heuristik:

Heuristik (Prozeduraufrufe in Termkontexten):

Koénnen fiir einen Prozeduraufrufe C[f(¢y,...,t,)] in einem Termkontext
CJ...] durch symbolische Auswertung des Terms

ClR}[z1/t1, ..., 21/tal]

alle rekursiven Prozeduraufrufe von f eliminiert werden, so ist eine Aus-
wertung des Prozeduraufrufs innerhalb des Termkontexts sinnvoll und der
Prozeduraufruf wird durch den instantiierten Prozedurrumpf ersetzt.

Die zweite Klasse von Regeln wird durch die so genannten ,, Unfold*“-Regeln rea-
lisiert. Betrachten wir vor Definition dieser Regel ein Beispiel:

Beispiel 10.1. Sei P das Programm (Dp1ys) wobei Dpyys die Prozedurdefinition
aus Abschnitt 8.2 bezeichnet. Der Term ?0(plus(x,y)) ist mit unseren aktuell defi-
nierten Regeln unter einer leeren Hypothesenmenge nicht auswertbar. Nehmen wir
jedoch an, dass wir den Prozeduraufruf von plus trotzdem auswerten konnen, so
ergibt sich die folgende Auswertung;:

LAls Termkontext eines Prozeduraufrufs bezeichnen wir die den Prozeduraufruf umgebende
Termstruktur. Beispielsweise bezeichnen wir fiir den Term ?0(plus(x,y)) die Termstruktur ?0(...)
als Termkontext des Prozeduraufrufs plus(x,y).

147
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U + 20(plus(x,y)) —
?70(i£(70(x),y, succ(plus(pred(x),y)))) —
if(?70(x), ?70(y), 70(succ(plus(pred(x),y)))) —
i£(70(x), 70(y), false).

Durch die Auswertung des Prozeduraufrufs kénnen wir also den instantiierten Pro-
zedurrumpf zu einem Term vereinfachen, der keinen rekursiven Prozeduraufrufe
von plus mehr enthilt. Die Auswertung ist also sinnvoll. Betrachten wir die Aus-
wertung genauer, so erkennen wir, dass fiir das Verschwinden des rekursiven Auf-
rufs plus(pred(x),y) der Termkontext 70(...) entscheidend ist. Dieser Termkontext
wird im zweiten Auswertungsschritt durch die Regel ,, Distribute argument” in den
instantiierten Prozedurrumpf hineingezogen und fiihrt dann im nachsten Auswer-
tungsschritt dafiir dazu, dass durch Anwendung der Regel ,, Negative structure test*
der rekursive Aufruf entfernt werden kann. O

Fir Prozeduraufrufe sind insbesondere Termkontexte der Form

?cons(...),
sel(...),
I=..., (10.1)
coE=ry
case(...,cons* : t*)

interessant, da fiir die entsprechenden Funktionssymbole 7cons, sel, = und case spe-
zielle Auswertungsregeln definiert wurden. Fiir jeden der Termkontexte in (10.1)
und fiir einige Kombinationen dieser Termkontexte definieren wir daher nachfol-
gend ,, Unfold*“-Regeln und unterstiitzen so die Auswertung von Prozeduraufrufen
innerhalb dieser Termkontexte. Konkret definieren wir die folgenden Regeln:

63. Unfold structure predicate argument

65.  Unfold selector argument

67. Unfold case condition

69. Unfold left equality argument

71.  Unfold right equality argument

78.  Unfold structure predicate selector argument
75.  Unfold left equality selector argument

77.  Unfold right equality selector argument

Fiir Prozeduraufrufe, die in keinem der in (10.1) genannten Termkontexte enthal-
ten sind, kann es ebenfalls sinnvoll sein den Prozeduraufruf probeweise vollstindig
auszuwerten. Wir definieren daher zusétzlich eine ,, Unfold*-Regel, die einen Proze-
duraufruf unabhdngig vom Termkontext auswertet:

58.  Unfold procedure call

Fiir jede ,, Unfold“-Regeln fithren wir aufferdem eine kommutierte Version ein, um
die Auswertung von Prozeduraufrufen kommutativer Prozeduren zu unterstiitzen.
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Zur Definition der ,, Unfold*“-Regeln gehen wir nun wie folgt vor. In Abschnitt 10.1
fiihren wir die Auswertungsregeln fiir die Termkontexte ,,7cons(...)* und ,,sel(...)"
ein. Hierzu definieren wir unter anderem, wie die Annotationen des instantiierten
Prozedurrumpfs zu setzen sind, um eine effiziente symbolische Auswertung des in-
stantiierten Rumpfs zu gewahrleisten. Anschliefend fiihren wir in Abschnitt 10.2
die Regeln zur Auswertung von Prozeduraufrufen in Gleichungen und case-Termen
ein. Auf die Regeln zur Beriicksichtigung zusammengesetzter Termkontexte gehen
wir in Abschnitt 10.3 ein. Danach definieren wir in Abschnitt 10.4 die Regel ,, Unfold
procedure call“. Abschlieffend gehen wir dann in Abschnitt 10.5 auf die kommutier-
ten Versionen der Regeln ein sowie auf die Implementierung der Regeln durch das
\/eriFun—System ein.

10.1 Regeln fiir Strukturpradikate und Selektoren

Wir definieren in diesen Abschnitt die Regeln ,, Unfold structure predicate argument
und ,, Unfold selector argument zur Auswertung von Prozeduraufrufen, die von ei-
nem Strukturpridikat bzw. einem Selektor umgeben sind. Hierzu gehen wir wie
folgt vor. In Abschnitt 10.1.1 geben wir zunédchst vorlaufige Definitionen der Re-
gel an. Anhand dieser Definitionen motivieren wir dann in den Abschnitten 10.1.2
und 10.1.3 die notwendigen Annotationen des instantiierten Prozedurrumpfs. Da
eine erfolgreiche Anwendung der Regeln fiir tail-rekursive Prozeduren ausgespro-
chen unwahrscheinlich ist, schlieffen wir aus Effizienzgriinden in Abschnitt 10.1.4
die Anwendung der Regeln fiir tail-rekursive Prozeduren explizit aus. In Abschnitt
10.1.5 geben wir schliefslich die endgiiltigen Definitionen der Regeln an.

10.1.1 Vorlaufige Regeldefinitionen

Als vorldufige Definitionen der Regeln ,, Unfold structure predicate argument” und
,» Unfold selector argument verwenden wir die beiden folgenden Ersetzungsregeln.
Die hierbei verwendeten Annotationen haben wir aus den ,, Ezecute“-Regeln iiber-
nommen:

7cons(f 4

7cons(og, (s

(t1,-- -, tn)) Label S-Lim. U-Lim.
(% (Ry)))) A1 s u

falls f e XNX™(P), 1 € C, 0 = {x1/a4,(t1),...,Tn/aa,(tn)} und

folgendes gilt: (10.2)
(?cons(agf(__)(s’}(un;’s’o(Rf))))) lue  enthilt (+)
keinen rekursiven Prozeduraufruf von f.
sel(f2 (... 1)) Label  S-Lim.  U-Lim.
sel(og, . (S5un*"(Ry)))) Al s u
falls f € ZNX(P), 1 & C, 0 = {x1/as,(t1),...,xn/a4,(tn)} und (10.3)

folgendes gilt:

(sel(agf(_‘_)'(s}(un;ﬁ’s’o(Rf))))) lu enthilt kei- (+)
nen rekursiven Prozeduraufruf von f.
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In den folgenden Abschnitten beschréinken wir uns der Einfachheit halber auf
eine Diskussion der Regel (10.2). Alle Aussagen gelten dabei in unverinderter Form
auch fiir Regel (10.3)

10.1.2 Annotationen des Prozedurrumpfs

Durch die Anwendungsbedingung (*) der Regel (10.2) ist ein unendlicher Suchraum
definiert. Wahrend der symbolischen Auswertung des Terms

?cons(o, (s}(unl;’s’o(Rf)))) (10.4)

in der Anwendungsbedingung (*) kann die Regel (10.2) erneut fiir die rekursiven
Prozeduraufrufe der Prozedur f iiberpriift werden. Dadurch entsteht ein endloser
rekursiver Abstieg. Um solche endlosen rekursiven Abstiege zu verhindern, enthal-
ten die A-Annotationen das Unfold-Limit. Dieses Unfold-Limit verwenden wir wie
folgt: Vor einer Uberpriifung der Anwendbarkeit der Regel (10.2) iiberpriifen wir, ob
das Unfold-Limit des Prozeduraufrufs f(t1,...,t,) grofer als 0 ist. Ist dies nicht der
Fall, so wenden wir die Regel nicht an. Ist das Unfold-Limit grofser als 0, so iiber-
priiffen wir die Anwendungsbedingung (*), wobei wir die Prozeduraufrufe im Pro-
zedurrumpf Ry mit einem entsprechend dekrementierten Unfold-Limit annotieren.
Hierbei annotieren wir sowohl rekursive Prozeduraufrufe also auch nicht-rekursive
Prozeduraufrufe mit einem dekrementieren Unfold-Limit, obwohl dies zur Vermei-
dung von endlosen rekursiven Abstiegen, nur fiir die rekursiven Prozeduraufrufe
notwendig ist. Absicht ist dabei den Suchraum zu verkleinern und so eine effiziente
Uberpriifung der Anwendungsbedingung (%) zu erméglichen. Hierzu miissen wir je-
doch zusétzlich das Unfold-Limit der rekursiven Prozeduraufrufe stirker dekremen-
tieren, als das Unfold-Limit der nicht-rekursiven Prozeduraufrufe. Wir formulieren
daher insgesamt die folgende Modifikation:

Modifikation (Unfold-Limit):

Das Unfold-Limit der Prozeduraufrufe im Prozedurrumpf R; wird durch die
Regel (10.2) wie folgt gesetzt: Fiir nicht-rekursive Prozeduraufrufe wird das
Unfold-Limit auf u — 1 gesetzt und fiir rekursive Prozeduraufrufe auf v — 2.

Anmerkung 10.2. Das Unfold-Limit jedes Prozeduraufrufs des Goal-Terms einer
initialen Sequenz wird, wie bereits in Kapitel 7 beschrieben, vom \@riFun—Systern
auf wup,, gesetzt. Fiir die Version 3.0 des Systems gilt uy,x = 2. Das bedeutet,
dass wihrend Auswertung des instantiierten Prozedurrumpfs durch die Regel (10.2)
aufgrund unserer Modifikation die rekursiven Prozeduraufrufe nicht mit Hilfe von
,» Unfold“-Regeln ausgewertet werden diirfen. O

Zur Realisierung der Modifikation definieren wir die folgende Funktion:

decs(let # z:=tinrend) := let? z:=dec;(t) in decs(r) end),
dec,(f 0 by, ) = f TR (decy (1), .. dec (t,),
decy(g Aty ... Jtn)) = g < (decy(t1),...,decs(t,)) falls f # g.

Wir annotieren dann den Prozedurrumpf Ry in der Regel (10.2) durch den folgenden
Ausdruck

5} (dec, (un} 1 (1))

Fiir eine effiziente Uberpriifung der Anwendungsbedingung (*) sind weitere Be-
schrankungen der symbolischen Auswertung notwendig:
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(1) Quantifikationen und ,, Functionality“-Regeln fiihren in die Auswertung des
Terms (10.4) einen sehr grofen Suchraum ein. Um eine effiziente Uberpriifung
der Anwendungsbedingung () zu gewahrleisten, miissen wir daher die Ver-
wendung von Quantifikationen und ,, Functionality-Regeln fiir (%) verbieten.
Hierzu setzen wir die Search-Limits in des Terms (10.4) auf 0.

(2) Die Verwendung der ,,Ezecute“-Regeln zur Auswertung des Terms (10.4) in
(%) ist, wie unsere Fallstudien belegen, nicht notwendig. Wir kénnen daher
die Effizienz der symbolischen Auswertung in () steigern, ohne die Machtig-
keit des Auswertungskalkiils zu beeintrachtigen, in dem wir auf eine Verwen-
dung der ,, Execute-Regeln fiir die symbolische Auswertung in (*) verzichten.
Das bedeutet, dass Prozeduraufrufe in (10.4) ausschlieflich mit Hilfe der ,, Un-
fold“-Regeln ausgewertet werden. Um die Verwendung der ,, Ezecute-Regeln
zu verhindern, entfernen wir aus der Menge der anzuwendenden Regel R alle
» Erecute“-Regeln. Wir definieren hierzu die folgende Funktion:

no-exzecute(R) := R\ {41,...,52}.
Es ergibt sich somit die folgenden Modifikation:

Modifikation (Search-Limit und Regelmenge):

Der Term (10.4) wird in der Anwendungsbedingung (x) ohne die Ver-
wendung von Quantifikationen sowie ohne , Functionality“- und ,, Ezecute’-
Regeln ausgewertet. Hierzu wird das Search-Limit auf 0 gesetzt sowie die
»Functionality”- und ,, Ezecute“-Regeln aus der Menge der anzuwendenden
Regeln entfernt.

Da die Auswertung des Terms (10.4) in der Anwendungsbedingung (*) nun aus-
gesprochen starken Einschrinkungen unterliegt, stellt sich die Frage, ob mit Hilfe
von Regel (10.2) iiberhaupt noch interessante Auswertungen von Prozeduraufrufen
moglich sind. Dies ist, wie das folgende Beispiel zeigt, durchaus der Fall:

Beispiel 10.3. Sei P das Programm (Dpius, Dyines), Wobei Dp1ys die entsprechende
Prozedurdefinition aus Abbildung 8.2 und Dyiges die folgende Prozedurdefinition
bezeichnen:

Dyines = function times(x :nat,y:nat):nat <
if(70(x),
0,
plus(times(pred(x),y),y)).
Wir notieren nachfolgend die Terme mit den fiir das Beispiel relevanten Unfold-

Limits. Alle weiteren Komponenten der A-Annotationen werden nicht dargestellt.
Mit Hilfe von Regel (10.2) kénnen wir unter Beriicksichtigung der formulierten Mo-

difikationen den Prozeduraufruf times 2 (x,y) des Terms

if(70(y), true, 70(times ? (x,y))) (10.5)

auswerten und es ergibt sich insgesamt die folgende symbolische Auswertung:

—
—
~—

U F if(70(y),true, 70(times ? (x,7)))

if(70(y), true, 70(if(?0(x), 0, plus ! (times ? (x,¥),y))))

le le |

if(70(y), true, if(?0(x),70(0), 70(plus ! (times ° (x,y),y))))
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(4

if(?0(y), true, if(?0(x), true, 70(plus * (times ? (x,y),y)))) —
i£(70(y),
true,
if(70(x),
true, (32
70(if(?0(times ° (x,y)),
Y
succ(plus ” (pred(times ? (x,y),¥)))))))
i£(70(y),
true,
if(?0(x),
true, @
if(70(times © (x,y)),
70(y),
70(succ(plus ¥ (pred(times  (x,y),5))))))))
true,
i£(70(x),
true, (l;
if(70(times ¥ (x,y)),
false,
70(succ(plus ¥ (pred(times  (x,y),5))))))))
if(70(y), true, if(?0(x), true, if(?0(times ¥ (x,y)), false, false))) ®
if(?0(y), true,if(?0(x), true, false)) 9

if(?0(y), true, 70(x))

Es ist zu beachten, dass die Regel (10.2) nicht nur zur Auswertung des Terms

70(times ? (x,y)) in Auswertungsschritt (1) verwendet wird, sondern auch zur Aus-
wertung des Terms

70(plus ' (times © (x,y),y))

in Auswertungsschritt (4). Wir haben somit durch die Regel (10.2) den Term (10.5)
auf die Disjunktion if(70(y), true, 70(x)) reduzieren kénnen und damit die Proze-
dur times vollstindig entfernt. O

10.1.3 Markierung der rekursiven Prozeduraufrufe

Um die rekursiven Aufrufe der Prozedur f im Term
?cons(og, (3 (un” (Ry)))) (10.6)

von Prozeduraufrufen von f zu unterscheiden, die durch die Argumente tq,...,%,
oder durch das Symbol * in den Term (10.6) eingefiihrt werden, annotieren wir die
rekursiven Prozeduraufrufe mit einer natiirlichen Zahl. Hierzu verwenden wir die
als Markierung bezeichnete Komponente der A-Annotationen. Um zu iiberpriifen,
ob das Ergebnis der Auswertung des Terms (10.6) keinen rekursiven Aufruf von f
mehr enthélt, testen wir dann, ob das Ergebnis keinen Prozeduraufruf von f mit
der entsprechenden Markierung enthilt. Betrachten wir dazu ein Beispiel:
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Beispiel 10.4. Sei P das Programm (Dpius, Dyines) Wobei Dpyys die Prozedurdefi-
nition aus Abbildung 8.2 bezeichnet und Dyipes die Prozedurdefinition aus Beispiel
10.3. Betrachten wir nun den Term

?70(plus(x, times(plus(x,y),2))). (10.7)

Fiir diesen Term ergibt sich fiir die Uberpriifung der Anwendungsbedingung (x)
der Regel (10.2) bei Anwendung auf das duflere Vorkommen von plus der folgende
Term:

?70(if(?70(x), times(plus(x,y), z), succ(plus(pred(x), times(plus(x,y),z)))))

Dieser Term enthilt drei Prozeduraufrufe von plus, wobei lediglich der Prozedur-
aufruf
plus(pred(x), times(plus(x,y),z))

ein rekursiver Prozeduraufruf ist. Um diesen Prozeduraufruf von den anderen plus-
Aufrufen zu unterscheiden, setzen wir die Markierung des rekursiven Prozedurauf-
rufs auf 1, wobei wir annehmen, dass die anderen plus-Aufrufe mit 0 markiert sind.
Es ergibt sich dann die folgende symbolische Auswertung:?

U + 70(plus? (x,times(plus ¥ (x,7),2))) —
70(i£(70(x),
times(plus ¢ (x,y),2), .
succ(plus ! (pred(x), times(plus ? (x,y),2)))))
i£(70(x),
70(times(plus ? (x,7),2)), R

70(succ(plus ! (pred(x), times(plus ° (x,y),2)))))

if(70(x), 70(times(plus ? (x,y),z)), false).

Da das Ergebnis keinen Prozeduraufruf von plus mit der Markierung 1 enthilt,
wissen wir, dass alle rekursiven Prozeduraufrufe von plus entfernt werden konnten
und somit eine Anwendung der Regel (10.2) fiir den Term (10.7) sinnvoll ist. O

Um die eindeutige Markierung zu berechnen, miissen wir alle Markierungen, die
bereits fiir Prozeduraufrufe in den Argumenten ¢4, ...,t, vergeben wurden, beriick-
sichtigen. Die Markierung von Prozeduraufrufen fiir das Symbol * werden durch
die Funktion s} immer mit 0 markiert. Zur Berechnung der eindeutigen Markierung
der rekursiven Aufrufe verwenden wir daher die folgende Funktion, wobei wir der
Ubersichtlichkeit halber lediglich die Markierungen der A-Annotationen darstellen:

mark(c) := 1+ maz{m € N| 3z € dom(s) It ™ € ATerm(P) mit o(z) >t ™ }

Wir formulieren somit die folgende Modifikation:

Modifikation (Markierung)

Um in der Regel (10.2) die rekursiven Prozeduraufrufe im Term (10.4) ein-
deutig von den {ibrigen Prozeduraufrufen von f unterscheiden zu konnen,
werden diese mit der eindeutigen Markierung mark(o) annotiert.

2Hierbei notieren wir ausschlieRlich die fiir das Beispiel relevanten Markierungen der Terme.
Alle weiteren Komponenten der A-Annotationen werden nicht dargestellt.
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10.1.4 Auwusschluss Tail-Rekursiver Prozeduren

Wir schliefsen in diesem Abschnitt die Anwendung der Regel (10.2) auf tail-rekursive
Prozeduren aus. Wie iiblich nennen wir eine Prozedur tail-rekursiven, falls rekursi-
ve Aufrufe im Rumpf der Prozedur nur als Ergebnisterm auftreten, also weder in
Bedingungen von case-Termen, noch als Argument anderer Prozeduraufrufe. Die
Termsignatur aller tail-rekursiven Prozeduren des Programms P wird mit X'!(P)
bezeichnet. Fiir tail-rekursive Prozeduren erhalten wir wihrend der Auswertung des
Terms

?cons(a(s;‘c(decf(unﬁil’o’m (Ry)))))

ausschlieflich rekursive Aufrufe, die wieder in den Termkontext ?cons(...) eingebet-
tet sind. Die Situation hat sich also im Vergleich zum urspriinglichen Prozeduraufruf
nicht verbessert, da die Einbettung in den Termkontext weitere Auswertungen hier
nicht unterstiitzt. Es ist daher ausgesprochen unwahrscheinlich, dass die rekursi-
ven Aufrufe aufgrund des Termkontexts ?cons(...) eliminiert werden kénnen. Wir
beschrinken daher die Anwendung der Regel (10.2) auf Prozeduren, die nicht tail-
rekursiv sind. Es ergibt sich dann, die folgende Modifikation:

Modifikation (nicht-tail-rekursive Prozeduren):

Regel (10.2) wird nicht auf tail-rekursive Prozeduren angewendet.

10.1.5 Vollstindige Regeldefinitionen

Die vollstdndigen Definitionen der Regeln ,,Unfold structure predicate argument®
und ,, Unfold selector argument* lauten wie folgt:

63. Unfold structure predicate argument

reons(f 4 (t, ... 1)) Label U-Lim.

)

(¢, (s} (dec (un ™" (R))))) - L

As
envy (7cons ot

falls u > 0, f € L\ S®¥(P), 1 ¢ C, 0 = {x1/aa,(t1),...,Tn/an,(tn)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

A (g, (sh(decy (un'y T O (Rp)))))) L enthilt

keinen Teilterm der Form f loocoioad) (o).

(?cons

(%)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung;:

Reg.

U':  no-ezecute(R)
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65. Unfold selector argument

Sel(f 4 (th s 7tn)) Label U-Lim.

b

e (sel 4 (o, (57 (decy (O (Ry))) AL

falls u > 0, f € L\ S®¥(P), 1 & C, 0 = {x1/aa,(t1),...,Tn/an,(tn)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(sel A (o¢, (s (decy (™™ (Ry)))))) L enthalt kei- »

nen Teilterm der Form f b ooo@acs) (-

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.
U':  no-execute(R)

Die Ergebnisterme der Regeln werden durch die Funktion env), mit der A-
Umgebung U’ annotiert. Diese Annotierung stellt sicher, dass die Ergebnisterme mit
der gleichen A-Umgebung ausgewertet werden, wie die Terme in der entsprechen-
den Anwendungsbedingung (*). Wir vermeiden dadurch, dass trotz einer erfolgrei-
chen Uberpriifung der Anwendungsbedingung (*) in der eigentlichen symbolischen
Auswertung die rekursiven Prozeduraufrufe nicht eliminiert werden koénnen (siehe
Beispiel F.7 in Anhang F). Weiter stellen wir dadurch sicher, dass die Ergebni-
sterme genauso effizient ausgewertet werden, wie die Terme in den entsprechenden
Anwendungsbedingungen ().

10.2 Regeln fiir Gleichungen und case-Terme
Wir definieren nun die Auswertungsregeln fiir die Termkontexte der Form
.= (10.8)
case(...,cons* : t*).
Fiir diese Termkontexte kann es durchaus sinnvoll sein einen Prozeduraufruf ei-
ner tail-rekursiven Prozedur auszuwerten, da die in den Termkontexten zusatzlich

enthaltenen Terme [, r bzw. t* eine Elimination der rekursiven Prozeduraufrufe
begiinstigen. Fiir die Prozedurdefinition Dy aus Beispiel 9.23 und den Term

plus’(pred(x), succ(y))=plus’(x,y)

kénnen wir beispielsweise die Prozeduraufrufe der rechten Seite der Gleichung eli-
minieren, in dem wir den Prozeduraufruf auswerten:

U F  plus’(pred(x),succ(y))=if(?0(x),y,plus’(pred(x), succ(y))) —

if(?0(x),
plus’(pred(x), succ(y))=y, .
plus’(pred(x), succ(y))=plus’(pred(x), succ(y)))

if(?70(x), plus’(pred(x), succ(y))=y, true).
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Der Grund fiir die erfolgreiche Elimination ist, dass die linke Seite der Gleichung
mit dem rekursiven Aufruf iibereinstimmt, der durch die Auswertung der rechten
Seite der Gleichung entsteht. Dieser rekursive Aufruf kann daher im zweiten Aus-
wertungsschritt entfernt werden. Es ergibt sich daher der folgende Unterschied zu
den Regeldefinitionen in Abschnitt 10.1:

Unterschied zu den Regeldefinitionen in Abschnitt 10.1:

Die Auswertungsregeln fiir die Termkontexte (10.8) beriicksichtigen, im Ge-
gensatz zu den Regeln fiir die Termkontexte ?cons(...) und sel(...), tail-
rekursive Prozeduren.

Weiter ist fiir die Definitionen der Auswertungsregeln fiir die Termkontexte
(10.8) zu beachten, dass aus Effizienzgriinden die Unfold-Limits und die Search-
Limits in den Termen [, r bzw. t* aus den Kontexten auf 0 gesetzt werden. Die
Regeldefinitionen lauten dann wie folgt:

67. Unfold case condition

case(f A (t1,...,tn), cons* : t*)

)

envy (case 4 (g, (s (decy(un'y " (Ry)))), cons™ : ag, (%))

falls w > 0, f € ZNX*(P), | & C, 0 = {x1/a4,(t1),...,xn/24,(tn)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(case 4 (o¢,  (sj(decs (unf ™0™ (Ry)))), cons™ : aa, () lus

enthilt keinen Teilterm der Form f (cocotoncd) (...

(%)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung und A die folgende A-Annotation:

Reg. Lab. U-Lim.

U’:  no-execute(R) A: l u

69. Unfold left equality argument

A, .. ty)=r Label U-Lim.

b

* u—1,0,m _ Ag A: l u
envy (o¢,, (s5(decy (uny™ " (Ry))))= 4 an, (r))

falls w > 0, f € ZNX™(P), | & C, 0 = {x1/a4,(t1),...,xn/a4,(tn)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(0., (s} (decy (uny ™ "™ (Ry))))= % ay, (r)) Lo enthilt

keinen Teilterm der Form f loocoioad) (.-

(%)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung;:

Reg.

U':  no-ezecute(R)
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71. Unfold right equality argument

I=f A (ty,... tn) Label U-Lim.

)

oe,.., (7 (decy (unf™ " (R)))) S

falls w > 0, f € ZNX™(P), | &€ C, 0 = {x1/a4,(t1),...,xn/a4,(tn)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

Asta

envie (a4, (1)=

(@, (D)= ¢, )(sf(decf(unjﬁ LO™(RON)) lur enthilt

keinen Teilterm der Form f o) (...

(%)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.
U':  no-execute(R)

10.3 Regeln fiir zusammengesetzte Termkontexte

Wir haben fiir alle in (10.1) aufgezihlten Termkontexte Auswertungsregeln defi-
niert und ermdglichen dadurch die Auswertung von Prozeduraufrufen innerhalb
dieser Termkontexte. Eine Auswertung aufgrund eines ,zusammengesetzten Term-
kontexts wie 70(pred(...)) ist jedoch mit Hilfe dieser Regeln nicht moglich. Be-
trachten wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 10.5. Sei P das Programm (Dpius) wobei Dpiys die Prozedurdefiniti-
on aus Abschnitt 8.2 bezeichnet. Der Term ?0(pred(plus(x,y))) ist mit unseren
aktuell definierten Regeln nicht auswertbar. Insbesondere kann fiir den Teilterm
pred(plus(x,y)) die Regel ,,Unfold selector argument” nicht angewendet werden,
da wir durch die Auswertung des Prozeduraufrufs den Term

if(?70(x),pred(y), plus(pred(x),y))

erhalten und damit offensichtlich den rekursiven Prozeduraufruf von plus nicht
entfernen konnten. Beriicksichtigt man jedoch wahrend der Auswertung des instan-
tiierten Prozedurrumpfs den gesamten Termkontext 70(pred(...)) so ergibt sich die
folgende symbolische Auswertung;:

—~
—
—

U+ 20(pred(if(20(x),y, succ(plus(pred(x), y))))) 9.
70(if(70(x), pred(y), pred(succ(plus(pred(x),y))))) @
70(3£(?0(x). pred(y). plus(pred(x). y))) -
i£(70(x), 70(pred(y)), 70(plus(pred(x),y))))) .
if(70(x),

?0(pred(y)),
0(i£(70(pred(x)) 5

N
succ(plus(pred(pred(x)),y)))))
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1£(70(x),
?0(pred(y)),
if(?70(pred(x)),
70(y),
?0(succ(plus(pred(pred(x)),y))))))

if(?0(x), 70(pred(y)), if(?0(pred(x)), 70(y), false))

—~
(=]
Z

1

Unter Berticksichtung des vollsténdigen Termkontexts kénnen wir also den re-
kursiven Prozeduraufruf von plus eliminieren und eine Auswertung des Prozedur-
aufrufs ist somit sinnvoll. O

Um symbolische Auswertungen fiir die typischen zusammengesetzten Termkon-
texte 7cons(sel(...)), sel(...)=r und l=sel(...) zu ermdglichen, definieren wir die
Auswertungsregeln ,, Unfold structure predicate selector argument, ,, Unfold left equa-
lity selector argument® und ,, Unfold right equality selector argument”. Hierbei ist der
folgende Unterschied zu den Regeldefinitionen aus Abschnitt 10.1 zu beachten:

Unterschied zu den Regeldefinitionen in Abschnitt 10.1:

Das Unfold-Limit der rekursiven Prozeduraufrufe im instantiierten Rumpf
wird auf v — 1 gesetzt.

Dieser Unterschied ist notwendig, da, wie Auswertungsschritt (4) der symbo-
lischen Auswertung in Beispiel 10.5 belegt, fiir eine erfolgreiche Auswertung des
instantiierten Prozedurrumpfs unter Beriicksichtung der zusammengesetzten Term-
kontexte eine entsprechende ,, Unfold“-Regel auf die rekursiven Prozeduraufrufe an-
gewendet werden muss. Weiter ist zu beachten, dass die Regeln wieder nur fiir
nicht-tail-rekursive Prozeduren angewendet werden.

73. Unfold structure predicate selector argument

7cons(sel(f 4 (t1,...,t))) Label U-Lim.

envy (7cons 49 (sel A4 (¢, (sh(uny O (R))))))) a L.

falls u > 0, f € L\ S®¥(P), 1 ¢ C, 0 = {x1/aa,(t1),-..,Tn/an,(tn)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

A (sel A (g, (sH(un T O (R)))))) L ent-

halt keinen Teilterm der Form f b oooiace) (-0

(?cons

(%)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung;:

Reg.

U':  no-ezecute(R)
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75. Unfold left equality selector argument

sel(f 4 (tr, ... tn))=r Label U-Lim.

)

Agt * u—1,0,m _ A : u
envyr(sel ¢ (og, (sH(un} ™™ (Ry))))= " ay, (1)) R

falls u > 0, f € L\ S®¥(P), 1 ¢ C, 0 = {x1/aa,(t1),...,Tn/an,(tn)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(sel 2 (g, (S5(un ™0™ (Ry))))= 2 ag, (1)) Lur ent-

halt keinen Teilterm der Form f Gl (...

(%)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.

U':  no-execute(R)

77. Unfold right equality selector argument

I=sel(f A (t1,...,tn)) Label U-Lim.

bl

Agt Agt * u—1,0,m A: l u
envys(aa, ()= " sel 2 (og, | (s3(uny ™" (Ry)))))

falls u > 0, f € L\ S®™(P), 1 & C, 0 = {x1/aa,(t1),...,Tn/an,(tn)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(an, ()= sel A2 (g (s5(unf™ """ (Ry))))) lusr ent-

halt keinen Teilterm der Form f oeooiithesd) (...).

(%)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.

U':  no-evecute(R)

10.4 Regel fiir einfache Prozeduraufrufe

Die bisher definierten ,, Unfold‘“Regeln ermdoglichen nur die Auswertung von Proze-
duraufrufen, die in einem der Termkontexte aus (10.1) enthalten sind. So kénnen
wir beispielsweise fiir die in Abbildung 10.1 definierte Prozedur member den Proze-
duraufruf von member im then-Teil des Terms

if (member(n,t1(1)),member(n,1),true)

mit Hilfe der ,,Unfold“-Regeln nicht auswerten. Ersetzen wir jedoch den Prozedur-
aufruf durch den entsprechend instantiierten Prozedurrumpf, so ergibt sich die fol-
gende Auswertung:
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Dpemper = function member(n: @a,1: list[@a]): bool <
if(7empty(t),
false,
if(n=hd(1),
true,
member(n,t1(1))))

Abbildung 10.1: Prozedurdefinition von member.

if(member(n,t1(1)),

u r if(7empty(1l), false,if(n=hd(1), true,member(n,t1(1)))), —
true)
if(member(n,t1(1)),
if(7empty(1l), false,if(n=hd(1), true, true)), —
true)

if(member(n,t1(1)), ~7empty(1l), true)

Das bedeutet, dass durch Auswertung des instantiierten Prozedurrumpfs der
rekursive Prozeduraufruf von member entfernt werden kann und somit eine Auswer-
tung des Prozeduraufrufs member(n,1) sinnvoll ist. Der Grund fiir die erfolgreiche
Elimination des rekursiven Aufrufs ist, dass in der Hypothesenmenge, unter der der
Prozeduraufruf ausgewertet wird, ein entsprechender Prozeduraufruf von member
enthalten ist. Allgemein werten wir daher einen Prozeduraufruf o(f(...)) unabhén-
gig vom Termkontext aus, falls in der globalen oder lokalen Hypothesenmenge ein
Prozeduraufruf von f enthalten ist und durch die Auswertung des instantiierten
Prozedurrumpfs o f(___)(R;‘Z) die rekursiven Aufrufe von f eliminiert werden kénnen:

53. Unfold procedure call

A, ) Label U-Lim.

)

envyr (o, (s} (decy (unf ™" (Ry))))) AL .
falls w > 0, f € ZNX™(P), | & C, 0 = {x1/a4,(t1),...,xn/a4,(tn)}, m =

mark(o) und f € Uyep, un,, Procp(h). Weiter muss folgendes gelten:

(0e;, (s} (decy(uny ™" (Ry))))) |y enthiilt keinen Teil- }( )
*

term der Form f ) (...).

Reg.

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung: ” o)
" no-execute

10.5 Anmerkungen zur Implementierung

Wie fiir die ,, Ezecute'-Regeln gilt auch fiir die ,, Unfold“-Regeln, dass fiir kommutati-
ve Prozeduren die Anwendung einer ,, Unfold“-Regel unter Umsténden erst nach Ver-
tauschen der Argumente moglich ist. Wir definieren daher in Anhang D fiir jede ,, Un-
fold*“Regel eine entsprechend kommutierte Version. Wie bei den ,, Ezecute“-Regeln
weicht die Implementierung der kommutativen Versionen der ,, Unfold“-Regeln im
\/eriFun—System insofern von unserer Definition ab, dass die Argumente der re-
kursiven Funktionsaufrufe im instantiierten Prozedurrumpf zusédtzlich vertauscht
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werden. Diese zusétzliche Vertauschung hat wieder lediglich ,,optische” Griinde und
hat fiir die weitere Auswertung und Verwendung der Terme keine Konsequenzen.

Die Implementierung der Regeln fiir zusammengesetzte Termkontexte im
\/eriFun—System weicht von unserer Definition der Regeln in Abschnitt 10.3 ab.
In der Implementierung werden diese Regeln nur fiir Prozeduren angewendet, die
keine rekursiven Aufrufe in den Bedingungen der case-Terme des Prozedurrumpfs
enthalten. Diese zusétzliche Einschrankung beschleunigt die symbolische Auswer-
tung in einigen Fallstudien deutlich. Der Grund hierfiir ist, dass in diesen Fallstudien
einige sehr umfangreiche Prozeduren vorhanden sind, die zufélligerweise auch einen
rekursiven Prozeduraufruf in einer Bedingung enthalten. Die Prozeduraufrufe die-
ser Prozeduren werden dann von den Regeln fiir zusammengesetzte Termkontexte
nicht behandelt. Da jedoch der Aufwand fiir die Uberpriifung der Anwendungs-
bedingungen der Regeln nicht in Zusammenhang mit den rekursiven Aufrufen in
den Bedingungen der case-Terme steht, ist es keine gute Idee, die Komplexitét
einer Prozedur anhand dieser rekursiven Aufrufe zu messen. Besser wire, die Re-
geln generell auf Prozeduren zu beschrénken, deren Rumpf eine gewisse Grofse nicht
iiberschreitet. Da die Beschriankung auf Prozeduren, die keine rekursiven Aufrufe
in den Bedingungen der case-Terme enthalten, nur als ,ad-hoc Mafnahme angese-
hen werden kann, haben wir diese Beschrénkung nicht in unsere Regeldefinitionen
aufgenommen.
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Kapitel 11
Die ,, Assumption“-Regeln

Um die Giiltigkeit einer Sequenz H,IH F g durch symbolische Auswertung des
Goal-Terms g zu beweisen, ist es im Allgemeinen notwendig die vom VeriFun-
System bereits bewiesenen Lemmata und die Induktionshypothesen der Sequenz zu
verwenden. Hierzu gehen wir wie folgt vor:

Vorgehensweise (Verwendung von Quantifikationen):

Die Klauseln C; = {l},...,1} } der mit den Lemmata und Induktionshypo-

thesen assoziierten Klauselmengen {C4,...,C),} konnen als Implikationen

der Form . -
BAAE_ AN AT =1

aufgefasst werden. Um die Giiltigkeit eines Atoms o mit a ~ og(lj») (bzw.

die Ungiiltigkeit eines Atoms a mit a ~y ag(l;.)) zu zeigen, muss dann die
Ungiiltigkeit der Literale o¢(l%) mit k € {1,...,n} \ {j} nachgewiesen wer-
den. Hierzu werden die Literale symbolisch ausgewertet. Kénnen alle Literale
o¢(li) zu false ausgewertet werden, so kann das Atom a durch true (bzw.
false) ersetzt werden.

Das Literal l; € C; bezeichnen wir nachfolgend als Pattern-Literal und die Li-
terale o¢(I%) mit k € {1,...,n} \ {4} als Subgoals. Das Atom a bezeichnen wir
als Proof-Goal. Zur Realisierung unserer Vorgehensweise definieren wir in diesem
Kapitel die folgenden Auswertungsregeln:

61. Affirmative assumption
62. Negative assumption

Diese Auswertungsregeln sind - neben den ,, Execute- und ,, Unfold“-Regeln - die
zentralen Regeln des Auswertungskalkiils. Um eine moglichst effiziente und méchti-
ge Verwendung von Quantifikationen durch diese Regeln zu gewéhrleisten, miissen
wir die Subgoals entsprechend effizient auswerten sowie die fiir das Proof-Goal re-
levanten Klauseln und Pattern-Literale in den Regeln betrachten. Es sind somit die
beiden folgenden Fragen zu kliren:

(1) Wie werden die Subgoals symbolisch ausgewertet?

(2) Wie werden die Klauseln und Pattern-Literale fiir ein Proof-Goal bestimmt?

163



164 KAPITEL 11. DIE ,ASSUMPTION“REGELN

Zur Definition der Regeln gehen wir daher wie folgt vor. Wir fithren zunéchst
in Abschnitt 11.1 vorldufige Regeldefinitionen ein, um die Betrachtungen in den
nachfolgenden Abschnitten zu vereinfachen. Anschlieffend beschéftigen wir uns in
Abschnitt 11.2 mit der effizienten Auswertung der Subgoals. Die Ergebnisse dieses
Abschnitts fiigen wir dann in Abschnitt 11.3 in die vorldufigen Regeldefinitionen
ein. Danach gehen wir in Abschnitt 11.4 auf die Frage ein, wie die Klauseln und die
Pattern-Literale fiir ein Proof-Goal bestimmt werden. Basierend auf den Antworten
geben wir dann in Abschnitt 11.5 die vollstdndigen Definitionen der Regeln an.

11.1 Vorlaufige Regeldefinitionen
Fiir die Definition der vorlaufigen Regeln sind die folgenden Punkte zu beachten:

e Bei den Regeln handelt es sich um rekursive Auswertungsregeln. Wir definie-
ren daher die Regeln entsprechend dem in Abschnitt 7.7 angegebenen Ent-
wurfsprinzips zur Transparenz rekursiver Auswertungsregeln. Das bedeutet,
wir definieren keine Ersetzungsregeln der Form

a a

true bzw. false

sondern Ersetzungsregeln der Form®

a a

NOR(0¢(C) — oe(lit)) ~ bzw.  OR(0e(C) — oe(lit))

Durch diese Ersetzungsregeln ist sichergestellt, dass die symbolischen Aus-
wertungen der Subgoals in der eigentlichen symbolischen Auswertung nach-
vollzogen werden konnen. Es ist zu beachten, dass NOR(o¢(C) — o¢(lit))
und OR(0¢(C) — o¢(lit)) genau dann zu true bzw. false ausgewertet werden
kénnen, wenn jedes Subgoal in o¢(C) — o¢(lit) zu false ausgewertet werden
kann.

e Ist das Proof-Goal ein Strukturtest, dann ist es sinnvoll dieses Proof-Goal
nicht nur als Strukturtest zu betrachten, sondern auch als Strukturgleichung.
Wir definieren hierzu die folgende Funktion:

struct-setp(a) = {ij}s ruct-eqp(a)} Sz(a;nssta cons;(t)

mit
struct-eqp(7cons;(t)) = t=cons;(sel;1(t),...,sel;n,(t)).
Die Funktion struct-setp liefert damit fiir ein Proof-Goal a alle Varianten

des Proof-Goals, die sinnvoller Weise bei der Anwendung einer Quantifikation
betrachtet werden sollten.

Bevor wir nun die vorldufigen Regeldefinitionen angeben, fiihren wir den Begriff
des ~-Matchers ein, um die Regeln kompakt reprasentieren zu kénnen.

Definition 11.1 (=-Matcher). Sei P ein Programm und s,t € Zerm(P). Sei weiter
~ eine Aquivalenzrelationen auf Termen. Ein Paar o¢ mit £ € Subst;y(s)(Q(P))

Loe(Cy) — o¢ (1) ist eine Kurzschreibweise fiir o¢(C;) \~yy {o¢(l%)}. NOR(C) bezeichnet die
Konjunktion der Komplemente der Literale in C'.
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und o € Substgy¢(s))(P) heit ~-Matcher von s fir ¢ falls o¢(s) ~ t gilt. Die
Erweiterung der Aquivalenzrelation ~ auf Matcher ist wie folgt definiert:

& = ¢, dom(o) = dom(c’) und fiir

~ ~' ,
e Te 8N ez € dom(o) gilt o(x) ~ o' (x).

Die Menge matchx(s,t) aller ~-Matcher von s fiir ¢ ist dann gegeben durch
matcha(s,t) := {ex(0¢) | 0¢ ist ein ~-Matcher von s fiir ¢t}.?
O

Es ist zu beachten, dass in Abhéngigkeit der Relation ~ mehrere Matcher fiir
Terme s und ¢ existieren kénnen. Die Beschrankung der Menge matchx(s,t) auf die
kanonischen Reprasentanten der Matcher ist notwendig, um die Menge matchx (s, t)
nicht mit ,,~-Dubletten“ aufzublahen.

Beispiel 11.2. Wir nehmen an, dass die Kommutativitit der Prozedur plus be-
kannt ist. Dann sind die Paare o! und o2 mit

ot = {x/plus(u,v)}
o2 = {x/plus(v,u)}

die beiden einzigen ~-Matcher von x=0 fiir plus(u,v)=0. Da 0! ~;; o2 gilt, besteht
die Menge
match~,, (x=0, plus(u, v)=0)

aus genau einem der beiden Matcher. O

Unsere vorlaufigen Regeldefinitionen sehen dann wie folgt aus:

NOR(0¢(C) — o¢(lit))

falls e(a) € At(P) gilt und ein C € |, o Cy sowie ein lit € C' existie-
ren, so dass fiir eine a’ € struct-setp(a) und ein o¢ € match~,, (lit,a’)
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) #/(C) C t/(lit) und f' (£(C)) C ff (£(lit)).
(2) Vd € (0¢(C) — o¢(lit)) gilt U - d —' false.

(11.1)

OR(0¢(0) — oe(iit))

falls e(a) € At(P) gilt und ein C' € J o

ren, so dass fiir eine a’ € struct-setp(a) und ein o¢ € match~,, (lit,a’) (11.2)
die folgenden Bedingungen erfiillt sind: ’

(1) t/(C) C t/(lit) und f' (£(C)) C ff (£(Lit)).
(2) Vd € (0¢(C) — o¢(lit)) gilt U - d —' false.

C, sowie ein lit € C existie-

Die Lemmata und Induktionshypothesen werden wihrend der symbolischen Aus-
wertung durch die in der Multimenge Q der A-Umgebung enthaltenen Quantifika-
tionen représentiert. Der Ausdruck C' € |J,coCy wihlt somit eine Klausel eines

2Mit e~(o¢) bezeichnen wir den kanonischen Reprisentanten der Aquivalenzklasse [o¢]~ (ver-
gleiche Anhang A).
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Lemmas bzw. einer Induktionshypothese aus. Die Anwendungsbedingung (1) stellt
sicher, dass alle freien Typ- und Termvariablen der Klausel C' durch die Typsub-
stitution £ bzw. die Termsubstitution o festgelegt werden und damit weder das
instantiierte Pattern-Literal o¢(lit) noch die Subgoals d € (0¢(C) — o¢(lit)) freie
Typ- bzw. Termvariablen enthalten.

Beispiel 11.3. Betrachten wir den folgenden Term:

ordered(merge(msort(dis_ev(k)),msort(dis_odd(k)))). (11.3)
Fiir die Multimenge
Q= {1%ih1,1xihg,1xlem} (11.4)
mit
Cin, = {{ordered(msort(dis_ev(k)))}},
Cin, = {{ordered(msort(dis_odd(k)))}},
Ciem = {{—ordered(k’),~ordered(l’),ordered(merge(k’,1))}}

ergibt sich fiir den Term (11.3) die folgende symbolische Auswertung:

U F ordered(merge(msort(dis_ev(k)),msort(dis_odd(k)))) —

if(ordered(msort(div_ev(k))),ordered(msort(dis odd(k))),false) —

if(true, ordered(msort(dis odd(k))),false) —
ordered(msort(dis_odd(k))) —
true.

Im ersten Auswertungsschritt haben wir mit Hilfe der Regel (11.1) die Klausel
der Klauselmenge Ci.,,, angewendet. In den beiden folgenden Anwendungsschritten
konnten wir dann die Subgoals

ordered(msort(div_ev(k)))

und
ordered(msort(div_odd(k)))

durch die Klauseln der Klauselmengen C;;, und C;p, zu true vereinfachen. Insge-
samt haben wir so den Term zu true auswertet. O

11.2 Auswertung der Subgoals

Wir kliren in diesem Abschnitt die Frage, wie die Subgoals o¢(C) — o¢(lit) in den
Regeln (11.1) und (11.2) symbolisch ausgewertet werden. Die Herausforderung ist
hierbei eine effiziente Auswertung der Subgoals durch entsprechende Einschrénkung
des Suchraums zu definieren ohne die Méchtigkeit der Regeln (11.1) und (11.2) fiir
die in der Praxis auftretenden Félle spiirbar zu beschrénken. Wir gehen hierzu wie
folgt vor:

e In Abschnitt 11.2.1 definieren wir das Search-Limit fiir die Subgoals, das die
maximale Grofe des betrachteten Suchraums festlegt.

e In Abschnitt 11.2.2 gehen wir auf die lokale Hypothesenmenge ein, die zur
Auswertung der Subgoals verwendet wird.

o In Abschnitt 11.2.3 klédren wir dann die Frage, mit welchen Regeln Prozedur-
aufrufe in den Subgoals ausgewertet werden diirfen.
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e In Abschnitt 11.2.4 definieren wir schliefslich den so genannten ,Repetition-
Filter*. Diese Filter beschrinkt die Menge der Quantifikationen, die wahrend
der Auswertung der Subgoals verwendet werden diirfen.

11.2.1 Das Search-Limit

Anwendungsbedingung (2) fiihrt in die vorldufigen Regeldefinitionen (11.1) und
(11.2) einen unendlichen Suchraum ein, der zu einem unendlichen rekursiven Ab-
stieg wihrend der Uberpriifung der Anwendungsbedingung fiihren kann (vergleiche
hierzu auch das Unfold-Limit in Abschnitt 10.1.2). Um den Suchraum zu begren-
zen und damit den unendlichen rekursiven Abstieg zu verhindern, enthalten die
A-Annotationen das Search-Limit.

Die Search-Limits des Goal-Terms der initialen Sequenz eines Beweisbaums wer-
den vom veriFun System auf den Wert spmax = 49°Pthmax gesetzt, wobei depthmax
eine von veriFun vorgegebene Konstante bezeichnet. Vor einer Uberpriifung der
Anwendungsbedingungen der Regeln (11.1) und (11.2) iiberpriifen wir dann, ob das
Search-Limit s des Proof-Goals a grofer als 0 ist. Ist dies nicht der Fall, so werden
fiir das Proof-Goal die Regeln (11.1) und (11.2) nicht angewendet. Ist das Search-
Limit s grofer als 0, so berechnen wir fiir die Klausel C' € |J, ., C, zunichst das
neue Search-Limit

qeEQ

Snew (|match~,, (lit, a)|, |C|) (11.5)

bzw. B
Snew (|match~,, (lit, a)|, |C]) . (11.6)

Hierbei ist die Funktion s,e wie folgt definiert:

Snew (M, 1) = {SJ . (11.7)

maz(n,4) xm
Wir {iberpriifen dann die Anwendungsbedingung (2) der Regeln nur, wenn
Snew (|matchsy, (lit,a)],|C]) > 1 bzw. snew(|match~,, (Iit,a)|,|C]) > 1

gilt und annotieren zur Uberpriifung der Anwendungsbedingung die Subgoals d
mit dem Search-Limit (11.5) bzw. (11.6). Durch diese Definition des Search-Limits
erhalten wir fiir jede Klausel C' und jedes Literal lit € C unabhéngig von der
Kardinalitit der Klausel C und der Anzahl der Matcher von lit bzw. lit fiir a
einen anndhernd gleich-groffen Suchraum. Insbesondere verringert sich fiir Klauseln
mit vielen Literalen die Tiefe des durch die Anwendungsbedingung (2) definierten
Suchbaums. Die Verwendung von maz(|C|,4) statt |C| im Quotienten von (11.7) ist
notwendig, um fiir kleine Klauseln unnotig tiefe Suchb&dume zu vermeiden. Durch die
initiale Annotierung durch 44¢Pt"max und die Verwendung von maz(|C/|,4) in (11.7)
ist sichergestellt, dass der Suchbaum héchstens eine Tiefe von depth,,,, besitzt.?

Insgesamt ergibt sich dann die folgende Modifikation der vorlaufigen Auswer-
tungsregeln:

Modifikation (symbolische Auswertung der Subgoals):

Die Regeln (11.1) und (11.2) werden fiir ein Atom a nur dann angewendet,
falls das Search-Limit s des Atoms grofer als 0 ist und das neue Search-Limit
(11.5) bzw. (11.6) ebenfalls grofer als 0 ist. Weiter werden die Subgoals
zur symbolischen Auswertung in Anwendungsbedingung (2) mit dem neuen
Search-Limit (11.5) bzw. (11.6) annotiert.

3In unseren Fallstudien hat sich ein Wert von 4 fiir depth,,,, als guter Kompromiss zwischen
Effizienz und Mé&chtigkeit erwiesen.
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Dyis ov = functiondis ev(k:list[nat]): list[nat] <
N if(7empty(k),
empty
if(7empty(tl(k)),
empty,

add(hd(tl(k)),dis_ev(t1l(t1l(k))))))

Dass oaa = functiondis_odd(k: list[nat]) : list[nat] <
if(7empty(k),
empty
if(7empty(tl(k)),
k,
add(hd(k),dis_ev(t1(t1l(k))))))

Dperge = functionmerge(k:list[nat],1:list[nat]):list[nat] <«
if(7empty(k),
1
if(7empty(1),
k,
1£(hd(k)>hd(1),
add(hd(1),merge(k, t1(1)))
add(hd(k), merge(tl(k),1)))))

Abbildung 11.1: Prozedurdefinitionen fiir dis ev, dis odd und merge.

11.2.2 Verwendung des negierten Proof-Goals

Angenommen wir moéchten auf ein Atom a eine Klausel C = {a, b, ¢} einer Quanti-
fikation ¢ € Q anwenden. Wir erhalten dann fiir die Regel (11.1) die Subgoals b und
¢, welche wir mit der A-Umgebung U/ zu false auswerten miissen. Wihrend dieser
Auswertung ist es zulédssig a = false anzunehmen. Kénnen wir ndmlich die Sub-
goals b und ¢ unter dieser Annahme zu false auswerten, so haben wir insgesamt die
Ungiiltigkeit der Klausel {a, b, ¢} nachgewiesen. Da wir jedoch wihrend der symbo-
lischen Auswertung ausschlieflich bereits verifizierte Quantifikationen bzw. Quan-
tifikationen von Induktionshypothesen verwenden, haben wir einen Widerspruch
generiert. Das bedeutet, die Annahme a = false muss falsch sein und das Atom a
dementsprechend giiltig.

Mit gleichen Argumentationen ist es fiir die Auswertung der Subgoals in der
Regel (11.2) zuldssig die Giiltigkeit des Atoms a anzunehmen. Insgesamt fithren
diese Uberlegungen zu der folgenden Modifikation:

Modifikation (Erweiterung der lokalen Hypothesen):

Zur Auswertung der Subgoals in der Regel (11.1) erweitern wir die lokale
Hypothesenmenge Hr, um das negierte Proof-Goal —a. Zur Auswertung der
Subgoals in der Regel (11.2) erweitern wir die lokale Hypothesenmenge Hf,
um das Proof-Goal a.

Wir illustrieren die Niitzlichkeit der Modifikation anhand eines Beispiels.

Beispiel 11.4. Sei das Programm P geben durch (Diist, Dnemver, Ddis_odd;
Dqis_evs Drerge), Wobei Dijg¢ die Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 bezeich-
net und Dnpenper, Dais_odas Dais_evs Dnerge die Prozedurdefinitionen aus den Abbil-
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dungen 10.1 und 11.1. Wir wollen nun den Term
if(member(n,merge(div_ev(1l),div_odd(1l))),member(n,1),true) (11.8)

symbolisch auswerten. Zur symbolischen Auswertung des Terms verwenden wir die
folgenden Lemmata, d.h. wir gehen davon aus, dass die Giiltigkeit dieser Lemmata
bereits bekannt ist:

lemma member dis odd entails member < alln:nat,l: list[nat]
if(member(n,dis odd(1l)),member(n,1), true)

lemma member dis ev entails member < alln:nat,l:list[nat]
if(member(n,dis ev(l)),member(n,1),true)

lemma member merge < alln:nat,l,k:list[nat]
if(member(n,merge(1,k)),if (member(n,1l), true, member(n,k)), true)

Fiir die Lemmata ergeben sich die folgenden Klauseln:

C; = {-member(n,dis_odd(1l’)),member(n’,1’)}
Cy = {-member(n,dis_ev(1l)’),member(n’,1’)}
C3 = {member(n’,merge(l’,k’)),member(n’,1’), member(n’,k’)}

Die symbolische Auswertung des Terms (11.8) ist in Abbildung 11.2 dargestellt. Es
ist zu beachten, dass wir zur Visualisierung des negierten Proof-Goals bei Anwen-
dung der Regel (11.1) bzw. (11.2) das Proof-Goal @ nicht durch

NOR(0¢(C) — oe(lit)) bzw. OR(0¢(C) — oe(lit))
ersetzen, sondern durch den Term
if(a,true, NOR(0¢(C) — o¢(lit))) bzw. if(a, OR(0¢(C) — o¢(lit)), false).

Weiter ist zu beachten, dass die Anwendung der Klausel Cy in Auswertungsschritt
(3) nur aufgrund des negierten Proof-Goals member(n,1) aus Auswertungsschritt
(1) moglich ist. O

Wir wenden Regel (11.1) vor Regel (11.2) an. Dies fithrt dazu, dass manche
offensichtliche symbolische Auswertungen blockiert sind. Das Problem liegt hierbei
nicht an der konkreten Reihenfolge der Regeln - ein Vertauschen der Reihenfolge der
Regeln (11.1) und (11.2) fiihrt zu analogen Problemen - sondern vielmehr daran,
dass wir die Regeln in einer festen Reihenfolge anwenden. Betrachten wir dazu ein
Beispiel.

Beispiel 11.5. Nehmen wir an, dass wir den Term a mit Hilfe der Klauseln

C: = {(l, b}a

CQ = {G,, —\b}
zu true auswerten mochten. Eine Anwendung der Klausel Cy auf den Term a mit
Hilfe der Regel (11.1), unter Beriicksichtung unserer Anforderungen, scheint hierbei

moglich, da das erzeugte Subgoal b unter der Annahme @ mit Hilfe der Regel (11.2)
und der Klausel Cy zu false ausgewertet werden kann:*

4U" bezeichnet hierbei die A-Umgebung mit Hy, = {—a}.
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u F b —
a —
false.

Auf das Subgoal b ist jedoch auch die Regel (11.1) mit der Klausel C; anwendbar:

u rF b —

—Q —

—~false —

true.

Da wir die Regel (11.1) vor der Regel (11.2) anwenden, werten wir somit das Subgoal
b zu true und nicht wie erwiinscht zu false aus. Wir konnen daher die Klausel C
nicht auf den Term ¢ anwenden und damit auch nicht zu true vereinfachen. Das
bedeutet, dass die symbolische Auswertung von a blockiert ist. O

Die Ursache des in Beispiel 11.5 geschilderten Problems ist, dass wir auf Sub-
goal b, welches zu false ausgewertet werden soll, Regel (11.1) anwenden, obwohl
wir wissen, dass bei einer erfolgreichen Anwendung dieser Regel der Term zu true
auswertet wird und somit die Anwendung der Klausel C; verhindert wird. Eine
Anwendung der Regel (11.1) ist daher fiir die Auswertung des Subgoals b kontra-
produktiv. Wir kénnen solche kontraproduktiven Anwendungen der Regeln (11.1)
und (11.2) wihrend der symbolischen Auswertung von Subgoals verhindern, indem
wir die Subgoals mit Polaritdten annotieren. Die Polaritét legt fest, ob das Subgoal
zu true oder false ausgewertet werden soll und wir wenden die Regeln (11.1) und
(11.2) auf ein Subgoal nur noch dann an, wenn die Anwendung der Regeln der Po-
laritét des Subgoals nicht widerspricht. Zur Annotierung mit Polarititen definieren
wir die folgende Funktion. Hierbei bezeichnet ¢ immer ein Atom:®

pol,(a® ) = pol(a?)
pol, (if A (a?  false,true)) := if A (a © ,false, true),
pol (if A(a?  false true)) := if4 (a @ ,false, true),

polg(if 4 (a”  false,true)) := if 4 (a©  false, true).

Regel (11.1) wenden wir jetzt nur dann auf ein Proof-Goal a an, wenn ¢ mit einer
nicht-negativen Polaritét annotiert ist. Regel (11.2) hingegen wenden wir nur an,
wenn a mit einer nicht-positiven Polaritéit annotiert ist. Insgesamt ergibt sich somit
die folgende Modifikation:

Modifikation (Polaritéten):

Zur symbolischen Auswertung der Subgoals in der Anwendungsbedingung
(2) wird die Polaritdt der Subgoals mit Hilfe der Funktion pols gesetzt.
Weiter werden die Regeln (11.1) und (11.2) nur noch dann angewendet, wenn
das auszuwertende Atom a eine nicht-negative bzw. nicht-positive Polaritét
hat.

In Beispiel 11.5 annotieren wir dementsprechend das Subgoal b mit & und wen-
den daher Regel (11.1) nicht auf dieses Subgoal an. Folglich wird Regel (11.2) an-
gewendet und somit das Subgoal zu false vereinfacht. Damit kénnen wir auf den
Term a die Klausel C'; anwenden und so a zu true vereinfachen.

5Der Ubersichtlichkeit halber stellen wir in der Definition von pol ausschlieRlich die Polaritéten
der A-Annotationen dar.
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11.2.3 Auswertung von Prozeduraufrufen

Um eine effiziente Auswertung der Subgoals in der Anwendungsbedingung (2) zu
gewahrleisten, miissen wir die Anwendung der ,, Unfold*“-Regeln verbieten.

Modifikation (Prozeduraufrufe in Subgoals):

Das Unfold-Limit der Subgoals wird zur symbolischen Auswertung in An-
wendungsbedingung (2) auf 0 gesetzt.

Weiter hat sich durch unsere Fallstudien gezeigt, dass eine Auswertung von
Prozeduraufrufen in den Subgoals durch die Regeln

,Ezecute procedure call (recursive cases),
»Ezecute procedure call (non recursive cases),
wEzecute procedure call (additional case analysis)*

und ihren kommutierten Versionen fiir eine effiziente Auswertung der Subgoals eben-
falls zu aufwendig ist. Wir miissen daher wahrend der Vereinfachung der Subgoals
auch auf diese Regeln verzichten. Dies hat insbesondere zur Konsequenz, dass Pro-
zeduraufrufe rekursiv-definierter Prozeduren ausschlieflich mit der Regel ,, Execute
procedure call (constructor ground terms)* ausgewertet werden. Dies reicht jedoch
fiir eine erfolgreiche Auswertung der Subgoals haufig nicht aus. Betrachten wir dazu
ein Beispiel:

Beispiel 11.6. Sei P das Programm (D1r pxpr; Dir.deptn), Wobel Dip pxpr und
D1r geptn die folgenden Typoperator- und Prozedurdefinitionen bezeichnen:

Dipgxpr = structure IF.Expr <
F
T7
prop(number : nat),
IF(test : IF.Expr,left : IF.Expr,right : IF.Expr),

)

Diraeptn = function IF.depth(x : IF.Expr) : nat <
if(7IF(x),
succ(IF.depth(test(x))),
0).

Sei weiter die Multimenge Q = {1 % ¢> tota1, 1 * > asymmetric; 1 * > _sucex} Mmit

Cq>7total = {{X>Y’ y>X7 X=y}}7
Cq>_asy1nmetric = {{_\X>y7 _‘y>x}}7
Cor meee = {{x=y,succ(x)>y}}

gegeben. Betrachten wir nun den Term

if(7IF(x),
if(?IF(test(x)),
pred(IF.depth(x))>IF.depth(test(test(x))), (11.9)
true),
true).

Diesen Term kénnen wir mit Hilfe der Multimenge Q nur dann auswerten, falls
wir wihrend der Auswertung von Subgoals Prozeduraufrufe von IF.depth auswer-
ten. Die sich dadurch ergebende symbolische Auswertung ist in Abbildung 11.3
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dargestellt. Hierbei haben wir Teilterme, die Subgoals reprisentieren kursiv dar-
gestellt. Im Auswertungsschritt (1) der symbolischen Auswertung wenden wir die
Regel (11.2) mit der Klauselmenge C an und erzeugen dadurch die Subgoals

q>_total

IF.depth(test(test(x)))>pred(IF.depth(x))

und
pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x))).

Fiir das erste Subgoal werten wir dann im zweiten Auswertungsschritt den Proze-
duraufruf von IF.depth aus. Durch Anwendung der Klauseln von C,, __ ...... und
Cg e durch die Regeln (11.2) und (11.1) in den Auswertungsschritten (3) und
(4) vereinfachen wir anschlieRend das erste Subgoal zu true. Ohne Auswertung
des Prozeduraufrufs in Auswertungsschritt (2) wire eine Anwendung der Klausel-
mengen C,, ... nicht moglich. Die Auswertung des Prozeduraufrufs in Auswer-
tungsschritt (9) ist ebenfalls erforderlich, da wir ansonsten die Regel ,, Constructor
uniqueness nicht anwenden kénnen. O

Um Auswertungen von Prozeduraufrufen rekursiv-definierter Prozeduren wie in
Beispiel 11.6 zu ermdglichen, erlauben wir fiir die Auswertung der Subgoals die
Verwendung der Regel ,,Ezecute procedure call (no additional case analysis)‘ auch
fiir rekursiv-definierte Prozeduren. Das bedeutet, wir werten Prozeduraufrufe nicht
nur mit den Regeln ,, Execute procedure call (constructor ground terms)‘ und ,, Eze-
cute procedure call (no additional case analysis)‘ sowie mit ihren kommutierten
Versionen aus, sondern auch mit Hilfe der folgenden Regeln:

49. Execute procedure call (recursive — no additional case analysis)

FA (. tn) Label S-Lim. U-Lim.

)

0gs, (S5 un 0 (R3))) R : ”

falls f € *(P)NX, 0 = {x1/a4,(t1),...,2n/a4,(tn)} und die folgende Bedin-
gung erfiillt ist:

Es gilt | ¢ C und es existiert ein m € Posg(f), so dass fiir alle b €
cond(m,o(|Rsle)) gilt U - ay,,, (b) — true.

50. Execute procedure call (recursive — no additional case analysis)*

FA(t,t2) Label S-Lim. U-Lim.
* ) -,0 * B
O'Ef(,..)(sf(unlq;s (Rf))) A ! S u

falls f € XNE™(P)NZ¢, o0 = {x1/a4,(t2), 2/a4,(t1)} und die folgende Bedin-
gung erfiillt ist:

Es gilt | ¢ C und es existiert ein # € Posg(f), so dass fiir alle b €
cond(m,o(|Ryle)) gilt U - ay,,, (b) — true.

Aufbauend auf diesen Regeln kénnen wir die folgende Modifikation definieren:
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U F if(?IF(x),if(?IF(test(x)), pred(IF.depth(x))>IF.depth(test(test(x))),true), true)

if(...,if(—(IF.depth(test(test(x)))>pred(IF.depth(x))), 7(pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x)))),false), true), true)

if(..., A (IF.depth(test(test(x)))>succ(IF.depth(test(test(x)))))), ~(pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x)))),false),true), true)
if(...,if(—(—(succ(IF.depth(test(test(x))))>IF.depth(test(test(x)))))), ~(pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x)))),false), true), true)
if(...,if(—(—(IF.depth(test(test(x)))=IF.depth(test(test(x)))), ~(pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x)))),false), true), true)
if(...,if(—(=tzrue)), 7(pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x)))),false), true), true)

if(...,if(ofalse, ~(pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x)))),false),true),true)

if(...,if(true, ~(pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x)))), false), true),true)

if(7I A ),if(?IF(test(x)), 7(pred(IF.depth(x))=IF.depth(test(test(x)))), true),true)

if(?IF(x),if(?IF(test(x)), ~(succ(IF.depth(test(test(x))))=IF.depth(test(test(x)))), true),true)

if(?IF(x),if(?IF(test(x)), nfalse, true), true)

if(?IF(x), if(?IF(test(x)), true, true), true)

if(?IF(x), true, true)

true
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Abbildung 11.3: Symbolische Auswertung des Terms (11.9) aus Beispiel 11.6 unter Beriicksichtigung der Multimenge Q. In den Auswertungsschrit-
ten (2) und (9) werden die Prozeduraufrufe in den Subgoals ausgewertet.
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Modifikation (Prozeduraufrufe in Subgoals):

Prozeduraufrufe in Subgoals werden ausschliefilich durch die folgenden ,, Fze-
cute“-Regeln und ihrer kommutierten Versionen ausgewertet:

»Ezecute procedure call (constructor ground terms),
»Ezecute procedure call (no additional case analysis)”,
, Bxecute procedure call (recursive — no additional case analysis)“.

Um die Regelmenge der aktuellen A-Umgebung entsprechend anzupassen,
wird die folgende Funktion verwendet:

prim-ezecute(R) := (Ro \ {41,...,52}) U {49, 50} .

Anmerkung 11.7. Da sich die Regel ,, Ezecute procedure call (recursive — no addi-
tional case analysis)‘ zur Auswertung von Subgoals als niitzlich erweist, stellt sich
die Frage, warum wir diese Regel nicht generell wihrend der symbolischen Aus-
wertung verwenden. Der Grund hierfiir ist, dass diese Regel im Zusammenspiel mit
der Regel ,, Execute procedure call (recursive cases)* zu Endlos-Auswertungen fithren
kann (siehe Beispiel F.8 in Anhang F). O

11.2.4 Repetition-Filter

Die Subgoals werden in der Anwendungsbedingung (2) der Regeln (11.1) und (11.2)
durch die aktuelle A-Umgebung U ausgewertet. Das bedeutet insbesondere, dass
die Subgoals unter der gleichen Multimenge Q von Quantifikationen ausgewertet
werden, wie das Proof-Goal a. Der dadurch festgelegte Suchraum ist trotz der in den
Abschnitten 11.2.1 und 11.2.3 definierten Modifikationen zu grof, um eine effiziente
Anwendung von Quantifikationen bzw. Klauseln zu gewéhrleisten. Wir definieren
daher die folgende zusétzliche Modifikation:

Modifikation (Repetition-Filter):

Aus der Multimenge Q der Quantifikationen wird fiir die symbolische Aus-
wertung der Subgoals die Quantifikation g entfernt, deren assoziierte Klau-
selmenge C, die anzuwendende Klausel C' enthdlt. Ob die Klausel C' zur
Auswertung der Subgoals verwendet werden darf, hingt dann davon ab,
wie haufig eine Quantifikation ¢ mit C' € C; in der Multimenge Q der A-
Umgebung urspriinglich enthalten ist.

Das \/eriFun—System berechnet zur symbolischen Auswertung eines Terms ¢ die
Anzahl der Quantifikationen in Q wie folgt:

e Induktionshypothesen: Die Quantifikationen der Induktionshypothesen
sind in der Multimenge grundsédtzlich nur einmal enthalten. Das bedeutet,
dass zur Auswertung von Subgoals die durch eine Induktionshypothesen er-
zeugt wurden, die Induktionshypothese selbst nicht verwendet wird. Da dies
in keiner unserer Fallstudien notwendig war, bedeutet diese Begrenzung aus
praktischer Sicht keine Einschrinkung der Méchtigkeit des Auswertungskal-
kiils.

e Transitivitit: Fiir Lemmata der Form

lemma lem < allx,y,z:T
if (f(2,y),i£(f(y, 2), f(x, 2), true), true)
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sind die entsprechenden Quantifikationen depthyax-mal in der Multimenge
Q enthalten. Da depthmax die maximale Suchtiefe fiir die Regeln (11.1) und
(11.2) festlegt, bedeutet das, dass fiir die Transitivitat keine Beschrinkungen
bzgl. der Verwendung in Subgoals existieren. Dies ist notwendig, um lange
,Lransitivitidtsketten erfolgreich auswerten zu kénnen. Beispielsweise konnen
wir so einen Term wie

if(x>y,if(y>z, if(z>u, x>u, true), true), true)

mit Hilfe des Auswertungskalkiils zu true auswerten.

Andere Quantifikationen: Fiir alle anderen Lemmata werden die Quantifi-
kationen zweimal in die Multimenge eingefiigt. Dadurch ergibt sich in Kombi-
nation mit den anderen Optimierungen eine ausreichende Beschrinkung des
Suchraums.

11.3 Neue Vorlaufige Regeldefinitionen

Wir fiigen nun die in Abschnitt 11.2 definierten Modifikationen zusammen und
definieren neue vorldufige Auswertungsregeln:

falls s > 0 und e(a) € At(P) gilt. Weiter muss ein C' € |J,coCq
existieren, so dass fiir ein a’ € struct-setp(e(a)) und ein o¢ €
match~,, (lit,a’) die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Hierbei sind die A-Umgebung U’ und die A-Annotation A’ wie folgt
gegeben:

A -
a S-Lim.
, - -

if Agta (aAo (a)’ true, enVu/(NOR(dl, e ,dn))) A—S

1) Snew = Snew(|match~,, (lit,a)|,|C]) und Spew > 1.

)

2) t/(C) C t/(lit) und o' (§(C)) € fi/ (§(lit)). (11.10)
3) {di,....dn} =polg(an (0¢(C) — o¢(lit))).

)

(
(
(
(4) Vi e {1,...,n} gilt U' - d; —' false

Hypy, Quant. Reg. Agta S-Lim.

U': HpU{e(a)} Q\{l#q} prim-ezecute(R) A Snew
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A -
a S-Lim.

b

if 4 (ay (a),envy (OR(dy, ..., dy,)), false) 2 °

falls s > 0 und e(a) € ﬂt(P) gilt. Weiter muss ein C € quQ
existieren, so dass fiir ein o' € struct-setp(e(a)) und ein o¢ E
match~,, (lit,a’) die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) Snew = Snew(|match~,, (lit,a)|,|C]) und Spew > 1.

(1)

(2) t/(C) C &/ (lit) und fo' (£(C)) C ff (&(lit)). (11.11)
(3) {d1,....dn} = pols(a (0¢(C) — oe(iit))).

(4) Vi€ {1,...,n} gilt U' - d; —' false

Hierbei sind die A-Umgebung U’ und die A-Annotation A’ wie folgt
gegeben:

Hypy, Quant. Reg. Agtd S-Lim.
U’ HrU{e(a)} Q\{lx*q} prim-ezecute(R) A’ Snew

Die einzelnen Anforderungen des Abschnitts 11.2 werden durch die Regeln wie
folgt realisiert:

e Die Anforderung aus Abschnitt 11.2.1 bzgl. des Search-Limits wird in den
Regeln durch die Anwendungsbedingung (1) und die Verwendung der Anno-
tation A’ gewéhrleistet. Durch die Anwendungsbedingung (1) wird das neue
Search-Limit berechnet und durch die Annotation A’ in den symbolischen
Auswertungen der Subgoals verwendet.

e Die Anforderung aus Abschnitt 11.2.2 bzgl. der Verwendung des negierten
Proof-Goals als lokale Hypothese wird durch die Festlegung der lokalen Hy-
pothesen der A-Umgebung U’ realisiert. Die Polaritéiten der Subgoals werden
in der Anwendungsbedingung (3) gesetzt.

e Die Anforderungen aus Abschnitt 11.2.3 bzgl. der Auswertung von Prozedur-
aufrufen werden wie folgt realisiert: Durch die Definition der Regelmenge der
A-Umgebung U’ wird die Verwendung der ,, Fzecute“-Regeln fiir die symboli-
sche Auswertung der Subgoals entsprechend beschrinkt. Durch die Ableitung
der Annotation A’ von der Annotation Agq wird das Unfold-Limit der Sub-
goals auf 0 gesetzt.

e Die Anforderung aus Abschnitt 11.2.4 bzgl. der Beschrankung der Quantifi-
kationen wird durch die Elimination der Quantifikation ¢ aus der Multimenge
@ in der Definition der A-Umgebung U’ sichergestellt.

Die Ergebnisterme der Regeln (11.10) und (11.11) unterscheiden sich von den
entsprechenden Ergebnistermen der Regeln (11.1) und (11.2). Die dufseren if-Terme

if(a,true,...) und if(a,...,false)

dokumentieren in der eigentlichen symbolischen Auswertung, dass das negierte
Proof-Goal zur Auswertung der Subgoals verwendet werden darf. Da das Proof-Goal
a in diesen if-Termen nicht ausgewertet werden soll, wird es mit der Annotation Ag
annotiert. Das Setzen der A-Umgebung fiir die Subgoals durch die Funktion envy,
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stellt sicher, dass die Subgoals in der eigentlichen symbolischen Auswertung ge-
nauso ausgewertet werden, wie in der Anwendungsbedingung (4) (vergleiche hierzu
Abschnitt 8.9).

11.4 Auswahl der Klauseln und Pattern-Literale

Wir kliren in diesem Abschnitt die Fragen, welche Klauseln und welche Instanzen
der Klauseln zur symbolischen Auswertung verwendet werden sollen. Weiter be-
sprechen wir, welche Literale einer Klausel als Pattern-Literale verwendet werden
diirfen. Wir gehen hierzu wie folgt vor:

e In Abschnitt 11.4.1 erweitern wir die Menge der betrachteten Klauseln um
die Resolventen aussagenlogischer Resolution. Durch diese Erweiterung er-
moglichen wir die Verwendung von Quantifikationen, die ansonsten nur durch
Erhéhung der maximalen Suchtiefe depth,ay moglich wire.

e In Abschnitt 11.4.2 beschreiben wir, wie die freien Variablen der Klauseln
gezielt instantiiert werden koénnen. Erst diese Instantiierungen ermdoglichen
Anwendungen von Quantifikationen wie der Transitivitit wihrend der sym-
bolischen Auswertung.

e In Abschnitt 11.4.3 definieren wir schlieflich welche Literale einer Klausel als
Pattern-Literale verwendet werden diirfen. Diese Beschrinkung der Pattern-
Literale ist fiir die Effizienz der Regeln (11.10) und (11.11) enorm wichtig, da
hierdurch der Suchraum deutlich reduziert wird.

Die in den Abschnitten 11.4.1 und 11.4.2 definierten Modifikationen vergréfiern
im Vergleich zu den Regeldefinitionen (11.10) und (11.11) den Suchraum der ,,As-
sumption-Regeln. Dies ist notwendig, da ansonsten wichtige Anwendungen von
Quantifikationen nicht moglich wéren. Die in Abschnitt 11.4.3 definierte Modifika-
tion reduziert den Suchraum dagegen.

11.4.1 Vervollstindigung der Klauselmengen

Die mit einer Quantifikation ¢ assoziierte Klauselmenge C, ist unter Umsténden fiir
die symbolische Auswertung nicht optimal. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 11.8. Sei die Multimenge Q durch {1 % ¢} gegeben, wobei gilt

q = allt:tree,n:nat
if(completed(t),
depth(insert(n,t))=succ(depth(t)),
if(heap.structured(t),depth(insert(n,t))=depth(t),true)).

Die mit der Quantifikation ¢ assoziierte Klauselmenge C, ist dann gegeben durch

C; = {-completed(t’),
depth(insert(n’,1’))=succ(depth(t’))},
Cy = {completed(t’),

—heap.structured(t’),
depth(insert(n’,t’))=depth(t’)}.
Betrachten wir nun die symbolische Auswertung des Terms
if(depth(insert(n,t))=succ(depth(t)),

true,

if(heap.structured(t), (11.12)
depth(insert(n,t))=depth(t),
true))
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unter Verwendung der Klauselmenge {C7, C2}. Die Typoperatordefinition von tree
und die Prozedurdefinitionen von completed, depth und
heap structured sind hierbei irrelevant. Wir gehen lediglich davon aus, dass es
sich bei completed, depth und heap structured um rekursiv-definierte Proze-
duren handelt, deren Prozeduraufrufe in (11.12) nicht weiter ausgewertet werden
konnen. Es ergibt sich dann mit Hilfe der vorlidufigen Regeldefinitionen (11.10) und
(11.11) die folgende symbolische Auswertung:%

U+ if(depth(insert(n,t))=succ(depth(t)),
true,
if(heap.structured(t)

depth(insert(n,t))
true))
if(depth(insert(n,t))=succ(depth(t)),
true,
if(heap.structured(t), 3
if(Py,true,if(—completed(t), heap.structured(t),false)),
true))
if(depth(insert(n,t))=succ(depth(t)),
true,
if(heap.structured(t),
if(Py,
true, —*
if(—(if(Ps, depth(insert(n,t))=succ(depth(t)),false)),
heap.structured(t),
false)),
true))

depth(t),

if(depth(insert(n,t))=succ(depth(t)), true, true) —
true.

Im zweiten Auswertungsschritt wurde zur Auswertung des Subgoals
depth(insert(n,t))=depth(t)

die Klausel C; verwendet. Das bedeutet, dass fiir die Auswertung des Terms (11.12)
eine Suchtiefe von insgesamt 2 benotigt wird. Wir konnen diese Suchtiefe reduzieren,
in dem wir bei symbolischer Auswertung von (11.12) zusétzlich die Klausel

C3 = {depth(insert(n’,1’))=succ(depth(t’)),
—heap.structured(t’),
depth(insert(n’,t’))=depth(t’)}

verwenden. Bei dieser Klausel handelt es sich um eine Folgerung der Klauseln C
und Cs, d.h. es gilt
CiNCy — 03.

Verwenden wir diese Klausel wihrend der symbolischen Auswertung von (11.12) so
ergibt sich die folgende Auswertung:”

6Mit P; und P bezeichnen wir wihrend der symbolischen Auswertung der Subgoals die Proof-
Goals depth(insert(n,t))=depth(t) bzw. completed(t).

"Mit P; bezeichnen wir wihrend der symbolischen Auswertung der Subgoals wieder das Proof-
Goal depth(insert(n,t))=depth(t).
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U + if(depth(insert(n,t))=succ(depth(t)),
true,

if(heap.structured(t)
depth(insert(n,t))
true))
if(depth(insert(n,t))=succ(depth(t)),
true,
if(heap.structured(t),
if (P,
true, —
if(—(depth(insert(n,t))=succ(depth(t))),
heap.structured(t),
false)),
true))

depth(t),

if(depth(insert(n,t))=succ(depth(t)), true, true) —
true .

Im ersten Auswertungsschritt dieser Auswertung haben wir die Klauseln C3 auf
den Teilterm depth(insert(n,t))=depth(t) angewendet. Die dabei erzeugten Sub-
goals haben wir dann ohne Verwendung weiterer Klauseln zu false ausgewertet
und so den Term insgesamt zu true vereinfacht. Die Suchtiefe dieser symbolischen
Auswertung betrigt somit lediglich 1. O

Das Beispiel zeigt, dass wir die fiir eine erfolgreiche symbolische Auswertung
bendtigte Suchtiefe verringern kénnen, wenn wir wihrend der symbolischen Aus-
wertung auch Klauseln betrachten, die lediglich Folgerungen der Klauseln aus C,
darstellen. Es ist daher sinnvoll die Klauselmengen C, fiir die Regeln (11.10) und
(11.11) um diese Klauseln zu erweitern. Die Klausel C3 aus Beispiel 11.8 haben
wir durch aussagenlogische Resolution aus den Klauseln C; und C5 erhalten. Wir
wollen daher fiir die Regeln (11.10) und (11.11) nicht allein die Klauselmengen C,
betrachten, sondern die mit Hilfe aussagenlogischer Resolution erweiterten Men-
gen. Zur Definition aussagenlogischer Resolution fiihren wir zunéchst die Relation
~ ein. Diese Relation vergleicht Terme unter Beriicksichtung der Symmetrie der
Gleichheit:

T ~ gdw. z € V(Q(P)),
fltr, oo tn) =~ flri,...,rn) gdw. t1 =7, by &1y,
ti=ty o~ ri=ro gdw. 1 ~ro te ~ry,

Aussagenlogische Resolution definieren wir dann wie folgt:
Definition 11.9 (Aussagenlogische Resolution). Sei P ein Programm und [ ein
Literal iiber P. Weiter seien C, D Klauseln iiber P mit [ € C und | €~ D. Die
Klausel B
E=(C\{IH)u(D\=A})

heifst dann aussagenlogischer Resolvent von C und D. Die Klauseln C und D heifen
Elternklauseln des Resolventen E. Die Menge aller aussagenlogischer Resolventen
von C und D wird mit Res(C, D) bezeichnet. Fiir eine Menge C von Klauseln ist
dann die Menge Res™ (C) definiert als kleinste Obermenge von C mit der Eigenschaft:

VC,D € C gilt Res(C,D) C Res™(C) .
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Wir definieren dann die folgende Modifikation:

Modifikation (Auswahl der Klauseln)

Statt der Klauselmengen C, werden in den Regeln (11.10) und (11.11) die
Klauselmengen Res™(C,) verwendet.

Anmerkung 11.10. Wir kénnten statt der Menge Res™(C,) auch die unter aussa-
genlogischer Resolution vervollstéindigte Menge Sat™(C,) betrachten. Da jedoch die
Vervollstindigung Sat*(C,) die Menge C, insbesondere fiir Induktionshypothesen
in einigen Fallstudien in unverhiltnisméfiger Weise vergrofert, beschrénken wir die
Erweiterung der Menge C auf aussagenlogische Resolventen, fiir die beide Eltern-
klauseln aus der Menge C, stammen. O

Anmerkung 11.11. Zur Berechnung aussagenlogischer Resolventen beriicksichti-
gen wir lediglich die Symmetrie der Gleichheit und nicht die aktuellen kommutativen
Prozeduren. Andernfalls miissten nach Verifikation der Kommutativitét eines Funk-
tionssymbols die Klauselmengen neu berechnet werden, da sich unter Umstéinden
andere Klauselmengen ergeben. O

11.4.2 Instantiierung der Subgoals

Die Anwendungsbedingung (2) der Regeln (11.10) und (11.11) stellt sicher, dass
alle freien Typ- und Termvariablen der Klausel C' durch den Matcher o¢ instantiiert
werden. Diese Anwendungsbedingung schrinkt jedoch die Verwendung der Regeln
zu stark ein. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 11.12. Sei Q die Multimenge {1x¢}, wobei ¢ die folgende Quantifikation
bezeichnet:

g = allx:@a,y:0a,z:0aif(x=y,if(y=z,x=z,true),true).
Dann ist die mit g assoziierte Klauselmenge gegeben durch

Cq = {{~(=y),~(y'=2),x'=2'}}.
Cy

Wir kénnen dann mit Hilfe von ¢ und den Regeln (11.10) und (11.11) den Term
if(x=y, if(y=z, x=z, true), true) (11.13)

nicht vereinfachen. Dies ist insbesondere deshalb unbefriedigend, da der Term mit
dem Rumpf der Quantifikation ¢ iibereinstimmt und damit eine Auswertung zu
true offensichtlich ist. Eine Anwendung der Klausel C, mit Hilfe der Regel (11.10)
bzw. (11.11) auf einen der Teilterme von (11.13) scheitert jedoch daran, dass durch
die entsprechenden Matcher nicht alle freien Termvariablen instantiiert werden. Fiir
den Teilterm x=z und das Literal x'=z’ der Klausel Cy ergibt sich beispielsweise fiir
die Regel (11.10) der Matcher o, mit ¢ = {x'/x,2’/z}. Dieser Matcher instantiiert
lediglich die Termvariablen x’ und z’ und nicht die Termvariable y’. Aufgrund der
Anwendungsbedingung (2) konnen wir daher die Klausel Cj nicht auf den Teilterm
x=z anwenden.

Ignorieren wir jedoch fiir die Anwendung der Regel (11.10) die Anwendungsbe-
dingung (2) so erhalten wir fiir den Teilterm x=z aufgrund des erwidhnten Matchers
o, die folgenden Subgoals:

dr = ~(x=y’) dy = ~(y'=2)
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Da die freie Termvariable y’ die all-quantifizierte Termvariablen y der Quantifikation
q reprisentiert, konnen wir y’ in den Subgoals d; und dy durch einen beliebigen Term
ersetzen. Insbesondere konnen wir y’ durch y ersetzen, wodurch sich die folgenden
Instanzen der Subgoals d; und dy ergeben:

~(x=y) ~(y=2)

Diese Terme konnen offensichtlich mit Hilfe der lokalen Hypothesen x=y und y=z,
die wihrend der Auswertung des Teilterms x=z in (11.13) zur Verfiigung stehen,
zu false ausgewertet werden. Das bedeutet, wir konnen auf den Teilterm x=z die
Klausel C, mit Hilfe der Regel (11.10) anwenden, sofern wir geeignete Instanzen
der Subgoals d; und dy betrachten. Durch diese Anwendung der Klausel erhalten
wir fiir (11.13) den folgenden Term:

if(x=y, if(y=z, if(x=2, true, if (x=y, y=z, false)), true), true)

Diesen Term konnen wir offensichtlich zu true vereinfachen und erhalten somit die
gewlinschte Auswertung des Terms (11.13). O

Allgemein gilt, dass die Regeln (11.10) und (11.11) auch dann anwendbar sind,
falls nicht alle Typ- und Termvariablen der Klauseln durch den Matcher instan-
tiiert werden konnen, sofern fiir die Subgoals mit freien Typ- und Termvariablen
geeignete Instanzen bestimmt und zu false ausgewertet werden koénnen. Als be-
sonders geeignete Instanzen der Subgoals sind hierbei Instanzen zu nennen, die sich
aufgrund der aktuellen globalen und lokalen Hypothesenmenge ergeben. Betrachten
wir die Subgoals d; und ds aus Beispiel 11.12 erneut, so erkennen wir, dass d; mit
der Negation der lokalen Hypothesen x=y matcht und Subgoal d; mit der Negation
der lokalen Hypothese y=z. In beiden Féllen ergibt sich als Matcher das Paar &,
wobei gilt & = {y’/y}. Diesen Matcher haben wir in Beispiel 11.12 verwendet um
die Instanzen der Subgoals zu bilden. Das besondere an diesen Instanzen ist, dass
ihre Negationen in den lokalen Hypothesen enthalten sind und somit sichergestellt
ist, dass sie auf sehr effiziente Weise zu false ausgewertet werden konnen. Allge-
mein betrachten wir daher ausschlieflich solche Instanzen der Subgoals, die sich
aufgrund negierter globaler oder lokaler Hypothesen bilden lassen. Zur Berechnung
dieser Instanzen definieren wir die beiden folgenden Funktionen:

inst-substy, 1 (C) = {e~, (6 ’ £ € Subst,, @) (UP)) A
s .Sub'stfy 5(C))<Q<P> Z(P)) AN
V' et/ (C) 3 e C mit v € t/(l) A
Vo' € f/(C) 3l € C mit 2’ € /(1) A

Qa
’:.
m
2

inst-tripley y(a,C) = {(lit,of,6§~> | lite C A
o¢ € match~,, (lit,a) A
G € inst-substy, 1 (o¢(C))}

Die Funktionen haben die folgende Bedeutung;:

e Die Funktion inst-substy g berechnet auf Basis der Hypothesen H fiir eine
Klausel C' die Menge aller Instantiierungen ¢ der freien Variablen von C.
Hierzu iiberpriifen die beiden ersten Bedingungen der Definition, dass aus-
schlieRlich freie Variablen durch die Substitutionen & und & gebunden werden.
Die beiden restlichen Bedingungen der Definition gewéhrleisten, dass jede freie
Variable in C' aufgrund eines Matches eines Literals | € C' mit einer negierten
Hypothese h € H instantiiert wird.
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e Die Tripel (lit,o¢,¢) der Menge inst-triple,  représentieren fiir ein Proof-
Goal a die fiir uns relevanten Instantiierungen der Klausel C'. Hierbei bezeich-
net lit das verwendete Pattern-Literal, o den Matcher des Proof-Goals und
des Pattern-Literals und o¢ schlieRlich die Instantiierungen der freien Varia-
blen von C, die nicht durch den Matcher festgelegt sind. Wir bezeichnen diese
Tripel auch als Instanz- Tripel.

Die  Berechnung der  Instanz-Tripel  inst-tripley y (p,(a,C)  bzw.
inst-tripley u, e (@, C) bzgl. der Hypothesenmenge Hiy, U Hg ist nicht trivial und
erfordert einen gewissen Berechnungsaufwand. Da die Anzahl der Instanz-Tripel,
von der Anzahl der aktuellen lokalen und globalen Hypothesen abhiingig ist, steigt
der Aufwand zur Berechnung der Menge inst-triple, g, |, (a, C) je mehr lokale Hy-
pothesen vorhanden sind. Um die Effizienz zu verbessern ist es daher sinnvoll nicht
alle lokalen Hypothesen zur Berechnung der Instanz-Tripel zu verwenden. Wir ver-
wenden zur Berechnung der Instanz-Tripel lediglich die lokalen Hypothesen, die
durch case-Terme eingefiihrt werden, die bereits vor einer symbolischen Auswer-
tung des Terms im Term enthalten waren. Das bedeutet insbesondere, dass wir lokale
Hypothesen, die aufgrund von case-Termen erzeugt werden, die durch Auswertung
von Prozeduraufrufen in den Term eingefiihrt wurden, nicht zur Berechnung der
Instanz-Tripel heranziehen. Um dies zu erreichen, setzen wir vor der Auswertung
eines Terms ¢ das Instanz-Flag jedes case-Terms von ¢ auf T. Fiir case-Terme,
die wir durch Auswertung eines Prozeduraufrufs in den Term einfiihren, setzen wir
hingegen das Instanz-Flag auf 1| (vergleiche hierzu die Definitionen der ,,Ezecu-
te- und ,, Unfold“-Regeln). Durch diese Annotationen stellen wir sicher, dass die
Instanzhypothesenmenge Hy der aktuellen A-Umgebung genau die lokalen Hypo-
thesen enthilt, die aufgrund von case-Termen eingefiihrt werden, die bereits vor
einer Auswertung des Terms im Term enthalten waren (vergleiche hierzu auch die
Regel ,, Evaluate branch®). Wir verwenden somit zur Berechnung der Instanz-Tripel
nicht mehr die lokale Hypothesenmenge Hp, sondern die Instanzhypothesenmenge
Hi.

Diese Uberlegungen fithren insgesamt zu folgender Modifikation:

Modifikation (Instantiierung der Klausel C):

Die Anwendungsbedingung (2) der Regeln (11.10) und (11.11) wird gestri-
chen. Die freien Variablen der Subgoals

oe(C) — oe(lit)
werden dann durch die Paare G¢ der Instanztripel
(lit, 0¢,5¢) € inst-tripley p,um, (a, C)

gebunden.

11.4.3 ,,Assumption*“~-Heuristik

Bei den Regeln (11.10) und (11.11) darf jedes Literal einer Klausel als Pattern-
Literal verwendet werden. Das bedeutet, dass fiir jedes Literal einer Klausel die
Anwendung der Regeln (11.10) und (11.11) iberpriift wird. Dies erzeugt einen
entsprechend grofsen Suchraum. Symbolische Auswertungen auf Basis der Regeln
(11.10) und (11.11) sind daher entsprechend ineffizient. Wir miissen somit die Ver-
wendung der Literale der Klauseln als Pattern-Literal durch geeignete Heuristiken
beschrénken.
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Betrachtet man die Literale einer Klausel genauer, so erkennt man, dass nicht
alle Literale einer Klausel gleich gut als Pattern-Literal geeignet sind. Betrachten
wir dazu beispielsweise die folgende Klausel:

{7empty(k’),member(minimum(k’),k’)} . (11.14)

Sofern nicht eine entsprechende globale oder lokale Hypothese zur Verfiigung steht,
ist es ausgesprochen unwahrscheinlich, das wir einen Term wie 7empty(¢) aufgrund
der Klausel (11.14) zu true auswerten konnen. Es ist daher nur bedingt sinnvoll das
Literal ?7empty(k’) als Pattern-Literal zu verwenden. Wir teilen daher die Literale
der Klauseln in geeignete und ungeeignete Pattern-Literale ein. Hierzu bendtigen
wir den Begriff des linearen Atoms:

Definition 11.13 (Lineare Atome). Sei P ein Programm. Ein Atom iiber P der
Form f(t1,...,t,) heilt linear, falls ¢;,...,t, paarweise verschiedene, freie Term-
variablen bezeichnen. O

Definition 11.14 (Geeignete Pattern-Literale). Sei P ein Programm, C eine Klau-
sel iber P und lit € C. Das Literal /it heifst dann geeignetes Pattern-Literal von
C, falls

(1) |lit| ein nicht-lineares Atom ist, oder
(2) fiir alle lit’ € C gilt |lit/| ist linear.

Die Menge aller geeigneten Pattern-Literale einer Klausel C' wird mit Pat(C) be-
zeichnet. O

Beispiel 11.15. Fiir die Klausel (11.14) ist member(minimum(k’),k’) ein geeignetes
Pattern-Literal und 7empty(k’) ein ungeeignetes Pattern-Literal. Fiir die Klausel der
Transitivitdt der Gleichheit {—(x'=y’), ~(y'=2’),x'=2’} sind hingegen alle Literale
der Klausel geeignete Pattern-Literale. O

Eine ausschliefliche Verwendung von geeigneten Pattern-Literalen in den Regeln
(11.10) und (11.11) stellt eine zu starke Einschrinkung der Regeln dar. Einen Term
wie

if (member(minimum(k), k), true, 7empty(k)) (11.15)

kénnten wir mit Hilfe der Regel (11.10) und der Klausel (11.14) dann nicht verein-
fachen, obwohl wir aufgrund der lokalen Hypothese die Klausel in offensichtlicher
Weise verwenden konnen. Wir benutzen daher in den Regeln (11.10) und (11.11)
auch ungeeignete Pattern-Literale als Pattern-Literale, sofern ein Subgoal d allein
mittels der lokalen oder globalen Hypothesen zu false ausgewertet werden kann.
Aus Effizienzgriinden beschrinken wir uns hierbei jedoch auf lokale Hypothesen,
die auch als Instanzhypothesen verwendet werden. Um zu iiberpriifen, ob wir ein
Literal lit einer Klausel C fiir die Regeln (11.10) und (11.11) als Pattern-Literal
verwenden, definieren wir daher das folgende Pridikat:

Pat; (lit,C) = lit€ Pat(C) V oc(C)NH £0

Wir verwenden dann in den Regeln (11.10) und (11.11) das Literal lit € C als
Pattern-Literal, falls gilt
Pati; g, (lit,O).

Durch diese Festlegung konnen wir zwar den Term (11.15) mit Hilfe der Klau-
sel (11.14) zu true auswerten, es existieren jedoch Fallstudien, in denen diese Be-
schriankung der Regeln immer noch zu stark ist. Dies fiihrt dazu, dass wir die Regeln
(11.10) und (11.11) auch dann anwenden, wenn

Top,,; (s,5¢(0¢(C)))
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gilt, wobei das Pradikate Zop, (s, C) wie folgt definiert ist:

Top,(s,C) = s=A4%Phmx A CNH#£0

Das bedeutet, wir verwenden jedes Literal einer Klausel als Pattern-Literal, so-
fern wir nicht in der Auswertung eines Subgoals sind (Bedingung ,,s = 4%€Ptmax¥)
und mindestens eines der erzeugten Subgoals durch die Instanzhypothesenmenge
zu false ausgewertet werden kann (Bedingung ,,C' N H # (). Weiter verwenden
wir jedes Literal einer Klausel einer Induktionshypothese als Pattern-Literal. Wir
definieren hierzu das folgende Pradikat:

I-Hyp(C) :<= C ist eine Klausel einer Induktionshypothese.

Dies fiihrt insgesamt zu der folgenden Modifikation:

Modifikation (Verwendung von Pattern-Literalen):

In den Regeln (11.10) und (11.11) werden ausschlieklich Literale lit einer
Klausel C' als Pattern-Literal verwendet, fiir die die folgende Bedingung
erfiillt ist:

Patyf g (lit,C) V Top,, (s,5¢(0¢(C))) v I-Hyp, (O).

Die Auswahl des Pattern-Literals auf Basis dieser Bedingung wird als ,,As-
sumption Heuristic bezeichnet,.

11.5 Vollstandige Regeldefinitionen

Wir fiigen nun die in Abschnitt 11.4 definierten Anforderungen zusammen und
definieren die endgiiltigen Auswertungsregeln:
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61. Affirmative assumption

A -
a S-Lim.

b

if 4 (ay (a), true,envy (NOR(dy, . .., dy,))) 2 °

falls s > 0 und e(a) € At(P) gilt. Weiter muss ein C' € |J, .o Res™ (C,) existieren,
so dass fiir ein o’ € struct-setp(e(a)) ein

(lit,o¢,5¢) € INST = inst-tripley p,up, (', C)

existiert, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) IPat?_fGUHI(lit,C) Y TopHI(s,&&:(ag(C))) \Y I—}[ypH(C).
(2) Snew (INST, |C]) = 1.
(3) {du,....dn} = polg(aa (dz(0c(C)) — G¢(o¢(lit))))
(4) Vi€ {1,...,n} gilt U' - d; —' false.
Hierbei sind die A-Umgebung U’ und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:
Hypy, Hyp; Quant. Reg. Agta S-Lim.
U': Heu{e(a)} H{ Q\{lxq} prim-evecute(R) A's snew(|INSTI, |C])

Die Menge Hj ist wie folgt gegeben:

o — HiU{e(a)} falls s = 4depthmax
H; sonst .

62. Negative assumption

A —_—
a S-Lim.
)

s Asta (aa,(a),envy (OR(dy,...,dy,),false)) A s

falls s > 0 und e(a) € At(P) gilt. Weiter muss ein C' € |J, o Res™ (C,) existieren,
so dass fiir ein o’ € struct-setp(e(a)) ein

(lit,0¢,6¢) € INST = inst-tripley p,un (a’,C)
existiert, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
... die gleichen Bedingungen wie fiir Regel ,Affirmative assumption® ...

Hierbei sind die A-Umgebung /' und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:

Hypy, Hyp; Quant. Reg. Asta S-Lim.
U’ HgU{e(a)} H{ Q\{lxq} prim-ezecute(R) A"t snew(|INSTY, |C))

Die Menge Hj ist wie folgt gegeben:

HY = Hyu{e(a)} falls s = 4depthmax
Hi sonst .
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Anmerkung 11.16. Eine Anpassung der Search-Limits fiir die endgiiltigen Re-
geldefinitionen ist notwendig, um die Gréfse des Suchraums fiir eine Klausel C' und
ein Atom a auch in Abhingigkeit der Anzahl der verschiedenen Instanzen der Sub-
goals zu berechnen. Weiter mochten wir wihrend der Auswertung der Subgoals das
erste negierte Proof-Goal zur Instantiierung von Klauseln verwenden. Wir erwei-
tern daher die Instanzhypothesenmenge Hjy, falls wir uns nicht in der Auswertung
eines Subgoals befinden. Die Beschriankung auf das erste negierte Proof-Goal zur
Instantiierung ist aus Effizienzgriinden notwendig. O

Fir die Regeln ,, Affirmative assumption” und , Negative assumption’ existiert
der folgende Indeterminismus:

Die Reihenfolge, in der die Quantifikationen und die Klauseln der Quan-
tifikationen iiberpriift werden, wird durch die Regeln nicht festgelegt.
Um diesen Indeterminismus zu beseitigen, ist im \@riFun—System mit
der Multimenge Q eine Liste Lo assoziiert, die alle Klauseln der vervoll-
stindigten Klauselmengen Res™(C,) enthilt.  In dieser Liste sind die
Klauseln — entsprechend ihrer Kardinalitdt — in aufsteigender Reihen-
folge gespeichert. Die Regeln ,, Affirmative assumption“ und ,, Negative
assumption” iberpriifen dann die Klauseln in der durch die Liste Lg
festgelegten Reihenfolge. Es werden somit zundchst die Klauseln mit
weniger Literalen {iberpriift. Es ergeben sich dadurch iiblicher Weise
kiirzere und tbersichtlichere Auswertungen. Da durch die Kardinalitét
der Klauseln keine totale Ordnung auf den Klauseln definiert ist, 16sen
wir den verbleibenden Indeterminismus durch eine willkiirliche Festle-

gung.

8Um auf effiziente Weise fiir ein Atom a die Klauseln C zur ermitteln, fiir die Instanz-Tripel
existieren, ist es notwendig die Liste Lo in Form eines Termindex zu speichern [22, 36]. Wir

verwenden hierzu im VeriFun-System eine Variante eines Path-Index [43, 37, 32].
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Kapitel 12

Die ,, Replacement“-Regel

Mit Hilfe von Quantifikationen bzw. der mit ihnen assoziierten Klauseln kénnen
wir nicht nur die Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit von Teiltermen des auszuwertenden
Terms t nachweisen, sondern auch Termersetzungen durchfiihren.

Vorgehensweise (Termersetzung durch Quantifikationen):

Die Klauseln C; = {l}, ..., } der mit den Lemmata und Induktionshypo-
thesen assoziierten Klauselmengen {Ci,...,C,} kénnen als Implikationen
der Form . _
BAANG NG N AT =0
aufgefasst werden, wobei l;- eine Gleichung der Form [=r bezeichnet. Um
einen Term t mit ¢ ~y; o¢(l) durch o¢(r) ersetzen zu kénnen, muss dann
die Ungiiltigkeit der Literale o¢(l}) mit k € {1,...,n} \ {j} nachgewiesen
werden. Hierzu werden die Literale symbolisch ausgewertet. Konnen alle
Literale o¢(l},) zu false ausgewertet werden, so kann der Term ¢ durch

o¢(r) ersetzt werden.

Die Literale o¢(l%) mit k € {1,...,n} \ {j} bezeichnen wir nachfolgend wieder
als Subgoals. Zur Realisierung der Vorgehensweise definieren wir in diesem Kapitel
die folgende Auswertungsregel:

35.  Assumption replacemnent

Zur Definition der Regel gehen wir wie folgt vor. Fiir Termersetzungen ist eine
der zentralen Fragen, wie Gleichungen der Form [=r gerichtet werden. Wir definie-
ren daher in Abschnitt 12.4 die Relation >p zum Richten von Gleichungen. Wir
ersetzen dann fiir eine Gleichung [=r einen Term o¢(I) durch o¢(r), falls { >=p r
gilt. Um die Definition der Relation >p in geeigneter Weise erkléren zu konnen, ist
es notwendig die Regel ,,Assumption replacement” vor der Definition der Relation
einzufiihren. Wir geben daher in Abschnitt 12.1 zunéchst eine vorlaufige Definition
der Auswertungsregel an. Diese Definition orientiert sich stark an der Definition
der ,, Assumption“-Regeln aus Kapitel 11. Anschlieflend gehen wir in Abschnitt 12.2
auf die Wechselwirkungen mit anderen Regeln und auf die Annotationen des Terms
o¢(r) ein, um dann in Abschnitt 12.3 die vollstédndige Regeldefinition angeben zu
kénnen.

189
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12.1 Vorliaufige Regeldefinition

Um Teiltermersetzungen auf Basis der in den Klauseln enthaltenen Gleichungen fiir
die symbolische Auswertung zu ermdglichen, definieren wir die folgende vorldufige
Regel.

A
t S-Lim.

if(enviy (NOR(dy, ..., dy)),an,, (0e(r), t A) A s

falls s > 0 gilt und e(t) ein case- und let-freier Term ist. Weiter
muss ein C' € (J,cq Res" (C,) und ein lit € C existieren mit

struct-eqp(lit) ~I=r und [ >pr,

so dass ein o¢ € match=(l,1) und ein G; € inst-subst(o¢(C)) existier-
en, die die folgenden Bedingungen erfiillen: (12.1)

(1) {dy, ..y dn} = ., (G¢(0c(C)) — oe(lit)).
(2) Vi€ {1,...,n} gilt U’ d; —' false.

Hierbei ist die A-Umgebung U’ wie folgt gegeben:

Reg.
U': no-execute(R)

Im Gegensatz zu den Regeln , Affirmative assumption® und ,, Negative assump-
tion* wollen wir die Regel (12.1) (bzw. die endgiiltige Regeldefinition ,,Assumption
replacement) vor einer Auswertung der Argumente des Terms ¢ anwenden. Da-
durch stellen wir sicher, dass die Regel (12.1) auf alle Terme angewendet wird und
nicht nur auf ausgewertete Terme. Die Anwendungsbedingungen der Regel werden
daher deutlich héufiger iiberpriift, als die Anwendungsbedingungen der Regeln ,, Af-
firmative assumption und ,,Negative assumption. Um eine entsprechend effizien-
tere Uberpriifung der Anwendungsbedingungen zu gewihrleisten, haben wir daher
in (12.1) die Verwendung von Quantifikationen und ,, Functionality‘-Regeln sowie
die Auswertung von Prozeduraufrufen wihrend der symbolischen Auswertung der
Subgoals d; verboten. Weiter haben wir, um die Uberpriifung der Regel fiir unnétig
komplizierte Terme zu vermeiden, die Regel (12.1) auf case- und let-freie Ter-
me t beschrénkt. Die Berechnung des Matchers o¢ in (12.1) ohne Beriicksichtung
der kommutativen Prozeduren ist hingegen notwendig um Endlos-Auswertungen fiir
Prozeduren, die sowohl kommutativ als auch assoziativ sind, zu vermeiden (siehe
hierzu beispielsweise [6] oder [7]). Betrachten wir zur Illustration der vorldufigen
Regel ein Beispiel:

Beispiel 12.1. Sei P das Programm (D1 ;st, Doceurs, Dinserts Disort), Wobel Doccurs,
Dipsert und Djgory die Prozedurdefinitionen aus Abbildung 12.1 bezeichnen. Die
Mengen der generalisierten Relationenbeschreibungen der Prozeduren sein gegeben
durch

grds(occurs) = grds(insert) = grds(isort) = { R},
wobei gilt

R = {{{(-7empty(k)), {k/t1(k)})}.
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Dyccurs = function occurs(n:nat,k:list[nat]):nat <
if(?empty(k),
07
if(n=hd(k),
succ(occurs(n,tl(k))),
occurs(n, tl(k))))
Dinsert = function insert(n:nat,k:list[nat]):listnat] <
if(?empty(k),
add(n, empty),
if(n>hd(k),
add(hd(k), insert(n, t1(k))),
add(n, k)))

Disort = function isort(k: list[nat]): list[nat] <
if(7empty(k),
empty,
insert(hd(k), isort(tl(k))))

Abbildung 12.1: Prozedurdefinitionen fiir occurs, insert und isort

Betrachten wir nun den Beweis des Lemmas

lemma isort permutes < allk:list[nat],n:nat
occurs(n, k)=occurs(n, isort(k)),

(12.2)

wobei wir die Giiltigkeit der Lemmata

lemma occurs_insert samex < alln,m:nat,k:list[nat]
if(n=m, succ(occurs(n,k))=occurs(n, insert(m, k)), true),

lemma occurs_insert differentx < all k:list[nat],n,m:nat
if(n=m, true, occurs(n, k)=occurs(n, insert(m, k)))

als gegeben voraussetzen. Zum Beweis des Lemmas (12.2) schlagen die Teilterme
occurs(n, k) und occurs(n, isort(k)) eine Induktion iiber die Relationenbeschrei-
bung R vor. Fiir diese Induktion ergibt sich der folgende Induktionsschritt:

{—7empty(k)},{all n: nat occurs(n, tl(k))=occurs(n, isort(tl(k)))} -
occurs(n, k)=occurs(n, isort(k)).

Wir beweisen die Giiltigkeit des Induktionsschritts, in dem wir den Goal-Term mit
Hilfe der Multimenge Q = {2 x lem,2 x lems, 1 x th} und der globalen Hypothese
—7empty(k) symbolische auswerten. Hierbei sind die Quantifikationen der Multi-
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menge Q und die mit ihnen assoziierten Klauselmengen wie folgt gegeben:

lem; = allmn,m:nat,k:list[nat]
if(n=m, succ(occurs(n,k))=occurs(n, insert(m, k)), true),

lemy = allk:list[nat],n,m:nat
if(n=m, true, occurs(n, k)=occurs(n, insert(m, k))),
th = alln:nat occurs(n,tl(k))=occurs(n,isort(tl(k))),
Ciem, = {{n'=n’,succ(occurs(n’,k’))=occurs(n’, insert(m’,k’))}},
Clem, = {{~(n'=n’),occurs(n’,k’)=occurs(n’,insert(m’,k’))}},

Cin = {{occurs(n’,tl(k))=occurs(n’,isort(tl(k)))}}.

Es ist zu beachten, dass die Gleichungen der Klauseln durch die Relationen > p wie
folgt gerichtet werden:

occurs(n’,insert(m’,k’)) >p succ(occurs(n’,k’)),
occurs(n’, insert(m’,kX’)) >p occurs(n’,k’),
occurs(n’,isort(tl(k))) =p occurs(n’,tl(k)).

Die symbolische Auswertung des Goal-Terms des Induktionsschritts ist in Abbil-
dung 12.2 dargestellt. Hierbei haben wir fiir jeden Auswertungsschritt, der die Re-
gel (12.1) anwendet, die Klauselmenge angegeben, deren Klausel verwendet wird.
Der Goal-Term kann offensichtlich mit Hilfe der Regel (12.1) zu true ausgewertet
werden. Eine solche Auswertung ist ohne die Regel (12.1) nicht mdoglich. O

12.2 Anforderungen an Regelanwendungen

Die in Abschnitt 12.4 definierte Relation > p richtet Strukturgleichungen der Form
cons;(seli1(t),. .., selin, (t))=t

mit n; > 0 von links nach rechts. Das bedeutet, wir ersetzen mit Hilfe der Re-
gel (12.1) einen Term der Form cons;(sel; 1(t),...,sel; n,(t)) durch ¢t sofern eine
Klausel C' mit ?cons;(t) € C vorhanden ist und die entsprechenden Subgoals d;
zu false ausgewertet werden konnen. Solche Teiltermersetzungen kénnen jedoch in
Zusammenspiel mit den Regeln ,,Replace left equality argument” und ,, Replace right
equality argument zu Endlos-Auswertungen fithren. Diese Regeln ersetzen namlich
einen Term ¢ durch den Term cons;(sel;1(t),. .., sel;n,(t)), sofern ein entsprechen-
der Strukturtest ?cons;(t) in der lokalen oder globalen Hypothesenmenge enthalten
ist. Um solche Endlos-Auswertungen zu verhindern, stellen wir die folgende Anfor-
derung an die Anwendung der Regel (12.1):

Anforderungen (Strukturtests in Hypothesen)
Die Regel (12.1) darf Terme der Form

cons;(sel;1(t),. .., sel;,, (1))

nur dann durch den Term ¢ ersetzen, falls der entsprechende Strukturtest
?cons;(t) nicht in Hg U Hy, enthalten ist.

Alle Prozeduraufrufe im Term a4, (0¢(r)) sind mit dem Label 1 annotiert und
kénnen daher ausgewertet werden. Fiir Prozeduraufrufe, die bereits in ¢ enthalten
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sind, ist es jedoch sinnvoll die Labels aus ¢ zu iibernehmen. Wir formulieren daher
die folgende Anforderung:

Anforderungen (Ubernahme von Labels)

Bei der Ersetzung des Terms ¢ durch den Term o¢(r) werden die Annotatio-
nen der gemeinsamen Teilterme aus ¢ in den Term o¢(r) iibernommen.

Wir ersetzen hierzu in ay,,,(o¢(r)) moglichst grofie Teilterme durch die entspre-
chenden Teilterme aus t. Hierzu definieren wir zunéchst fiir annotierte Terme ¢ und s
die Menge aller Positionen von ¢ fiir die sich t|, und s lediglich in den Annotationen
unterscheiden:

Pos,(t) = {r€ Pos(t)]|e(s)=e(t|:)}.

Diese Menge verwenden wir um die Annotationen der grofiten gemeinsamen Teil-
terme zweier annotierter Terme ¢ und r von ¢ nach r zu {ibertragen. Wir definieren
hierzu die Funktion rep,(r):*

rep,(z) = =,
rep,(f 4 (t1,...,tn)) = f 2 (rep,(t1),... rep,(t,)) falls Tosf A )(t) =0,
rept(f A (th v 7tn)) = t‘min>m(1’05 4 (1)) falls fPOSf A ( )(t) 7& 0.

A

12.3 Vollstandige Regeldefinition

Unter Beriicksichtigung der im vorherigen Abschnitt definierten Anforderungen de-
finieren wir die Regel ,,Assumption replacement wie folgt:

IDie Verwendung der >g,-minimalen Position aus Poss (t) ist notwendig, um die Funktion rep,
eindeutig zu definieren. Jede andere Position in Pos,(t) ist prinzipiell genauso geeignet. Man muss
sich zur Definition von rep, aber auf eine Position festlegen.
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35. Assumption replacement

A
t S-Lim.

if(envy (NOR(dy, ..., dy)),rep,(aa,,, (o¢(r))),t)’ A: s

falls s > 0 gilt und e(a) ein case- und let-frei Term ist. Weiter muss ein C €
Ugeo Res" (C,) und ein lit € C existieren mit

struct-eqp(lit) ~l=r und [ >pr,

so dass ein o¢ € match—(l,t) und ein Gz € inst-subst(o¢(C)) existieren, die die
folgenden Bedingungen erfiillen:

1) {dy,....dn} = a4, (5g(0¢(C)) — (o (lit))).
2) Vie {l,...,n} gilt U’ - d; —' false.
3) lit = 7cons(t) = 7cons(t) €~, He U HL.

(
(
(
(4) oe(lit) & Hg U Hy,.

Hierbei ist die A-Umgebung U’ wie folgt gegeben:

Reg.

U’': no-execute(R)

Die Anwendungsbedingung (4) der Regel ,,Assumption replacement verhindert
die Verwendung von Gleichungen, die aufgrund der lokalen und globalen Hypothe-
senmengen ungiiltig sind. Die Verwendung dieser ungiiltigen Gleichungen fiihrte
in alteren Versionen des Auswertungskalkiils in manchen Fallstudien zu Endlos-
Auswertungen. Diese Endlos-Auswertungen sind jedoch mit unserer aktuellen Defi-
nition des Auswertungskalkiils nicht mehr reproduzierbar. Da die Verwendung un-
giiltiger Gleichungen jedoch prinzipiell nicht sinnvoll ist, ist die Anwendungsbedin-
gung auch ohne Endlos-Auswertungen eine sinnvolle Beschriankung der Regel.

12.4 Relation zum Richten von Gleichungen

Wir fithren in diesem Abschnitt die Relation >p zum Richten von Gleichungen der
Form [=r ein. Die Definition der Relation orientiert sich hierbei an den lexikogra-
phischen Pfad-Ordnungen aus dem Gebiet der Termersetzungssysteme [7, 15]. Wir
geben zunéchst in Abschnitt 12.4.1 die vollstédndige Definition der Relation an und
illustrieren ihre Funktionsweise und Niitzlichkeit anschliefend in Abschnitt 12.4.2
anhand von Beispielen.

12.4.1 Definition der Relation

Um die Relation >p formal definieren zu koénnen, benétigen wir zunéchst zwei
weitere Relationen: >y p und Zemb, p-

Definition 12.2 (>ges,p). Sei P ein Programm. Die Relation >yses, pC dom(X(P))
x dom(X(P)) ist definiert als:

f >’uses7P g

gdw. f eine Prozedur bezeichnet, f # g gilt und g im Prozedurrumpf von f ver-
wendet wird. O
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Fiir zwei Funktionssymbole f und g gilt somit f >_1J1rses7 p g gdw. f eine Prozedur
ist und das Funktionssymbol ¢ direkt oder indirekt zur Definition von f benotigt
wird. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 12.3. Fiir das Programm P = (Dp1ys, Dab1, Dhaig; Devens Druit) mit den
entsprechenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 8.2 gilt

mult >_L-l_ses,P pred’

da sowohl mult >ses p plus als auch plus >yges,p pred gilt. O

Definition 12.4 (Zemp, p). Sei P ein Programm. Die Relation Zemp, pC Zerm(P) X
Term(P) ist definiert als:

T Zemb,P !

gdw. r einen Teilterm der Form f(s*) enthélt und dieser Teilterm die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(1) f e XP™°(P), und
(2) 3r € Pos(|Ry[z*/s*]|e) mit match=(l, |Rf[a:*/s*]|f|7r) # 0.
O

Fiir zwei Terme [ und r gilt somit © Zemb,p [, falls durch Auswertung eines
Prozeduraufrufs in r eine Instanz des Terms [ erzeugt werden kann:

o= .. f(s%)...

l
Ry[z*/s*]  Zqm o(l)
Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 12.5. Fiir das Programm P = (Dpius, Dab1;, Dhait, Deven; Dma1e) mit den
entsprechenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 8.2 gilt

mult(x’,y") Zemnb,p plus(x’,y’),
da der instantiierte Prozedurrumpf von mult den Teilterm
plus(mult(half(x’),dbl(y)),y)
enthélt und dieser Teilterm offensichtlich eine Instanz von plus(x’,y’) ist. O
Kommen wir nun zur Definition der Relation > p.

Definition 12.6 (>p). Sei P ein Programm. Die Relation 7Zp ist dann auf case-

und let-freien Termen [ und r wie folgt definiert:
lzpr

gdw. [ = r oder die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) /(1) 2 &/ (r),

(2) A (1) 2 f'(r),

(3) 7 Zam L,

(4)

(5) 1

4) 7 Zemb,p I,
5
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Die Relation 75 ist hierbei wie folgt definiert:
=
gdw. entweder
(1) I = f(lh,...,1l,) und r eine Termvariable mit I >4, r ist, oder

(2) I =f(lu,...,ln), 7 =g0r1,...,mm) und eine der folgende Bedingungen erfiillt
ist:

(a) fe€X(P)\X"(P) und g € Z°™(P).
(b) (feX®(P)=1>amT), g %jsesyp fundF e {1,...,n}mitl; =pr.

(c) f,g g X(P),Vie{l,... o m}giltl Zpr;,3je{l,..., m}mitl>pr;
und eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) (g € ZP°Y(P) = f € XP™°(P)) und g ist nicht in [ enthalten.
(i) g # f, f €T(P) und f =iy p 9.

(i) n <m.
(d) f=gund Jie{l,...,n}tmitl; =pr;und Vje{1,...,i—1} gilt I; =p r;.

Wir schreiben [ >p r falls [ 7Zp r und r Zp [ gilt. Weiter schreiben wir [ ~p r falls
l7zZprundr Zp r gilt. O

Da der Aufwand zum Richten der Gleichungen durch die Relation > p nicht tri-
vial ist, wird eine Gleichung l=r in veriFun nur dann gerichtet, wenn die Gleichung
die folgende Bedingung erfiillt:

#(1) x #(r) < maz-size.

Hierbei bezeichnet #(t) die Anzahl der Funktionssymbole und Termvariablen in ¢

und maz-size eine vom \/eriFun—System vorgegebene Konstante. In der Version 3.0
des Systems gilt maz-size = 100.

12.4.2 Beispiele

Wir betrachten nun einige Beispiele, um die Niitzlichkeit der Relation >p zum
Richten von Gleichungen zu illustrieren und um die Funktionsweise der Relation zu
erldutern.

Beispiel 12.7. Sei P das Programm (Dp1ys), wobei Dpyys die entsprechende Pro-
zedurdefinition aus Abbildung 8.2 bezeichnet. Fiir die Gleichung

plus(x’, succ(y'))=succ(plus(x’,y"))
gilt aufgrund der Bedingung (2)(a) der Definition der Relation =
plus(x’, succ(y’)) =p succ(plus(x’,y')).
Weiter gilt succ(plus(x’,y’)) Zp plus(x’, succ(y’)) und damit

plus(x’, succ(y’)) »p succ(plus(x’,y')).
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Das bedeutet, wir ersetzen durch die Auswertungsregel ,, Assumption replacement
jede Instanz von plus(x’,succ(y’)) durch die entsprechende Instanz von
succ(plus(x’,y’)). Dies ist sinnvoll, da wir so den Konstruktor aus dem plus-Term
herausziehen und so zusétzliche Auswertungen ermdoglichen. Weiter ist die so ge-
richtete Gleichung ,kompatibel“ mit der Auswertung der Prozeduraufrufe von plus
durch die Regel ,, Execute procedure call (recursive cases)*“. O

Beispiel 12.8. Sei P das Programm (D1;st, Doccurs, Dinsert ), wobei Dyt die ent-
sprechende Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 und Dyccurs SOWie Dipgert
die entsprechenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 12.1 bezeichnen. Es gelten
dann die folgenden Orientierungen:?

insert(m’, k') >p ¥ @
occurs(n’,insert(m’,k’)) Zp occurs(n’, k).
Da aufierdem occurs(n’,k’) 7 p occurs(n’, insert(n’,k’)) gilt, folgt
occurs(n’, insert(m’,k’)) > p occurs(n’, k).
Mit Hilfe des Lemmas

lemma occurs_diff < allk:list[nat],n,m:nat
if(n=m, true, occurs(n, insert(m,k))=occurs(n, k))

koénnen wir dann Prozeduraufrufe von insert in occurs-Termen entfernen und so
occurs-Terme deutlich vereinfachen. O

Beispiel 12.9. Sei P das Programm (Dsist, Dpius, Doccurss Dais evs Ddis odds
Dmerge>, wobei Di;s¢ die entsprechende Typoperatordefinition aus Aibbildungi 3.1
und Dpiys, Doceurs; Dais_evy Dais_oad S0Wi€ Drerge die entsprechenden Prozedurde-
finitionen aus den Abbildungen 8.2, 12.1 und 11.1 bezeichnen. Es gelten dann die
folgenden Orientierungen:

merge(k’,1’) >p ¥ @)
occurs(n’,merge(k’,1’)) Zp occurs(n’ k')

d

merge(k’, 1) >=p 1/ @

occurs(n’,merge(k’,1’)) ~p occurs(n’,1’).
Da auflerdem occurs(n’,k’) 7 p occurs(n’,merge(k’,1’)) gilt, folgt aus Bedingung
(2)(c)(i) der Definition von /5
occurs(n’,merge(k’,1’)) =~ p plus(occurs(n’, k'), occurs(n’,1’)).
Mit plus(occurs(n’, k'), occurs(n’,1’)) Z p occurs(n’,merge(k’,1’)) folgt dann
occurs(n’,merge(k’,1’)) > p plus(occurs(n’, k'), occurs(n’,1’)).
Wir kénnen somit mit Hilfe des Lemmas

lemma occurs_merge < allk,1:list[nat|,n:nat
occurs(n,merge(k,1))=plus(occurs(n, k), occurs(n,l))

die Prozedur merge aus occurs-Termen herausziehen. Die sich dadurch ergebende
Summe plus(occurs(n, k), occurs(n,1)) ist fiir die symbolische Auswertung besser
geeignet, als der urspriingliche Term, da die Prozedurdefinition von plus einfacher
ist als die Prozedurdefinition von merge. O

2Wir haben die Bedingungen, die fiir die Orientierung ursichlich sind, oberhalb der Implika-
tionspfeile notiert. Die erste Orientierung ist aufgrund der Bedingung (1) der Definition von 27/,
gliltig.
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Beispiel 12.10. Sei P das Programm (Dpius, Dyines), Wobei Dpiys und Dyipes die
entsprechenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 8.2 und Beispiel 10.3 bezeich-
nen. Es gelten dann die folgenden Orientierungen:

plus(y’.z’) »p ' 2
times(x’,plus(y’,2z')) ~p times(x,y’)

d

plus(y’,2’) »p 2 @

times(x’,plus(y’,2z')) Zp times(x’,z’).

Da auflerdem times(x’,y’) Zp times(x’,plus(y’,z’)) gilt, folgt aus Bedingung
(2)(c)(ii) der Definition von Z»

times(x’,plus(y’,2z’)) = p plus(times(x’,y’), times(x’, 2')).
Mit plus(times(x’,y’), times(x’,2')) Z p times(x’, plus(y’,z’)) gilt dann

times(x’,plus(y’,z’)) =p plus(times(x’,y’), times(x’, 2')).
Wir multiplizieren dann mit Hilfe des Lemmas

lemma times distribute < all x,y,z:nat
times(x,plus(y,z))=plus(times(x,y), times(x,z))

und der Regel ,, Assumption replacement entsprechende times-plus-Terme aus.
Dieses Ausmultiplizieren fiihrt zu einer Normalisierung arithmetischer Ausdriicke.
O

Beispiel 12.11. Sei P das Programm (Dpius, Dap1), Wobei Dpiys und Dapy die
entsprechenden Prozedurdefinitionen aus den Abbildungen 8.2 bezeichnen. Es gelten
dann die folgenden Orientierungen:

plus(x’,y’) »p ¥ (igl)
dbl(plus(x’,y')) ~—p dbl(x')
plus(x,y) >=p ¥ (ig)

abl(plus(x’,y')) =p dbl(y).

Da aufierdem dbl(x’) %Zp dbl(plus(x’,y’)) gilt, folgt aus Bedingung (2)(c)(iii) der
Definition von ZZp

dbl(plus(x’,y’)) = p plus(dbl(x’),dbl(y’)).
Mit plus(dbl(x’),dbl(y’)) >p dbl(plus(x’,y’)) folgt dann

dbl(plus(x’,y’)) =p plus(dbl(x’),dbl(y")).
Wir ziehen somit mit Hilfe des Lemmas

lemma dbl_ plus < all X,y :nat
dbl(plus(x,y))=plus(dbl(x),dbl(y))

die Prozedur dbl in plus-Terme hinein. Das bedeutet, dass wir auch solche Terme
durch Anwendung der Regel ,, Assumption replacement ausmultiplizieren. O
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Diase = function last(l:list[@a]): @a <
if(7empty(t),
*,
if(7empty(t1(1)),
hd(1),
last(t1(1))))

Dyut 125t = functionbut last(l:list[@al): list[0a] «
if(7empty(t),
*7
if(7empty(t1(1)),
empty),
add(hd(1),last(t1(1))))

Dygpie = function bubble(l: list[nat]): list[nat] <
if(7empty(t),
if(7empty(t1(1)),
1),
if(hd(1)>hd(t1(1)),
add(hd(1), bubble(t1(1))),
add(hd(t1(1)), bubble(add(hd(1), t1(t1(1))))))))

Dysort = functionbsort(l:list[@a]): list[@a] «
if(7empty(t),
empty,
let b:=bubble(1) in
add(last(b),bsort(but_last(b)))
end)

Abbildung 12.3: Prozedurdefinitionen von last, but last, bubble und bsort.
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Beispiel 12.12. Sei P das Programm (D1;st, Diast, Dout 1asts Doubble, Dbsort)s WO-
bei Dyis die entsprechende Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 und Dias,
Dyyt 1ast, Doubble SOWie Dygore die entsprechenden Prozedurdefinitionen der Abbil-
dung 12.3 bezeichnen. Fiir die Gleichung

last(bubble(1’))=hd(bsort (1))

des Lemmas

lemma bubble_bsort < alll: list[nat]
if(?empty(1l), true, last(bubble(1’))=hd(bsort(1))

gilt dann
hd(bsort(1’)) Zemn p last(bubble(1l’))

und somit last(bubble(l’)) 7p hd(bsort(l’)). Da auch last(bubble(l’)) %
hd(bsort(1’)) gilt, wird die Gleichung nicht gerichtet. Ohne die Bedingung (4) der
Definition von 7 p wiirde

last(bubble(1l’)) = p hd(bsort(1l’))
gelten und somit eine Auswertung des Terms
if(?empty(k), 0, last(bubble(k)))

mit Hilfe des Lemmas bubble bsort und der Regel ,,Assumption replacement zu
folgender Endlos-Auswertung fithren:

if(?empty(k),0,hd(add(last(bubble(k)),...))) —

U + if(?empty(k),0,last(bubble(k))) —
if(7empty(k),0, if(?empty(k), last(bubble(k)),hd(bsort(k))))) —
if(7empty(k),0,if(false, last(bubble(k)), hd(bsort(k))))) —
if(?empty(k), 0, hd(bsort(k))) —
if(?empty(k),0,hd(if(?empty(k), empty, add(last(bubble(k)),...)))) —
if(7empty(k),0,hd(if(false, empty, add(last(bubble(k)),...)))) —

( (k)
( (k)

if(?empty(k), 0, last(bubble(k))) —

Die Bedingung (4) verhindert also Endlos-Auswertungen aufgrund des Zusammen-
spiels der Regeln ,, Assumption replacement und ,, Exzecute procedure call®. O
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Kapitel 13

Die ,, Functionality-Regeln

Wie wir bereits in Abschnitt 6.2 kurz beschrieben haben, ist fiir jedes Funktionssym-
bol f: 71 x...x71, — 7 € ¥(P) mit nicht-boolschem Ergebnistyp die Quantifikation

all v* @1, Y1: Tls-- s TnsYn : Tn (13.1)
i (AND(z1=y1, - - s Tn=Yn), f(21, - 20)=f (Y1, - ., yn), trUE) '
giiltig. Auferdem ist fiir Funktionssymbole f : 7 x ... X 7, — bool € X(P) mit
boolschem Ergebnistyp die folgende Quantifikation giiltig:

all v* @1, y1 Tl s TnyYn : Tn
if(AND(x1=y1, .. -, Tn=Yn), 1 (f (21, ..., 20),
f(ylv' . 'ayn)7
=f(Y1,..-,Yn)), true)

(13.2)

Diese Quantifikationen driicken die Vertréglichkeit der Gleichheit mit den an-
deren Funktionssymbolen des Programms aus (siche Abschnitt 7.8). Um die Quan-
tifikationen mit Hilfe der ,, Assumption‘-Regeln wihrend der symbolischen Auswer-
tung anzuwenden, wire es notwendig, fiir jedes Funktionssymbol eine entsprechende
Quantifikationen zu definieren und die Giiltigkeit der Quantifikation zu beweisen. Da
dies wenig praktikabel ist, definieren wir in diesem Kapitel spezielle Auswertungs-
regeln zur Anwendung der Quantifikationen (13.1) und (13.2). Konkret definieren
wir die folgenden Regeln:

55.  Affirmative left non-boolean functionality
56.  Affirmative right non-boolean functionality
57.  Negative left non-boolean functionality

58.  Negative right non-boolean functionality
59.  Affirmative boolean functionality hypothesis
60. Negative boolean functionality hypothesis

Bei diesen Regeln handelt es sich um Spezialisierungen der ,, A ssumption“-Regeln
fiir die Quantifikationen (13.1) und (13.2). Sie sind auf Basis der folgenden Vorge-
hensweisen definiert:

203
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Vorgehensweise (nicht-boolsche Funktionssymbole):

Hinreichend fiir den Nachweis der Giiltigkeit einer Gleichung

f(ll,...,ln)=f(’l“1,...,7‘n)

ist der Nachweis der Giiltigkeit der Literale {;=r; mit ¢ € {1,...,n} . Hierzu
werden die Literale symbolisch ausgewertet. Kénnen alle Literale [;=r; zu
true ausgewertet werden, so darf die Gleichung korrekterweise durch true
ersetzt werden.

Vorgehensweise (boolsche Funktionssymbole):

Hinreichend fiir den Nachweis der Giltigkeit bzw. der Ungiiltigkeit eines
Atoms

flla, .. )

ist der Nachweis der Giiltigkeit der Literale I;=r; mit ¢ € {1,...,n} fiir eine
Hypothese f(ri,...,r,) € Hy, U Hg bzw. eine Hypothese —f(ry,...,7,) €
Hy, U Hg. Hierzu werden die Literale symbolisch ausgewertet. Kénnen alle
Literale [;=r; zu true ausgewertet werden, so darf das Atom f(l1,...,l,)
korrekterweise durch true bzw. false ersetzt werden.

Zur Definition der Regeln gehen wir wie folgt vor. In Abschnitt 13.1 definieren
wir die Regeln zur Anwendung der Quantifikation (13.1) und in Abschnitt 13.2
definieren wir die Regeln zur Anwendung der Quantifikation (13.2).

13.1 Nicht-boolsche Funktionssymbole

Fiir die Quantifikation (13.1) definieren wir zunéchst die folgende vorldufige Aus-
wertungsregel:

f(ll7...7ln)= a f(’l"l,...,’l”n) S-Lim.
envy (AND(dl, ce ;dn)) ’ A: s

falls s > 0, f € 2(P)\ X“"(P), p # © und die folgenden Bedingun-
gen erfiillt sind:

)
) (13.3)
)
)

Hierbei sind die A-Umgebung ¢’ und die A-Annotation A’ wie folgt
gegeben:

Reg. Atop S-Lim.

U': no-execute(R) A's spew(1,|DI+1)

Es ist zu beachten, dass im Gegensatz zu den ,,Assumption“-Regeln in Regel
(13.3) zur Vereinfachung der Subgoals aus Effizienzgriinden keine Prozeduraufrufe
ausgewertet werden. Die Berechnung des neuen Search-Limits in (13.3) stimmt hin-
gegen mit der Berechnung des Search-Limits in den ,, Assumption‘-Regeln {iberein,
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da |D| 4+ 1 der Kardinalitit der Klausel

{=(@1=1), - (=), f(@, @)= f (s ) b

entspricht.

Wir wollen nun in den folgenden Abschnitten die vorldufige Regeldefinition
(13.3) um einige Aspekte erweitern. In Abschnitt 13.1.1 zeigen wir, wie wir mit
Hilfe der lokalen und globalen Hypothesen die Quantifikation (13.1) auch dann auf
eine Gleichung /=r anwenden konnen, wenn nicht beide Seiten der Gleichung mit
dem gleichen Funktionssymbol beginnen. Weiter zeigen wir, wie die Quantifikation
(13.1) verwendet werden kann, um die Ungiiltigkeit einer Gleichung zu zeigen. In
Abschnitt 13.1.2 beschreiben wir dann, wie geschachtelte Anwendungen der Quan-
tifikation (13.1) in der Regel (13.3) beriicksichtigt werden kénnen. Anschliefend zei-
gen wir in Abschnitt 13.1.3, wie durch die Verwendung der Kommutativitdt und der
Assoziativitét des Funktionssymbols f zusétzliche Anwendungen der Regel (13.3)
ermoglicht werden konnen. Die durch die Abschnitte 13.1.1-13.1.3 definierten Er-
weiterungen fiihren zu verschiedenen Versionen der Regel (13.3), die wir dann in
Abschnitt 13.1.4 abschliefend definieren.

13.1.1 Verwendung der Hypothesen

Betrachten wir den folgenden Term:
if(x=y, if(plus(x,y)=z,z=plus(x, x), true), true).

Dieser Term kann mit Hilfe der Regel (13.3) nicht ausgewertet werden. Wir kon-
nen aber die linke Seite der Gleichung z=plus(x,x) mit Hilfe der Transitivitdt der
Gleichheit und der lokalen Hypothese plus(x,y)=z durch plus(x,y) ersetzen und
so eine Anwendung der Regel (13.3) ermdglichen:

U F if(x=y,if(plus(x,y)=z,plus(x,y)=plus(x,x), true),true) —
if(x=y, if(plus(x,y)=z,if(x=x, y=x,false), true), true) —
if(x=y, if(plus(x,y)=z,if(true, y=x, false), true),true) —
if(x=y, if(plus(x,y)=2,y=x, true), true) —
if(x=y,if(plus(x,y)=z, true, true), true) —
if(x=y,true, true) —
true.

Um solche symbolische Auswertungen zu erlauben, erweitern wir Regel (13.3) so,
dass wir fiir einen Term der Form f(ly,...,{,)=t bzw. t=f(r1,...,r,) die globalen
und lokalen Hypothesen nach einem Term der Form t=f(ry,...,r,) bzw. f(l1,...,
l,)=t durchsuchen und dann die Subgoals d; auf Basis der Gleichung f(l1,...,1,)=
flri, ..., ) erzeugen. Wir formulieren daher die folgende Modifikation:

Modifikation (Verwendung positiver Hypothesen):
Die Regel (13.3) wird allgemein fiir Gleichungen der Form

t=f(l1, ... 1) baw. f(l4,...,1)=t

angewendet, sofern eine Hypothese der Form f(rq,...,7,)=t bzw. der Form
t=f(r1,...,ry) in der lokalen oder globalen Hypothesenmenge enthalten ist.
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Existiert fiir einen Term f(ly,...,l,)=t eine globale oder lokale Hypothese der
Form —(t=f(r1,...,7y)) und kénnen wir die Gleichungen /;=r; zu true vereinfachen,
so konnen wir offensichtlich den Term f(l4,...,l,)=t durch false ersetzen. Wir
definieren daher zusétzlich die folgende Modifikation der Regel (13.3):

Modifikation (Verwendung negativer Hypothesen):
Eine Gleichung der Form

t=f(s1,---,8,) bzw. f(s1,...,8,)=t

wird durch die Regel (13.3) durch false ersetzt, sofern eine Hypothese der
Form —(f(r1,...,r,)=t) bzw. der Form —(¢=f(r1,...,r,)) in der lokalen oder
globalen Hypothesenmenge enthalten ist und die restlichen Anwendungsbe-
dingungen der Regel erfiillt sind.

13.1.2 Verwendung der kompletten Termstruktur
Um mit Hilfe der Regel (13.3) die Giiltigkeit des Terms

if(x=y, plus(x, plus(x, x))=plus(x, plus(x,y)), true) (13.4)
nachzuweisen, ist es notwendig Regel (13.3) zweimal anzuwenden:?

_ 256

U F if(x=y,plus(x,plus(x,x)) plus(x,plus(x,y)),true) —

6

if(x=y,if (x= % x plus(x,x)= % plus(x,y), false), true) —

if(x=y, if (true,plus(x, x)= % plus(x,y), false), true) —

(

(
if (x=y,plus(x, x)= % plus(x,y), true) —
if(x=y,if(x=1% x x=10y false), true) —
if (x=y, if (true, x= 0y false), true) —
if(x=y,ﬁ,true) —
if(x=y, true, true) —

true

Die Auswertung von Termen wie (13.4) ist also durch die maximale Suchtiefe
depthmax beschrinkt. Bei einer maximalen Suchtiefe von depthm.x = 4 konnen
wir daher einen Term wie

if (x=y,
plus(a, plus(b, plus(c,plus(d, plus(e,x)))))= } _ B (13.5)
plus(a,plus(b,plus(c,plus(d,plus(e,y))))), [ )
true)

mit Hilfe von Regel (13.3) nicht auswerten. Um die Beschrdnkung durch die maxi-
male Suchtiefe zu umgehen, modifizieren wir daher Regel (13.3) dahingehend, dass
durch einmalige Anwendung der Regel fiir die Gleichung E in (13.5) nicht mehr die
Gleichungen

a=a,

plus(b, plus(c, plus(d, plus(e, x))))=plus(b, plus(c, plus(d, plus(e,y))))

'Wir haben der Ubersichtlichkeit halber lediglich die Search-Limits, der fiir die Auswertung
interessanten Gleichungen dargestellt.
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als Subgoals erzeugt werden, sondern die Gleichungen, die sich aufgrund der gemein-
samen ,,plus-Termstruktur” der linken und rechten Seite der Gleichung E ergeben:

a=a, b=b, c=c, d=d, e=e, x=y.

Um diese Gleichungen zu bilden, definieren wir die folgende Funktion:
flat;(t,x) = (t=x),
flat; (z,t) = (x=t),
faty(h(ly, . 00),9(r1, o 7m)) (h(lyy .y ln)=g(r1, ..o rm)) fglls g # h,
fatp(f(l, oo ln), f(ra, .o m)) flatp(ly, ) @ ... @ flatp(ly,m0).?

Wir definieren daher die folgende Modifikation der Regel (13.3):

Modifikation (Verwendung der kompletten Termstruktur):

Um die komplette Termstruktur bei der Anwendung der Regel (13.3) zu be-
riicksichtigen, werden die Subgoals der Regel durch den folgenden Ausdruck
berechnet:

fate (e, ln), F(re, - mn))-

13.1.3 Verwendung der Kommutativitdt und Assoziativitit

Fiir eine Prozedur f, die als assoziativ und kommutativ bekannt ist, miissen wir
uns nicht auf die durch flat;(f(l1,...,1ln), f(r1,...,75)) erzeugten Gleichungen

<t1=51, v ,tm=8m> (136)

als Subgoals beschrianken. Vielmehr kénnen wir die Subgoals der Regel (13.3) auf-
grund beliebiger Permutation der Argumente

t1,...,tm und S1,...,8m

bilden. Da jedoch die Uberpriifung aller Permutationen zu aufwendig ist, betrachten
wir neben den Gleichungen (13.6) lediglich die Gleichungen als Subgoals, deren
linken und rechten Seiten einen minimalen syntaktisch Unterschied aufweisen. Wir
formulieren daher die folgende Modifikation:

Modifikation (Kommutativitit und Assoziativitit):

Fiir kommutative und assoziative Funktionssymbole f betrachten wir zur
Anwendung der Regel (13.3) neben den Gleichungen

flats(f(lay .o ln), (1, )

auch die Gleichungen der Termstruktur mit den geringsten syntaktischen
Unterschieden.

Zur Berechnung der Gleichungen verwenden wir die in Anhang C definierte
Funktion perm-flat;, ;. Mit dieser Funktion kdnnen wir dann nachfolgend die voll-
sténdigen Regeldefinitionen angeben. Um diese Regeldefinitionen kompakt darstel-
len zu konnen, fithren wir fiir die zu iiberpriifenden Subgoals die folgende Funktion
ein:

eq-listy ;(t,7) = {flat;(t,7)} falls f € Xa V f & XA,
eq-listy ¢(t,7) = {flats(t,7), perm-flats(t,r)} falls f € Yo A f € ¥a.

2@ bezeichnet die Konkatenation von Listen (siehe Anhang A.1).
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13.1.4 Vollstindige Regeldefinitionen

Um die in den Abschnitte 13.1.1-13.1.3 definierten Modifikationen in die Regel (13.3)
einzufiigen ist es zweckméfig verschiedene Versionen der Regel zu definieren. Wir
fiihren daher in diesem Abschnitt die folgenden Regeln ein:

53.  Affirmative left non-boolean functionality
54.  Affirmative right non-boolean functionality
55.  Negative left non-boolean functionality

56.  Negative right non-boolean functionality

Die beiden ersten Regeln ersetzen eine Gleichung [=r aufgrund der Quantifikation
(13.1) durch true und die beiden anderen Regeln ersetzen die Gleichung aufgrund
der Quantifikation durch false. Die Regeln sind wie folgt definiert:

55. Affirmative left non-boolean functionality

flla, .. ln)= _ S-Lim.
envy (AND(dy, ... dp)) " A: s

falls s > 0, f € X(P) \ ¥“*(P), p # © und die folgenden Bedingungen erfiillt

sind:
(1) t = f(r1,...,m) oder 3h €~,, H, U Hg mit h =t=f(r1,...,7p).

(2) D € eg-listy ¢(f(l1, -5 ln), f(r1,- ooy 70)).

(3) Snew(1,|D|+1) > 1.

(4) (dr,- .. d) = poly (@ (D)),

(5) Vk e {1,...,m} gilt U’ F dy, — true.

Hierbei sind die A-Umgebung U’ und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:

Reg. Atop S-Lim.
U': no-execute(R) At snew(1,|D|+1)

56. Affirmative right non-boolean functionality

=4 f(, .l S-Lim.
ean,{/(AND(dl, ey dm)) ’ A: s

falls s > 0, f € X(P) \ Z“™(P), p # © und die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) 3h €~y HL U Hg mit h=1t=f(r1,...,7m).

..der Rest der Regel ist entsprechend der Regel 55 definiert . ..
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57. Negative left non-boolean functionality

f(ll, e ,ln)= A t S-Lim.
enVu/(_\(AND(dl, Ce 7dm))) ’ A: s

falls s > 0, f € X(P) \ ¥“™(P), p # @ und die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) 3-h €y, Hy U Hg mit b= t=f(r1,...,rn).
2) D € eg-listy ;(fliy 1), (P, s7).
(3) Snew(L,1D]+1) > 1.

(4) {d1,-. . dm) = pol (a4 (D).

(5) Vk € {1,...,m} gilt U’ I di — true.

Hierbei sind die A-Umgebung U’ und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:

Reg. Atop S-Lim.
U': no-execute(R) At snew(1,|D|+1)

58. Negative right non-boolean functionality

=Af(ly, .0 S-Lim.
envu/(—'(AND(dl, R ,dm))) ’ A: s

falls s > 0, f € X(P) \ ¥“™(P), p # @ und die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) 3-h €~,, H, UHg mit h =t=f(r1,...,1m).

..der Rest der Regel ist entsprechend der Regel 57 definiert . ..

13.2 Boolsche Funktionssymbole

Fiir Funktionssymbole mit boolschem Ergebnistyp definieren wir aufgrund der
Quantifikation (13.2) die folgenden Regeln:
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59. Affirmative boolean functionality hypothesis

A, 1) S-Lim.
envu/(AND(dl, ‘e ,dn)) ’ A: s

falls s > 0, n > 0, f 4 (I1,...,1,) € ATermuoor(P), f € X(P)\ (Z*(P) U X}),
p # © und die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) 3h € Hy, U Hg mit h = f(r1,...,m).
(2) D= {l1=r1,...,l=ry).

(3) Snew(1,|D]+1) > 1.

(4) {dy,...,dn) = polg(aa (D)).

(5) Vk e {1,...,n} gilt U’ d; — true.

Hierbei sind die A-Umgebung U’ und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:

Reg. Atop S-Lim.

U': no-execute(R) A" spew(1, D]+ 1)

60. Negative boolean functionality hypothesis

FA ) © SLim.
e"Vu’(_‘(AND(dh ceey dn))) ’ A: s

falls s > 0, n > 0, f 4 (I1,...,1,) € ATermpoor(P), f € (P) \ (Z®°(P) U X}),
p # © und die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) 3=h € H, UHg mit h = f(r,...,1ry).

..der Rest der Regel ist entsprechend der Regel 59 definiert . ..

13.3 Anmerkungen zur Implementierung

In veriFun existieren weitere »Functionality“-Regeln. Diese Regeln haben wir in
Anhang E definiert. In dlteren Versionen des Auswertungskalkiils haben sich diese
Regeln zwar als niitzlich erwiesen, bei einer erneuten Untersuchung der Regeln hat
sich jedoch gezeigt, dass sie in unseren Fallstudien nicht mehr verwendet werden.
Wir haben sie daher nicht in unsere Definition des Auswertungskalkiils aufgenom-

men.
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Kapitel 14

Der erweiterte
Auswertungskalkil

Der Auswertungskalkiil aus Abschnitt 7.1 terminiert nicht. Das bedeutet, wir kon-
nen mit Hilfe der definierten Regeln Endlos-Auswertungen konstruieren.! Da wir
jedoch, wie in Abschnitt 5.1 beschrieben, die Terminierung des Auswertungskal-
kiils gewihrleisten miissen, ist es notwendig, die Definition des Auswertungskalkiils
einer Uberarbeitung zu unterziehen. Hierzu erweitern wir in Abschnitt 14.1 die A-
Umgebungen um den so genannten Schrittz&hler und definieren eine iiberarbeitete
Version des Auswertungskalkiils . Der Schrittzihler begrenzt die maximale Anzahl
der Auswertungsschritte einer Auswertung und gewihrleistet so die Terminierung
der Auswertung. Es ist hierbei zu beachten, dass die Ergebnisse der Auswertun-
gen, die aufgrund des Schrittzéhlers terminieren im Allgemeinen fiir die weitere
Beweisfiihrung im HPL-Kalkiil wenig geeignet sind. Im Gegensatz dazu sind die Er-
gebnisse der Auswertungen, die aufgrund des Search-Limits, des Unfold-Limits, der
Labels, etc. terminieren fiir die weitere Beweisfiihrung gut geeignet. Dies ist auch
nicht weiter verwunderlich, da dies ja gerade der Zweck dieser Steuerinformationen
ist. Der Schrittzéhler gewdhrleistet somit lediglich, dass die Implementierung des
Auswertungskalkiils terminiert und der Benutzer des \ériFun—Systems so die Gele-
genheit bekommt die berechnete Auswertung zu verwerfen, um andere, sinnvollere
Beweisregeln auf die urspriingliche Sequenz anzuwenden.

Auf Basis des iiberarbeiteten Auswertungskalkiils aus Abschnitt 14.1 definieren
wir in Abschnitt 14.2 den erweiterten Auswertungskalkiil. Dieser erweiterte Aus-
wertungskalkiil setzt nach einer erfolgreichen symbolischen Auswertung die Anno-
tationen des Ergebnisterms zuriick und wertet den Term erneut aus. Durch dieses
Vorgehen werden zusétzliche Auswertungen ermdoglicht. Schlieflich beschreiben wir
in Abschnitt 14.3, wie der erweiterte Auswertungskalkiil in den Computed Proof
Rules des HPL-Kalkiils verwendet wird.

14.1 Terminierung des Auswertungskalkiils

Um die Terminierung des Auswertungskalkiils zu gewé#hrleisten, erweitern wir A-
Umgebungen um die Anzahl der maximal zuléssigen Auswertungsschritte einer sym-
bolischen Auswertung. Fiir jeden Auswertungsschritt dekrementieren wir diesen
Zahler und wenden eine Auswertungsregel nur dann an, wenn der Z&hler grofser
als 0 ist. Um dieses Verfahren zu realisieren ist es notwendig, die Definitionen 6.1
und 7.1 aus den Abschnitten 6.1 und 7.1 zu iiberarbeiten.

IEin Beispiel fiir eine Endlos-Auswertung ist in Beispiel F.1 in Anhang F angegeben.
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Definition 14.1 (Uberarbeitete Definition der A-Umgebungen). Sei P ein termi-
nierendes Programm. Sei weiter

(P,X,%c, X4, Q,Hy, Hg, H1,C, R, 4,)

eine A-Umgebung im Sinne von Definition 6.1 und steps eine ganze Zahl. Als Aus-
wertungsumgebung (oder kurz A-Umgebung) von P wird von nun an ein Tupel der
Form

(P, Z, Zc, EA, Q, I’IL7 Hg, HI, C, R, (S, St6p8>.

bezeichnet. Die Zahl steps heiflt dann Schrittzihler der A-Umgebung. O
Fiir eine A-Umgebung
U= (P2, %Yc,Xp, Q, Hy,Hg, H1,C, R, 0, steps)

schreiben wir U > 0, wenn der Schrittzdhler steps grofer als 0 ist. Weiter bezeichnen
wir mit U — n die folgende A-Umgebung:

(P, X, %, %A, Q, Hy,,Hg, H,C, R, §, steps — n).

Definition 14.2 (Uberarbeitete Definition des Auswertungskalkiils). Sei P ein
terminierendes Programm und U eine A-Umgebung fiir P. Der Auswertungskalkil
(oder kurz A-Kalkil) ist dann wie folgt definiert:

(1) Sprache: Entsprechend Definition 7.1
(2) Inferenzregeln: Entsprechend Definition 7.1

(3) Deduktion: Wir schreiben U + ¢ — t’ falls i/ > 0 gilt und eine Regel existiert,

die eine Ableitung der Form

t

2
beziiglich U ermdglicht, wobei die Regeln in der durch die Regelnummern
festgelegten Reihenfolge iiberpriift werden. Fiir eine Folge (t;);c(1,..n} von
annotierten Termen mit (U — (i — 1)) F t; — ;41 firalled =1,...,n—1
schreiben wir i Ft1 — ... = t, bazw. U F t; —* ¢,,.

O

Der so definierte Auswertungskalkiil terminiert offensichtlich. In VeriFun wird
die maximale Linge der Auswertungen durch die Konstante stepsyay festgelegt.
Fiir die Version 3.0 des Systems ist diese Konstante auf den Wert 300000 gesetzt.
Da alle in unseren Fallstudien aufgetretenen symbolischen Auswertungen deutlich
kiirzer als 300000 waren, stellt dieser Wert aus praktischer Sicht keine Beschrankung
fiir die Lénge der symbolischen Auswertungen dar.

14.2 Zuriucksetzen der Annotationen

Einige der Auswertungsregeln setzen die Unfold- und Search-Limits von Teiltermen
aus Effizienzgriinden auf 0. Ein Beispiel fiir eine solche Regel ist die Regel ,, Unfold
left equality argument”. Weiter setzt der Auswertungskalkiil das Instanz-Flag aller
neu erzeugten case-Terme auf 1. Das bedeutet, dass die entsprechenden Bedingun-
gen nicht zur Instantiierung der Subgoals in den Regeln ,, Affirmative assumption‘
und ,, Negative assumption” verwendet werden. Fiir eine erfolgreiche Auswertung
eines Goal-Terms ist es daher unter Umsténden sinnvoll, die Unfold- und Search-
Limits sowie die Instanz-Flags des Goal-Terms nach einer symbolischen Auswertung
auf die Werte umax, Smax bzw. T zuriickzusetzen und den Goal-Term erneut auszu-
werten. Betrachten wir dazu ein Beispiel:
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if(7empty(tl(k)),
if(7empty(t1(1)),
true,
if(hd(1)>hd(t1(1)),
true,
if(ordered(t1(1)),
if(hd(k)>hd(1),
if(7empty(merge 0 (k,t1(1))),
true,
if(hd(1)>hd(merge ? (k,t1(1))), false, true)),
true),
true))),
if(hd(k)>hd(t1(k)),
true,
if(ordered(tl(k)),
if (?empty(t1(1)),
if(hd(k)>hd(1),
true,
if(7empty(merge ¢ (t1(k),1)),
true,
if(hd(k)>hd(merge 0 (t1(k),1)), false,true))),
if(hd(1)>hd(t1(1)),
true,
if(ordered(t1(1)),
if(hd(k)>hd(1),
if(7empty(merge © (k,t1(1))),
true,
1£(d(1)>hd(merge ¥ (k, +1(1)), false, true)
if(7empty(merge © (t1(k),1)),
true,
if(hd(k)>hd(merge ¥ (t1(k),1)), false, true))),
true))),
true)))

Abbildung 14.1: Ergebnis der symbolischen Auswertung des Goal-Terms der Se-
quenz (14.2) aus Beispiel 14.3. Es werden der Ubersichtlichkeit halber ausschlieRlich
die Unfold-Limits der Prozeduraufrufe von merge dargestellt.
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Beispiel 14.3. Sei P das Programm (Daigst, Dordered, Dais evs Dais odds Drerge)s
wobei Dijg¢ die entsprechende Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 bezeich-
net und Dgrgered, Dais_evy Dais_oaa und Dyerge die entsprechenden Prozedurdefi-
nitionen aus den Abbildungen 9.3 und 11.1 bezeichnen. Sei weiter die Menge der
generalisierten Relationenbeschreibungen gegeben durch

grds(dis_ev) = grds(dis _odd) = grds(ordered) = {R;}

und
grds(merge) = {R2},
wobei gilt
Ry = {((~7empty(k)), {{k/t1(k)}})},
Ry = {{{(-7empty(k), ~7empty(1)), {{1/t1(1), k/k},{1/1,k/t1(k)}})}.

Betrachten wir nun den Beweis des Lemmas

lemma merge keeps_ordered < allk:list[nat],1:list[nat]

if(ordered(k),if (ordered(1l), ordered(merge(k, 1)), true), true), (14.1)

wobei wir die Giiltigkeit des Lemmas

lemma >_ asymmetric < all x:nat,y:nat
if(x>y,if(y>x, false, true), true)

als gegeben voraussetzen. Fiir das Lemma (14.1) schldgt der Teilterm merge(k,1)
eine Induktion iiber die Relationenbeschreibung Ry vor. Fiir diese Induktion ergibt
sich der Schrittfall

{—7empty(k), ~7empty(1)}, {ih1,iha} F (14.2)
if(ordered(k),if (ordered(1l), ordered(merge(k,1)), true), true) )

mit den folgenden Induktionshypothesen:

ihy = if(ordered(tl(k)),if(ordered(1), ordered(merge(tl(k),1)), true), true),
ithg = if(ordered(k),if (ordered(t1(1)), ordered(merge(k, t1(1))), true), true).

Eine symbolische Auswertung des Goal-Terms unter der globalen Hypothesenmenge
{~7empty(k), ~7empty(1)}
und der Multimenge
Q = {1xihy,1%ihg,2%all x : nat,y : nat if(x>y, if(y>x, false, true), true)}

liefert den in Abbildung 14.1 dargestellten Term. Alle Prozeduraufrufe von merge
kénnen durch zuriicksetzen des Unfold-Limits auf umax mit Hilfe der Unfold-Regel
,, Unfold structure test argument und ,, Unfold selector argument® ausgewertet wer-
den. Durch Auswertung dieser Prozeduraufrufe kénnen wir dann den Term zu true
vereinfachen. O

Es ist zu beachten, dass wir ausschlieflich die Annotationen von Goal-Termen
zuriicksetzen mochten und nicht von Termen, die aufgrund von Anwendungsbedin-
gungen ausgewertet werden. So soll beispielsweise das Unfold-Limit wihrend der
Auswertung der Subgoals in ,, Affirmative assumption und ,,Negative assumption‘
nicht zuriickgesetzt werden. Dies wére wenig sinnvoll, da wir das Unfold-Limit fiir
die Subgoals ganz bewusst aus Effizienzgriinden auf 0 gesetzt haben. Um fiir Goal-
Terme das Zuriicksetzen der Annotationen zu erméglichen, definieren wir daher auf
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Basis des Auswertungskalkiils den erweiterten Auswertungskalkil. Dieser erweiter-
te Auswertungskalkiil wertet einen Term mit Hilfe des Auswertungskalkiils solange
aus, bis der Goal-Term vollstindig ausgewertet ist. Danach werden die Annota-
tionen zuriickgesetzt und der Term wird erneut mit Hilfe des Auswertungskalkiils
ausgewertet. Der erweiterte Auswertungskalkiil ist wie folgt definiert:

Definition 14.4 (Erweiterter Auswertungskalkiil). Sei P ein terminierendes Pro-
gramm und U eine A-Umgebung fiir P. Der erweiterte Auswertungskalkil (oder
kurz erweiterte A-Kalkil) ist dann wie folgt definiert:

(1) Sprache: Die A-Terme iiber P.

(2) Inferenzregeln:

t t
7 falls U -t — t/ () falls t |yy=t und t # aa,,, (?)

(3) Deduktion: Wir schreiben U - t = t' falls i > 0 gilt und eine Regel existiert,

die eine Ableitung der Form
t
t

beziiglich U ermdoglicht. Fiir eine Folge (ti>ie{17._,n} von annotierten Termen
mit (U — (i —1)) Ft; = tipq fir alle i = 1,...,n — 1 schreiben wir U +
th=...=t,bzw. U Ft; =*t,. Gilt U - t =* ' und existiert kein ¢/ mit
UFt =t", soschreiben wir U F t =' ' bzw. t = t{y.

O

Wir verwenden dann im HPL-Kalkiil zur Auswertung von Goal-Termen den
erweiterten Auswertungskalkiil.

14.3 Verwendung des Auswertungskalkiils

Der erweiterte Auswertungskalkiil wird vom HPL-Kalkiil durch die ,, Computed Proof
Rules* verwendet, um den Goal-Term der aktuellen Sequenz zu vereinfachen (sie-
he Abschnitt 2.2). Wir wollen in diesem Abschnitt kurz darstellen, wie die A-
Umgebungen fiir die einzelnen ,,Computed Proof Rules* definiert sind. Hierbei gehen
wir davon aus, dass wir den Goal-Term der Sequenz

H,IH g (14.3)

auswerten mochten. Weiter gehen wir von den folgenden Annahmen aus:

e Y bezeichnet die Termsignatur aller Prozeduren des aktuellen annotierten
Programms, deren Terminierung durch das \@riFun—System bewiesen wurde.

e Y’ bezeichnet die Termsignatur aller nicht-rekursiv definierten Prozeduren des
aktuellen annotieren Programms, deren Terminierung durch das VeriFun-
System bewiesen wurde.

e Y bzw. X5 enthalten alle Prozeduren, deren Kommutativitit bzw. Asso-
ziativitdt durch die Verifikation eines entsprechenden Lemmas im aktuellen
annotierten Programm bewiesen wurde.

e Q enthilt die Induktionshypothesen der Sequenz (14.3) sowie die Quantifika-
tionen der verifizierten Lemmata, die durch den Lemma-Filter (siehe Kapitel
15) ausgewdhlt wurden. Die Anzahl der einzelnen Quantifikationen in der
Multimenge entspricht den Festlegungen aus Kapitel 11 auf Seite 175.
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Aufbauend auf diesen Annahmen sind dann die A-Umgebungen der ,,Computed
Proof Rules* wie folgt definiert:

e Simplification: Diese Beweisregel verwendet zur symbolischen Auswertung
die Typoperator- und Prozedurdefinitionen, die durch den Lemma-Filter aus-
gewihlten Lemmata sowie die Hypothesen und Induktionshypothesen der Se-
quenz. Es ergibt sich dadurch die folgende A-Umgebung:

<P’ E? EC? ZA? Q’ ®7 H7 07 {T}7R07 ®’ St6p5>'

e Weak Simplification: Die durch diese Regel definierte symbolische Auswer-
tung unterscheidet sich von der symbolischen Auswertung mit ,,Simplification
lediglich dahingehend, dass nur nicht-rekursiv definierte Prozeduren ausgewer-
tet werden. Es ergibt sich dann die folgende A-Umgebung;:

<P7 Ela EC» EA» Qv (Z)v Ha (Z), {T},Rm (2)7 St6p8>.

e Normalization: Die ,,Normalization“-Regel schrinkt die symbolische Aus-
wertung dahingehend ein, dass gar keine Prozeduren ausgewertet werden.
Das bedeutet, dass zur symbolischen Auswertung lediglich die Typoperator-
definitionen, die durch den Lemma-Filter ausgewihlten Lemmata sowie die
Hypothesen und Induktionshypothesen der Sequenz verwendet werden. Es er-
gibt sich dadurch die folgende A-Umgebung:

<P7 wv ECa EAa Q7®7H7 ®7 {T}’ROa ®7 5t€p5>'

e Weak Normalization: Die durch diese Regel definierte symbolische Auswer-
tung wertet weder Prozeduren aus, noch werden Lemmata und Induktionshy-
pothesen zur Auswertung der Terme verwendet. Das bedeutet, dass die Regel
lediglich einfache Umformungen durchfiihrt. Es ergibt sich dann die folgende
A-Umgebung:

<Pa (2)7 207 ZA7 ®7 (2)7 H7 (Z)a {T}>RO7 @, St6p8>



Kapitel 15

Der Lemma-Filter

In den Abschnitten 14.3 haben wir den so genannten Lemma-Filter erwéhnt. Beim
Lemma-Filter handelt es sich um eine Heuristik, die fiir die ,,Computed Proof Ru-
les* des HPL-Kalkiils die Menge der zu verwendenden Lemmata bestimmt. Je mehr
Lemmata wihrend einer symbolischen Auswertung zur Verfiigung stehen, desto gro-
Rer ist der Suchraum und desto ineffizienter ist die symbolische Auswertung. Wer-
den jedoch wihrend der symbolischen Auswertung zu wenig Lemmata betrachtet,
so kann der Goal-Term der Sequenz unter Umsténden nur unzureichend ausgewertet
werden. In diesen Fillen sind dann Benutzerinteraktionen zum Beweis der Giiltig-
keit der Sequenz notwendig. Die genaue Festlegung der wihrend der symbolischen
Auswertung zu verwendenden Lemmata ist somit fiir das effektive Arbeiten mit
dem \/eriFun—System von entscheidender Bedeutung.
Wihrend der symbolischen Auswertung des Goal-Terms einer Sequenz

HIH F g (15.1)

wenden wir Lemmata mit Hilfe der Regeln ,, Affirmative assumption®, ,, Negative as-
sumption’ und ,, Assumption replacement’ an. Wir verwenden dabei jedoch nicht die
Lemmata direkt, sondern die Klauseln, die mit den Lemmata assoziiert sind. Hierzu
ermitteln wir fiir ein Literal einer Klausel und den aktuell auszuwertenden Term
einen Matcher und werten dann die entsprechend erzeugten Subgoals symbolisch
aus (siehe Abschnitt 11). Um vor einer symbolischen Auswertung eines Goal-Terms
zu ermitteln, welche Lemmata des aktuellen annotierten Programms fiir die symbo-
lische Auswertung geeignet sind, iiberpriift der Lemma-Filter auf Basis der Proze-
duren der Sequenz des Goal-Terms und der Prozeduren der Klauseln der Lemmata,
ob eine Verwendung der Klauseln durch die Regeln ,, Affirmative assumption‘, ,,Ne-
gative assumption” und ,, Assumption replacement” moglich erscheint. Betrachten
wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 15.1. Sei P das Programm (Dpius, Dninus), Wobei Dpiys und Dyings die
entsprechenden Prozedurdefinitionen aus den Abbildungen 8.2 und 9.1 bezeichnen.
Betrachten wir nun die symbolische Auswertung des Goal-Terms der folgenden Se-
quenz:

{=70(x)},{all y : nat if(plus(pred(x),y)=pred(x), 70(y), true)} (15.2)
if(plus(x,y)=x, 70(y), true). )
Wir gehen davon aus, dass die Giiltigkeit des Lemmas

lemma minus_plus < allx,y,z:nat
if(plus(x,y)=z,minus(z,y)=x, true)

219
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U F  if(plus(x,y)=x,70(y), true) —

if(succ(plus(pred(x),y))=x, 70(y), true) —
if(succ(plus(pred(x),y))=succ(pred(x)), ?0(y), true) —
if(plus(pred(x),y)=pred(x), 70(y), true) —
if(plus(pred(x),y)=pred(x), 70(y), true) —
if(plus(pred(x),y)=pred(x), true, true) —

true

Abbildung 15.1: Symbolische Auswertung des Goal-Terms der Sequenz (15.2) aus
Beispiel 15.1 unter Verwendung der Hypothese und der Induktionshypothese.

bewiesen ist und somit das Lemma bzw. die mit dem Lemma assoziierte Klausel-
menge
{{~(plus(x’,y')=2), minus(z’,y')=x"} }
C

wahrend der symbolischen Auswertung verwendet werden darf. Betrachten wir die
Klausel C und den Goal-Term der Sequenz (15.2) genauer, so stellen wir fest, dass
aufgrund der Tatsache, dass im Goal-Term kein minus-Term enthalten ist, fiir das
Literal

minus(z’,y')=x'

und einen beliebigen Teilterm des Goal-Terms mit Sicherheit kein Matcher berechnet
werden kann. Das bedeutet, eine Verwendung des Lemmas minus plus wihrend
der Auswertung des Goal-Terms ist nur aufgrund des Literals

—(plus(x’,y")=2')

moglich. Eine solche Verwendung wiirde jedoch einen entsprechenden minus-Term
als Subgoal erzeugen. Da jedoch in der Sequenz (15.2) kein minus-Term enthalten
ist, ist eine erfolgreiche Auswertung des entsprechenden Subgoals ohne Verwen-
dung weiterer Lemmata ausgesprochen unwahrscheinlich. Der Lemma-Filter ent-
fernt daher fiir die symbolische Auswertung des Goal-Terms von (15.2) das Lemma,
minus plus aus der Menge der zu verwendenden Lemmata. Wie die Abbildung 15.1
zeigt, ist fiir die symbolische Auswertung des Goal-Terms das Lemma minus plus
tatséchlich nicht erforderlich und der Lemma-Filter hat somit korrekterweise das
Lemma aus der Menge der zu verwendenden Lemmata entfernt. O

Das Beispiel ldsst vermuten, dass die Prozeduren der Sequenz ein geeignetes
Kriterium darstellen, um zu entscheiden, ob die Klauseln bzw. die entsprechenden
Lemmata wihrend der symbolischen Auswertung des Goal-Terms sinnvoll verwen-
det werden kdnnen. Wir definieren daher auf Basis der Prozeduren der aktuellen
Sequenz zwei Klassen von Klauseln und verwenden fiir die symbolische Auswertung
des Goal-Terms einer Sequenz ein Lemma nur dann, falls eine der Klauseln des
Lemmas zu einer der beiden Klassen gehort.

Das Kapitel gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 15.1 definieren wir zunéchst
die beiden Klassen von Klauseln. Anschliefend definieren wir dann auf Basis der
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Dysory = functionmsort(k: list[nat]): list[nat] «
if(7empty(k),
empty
if(?empty(tl(k)),
k,
merge(msort(dis_ev(k)),msort(dis_odd(k)))))

Abbildung 15.2: Prozedurdefinition fiir msort.

beiden Klassen den Lemma-Filter. In Abschnitt 15.2 beschreiben wir, wie mit Hilfe
des Lemma-Filters die Multimenge Q der A-Umgebungen fiir die ,, Computed Proof
Rules* berechnet wird. Abschliefsend illustrieren wir in Abschnitt 15.3 die Aus-
wirkungen des Lemma-Filters auf die symbolischen Auswertungen der ,, Computed
Proof Rules*.

15.1 Definition des Lemma-Filters

Sind alle Prozeduren einer Klausel in der aktuellen Sequenz enthalten, so spricht
nichts gegen die Verwendung der Klausel bzw. des Lemmas wihrend der symbo-
lischen Auswertung des Goal-Terms. Wir bezeichnen solche Klauseln als schwa-
che Klauseln. Schwache Klauseln werden grundsétzlich wihrend der symbolischen
Auswertung des Goal-Terms betrachtet. Sind in einer Klausel gerichtete Gleichun-
gen enthalten, d.h. Literale der Form [=r mit [ >p r und sind in allen Literalen
lit € C\ {l=r} sowie in [ nur Prozeduren enthalten, die in der Sequenz enthalten
sind, so spricht aufgrund der Regel ,, Assumption replacement auch nichts gegen
die Verwendung dieser Klausel. Wir bezeichnen auch solche Klauseln als schwache
Klauseln. Betrachten wir ein Beispiel:

Beispiel 15.2. Sei P das Programm

<Dlist; Dplusa Doccurm Dmergea Ddisiew Ddisiodd7 Dmsort>a

wobei D¢ die Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 und Dpi1ys, Doccurs; Dnerges
Dsis ev, Dais odaa SOWie Dygory die entsprechenden Prozedurdefinitionen aus den
Abbildungen 8.2, 12.1, 11.1 und 15.2 bezeichnen. Betrachten wir die symbolische
Auswertung des Goal-Terms der folgenden Sequenz:

{—7empty(k), ~Tempty(tl(k))}, {ih1,iha} g (15.3)
mit
thy = allmn:nat occurs(n,dis_ev(k))=occurs(n,msort(dis_ev(k))),
thg = allmn:nat occurs(n,dis_odd(k))=occurs(n,msort(dis odd(k)))
und
g = if(n=hd(k),

if(n=hd(t1(k)),
succ(succ(occurs(n,t1(tl(k)))))
=occurs(n,merge(msort(dis_ev(k)),msort(dis_odd(k)))),
succ(occurs(n, t1(tl(k))))
=occurs(n,merge(msort(dis_ev(k)),msort(dis odd(k))))),

if(n=hd(t1l(k)),
succ(occurs(n, t1(tl(k))))
=occurs(n,merge(msort(dis_ev(k)),msort(dis_odd(k)))),
occurs(n, t1(tl(k)))
=occurs(n,merge(msort(dis_ev(k)),msort(dis_odd(k)))))).
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Wir gehen davon aus, dass die Giiltigkeit der folgenden Lemmata durch das System
bereits bewiesen ist:

lemma plus_commutative < all y:nat,x:nat

plus(x, y)=plus(y, x),

lemma occurs merge < all k: list[nat],1: list[nat],n:nat
occurs(n,merge(k,1))=plus(occurs(n, k), occurs(n,l)),

(15.4)
lemma occurs_distribute < all k:list[nat],n:nat
occurs(n, k)=plus(occurs(n,dis_ev(k)),occurs(n,dis_odd(k))).

Wir konnen daher die mit den Lemmata assoziierten Klauseln

{{plus(x’,y")=plus(y’,x')}},
Gy

{{occurs(n’,merge(k’,1"))=plus(occurs(n’, k'), occurs(n’,1'))}},

Cy

{{occurs(n’,k")=plus(occurs(n’,dis_ev(k’)),occurs(n,dis odd(k’)))}}
C3

zur symbolischen Auswertung des Goal-Terms g verwenden, wobei zu beachten ist,
dass die Gleichung in C5 durch >p von links nach rechts gerichtet wird und die
Gleichung in C3 von rechts nach links. Es ist weiter zu beachten, dass jede Klausel
die Prozedur plus enthélt und diese Prozedur nicht in der Sequenz (15.3) enthalten
ist. Fiir die Literale der Klauseln und die Teilterme des Terms g kann daher mit
Sicherheit kein Matcher berechnet werden. Die Klauseln sind daher fiir eine Ver-
wendung durch die Regeln ,, Affirmative assumption und ,,Negative assumption‘
wéhrend der symbolischen Auswertung von g ungeeignet. Da jedoch

occurs(n’,merge(k’,1’)) >p plus(occurs(n’,k’),occurs(n’,1’))

gilt, spricht aufgrund der in der Sequenz enthaltenen Prozeduren nichts gegen einen
Matcher der linken Seite des Literals von Cy und eines Teilterms von g und so-
mit nichts gegen eine Verwendung der Klausel C5 durch die Regel ,,Assumption
replacement”. Da durch eine solche Verwendung der Klausel die Prozedur plus in
den Goal-Term eingefiihrt wird, spricht dann auch nichts mehr gegen eine Verwen-
dung der restlichen Lemmata wihrend der symbolischen Auswertung. Wie die in
Abbildung 15.3 skizzierte symbolische Auswertung zeigt, sind alle Lemmata fiir die
erfolgreiche Auswertung von g erforderlich. O

Zur formalen Definition schwacher Klauseln benétigen wir die folgende Funktion:

proc(lit) = procp(l). falls lit ~ (I=r) und [ =p r,
procp(lit)  sonst.

Schwache Klauseln definieren wir dann wie folgt.

Definition 15.3 (Schwache Klauseln). Sei P ein terminierendes Programm, C
eine Klausel iiber P und F ein Menge von Prozeduren von P. Die Klausel C heifst
schwache Klausel bzgl. F' gdw. fiir alle Literale lit € C gilt procp(lit) C F O

Bezeichnet F' die Menge der Prozeduren der Sequenz (15.3) aus Beispiel 15.2,
so ist allein Klausel C5 eine schwache Klausel bzgl. F.



223

15.1. DEFINITION DES LEMMA-FILTERS

"OpINM JOpUOMIOA NIIYISSTUN)IoMSNY USI[Iomal WIT UOTYeYIjuent) "MzZq [oSNe[3 oYd[em ‘Ue Uaqed Usuolyeyljuent)

"MZ( U[eSne[] UoUuo(pSodue UIoWUIRY UeP Ul oI ‘g ¢ [oldsiog sne (g GT) zuonbog Iop SWIDT -[ROY) $op SUNJIOMSNY OYDISIOqUAS :¢°'qT Sunpliqqy

- onIq -
& o (((1)T2) 12 ‘u)sanooo=(((3)T2) T3 ‘u)sando0
& (D) 12) T3 ‘u)sanooo ‘enaq) 311=(((¥)T3) T2 ‘u)sanodo
(8 q1ux) % “((((1)13)T2)PPO” STP ‘w)sanooo ‘(((¥)T3)ae  sTp ‘u)sanooo)snid=(((¥)13)T2 ‘U)sandd0"
) “((((((2)T3)T3)PPO” STP ‘u)sanooo)oons ‘(((M)T2)ae sTp ‘u)sanooo)sntd=((((¥)T3)T3 ‘u)sanoo0)osons "
5 ((((1)13)T3)PPO” STP ‘u)sanooo)oons ‘((((:)T3)ae sTp ‘u)sanooo)oons)sntd=(((((x)T3)12 ‘u)sandd0)oons)oons
(g yur) 5 “((((4)ppo™ sTp)arxosu ‘u)sanoo0o ‘((((1)T2)ae  sTp ‘u)sandsoo)oons)sntd=(((((f)T2)12 ‘u)sano50)5ons)oons
& “((((4)ppo™ sTp)3raosu ‘u)sanoso ‘((})as” sTp ‘u)sanoso)snd=(((((%)T3)12 ‘u)sInos0)oons)oonSs "
= “(((1)ppo™ sTp)raosw ‘u)sanoo0 ‘(- “((¥)as stTp ‘u)sanooo ‘enxq)zT)snTd=(((((X)T3)T3 ‘u)sano50)oons)oons
(HT ux) 5 “((((;)ppo” stp)3rosu‘u)sanooo ‘(((¥)ae  stp)arxosu ‘u)sanodo)sntd=(((((%)12) )sanoo0)oomns)oons
5 (o ((()ppo” sTp)axosu ‘u)sanooo ‘(((¥)ae sTp)axosuw‘u)sanooo)snid ‘enaa)FzT=(((((1)T2)T2 ‘u)saInoo0)oons)oons
(2 q1ur) — “((((4)ppo™ stp)rxosu‘((x)as stp)rrosu)edreu ‘u)sanodso=(((((f)T1)T2 ‘a)sInd50)oons)oons 4 n

—
-



224 KAPITEL 15. DER LEMMA-FILTER

Dyyp = function app(k: list[@a],1: list[@a]): list[@a] «
if(7empty(k),
1
add(hd(k), app(t1(k),1)))

Dgpar1er = function smaller(n:nat,k:list[nat]):list[nat] <
if(7empty(k),
empty,
if (hd(k)>n,
smaller(n,tl(k)),
add(hd(k), smaller(n, t1(k)))))

Diarger := function larger(n:nat,k: list[nat]):listnat] <
if(7empty(k),
empty,
if(hd(k)>n,
add(hd(k), larger(n, t1(k))),
larger(n,tl(k))))

Dgsore := function gsort(k:list[nat]): list[nat] <«
if(7empty(k),
empty,
app(qsort(smaller(hd(k),t1(k))),
add(hd(k), gsort(larger(hd(k), t1(k))))))

Dypper bouna := function upper_bound(k : list[nat]|,n :nat):bool <«
N if(?empty(k),
true,
if(hd(k)>n,
false,
upper bound(tl(k),n)))

Dioyer bouna = function lower bound(n:nat,k:list[nat]): bool <«
N if(7empty(k),
true,
if(n>hd(k),
false,
lower _bound(n,tl(k))))

Abbildung 15.4: Prozedurdefinitionen fiir app, smaller, larger, gsort,
upper bound und lower bound.
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-
—

U tordered(app(gsort(S), add(hd(k), gsort(L)))) =
if(ordered(app(...,...))
true,
if(ordered(qsort(S)),
if(upper_ bound(gsort(S),hd(k)), @) (mit Cs)
if(lower bound(hd(k), gsort(L)), ordered(qsort(L)), false),
false),
false))
if(ordered(app(...,...))
true,
if(true,
if(upper bound(gsort(S),hd(k)), ®)
if(lower bound(hd(k), gsort(L)), ordered(qsort(L)), false),
false),
false))
if(ordered(app(...,...))
true,
if(upper_ bound(gsort(S),hd(k)), “) (mit Cs)
if(lower bound(hd(k), gsort(L)), ordered(qsort(L)),false),
false))
if(ordered(app(...,...))
true,
if(if (upper_bound(gsort(S),hd(k)), true, upper bound(S,hd(k))), (5) (mit Cy)
if(lower bound(hd(k), gsort(L)), ordered(qsort(L)),false),
false))
if(ordered(app(...,...))
true,
if(if(upper bound(gsort(S),hd(k)),
true, ()
if(upper bound(S,hd(k)), true, true)),
if(lower bound(hd(k),qgsort(L)),ordered(gsort(L)), false),
false))
if(ordered(app(...,...))
true, @ (mit ¢1)
if(lower bound(hd(k),qsort(L)),ordered(qsort(L)), false))
. (8)
if(ordered(app(...,...)), true, true) —
true

Abbildung 15.5: Symbolische Auswertung des Goal-Terms der Sequenz (15.5) aus
Beispiel 15.4. Hierbei haben wir den Term smaller(hd(k),t1(k)) durch S und den
Term larger(hd(k), t1(k)) durch L abgekiirzt. Weiter haben wir die Klauseln bzw.
Induktionshypothesen angegeben, die im jeweiligen Auswertungsschritt verwendet
werden.
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Die ausschliefiliche Verwendung von Lemmata mit schwachen Klauseln wahrend
der symbolischen Auswertung eines Goal-Terms wiirde bedeuten, dass alle Pro-
zeduren, die durch die Verwendung einer Klausel durch die Regeln ,, Affirmative
assumption” und ,, Negative Assumption” in den Goal-Term eingefiihrt werden, be-
reits im Goal-Term vorhanden sein miissen. Abstrakt formuliert bedeutet das, dass
zum Beweis eines Goal-Terms nur , Begriffe” verwendet werden, die bereits im Goal-
Term vorhanden sind. Dass es fiir den Beweis eines Goal-Terms durchaus sinnvoll
ist, neue ,Begriffe in den Goal-Term einzufiithren, zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 15.4. Sei P das Programm

<D1ista Da 9 Dordered7 Dsmallerv Dlar er; D sorty Du er bound Dlower bound>7
PP g q pper__ _

wobei Di;q¢ die entsprechende Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 und Dagg,
Dordereda Dsmallera Dlarger7 Dqsort; Dupperibound sowie Dloweribound die entSPreChen-
den Prozedurdefinitionen aus den Abbildungen 9.3 und 15.4 bezeichnen. Betrachten
wir nun die symbolische Auswertung des Goal-Terms der folgenden Sequenz:

(=20(k)}, {ih1, iha} F g. (15.5)

Hierbei gilt

ithy = ordered(gsort(larger(hd(k),tl(k))))
ithg = ordered(gsort(smaller(hd(k),tl(k))))
und
g = ordered(app(gsort(smaller(hd(k),tl(k))),

add(hd(k), gsort(larger(hd(k), t1(k)))))).

Wir gehen davon aus, dass die Giiltigkeit der folgenden Lemmata durch das System
bereits bewiesen ist:

lemma lower bound gsort < alln:nat,k:list[nat]
if(lower bound(n,k),lower bound(n,gsort(k)),true),

lemma upper bound gsort < alln:nat,k: list[nat]
if(upper bound(n,k),upper bound(n, gsort(k)),true),

lemma larger lower bound < alln:nat,k:list[nat]
lower bound(n, larger(n,k)),

lemma smaller upper bound < all k: list[nat|,n: nat
upper bound(smaller(n,k),n),

lemma ordered_append < allk:list[nat],1:list[nat],n:nat
if(ordered(k),
if(upper bound(k,n),
if (lower_bound(n,1),
if(ordered(1), ordered(app(k, add(n,1))), true),
true),
true),
true).

Die mit diesen Lemmata assoziierten Klauselmengen lauten wie folgt:
{-lower bound(n’,k’),lower bound(n’,qsort(k’))}},
Gy
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{{-upper bound(n’,k’),upper bound(n’,gsort(k’))}},

Cy
{{lower bound(n’,larger(n’,k’))}},
Cs
{{upper_bound(smaller(n’,k’),n")}},
Ca
{{—ordered(x’),
—ordered(1’),

—upper bound(k’,n’),
—lower_ bound(n’,1’),
ordered(app(k’,add(n’,1")))}}

Cs

Mit Hilfe dieser Klauselmengen kann die Giiltigkeit von (15.5) nachgewiesen wer-
den (sieche Abbildung 15.5). Hierbei ist zu beachten, dass alle Klauseln der Klau-
selmengen fiir die symbolische Auswertung erforderlich sind. Da keine der Klauseln
schwach bzgl. der im Goal-Term ¢ enthaltenen Prozeduren ist, folgt, dass die Be-
schrankung der symbolischen Auswertung auf schwache Klauseln den Suchraum zu
stark einschrénkt. O

Wir miissen also fiir eine erfolgreiche symbolische Auswertung eines Goal-Terms
auch Klauseln betrachten, die zusétzliche Prozeduren enthalten. Wir fithren hierzu
die Klasse der starken Klauseln ein.

Definition 15.5 (Starke Klauseln). Sei P ein terminierendes Programm, C' eine
Klausel iiber P und F' ein Menge von Prozeduren. Die Klausel C heifst starke Klausel
bzgl. F gdw. ein Literal lit € C existiert mit |procp(lit)| > 1 und procp(lit) C F.

O

Die Klausel C5 aus Beispiel 15.4 ist eine starke Klausel bzgl. der Prozeduren der
Sequenz des Beispiels. Es ist zu beachten, dass Definition 15.5 Klauseln wie

{~(plus(x’,y")=2'), minus(z’, y')=x'}

aufgrund der Bedingung |procp ()| > 1 explizit ausschlieft. Dadurch verhindern
wir, dass die Klausel in Beispiel 15.1 fiir die Auswertung des Goal-Terms von (15.2)
verwendet wird.

Nachdem wir nun die beiden Klassen von Klauseln eingefiihrt haben, definieren
wir den eigentlichen Lemma-Filter.

Definition 15.6 (Lemma-Filter). Sei P ein Programm, L eine Menge von Lem-
mata iiber P und F' eine Menge von Prozeduren. Die Funktion filtery ist wie folgt
definiert:

filter(L) := {lem € L|3C € Cjem mit C ist schwache oder
starke Klausel bzgl. F'}

Die n-ten Vervollstindigung filterp(n, L) der Menge filterp(L) ist dann gegeben
durch

(1) filterp(0, L) := filterp(L),

(2) .ﬁlteTF (’I’l +1, L) = ﬁlterFUprocp(ﬁlterF (n,L))(L)
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Der Lemma-Filter filtery, ist dann als Vervollstandigung der Menge filtery (L) defi-
niert:
filtery-(L) == U filter(n, L).

neN
O

Bezeichnet F' die Menge aller Prozeduren der aktuellen Sequenz, so stellt Bedin-
gung (1) der Definition der n-ten Vervollstindigung sicher, dass alle Lemmata lem
wahrend der symbolischen Auswertung betrachtet werden, deren assoziierte Klau-
selmenge Cie,, ein schwaches oder starkes Lemma bzgl. F' enthalten. Bedingung
(2) gewiahrleistet, dass die Prozeduren, die durch schwache oder starke Klauseln
eingefilhrt werden, vom Lemma-Filter beriicksichtigt werden. Fiir Beispiel 15.2 gilt
beispielsweise filterp(0,L) = {Cs} und filterx(1,L) = {C1,Cs,C5}, wobei F die
Menge aller Prozeduren der Sequenz (15.3) bezeichnet und L die Menge der im Bei-
spiel definierten Lemmata. Man erkennt, dass erst in der Menge filterp (1, L) die fiir
eine vollstindige Auswertung relevanten Klauseln enthalten sind. In Beispiel 15.4
wiirde ohne Bedingung (2) der Lemma-Filter lediglich das Lemma ordered append
als relevant erkennen. Dieses Lemma reicht jedoch fiir die vollsténdige symbolische
Auswertung des Goal-Terms von (15.5) nicht aus. Durch Bedingung (2) werden auch
die anderen Lemmata des Beispiels 15.4 als relevant erkannt.

15.2 Berechnung der Multimenge O

Im Folgenden bezeichnet Lt die Menge der Transitivitidtslemmata des aktuellen an-
notierten Programms, die durch das \@riFun—System bereits verifiziert sind. Weiter
bezeichnet L die Menge aller verifizierten Lemmata lem mit lem ¢ Lp. Die Multi-
menge Q der A-Umgebungen der ,,Computed Proof Rules* aus Abschnitt 14.3 zur
Auswertung des Goal-Terms der Sequenz

H IHFg
wird mit Hilfe des Lemma-Filters wie folgt berechnet:
Q ={lxih|ihe€eIH} U

{2*q| (lemma lem < q) € filtery,(L)} U
{depthmax * ¢ | (Lemma lem < q) € Ly}

Hierbei bezeichnet F' die Menge der Prozeduren der Sequenz.

15.3 Wiederholte symbolische Auswertung

Betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 15.7. Sei P das Programm aus Beispiel 15.4. Wir betrachten diesmal die
symbolische Auswertung der Sequenz

{-70(x)},
{ordered(gsort(larger(hd(k), t1(k)))),
ordered(gsort(smaller(hd(k),tl(k))))} (15.6)
}_
ordered(gsort(k)),

Wir gehen wieder davon, dass die Giiltigkeit der Lemmata aus Beispiel 15.4 bereits
durch das System bewiesen wurde. Fiir die Sequenz (15.6) ergibt sich dann fiir die
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U F ordered(gsort(k)) —

ordered(if(7empty(k),
empty,
ordered(app(gsort(smaller(hd(k), t1(k))), -
add(hd(k), gsort(larger(hd(k), t1(k)))))))

ordered(if(false,
empty,
ordered(app(gsort(smaller(hd(k), t1l(k))), -
add(hd(k), gsort(larger(hd(k), t1(k)))))))

ordered(app(gsort(smaller(hd(k), tl(k))),
add(hd(k), gsort(larger(hd(k), t1(k))))))

Abbildung 15.6: Symbolische Auswertung des Goal-Terms der Sequenz (15.6) aus
Beispiel 15.7 unter Verwendung der Hypothese und der Induktionshypothesen.

Verwendung durch die ,,Computed Proof Rules* die folgende Multimenge:

{1 % ordered(gsort(larger(hd(k), t1(k)))),
1 % ordered(gsort(smaller(hd(k),t1l(k))))}.

Das bedeutet, dass wir zur symbolischen Auswertung des Goal-Terms von (15.6)
keines der Lemmata aus Beispiel 15.4 verwenden. Die entsprechende symbolische
Auswertung mit Hilfe der ,,Simplification“-Regel ist in Abbildung 15.6 dargestellt.
Als Ergebnis der ,,Simplification“-Regel ergibt sich somit die Sequenz (15.5) aus
Beispiel 15.4. Fiir diese Sequenz berechnet sich dann die folgende Multimenge fiir
die ,,Computed Proof Rules®:

{1 % ordered(gsort(larger(hd(k), t1(k)))),
1 x ordered(gsort(smaller(hd(k),t1l(k)))),

2xalln:nat,k:list[nat] if(lower bound(n,k),...,true),
2xalln:nat,k:list[nat] if(upper bound(n,k),...,true), (15.7)

2xalln:nat,k:list[nat] lower bound(n,larger(n,k)),
2*all n:nat,k: list[nat] upper bound(smaller(n,k),n),

2xallk,1:list[nat]|,n: nat if(ordered(k),...,true)}.

Das bedeutet, dass wir zur symbolischen Auswertung des Goal-Terms der Se-
quenz (15.5) die Lemmata verwenden diirfen. Wie wir in Beispiel 15.4 bereits be-
schrieben haben, wertet die entsprechende symbolische Auswertung den Goal-Term
der Sequenz zu true aus, womit wir insgesamt die Sequenz 15.6 verifiziert haben.
Wiirden wir den Goal-Term der Sequenz (15.6) mit Hilfe der Multimenge (15.7)
auswerten, so wiirde sich die Sequenz durch diese Auswertung direkt zu true ver-
einfachen. O

Wie das Beispiel zeigt, kann es aufgrund des Lemma-Filters notwendig sein, die
, Computed Proof Rules" wiederholt auf Sequenzen anzuwenden, um die entsprechen-
den Goal-Terme vollstandig symbolisch auszuwerten. Diese wiederholte Anwendung
der ,,Computed Proof Rules* ist durchaus sinnvoll, da so jede der Sequenzen mit ei-
ner passenden Multimenge Q ausgewertet wird. Insgesamt ergeben sich dadurch
effizientere symbolische Auswertungen, als wenn die Sequenzen ohne Beriicksich-
tung des Lemma-Filters mit Hilfe aller verifizierten Lemmata ausgewertet wiirden.
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Es ist zu beachten, dass fiir die wiederholte Anwendung der ,, Computed Proof Rules
keine Benutzerinteraktionen notwendig sind, da veriFun mit Hilfe der , Next-Rule-
Heuristic automatisch nach Anwendung einer ,, Computed Proof Rule* wieder eine
, Computed Proof Rule anwendet, sofern dies mdoglich ist.



Kapitel 16

Weitere Forschung und
Schlussbemerkung

Wir haben in dieser Arbeit die vom \@riFun—System verwendete Programmierspra-
che sowie die Sperzifikationssprache formal definiert und eine vollstindige Beschrei-
bung des symbolischen Auswertungskalkiils angegeben. Hierbei haben wir insbeson-
dere die Heuristiken zur Auswertung von Prozeduraufrufen und zur Anwendung von
Klauseln ausfiihrlich motiviert. Weiter haben wir den fiir das \@riFun—System ent-
wickelten Lemma-Filter zur Ansteuerung der symbolischen Auswertung definiert.
Damit stellt die vorliegende Arbeit eine vollstindige Beschreibung der Beweiskom-
ponenten des \/eriFun—Systems dar und dient damit als Basis fiir alle zukiinftigen
Erweiterungen des Systems.

Wir wollen nun in diesem abschliefenden Kapitel kurz den Einsatz des veriFun-
System am Fachgebiet Programmiermethodik der Technischen Universitét Darm-
stadt beschreiben (Abschnitt 16.1) und Statistiken zu den berechneten Fallstudien
angeben (Abschnitt 16.2). Anschliefend gehen wir auf vergleichbare Arbeiten ein
(Abschnitt 16.3) und stellen abschlieffend aktuelle Erweiterungen sowie mogliche
zukiinftige Erweiterungen des veriFun-Systems vor (Abschnitt 16.4).

16.1 Einsatz in der Lehre und der Forschung

Das System wird in der halbjihrlich stattfindenden Lehrveranstaltung ,Praktikum
Programmverifikation verwendet, um Studenten im Hauptstudium in die Pro-
grammverifikation einzufiihren. In der ersten Praktikumsstunde wird den Studenten
eine kurze Einfiihrung in das \@riFun—System gegeben. Das System und die zuge-
horige Dokumentation [52] und [51] ist 6ffentlich iiber das Internet und damit auch
fiir die Studenten verfiigbar

Zunidchst wird jede Woche per E-mail eine neue Verifikationsaufgabe an die
Studenten verschickt. Diese Verifikationsaufgaben bestehen aus dem Nachweis der
Korrektheit einer Reihe, den Studenten wohlbekannter, Sortierverfahren: Insertion-
Sort, Merge-Sort, Bubble-Sort, Minimum-Sort, Quick-Sort, Tree-Sort und Heap-
Sort. Hierbei steigt die Komplexitét der Verifikationsaufgaben jede Woche. Ins-
besondere die abschliefende Verifikation des Heap-Sort-Verfahrens ist nicht trivial.

Nachdem die Studenten diesen Teil des Praktikums erfolgreich abgeschlossen
haben, werden sie in Gruppen eingeteilt und jede der Gruppen muss eine eigene
nicht-triviale Verifikationsaufgabe 16sen. Hierbei ist zu erwéhnen, dass die gestell-
ten Verifikationsaufgaben — im Gegensatz zur Verifikation der Sortierverfahren im
ersten Teil des Praktikums — von den Veranstaltern des Praktikums nicht im Vor-
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hinein bearbeitet und gel6st wurden. Die Studenten sind somit im Wesentlichen auf
sich selbst gestellt und die Veranstalter konnen nur noch eine beratende Funktion
einnehmen. Dieser Teil des Praktikums stellt deshalb fiir die Studenten eine grofie
Herausforderung dar. Nichts desto trotz wurden seit der ersten Verwendung des
veriFun-Systems im Winter 2001 /02 im Laufe der Zeit von den Studenten unter
anderem die folgenden Verifikationsaufgaben erfolgreich gelGst:

e Unentscheidbarkeit des Halteproblems

e Korrektheit einer Implementierung von AVL-Baumen

Korrektheit des RSA-Verschliisselungsverfahrens

Korrektheit und Vollstdndigkeit eines einfachen Matching-Algorithmus

Korrektheit und Vollstédndigkeit eines regelbasierten Unifikations-Algorithmus

Korrektheit und Vollstdndigkeit des Robinsion-Unifikations-Algorithmus

e Korrektheit und Vollstandigkeit eines ,,recursive descent” Parsers

Korrektheit des Boyer-Moore String-Search Verfahrens

Der Erfolg des Praktikums ist im Wesentlichen auf die einfache Logik des
\@riFun—Systems und die benutzerfreundliche Oberfliche zuriickzufiihren. Sie er-
moglichen den Studenten einen ausgesprochen schnellen Einstieg in das Arbeiten
mit dem System. Die Studenten kénnen sich von der ,ersten Stunde“ an mit Ve-
rifikationsaufgaben beschiftigen und miissen nicht lange in das System eingefiihrt
werden. Die geringe Anzahl der Beweisregeln des HPL-Kalkiils (sieche Kapitel 2) er-
moglicht es weiterhin, dass die Studenten den Beweiskalkiil relativ schnell vollstin-
dig verstehen. Insbesondere kénnen die Studenten die Beweisregeln durch einfaches
Ausprobieren entsprechend Testen und so ,spielerisch den Umgang mit dem System
und den Beweisregeln lernen. Die Méichtigkeit der symbolischen Auswertung und
damit die Méachtigkeit der ,,Computed Proof Rules* des HPL-Kalkiils reduzieren die
Anzahl der Benutzerinteraktionen und verschaffen somit den Studenten ein schnelles
Erfolgserlebnis. Die erfolgreiche Bearbeitung der abschliefenden nicht-trivialen Be-
weisaufgaben durch die Studenten zeigt schlieflich, dass das \/eriFun—System sehr
gut fiir eine praktische Einfiilhrung in die Programmverifikation geeignet ist. Ein
ausfiihrlicher Bericht {iber das Praktikum und die damit gesammelten Erfahrungen
ist in [58] zu finden.

Neben dem Einsatz in der Lehre wurde veriFun am Fachgebiet intern fiir For-
schungsaufgaben eingesetzt. So wurden beispielsweise mit Hilfe des Systems die
folgenden Fallstudien verifiziert:

e Korrektheit der bindren Suche [54]

o Korrektheit des Fundamentalsatz der Arithmetik [53]

e Korrektheit eines Codegenerators fiir eine einfache imperative Sprache [55]

Durch den Einsatz sowohl in der Lehre als auch in der Forschung zeigt sich, dass
die Einfachheit des \/eriFun—Systems einen schnellen Einstieg in die Programmve-

rifikation ermdglicht, ohne sich dabei auf triviale Verifikationsaufgaben beschrinken
zu miissen. Damit hat das \@riFun—System seine Zielsetzung erfolgreich erfiillt.
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16.2 Statistiken der Fallstudien

Um den Automatisierungsgrad und damit die Méachtigkeit des \/eriFun—Systems zu
illustrieren, geben wir in den Abbildungen 16.1-16.8 Statistiken zu den bearbeiteten
Fallstudien an. Fiir jede der in Abschnitt 16.1 genannten Fallstudie ist die Ausgabe
des Statistics Viewers des \/eriFun—Systems dargestellt. Um die Ausgabe des Sta-
tistics Viewers nachvollziehen zu kénnen, beschreiben wir kurz die Bedeutung der
einzelnen Tabellen:

e Die obere linke Tabelle des Statistics Viewers gibt einen Uberblick dariiber,
wieviele Datenstrukturen, Prozeduren und Lemmata fiir eine Fallstudie for-
muliert werden mussten. Fiir Prozeduren bzw. Lemmata wird zwischen benut-
zerdefinierten Prozeduren bzw. Lemmata ( Verified Procedures bzw. Verified
Lemmas) und systemgenerierten Prozeduren bzw. Lemmata (System Genera-
ted Procedures bzw. System Generated Lemmas) unterschieden.

e Die obere rechte Tabelle gibt einen Uberblick iiber die symbolischen Aus-
wertungen der Fallstudie. Die erste Zeile (GMA = Generated Main Nodes)
gibt die Summe der Lingen der in der Fallstudie berechneten symbolischen
Auswertungen an. Die zweite Zeile benennt das Lemma mit der lingsten sym-
bolischen Auswertung und gibt die Lénge dieser symbolischen Auswertung
an. Die dritte Zeile (SRA = Successful Rule Applications) gibt an, wieviele
Regelanwendungen des iiberarbeiteten (Definition 14.2) und des erweiterten
Auswertungskalkiils (Definition 14.4) notwendig waren, um die symbolischen
Auswertungen der Fallstudie zu berechnen. Die letzte Zeile gibt an, wieviel
Zeit fiir die Berechnung der symbolischen Auswertungen benétigt wurde.

e Die Tabelle in der Mitte gibt einen Uberblick iiber die angewendeten HPL-
Regeln und ist somit zur Beurteilung des Automatisierungsgrads und der ver-
wendeten Heuristiken des Systems besonders interessant. Fiir jede HPL-Regel
wird angegeben, wie haufig sie angewendet wurde. Hierbei werden die Anwen-
dungen in interaktive und automatische Anwendungen aufgeteilt. Es ist zu
beachten, dass nur die interaktiven Regelanwendungen durch den Benutzer
des Systems initiiert wurden. Die automatischen Anwendungen wurden durch
die Nezxt-Rule-Heuristic des \/eriFun—Systems automatisch berechnet und be-
durften keiner Benutzerinteraktion. Besonders interessant ist die letzte Spalte
der letzten Zeile der Tabelle. Hier wird der Prozentsatz der automatischen
Regelanwendungen angezeigt. Je hoher dieser Wert ist desto besser ist der
Automatisierungsgrad des veriFun-Systems.

e Die untere Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Terminierungsbeweise der
benutzerdefinierten Prozeduren. Da Terminierungsbeweise nicht Inhalt dieser
Arbeit sind, ist diese Tabelle fiir uns uninteressant.

Die Fallstudien wurde mit der Version 3.1 des \/eriFun—Systems, einer Weiter-
entwicklung des in dieser Arbeit beschrieben Systems, auf einem Pentium 4 mit
einer Taktfrequenz von 2.2 GHz und 1 GB Hauptspeicher bearbeitet. Die Version
3.1 unterscheidet sich von der in dieser Arbeit beschriebenen Version im wesentli-
chen durch die folgenden Punkte:

e Der Auswertungskalkiil wurde um Kiirzungsregeln erweitert (siehe Abschnitt
16.4). Diese Kiirzungsregeln ermdoglichen zusétzliche symbolische Auswertun-
gen.

e Die , Execute“-Regeln des Auswertungskalkiils wurden so modifiziert, dass die
Auswertung des Exception-Guards unnétig wird. Durch diese Anderungen
wird der Auswertungskalkiil geringfiigig effizienter.
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Die Fallstudien bzgl. des Halteproblems, der AVL-Bdume und des RSA-Ver-
schliisselungsverfahrens wurden mit der Version 2.5.6 des \/eriFun—Systems bear-
beitet und noch nicht auf die aktuelle Version des Systems {ibertragen. Aufgrund
der erheblichen Modifikationen von Version 2.5.6 zu Version 3.1 sind die Statistiken
der Version 2.5.6 nicht mehr aussagekriftig. Wir verzichten daher auf die Statistiken
dieser Fallstudien.

16.3 Vergleiche zu anderen Arbeiten

Der wohl bekannteste und erfolgreichste Induktionsbeweiser ist ACL2 [27] (bzw.
sein Vorgénger NQTHM [10]). Programme und Lemmata werden in ACL2 durch
LISP-Ausdriicke spezifiziert. Nach der Spezifikation eines Lemmas kann der Benut-
zer ACL2 veranlassen, die Giiltigkeit des Lemmas nachzuweisen. Einfluss auf den
Nachweis der Giiltigkeit hat der Benutzer nur durch die Definition so genannter Hin-
ts. Durch Hints kann der Benutzer festlegen, welche anderen Lemmata, Gleichungen,
etc. zum Beweis des aktuellen Lemmas verwendet werden diirfen. Die Definition von
Hints ist jedoch nur zu Beginn des Beweises des Lemmas moglich. Wahrend des Be-
weises hat der Benutzer keine Einflussmoglichkeiten mehr. Schlagt der Beweis fehl,
dann muss der Benutzer seine Hints modifizieren und den Beweis erneut starten.
Zur Modifikation der Hints muss er die Ausgabe, des gescheiterten Beweises analy-
sieren. Bei dieser Ausgabe handelt es sich um eine Art ,handschriftlichen Beweis.
Die Stérke von ACL2 liegt in der hohen Beweisautomatisierung. Viele Lemmata
konnen vollautomatisch bewiesen werden. Nachteile von ACL2 sind die mangelnde
Interaktion mit dem Benutzer und die hohe Komplexitdt. ACL2 versucht immer ein
Lemma vollautomatisch zu beweisen. Schldgt dies fehl, so werden alle Zwischener-
gebnisse verworfen. Anschliefend muss der Benutzer seine Hints modifizieren. Um
dies erfolgreich zu tun, muss der Benutzer das ACL2-System sehr genau verstanden
haben. Ein weiterer Nachteil von ACL2 ist die Ausgabe des Beweises in Form eines
yhandschriftlichen Beweises. Diese Ausgabe ist zur Beweisanalyse eines gescheiter-
ten Beweises ausgesprochen uniibersichtlich.

Neben ACL2 haben auferdem die taktikbasierten bzw. generischen Theorembe-
weiser wie Isabelle [35] und PVS [34] weite Verbreitung gefunden. Diese Theorem-
beweiser zeichnen sich insbesondere durch eine hohe Flexibilitéit aus. Basierend auf
einigen wenigen Beweisregeln (Basistaktiken) wird dem Benutzer durch eine Steu-
ersprache die Definition eigener Taktiken ermdglicht. Der Vorteil dieser Flexibilitét
ist, dass es dem Benutzer ermoglicht wird den Theorembeweiser fiir Themenge-
biete wie beispielsweise Zahlentheorie, Mengentheorie, Induktionsbeweise, etc. zu
spezialisieren. Der Beweis eines Lemmas in einem taktikbasierten Theorembeweiser
erfolgt typischerweise wie folgt: Auf die initiale Beweisverpflichtung wird durch den
Benutzer eine Taktik angewendet. Diese Taktik erzeugt neue Beweisverpflichtungen,
auf die der Benutzer wieder Taktiken anwenden kann. Dieses Interaktionsverhalten
erhoht die Transparenz des Beweises enorm im Vergleich zu ACL2. Der Nachteil
taktikbasierter Theorembeweiser ist, dass sie zundchst einmal eine geringe Beweis-
automatisierung besitzen und somit viele Benutzerinteraktionen erforderlich sind.
Dieser Nachteil wird dadurch reduziert, dass es fiir viele Themengebiete freiverfiig-
bare Taktikbibliotheken gibt. Ein weiterer Nachteil taktikbasierter Theorembewei-
ser ist, dass die zugrunde liegende Logik komplex ist und somit eine entsprechend
hohe Einarbeitungszeit vom Benutzer erforderlich ist.

VeriFun verbindet das gute Interaktionsverhalten taktikbasierter Theorembe-
weiser mit der hohen Beweisautomatisierung von ACL2. Hierzu sind die Heuristiken
zur Steuerung des symbolischen Auswerters von besonderer Bedeutung. Sie legen
fest, wie weit ein Term ausgewertet wird und wann ein Term dem Benutzer zur
erneuten Analyse zuriickgeliefert wird. AuRerdem ist die dem veriFun-System zu-
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I, Statistics Viewer, "matching.vf*

Program Elements Sum Symbolic Evaluation |
Ciata Structures 7 Ghdhl 3055
werified Procedures 14 "match is mostge... 186
System Generated Proce... 14 SRA 19329
werified Lemmas 21 SRAMGKN 5.5
System Generated Lemmas 0 SRASEC 692.9
Total 56 Time [hh:mm:ss] 0:00:28
Proof Rules | Total |Interactive| % |Aut0mated| %
Simplification 108 0 0 108 100
YWeak Simplification ] ] ] ] ]
Mormalization 1 0 0 1 100
Weak Mormalization 0 0 0 0 0
Inconsistency 0 - - 0 0
Case Analysis 4 4 100 - -
lse Lemma 5 2 333 4 G667
Unfold Procedure 3 3 100 - -
Apply Equation 5] 2 40 3 G0
Purge 0 0 0 0 0
Induction 22 1 4.5 21 955
Insert Induction Hypotheses 0 0 0 - -
Insert Hypotheses 2 2 100 0 0
Move Hypotheses 2 ] ] 2 100
Cielete Hypotheses 1 0 0 1 100
Set Control 0 0 0 - -
Total 152 14 9.2 138 Q0.5
Termination | Total | Interactive | g | Automated | Y
WMeasure Terms 13 ] a 13 100
| Close

235

Abbildung 16.1: Ausgabe des Statistics Viewer fiir die Fallstudie ,Einfaches Mat-

ching.

I, Statistics Viewer "Rule-Based_Unification. v

Program Elements | Sum Symbolic Evaluation |
Data Structures 4 GhiM 27284
Wetified Procedures 24 "(iwe (T DT ply = a14
Systermn Generated Procedures 27 SRA 147347
Vetified Lemmas 21 SRAMGHMMN 5.4
Systerm Generated Lemmas 0 SRAzec 4743
Total 138 Time [hh:mm:ss] 00511
Proof Rules | Taotal | Interactive | % |Aut0mated| %
Simplification ¥B7 1 0.1 il 99.9
Weak Simplification g 1] 1] g 100
Mormalization 14 1 7.1 13 9249
‘Weak Normalization 1 1 100 0 0
Inconsistency i} - - i} 100
Case Analysis 2 2 100 - -
Use Lemma 11 g 545 ] 455
Unfold Procedure 12 12 100 - -
Apply Equation 33 10 303 23 6.7
Furge 1 1 100 0 0
Induction 61 3 4.8 58 95.1
Insert Induction Hypotheses 0 0 0 - -
Insert Hypotheses 1] 1] 1] 1] 1]
Move Hypotheses 2 0 0 2 100
Delete Hypotheses 1 0 0 1 100
Total 916 37 4 874 95
Termination | Total | Interactive | % | Automated | %
Measure Terms 22 [} 273 16 727

Close

Abbildung 16.2: Ausgabe des Statistics Viewer fiir die Fallstudie ,,Regelbasierte

Unifikation®.
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I, Statistics Viewer, “Robinson_Unification. v
FProgram Elements | Sum Symbolic Evaluation |
Drata Structures G GMMN 20979
Yetified Procedures 19 "R 402
Systern Generated Procedures 21 SRA 118333
Verified Lermas 99 SRAMGHMMN 5.6
Systern Generated Lemmas 1] SRAzer 71.4
Total 145 Time [hh:mm:ss] 0:27:37
Proof Rules | Taotal | Interactive | % |Aut0mated| %
Simplification 627 a a 627 100
YWeak Simplification T 1] 1] T 100
MNarmalization 22 3 13.6 19 86.4
‘Weak Normalization 7 7 100 0 0
Inconsistency 14 - - 14 100
Case Analysis 2 2 100 - -
Use Lemma 50 42 24 2 16
Unfald Procedure 10 10 100 - -
Apply Equation a4 34 a7.6 25 424
Purge 0 0 0 0 0
Induction 63 3 4.4 65 956
Inzert Induction Hypotheses 0 0 0 - -
Insert Hypatheses 4 4 100 0 0
Move Hypotheses 4 1] 1] 4 100
Delete Hypotheses 4 1 25 3 75
Total ars8 106 121 Tr arsy
Termination | Total | Interactive | % | Automated | %
Measure Terms 16 4} 375 10 62.5
Abbildung 16.3: Ausgabe des Statistics Viewer fiir die Fallstudie ,,Robinson-
Unifikation®.

F, Statistics Viewer "rda. v

Program Elements | Sum Symbaolic Evaluation |
Data Structures 4 G 4456
werified Procedures g "rda is complete 5. 522
System Generated Proce... 5] SRA 33179
werified Lemmas i} SRAGHKN T4
System Generated Lemmas 0 SRASEC 524.3
Tatal 22 Time [hh:mm:s3] 0:01:03
Proof Rules | Total |interactive] % |Automated %
Simplification B3 1] 1] B3 100
Weak Simplification 1] 1] 1] 1] 1]
Hormalization 0 0 0 0 0
Weak Mormalization o] o] o] o] o]
Inconsistency 1] - - 1] 1]
Case Analysis 4 4 100 - -
Use Lemma 15 14 933 1 6.7
Unfold Procedure o] o] 100 - -
Apply Equation 3 1] 1] 3 100
Purge ] ] ] ] ]
Induction 7 o] o] 7 100
Insert Induction Hypotheses ] ] ] - -
Insert Hypotheses 1 1 100 ] ]
Maove Hypotheses 1] 1] 1] 1] 1]
Delete Hypotheses 1] 1] 1] 1] 1]
SEt Control 1] 1] 1] - -
Tatal 95 24 24.5 74 75.5
Termination Total | Interactive % Automated | %
Measure Terms ] 0 a il 100
Close

Abbildung 16.4: Ausgabe des Statistics Viewer fiir die Fallstudie ,,Recursive De-

scent Parser.




F, Statistics Yiewer "B

16.3. VERGLEICHE ZU ANDEREN ARBEITEN

ast_String_Search.vf"
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Program Elements | Sum Symbolic Evaluation |
Data Structures 1 GhiM TO6E6
Vetified Procedures 16 "deltal lemma" a
Systermn Generated Procedures 21 SRA 2306
Vetified Lemmas 49 SRAMGHMMN T4
Systerm Generated Lemmas 4 SRAzec 141.9
Total 91 Time [hh:mm:ss] 0:06:08
Proof Rules | Taotal | Interactive | % |Aut0mated| %
Simplification 165 0 0 165 100
Weak Simplification 2 1] 1] 2 100
Mormalization 7 0 0 7 100
‘Weak Normalization 0 0 0 0 0
Inconsistency 0 - - 0 0
Case Analysis 2 2 100 - -
Use Lemma 26 17 65,4 9 246
Unfold Procedure 14 14 100 - -
Apply Equation 16 4 25 12 74
Furge 0 0 0 0 0
Induction 43 0 0 43 100
Insert Induction Hypotheses 0 0 0 - -
Insert Hypotheses 1 1 100 1] 1]
Move Hypotheses 4 1 25 3 Th
Delete Hypotheses 3 0 0 3 100
Total 288 39 13.5 249 86.5
Termination | Total | Interactive | % | Automated | %
Measure Terms 21 1 4.8 20 95.2

Abbildung 16.5: Ausgabe des Statistics Viewer fiir die Fallstudie ,Boyer-Moore
String-Search®.

I, Statistics Viewer “hinseanch. v

Program Elements | Sum Symbolic Evaluation |
Data Structures 1 GhiM ra
Yerified Procedures 14 "in.partition_lower_bou.. 266
Systermn Generated Procedures 17 SRA 214812
Yerified Lermas i) SRAGHMMN a7
Systermn Generated Lemmas K} SRASeC 201.8
Total 70 Time [hhmm:ss] 0:01:46
Froof Rules | Total | Interactive | % |Aut0mated| %
Simplification 124 0 0 124 100
Weak Simplification 4 0 0 4 100
Maormalization 4 0 0 4 100
Weak Normalization 1] 1] 1] 1] 1]
Inconsistency 1 - - 1 100
Case Analysis 1 1 100 - -
Use Lemma 13 10 769 3 231
Unfold Procedure 1 1 100 -
Apply Equation a 0 0 a 100
Furge 0 0 0 0 0
Induction a7 1] 1] a7 100
Insert Induction Hypotheses 0 0 0 - -
Inzert Hypatheses 1 1 100 0 0
Move Hypotheses 4 0 0 4 100
Delete Hypotheses 3 0 0 3 100
Total 201 13 6.5 188 335
Termination | Tatal | Interactive | % | Autarmated | %
Measure Terms 14 3 20 12 a0

Abbildung 16.6: Ausgabe des Statistics Viewer fiir die Fallstudie ,Bindre Suche.
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F, Statistics Viewer "BM-UniquePrimeFactorization. v

FProgram Elements | Sum Symbolic Evaluation |
Drata Structures 1 GMMN 4671
Yerified Procedures 16 "god_remainder” 246
Systern Generated Procedures 22 SRA 27851
Verified Lermas 67 SRAMGHMMN 449
Systermn Generated Lemmas ] SRAZer 415.2
Total 111 Time [hh:mm:ss] 0:01:07
Proof Rules | Taotal | Interactive | % |Aut0mated| %
Simplification 239 1] 1] 239 100
YWeak Simplification il 1] 1] il 100
Marmalization B 0 0 B 100
‘Weak Normalization 0 0 0 0 0
Inconsistency B - - B 100
Case Analysis 9 9 100 - -
Use Lemma 17 11 64.7 4] 363
Unfald Procedure 11 11 100 - -
Apply Equation 20 10 a0 10 a0
Purge 0 0 0 0 0
Induction 60 4 6.7 56 93.3
Inzert Induction Hypotheses 0 0 0 - -
Insert Hypatheses 1 1 100 0 0
Move Hypotheses T 2 286 il T1.4
Delete Hypotheses 4 a a 4 100
Total 385 45 12.5 337 87.5
Termination | Total | Interactive | % | Automated | %
Measure Terms 17 0 1} 17 100

Abbildung 16.7: Ausgabe des Statistics Viewer fiir die Fallstudie ,,Fundamental-

satz der Arithmetik®.

F, Statistics Viewer, "while-code. v

Frogram Elements | Sum Symbolic Evaluation |
Data Structures 11 GhiM 36592
Warified Procedures | "exec_monotone" 1791
Systermn Generated Procedures 22 SRA 357512
Vetified Lemmas jali] SRAMGHMMN 9.8
Systermn Generated Lemmas 1 SRAzec 6a.7
Total 111 Time [hh:mm:ss] 1:30:44
Proof Rules | Taotal | Interactive | % |Aut0mated| %
Simplification 325 ] ] 325 100
Weak Simplification 14 0 0 14 100
Mormalization 12 a a 12 100
‘Weak Normalization 0 0 0 0 0
Inconsistency 0 - - 0 0
Case Analysis 10 10 100 - -
Use Lemma a4 a0 92.6 4 7.4
Unfold Procedure 26 26 100 - -
Apply Equation 23 14 G609 9 381
Purge 0 0 0 0 0
Induction 45 0 0 45 100
Insert Induction Hypotheses 1 1 100 - -
Insert Hypotheses 1] 1] 1] 1] 1]
Maove Hypotheses 2 1] 1] 2 100
Delete Hypotheses 1 0 0 1 100
Total 513 101 19.7 412 80.3
Termination | Total | Interactive | % | Automated | %
Measure Terms 18 2 11.1 16 8.9

Abbildung 16.8: Ausgabe des Statistics Viewer fiir die Fallstudie ,;,Codegenerator

fiir eine einfache imperative Sprache®.




16.4. ERWEITERUNGEN 239

grunde liegende Logik deutlich einfacher, als die Logiken von ACL2, Isabelle oder
PVS. veriFun basiert auf einer first-order logic, die um Regeln fiir Induktionsbe-
weise erweitert, ist. ACL2, Isabelle und PVS basieren auf higher-order logics. Durch
die einfachere Logik ist der Einstieg in veriFun deutlich einfacher als in diese Sy-
steme. Nachteil der einfacheren Logik ist, dass die Fallstudien, die aktuelle mit
veriFun bearbeitet werden koénnen, noch nicht an die durch ACL2, Isabelle oder
PVS bearbeiteten Fallstudien heranreichen.

Eine fiir Induktionsbeweise ausgesprochen erfolgreiche Heuristik ist das so ge-
nannte Rippling [13], [25]. Hier werden die Unterschiede zwischen Induktionskon-
klusion und Induktionshypothese explizit in der Induktionskonklusion markiert und
nur dann Ersetzungsregeln angewendet, wenn der Unterschied zwischen Induktions-
konklusion und Induktionshypothese aus der Konklusion rausgeschoben oder in eine
frei Variable verschoben werden kann. Das Ziel von Rippling ist somit mit dem Ziel
der Auswertungsregel ,, Ezecute prodedure call (recursive cases) unseres Auswer-
tungskalkiils vergleichbar, wobei Rippling nicht nur die Auswertungen von Proze-
duren steuert, sondern generell die Anwendung von Ersetzungsregeln. Die Stérke
von Rippling ist, dass es eine sehr zielgerichtete Methode ist und nur ein kleiner
Suchraum fiir die Beweissuche abgearbeitet werden muss. Rippling wird unter an-
derem in den Beweissystemen INKA [9] und OYSTER/CLAM [12] verwendet.

16.4 Erweiterungen

Trotz des Erfolgs des \/eriFun—Systems in der Lehre und der internen Verwendung
am Fachgebiet hat das System natiirlich auch seine Schwichen. Um einige dieser
Schwéchen zu beseitigen, sind zur Zeit die folgenden Erweiterungen des Systems in
Bearbeitung;:

(1) Da die Stérke und Eleganz des funktionalen Programmierens zu einem grofien
Teil durch die Verwendung von ,,higher-order” Funktionen entsteht, ist es sinn-
voll, die Programmiersprache £ entsprechend zu erweitern. Diese Erweiterung
der Sprache macht eine Modifikation des HPL-Kalkiils, des Auswertungskal-
kiils sowie der Terminierungsanalyse erforderlich. Die Modifikationen und ihre
Implementierung sind in [5] beschrieben.

(2) Axiomatische Spezifikationen ermdglichen es, Funktionen axiomatisch zu be-
schreiben und dann Aussagen iiber diese Funktionen auf Basis der Axiome
zu beweisen. Es konnen dann allgemeine Aussagen iiber Gruppen, Ringe, etc.
formuliert und bewiesen werden. Die Definition und Implementierung axio-
matischer Spezifikationen fiir veriFun ist in [29] beschrieben.

(3) Fiir veriFun existierte bisher lediglich ein bindres Speicherformat, welches
insbesondere den Nachteil hat, dass die Dateien verschiedener veriFun-Ver-
sionen inkompatibel sind. Es war daher bislang notwendig, bei Ubertragung
der Fallstudien auf eine neue Systemversion alle erforderlichen Benutzerinter-
aktionen erneut einzugeben. Mit einem auf Basis von OMDoc [28] zusétzlich
implementierten Speicherformats [33] konnen jetzt Fallstudien automatisch
bei Systemwechsel iibertragen werden. Aufferdem bildet dieses Speicherfor-
mat die Basis fiir den Beweisaustausch mit anderen Beweissystemen [33].

(4) Um den Benutzer bei der Beweisanalyse zu unterstiitzen, wurde ein Verfahren
zur Generalisierung entwickelt und implementiert [1]. Durch dieses Verfahren
wird auf Benutzeranfrage fiir eine Sequenz eine Generalisierung berechnet und
diese Generalisierung in Form eines Lemmas in das System eingefiigt und dann
zu beweisen versucht.
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Die initial von einem Benutzer formulierten Lemmata sind, aufgrund fehlender
Vorbedingungen haufig nicht korrekt. Um den Benutzer bei der Entdeckung
solcher Fehler zu unterstiitzen, wurde ein Disprover fiir veriFun entwickelt
[44]. Dieser Disprover iiberpriift, nach Eingabe eines Lemmas, ob fiir das Lem-
ma ein Gegenbeispiel konstruiert werden kann. Des weiteren soll der Dispro-
ver zur automatischen Uberpriifung systemerzeugter Beweisverpflichtungen
(Terminierungshypothesen, Formeln zur Rekursionselimination, Generalisie-
rungen) eingesetzt werden.

Das Typsystem der Programmiersprache £ wird in [39] um Untertypen und
abhingige Typen erweitert. Hierzu kann der Benutzer bei einer Prozedurde-
finition Prédikate angeben, die die Argumente der Prozedur erfiillen miissen,
damit ein entsprechender Prozeduraufruf wohlgetypt ist. Durch Untertypen
und abhéngige Typen vereinfacht sich sowohl die Verwendung unvollstandig-
definierter Prozeduren durch den Benutzer als auch die Behandlung dieser
Prozeduren durch den symbolischen Auswertungskalkiil. Die Implementierung
des erweiterten Typsystems wird in [20] beschrieben.

Das System wurde zwischenzeitlich um Kiirzungsregeln, die auch Funktionsei-
genschaften wie Assoziativitit, Kommutativitdt und Idempotenz beriicksich-
tigen, erweitert [18]. Beispielsweise wird ein Term

i£(70(y),
true,

plus(x, plus(y, times(y, z)))=plus(y, plus(times(x,y),x)))

zu if(70(y), true,z = x) simplifiziert, wenn die Kiirzungsregeln, Assoziativi-
tdt und Kommutativitdt von plus und times zuvor verifiziert wurden.

Weiterhin sind die folgenden Erweiterungen des Systems angedacht:

(1)

Axiomatische Spezifikationen werden héufig auf Basis von Gleichungen for-
muliert. Hierbei zeigt sich, dass die aktuelle Gleichheitsbehandlung durch den
symbolischen Auswertungskalkiil nicht ausreichend ist, um Beweise auf Basis
axiomatischer Spezifikationen automatisch durchfiithren zu kénnen. Es ist da-
her zu iiberlegen, ob zur Unterstiitzung der Gleichheitsbehandlung nicht ein
Tool fiir Termersetzungssysteme in VeriFun effizient integriert werden kann.

Es ist zu untersuchen, ob ein Compiler fiir die Programmiersprache £ nicht
eine sinnvolle Ergénzung fiir das \/eriFun—System darstellt. Dadurch wéire
es moglich, die verifizierten Programme auch wirklich zu verwenden. Bei der
Implementierung eines solchen Compilers sollte auch untersuchen werden, in-
wieweit verifizierte Lemmata zur Optimierung des erzeugten Codes verwendet
werden kdnnen.

Die Benutzeroberfliche des \@riFun—Systems hat sich in der Anwendung des
Systems bewé#hrt. Die Anpassung und Weiterentwicklung der Benutzeroberflé-
che stellt jedoch einen nicht zu unterschitzenden Entwicklungsaufwand dar.
Es ist daher sinnvoll dariiber nachzudenken, die Oberfliche des veriFun-
System auf Basis eines Frameworks wie Eclipse [19] zu reimplementieren.
Dies hétte den Vorteil, viele der durch den Framework gegebenen Features
ohne grofen Implementierungsaufwand nutzen zu kénnen. Beispiele hierfiir
sind Projektmanagement, CVS-Integration, Syntax-Highlighting, Integration
eines moglichen Compilers, etc.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

In diesem Anhang fassen wir einige der fiir diese Arbeit wichtigen mathematischen
Begriffe und Notationen zusammen.

A.1 Mengen und Listen

Fiir Mengen M, ..., M, bezeichnen wir mit M; x ... x M, das endliche kartesische
Produkt. Fiir My x ... x M, schreiben wir auch kurz

n
H M,;.
=1

Die Elemente des kartesischen Produkts notieren wir mit (m,...,m,,), wobei gilt
m; € M; fir alle 1 € {17 - ,n}. Fir

Mx...x M
————

n-mal

schreiben wir kurz M™. Mit M° bezeichnen wir dann die Menge {()}. Das leere Tupel
() notieren wir gelegentlich auch durch e. Fiir eine Familie von Mengen (M;);c; mit
unendlicher Indexmenge I bezeichnen wir mit

IR
i€l

das unendliche kartesische Produkt. Die Elemente dieser Menge [ [, ; M; sind Funk-
tionen f : I — (U;c; Mi) mit f(i) € M; fiir alle i € I. Fiir ein Element f von
[1;c; M; schreiben wir statt f(i) auch (f); und bezeichnen (f); als i-te Komponen-
te des Elements. Weiter bezeichnen wir mit f[i/m] folgendes Element:

(fli/m])e = m,
(fli/m)); = (f); ,fallsi#j.

Fiir eine Menge M definieren wir die Menge M™* wie folgt:
Me o= M
i=0
Die Menge M* enthélt somit alle endlichen Tupel {iber der Menge M. Wir bezeich-
nen die Elemente der Menge M* auch als endliche Listen und die Menge M™ als

Menge der endlichen Listen iiber M. Die Menge der nicht-leeren, endlichen Listen
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iiber M bezeichnen wir mit M. Fiir eine endliche Liste L = (my,...,m,) schrei-
ben wir m € L, falls ein ¢ € {1,...,n} existiert mit m = m,. Weiter schreiben
wir Ly C Lo, falls fiir alle m € L; auch m € Ly gilt. Wir definieren aufferdem die
folgenden Operationen auf endlichen Listen:

m.(my,...,my) = (m,my,...,my)
<m17-"amn>@<nla"'ank> = <mla"'7mn;nla"'ank>
e\m = €
(my,ma,...,mp)\m = (ma,...,my)\m fallsm; =m
(my,ma,...,mpY\m = mi.({(ma,...,my)\m) falls m; #m
e\im = ¢
(my,ma,...,mp)\1m = {(ma,...,m,) fallsm;=m
(my,ma,...,mp)\1m = mi.({ma,...,my)\1m) fallsm; #m

Fiir eine nicht-leere Menge M bezeichnen wir mit £}/ die Auswahlfunktion der
nicht-leeren Teilmengen von M, d.h. es gilt

eM(N)e N fir alle N C M mit N # 0.

Ist M aus dem Zusammenhang klar, so schreiben wir kurz €y. Die Existenz einer
solchen Funktion fiir jede Menge M ist durch das Auswahlaxiom gewéhrleistet (siehe
hierzu beispielsweise [16] oder [24]).

A.2 Relationen und partielle Funktionen

Eine reflexive, transitive und symmetrische Relation =~ C M x M bezeichnen wir
als Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation = definieren
wir wie folgt:

[mlx i={m' e M | m ~m'}.

Der kanonische Repriisentant einer Aquivalenzklasse [m]~ ist dann wie folgt gege-
ben:

ex(m) = eo(fm]<).

Fiir eine Aquivalenzrelation ~C M x M und eine Teilmengen N schreiben a €, N
falls ein b € N mit a ~ b existiert. Weiter sind die folgenden Mengenoperatoren
definiert:

e NUx N :={[m]x~ | me NUN'}.
o NNy N’ :={[m]x | es existieren m € N und m’ € N mit m = m'}.
e N\x N :={[m]x~ | m € N und fiir alle m’ € N gilt m % m'}.

Eine Relation f C D x FE heifit partielle Funktion von D nach E gdw. fiir alle
d € D hochstens ein e € E existiert mit (d,e) € f. Statt f C D x E schreiben wir
dann f : D — E und statt (d,e) € f schreiben wir f(d) = e. Fiir eine partielle
Abbildung f : D +— E bezeichnen wir die Menge

dom(f) = {d € D |es existiert ein ¢ € E mit (d,e) € f}
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als Domain. Eine partielle Funktion f mit dom(f) = {d1,...,d,} notieren wir mit
{dy : f(d1),...,dn : f(dn)}. Fir zwei partielle Abbildungen f,g : D — E ist die
partielle Abbildung f & g : D — E definiert als

g(d) falls d € dom(g),

(feg)d) = { f(d) falls d € dom(f) \ dom(g).



246 ANHANG A. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN



Anhang B

Berechnung der Induktionsfalle

In Abschnitt 4.2 haben wir erwdhnt, dass das \/eriFun—System die durch Anwen-
dung der HPL-Regel ,,Induction” erzeugten Induktionsfille mit Hilfe des Auswer-
tungskalkiils berechnet. Wir wollen in diesem Anhang diese Berechnung der In-
duktionsfille beschreiben. Hierzu definieren wir zunéchst in Abschnitt B.1 einige
Operationen auf Listen und Mengen von Hypothesen. Anschliefiend definieren wir
in Abschnitt B.2, wie Relationenbeschreibungen mit Hilfe des Auswertungskalkiils
vor der Generierung der Induktionsfélle vereinfacht werden. In den Abschnitten
B.3 und B.4 beschreiben wir schlieflich, wie die Induktionsschrittfille und die In-
duktionsbasisfille auf Basis der ausgewerteten Relationenbeschreibungen erzeugt
werden.

B.1 Operationen fiir Hypothesen

Fiir eine Menge M = {hy, ..., h,} von Literalen bzw. fiir eine Liste L = (hy, ..., hy,)
von Literalen und einen Term ¢ bezeichnen wir mit ¢ | p 5s bzw. mit ¢ | p ;, den Term

e((aa, (1) J) mit oMo

Wihrend der Auswertung einer Relationenbeschreibung in Abschnitt B.2 ist es
notwendig, eine Liste von Literalen mit Hilfe des Auswertungskalkiils zu vereinfa-
chen. Wir werten hierzu die Literale der Liste unter Beriicksichtigung der anderen
Literale aus.

Definition B.1. Sei P ein Programm und L = (h4, ..., h,) eine Liste von Literalen
tiber P. Die Liste L | p ist dann definiert als (), ...h},), wobei fiir alle ¢ € {1,...,n}
gilt
By = hi lp{h) bt higr b} -
O

Wir wollen die Fallunterscheidungen der Induktionsbasisfille mit Hilfe positiver
Strukturtests definieren, da sich so stirkere Hypothesenmengen fiir die Induktions-
basisfille ergeben und so die Induktionsbasisfille meist ohne zusétzliche Benutzerin-
teraktionen bewiesen werden konnen. Es ist daher notwendig, eine Hypothesenmen-
ge mit negierten Strukturtests durch eine entsprechende Menge von Hypothesen-
mengen ohne negierte Strukturtests zu ersetzen. Wir filhren hierzu den folgenden
Vervollstindigungskalkiil ein.

Definition B.2 (Vervollstindigungskalkiil). Sei P ein Programm. Der Vervollstin-
digungskalkiil ist dann wie folgt definiert:
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(1) Sprache: Menge von Mengen von Literalen.
(2) Inferenzregeln:
Hw{H}
H i
falls 7cons;(t), 7cons;(t)) € H und ¢ # j gilt.
Hw{H}
HU{Hy,...,Hi—1,His,...,Hy}'
falls ~7cons;(t) € H und H; = (H \ {—~7cons;(t)}) U
{?cons;(t)} fiir alle j € {1,...,n}\ {i} gilt.!
(3) Deduktion: Wir schreiben H —p H’, falls eine Ableitung der Form

H

H/
existiert. Mit —% bezeichnen wir die transitive-reflexive Hiille der Relation
—p. Gilt H =% H' und existiert kein H"” mit H' —p H”, so nennen wir H’ ei-
ne — p-Normalform von H. Fiir jedes H existiert genau eine — p-Normalform.

Wir bezeichnen diese — p-Normalform mit H |p. Statt {H} |p schreiben wir
auch kurz H | p.

O

Beispiel B.3. Sei P das Programm (Dsye. ), wobei Dyyee die Typoperatordefinition
aus Abbildung 3.3 bezeichnet. Die Menge H = {{—?leaf(¢), ~7nil(¢)}} konnen wir
dann wie folgt vervollstindigen:

{{—-7?leaf(t), ~?nil(t)}} —p
{{?nil(t), ~7?nil(t)}, {7node(t), 7?nil(t)}} —p
{{?nil(t), ?leaf(t)}, {7nil(t), 7node(t)}, {7node(t), ~7nil(t)}} —p
{{?nil(t), ?node(t)}, {7node(t), ~7nil(t)}} —p
{{?node(t), ~7nil(t)}} —p
{{?node(t), 71leaf(t)}, {?node(t)}} —p

(
{{7node(t)}}.
O

Fiir die Generierung der Induktionsschrittfélle verzichten wir auf eine Modifika-
tion der Hypothesenmengen durch den Vervollstdndigungskalkiil, da sich ansonsten
zusétzliche Induktionsschrittfille ergeben und sich so der Interaktionsaufwand des
Benutzers erhchen kann. Zur Berechnung der Hypothesenmengen der Induktions-
schrittfille verwenden wir vielmehr die folgende Funktion:

?-normp(H) = {h € completep(H) | h # —7cons;(t) oder
es existiert kein Strukturpridikat
?cons; mit ?cons;(t) € completep(H)}.

Beispiel B.4. Sei P wieder das Programm (Diyee), wobei Diyee die Typoperator-
definition aus Abbildung 3.3 bezeichnet. Es gilt dann:

?-normp({-7nil(x), 7node(y)}) = {-7nil(x),7node(y)}
?7-normp({-7nil(x), ~7leaf(x), ?node(y)}) = {7node(x),7node(y)}.

O

IWir gehen hierbei davon aus, dass consi,...,cons, die Konstruktoren eines Typoperators

bezeichnen.



B.2. AUSWERTUNG VON RELATIONENBESCHREIBUNGEN 249

Wihrend der Berechnung der Hypothesenmengen der Induktionsfélle treten ge-
legentlich inkonsistente Hypothesenmengen auf. Fiir diese Hypothesenmengen miis-
sen wir keine Induktionsfille erzeugen, da diese Induktionsfille trivialerweise giiltig
sind. Um konsistente bzw. inkonsistente Hypothesenmengen zu erkennen, definieren
wir die das folgende Prédikat:

consistentp(H) <= Vh € H gilt h|p g\ (n# false.

B.2 Auswertung von Relationenbeschreibungen

Bevor wir eine Relationenbeschreibung zur Generierung der Induktionsfille verwen-
den, wollen wir die Relationenbeschreibung mit Hilfe des Auswertungskalkiils verein-
fachen. Hierzu werten wir erstens die Domain-Terme der Relationenbeschreibungen
und zweitens die Range-Terme der Range-Substitutionen aus. Fiir diese Auswertung
der Relationenbeschreibung ist zu beachten, dass die symbolische Auswertung der
Domain-Terme der Relationenbeschreibung unter Umsténden neue Fallunterschei-
dungen einfithren kann und so eine atomare Relationenbeschreibung in verschiede-
ne atomare Relationenbeschreibungen aufgespalten werden muss. Zur Auswertung
der Domain-Terme einer Relationenbeschreibung definieren wir daher die folgende
Funktion:

split-relp(R) :=Up ayer{(D1,A), ..., (Dn,A) |
(D1,...,D,) = DNF(AND(D |p))}.2

Die Range-Terme der Range-Substitutionen werden unter Beriicksichtigung der
jeweiligen Domain-Terme ausgewertet. Zur Generierung der Induktionsfille auf Ba-
sis einer Relationenbeschreibung R verwenden wir dann die folgende ausgewertete
Variante der Relationenbeschreibung R:

Rlp = {(D,Alpp)|(D,A) e split-relp(R)}

Hierbei gilt A |pp:={{z1/t1lpp, ..., xn/tulpp}} | {z1/t1, ... 20 /tn} € A}

B.3 Generierung der Induktionsschrittfille

Wir betrachten im Folgenden die Generierung eines Induktionsschrittfalls fiir einen
Goal-Term g mit fu(g) = {x1,...,z,} auf Basis einer atomaren Relationenbeschrei-
bung A = (D, A) mit A = {d1,...,,,} sowie

0 = {le,i/tiv s 7I1n”/t:h}

Hierbei gehen wir davon aus, dass yi,...,yk, ... YT+ - -5 Yy als neue und paarweise
verschiedene Termvariablen gegeben sind, so dass y] und z; fiir alle i € {1,...,n}
und alle j € {1,...,m} den gleichen Typ haben. Die Menge der durch A definierten
Induktionshypothesen ist dann gegeben durch

IH} = {ihy,. .. ih,},

wobei gilt ' _
ihi = allyl,....y, e((0i(Fi(aa,.4(9)))) lup)-

2Die Funktion DNF berechnet fiir einen boolschen Term b eine Liste von Listen von boolschen
Termen. Diese Liste von Listen représentiert eine Disjunktiv-Normalform (DNF) des Terms b.
Wie fiir einen boolschen Ausdruck eine DNF berechnet werden kann, kann in der einfiihrenden
Literatur zur formalen Logik nachgeschlagen werden (siehe beispielsweise [40]).
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Die Termsubstitutionen o; und &; sind wie folgt gegeben:
0; = {xl/yL s 7xn/y;}7

00 =y, faa (B, [, (6},

Die zur Vereinfachung der Induktionshypothesen verwendete A-Umgebung Up mit
D = (hy,..., hy,) ist wie folgt festgelegt:

Uop Proz. Hypg
Up: »Pre¢(P) {hi,...,hn}

Wir definieren dann die durch eine Relationenbeschreibung R = {(D1, A1), ...,
(Dy,, Ap)} definierten Induktionsschrittfalle wie folgt:

step-cases®(g) = {H, IH;]4 FglA={h1,...,h,),A) € R]p und
(allyy,...,y, false) & ]H;‘ und
consistentp({h1,...,h,})) und
H = ?-normp({h1,...,hn})}

Die Bedingung (all z7,...,2), false) ¢ IH; gewdhrleistet, dass keine Induktions-
schrittfalle mit einer offensichtlich ungiiltigen Induktionshypothese erzeugt werden.
Solche Induktionsschrittfélle sind trivialerweise giiltig.

B.4 Generierung der Induktionsbasisfalle

Mit, Hilfe der Induktionsschrittfille definieren wir die Induktionsbasisfille. Hierzu
verkniipfen wir die Hypothesenmengen der Induktionsschrittfélle disjunktiv, negie-
ren diese Disjunktion und generieren auf Basis dieses Terms

—(OR(AND(H,),...,AND(H,)))

eine DNF. Damit haben wir die Fallunterscheidung fiir die Induktionsbasisfélle ge-
neriert. Hierbei ist zu beachten, dass wir die Hypothesenmengen der Induktions-
schrittfalle zundchst mit Hilfe des Vervollstindigungskalkiils B.2 modifizieren, da
sich so in der Regel kiirzere DNFs ergeben.? Formal generieren wir also die Fallun-
terscheidung der Basisfille mit Hilfe der folgenden Hypothesenmengen:

HB = {{hlaahn} I
(hi,...,hn) € DNF(~(OR(AND(H, |p),..., AND(H, |p))))} p -

Hierbei bezeichnen Hi, ..., H, die Hypothesenmengen der generierten Induktions-

schrittfille step-cases?(g). Die Basisfiille sind dann wie folgt definiert:

step-basest(g) = {H,0 - g | H € Hp und consistentp(H))}.

3Der Term OR(AND(H:),...,AND(H,)) ist eine Konjunktivhormalform (KNF). Das be-
deutet, dass wir unsere DNF auf Basis einer KNF berechnen. Wie beispielsweise in [40] be-
schrieben ergeben sich in der Regel fiir ldngere Konjunktivnormalformen kiirzere Disjunktiv-
normalformen. Da {iiblicherweise der Term OR(AND(H:1 |p),...,AND(H, |p)) eine lingere
KNF bezeichnet als der Term OR(AND(H1),...,AND(Hy)), ergibt sich somit in der Regel fiir
OR(AND(Hy |p),...,AND(Hy |p)) eine kiirzere DNF.



Anhang C

Definition von perm-flat; f

In diesem Anhang definieren wir die Funktion perm-flat, ¢, die fiir Terme f(¢*) und
f(s*) die Argumente ly,...,l, und r1,...,7, der gemeinsamen f-Termstruktur
extrahiert und dann fiir diese Argumente eine Liste von Gleichungen

<l1=7’1, ey lm=7'm>

erzeugt, deren linke und rechte Seiten mdglichst wenige syntaktische Unterschiede
aufweisen. Hierbei bezeichnet U die aktuelle A-Umgebung der symbolischen Aus-
wertung. Die Funktion wird in Kapitel 13 zur Definition der ,, Functionality“-Regeln
verwendet.

Zur Definition der Funktion perm-flat;, ; gehen wir wie folgt vor. In Abschnitt
C.2 definieren wir zunéchst eine Funktion args;, die fiir die Terme f(¢*) und f(s*)
die Argumente der gemeinsamen f-Termstruktur ermittelt. Wir definieren dann
in Abschnitt C.3 die Funktion identical,, die aus den Argumenten [y, ... [, und
r1,...,7y die identischen Terme bzgl. ~;, herauszieht und fiir diese Terme ent-
sprechende Gleichungen konstruiert. Fiir die restlichen Argumente definieren wir
in Abschnitt C.4 die Funktion similary,. Diese Funktion berechnet fiir die Argu-
mente Gleichungen mit moéglichst ahnlichen Seiten. Aufbauend auf den Funktionen
argss, identicaly und similary definieren wir dann in Abschnitt C.5 die Funktion
perm-flaty ;.

Zum Vergleich von Termgleichungen auf Basis der Ahnlichkeit der linken und
rechten Seite definieren wir jedoch zunéchst in Abschnitt C.1 den so genannten
dm-Kalkiil und die Relation > g4, . Der dm-Kalkiil ermittelt fiir zwei Terme [ und r
die Anzahl der syntaktischen Unterschiede und die Relation >4, verwendet dann
diese Anzahl der syntaktischen Unterschiede um Termgleichungen /=r entsprechend
zu Vergleichen.

C.1 Difference Matching

Der dm-Kalkiil ist auf Basis des in [8] vorgestellten ,,difference matching* wie folgt
definiert:

Definition C.1 (dm-Kalkiil). Sei P ein Programm, t* = ti,...,¢, und s* =
81y .-+ Sm. Der dm-Kalkiil ist dann wie folgt gegeben:

(1) Sprache: Menge der Tupel der Form (I = r,n), wobei [ und r Terme iiber P
bezeichnen und n eine natiirliche Zahl ist.

(2) Inferenzregeln:

251
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falls z € V(QUP))

falls t € Term™™ (P)

(t; = x),n)

(f(t7) = x), (#(f(t7) — #(t:) +n) 7

falls z € V(QU(P)).

(x &~ s4,n)

(z = g(s%), (#(g(s%)) — #(si)) +n)

falls z € V(QUP))

(ti = g(s*),n) falls f # g und g(s*) &
(f(t) ~ g(s*), F#(F() — #(t:) +n) " Term™™(P)!
(f(t") = s4,m) falls f # g und f(°) ¢
(f(t*) = g(s7), (#(g(s*) — #(s:)) +n) * Term™™(P)
(t1 =s1,m1) ... (tn = sp, ) falls  f(t*), f(s*) &
(ft) = f(s*)mi+ ... +n,)  Term™™(P)

(3) Deduktion: Wir schreiben -5 (I ~ r,n), falls ein Ableitungsbaum der Form

(t1 ~ s1,11) (tm & Sy i)
(I =rn)

existiert. Fiir zwei Terme [ und r bezeichnen wir dann mit dmp (I, r) die klein-
ste natiirliche Zahl n mit 4 (I ~ r,n). Existiert keine solche natiirliche Zahl
n, so so setzen wir dmp(l,r) = undef.

O

Es ist zu beachten, dass Konstruktorgrundterme durch den Kalkiil nicht zerlegt
werden. Dies ist notwendig, da sich sonst ein zu hoher Aufwand zur Berechnung
der Zahl dmp(l,r) ergeben kann. Betrachten wir zur Illustration des dm-Kalkiils
ein Beispiel:

Beispiel C.2. Fiir die Terme plus(plus(x,y),plus(x,y)) und plus(x,y) gilt bei-
spielsweise

da der folgende Ableitungsbaum existiert:

<sz70> <y%Y>O>
(plus(x7 Y> ~ X, 2> <plus(x, Y) ~Y, 2>
(plus(plus(x,y), plus(x,y)) ~ plus(x,y),4)

IMit, #(t) bezeichnen wir die Anzahl der Symbole im Term t.
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Aufbauend auf dmp definieren wir nun die Relation >g4,,. Diese Relation er-
mittelt fiir zwei Gleichungen I=r und ’=r’, welche der Gleichungen &hnlichere linke
und rechte Seiten besitzt:

I=r >gmp U'=1"
gdw.
dmp(l,7) # undef und dmp(l',r") # undef sowie A < A’ mit (C.1)

A = #()+#(r)—dmp(l,r),
A" = H#()+#0") —dmp((l', ).

Der Quotient g bzw. %' reprisentiert die Anzahl der Ubereinstimmungen pro Sei-

te der jeweiligen Gleichung und der Quotient #(l)f#(r) bzw. #(l,)‘i#(w) reprasen-

tiert die Anzahl der Ubereinstimmungen pro Symbol der jeweiligen Gleichung. Gilt
I=r >gmp U'=1', so bezeichnen wir die Terme !’ und ' als &hnlicher als die Terme !
und r.

C.2 Extrahieren der Argumente

Zum Extrahieren der Argumente [y,...,l, und r1,...,7r,; aus der gemeinsamen
f-Termstruktur von f(t*) und f(s*) definieren wir die folgende Funktion:

argsy (f(t°), f(s7)) = split(flat;(f(t), f(s")))-

Die Funktion split ist dabei wie folgt gegeben:

split({li=r1, .. lp=rn)) = (I, o b)), (P, ooy ).

C.3 Gleichungen mit identischen Termen

Nachdem wir nun die Argumente [y,...,l,, und 7i,...,7, der gemeinsamen
f-Termstruktur ermittelt haben, erzeugen wir fiir diese Argumente Gleichungen
mit identischen linken und rechten Seiten. Hierzu fithren wir zunéchst die folgende
Funktion ein:

id-listy (e, R) := (e, € R),

id-listy(I.L, R)

I=l.E',L',R"), fallsle€~, Rund
u
(E',L',R") = id-listy (L, R \1,~, {l}),?

id-listy(I.L,R) = (E'.I.L/,R)), fallsl¢., Rund
(E', L', R') = id-listy(L, R).

Die Funktion zur Berechnung der Gleichungen mit identischen linken und rechten
Seiten ist dann wie folgt definiert:

identicaly (f(t*),9(s*)) = FE’

mit (E', L', R') = id-listy (L, R) und (L, R) = args;(f(t*), g(s))-

2Fiir eine Liste von Termen D = (¢1,...,¢,) und einen Term ¢ bezeichnen wir mit D \1,~,, ¢
die Liste (t1,...,ti—1,%i4+1,-.-,tn), wobei ¢ den kleinste Index mit ¢; ~, t bezeichnet.
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C.4 Gleichungen mit dhnlichen Termen

Zur Generierung der Gleichungen mit moglichst dhnlichen linken und rechten Seiten
definieren wir zunéchst die Funktion sim,. Diese Funktion ermittelt fiir einen Term
[ und eine Liste von Termen R den Term r € R, fiir den die Gleichung [=r bzgl. der
Relation >4y, einen minimalen Unterschied aufweist. Die Funktion simy, ist wie
folgt gegeben:

simy(lL,R) = r
falls dmp(l=r) # undef und V1’ € R entweder dmp(l=r') = undef
oder I=r" > 4, l=r gilt.

Gilt dmp(l=r) = undeffiir alle r € R, so setzen wir simy (I, R) = undef. Mit Hilfe
der Funktion simy (I, R) definieren wir dann die Funktion sim-list;,. Diese Funktion
generiert fiir zwei Listen von Termen eine Liste von Gleichungen mit mdglichst
dhnlichen linken und rechten Seiten. Hierzu ermittelt die Funktion fiir den ersten
Term aus L den dhnlichsten Term r aus R. Fiir den zweiten Term aus L betrachten
wir dann nur noch die um r reduzierte Liste usw. Die Funktion ist wie folgt definiert:

sim-listy (e, €) = ¢,

)

falls r» = simy (I, R) mit r # undef und

sim-listy(LLR) = E = sim-listy/(I.L, R\r) mit E # undef,
undef, sonst.

Auf Basis dieser Funktion definieren wir dann schliefllich die Funktion similar,:

similary (f(t*),g(s*)) = sim-listy (L', R)

mit (E', L', R') = id-listy (L, R) und (L, R) = args;(f(t*), g(s*))-

C.5 Definition von perm-fiat, ;

Die Funktion perm-flat, ; ist aufbauend auf den Funktionen identical, und similary
wie folgt definiert:

168, falls I # undef und S # undef,

perm-flaty ,(t,r) = {ﬂatp(t»r)7 sonst.

Hierbei ist I = identicaly (t,7) und S = similary/(t,r).



Anhang D

,, Unfold“-Regeln fur
kommutative Prozeduren

Wir definieren in diesem Anhang fiir jede ,, Unfold“-Regel aus Kapitel 10 eine ent-
sprechende kommutierte Version.

D.1 ,,Unfold procedure call*

54. Unfold procedure call*

FA(t,t2) Label U-Lim.
envu/(agf(m)(s’}(decf(un;_l’o’m(Rf))))) ’ Al u

falls u > 0, f € ENZc NIZ(P), I & C, 0 = {x1/ax,(t2),x2/a4,(t1)}, m =
mark(o) und f € Uy, un,, Procp(h). Weiter muss folgendes gelten:

(0e;, (s} (decy (uny ™" "™ (Ry))))) |y enthélt keinen Teil- }( )
*k

term der Form f L) (...).

Reg.
U':  no-erecute(R)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung;:

255
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D.2 ,, Unfold structure predicate arqgument*“

64. Unfold structure predicate argument*

7cons(f 4 (t1,t2)) Label U-Lim.

b

(0¢,.., (s} (decy (un ™™ (Rp))))) = L

Asta

envy (?cons

falls u > 0, f € (2 N EC) \ Etail(P)a l ¢ 07 0 = {xl/aAo(t2)7$2/aAo(t1)}7 m =
mark(c) und folgendes gilt:

(7cons 9 (g¢, (s (decy (un'y ™" (Ry)))))) lu enthilt } »

keinen Teilterm der Form f {oooonoad) (...

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.

U':  no-ezecute(R)

D.3 ,,Unfold selector argument*“

66. Unfold selector argument*

sel(f A (tl,tz)) Label U-Lim.

b

ey (sel 4 (o, (57 (decy (O (R)))) AL

falls u > 0, f € (SN ) \ S™(P), 1 € C, 0 = {w1/an,(t2), 12/an, (1)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(sel Asta (Uif(...)(5;(decf(”n?%’o’m(Rf))))))iu’ enthélt kei- } (+)

nen Teilterm der Form f Gt (c.0)-

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.
U':  no-execute(R)
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D.4 ,, Unfold case condition*“

68. Unfold case condition*

case(f 4 (t1,t2), cons* : t*)

)

envy (case 0 (a¢, (s} (dec, (un ™ 0" (Ry)))), cons® : ag, (1))

falls u > 0, f € ENEcNE®(P), l &€ C, 0 = {x1/a4,(t2), x2/aa,(t1)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:
Astd

(¢, (S (decy (unf "™ (Ry)))), cons™ : as, (7)) e

enthélt keinen Teilterm der Form f {o2onhoac) (..).

(case

(%)

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung und A die folgende A-Annotation:

Reg. Lab. U.

U':  no-execute(R) A: I u

D.5 ,,Unfold left equality argument**

70. Unfold left equality argument*

A (t1,t2)=r Label U-Lim.

b

* u—1,0,m _ Ag : u
envys (o¢, (s(decy(uny ™0™ (Ry)))))= 4 a, (r) R

falls u > 0, f € ENEcNE®(P), l € C, 0 = {w1/a4,(t2), x2/aa,(t1)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(e, (s (dec, (unt™ O™ (Ry))))= "4 as,(r)) [ enthilt keinen

(%)
Teilterm der Form f oo oiite ) (...).

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.

U':  no-ezecute(R)
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D.6 ,,Unfold right equality argument**

72. Unfold right equality argument*

I=f A (ty,ts) Label U-Lim.

envig (s, (0= o (7 (decy (unf ™" (Ry))) Lt

falls u > 0, f € ENEcNE®(P), | & C, 0 = {x1/a4,(t2), x2/aa,(t1)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(a4, (1)= " o¢,  (sh(decy(uni™ """ (R}))))) Ly enthilt keinen

Teilterm der Form f {o2oninoac) (...).

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.

U':  no-ezecute(R)

D.7 ,,Unfold structure predicate selector argument**

74. Unfold structure predicate selector argument*

7cons(sel(f 4 (t1,t2))) Label U-Lim.

)

ey (7eons 4t (sel 4 (ag, (S5 (unf 0" (R))))) -

falls u > 0, f € (E N EC) \ Etail(P)a l ¢ Ca 0 = {zl/aAo(t2)7x2/aAo(t1)}a m =
mark(c) und folgendes gilt:

(7cons 44 (sel A4 (g, (s3(un’y " O (Ry)))))) L enthiilt kei-

nen Teilterm der Form f G (...

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.

U':  no-execute(R)
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D.8 ,, Unfold left equality selector argument**

76. Unfold left equality selector argument*

sel(f 4 (t1,t2))=r Label U-Lim.

)

envys(sel 0 (o, (sh(uny O™ (Ry)))= 1 ay, (1)) At

falls u > 0, f € (2 N EC) \ Etail(P)a l ¢ 07 0 = {xl/aAo(t2)7$2/aAo(t1)}7 m =
mark(c) und folgendes gilt:

(sel 0 (g, (S5un ™ ™ (Ry))))= 44 an, (r)) Lo enthiilt kei- } )

nen Teilterm der Form f oooihacs) (o).

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.

U':  no-ezecute(R)

D.9 |, Unfold right equality selector arqument**

78. Unfold right equality selector argument*

I=sel(f 4 (t1,t2)) Label U-Lim.

b

Agt Agt * u—1,0,m : u
enveg (aa, (1)= % sel 4 (o¢,, (53 (unf~ """ (Ry))))) —

falls u > 0, f € (SN ) \ S™(P), 1 € C, 0 = {w1/aa,(t2), 12/an, (t1)}, m =
mark(c) und folgendes gilt:

(ang (=% sel 4 (o, (s (uny ™" (Ry))))) e enthilt kei- } )

nen Teilterm der Form f G (o).

Hierbei bezeichnet U’ die folgende A-Umgebung:

Reg.

U':  no-execute(R)
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Anhang E

Zusatzliche Auswertungsregeln

In diesem Anhang definieren wir die Auswertungsregeln, die zwar in der Implemen-
tierung des Auswertungskalkiils durch das \/eriFun—System enthalten sind, deren
Niitzlichkeit aber durch unsere Fallstudien nicht mehr belegt wird.

E.1 , Affirmative boolean functionality ind. hyp.“

Affirmative boolean functionality induction hypothesis

FA0, ) S-Lim.

if(AND(6(C) — lit),envy (AND(dy, ..., dy)), false) A s

falls s > 0, n >0, f 4 (I1,...,1,) € ATerMpeo1 (P), f € B(P)\ (X (P)UY]) und
p # © gilt. Weiter muss ein C' € qugﬂ{gs*(cq) und ein &z € inst-substy,ug (C)
existieren, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Jlit € 6¢(C) mit lit = f(r1,..., 7).

C ist die Klausel einer Induktionshypothese.

4) Snew(1,|D|+1) > 1 mit D = (l1=r1,...,1,=r,).
Vk e {1,...,n} gilt U' - d), — true mit (di,...,d,) = polg(aa (D)).

Hierbei sind die A-Umgebung 4’ und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:

Reg. Atop S-Lim.

U': no-execute(R) A': spew(1,|D| 4+ 1)
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E.2 ,,Negative boolean functionality ind. hyp.“

Negative boolean functionality induction hypothesis

FA0, ) S-Lim.
~(i£(AND(5;(C) — lit), emv (~(AND(ds, .., d,))), false)) A s

falls s > 0,n > 0, f A (I1,...,1n) € ATermuoor (P), f € £(P)\ (X¢(P)UY;) und
p # @ gilt. Weiter muss ein C' € o Res™(C,) und ein ¢ € inst-substy ng (C)
existieren, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) 3-lit € 6¢(C) mit lit = f(r1,...,7m5).

4) spew(1,|D|+1) > 1 mit D = {l1=r1,...,l,=r,).
Vk e {1,...,n} gilt U' - dj, — true mit (di,...,d,) = polg(aa(D)).

Hierbei sind die A-Umgebung /' und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:

Reg. Atop S-Lim.
U': no-erecute(R) At spew(1,|D|+1)

E.3 ,,Left constructor functionality*

Left constructor functionality

consi(ti, ... tn)=2r S-Lim.
envy (AND(dy,...,dp))’ A: s

falls s > 0, n > 0, p # © und die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) Firallej € {1,...,n} gilt sel; ;(e(r)) = t; oder sel; ;(e(r))=t; €~,, HLUHG.

(2) Es gilt D = {?cons;(r)} oder D = {=%consi(r),...,7cons;_1(r),
—?cons;41(r), ..., 7consy,(r)} sowie:

(a) Snew(1,|D]+1) > 1.

(b) {dl, ey dm} = pol@(aA/ (D))
(c) Yk e {1,...,m} gilt U’ - dj, — true.

Hierbei sind die A-Umgebung 4’ und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:

Reg. Atop S-Lim.
U': no-execute(R) A': spew(1,|DI+1)
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E.4 |, Right constructor functionality*

Right constructor functionality

=4 consi(ty, ... tn) S-Lim.

ean,{/(AND(dl, ey dm)) ’ A: s

falls s > 0, n > 0, p # & und die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) Firalle j € {1,...,n} gilt sel; ;(e(l)) = t; oder sel; ;(e(l))=t; €~,, Hi,UHg.

(2) Es gilt D = {?cons;(1)} oder D = {=7consi(l),...,7cons;—1(l),
—7cons;t1(l),...,7cons, (1)} sowie:

(a) Snew(1,|D|+1) > 1.

(b) {di,...,dn} =polg(aa(D)).
(¢) Vk e {1,...,m} gilt U\ dj, — true.

Hierbei sind die A-Umgebung ¢’ und die A-Annotation A’ wie folgt gegeben:

Reg. Atop S-Lim.
U': no-execute(R) At snew(1,|D| +1)
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Anhang F

Zusatzliche Beispiele

In diesem Anhang sind die Beispiele zusammengefasst, die aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit nicht den Kapiteln 8-13 enthalten sind. Es sind insbesondere Beispiele
fiir Uberauswertungen und Endlos-Auswertungen.

F.1 loop(2,y)

Ziel Das Beispiel zeigt, dass durch die Auswertung trivialer Prozeduraufrufe mit
Hilfe der Regel ,, Execute procedure call (constructor ground terms)* Endlos-Auswer-
tungen entstehen kénnen.

Beispiel Sei P das Programm (Deyen; Dev, Dioop); WObei Deyen, Dey und Diogp
die Prozedurdefinitionen aus Abbildung F.1 bezeichnen. Seien weiter die Mengen
der generalisierten Relationenbeschreibungen der Prozeduren wie folgt gegeben:

grds(even) = {{{(=70(x), =70(pred(x))), {{x/pred(pred(x))}})}},
grds(ev) = {{((=70(y)), {{y/pred(y)}})}},

grds(loop) = {{{{=70(x), ~70(pred(x)), ev(x,y)), {{x/pred(pred(x))}}),
((=70(x), =70(pred(x)), mev(x,y)), {{x/succ(x))} })}}.

Der Prozeduraufruf loop(2,y) ist offensichtlich ein trivialer Prozeduraufruf und wir
konnen ihn daher mit Hilfe der Regel ,,Execute procedure call (constructor ground
terms ) auswerten. Es ergibt sich die folgende Endlos-Auswertung:

U F loop(2,y) —
i£(70(2),0,1£(70(pred(2)),0,1if(ev(2,y),...,1loop(3,y)))) —
if(false,0,1f(?70(pred(2)),0,if(ev(2,y),...,1loop(3,y)))) —
if(70(pred(2)),0,if(ev(2,y), Loop(pred(pred(2)),y), loop(3,y))) —
i£(70(1),0,1f(ev(2,y), loop(pred(pred(2)),y), Loop(3,y))) —
if(false,0,if(ev(2,y), loop(pred(pred(2)),y), loop(3,y))) —
if(ev(2,y), loop(pred(pred(2)),y), 1oop(3,y)) -
if(ev(2,y),loop(pred(l),y),loop(3,y)) —

265
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if(ev(2,y),loop(0,y),1oop(3,y)) -
if(ev(2,y),1£(70(0),0,...),100p(3,y)) -
if(ev(2,y),if(true,0,...),1loop(3,y)) —
if(ev(2,y),0,1o0p(3,y)) -
if(ev(2,y),0,1if(ev(3,y),0,loop(4,y))) —

Der Grund fiir die Endlos-Auswertung ist, dass wir wihrend der symbolischen
Auswertung des Prozeduraufrufs loop(2,y) den eigentlich irrelevanten rekursiven
Aufruf loop(3,y) betrachten, da die Bedingung ev(2, y) nicht zu true ausgewertet
werden kann.

F.2 quot/(1,y)

Ziel Das Beispiel zeigt, dass triviale Prozeduraufrufe durch die Regel ,, Execute
procedure call (constructor ground terms)* nicht notwendigerweise rekursionsvoll-
stdndig ausgewertet werden konnen.

Beispiel Sei P das Programm (Dyinus’, Dquot’), WObei Dyinue und Dgyor die Pro-
zedurdefinitionen aus Abbildung F.2 bezeichnen. Der Prozeduraufruf quot’(1,y) ist
dann offensichtlich trivial und es ergibt sich folgende symbolische Auswertung:

U + quot/(l,y) —
i£(?0(y), 1,i£(y>1,0,1£(70(1), 0, succ(quot’(minus'(1,y),y))))) —

if(?0(y),1,1f(?0(pred(y)), succ(quot(minus(1,y),y)),0)).

Der Term if(?0(y),1,if(?0(pred(y)),succ(quot(minus(1,y),y)),0)) kann
nicht weiter vereinfacht werden. Der Grund fiir das Scheitern der Auswertung
der rekursiven Aufrufe des Prozeduraufrufs quot’(1,y) ist, dass wir das Argument
minus’(1,y) der Induktionsvariablen im rekursiven Aufruf quot’(minus’(1,y),y)
nicht zu einem Konstruktorgrundterm vereinfachen kénnen. Die Auswertung des
Prozeduraufrufs quot’(1,y) ist daher nicht sinnvoll.

F.3 quot(1l,y)

Ziel Das Beispiel zeigt, dass eine Beschrankung der Auswertung trivialer Proze-
duraufrufe f(t1,...,t,) durch die Regel Ezecute procedure call (constructor ground
terms) auf Prozeduraufrufe, die in den Argumenten der relevanten Variablen einer
Relationenbeschreibung R € grds(f) Konstruktorgrundterme enthalten, sinnvolle
Auswertungen verhindert.

Beispiel Sei P das Programm (Duyinus;, Dquot), WObel Dpinys und Dgyor die ent-
sprechenden Prozedurdefinitionen aus Abbildung 9.1 bezeichnen. Seien weiter die
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Deyen = function even(x:nat):bool <«
i£(70(x),
true,
if(?70(pred(x)),
false,

even(pred(pred(x)))))

D, = functionev(x:nat,y:nat):nat <
if(?0(y),
even(x),
ev(x, pred(y)))

Dioop = function loop(x:nat,y:nat):nat <«
i£(70(x),
Oa
if(?0(pred(x)),
0,
if(ev(x,y),
Loop(pred(pred(x)), y).
loop(succ(x),y)))) .

Abbildung F.1: Prozedurdefinitionen fiir even, ev und loop.

Mengen der generalisierten Relationenbeschreibungen der Prozeduren wie folgt ge-
geben:

grds(minus) = {{{{(=70(x)), {{x/pred(x)}})},
{{{(=70(y)), {{y/pred(y)} ) }}

grds(quot) = {{{{=70(y), ~(y>x)}, {{x/minus(x,y)} })}.

Den trivialen Prozeduraufruf quot(1,y) kénnen wir mit Hilfe der Regel ,, Execute

procedure call (constr. ground terms)* wie folgt symbolisch auswerten:

U F+ quot(l,y)) —

if(70(y), 1, if(u, 0,if(?70(1),0, succ(quot(minus(1,y),y))))) —
if(?0(y),1,1f(?0(pred(y)), succ(quot(minus(1,y),y)),0)) —

if(70(y), 1,1f(70(pred(y)), succ(quot(minus(0, pred(y)),y)),0)) —

if(70(y), 1,1if(?0(pred(y)), succ(quot(0,y)),0)) —

$£(70((y), 1, 1£(70((pred(y)), 1, 0)).

Wiirden wir die Auswertung trivialer Prozeduraufrufe wie oben beschrieben ein-

schrinken, so wire die Auswertung von quot(1,y) nicht moglich, da sowohl x als
auch y relevante Variablen der Relationenbeschreibung von quot sind. Wir kénnten
also die Prozedur quot nicht entfernen.
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Dpinns: = functionminus’(x:nat,y:nat):nat <
i£(70(y),
X7
if(?0(x),
07
pred(minus’(x, pred(y)))))

Dguot» = function quot’(x :nat,y:nat):nat <
i£(70(y),
X7
if(y>x,
0’
1£70(x),
0’

quot’(minus’(x,y),y))))

Abbildung F.2: Prozedurdefinitionen fiir minus’ und quot’.

F.4 butlast(l)

Ziel Das Beispiel zeigt, dass durch die Verwendung der lokalen Hypothesen wéh-
rend der Auswertung der Recursion-Guards in der Regel , Ezecute procedure
call (recursive cases)‘ Endlos-Auswertungen auftreten kénnen. Wir nehmen da-
her fiir das Beispiel an, dass zur Auswertung der Recursion-Guards auch lokale
Hypothesen verwendet werden diirfen.

Beispiel Sei P das Programm (Diist, Dutiast), Wobei Dijge die entsprechende
Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 bezeichnet und Dyyi1ast die entsprechende
Prozedurdefinition aus Abbildung 12.3. Sei weiter die Menge der generalisierten
Relationenbeschreibungen von butlast gegeben durch {R}, wobei gilt

R = {{{(=7empty(1)), {{1/£1(1)} })} -
Wir wollen nun das folgende Lemma, beweisen:

lemma butlast not equal < alll:list[@a]
if(?empty(1l), true, (butlast(1l)=1)).

Zum Beweis dieses Lemmas ist es notwendig, die Giiltigkeit der Sequenz
0,0+ if(?empty(1), true, ~(butlast(1l)=1))

nachzuweisen. Der Teilterm butlast(1l) schldgt hierzu eine Induktion iiber die Re-
lationenbeschreibung R vor. Fiir diese Induktion erhalten wir als Induktionsschritt
die folgende Sequenz:

{—7empty(1)}, {if(7empty(t1(1)), true, ~(butlast(t1(1))=t1(1)))} F
if(7empty(1l), true, ~(butlast(l)=1)).

Zum Beweis dieser Sequenz werten wir den Goal-Term bzgl. der A-Umgebung U
aus, wobei wir die Hypothese der Sequenz als globale Hypothese verwenden. Es
ergibt sich dann die folgende symbolische Auswertung;:
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—~
—
—

U F  if(7empty(l),true, - (butlast(l)=1)) =
if(false, true, ~(butlast(1)=1)) @
~(butlast(1)=1) ®)
—(if(7empty(1),

empty,
if(7empty(t1(1)), )
empty,
add(hd(1),butlast(t1(1)))))=1)
~(if(false,...,...) &
—(if(7empty(t1(1)), empty, add(hd(1), butlast(tl(1))))=1) ©
if(7empty(t1(1)),
empty,
add(hd(1),if(7empty(t1(1)),
supty. 0
if(7empty(t1(t1(1))),
empty,
add(hd(t1(1)),butlast(t1(t1(1))))))))=1)
if(7empty(t1(1)),
empty,
add(hd(1), if(true,
empty, )
if(7empty(t1(t1l(1))),
empty,
add(hd(t1(1)),butlast(t1(t1(1))))))))=1)
if(7empty(t1(1)),
empty, ©)
add(hd(1), if(?empty(t1(t1(1))), =
empty,

add(hd(t1(1)), butlast(t1(t1(1)))))))=1)

In Schritt (6) kann aufgrund der lokalen Hypothese —7empty(t1(1)) der Proze-
duraufruf butlast(t1(1l)) ausgewertet werden. Diese Auswertung fiihrt die neue
if-Bedingung 7empty(t1(t1(1))) in den Term ein. Mit Hilfe dieser if-Bedingung
konnen wir den rekursiven Prozeduraufruf

butlast(tl(t1(1)))

in Schritt (9) auswerten. Diese Auswertung fiihrt wieder eine if-Bedingung ein, die
wieder die Auswertung eines rekursiven Prozeduraufrufs ermdglicht. Dies setzt sich
endlos fort.

F.5 foo(x)

Ziel Das Beispiel zeigt, dass die Auswertung einer Prozedur f in einem der Re-
cursion-Guards der Prozedur wihrend der Regel ,, Execute procedure call (recursive
cases)* zu Endlos-Auswertungen fiithren kann.
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Beispiel Sei P das Programm (Ds,,), wobei Do, die folgende Prozedurdefinition

bezeichnet:
Dtoo = function foo(x:nat):nat <

i£(70(x),
0,
if(foo(pred(x))>pred(x),
42,
foo(foo(pred(x))))).

Weiter sei die Menge grds(foo) der generalisierten Relationenbeschreibungen von
foo gegeben durch {R}, wobei gilt

R = {{{(=70(x), ~(foo(pred(x))>pred(x))), {{x/pred(x)}, {x/foo(pred(x))}}),
{(=70(x), foo(pred(x))>pred(x)), {{x/pred(x)}})} .

Unter der Annahme, dass die Prozedur foo im Recursion-Guard von foo, wih-
rend der Uberpriifung der Anwendungsbedingungen der Regel ,, Execute procedure
call (recursive cases)‘ ausgewertet werden darf, fiihrt die symbolische Auswertung
von foo(x) zu einem endlosen rekursiven Abstieg: Um zu Uberpriifen, ob der Term
foo(x) mit Hilfe der Regel ,,Execute procedure call (recursive cases)* ausgewertet
werden kann, muss der instantiierte Recursion-Guard

AND(—70(x), ~(foo(pred(x))>pred(x)))

symbolisch ausgewertet werden. Wahrend dieser Auswertung wird iiberpriift, ob der
Prozeduraufruf foo(pred(x)) ausgewertet werden kann. Dies fithrt erneut zu einer
symbolischen Auswertung des Recursion-Guards. Dieser rekursive Abstieg setzt sich
endlos fort.

Anmerkung Die Bedingung foo(pred(x))>pred(x) der Prozedurdefinition von
foo im Beispiel ist fiir die Terminierung der Prozedur irrelevant und die Relatio-
nenbeschreibung R somit nicht optimal. Die Bedingung ist auferdem auch fiir die
Semantik der Prozedur irrelevant. Es scheint daher so, dass unser Beispiel ausge-
sprochen kiinstlich ist und Prozeduren wie foo mit entsprechenden nicht-optimalen
generalisierten Relationenbeschreibungen in echten Fallstudien nicht auftreten. Dies
ist jedoch aufgrund der von VeriFun verwendeten Terminierungsanalyse nicht der
Fall. Die Terminierungsanalyse des Systems basiert auf einer Erweiterung des ,, E'sti-
mation Calculus“ fir unvollstédndig definierte Prozeduren [48, 57]. Sie kann lediglich
starke Terminierung von Prozeduren nachweisen. Das bedeutet, dass die Termi-
nierung der Prozedur unabhéngig von der Semantik der Prozedur sein muss [49].
Deshalb werden bei nicht-stark terminierenden Prozeduren zusitzliche redundante
Bedingungen in die Prozedurriimpfe eingefiigt (im Beispiel foo(pred(x))>pred(x))
mittels derer die starke Terminierung der Prozeduren sichergestellt wird. Ein Bei-
spiel fiir eine solche Prozedur in einer echten Fallstudie ist die Prozedur eval aus
[55].

F.6 ordered(minsort(k))

Ziel Das Beispiel zeigt, dass die Auswertung eines Prozeduraufrufs durch die Regel
»Execute procedure call (recursive cases) zu Endlos-Auswertungen fithren kann,
falls die Argumente der Induktionsvariablen in den rekursiven Aufrufen ausgewertet
werden. Wir nehmen daher fiir dieses Beispiel an, dass bei der Auswertung eines
Prozeduraufrufs die Labels der Argumente in den rekursiven Aufrufen auf | gesetzt
werden.
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Beispiel Sei P das Programm <D1istaDdeletea DminimM7 Dordered7 Dminsort>7 wobei
Dsig¢ die Typoperatordefinition aus Abbildung 3.1 bezeichnet und Dge1ete, Puininun,
Dorgerea Und Dyipsory die Prozedurdefinitionen aus Abbildung 9.3. Seien weiter
die Mengen der generalisierten Relationenbeschreibungen der Prozeduren gegeben
durch grds(delete) = grds(minimum) = grds(ordered) = {R;} und grds(minsort)
= {Rs}, wobei gilt

Ry = {({(=7empty(1)), {{1/t1(1)}}},
Ry = {{((—7empty(1)),{{1l/delete(minimum(1),1)}})}.

Wir wollen nun das folgende Lemma beweisen:

lemma minsort sorts < alll:nat
ordered(minsort(1)).

Zum Beweis dieses Lemmas ist es notwendig, die Giiltigkeit der Sequenz
0,0t ordered(minsort(1))

nachzuweisen. Der Teilterm minsort(1) schldgt hierzu eine Induktion iiber die Re-
lationenbeschreibung R, vor. Fiir diese Induktion erhalten wir als Induktionsschritt
die folgende Sequenz:

{—7empty(1)}, {ordered(minsort(delete(minimum(1),1)))} F
ordered(minsort(1l)).

(F.1)

Zum Beweis der Sequenz werten wir den Goal-Term bzgl. der A-Umgebung U aus,
wobei wir wie {iblich die Hypothese der Sequenz als globale Hypothese verwen-
den. Es ergibt sich dann die in Abbildung F.3 dargestellte Endlos-Auswertung.
Betrachten wir die Endlos-Auswertung ein wenig genauer. Durch Auswertung des
Arguments delete(minimum(t1(k)), k) des rekursiven Aufrufs von minsort in Aus-
wertungsschritt (8) wird unter anderem der Term

add(hd(k),delete(minimum(tl(k)), t1(k)))

eingefiihrt. Dieser Term fiihrt schlieflich in Auswertungsschritt (10) dazu, dass wir
minsort erneut auswerten. Diese Auswertung fithrt wieder zu einer Auswertung der
Argumente des rekursiven Aufrufs und somit zu einer Auswertung des rekursiven
Aufrufs selbst. Dies setzt sich endlos fort.

F.7 ?0(goo(x,y))

Ziel Das Beispiel zeigt, dass es notwendig ist den Ergebnisterm der ,,Unfold“-
Regeln mit der A-Umgebung U’ zu annotieren, um sicherzustellen, dass bei einer
erfolgreichen Uberpriifung der Anwendungsbedingung () auf jeden Fall die rekur-
siven Prozeduraufrufe von f eliminiert werden konnen. Wir gehen daher in diesem
Beispiel davon aus, dass die Ergebnisterme der ,,Unfold*-Regeln nicht mit der A-
Umgebung U’ annotiert werden.
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Beispiel Sei P das Programm (Dzeo, Dgoo), Wobei Deoo und Dy, die folgenden
Prozedurdefinitionen bezeichnen:

Dfoo = function foo(x:nat):nat <
i£(70(x),
1
foo(pred(x)))

Dgoo = function goo(x :nat,y:nat):nat <
1£(70(x),
0
if(70(y),
foo(goo(pred(x),foo(y))),

0)).

Die jeweiligen Mengen der generalisierten Relationenbeschreibungen und die jewei-
ligen Execution-Guards der Prozeduren seien wie folgt gegeben:

grds(foo) = {{{(=70(x)), {{x/pred(x)}}},
grds(goo) = {{(=70(x)), {{x/pred(x)}}},

execsoo = 70(x),
erecgoo = 1f(70(x),true,70(y)).
Wir notieren im Folgenden fiir die Terme die relevanten Unfold-Limits. Alle weiteren

Komponenten der A-Annotationen werden nicht dargestellt. Betrachten wir nun den
folgenden Term:

if(70(foo % (goo 2 (pred(x), foo 2 (y)))), ?0(goo 2 (x,y)), true) (F.2)
Fiir den Prozeduraufruf ?0(goo 2 (x,y)) konnen wir die Regel , Unfold structure

test argument” anwenden, da der instantiierte Prozedurrumpf ohne Verwendung
der ,,Ezecute“-Regeln wie folgt ausgewertet werden kann:!

U + 70(if(?0(x),0,1if(?0(y), foo * (goo ¥ (pred(x),foo ! (y))),0))) —
if(70(x),70(0), 70(if(?0(y), foo * (goo ¢ (pred(x),foo ! (y))),0))) —
if(70(x), true, 20(if(?70(y), foo ! (goo ? (pred(x),foo ! (y))),0))) —
if(70(x), true, if(?0(y), ?0(foo ! (goo ? (pred(x), foo ! (y)))),70(0)))) —
i£(70(x), true, if(?0(y), true, 70(0)))) —
if(70(x), true,if(70(y), true, true)) —
if(70(x), true, true) —

true.

Fiir den Term (F.2) ergibt sich dann insgesamt die in Abbildung F.4 dargestellte
symbolische Auswertung. Es ist zu beachten, dass bei dieser Auswertung die ,, Ezecu-
te‘~-Regeln verwendet werden durften. Das Ergebnis der symbolischen Auswertung
enthilt offensichtlich immer noch den rekursiven Aufruf der Prozedur goo. Das Pro-
blem ist, dass der Prozeduraufruf foo(y) im rekursiven Aufruf von goo mit Hilfe

!Die lokale Hypothesenmenge von U’ enthilt hierbei die Hypothese ?0(foo(goo(pred(x),

foo(y))))-
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der ,, Execute“-Regeln wihrend der eigentlichen symbolischen Auswertung in Aus-
wertungsschritt (2) ausgewertet werden kann, wohingegen eine solche Auswertung
withrend der Uberpriifung der Anwendungsbedingung () nicht mdglich ist. Durch
diese Auswertung von foo(y) geht jedoch die Ubereinstimmung mit der lokalen Hy-
pothese 70(foo(goo(pred(x),foo(y)))) verloren. Wir kénnen daher den rekursiven
Aufruf nicht eliminieren.

F.8 if(?70(x), false, x>plus(x,y))

Ziel Das Beispiel zeigt, dass die generelle Verwendung der Regel ,, Ezecute pro-
cedure call (recursive — no additional case analysis) im Zusammenspiel mit der
Regel ,,Ezecute procedure call (recursive cases)‘ zu Endlos-Auswertungen fiihren
kann. Wir nehmen daher fiir dieses Beispiel an, dass wir die Anwendung der Regel
»Ezecute procedure call (recursive — no additional case analysis)‘ generell erlauben.

Beispiel Sei P das Programm P = (Dpys), wobei Dp1ys die entsprechende Proze-
durdefinition aus Abbildung 8.2 bezeichnet. Es ergibt sich dann die folgende Endlos-
Auswertung:?

U + if(70(x),false, x>plus(x,y)) o)
. (&)
if(70(x), false, x>succ(plus(pred(x),y))) —

if(70(x),false, if(70(pred(x)), false, pred(x)>plus(pred(x),y))))) B

—~
~

1£(70(x),
false,
if(70(pred(x)), false, pred(x)>succ(plus(pred(pred(x)),y))))))

12

2Die Auswertungen von Prozeduraufrufen aufgrund der Regel ,, Execute procedure call (recursive
- no additional case analysis)“ haben wir hierbei mit () markiert und die Auswertungen aufgrund
der Regel ,,Ezecute procedure call (recursive cases)* mit ().
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F.8. IF(?70(X),FALSE, X>PLUS(X, Y))
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