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Kurzfassung

Die Entwicklungen im Bereich eingebetteter Systeme und die grofe Verfiigbarkeit moderner
Kommunikationsmittel tragen dazu bei, dass Regelungen komplexer Systeme immer hiufiger de-
zentral und vernetzt ausgefiihrt werden. Solche aus lokalen Regelkreisen und einem Kommuni-
kationsnetzwerk bestehenden Systeme werden als verteilte Regelsysteme bezeichnet. Die Eigen-
schaften des Gesamtsystems hingen dabei sowohl von den lokal verwendeten Regelgesetzen als
auch von der Topologie des Kommunikationsnetzwerkes ab. Ein Sonderfall verteilter Regelsyste-
me, bei dem dieser Zusammenhang zwischen den lokalen Regelgesetzen, der Kommunikations-
topologie und den Eigenschaften des Gesamtsystems besonders deutlich wird, sind sogenannte
Multi-Agenten-Systeme. Unter Multi-Agenten-Systemen werden physikalisch nicht gekoppelte
Systeme verstanden, welche das Kommunikationsnetzwerk nutzen, um ein gemeinsames Regel-
ziel zu erreichen. Die einzelnen Systeme werden dabei als Agenten bezeichnet und das gemeinsa-
me Regelziel besteht beispielsweise in der Synchronisierung der Agenten.

Fiir homogene Multi-Agenten-Systeme, d. h., wenn alle Agenten eine identische Dynamik auf-
weisen, ldsst sich das Synchronisierungsverhalten des Gesamtsystems anhand der Dynamik eines
einzelnen Agenten und algebraischer Eigenschaften des Kommunikationsgraphen beschreiben. In
der vorliegenden Arbeit wird diese Eigenschaft homogener Multi-Agenten-Systeme ausgenutzt,
um den Entwurf der Agentendynamik vom Entwurf der Kommunikationstopologie zu trennen. Es
wird ein systematischer Gesamtentwurf vorgeschlagen. Dabei wird zunichst die Agentendynamik
betrachtet. Es wird gezeigt, wie diese so entworfen werden kann, dass Synchronisierung moglich
ist. AnschlieBend werden algebraische Beschrinkungen an den Kommunikationsgraphen abgelei-
tet, sodass die Einhaltung dieser Beschrinkungen zu Stabilitét des transienten und Optimalitét des
stationdren Synchronisierungsverhaltens fiihrt. SchlieBlich wird gezeigt, wie diese Beschriankun-
gen beim Graphenentwurf beriicksichtigt werden konnen.

Fiir den Entwurf der Agentendynamik wird ein Vorgehen présentiert, mit dem Synchronisie-
rungsregler minimaler Ordnung entworfen werden konnen. Als algebraische Beschrinkung an
den Kommunikationsgraphen zum Erreichen eines stabilen Synchronisierungsverhaltens wird die
Menge aller zu Synchronisierung fithrenden Nichtnulleigenwerte der Laplacematrix — die Syn-
chronisierungsmenge — spezifiziert. Dabei werden die aus der Literatur bekannten Ergebnisse
zur Beschreibung der Synchronisierungsmenge auf den Fall von Mehrgrolensystemen und auf
die Verwendung dynamischer Regler erweitert. Dariiber hinaus wird ein optimierungsbasierter
Entwurf von Synchronisierungsreglern fester Ordnung vorgeschlagen, welcher zum Ziel hat, den
Radius des groBten in der Synchronisierungsmenge enthaltenen Kreises — den Synchronisierungs-
radius — zu maximieren.

Neben der Stabilitdt wird auch die Optimalitit des transienten Verhaltens thematisiert. Dazu wird
ein Regelgesetz zur optimalen Transition auf die stationdre Synchronisierungstrajektorie entwi-
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ckelt und dieses mit bestehenden Ansdtzen zur optimalen Synchronisierung verglichen. Die Er-
gebnisse zur Optimalitit des transienten Verhaltens unterscheiden sich von den restlichen Ergeb-
nissen dieser Arbeit, da sich sowohl das Regelgesetz als auch die Kommunikationstopologie aus
der Losung der betrachteten Optimalregelprobleme ergeben und somit nicht Teil des oben skiz-
zierten Entwurfsschemas sind.

Zusitzlich zum transienten Verhalten wird auf die Optimalitét des stationdren Synchronisierungs-
verhaltens eingegangen. Es wird gezeigt, wie die Nullrdume der Laplacematrix dazu genutzt wer-
den konnen, das stationdre Verhalten zu optimieren. Diese Optimierung wird sowohl fiir den Syn-
chronisierungsfall als auch fiir den Fall der Cluster-Synchronisierung durchgefiihrt.

Fiir den Graphenentwurf wird zunichst die Vorgabe der Eigenwerte der Laplacematrix betrachtet,
um somit alle Nichtnulleigenwerte innerhalb der Synchronisierungsmenge platzieren zu konnen.
Neben der eigentlichen Losung des Eigenwertvorgabeproblems wird darauf eingegangen, wie se-
kundire Entwurfsziele erreicht werden konnen. Dabei wird das Einhalten einer vorgegebenen
Struktur des Graphen und die Minimierung der Sensitivitit der Eigenwerte gegeniiber Storungen
der Kantengewichte thematisiert. Gemeinsam mit den Ergebnissen zur Maximierung des Synchro-
nisierungsradius, stellt die Minimierung der Eigenwertsensitivitit einen Beitrag zur Erhohung der
Robustheit des Gesamtsystems dar. AbschlieBend wird gezeigt, dass die Vorgabe der Nullrdume
der Laplacematrix zum Erreichen von optimalem stationdren Synchronisierungsverhalten immer
zusitzlich zur Vorgabe der Eigenwerte moglich ist.
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Abstract

Due to recent developments in embedded systems and communication devices, the control of
complex systems is increasingly implemented in a decentralized and networked way. Such control
systems consisting of local control loops and a communication network are called distributed
control systems. The properties of the overall system thereby depend on the local control laws as
well as on the communication topology. A special case of distributed control systems, where these
interdependences of the local control laws, the communication topology, and the properties of
the overall system become particularly obvious, is given by so-called multi-agent systems. Multi-
agent systems are physically uncoupled systems, which use the communication network to pursue
a common control objective. Thereby, the individual systems are called agents and the common
control objective is, e. g., the synchronization of the agents.

For homogeneous multi-agent systems, i.e. when all agents exhibit identical dynamics, the syn-
chronization behavior of the overall system can be described by the dynamics of a single agent
and algebraic properties of the communication graph. The present thesis exploits this property of
homogeneous multi-agent systems to decouple the design of the agents’ dynamics from the design
of the communication topology. A systematic design approach for the overall system is proposed.
At first, the agents’ dynamics are considered. It is shown, how the dynamics can be designed in
order to enable synchronization. Afterwards, algebraic constraints for the communication graph
are derived, such that the fulfilment of these constraints ensures stable and stationary optimal syn-
chronization. Finally, it is shown, how a communication graph can be designed that fulfils these
constraints.

For the design of the agents’ dynamics, a procedure for designing synchronizing controllers of mi-
nimal order is presented. As algebraic constraint for the communication graph to guarantee stable
synchronization the synchronization region is specified, i. e. the set of all non-zero eigenvalues of
the Laplacian matrix that lead to synchronization. A way to describe the synchronization region
for the general MIMO-case with dynamic output feedback is presented, which extends existing re-
sults for SISO-systems with static output feedback. Additionally, an optimization based approach
for the design of synchronizing controllers of fixed order is proposed that aims at maximizing the
synchronization radius, i. e. the radius of the largest circle contained in the synchronization region.

Besides stability, also optimality of the transient behavior is addressed. For this purpose, a control
law yielding an optimal transition to the stationary synchronization trajectory is developed. The
resulting control law is compared to existing results concerning optimal synchronization. The
results regarding the optimality of the transient behavior differ from the results in the rest of the
thesis, since both, the control law and the communication topology, emerge from the solution to
the considered optimal control problems and are therefore not part of the design scheme outlined
above.
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In addition to the transient behavior, the optimality of the stationary synchronization behavior is
considered. It is shown, how the nullspaces of the Laplacian matrix can be used as design variables
to enforce optimal stationary behavior. The optimization is carried out for the synchronization and
the cluster-synchronization case.

Regarding the graph design, the eigenvalue assignment for the Laplacian matrix is considered in
order to place all non-zero eigenvalues inside the synchronization region. Besides the actual so-
lution to the eigenvalue assignment problem, it is shown how secondary design objectives can be
achieved. Thereby, the prespecification of the graph structure and the minimization of the sensi-
tivity of the eigenvalues with respect to disturbances of the edge weights is discussed. Together
with the results concerning the maximization of the synchronization radius, the minimization of
the eigenvalue sensitivity increases the robustness of the overall system. Finally, it is shown that
the nullspaces of the Laplacian matrix can always be assigned in addition to the eigenvalues in
order to achieve optimal stationary synchronization behavior.
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1 Einleitung

Aufgabe der Regelungstechnik ist es, dynamische Systeme so anzusteuern, dass sie ein gewiinsch-
tes Verhalten aufweisen. Insbesondere fiir groe Systeme (verfahrenstechnische Anlagen, Ener-
gienetze, etc.) ist es dabei iiblich, die zur Regelung genutzten Recheninstanzen iiber das System
hinweg zu verteilen. Dadurch existieren, z. B. bei grolen verfahrenstechnischen Anlagen, zahl-
reiche lokale Regelkreise. Die lokalen Regelkreise werden klassischerweise iiber eine zentrale
Instanz (Prozessleitsystem) koordiniert. Die Entwicklungen im Bereich eingebetteter Systeme
und die grofle Verfiigbarkeit moderner Kommunikationsmittel tragen jedoch dazu bei, dass Re-
gelungen komplexer Systeme immer héufiger vernetzt ausgefiihrt werden, d. h., dass die lokalen
Regelinstanzen direkt miteinander kommunizieren konnen. Das Gesamtsystem besteht dann, wie
in Abb. 1.1 gezeigt, aus im Allgemeinen physikalisch gekoppelten Teilsystemen, welche jeweils
von dezentralen Instanzen geregelt werden. Die dezentralen Regeleinheiten greifen dazu auf lo-
kale Messinformation (d.h. eigene Messsignale) zuriick, konnen jedoch iiber ein Kommunikati-
onsnetzwerk miteinander Informationen austauschen. Der Informationsaustausch verschiedener
Regeleinrichtung iiber Kommunikationskanéle kann zu einer Verbesserung der Regelgiite genutzt
werden oder in manchen Fillen sogar notwendig zum Erreichen des Regelziels sein.

Ein solches Regelsystem bestehend aus iiber ein Kommunikationsnetzwerk verbundenen dezen-
tralen Reglern wird als verteiltes Regelsystem bezeichnet. Im Gegensatz zum Entwurf eines zen-
tralen Reglers spielt beim Entwurf verteilter Regelsysteme die Kommunikationstopologie eine
grofle Rolle, da diese die Struktur des Informationsflusses einschriankt: Wihrend ein zentraler
Regler alle Informationen des Systems gleichzeitig zur Verfiigung hat und diese zur Regelung
nutzen kann, konnen die verteilten Regler jeweils nur die Information ihres eigenen Teilsystems
und die von denjenigen anderen Teilsystemen verwenden, mit denen sie iiber einen Kommunikati-
onskanal verbunden sind. Die Kommunikationstopologie wird dabei iiblicherweise mathematisch
mittels Graphen beschrieben. Die Eigenschaften des verteilt geregelten Gesamtsystems hingen
damit sowohl von den verwendeten lokalen Regelgesetzen als auch von der Kommunikationsto-
pologie bzw. von den Eigenschaften des Kommunikationsgraphen ab.

In dieser Arbeit wird dieses Zusammenspiel aus Regler- und Kommunikationsentwurf an ei-
nem Spezialfall verteilter Regelsysteme untersucht, den sogenannten Multi-Agenten-Systemen.
Bei Multi-Agenten-Systemen werden die einzelnen Teilsysteme als Agenten bezeichnet und die
in Abb. 1.1 eingezeichnete physikalische Kopplung entfillt. Durch die fehlende physikalische
Kopplung wird der Einfluss der Kommunikationstopologie besonders gut sichtbar. Die vorliegen-
de Arbeit beschiftigt sich daher insbesondere mit der Frage, wie ein Multi-Agenten-System als
Gesamtsystem aus Agenten- und Reglerdynamik sowie Kommunikationstopologie systematisch
entworfen werden kann.
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Physikalische Kopplungen

Abbildung 1.1: Verteiltes Regelsystem: Die Regler der (im Allgemeinen physikalisch gekoppel-
ten) Teilsysteme tauschen Informationen iiber ein Kommunikationsnetzwerk aus.

Neben den oben bereits erwihnten Beispielen der verfahrenstechnischen Anlagen [76] und Ener-
giesysteme [4, 52, 136] fiir allgemeine verteilte Regelsysteme, treten auch Multi-Agenten-Syste-
me in verschiedenen technischen Anwendungen auf. Ein grof3er Teil der Anwendungen liegt dabei
im Bereich der Multi-Roboter-Systeme. Dort werden Problemstellungen wie das Rendez-Vous-
Problem [58], die kooperative Exploration unbekannter Umgebungen [22, 41, 51] oder Regelun-
gen fiir Formationsfahrten bzw. -fliige [106, 122] behandelt. Ahnliche Problemstellungen wie bei
Multi-Roboter-Systemen treten im Bereich des (kooperativen) autonomen Fahrens auf [142]. Ein
viel erforschtes Feld stellt in diesem Zusammenhang die Regelung autonomer Fahrzeugkolonnen
dar [147], welches auch seit kurzem wieder verstirkt aufgegriffen wird [78, 86]. Neben diesen aus
dem Bereich der Robotik stammenden Problemstellungen werden dhnliche Methoden auch bei
der Analyse der Synchronisierung von Oszillatoren [33] verwendet. Ergebnisse dieser Art kon-
nen auch zur Analyse der Stabilitit des Energienetzes [135], der Synchronisierung biochemischer
Systeme [130] oder der Meinungsbildung in sozialen Netzwerken [111, 44] verwendet werden.

1.1 Literaturtibersicht

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit dem systematischen Entwurf homogener Multi-Agen-
ten-Systeme. Sie kann dabei jedoch auch als Beitrag zum Entwurf allgemeinerer verteilter Re-
gelsysteme verstanden werden. Aus diesem Grund wird in der folgenden Literaturiibersicht auch
der allgemeinere Fall verteilter Regelsysteme betrachtet und ausfiihrlich die dabei auftretenden
Herausforderungen diskutiert.

Der Begriff des verteilten Regelsystems wird wie im vorigen Abschnitt beschrieben verwendet,
um die Struktur des Informationsflusses zu beschreiben. In dieser Verwendung des Begriffes wird
daher weder spezifiziert, welche Information fiir den Entwurf des Regelsystems zur Verfiigung
steht, noch wie die Regelung technisch realisiert wird. Litz trifft in [75] dieselbe Unterscheidung
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im Zusammenhang mit dem Begriff des dezentralen Regelsystems und verwendet den Begriff
ebenfalls im Sinne des Informationsflusses. Somit kann der Entwurf eines verteilten Regelsys-
tems also durchaus zentral erfolgen, d.h. mit vollstindigem Systemwissen. In jedem Fall stellt der
Entwurf eines verteilten Regelsystems ein strukturbeschrinktes Entwurfsproblem dar, welches im
Allgemeinen schwer zu 16sen ist.

Bereits 1971 formulierte Aoki in [5] im Zusammenhang mit verteilten Regelungen zwei Hauptpro-
blemstellungen: Die Stabilisierung des Gesamtsystems mit minimalem Kommunikationsaufwand
und das Finden des optimalen Kompromisses zwischen Performance und Kommunikationskos-
ten. Die Frage nach der Stabilisierbarkeit wurde fiir den Fall einer komplett dezentralen Regelung
von Wang und Davison in [156] mit der Einfiihrung des Begriffes der dezentral fixen Pole (engl.
decentralized fixed modes) beantwortet. Die dezentral fixen Pole sind Eigenwerte, die durch keine
dezentrale Regelung verschoben werden konnen. Entsprechend kann das System mithilfe eines
dezentralen Reglers nicht stabilisiert werden, wenn es instabile dezentral fixe Pole enthélt. Eine
gute Ubersicht iiber die Ergebnisse im Fall dezentraler Regelung kann [75] entnommen werden.
Im Fall allgemeiner Kommunikationstopologien wird statt von dezentral fixen Polen von beziiglich
der Kommunikationstopologie fixen Polen (engl. fixed modes with respect to the feedback pattern)
gesprochen [132]. Dazu wird in [132] die minimale Kommunikationstopologie gesucht (im Sin-
ne der minimalen Anzahl an Kanten im Kommunikationsgraph), sodass das System keine fixen
Pole mehr enthilt. In [113] wird die Problemstellung verallgemeinert, indem den unterschiedli-
chen Kanten im Kommunikationsgraphen unterschiedliche Kosten zugewiesen werden und dann
im Sinne dieser Kosten die giinstigste Topologie gesucht wird, sodass das System keine fixen Pole
mehr enthélt. In [99] wird schlieBlich gezeigt, dass dieses Problem NP-schwer ist.

Fiir eine vorgegebene Kommunikationstopologie wurde neben dem Stabilisierungsproblem auch
das Optimalreglerentwurfsproblem bereits friih erforscht. Obwohl Witsenhausen in [159] mithilfe
eines Gegenbeispiels zeigen konnte, dass das optimale Regelgesetz fiir das strukturbeschrink-
te Optimalreglerentwurfsproblem eines linearen zeitinvarianten Systems bei Verwendung eines
quadratischen GiitemaBes nicht notwendigerweise linear ist, existieren ausgehend von [66] vie-
le Arbeiten, welche den optimalen strukturbeschrinkten linearen Regler suchen. Ein bewéhrter
Algorithmus zum Losen dieses Problems ist die Methode von Anderson und Moore [3], fiir die
in leicht abgeinderter Form in [120] die lokale Konvergenzrate untersucht wurde. Ahnlich zur
Methode von Anderson und Moore, wo iiber eine quadratische Approximation des Problems in
jeder Iteration eine Suchrichtung bestimmt wird, wurde in [71] mithilfe der Alternating Direction
Method of Multipliers und einer erweiterten Lagrange-Funktion der strukturbeschriankte Optimal-
regler gesucht.

Neben dem Optimalreglerentwurf mit vorgegebener Kommunikationstopologie, gibt es auch eini-
ge Arbeiten, die sich mit der gleichzeitigen Optimierung von Regelkreisperformance und Kommu-
nikationstopologie beschiftigen. Dieses Mehrzieloptimierungsproblem (gleichzeitiges Optimie-
ren von einem Giitemalf fiir die Performance und einem Giitemal8 fiir die Topologie) wird dabei
meist skalarisiert gelost, d. h., es wird die gewichtete Summe der beiden Giitemalle minimiert.
Alternativ wird statt der gleichzeitigen Minimierung beider GiitemalBe eines der GiitemaB3e in der
Optimierung als Beschrinkung beriicksichtigt und nur das andere minimiert. Unabhingig von der
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genauen Formulierung sind diese Probleme im Allgemeinen nicht konvex. Genauer gesagt ist der
strukturbeschriankte Optimalreglerentwurf genau dann konvex, wenn die Strukturbeschriankung
quadratisch invariant ist [127, 65, 94]. Da diese Einschridnkung oft nicht erfiillt ist, jedoch bis auf
wenige Ausnahmen nur konvexe Optimierungsprobleme gut 16sbar! sind, finden sich in der Lite-
ratur einige Ansitze, welche das Problem konvex relaxieren. Dies wird zum Beispiel bei Ansitzen
basierend auf linearen Matrixungleichungen durch Verwendung blockdiagonaler Matrizen in den
Ljapunov-Funktionen erreicht [172, 128]. In anderen Arbeiten wird direkt das urspriingliche nicht
konvexe Problem gelost, z. B. unter Verwendung von erweiterten Lagrange-Funktionen [71, 72].

Die in diesem Abschnitt bisher diskutierten Quellen betrachten das Problem des Entwurfs eines
verteilten Regelsystems als zentrales MehrgroBBenreglerentwurfsproblem. Dabei beriicksichtigen
sie die Kommunikationstopologie durch Strukturbeschrinkung der entsprechenden Reglermatri-
zen. Fiir den Fall physikalisch verkoppelter Systeme ist dies ein gingiger Ansatz. Fiir Multi-
Agenten-Systeme hingegen kann ein anderer Weg eingeschlagen werden. Durch den Wegfall phy-
sikalischer Kopplungen konnen die algebraischen Eigenschaften des zugrundeliegenden Kom-
munikationsgraphen verwendet werden, um die Dimension des Entwurfs zu verringern. Auf die
entsprechende Literatur zu Multi-Agenten-Systemen wird am Ende dieses Abschnitts ausfiihrlich
eingegangen. Zuvor wird jedoch noch kurz die Abgrenzung zu einigen weiteren im Zusammen-
hang mit verteilten Regelsystemen auftretenden Begriffen diskutiert:

e Vernetzte Regelung (engl. networked control system): Der Begriff der vernetzten Regelung
beschreibt — unvoreingenommen betrachtet — sehr gut das, was in dieser Arbeit als verteiltes
Regelsystem bezeichnet wird: Die Vernetzung lokaler Regeleinrichtungen iiber Kommu-
nikationskanile zur Regelung eines groeren Gesamtsystems. Dennoch wird hier von der
Verwendung des Begriffes abgesehen, da in der Literatur mit ihm vor allem Problemstel-
lungen verbunden werden, welche die technische Realisierung der Regelung betreffen, wie
beispielsweise begrenzte Bandbreite bei der Kommunikation, Kommunikationsverzogerun-
gen, Paketausfille, etc. All diese Aspekte, die vor allem die Qualitit der Informationsiiber-
tragung betreffen, werden in dieser Arbeit nicht betrachtet, sondern es wird die Struktur des
Informationsflusses in den Vordergrund gestellt und von einer idealen Ubertragungsqualit:t
ausgegangen.

e Large-Scale-Systems: Im Zusammenhang mit dezentralen und verteilten Regelsystemen
wird manchmal auch der Begriff des Large-Scale-Systems verwendet (vgl. [79, 134]). Die
subjektive Konnotation in ,,Large-Scale erschwert es, eine klare Abtrennung zu finden. Je-
doch tritt der Begriff vor allem dann auf, wenn der Entwurf mit unvollstindigem Wissen
durchgefiihrt wird. Dies ist oft der Fall, wenn das System ,,zu gro3* ist, um ein detailliertes
Modell aufzustellen. Es wird dann versucht, durch Zerlegung des Systems in nur schwach
verkoppelte Teilsysteme den Entwurf fiir jedes Teilsystem auf einen lokalen Reglerentwurf
zuriickzufiihren. In dieser Arbeit hingegen wird immer davon ausgegangen, dass die zu re-
gelnden Systeme vollstindig bekannt sind.

LUnter ,.gut 1osbar* wird hier verstanden, dass in polynomialer Zeit deterministisch das globale Optimum gefun-
den werden kann.
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o Komplexe Netzwerke: Wenn von komplexen Netzwerken gesprochen wird (siehe z. B. [105]),
werden graphentheoretische Zusammenhénge untersucht, die bei groen (realen) Netzwer-
ken, wie beispielsweise Bekanntschaftsnetzwerken, Kooperationsnetzwerken, Computer-
netzwerken, etc. auftreten. Als bekanntes Beispiel ist das Kleine-Welt-Problem zu nennen
[97, 139]: Die Frage, iiber wie viele ,,Ecken* sich alle Menschen kennen. Graphentheo-
retisch werden diese Phidnomene mit Zufallsgraphen nachgebildet und fiir diese Zufalls-
graphen statistische Eigenschaften untersucht, z. B. der Erwartungswert des Durchmessers
(maximale Distanz zwischen zwei Knoten) [14, 83]. Die Betrachtungen in der vorliegenden
Arbeit zielen hingegen darauf ab, die Kommunikationstopologie gezielt zu entwerfen. Dazu
spielen solche statistischen Eigenschaften der Graphen keine Rolle.

Wird in der regelungstechnischen Literatur von Multi-Agenten-Systemen gesprochen, so sind, wie
bereits mehrfach dargelegt, physikalisch nicht gekoppelte Systeme gemeint. An dieser Stelle sei
betont, dass es durchaus andere Lesarten des Agentenbegriffs gibt, bei denen eine verkoppelte
Dynamik der Teilsysteme vorliegen kann und sich der Agentenbegriff nur auf die Entscheidungs-
autonomie des Reglers des jeweiligen Teilsystems bezieht. Diese Verwendung des Agentenbe-
griffs entstammt der Informatik [160]. In dieser Lesart ist der Agent also letztlich nur der Regler,
d.h. die entscheidungstreffende Intelligenz. In der vorliegenden Arbeit werden hingegen die ein-
zelnen nicht gekoppelten Teilsysteme als Agenten bezeichnet, welche jeweils mit einem Regler
ausgestattet sind. Die Regler der Agenten sind dann iiber ein Kommunikationsnetzwerk mitein-
ander verbunden und verfolgen ein gemeinsames Regelziel, z. B. die Synchronisierung auf eine
gemeinsame Trajektorie.

Eine groBe Zahl an Veroffentlichungen hat sich in den letzten beiden Jahrzehnten mit der Rege-
lung von Multi-Agenten-Systemen beschiftigt. Das Konsensusproblem ist dabei vermutlich das
einfachste und zugleich bedeutendste regelungstechnische Problem im Zusammenhang mit Mul-
ti-Agenten-Systemen [108]. Beim Konsensusproblem geht es selbstredend darum, dass sich die
Agenten auf einen gemeinsamen Wert (z. B. Zustands- oder Ausgangswert) einigen. Die Ver-
bindung der Losung des Konsensusproblems zu elementaren Eigenschaften des Kommunika-
tionsgraphen wurde erstmals von Fax und Murray in [37] aufgezeigt: Der Kommunikations-
graph muss einen gerichteten Spannbaum enthalten [121]. Darauf aufbauend wurden weitere not-
wendige und hinreichende Bedingungen fiir die Losung des Konsensusproblems erarbeitet [88].
Wiihrend viele Arbeiten sich zunéchst auf das Konsensusproblem von Agenten mit Integratordy-
namik konzentrierten, wurden in einigen weiteren Arbeiten diese Ergebnisse auf Agenten mit
Doppelintegratordynamik erweitert (vgl. beispielsweise [168]). Fiir allgemeine Dynamiken findet
teilweise eine Unterscheidung zwischen Konsensus [73] (Konvergenz zu einem gemeinsamem
konstanten Zustand) und Synchronisierung [131] (Konvergenz zu einer gemeinsamer Zustands-
/Ausgangstrajektorie) statt. Letztere wird jedoch manchmal ebenfalls als Konsensus bezeichnet
[88]. AuBerdem wird bei allgemeinen Dynamiken zwischen homogenen Multi-Agenten-Syste-
men (alle Agenten haben dieselbe Dynamik) und heterogenen Multi-Agenten-Systemen (die un-
terschiedlichen Agenten konnen unterschiedliche Dynamiken aufweisen) unterschieden, weshalb
im Folgenden nochmal separat auf die Unterschiede zwischen diesen beiden Abstufungen einge-
gangen wird.
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Das Synchronisierungsproblem fiir homogene Agenten vereinfacht sich insofern, als dass es in
ein simultanes Stabilisierungsproblem umgeformt werden kann [38]. Dieses simultane Stabili-
sierungsproblem hingt dann von der Dynamik eines einzelnen Agenten und den algebraischen
Eigenschaften des Kommunikationsgraphen ab. Mithilfe dieser Formulierung des Synchronisie-
rungsproblems lassen sich notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Synchronisierung
ableiten [88]. Fiir den Fall der Zustandsriickfiithrung gibt Tuna in [152] ein Regelgesetz zur Syn-
chronisierung an, bei dem eine algebraische Riccati-Gleichung geldst werden muss, welche die
Dimension eines Agenten hat. AuBBerdem muss eine positive untere Grenze fiir den Realteil der
Nichtnulleigenwerte der Laplacematrix bekannt sein. Fiir den Fall der Ausgangsriickfithrung gibt
es verschiedene Ansitze, die auf dem Einsatz eines Beobachters beruhen [131, 74]. Soll der Ein-
satz eines Beobachters vermieden werden, so muss im Allgemeinen das simultane Stabilisierungs-
problem mit statischer Ausgangsriickfiihrung numerisch gelost werden [143].

Fiir heterogene Multi-Agenten-Systeme ldsst sich das Synchronisierungsproblem nicht einfach in
ein simultanes Stabilisierungsproblem umformulieren. Trotzdem zeigen Wieland et al. in [157],
dass zur Synchronisierung der Agenten auf eine nichttriviale Trajektorie, die Agenten notwendi-
gerweise eine gemeinsame Dynamik aufweisen miissen. Lunze fiihrt in [85] in dhnlicher Weise
den Begriff der Systemiiberschneidung ein und zeigt ebenfalls deren Notwendigkeit fiir eine er-
folgreiche Synchronisierung. Synchronisierung auf eine Ausgangstrajektorie bedeutet, dass jeder
Agent nach der Synchronisierung diese Trajektorie abféahrt. Fiir die Synchronisierung heteroge-
ner Agenten auf eine nichttriviale Trajektorie ist es daher notwendig, dass es eine nichttriviale
Schnittmenge der Trajektorien gibt, die jeder Agent autonom abfahren kann. Diese notwendige
Bedingung wird in Anlehnung an das bekannte Resultat von Francis und Wonham [42] aus dem
Bereich der Mehrgro3enregelung als Internes-Modell-Prinzip der Synchronisierung bezeichnet.

Fiir den Entwurf von Regelgesetzen zur Synchronisierung heterogener Multi-Agenten-Systeme
gibt es verschiedene Ansitze. Ein Ansatz ist es, die notwendige Bedingung einer gemeinsamen
Dynamik dadurch zu erfiillen, dass jeder Agent ebendiese Dynamik als Exosystem als Teil sei-
nes dynamischen Reglers beinhaltet. Dieser Ansatz wird oft als virtueller Exosystemansatz be-
zeichnet [157]. Eine weitere Moglichkeit, das Interne-Modell-Prinzip der Synchronisierung zu
erfiillen, ist es, die Agenten durch eine unterlagerte Regelung so zu regeln, dass alle dasselbe Ein-
Ausgangs-Verhalten aufweisen. Solche Ansétze werden als Homogenisierungsansditze bezeichnet
[63, 62, 145]. Bei den bislang aufgefiihrten Ansitzen miissen entweder Reglerzustinde kommuni-
ziert werden oder es wird eine unterlagerte Regelung zur Homogenisierung bendtigt. Synchroni-
sierung allein aufgrund von Relativinformation der Ausginge und unter Verwendung allgemeiner
dynamischer Regler wird in [146] durch einen zentralen strukturbeschrinkten Entwurf erreicht.

Dass der Einfluss der Kommunikationstopologie bei Multi-Agenten-Systemen deutlich sichtbar
ist, kann leicht am Konsensusproblem mit Integratordynamik nachvollzogen werden. Dort ist die
Konvergenzrate direkt mit dem kleinsten Nichtnulleigenwert der Laplacematrix des Kommuni-
kationsgraphen verkniipft [38]. Der grofte Eigenwert der Laplacematrix limitiert hingegen die
groftmogliche Totzeit des Kommunikationsnetzes, fiir die Konsensus erreicht wird [109, 103].
AuBerdem limitiert der grofte Eigenwert der Laplacematrix die maximal zulédssige Verstirkung
und somit auch die Konvergenzrate beim Vorhandensein von StellgroBenbeschriankungen [165].
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Notwendige Bedingungen an die Gesamtdynamik

Entwurf der ] Algebraische [ Entwurf des
Agentendynamik J Beschrinkungen l Kommunikationsgraphen

Abbildung 1.2: Zweistufiges Entwurfsschema: Trennung des Entwurfs der Agentendynamik und
der Kommunikationstopologie.

Auch bei Systemen zweiter Ordnung konnen direkt Abschidtzungen fiir die Konvergenzrate aus
den Eigenwerten der Laplacematrix abgeleitet werden [100]. Diese zentrale Rolle der Kommuni-
kationstopologie hat zur Folge, dass sich einige Arbeiten gezielt mit der Optimierung des Kom-
munikationsgraphen beschiftigen. In vielen Arbeiten wird dabei versucht, den kleinsten Nichtnul-
leigenwert ungerichteter verbundener Graphen zu maximieren. In [155] wird das Problem analy-
tisch behandelt, indem der zum kleinsten Nichtnulleigenwert assoziierte Eigenvektor verwendet
wird. Im Gegensatz zu dieser analytischen Methode, formuliert Boyd das Problem als konvexes
Optimierungsproblem [17], welches effizient numerisch gelost werden kann. Dabei maximiert er
den kleinsten Nichtnulleigenwert bei gleichzeitiger Beschrankung der Summe der Kantengewich-
te des Graphen. Rafiee und Bayen variieren diese Problemformulierung, indem sie die Anzahl
der Kanten nach oben beschrinken. Dies fiihrt auf ein gemischt ganzzahliges semidefinites Pro-
gramm [119]. Neben der Maximierung des kleinsten Nichtnulleigenwerts wird in [133] zusétzlich
der grofite Eigenwert der Laplacematrix beschrinkt.

1.2 Eigene Beitrage und Struktur der Arbeit

Bis auf die Ansitze zum gleichzeitigen Entwurf des Reglers und der Kommunikationstopologie
aus Sicht eines zentralen, strukturbeschrinkten MehrgroBBenreglerentwurfsproblems, betrachten
die im vorigen Abschnitt diskutierten Quellen sowohl fiir allgemeine verteilte Regelsysteme als
auch fiir Multi-Agenten-Systeme entweder das Reglerentwurfsproblem bei feststehender Kommu-
nikationstopologie, oder den Entwurf der Kommunikationstopologie ohne Bezug auf das dynami-
sche Gesamtsystem. In der vorliegenden Arbeit wird ein Gesamtentwurf fiir homogene Multi-
Agenten-Systeme prisentiert, bei dem beide Entwurfsprobleme — der Reglerentwurf und der Ent-
wurf der Kommunikationstopologie — systematisch berticksichtigt werden. Dabei wird die im letz-
ten Abschnitt bereits benannte Eigenschaft homogener Multi-Agenten-Systeme ausgenutzt, dass
das Synchronisierungsverhalten des Gesamtsystems anhand der Dynamik eines einzelnen Agen-
ten und algebraischer Eigenschaften des Kommunikationsgraphen beschrieben werden kann. Dies
ermdglicht es, die beiden Entwurfsprobleme getrennt, jedoch jeweils unter Beriicksichtigung der
Gesamtdynamik, zu betrachten. Der Gesamtentwurf wird dann in den folgenden beiden Schritten
ausgefiihrt, welche auch in Abb. 1.2 skizziert sind:
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e Zunichst erfolgt der Entwurf der Agentendynamik, d.h. der (moglicherweise dynamischen)
Regelgesetze. Aus dem Entwurf der Agentendynamik werden algebraische Beschriankungen
an den Entwurf der Kommunikationstopologie abgeleitet.

o Als Zweites erfolgt der Entwurf des Kommunikationsgraphen. Die im Entwurf der Agen-
tendynamik gefundenen algebraischen Beschrinkungen werden an die den Kommunikati-
onsgraphen beschreibenden Matrizen gestellt.

In beiden Schritten werden zudem notwendige Bedingungen fiir den Entwurf der Gesamtdyna-
mik beriicksichtigt. Der Vorteil der zweistufigen Vorgehensweise liegt darin, dass beim Entwurf
des Kommunikationsgraphen die Dynamik des Gesamtsystems nicht mehr berticksichtigt werden
muss, da dies bei der Bestimmung der algebraischen Beschrinkungen bereits geschehen ist.

Zu Beginn werden in Kapitel 2 die erforderlichen Grundlagen zur Synchronisierung homogener
Multi-Agenten-Systeme besprochen. Dazu wird auf die graphentheoretische Beschreibung ein-
gegangen und die betrachtete Systemklasse eingefiihrt. Der Hauptteil der Arbeit ist dann gemil3
der oben benannten zweistufigen Vorgehensweise gegliedert. Dabei wird in den Kapiteln 3 und 4
der Entwurf der Agentendynamik diskutiert und es werden die algebraischen Beschrinkungen fiir
den Graphenentwurf hergeleitet. In Kapitel 5 wird schlieBlich gezeigt, wie diese algebraischen
Beschriankungen beim Entwurf eines Kommunikationsgraphen beriicksichtigt werden kdnnen.

Kapitel 3 beschiftigt sich mit dem Entwurf der Synchronisierungsregler. Dabei wird die Synchro-
nisierbarkeit des Gesamtsystems, d.h. die Stabilitdt des transienten Synchronisierungsverhalten,
als notwendige Bedingung beachtet. Es wird aufgezeigt, wie Regler minimaler Ordnung entwor-
fen werden konnen, welche die Synchronisierung iiber ein Kommunikationsnetz ermoglichen. Fiir
die so gefundenen Regler wird die Menge aller zu Synchronisierung fithrenden Nichtnulleigen-
werte der Laplacematrix — die sogenannte Synchronisierungsmenge — als Beschrinkung an den
Entwurf des Kommunikationsgraphen abgeleitet. Die Ergebnisse zur Beschreibung der Synchro-
nisierungsmenge stellen dabei eine Erweiterung der aus der Literatur bekannten Ergebnisse auf
den Fall von Mehrgroflensystemen und auf die Verwendung dynamischer Regler dar. Aufbau-
end auf der Beschreibung der Synchronisierungsmenge wird aulerdem gezeigt, wie Regler fester
Ordnung so entworfen werden konnen, dass sie zu einer grolen Synchronisierungsmenge fiihren.

Neben den Betrachtungen zur Stabilitidt in Abschnitt 3.1 wird in Abschnitt 3.2 auf die Optimalitit
des transienten Synchronisierungsverhaltens eingegangen. Dazu wird ein Regelgesetz zur opti-
malen Transition auf die stationdre Synchronisierungstrajektorie entwickelt und dieses mit beste-
henden Ansitzen zur optimalen Synchronisierung verglichen. Die Ergebnisse zur Optimalitit des
transienten Verhaltens unterscheiden sich von den restlichen Ergebnissen dieser Arbeit, da sich
sowohl das Regelgesetz als auch die Kommunikationstopologie aus der Losung der betrachteten
Optimalregelprobleme ergeben und somit nicht Teil des oben skizzierten Entwurfsschemas sind.

Im Anschluss an den Entwurf des transienten Verhaltens, wird in Kapitel 4 das stationédre Synchro-
nisierungsverhalten von Multi-Agenten-Systemen betrachtet. Das stationédre Synchronisierungs-
verhalten homogener Multi-Agenten-Systeme hidngt von den Anfangszustinden der Agenten und
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den Nullrdumen der Laplacematrix des Kommunikationsgraphen ab. Unter verschiedenen Annah-
men an die Anfangszustinde der Agenten werden daher die Nullrdume der Laplacematrix zur
Optimierung des stationdren Synchronisierungsverhaltens verwendet und anschlieend als alge-
braische Beschrinkungen an den Graphenentwurf spezifiziert. Die Optimierung des stationédren
Verhaltens wird sowohl fiir den Synchronisierungs- als auch fiir den Cluster-Synchronisierungs-
fall durchgefiihrt.

In Kapitel 5 wird schlieBlich gezeigt, wie die in den vorigen Teilen abgeleiteten algebraischen Be-
schrinkungen beim Graphenentwurf beriicksichtigt werden konnen. Dabei werden Methoden ent-
wickelt, um Laplacematrizen mit vorgegebenen Eigenwerten und Nullrdumen zu entwerfen. Dar-
tiber hinaus wird gezeigt, wie zusitzliche Entwurfsziele durch Optimierung der Kantengewichte
beim Graphenentwurf beriicksichtigt werden konnen. Neben der Vorgabe der Graphenstruktur
wird dabei insbesondere die Minimierung der Eigenwertsensitivitit thematisiert und diskutiert,
wie diese zur Erhohung der Robustheit des Gesamtsystems fiihrt.

Die Arbeit schlieBt in Kapitel 6 mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf mogliche
weitere Fragestellungen.
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2 Beschreibung homogener Multi-Agenten-
Systeme

In diesem Kapitel wird in die Grundlagen eingefiihrt, auf die im weiteren Verlauf der Arbeit fiir
den Entwurf homogener Multi-Agenten-Systeme immer wieder zuriickgegriffen wird. Dabei wird
in Abschnitt 2.1 zunéchst die graphenbasierte Beschreibung der Kommunikationstopologie von
Multi-Agenten-Systemen thematisiert. Darauf aufbauend wird in Abschnitt 2.2 die in der gesam-
ten Arbeit betrachtete Systemklasse der linearen homogenen Multi-Agenten-Systeme vorgestellt
und darauf eingegangen, unter welchen Umstinden Synchronisierung der Agenten erreicht wird.

2.1 Graphen und assoziierte Matrizen

Der Informationsfluss in Multi-Agenten-Systemen wird mittels Graphen beschrieben. Einen guten
Uberblick iiber die zur Modellierung von Multi-Agenten-Systemen notwendigen graphentheo-
retischen Grundlagen liefert [96], woraus auch die folgenden grundlegenden Definitionen ent-
lehnt sind. Zur Beschreibung des Informationsflusses eines Multi-Agenten-Systems wird jeder
Agent als Knoten eines Graphen aufgefasst. Die Knoten werden in der (endlichen) Knotenmen-
ge V = {vy,..., vy} zusammengefasst. Die Kopplungen der Agenten (durch Kommunikations-
kandle) werden durch Kanten zwischen den Knoten beschrieben, welche in der Kantenmenge
£ C V x V zusammengefasst sind. Der Kommunikationsgraph ist dann formal durch das Paar
G = (V, &) definiert. Gilt fiir ein Knotenpaar v;, v;, dass (v;,v;) € &, so bedeutet dies, dass
eine Kante vom Knoten v; zum Knoten v; existiert. Die Richtung der Kante wird in der vorlie-
genden Arbeit im Sinne des Informationsflusses definiert, d. h., die Kante (v;, v;) zeigt an, dass
Information von Knoten v; zu Knoten v; flieBt. Der Knoten v; heilit dann Vorgédngerknoten von
v; und der Knoten v; heifit Nachfolgerknoten von v;. Existiert zu jeder Kante (v;,v;) € £ eine
Kante (v;,v;) € &, so wird von einem ungerichteten Graphen gesprochen, andernfalls von einem
gerichteten Graphen bzw. von einem Digraphen. Die Menge der ungerichteten Graphen ist offen-
sichtlich in der Menge der gerichteten Graphen enthalten. Daher wird in der vorliegenden Arbeit
immer vom Allgemeinfall eines gerichteten Graphen ausgegangen. Es werden nur schleifenfreie
Graphen betrachtet, d. h., kein Knoten besitzt eine Kante zu sich selbst, sodass stets (v;, v;) &€ £
gilt. Zusitzlich zur Richtung kann jede Kante (v;, v;) mit einem reellwertigen Gewicht w; ; # 0
versehen werden und somit ein gewichteter Informationsfluss dargestellt werden. Formal kann
dazu ein gewichteter Graph G,, = (V, £, w) definiert werden, wobei w : £ — R eine Funktion
ist, welche jeder Kante des Graphen (v;,v;) € £ das Gewicht w; ; zuordnet. Mit einem solchen
gewichteten Graphen ist die gewichtete Adjazenzmatrix assoziiert

wj;, wenn (vj,v;) €&,

0, sonst.

Ay = la;;] = {
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Die Adjazenzmatrix beschreibt den Graphen vollstindig. Daher kann auch umgekehrt mithilfe der
Adjazenzmatrix A,, ein gewichteter Graph G,, definiert werden, welcher genau dann eine Kan-
te zwischen den Knoten v; und v; mit dem entsprechenden Kantengewicht hat, wenn a; ; # 0.
Es wird daher im Folgenden auch G, (A, ) geschrieben, wenn der mit der Adjazenzmatrix A,
assoziierte gewichtete Graph gemeint ist. Ist nur der zugrunde liegende Graph (das kombinato-
rische Objekt) gemeint, so wird G(A, ) geschrieben und der Index w weggelassen. Mit dieser
Konvention ldsst sich die Addition zweier Graphen definieren, indem einfach die Adjazenzmatri-
zen addiert werden: Gy, (Ay.1) + Gw(Aw2) = Gu(Aw,1 + Ay2). Zusitzlich zur Adjazenzmatrix
wird die gewichtete (Eingangs-)Gradmatrix Dy, = [d; ;] definiert, welche eine Diagonalmatrix
ist, deren Diagonalelemente der jeweiligen Zeilensumme der Adjazenzmatrix entsprechen, d. h.,
fir die d;; = Z?’:l a;,; gilt. SchlieBlich wird die gewichtete Laplacematrix zu

L, =D, — A, 2.1)

definiert. Aus der Definition der Laplacematrix L, ist direkt ersichtlich, dass deren Zeilensumme
immer Null ist. Dies bedeutet, dass der Einsvektor 1 immer im Rechtsnullraum der Laplacema-
trix liegt und folglich die Laplacematrix immer mindestens einen Eigenwert in Null hat. Diese
Eigenschaft der Laplacematrix fiihrt zur Definition der reduzierten Laplacematrix (vgl. [166])

L,=V'L,V, (2.2)

wobei die Matrix V so gewdhlt ist, dass ILV =0und V'V =Iy_, gilt. Die reduzierte Laplace-
matrix Ly, resultiert aus der Transformation der Laplacematrix L,, auf obere Blockdreiecksform

—1 _ 0 k
T 'L,T = |:0 L, (2.3)

durch die reguldre Matrix T = [1 N V]. Daher besitzt die reduzierte Laplacematrix L, dieselben
Eigenwerte wie die Laplacematrix L, bis auf einen Nulleigenwert.

Bemerkung 2.1. Wie oben angemerkt, besteht ein umkehrbarer Zusammenhang zwischen der De-
finition eines gewichteten Graphen Gy, und der Definition der zugehorigen Adjazenzmatrix Ay,.
Dies gilt selbst, wenn der Graph nicht schleifenfrei ist. Fiir schleifenfreie Graphen, welche in
dieser Arbeit ausschliefilich betrachtet werden, ist die Beziehung zwischen Adjazenzmatrix Ay,
und Laplacematrix L, ebenfalls eineindeutig. Daher kann mit jeder Laplacematrix L, ein schlei-
fenfreier Graph assoziiert werden; es wird G,,(Ly,) bzw. G(Ly,) fiir den entsprechenden gewich-
ten bzw. ungewichteten Graphen geschrieben. Dementsprechend ldsst sich die Addition zweier
schleifenfreier Graphen auch mittels der Laplacematrizen durchfiihren: Gy, (Ly 1) + Gw(Ly,2) =
gw(Lw,l + Lw,2)-

2.1.1 Zusammenhangende Graphen

Die Einfiihrung der mit Graphen assoziierten reellwertigen Matrizen macht die Mittel der linearen
Algebra zugédnglich zur Untersuchung der Eigenschaften von Graphen. Eine wichtige Eigenschaft
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Abbildung 2.1: Gewichteter Graph mit 2 Knoten.

von Graphen, die auch bei der Analyse von Multi-Agenten-Systemen eine grofle Rolle spielt, ist,
ob und wie alle Knoten des Graphen durch Pfade miteinander verbunden sind. Ein (gerichteter)

Pfad der Lénge r in G ist eine Folge v, ..., v, von r + 1 Knoten, sodass (vg;, vk, ,) € & fiir
alle i € {0,...,r — 1} gilt. Existiert ein Pfad zwischen Knoten v; und v;, so wird v; ~> v;
geschrieben.

Definition 2.2 (Zusammenhéngend und stark zusammenhéngend). Ein Graph G = (V, ) heifit
zusammenhdngend, wenn es mindestens einen Knoten v; € V' gibt, von dem aus alle anderen
Knoten durch Pfade erreicht werden konnen, d. h., fiir den v; ~> v; fiir alle v; € V\{v;} gilt.
Ein solcher Knoten wird als Wurzelknoten bezeichnet. Ein Graph heifit stark zusammenhdngend,
wenn jeder Knoten Wurzelknoten ist.

Es ist ein bekanntes Resultat, dass fiir Graphen mit positiven Kantengewichten die Vielfachheit
des Nulleigenwerts der Laplacematrix L,, direkt darauf schlieBen ldsst, ob der Graph zusammen-
hingend ist.

Satz 2.3 ([121, Lemma 3.3]). Der Nulleigenwert der Laplacematrix L., eines gewichteten Gra-
phen G,, = (V, &, w) mit positiven Kantengewichten ist genau dann algebraisch einfach, wenn
der zugrunde liegende Graph G = (V, £) zusammenhdngend ist.

Werden auch negative Kantengewichte zugelassen, so ist dieses Resultat nicht mehr giiltig, wie
als Nichstes an einem einfachen Beispiel gezeigt wird.

Beispiel 2.4. Die Laplacematrix des in Abb. 2.1 gezeigten Graphen ist durch

L, = |: W21 _wZ,I]
—Wi,2 W1,2
gegeben. Offensichtlich ist der Graph (stark) zusammenhdngend. Das charakteristische Polynom

von L, ergibt sich zu
det (sI, — L) = 52— (w2 + wa,1)s.

Fiir wy, = —w, ) besitzt die Laplacematrix Ly, also einen (algebraisch) doppelten Eigenwert in
Null, obwohl der zugrunde liegende Graph zusammenhdngend ist.

An Beispiel 2.4 wird ersichtlich, dass der Nulleigenwert der Laplacematrix von Graphen mit be-
liebigen Gewichten durchaus mehrfach sein kann, obwohl der zugrunde liegende Graph zusam-
menhéngend ist. Dass dies jedoch nur der Ausnahmefall ist und dass die Umkehrung nicht gilt,
zeigen die folgenden beiden Sitze, deren Beweise im Anschluss angegeben sind.
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Satz 2.5. Der Nulleigenwert der Laplacematrix Ly, eines gewichteten Graphen G, = (V, &, w)
mit beliebigen Kantengewichten ist fiir fast alle Kantengewichte algebraisch einfach, wenn der
zugrunde liegende Graph G = (V, £) zusammenhdngend ist.

Satz 2.6. Wenn der Nulleigenwert der Laplacematrix L, eines gewichteten Graphen G, =
(V, £, w) mit beliebigen Kantengewichten algebraisch einfach ist, dann ist der zugrunde liegende
Graph G = (V, £) zusammenhdngend.

Beweis zu Satz 2.5. Sei G = (V, ) zusammenhingend. Sei £(G) die Menge aller gewichteten
Laplacematrizen, deren zugrunde liegender Graph G ist. Es geniigt zu zeigen, dass die Menge
derjenigen Laplacematrizen in £(G), die genau einen Nulleigenwert besitzen, dicht ist in £(G).
Dazu wird zunichst der Graph G, = (V, &, |w|) eingefiihrt, welcher aus dem Graphen G,, =
(V, £, w) gewonnen wird, wobei jedoch alle negativen Kantengewichte zu betragsmifig gleichen
positiven Kantengewichten verdndert werden. Der Graph G| besitzt also ausschlieBlich positive
Kantengewichte. Beiden Graphen G,, und G| liegt derselbe Graph G zugrunde, d. h., sowohl L,,
als auch Ly, gehoren zur Menge £(G). Es wird im Folgenden aulerdem der Graph

gw(e) = gw((l - 6) : Lu) +6- Llwl) (24)
Ly (6)

mit 6 € R betrachtet, bei dem die positiven Gewichte aus G,, beibehalten werden und die ur-
spriinglich negativen Gewichte nun von dem Parameter 6 abhidngen. Jedes Kantengewicht des
Graphen G,,(0) hat fiir 6 € [0, o) mit ausreichend kleinem €, > 0 dasselbe Vorzeichen wie im
urspriinglichen Graphen G,, = G,,(0) und die Laplacematrix L, () ist folglich ebenfalls in £(G)
enthalten. Die Determinante der reduzierten Laplacematrix p(6) = det(Ly,(#)) ist ein Polynom
in 6. Nach Satz 2.3 gilt p(1) = det(f\w|) # 0, da G zusammenhingend ist und Gy,,| ausschlieBlich
positive Kantengewichte besitzt. Dies schliet den Fall aus, dass p(6) identisch Null ist. Daher
gilt p(6) = 0 nur fiir endlich viele Werte von . Sollte p(0) = det(L,,) = 0 gelten, dann bedeutet
dies, dass ein beliebig kleines 6y > 0 mit 6y < €, existiert fiir das p(6y) # 0. Dies bedeutet also,
dass mit einer entsprechend kleinen Variation der negativen Gewichte in G,, die Laplacematrix
des dann resultierenden Graphen G, (6y), welcher derselbe Graph G zugrunde liegt, genau einen
Eigenwert in Null besitzt, was den Beweis beschlieBt.! O

Beweis zu Satz 2.6. Sei L£(G) wie im Beweis zu Satz 2.5 erneut die Menge aller gewichteten La-
placematrizen, deren zugrunde liegender Graph G ist. Ebenso werden erneut die Graphen Gj,,| =
WV, &, |w|) sowie Gy, (0) nach (2.4) mit & € R eingefiihrt. Alle Kantengewichte des Graphen
Gy (0) sind fiir 6 € (1 — €, 1] mit ausreichend kleinem €; > 0 positiv und die Laplacematrix
L, (0) ist ebenfalls in £(G) enthalten. Erneut ist die Determinante der reduzierten Laplacematrix
p(0) = det(Ly(#)) ein Polynom in #. Nun wird der Satz durch Widerspruch bewiesen: Ange-
nommen der Nulleigenwert der Laplacematrix L,, = L,,(0) sei algebraisch einfach, d. h., es gelte
2(0) = det(L,,) # 0, aber der Graph G = (V, £) sei nicht zusammenhingend, was nach Satz 2.3

I Ein shnliches Argument wurde in [50] genutzt, um zu zeigen, dass die Menge der diagonalisierbaren Matrizen
dicht ist in der Menge aller Matrizen.
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gleichbedeutend mit p(1) = det(f|w|) = 0 ist. Da p(#) nicht identisch Null ist, existiert ein
0, < 1 mit6; > 1— €y, sodass p(6y) # 0 gilt. Da G,,(6,) ebenfalls nur positive Kantengewichte
besitzt, bedeutet dies nach Satz 2.3, dass der zugrunde liegende Graph G zusammenhingend ist
und fiihrt somit zum Widerspruch. 0

Neben der Vielfachheit des Nulleigenwerts spielt in dieser Arbeit auch die Parametrierung des
Links- und des Rechtsnullraums der Laplacematrix eine grof8e Rolle. Wie bereits im vorigen Ab-
schnitt betont, liegt der Einsvektor 15 immer im Rechtsnullraum der Laplacematrix und spannt
diesen vollstindig auf, wenn der Nulleigenwert einfach ist. Fiir den Linksnullraum lassen sich
hingegen folgende Aussagen machen.

Lemma 2.7 ([143, Lemma 2.5]). Fiir die Laplacematrix L,, eines gewichteten Graphen G,, =

N
>0’

der y "Ly = 0 und y "1y = 1 erfiillt, wenn der zugrunde liegende Graph G = (V, &) stark
zusammenhdngend ist.

(V, €, w) mit positiven Kantengewichten existiert ein (elementweise) positiver Vektor y € R

Die Aussage von Lemma 2.7 beziiglich stark zusammenhédngender Graphen mit positiven Kan-
tengewichten wird in Satz 2.9 auf zusammenhingende Graphen mit positiven Kantengewichten
verallgemeinert. Der Beweis dieses Satzes kann [61] entnommen werden, ist jedoch hier erneut
angegeben, um die Verallgemeinerung auf zusammenhéngende Graphen mit beliebigen Kantenge-
wichten im dann folgenden Korollar 2.10 offensichtlich zu machen. Fiir den Beweis von Satz 2.9
wird auBerdem zunéchst folgende Definition eingefiihrt.

Definition 2.8 (Induzierter Subgraph [96, Abschnitt 2.1.2]). Sei der Graph G = (V, &) und ei-
ne Teilmenge S der Knotenmenge V gegeben. Der Graph Gs = (S,Es) mit Es = {(vi,vj) €
E|vi,v; € S} heifit auf S induzierter Subgraph von G.

Satz 2.9 ([61, Satz 3.3]). Fiir die Laplacematrix Ly, eines gewichteten Graphen G,, = (V, &£, w)
mit positiven Kantengewichten, dessen zugrunde liegender Graph G = (V, £) zusammenhiingend
ist, existiert ein (elementweise) nichtnegativer Vektor y € ]Rgo, der y Ly, =0undy "1y =1
erfiillt. Es gilt y; > 0 genau dann, wenn der Knoten v; € V Wurzelknoten von G ist, ansonsten gilt

Vi = 0.

Beweis. Sei U < V die Menge aller Wurzelknoten in G und M = V\U. Es wird zunéchst
angenommen, die Knotenmenge V sei so sortiert, dass die Wurzelknoten U/ die ersten Elemente in
V sind. Dann hat die Laplacematrix L,, von G die Form (vgl. [2, Lemma 2])

L. — |:Lw,l/{u 0 ]
v Lu vy Lwmm

Dabei ist Ly, ;4 die Laplacematrix des auf U/ induzierten Subgraphen von G,,. Dieser induzier-
te Subgraph ist stark zusammenhingend, da &/ < ) alle Wurzelknoten von G enthilt (vgl. [2,
Lemma 1]). Nach Lemma 2.7 existiert daher ein positiver Vektor y,, sodass y;'—Lw,uu =0" und
)’I1|u| = 1. Firy' = [y]— OT] gilt daher y 'L, = 0" und y "1y = 1. Ist die Knotenmen-
ge V nicht wie oben angenommen nach ¢/ und M sortiert, so kann die Laplacematrix mithilfe
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Abbildung 2.2: Nicht zusammenhéngender Graph.

einer geeigneten Permutationsmatrix IT durch L,, = ML,II" in die gewiinschte Form trans-
formiert werden. Entsprechend existiert ein positiver Vektor , € R¥!, sodass yL,, = 0" fiir
)7T = [)71T 07] gilt. Dann folgt der Satz direkt aus der Riicktransformation y = HTf/. [

Fiir beliebige Kantengewichte lédsst sich keine Aussage iiber das Vorzeichen der Nichtnullelemente
von y treffen. Es kann jedoch aus dem Beweis von Satz 2.9 und der Tatsache, dass die Laplace-
matrix L,, mindestens einen Nulleigenwert besitzt, folgendes Korollar angegeben werden.

Korollar 2.10. Fiir die Laplacematrix L,, eines gewichteten Graphen G,, = (V,E,w) mit be-
liebigen Kantengewichten, dessen zugrunde liegender Graph G = (V, £) zusammenhdngend ist,
existiert ein nichttrivialer Vektor y € RN, der y "Ly, = 0 erfiillt. Ist v; € V kein Wurzelknoten
von G, so gilt y; = 0. Ist der Nulleigenwert der Laplacematrix L, algebraisch einfach, so kann y
so gewdhlt werden, dass y "1y = 1 gilt.

2.1.2 Nicht zusammenhangende Graphen

Bisher wurden zusammenhingende Graphen betrachtet. Abb. 2.2 zeigt ein Beispiel fiir einen Gra-
phen, der nicht zusammenhéngend im Sinne von Definition 2.2 ist, da kein Knoten existiert, von
dem aus jeder andere Knoten iiber einen Pfad erreicht werden kann. Um die Ergebnisse zur Viel-
fachheit des Nulleigenwerts der Laplacematrix sowie zur Parametrierung des Nullraums auf nicht
zusammenhingende Graphen zu erweitern, werden zunéchst einige Definitionen bendtigt.

Definition 2.11 (Erreichbarkeitsmengen [26, Definition 2.21). Sei ein Graph G = (V, £) gegeben.
Fiir jeden Knoten v; € V wird die Erreichbarkeitsmenge R(v;) = {vi} U {v; € V|v; » v;}
definiert. Die Erreichbarkeitsmenge des Knotens v; beschreibt also die Vereinigung des Knotens
v; mit der Menge aller Knoten, die vom Knoten v; aus iiber einen Pfad erreicht werden konnen.

Im Falle des Graphen aus Abb. 2.2 gilt folglich R(v{) = R(vy) = {vi, V2,4, V5}, R(v3) =
{vs3,vq,vs} und R(vs) = R(vs) = {v4,vs}. Es fillt direkt auf, dass die Erreichbarkeitsmengen
der Knoten v4 und vs vollstdndig in den Erreichbarkeitsmengen aller anderen Knoten enthalten
sind, wihrend z. B. Knoten v; nur in seiner eigenen Erreichbarkeitsmenge vorkommt. Diese Be-
obachtung kann formalisiert werden und mit Hilfe der folgenden Definition kann der Graph in
exklusive und gemeinsame Knotenmengen unterteilt werden.
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Definition 2.12 (Maximale Erreichbarkeitsmengen [26, Definition 2.61). Eine Menge R € V ist
eine maximale Erreichbarkeitsmenge des Graphen G = (V, £), wenn es mindestens einen Kno-
ten v; € V gibt, sodass R = R(v;) gilt und es keinen Knoten v; € V gibt, sodass R(v;) echte
Teilmenge von R(v;) ist. Da die Knotenmenge V endlich ist, existieren stets Nr solcher ma-
ximaler Erreichbarkeitsmengen R, ..., Rn,. Diese sind eindeutig durch den Graphen G be-
stimmt. Fiir jede maximale Erreichbarkeitsmenge Ry wird weiterhin die exklusive Teilmenge
Hi = Ri\ Uik Ry sowie die gemeinsame Menge Cr = Ry \Hx definiert. Auflerdem wird die
Menge Uy, = {v; € V| R(v;) = Ry} definiert, welche alle Wurzelknoten des auf Ry induzierten

Subgraphen zusammenfasst.

Der Graph in Abb. 2.2 besitzt zwei maximale Erreichbarkeitsmengen R, = {vy, v, V4, vs} und
R, = {vs, v4, vs} mit den jeweils definierten Teilmengen H; = U; = {vy, va}, Hy = U = {v3}
sowie Cl = Cz = {U4, US}-

Mit diesen Definitionen lassen sich nun die Ergebnisse zur Vielfachheit des Nulleigenwerts so-
wie zur Parametrierung der Nullrdume der Laplacematrix auf nicht zusammenhéngende Graphen
verallgemeinern. Diese Verallgemeinerung wird im Folgenden aus [2] enthnommenen Satz présen-
tiert. Erneut ist, wie schon bei Satz 2.9, der Beweis mit angegeben, um die Verallgemeinerung
auf Graphen mit beliebigen Kantengewichten durch Bemerkung 2.15 offensichtlich zu machen.
AuBerdem wird die im Beweis verwendete Darstellung der Laplacematrix spiter beim Graphen-
entwurf in Abschnitt 5.4.2 eine Rolle spielen.

Satz 2.13 ([2, Lemma 2]). Fiir den gewichteten Graphen G,, = (V, &, w) mit positiven Kan-
tengewichten seien gemdyf} Definition 2.12 die maximalen Erreichbarkeitsmengen Ry, ..., Ry,
definiert. Fiir jede Menge Ry mit k € {1,..., Nr} seien aufserdem die entsprechenden exklusi-
ven Teilmengen Hy, gemeinsamen Teilmengen Cy und die Teilmengen der Wurzelknoten Uy, de-
finiert. Dann hat der Nulleigenwert der Laplacematrix die algebraische und geometrische Viel-
fachheit Nr. Der Rechtsnullraum wird durch py, ...,y € RN und der Linksnullraum durch
Yir---»YnNg € RN aufgespannt, wobei die jeweiligen Vektoren so gewdihlt werden konnen, dass
fiirk € {l1,..., Ng}

(i) pr,; = 1fiirv; € Hy,
(ii) pk,i € (0,1) fiir v; € Cy,
(iii) ki = 0 fiir vi € R,
(iv) yii € (0, 1) fiir v; € Uy,
(v) Vi = 0 fiir vi & Uy,

N
(i) > vki=1

i=1

gilt. Bei Wahl der Rechtseigenvektoren der Nulleigenwerte wie oben angegeben gilt auflerdem

Nz
>y =1y
k=1
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Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, sei im Folgenden wie im Beweis zu Satz 2.9 ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit angenommen, dass die Knoten bereits entsprechend der definierten
Teilmengen H;, ..., Hn, bzw. Cy,...,Cy, angeordnet sind, sodass die Laplacematrix L,, von
Gw = (V, &, w) durch

Lo, 7, 0 0
0 Lo, - 0
L, = : ; 2.5)
0 0 - Lyswsw, O
| Lwew,  Lwew, -+ Lweny, Luwcc

gegeben ist, wobei C = u}jglck die Vereinigungsmenge der Knoten beschreibt, die in mindes-
tens zwei maximalen Erreichbarkeitsmengen enthalten sind. Da definitionsgemi$ alle Knoten in
C von Knoten in den Mengen H, ..., Hn,, erreicht werden konnen, ist die Matrix L,, ¢¢ regulir
(vgl. [26, Korollar 2.5]). Die Matrizen Ly, 3,, 7, sind die Laplacematrizen der auf den exklusiven
Knotenmengen Hj induzierten Subgraphen, welche definitionsgemifl zusammenhingend sind.
Die Vielfachheit des Nulleigenwerts folgt daher direkt aus der Blockstruktur von L,,. Au3erdem
kann die Parametrierung der Linkseigenvektoren y,...,¥ Ne ebenfalls aus der Blockstruktur
von L, sowie aus Satz 2.9 hergeleitet werden, woraus (iv) bis (vi) folgen. Des Weiteren ist klar,
dass (i) und (ii1) aufgrund der Blockstruktur erfiillt werden konnen, da 1,4, | Rechtseigenvektor
von Ly, 3,9, fiir k = 1,..., Ng ist. Damit bleibt zu zeigen, dass bei dieser Wahl der Rechtsei-
genvektoren auch (ii) gilt. Um (ii) zu zeigen, sei zunédchst bemerkt, dass der Eingangsgrad aller
Knoten in C mindestens 1 ist, da alle Knoten in C mindestens einen Vorgédngerknoten entweder in
Hi,...,Hn, oder in C selbst haben. Dies bedeutet, dass die Eingangsgradmatrix Dy, ¢¢, welche
der Diagonalen von Ly, ¢c entspricht, reguldr ist. Damit gilt L, .. = Dy 'ocLu.cc = Iie| — A}, cc-
Die Matrix A;u,cc = D;}ccAw,CC kann als gewichtete Adjazenzmatrix interpretiert werden, wel-
cher der auf C induzierte Subgraph zugrunde liegt. Es gilt

o0
/ —1 /
Lyce) =T+ Z (A ee)™
m=1

wenn die Inverse von L;u,cc als Taylor-Reihe um Ij¢| entwickelt wird. Die Reihe konvergiert, da der
Spektralradius von A .. kleiner als 1 ist (siche Abschnitt B.1). Damit ist (L;u,cc)_l die Erreich-

barkeitsmatrix des mit A} .. assoziierten Graphen (vgl. Abschnitt A.6). Die Matrix (Liv’cc)_1 ist
somit nichtnegativ und damit ist auch

_ —1 _
Ric = _Lw,lchw,CHkIIHk\ = (L/w,cc) (_Dw,lchw,CHkllHkl)

Nk

nichtnegativ, da alle Eintrége in L, ¢4, nichtpositiv sind. Das i-te Element 7, kann nun mit dem
i-ten Knoten in C assoziiert werden. Ein Element von 7, ist genau dann positiv, wenn eine Kante
von einem Knoten in Hj zu dem entsprechenden Knoten in C vorhanden ist. Die Erreichbarkeits-
matrix (L:u,cc)_l hat wiederum die Eigenschaft, dass in der i-ten Spalte das j-te Element genau
dann positiv ist, wenn ein Pfad vom i-ten Knoten zum j-ten Knoten in C vorhanden ist. Dies im-
pliziert gemeinsam mit den Aussagen zu den Nichtnulleintrdgen von 7, dass genau die Elemente
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von f . positiv sind, die von einem Knoten in Hy iiber einen Pfad erreicht werden konnen. Die
Nichtnullelement von g . entsprechen daher also genau den Elementen in Cy. Die Tatsache, dass
jedes dieser Elemente auch in mindestens einem anderen Vektor p; mit/ # k positiv ist, gemein-
sam mit der Tatsache, dass der Einsvektor 1 immer Rechtseigenvektor der Laplacematrix Ly, ist,
bedeutet, dass alle Elemente in p;, - echt kleiner als 1 sind, was wiederum direkt zu Eigenschaft
(11) fiihrt. [

Bemerkung 2.14. Dass die algebraische und geometrische Vielfachheit des Nulleigenwerts der
Laplacematrix L, eines gewichteten Graphen G,, = (V,&,w) mit positiven Kantengewichten
immer iibereinstimmen, ist ein bemerkenswertes Resultat, welches auch in [27, Proposition 12]
bewiesen wurde. Der hier angegebene Beweis aus [2], welcher dhnlich auch in [26] zu finden ist,
wurde ausgewdhlt, da er im Gegensatz zum Beweis in [27] wesentlich konstruktiver ist.

Die Laplacematrix des Graphen in Abb. 2.2 bei Wahl aller Kantengewichte zu 1 ergibt sich zu

I -1 0 0 0
-1 1 0 0 0

Ly=| 0 0 0 0 0
0 -1 -1 3 —I

L0 0 0 -1 1]

Da der Graph zwei maximale Erreichbarkeitsmengen hat, besitzt die Laplacematrix einen alge-
braisch und geometrisch doppelten Eigenwert in Null. Die Nullriume von L, werden gemal
Satz 2.13 durch

1 0 [0,5] 0

1 0 0,5 0

py=| 0|, po= 11, yy=]0/[, yy=1]1
0,5 0,5 0 0
0,5 | 0.5 | 0 | 0

aufgespannt.

Bemerkung 2.15. Fiir Graphen mit beliebigen Kantengewichten entfallen im Allgemeinen wie
in Korollar 2.10 die Positivitdtseigenschaften (ii) und (iv) der Eigenvektoren. Dariiber hinaus
entspricht die Anzahl der Nulleigenwerte wie in Satz 2.5 erneut nur generisch der Anzahl Ny der
maximalen Erreichbarkeitsmengen. Daher ist Eigenschaft (vi) ebenfalls nur generisch erfiillt, da
sie voraussetzt, dass die geometrische und die algebraische Vielfachheit des Nulleigenwerts der
Laplacematrix iibereinstimmen.

2.2 Synchronisierung homogener Multi-Agenten-Systeme

Wie im Einleitungskapitel bereits dargelegt, wird unter einem Multi-Agenten-System in dieser
Arbeit ein System von mehreren physikalisch nicht gekoppelten Teilsystemen verstanden. Die
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einzelnen Teilsysteme werden dabei als Agenten bezeichnet. Weisen alle Agenten dieselbe Dyna-
mik

Xi = AXZ' + Blli, X; (0) = Xj,0 (263)
y; = Cx; (2.6b)
auf, d. h., sind die reellwertigen Matrizen A, B, C identisch fiir alle Agenteni = 1,..., N, so wird

von einem homogenen Multi-Agenten-System gesprochen. Fiir die in (2.6) auftretenden Vektoren
giltx; € R", u; € R?,y; € RY. In diesem Abschnitt wird die Synchronisierung solcher homoge-
ner Multi-Agenten-Systeme thematisiert. Dazu wird in Abschnitt 2.2.1 zunéchst diskutiert, unter
welchen Voraussetzungen die Verwendung statischer Regelgesetze zur Synchronisierung fiihrt.
Im Anschluss wird in Abschnitt 2.2.2 auf die Verwendung dynamischer Synchronisierungsregler
eingegangen.

2.2.1 Verwendung statischer Synchronisierungsregler

Synchronisierung eines Multi-Agenten-Systems bedeutet, dass asymptotisch alle Agenten auf eine
gemeinsame Trajektorie konvergieren. Um Synchronisierung zu erreichen, steht jedem Agent die
gewichtete Summe der Ausgangsdifferenzen zu den im Kommunikationsgraphen benachbarten
Agenten (Vorgédngerknoten)

N
Vv = Z wii (yi—y;) (2.7)
j=1

zur Verfiigung. Dabei stellt w; ; das Gewicht der Kante von Knoten v; zu Knoten v; im Kommu-
nikationsgraphen G(V, £, w) dar. Jeder Agent fiihrt diese gewichtete Summe auf seinen System-
eingang

u; = KV,' (28)

zuriick, wobei wiederum jeder Agent dieselbe homogene Verstirkungsmatrix K verwendet?.

Werden die Zustinde aller Agenten zu x = col (xq, ..., Xy) zusammengefasst, so kann das fiir
alle Agenten zusammengefasste Regelgesetz u = col (uy, ..., uy) nach (2.7) und (2.8) mithilfe
des Kronecker-Produkts (siehe Abschnitt A.2) durch

u = (L, ® KC)x (2.9)

beschrieben werden, wobei L, die Laplacematrix des Kommunikationsgraphen darstellt. Dadurch
ergibt die Gesamtdynamik von x zu

x=(Iy®A)x+ (Iy ® B)u
= (Iyn ® A)x + (L, ® BKO)x (2.10)

mit x(0) = xo = col (X9, ...,Xn,0). Wenn im Weiteren von Synchronisierung gesprochen wird,
dann wird dies immer im Sinne folgender Definition verstanden.

2Eine Ausnahme dieser Struktur des Regelgesetzes zur Synchronisierung wird in Bemerkung 3.5 diskutiert.
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Definition 2.16 (Synchronisierung). Es wird gesagt, das Regelgesetz (2.9) fiihrt zur Synchronisie-
rung des Gesamtsystems (2.10), wenn fiir beliebige Anfangswerte Xq

Jlim |x; (1) —x; (1) =0

gilt fiiralle i, j € {1,...,N}.

Es ist ein bekanntes Resultat (vgl. [37, Theorem 1]), dass das Synchronisierungsproblem identisch
zu einem simultanen Stabilisierungsproblem ist. Da dieses Resultat im weiteren Verlauf der Arbeit
eine zentrale Rolle spielt, ist der Beweis ebenfalls angegeben.

Satz 2.17. Das Regelgesetz (2.9) fiihrt genau dann zur Synchronisierung des Gesamtsystems
(2.10), wenn
A + ABKC (2.11)

Hurwitz ist fiir alle A € spec(Ly,), wobei Ly, die reduzierte Laplacematrix des Kommunikations-
graphen gemdifs (2.2) ist.

Beweis. Die Laplacematrix L,, kann wie in (2.3) mithilfe der reguldren Transformationsmatrix
T = [1 N V] auf obere Blockdreiecksform transformiert werden. Wird T genutzt, um eine Zu-
standstransformation

%= (T_l ® 1,,) x bzw. x = (T®I,)% 2.12)
durchzufiihren, so ergibt sich die transformierte Gesamtdynamik (2.10) zu
~ ~ O *k ~ ~ ~ —1
X=(Iy®AX+ (|, [ |®BKC)X %(0)=% = (T ® I,,) Xo. (2.13)

Synchronisierung wird genau dann erreicht, wenn eine Synchronisierungstrajektorie Xy, () € R"
existiert, sodass

t1—1>r20 (Xi (Z) - Xsyn(t)) =0
fiir beliebige x; o fiiralle i € {1,..., N} gilt. Dies ist gleichbedeutend mit
Jm, (<) = Ay @ L) - Xgn(®)) = lim (TS L) -X(1) = (Ly ® L) - Xon (1))
= tliglo (([IN V] ® In) : i(t) - (IN &® In) : Xsyn(l))
= lim ((T ®1,)- [Xl(? - XSY“(Z)D =0.
=00 X2:n (7)

Aus der Regularitit von T folgt also, dass Synchronisierung genau dann erreicht wird, wenn
X,.n(2) fiir beliebige Anfangswerte X;.n(0) asymptotisch verschwindet. Fiir die Synchronisie-
rungstrajektorie gilt dann

Jim (X1 (1) — Xgyn(1)) = 0. (2.14)

Im Folgenden wird die regulidre Hauptvektormatrix V verwendet, welche L,, auf Jordannormal-

o—l— = . . o . . .
form Jy, =V L,V transformiert. Wird mit V nun eine weitere Zustandstransformation

_ ~—1 ~
xo:v=(V ®L) X2y
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durchgefiihrt, so gilt natiirlich weiterhin, dass Synchronisierung genau dann erreicht wird, wenn
lim;_, o X5: 5 (2) = 0 fiir beliebige Anfangswerte X,.n(0) gilt, d. h., wenn die Dynamik von X;.n
stabil ist. Die Dynamik von X,. ergibt sich zu

%v = ((Iv-1 ® A) + Jg, ® BKC)) Xs.n

A,

und ist genau dann stabil, wenn die Matrix Aiw Hurwitz ist. Die Matrix Aiw hat obere Block-
dreiecksform und ist genau dann Hurwitz, wenn ihre Diagonalblocke Hurwitz sind. Da Ji =~ die
Eigenwerte von L,, auf der Diagonalen hat, sind die Diagonalblécke von Afw genau die Matrizen
A + A;BKC, wobei A; der i-te Eigenwert von L, ist. O

Korollar 2.18. Sei die Matrix A nicht Hurwitz. Das Regelgesetz (2.9) fiihre zur Synchronisierung
des Gesamtsystems (2.10). Dann ist der Nulleigenwert der Laplacematrix Ly, algebraisch einfach.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Tatsache, dass wenn A nicht Hurwitz ist, notwendiger-
weise A # 0 fiir alle A € spec(L,) gelten muss, da ansonsten mindestens eine der Matrizen in
(2.11) weiterhin nicht Hurwitz ist und somit Satz 2.17 nicht erfiillt werden kann. [

Korollar 2.19. Ist A nicht Hurwitz, so muss der Kommunikationsgraph zum Erreichen von Syn-
chronisierung notwendigerweise zusammenhdngend sein.

Satz 2.20. Die Matrix A sei nicht Hurwitz. Das Regelgesetz (2.9) fiihre zur Synchronisierung
des Gesamtsystems (2.10). Sei X, (1) Synchronisierungstrajektorie, d. h., die Trajektorien aller
Agenten konvergieren fiir t — oo unter Verwendung des Regelgesetzes (2.9) zu Xgn(t). Dann
kann die Synchronisierungstrajektorie durch das autonome System

Xsyn = AXsyn, Xsyn(o) = Xsyn,0 (2153)
Xsyn,0 = ()’T &® In) Xo (2.15b)

beschrieben werden, wobei y den zum Nulleigenwert der Laplacematrix L., gehorenden Linksei-
genvektor darstellt, der so skaliert ist, dass y "1y = 1 gilt.

Beweis. Wie im Beweis zu Satz 2.17 gezeigt, kann die Synchronisierungstrajektorie nach (2.14)
durch Xx; () beschrieben werden, wobei X;(¢) durch die Transformation (2.12) gegeben ist. Das
Entscheidende im Beweis zu Satz 2.17 ist, dass durch die Transformation (2.12) die Systemmatrix
des Gesamtsystems (2.13) auf obere Blockdreiecksform transformiert wird. Um dies zu erreichen,
ist die Wahl der reguldren Transformationsmatrix T nicht eindeutig, sondern muss lediglich als
erste Spalte den Einsvektor 15 besitzen. Entscheidend fiir die Wahl von X; ist hingegen die erste
Zeile der inversen Transformationsmatrix T~ . Ist A nicht Hurwitz, so ist nach Korollar 2.18 der
Nulleigenwert der Laplacematrix einfach und der Linkseigenvektor y der Laplacematrix kann
nach Korollar 2.10 so gewihlt werden, dass y "1y = 1 gilt. Dementsprechend kann dann y T als
erste Zeile von T~' zur Transformation verwendet werden, sodass X; = (y' ® I,) x gilt. Mit
dieser Wahl gilt schlielich

1 =0TRL)Iv®A)x=(18A)(y ®L)x =A% (2.16)
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mit dem Startwert X;(0) = (y T ® I,) Xo. Somit kann die Synchronisierungstrajektorie Xqyn(?)
mithilfe des autonomen Systems (2.16) beschrieben werden. ]

Bemerkung 2.21. Wenn A Hurwitz ist, so wird triviale Synchronisierung erreicht, d. h. Synchroni-
sierung auf die Trajektorie X, (1) = 0. Diese entspricht asymptotisch natiirlich der durch (2.15)
beschriebenen Trajektorie. Allerdings garantiert erst die Einschrinkung, dass A nicht Hurwitz ist,
nach Korollar 2.18 und Korollar 2.10, dass der Nulleigenwert der Laplacematrix einfach ist und
somit der Linkseigenvektor y der Laplacematrix so gewdihlt werden kann, dass y "1y = 1 gilt.

Bemerkung 2.22. Die Synchronisierungstrajektorie, welche im Beweis zu Satz 2.17 implizit de-
finiert wurde und welche Gegenstand von Satz 2.20 ist, ist streng genommen nur fiir t — 00
eindeutig definiert. Trotzdem wird unter dem Begriff der Synchronisierungstrajektorie im Weiteren
immer die Zustandstrajektorie des autonomen Systems (2.15a) verstanden, auf die alle Agenten-
zustdnde konvergieren.

2.2.2 \Verwendung dynamischer Synchronisierungsregler

Im vorigen Abschnitt wurde die Synchronisierung bei Verwendung einer statischen Riickfiihrung
(2.8) der relativen Ausgangsinformation (2.7) betrachtet. In diesem Abschnitt wird der Fall be-
trachtet, dass statt einer statischen Riickfithrung eine dynamische Riickfiihrung verwendet wird.
Dazu erhilt jeder Agent einen Reglerzustand x.; € R™.

Weiterhin steht jedem Agenten die gewichtete Summe der Ausgangsdifferenzen zu seinen Nach-
baragenten (2.7) zur Verfiigung. Dariiber hinaus wird angenommen, dass die internen Reglerzu-
stande der Agenten ebenfalls iiber das Netzwerk kommuniziert werden. Daher steht jedem Agen-
ten auerdem das Signal

N
Vi = > Wi (Xei —Xe,) (2.17)
=1
zur Verfiigung. Jeder Agent wihlt die Dynjamik seines Synchronisierungsreglers zu
Xe,i = U, (2.18)
Die Stellsignale u; und u.; werden zu
u; = Kv; + Gev; + Hex, (2.19a)
u.; =AxXe; +Ecv; +Fov; (2.19b)
gewdhlt. Wird fiir jeden Agenten der erweiterte Zustand X.; = col (x;, X, ;) betrachtet, so ergibt
sich die Dynamik des Gesamtzustands X, = col (X1, - . . , Xe,;7) analog zu (2.10) zu

=foes[s 2]~
+ (IN ® [1; I(:C] [}AI] [0 I,,C]) Xe

B 0][K GJ[C 0
+(Lw®|:0 Inc:| |:Ec Fc] |:0 I”c]) Xe. (220)
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Um die Argumentation zu vereinfachen wird nun Definition 2.16 neu formuliert und zusétzlich
gefordert, dass die Reglerzustinde ebenfalls synchronisieren sollen.

Definition 2.23 (Synchronisierung bei dynamischer Erweiterung). Es wird gesagt, das erweiterte
Gesamtsystem (2.20) synchronisiert fiir beliebige Anfangswerte X.(0), wenn

Tim [xei(1) = x5 (0] =0

fiirallei, j € {1,..., N} gilt.

Wird den Argumenten im Beweis zu Satz 2.17 gefolgt, so fiihrt das Synchronisierungsproblem mit
dynamischem Regler erneut zu einem simultanen Stabilisierungsproblem und Synchronisierung
des Gesamtsystems (2.20) wird fiir beliebige Anfangswerte genau dann erreicht, wenn die Matrix

A B O B 0][K GJ][C 0
[0 0]+[0 1} [Ac] [0 Inc]+)»|:0 Inc] [E FCHO 1] 2.21)

Hurwitz ist fiir alle A € spec(fw). Dabei sind die Matrizen K, A., E., F., G, und H. beim
Reglerentwurf frei wihlbar, sodass die Struktur von (2.21) sehr dhnlich zur Struktur von (2.11)
bei der statischen Ausgangsriickfithrung ist (und fiir A, = 0, H. = 0 sogar iibereinstimmt).

Bemerkung 2.24. Fiir die Synchronisierung der Agentenzustinde Xy, ...,Xy gemdfs Definiti-
on 2.16 ist die simultane Stabilisierung der Matrix (2.21) fiir alle A € spec(Ly,) eine nur hinrei-
chende, aber nicht notwendige Bedingung, weshalb Definition 2.23 eingefiihrt wurde und immer
auch die Synchronisierung der Reglerzustiinde X. i, ...,X. N gefordert wird. Die Sinnhaftigkeit
der Situation, dass mindestens fiir einen Eigenwert A der reduzierten Laplacematrix L, die ent-
sprechende Matrix (2.21) nicht Hurwitz ist und trotzdem Synchronisierung im Sinne von Definiti-
on 2.16 erreicht wird, ist aus praktischer Sicht ohnehin fraglich. Dieser Fall tritt namlich genau
dann auf, wenn zwar die Zustinde X, jedoch nicht die Reglerzustinde X. synchronisieren. Die
verbleibende Dynamik der Reglerzustinde darf dann allerdings auch keinen Einfluss mehr auf
die Differenz der Zustinde haben. Um dies auszuschliefsen miisste also eine Detektierbarkeitsan-
nahme an die entsprechenden Systemmatrizen der Reglerzustinde und an die Riickfiihrmatrizen
gestellt werden. Da diese Matrizen jedoch als Entwurfsparameter aufgefasst werden, konnte ei-
ne solche Anforderung, die ohnehin sinnlos erscheint, nur umstdindlich im Entwurf beriicksichtigt
werden. Daher wird auf Definition 2.23 zuriickgegriffen, um solche Umstdnde zu vermeiden.

Bemerkung 2.25. Werden die Reglerzustinde nicht iiber das Netzwerk kommuniziert, so steht
das Signal v.; nicht zur Regelung zur Verfiigung. Hinsichtlich der Synchronisierung ergibt sich
trotzdem das simultane Stabilisierungsproblem (2.21), wobei jedoch F. = 0 und G. = 0 gelten
muss.
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3 Entwurf des transienten Verhaltens
homogener Multi-Agenten-Systeme

Wie im Einleitungskapitel erldutert, wird in dieser Arbeit ein zweistufiges Entwurfsschema fiir ho-
mogene Multi-Agenten-Systeme vorgeschlagen und dabei der Entwurf der Agentendynamik von
dem des Kommunikationsnetzwerkes getrennt (vgl. Abb. 1.2). In diesem und dem nachfolgenden
Kapitel wird der erste Teil dieses Schemas betrachtet: Der Entwurf der Agentendynamik wird
durchgefiihrt und daraus algebraische Beschrinkungen an den Entwurf des Kommunikationsgra-
phen abgeleitet, welcher dann in Kapitel 5 behandelt wird. Fiir die Synchronisierung homoge-
ner Multi-Agenten-Systeme liegen sowohl fiir den Graphenentwurf als auch fiir den Entwurf der
Agentendynamik notwendige Bedingungen vor, welche beim jeweiligen Entwurf beachtet werden
miissen. Beim Graphenentwurf betrifft dies die Vielfachheit des Nulleigenwerts der Laplacema-
trix (vgl. Korollar 2.18 und Korollar 2.19). Beim Entwurf der Agentendynamik muss hingegen
beachtet werden, dass die Menge der zur Synchronisierung fithrenden Graphen nicht leer sein
darf, d. h., es muss mindestens ein Graph existieren, welcher zur Synchronisierung fiihrt. Die Syn-
chronisierung selbst kann in ein transientes und ein stationires Verhalten aufgeteilt werden. Eine
erfolgreiche Synchronisierung bedeutet, dass das transiente Verhalten stabil ist. Abschnitt 3.1 be-
schéftigt sich daher mit der oben diskutierten notwendigen Bedingung an die Agentendynamik. Es
wird aufgezeigt, wie dynamische Regler minimaler Ordnung fiir die Synchronisierung berechnet
werden konnen. Als algebraische Beschrankungen fiir den Entwurf des Kommunikationsgraphen
wird dabei eine Beschreibung fiir die Lage der Nichtnulleigenwerte der Laplacematrix hergeleitet,
welche die Stabilitit des transienten Verhaltens garantieren. In Abschnitt 3.2 wird anschlieBend
diskutiert, wie der Synchronisierungsregler auszulegen ist, damit jeder Agent beziiglich eines qua-
dratischen Giitemales optimal die Synchronisierungstrajektorie erreicht. Der Entwurf optimaler
Synchronisierungsregler stellt einen Sonderfall in der vorliegenden Arbeit dar, da sich fiir diesen
Fall die Struktur des Kommunikationsgraphen implizit als Losung des betrachteten Optimierungs-
problems ergibt.

3.1 Stabilitat des transienten Verhaltens

Es wird die Problemstellung der Synchronisierung wie in Abschnitt 2.2 betrachtet. In diesem Ab-
schnitt wird der Fragestellung nachgegangen, ob fiir eine gegebene Agentendynamik (2.6) ein
zur Synchronisierung fithrendes Regelgesetz existiert. Ein verteiltes Synchronisierungsgesetz wie
beispielsweise das statische Regelgesetz (2.9), aber auch das allgemeine dynamische Regelge-
setz (2.18), (2.19), hingt dabei sowohl von den verwendeten Riickfithrmatrizen als auch von der
iiber den gewichteten Graphen G(V, &£, w) beschriebenen Kommunikationstopologie ab. Diese
Problemstellung wird zunichst in Abschnitt 3.1.1 nidher erortert und der Zusammenhang zwi-
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schen dem Synchronisierungsproblem und dem Stabilisierungsproblem aufgezeigt. Dieser Zu-
sammenhang wird ausgenutzt, um ausgehend von stabilisierenden Reglern minimaler Ordnung
(Abschnitt 3.1.2) Synchronisierungsregler minimaler Ordnung zu entwerfen (Abschnitt 3.1.3).
In Abschnitt 3.1.4 wird dann ausgehend von dem so entworfenen Regelgesetz die Menge aller
komplexen Zahlen angegeben, in welcher alle Eigenwerte der reduzierten Laplacematrix fiir ei-
ne erfolgreiche Synchronisierung liegen miissen. SchlieBlich wird in Abschnitt 3.1.5 gezeigt, wie
diese Menge durch Optimierung der Reglermatrizen vergrof3ert werden kann.

3.1.1 Synchronisierbarkeit

In diesem Abschnitt wird die Synchronisierbarkeit eines Multi-Agenten-Systems diskutiert, d. h.,
es wird untersucht, unter welchen Umsténden ein Multi-Agenten-System synchronisiert werden
kann. Dazu wird das allgemeine dynamische Regelgesetz bestehend aus (2.7), (2.17), (2.18) und
(2.19) betrachtet. Um die Notation kompakt zu halten, werden alle Reglermatrizen im Tupel

O(n.) = (K A E. F., G, H) (3.1)

zusammengefasst. Die Synchronisierbarkeit wird dabei gemifl folgender Definition verstanden,
welche in [162] dhnlich fiir den Fall statischer Ausgangsriickfithrungen formuliert wurde.

Definition 3.1 (Synchronisierbarkeit durch dynamische Ausgangsriickfiihrung fester Ordnung [162,
Definition 21). Ein Multi-Agenten-System mit N Agenten mit der Dynamik (2.6) heifst synchroni-
sierbar durch dynamische Ausgangsriickfiihrung der Ordnung n., wenn ein Tupel reeller Matrizen
O (n.) und ein gewichteter Graph G,, existieren, sodass das Regelgesetz mit dem Reglerzustand
X.,i € R" bestehend aus (2.7), (2.17), (2.18) und (2.19) zur Synchronisierung des Systems gemdifs
Definition 2.23 fiihrt.

In Abschnitt 2.2.2 wurde gezeigt, dass Synchronisierung gemaf Definition 2.23 bei Verwendung
einer dynamischen Ausgangsriickfithrung der Ordnung n. dquivalent zur simultanen Stabilisie-
rung der Matrizen

A 0 B 0 AK AG.+H.|[C 0

3.2
[0J+h1mexn+&Hohj (3-2)
N’ N e’ N e’
An) B(n.) K(®(nc),)) C(n)

fiir alle A € spec(L,,) ist. Der Entwurf eines Graphen und somit der Entwurf der Laplacematrix
L, wird in Kapitel 5 behandelt. In diesem Abschnitt wird der Entwurf der Reglermatrizen © (n.)
betrachtet. Die Reglermatrizen sollen dabei so entworfen werden, dass mindestens ein Graph G,
existiert, sodass die Matrix in (3.2) fiir alle A € spec(L,,) Hurwitz ist. Die Existenzbedingung an
den Graphen wird in diesem Abschnitt jedoch zunéchst aufgeweicht, indem gefordert wird, dass
lediglich eine komplexe Zahl A € C existieren muss, fiir die (3.2) Hurwitz ist. In Abschnitt 5.2
wird dann gezeigt, wie Graphen G,, mit beliebigem unter komplexer Konjugation invariantem
Spektrum entworfen werden konnen, wenn beliebige (ggf. negative) Kantengewichte zugelassen
werden. Im Vorgreifen auf dieses Wissen kann folgendes an den Fall der dynamischen Ausgangs-
riickfiihrung angepasstes Lemma aus [162] angegeben werden, wobei hinsichtlich der Synchroni-
sierbarkeit beziiglich der Anzahl an Agenten N unterschieden wird.



26 3 Entwurf des transienten Verhaltens homogener Multi-Agenten-Systeme

Lemma 3.2 ([162, Lemma 11). Gegeben sei ein Multi-Agenten-System mit N Agenten mit der
Dynamik (2.6). Das System ist genau dann synchronisierbar durch dynamische Ausgangsriickfiih-
rung der Ordnung n., wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) N ist gerade und es existiert A € R, sodass die Matrix in (3.2) Hurwitz ist.

(ii) N ist ungerade und es existiert .. € C, sodass die Matrix in (3.2) Hurwitz ist.

Beweis. Da L,, eine reelle Matrix ist, ist spec(Ly,) eine unter komplexer Konjugation invariante
Multimenge mit N — 1 Elementen. Ist N gerade, muss daher mindestens ein Eigenwert von L,
auf der reellen Achse liegen. [

Die Unterscheidung nach der Anzahl der Agenten in Lemma 3.2 zeigt direkt, dass es sich beim
Reglerentwurf fiir eine gerade bzw. ungerade Anzahl an Agenten um unterschiedliche Problem-
stellungen handelt, da die Struktur der Riickfiithrmatrix K(G) (n.),A) in (3.2) abhdngig von der
Anzahl an Agenten ist. Die Matrix IA((® (n.),A) ist dabei entweder reell (fiir N gerade) oder
strukturiert! komplex (fiir N ungerade). In beiden Fillen wird K(@ (n.), 1) jedoch verwendet,
um (3.2) zu stabilisieren. Dies motiviert, die Beziehung der Synchronisierbarkeit zur Stabilisier-
barkeit zu untersuchen, wofiir folgende Definition analog zu Definition 3.1 eingefiihrt wird.

Definition 3.3 (Stabilisierbarkeit durch dynamische Ausgangsrickfiihrung fester Ordnung). Ein Sys-
tem mit der Dynamik (2.6) heifst reell (komplex) stabilisierbar durch dynamische Ausgangsriick-
fiihrung der Ordnung n., wenn eine reelle (komplexe) Matrix K(n.) existiert, sodass

A(no) + B(no) - K(ne) - C(ne) (3.3)

Hurwitz ist, wobei A(nc), ﬁ(nc) und é(nc) wie in (3.2) definiert sind.

Es lasst sich direkt eine Hierarchie der drei sich auf die dynamische Ausgangsriickfithrung der
Ordnung n. beziehenden Probleme feststellen: Reelle Stabilisierbarkeit impliziert immer Syn-
chronisierbarkeit und Synchronisierbarkeit impliziert wiederum immer komplexe Stabilisierbar-
keit. Des Weiteren gilt nach obiger Diskussion fiir eine gerade Anzahl an Agenten, dass Synchro-
nisierbarkeit und reelle Stabilisierbarkeit dquivalent sind (vgl. [162, Theorem 3] fiir den Fall stati-
scher Ausgangsriickfiihrungen). Fiir eine ungerade Anzahl an Agenten gilt eine solche Aquivalenz
jedoch im Allgemeinen nicht, sondern das Synchronisierungsproblem steht gewissermallen ,,zwi-
schen dem reellen und dem komplexen Stabilisierungsproblem. Es werden im Folgenden noch
einige Bemerkungen und Beispiele zu der Unterscheidung der verschiedenen Stabilisierungspro-
bleme sowie zum Begriff der Synchronisierbarkeit angegeben.

Bemerkung 3.4. Einen Sonderfall nimmt in der obigen Diskussion der SISO-Fall mit statischer
Ausgangsriickfiithrung ein. In diesem Fall sind das Synchronisierungsproblem fiir eine ungerade
Anzahl an Agenten und das komplexe Stabilisierungsproblem dquivalent. Der Grund dafiir ist,

UFiir eine ungerade Anzahl an Agenten ist die Matrix K(@ (n.), A) eine strukturiert komplexe Matrix, da die
Komplexitit durch die Multiplikation der reellen Reglermatrizen in @ (n.) mit der komplexen Zahl A € C auftritt.
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dass sich (3.2) zu A + Abke" vereinfacht, weshalb statt nach A € C und k € R auch direkt nach
einer komplexen Riickfiihrung k =ik € C gesucht werden konnte, sodass A + bkeT Hurwitz
ist. In [49, Theorem 1] wird dariiber hinaus eine Klasse von SISO-Systemen angegeben, fiir die
die Losbarkeit von allen oben angegebenen Problemen dquivalent ist, d. h., fiir ein System in die-
ser Klasse ist entweder keines der Probleme losbar oder alle gleichzeitig. Da diese Aquivalenz
des Synchronisierungsproblems und der Stabilisierungsprobleme im Allgemeinen nicht gilt, sind
auch die in der Literatur vorhandenen Ergebnisse [38, 162, 116, 49] zum SISO-Fall mit stati-
scher Ausgangsriickfiihrung nicht auf dynamische Ausgangsriickfiihrungen und MIMO-Systeme
zu verallgemeinern.

Bemerkung 3.5. In [84] wird statt der hier verwendeten Definition 3.1 eine leicht andere Defi-
nition fiir Synchronisierbarkeit verwendet. Dabei wird Synchronisierbarkeit als Eigenschaft des
einzelnen Agenten definiert und nicht wie in Definition 3.1 als Eigenschaft des Multi-Agenten-Sys-
tems mit N Agenten. Folglich wird gefordert, dass Synchronisierung unabhdngig von der Anzahl
an Agenten, d. h. fiir beliebige N > 1, erreicht werden soll. Unter einer solchen Definition folgt
aus Lemma 3.2 und unter Beriicksichtigung oben gefiihrter Diskussion, dass Synchronisierbarkeit
und reelle Stabilisierbarkeit durch dynamische Ausgangsriickfiihrung der Ordnung n. dquivalent
sind. Die Definition der Synchronisierbarkeit wird in [84] anhand der statischen Ausgangsriick-
fiihrung definiert. Dabei wird statt des in Abschnitt 2.2 verwendeten Regelgesetzes (2.9) ein ver-
allgemeinertes Regelgesetz verwendet, bei dem jeder Agent seine Eingangsgrofie zu

N
u=>Y Ki{yi—y))

j=1
wdhlt. Damit resultiert als Gesamtstellgrofse
u = Ky, (3.4)

wobei Koo - (1xy ® 1) = 0 fiir Ky € RNPXN4 oilt. Somit ergibt sich in diesem Fall die Gesamt-
dynamik des Multi-Agenten-Systems zu

= (IN ® A)X + (IN ® B) : ngs * (IN &® C)X

Unter Verwendung derselben Zustandstransformation wie in (2.12) ldsst sich analog zum Beweis
von Satz 2.17 zeigen, dass Synchronisierung mit dem Regelgesetz (3.4) genau dann erreicht wird,
wenn die Dynamik von

fon = (vt ® &) + (Iy—1 @ B) Ky (Iy-1 @ €)) Sy (3.5)

stabil ist mit Kges = (V! @ L)Kges(V ® I,) € RV=DPXN=Da g V € RVN=1 sodass
V'1y = 0 und V'V = Iy_,. Wird Synchronisierbarkeit als Eigenschaft definiert, die fiir alle
N > 1 gelten soll, so muss die Dynamik (3.5) insbesondere fiir N = 2 stabil sein, weshalb direkt
ersichtlich ist, dass Synchronisierbarkeit in diesem Sinne dquivalent zur Stabilisierbarkeit durch
statische Ausgangsriickfiihrung ist. Natiirlich gilt auch mit dem verallgemeinerten Regelgesetz



28 3 Entwurf des transienten Verhaltens homogener Multi-Agenten-Systeme

(3.4) diese Aquivalenz nicht mehr, wenn die Eigenschaft der Synchronisierbarkeit wieder gemdif3
Definition 3.1 fiir ein Multi-Agenten-System mit N Agenten definiert wird. Dann sind nédmlich die
Aussagen in Lemma 3.2 weiterhin hinreichend fiir Synchronisierbarkeit, da das Regelgesetz (2.9)
ein Spezialfall von (3.4) ist. Im unten angefiihrten Beispiel 3.7 wird aufgezeigt, dass die Aussagen
in Lemma 3.2 bei Verwendung des verallgemeinerten Regelgesetzes (3.4) jedoch nicht mehr not-
wendig sind: Im Beispiel wird ein Agentensystem angegeben, das mit (3.4) nicht synchronisierbar
fiir N = 2, wohl aber fiir alle N > 2 ist.

Beispiel 3.6. Als Beispiel fiir den Fall, dass die Synchronisierbarkeit bei Verwendung einer festen
Reglerordnung n. sich fiir eine gerade und eine ungerade Anzahl an Agenten unterscheiden kann,
wird das in [162] diskutierte Beispiel der statischen Ausgangsriickfiihrung von SISO-Agenten mit
den Systemmatrizen

01 00 0 0
00 10 0 1
A: = T:
00 01| P70l ¢ 1
1 11 9 8 1 1

herangezogen. Fiir eine statische Ausgangsriickfiihrung, d. h. fiir n. = 0, ergibt sich das charak-
teristische Polynom der Matrix in (3.2) zu

det (sL, — A — Abkc") = s* — (kA + 8)s® — (kA + 9)s® — (kA — 11)s — 1

mit der reellen skalaren Reglerverstirkung k € R. Die Koeffizienten zu s* und s° des charak-
teristischen Polynoms haben unterschiedliches Vorzeichen unabhingig von der Wahl von A. Um
Stabilitat zu gewdhrleisten ist es fiir A € R gemdf dem klassischen Hurwitz-Kriterium [81, Satz
8.5] jedoch notwendig, dass alle Koeffizienten des charakteristischen Polynoms dasselbe Vorzei-
chen besitzen. Daher kann kein . € R gefunden werden, sodass die Matrix A + Abke' stabil
ist, weshalb nach Lemma 3.2 eine gerade Anzahl an Agenten nicht durch statische Ausgangs-
riickfiihrung synchronisiert werden kann. Wird .. € C betrachtet und zum Beispiel k = —1 und
A = 9,545 gewdhlt, so ist A + Abkc Hurwitz und bei entsprechender Wahl der Kommunika-
tionstopologie (siehe Abschnitt 5.2) wird Synchronisierung fiir eine ungerade Anzahl an Agenten
erreicht.

Beispiel 3.7. Im Folgenden soll an einem Beispiel noch die in Bemerkung 3.5 angegebene alterna-
tive Synchronisierbarkeitsdefinition ndher diskutiert werden. Dazu wird ein Multi-Agenten-System
mit N Agenten mit der Dynamik (2.6) und den Systemmatrizen

0 1 0 0 0 0 1 0
A — 0 -0,1 1 O  B= 0 0 T = 0 0
0o 0 010 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1

betrachtet. Die so gegebene Agentendynamik ist weder reell noch komplex stabilisierbar durch
statische Ausgangsn’ickﬁihmng.2 Somit ist das Multi-Agenten-System nach Definition 2.23 nicht

2Dies konnte mithilfe von Quantorenelimination verifiziert werden (vgl. [123]).
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synchronisierbar durch statische Ausgangsriickfiihrung. Wird allerdings das verallgemeinerte sta-
tische Regelgesetz (3.4) verwendet, so ldsst sich zwar weiterhin fiir N = 2 keine Losung finden.
Dennoch konnen fiir N = 3

—160,6570 —24,4467 —36,0837 —33,0258
—73,7319 —11,8776 —14,8046 —16,5658
g3 7| 113,3782 17,3607 25,1189 23,5962

—-17,6117 —0,9262 —5,7517 —3,4864

R
|

und fiir N = 4

[166,9341 129,9458  355,3639  150,1529  281,2410 —75,2565 ]
—52,1466 —45,7919 —122,8328 —95,2797 —40,8391 80,0952
—69,1891 —69,7362 —188,7339 —232,8997 51,2312  233,0418
—40,4824 27,3071 76,4781 49350  —109,6216 —31,3150
—41,4704 23,7792 —66,2490 52,3369 —157,2669 —86,8553

| —70,3353 —48,5912 —135,3191 —6,8630 —171,6550 —33,3305 |

ngs,4 =

Losungen gefunden werden. Diese Losungen ng5 3 und ngb 4 konnen nun genutzt werden, um
fiir belzebzge N > 4 blockweise weitere Losungen ngs s = blkdlag(Kges 3, Kees,3), ngs 6 =
blkdlag(ngSJ, ges,4), usw. zu konstruieren. Somit ist fiir das hier betrachtete Multi-Agenten-
System Synchronisierung durch das verallgemeinerte statische Regelgesetz (3.4) fiir eine beliebige
Anzahl an Agenten N > 2 moglich.

3.1.2 Entwurf stabilisierender Regler minimaler Ordnung

In diesem Abschnitt wird an die im vorigen Abschnitt gefiihrte Diskussion zur Beziehung des Syn-
chronisierungsproblems zum Stabilisierungsproblem angekniipft und der Entwurf stabilisierender
Regler minimaler Ordnung thematisiert. Im nachfolgenden Abschnitt 3.1.3 wird dann gezeigt, wie
ausgehend von stabilisierenden Reglern minimaler Ordnung ein Synchronisierungsregler minima-
ler Ordnung entworfen werden kann.

Das Problem der Stabilisierung durch Ausgangsriickfiithrung ist ein in der regelungstechnischen
Literatur viel thematisiertes Problem. Einen vereinheitlichenden Rahmen fiir statische und dyna-
mische sowie reelle und komplexe Ausgangsriickfithrungen liefert folgender Satz.

Satz 3.8 ([137, Theorem 9.11). Fiir die Eingangsmatrix B € R"*? und die Ausgangsmatrix
C € RI*" der Agentendynamik (2.6) gelte, dass B vollen Spaltenrang und C vollen Zeilenrang
habe. Seien zwei Matrizen Bt € R"P*" ynd Ct € R"™"~4 gegeben, sodass B vollen Zeilen-
rang und C* vollen Spaltenrang hat und B*B = 0 sowie CCt = 0 gilt. Fiir die Agentendynamik
(2.6) existiert genau dann eine reell (komplex) stabilisierende Ausgangsriickfiihrung, wenn sym-
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metrische (hermitesche), positiv definite Matrizen P und Q existieren, sodass

B1-(AQ+QAT)-BHT <0 (3.6a)
(CHT-PA+AP)-Ct <0 (3.6b)
Z(P,Q) := [? IP] >0 (3.6¢)

gilt. Seien P und Q Losungen fiir (3.6) und sei n. = rang(P — Q™). Sei auferdem die Zerlegung
P-Q'=V,X 1V11{ mit der positiv definiten Matrix ¥ | € R">" gegeben. Dann ist
~ P Vv
Vi I
Ljapunov-Matrix des geschlossenen, um einen reellen (komplexen) dynamischen Regler der Ord-

nung n. erweiterten Regelkreises, d. h., es existiert eine reelle (komplexe) Riickfiihrmatrix Iv((nc)
der Dimension (p + n.) X (q + n.), die sich als Losung der linearen Matrixungleichung

P (Ao + Bln) - K(n) - €00) + (Ano) + Bln) - Ken) - €)' P < 0
berechnen lisst.

Bemerkung 3.9. Satz 3.8 ist direkt fiir den reellen und den komplexen Riickfiihrungsfall angege-
ben. In [137, Theorem 9.1] wird ausschlieflich der reelle Fall betrachtet. Fiir den komplexen Fall
muss das zugrunde liegende [137, Theorem 2.3.12] ebenfalls miteinbezogen werden. Auflerdem
muss die Verallgemeinerung des Ljapunov-Stabilitdtskriteriums fiir komplexe Matrizen beachtet
werden: Die Ljapunov-Stabilitdtstheorie besagt, dass eine Matrix M € R"*" genau dann Hurwitz
ist, wenn eine reelle, symmetrische, positiv definite Matrix P = P’ >0 existiert, sodass

PM+M'P<0

gilt [137, Korollar 3.5.1]. Diese Aussage der Ljapunov-Stabilititstheorie gilt jedoch auch fiir
komplexe Matrizen, d. h., die Matrix M € C™" ist genau dann Hurwitz, wenn eine komplexe,
hermitesche, positiv definite Matrix P = P! - 0 existiert, sodass

PM + MPP < 0

gilt [56, Theorem 2.2.1].

Der oben angegebene Satz vereinheitlicht die Problemstellung der Stabilisierbarkeit, indem er
zunéchst unabhédngig von einer Reglerordnung angibt, ob ein reell oder komplex stabilisieren-
der Regler existiert. Die Bedingungen (3.6) sind dabei lineare Matrixungleichungen und somit
konvex. Daher konnen Losungen P und Q, die (3.6) erfiillen, effizient durch entsprechende Opti-
mierungsverfahren gefunden werden. Die benotigte Ordnung des dynamischen Reglers hiangt vom
Rang der Matrix P — Q™! € R™" ab. Soll ein Regler der Ordnung 7, forciert werden, so kann
dies erreicht werden, indem zu den Bedingungen (3.6) noch die Rangbedingung

rang (Z(P,Q)) < n + n. (3.7)
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hinzugefiigt wird. Die Rangbedingung (3.7) ist nichtkonvex und erschwert die Berechnung einer
Losung fiir P und Q. Fiir n. = 0, d. h. fiir den Fall statischer Ausgangsriickfiihrung, ist (3.7) dabei
dquivalent zur bilinearen Bedingung PQ = I,,. Fiir n, = n wird (3.7) trivialerweise erfiillt. Der
Satz gibt daher auch mit n, = n die Reglerordnung an, die maximal zur Stabilisierung benotigt
wird, wenn Stabilisierung tiberhaupt moglich ist. Somit liefert der Satz auch hinsichtlich eines
Synchronisierungsreglers die maximal benotigte Ordnung. Dies stimmt auch mit den Ergebnissen
in [69] iiberein, wo iiber einen Beobachteransatz ein Synchronisierungsregler entworfen wird.
Dazu werden

K=0, Ac=A+BF, Ee=-H, F.=HC, G.=0, H. =F (3.8)

gewihlt, wobei F und H so gewihlt werden, dass (A + BF) und (A + HC) stabil sind. Solche
Matrizen existieren genau dann, wenn die Agentendynamik (2.6) stabilisierbar und detektierbar
ist. Ein dhnlicher beobachterbasierter Ansatz wird auch in [131] verfolgt. Dabei wird allerdings ein
leicht anderes Regelgesetz angesetzt, bei dem angenommen wird, dass jeder Agent seinen eigenen
Ausgang absolut messen kann (und nicht nur die Ausgangsdifferenzen zu seinen Nachbaragenten).

Zur Berechnung stabilisierender Regler minimaler Ordnung kann wie in [48] vorgegangen werden
und gemél Satz 3.8 mithilfe von (3.6) und der Rangbeschriankung (3.7) sukzessive die Reglerord-
nung 7, verringert werden. Dazu wird zunéchst das konvexe Problem fiir n. = n geldst. Anschlie-
Bend wird das Problem iterativ gelost, wobei jeweils die Reglerordnung um eins verringert wird.
Dabei wird das resultierende nichtkonvexe Optimierungsproblem mit der vorangegangenen Lo-
sung gestartet — im ersten Schritt, dem Fall n, = n — 1, wird also mit der Losung des konvexen
Optimierungsproblems gestartet. Mit diesem Vorgehen wird die Reglerordnung so lange verrin-
gert, bis keine Losung des nichtkonvexen Optimierungsproblems mehr gefunden wird. Da fiir die
minimale Ordnung eines reell stabilisierenden Reglers n? und eines komplex stabilisierenden
Reglers n?y immer ngy < ny gilt, kann das oben angegebene Vorgehen verwendet werden, um
zunichst eine Losung Py, Qg zu berechnen, welche zu einem reell stabilisierenden Regler der
Ordnung n;y fithrt. Diese reelle Losung kann dann als Startpunkt verwendet werden, um nach
komplexen Matrizen Py, Qg zu suchen, die zu einem komplex stabilisierenden Regler der Ord-
nung n;  fiihren.

Bemerkung 3.10. Im ersten Schritt des oben beschriebenen Vorgehens wird das konvexe Optimie-
rungsproblem (3.6) gelost. Statt nur nach einem zuldssigen Losungspaar P, Q zu suchen, bietet es
sich an, tr (P 4+ Q) zu minimieren. Die Minimierung von tr (P 4 Q) ist eine konvexe Heuristik zur
Rangminimierung von Z(P, Q) in (3.6¢) (vgl. [39]).

Bemerkung 3.11. Das zentrale mathematische Problem, welches zur Berechnung eines stabilisie-
renden Reglers minimaler Ordnung nach oben vorgestelltem Vorgehen gelost werden muss, ist ein
nichtkonvexes Optimierungsproblem. Dieses besteht aus den konvexen linearen Matrixbeschrdn-
kungen (3.6) und der nichtkonvexen Rangbeschrdnkung (3.7). Es existieren verschiedene Verfah-
ren, dieses nichtkonvexe Problem zu losen, z. B. durch alternierende Projektionsalgorithmen [47],
dem Newton-Verfahren dhnlichen Vorgehensweisen [110] oder durch Linearisierung eines geeig-
neten Komplementarititsproblems [36]. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Beispiele wurde die
in [110] vorgestellte Methode verwendet. Eine Implementierung dieser Methode steht als Loser
lmirank im Softwarepaket YALMIP [77] zur Vefiigung.
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Bemerkung 3.12. Die meisten numerischen Losungsverfahren sind nur fiir den Umgang mit reel-
len Matrizen geeignet. Wird eine komplexwertige Losung gesucht, so kann das vorliegende kom-
plexwertige Problem mithilfe des in Abschnitt A.5 beschriebenen Isomorphismus in ein reellwer-
tiges Problem umgewandelt werden. Zusditzlich muss die modifizierte Rangbeschrinkung

rang (WRe(Pv Q)) = 2. (l’l + nc) (39)

beriicksichtigt werden.

3.1.3 Entwurf synchronisierender Regler minimaler Ordnung

In diesem Abschnitt wird ein Vorgehen beschrieben, wie fiir eine gegebene Anzahl N an Agen-
ten ein Synchronisierungsregler minimaler Ordnung berechnet werden kann. Formal wird also
folgende Problemstellung behandelt.

Problem 3.13. Sei ein Multi-Agenten-System mit N Agenten mit der Dynamik (2.6) gegeben.
Finde die minimale Ordnung n s, sodass das Multi-Agenten-System synchronisierbar durch dy-
namische Ausgangsriickfiihrung der Ordnung n? g ist. Wenn N gerade (ungerade) ist, finde dar-
tiberhinaus eine reelle (komplexe) Zahl A und reelle Reglermatrizen © (n? ), sodass die Matrix in
(3.2) Hurwitz ist.

Um Problem 3.13 zu 16sen, wird im Folgenden der in Abschnitt 3.1.1 diskutierte Sachverhalt
ausgenutzt, dass das Synchronisierungsproblem gewissermal3en ,,zwischen dem reellen und dem
komplexen Stabilisierungsproblem steht. Dies bedeutet, dass fiir die Existenz eines Synchronisie-
rungsreglers minimaler Ordnung notwendigerweise ein komplex stabilisierender Regler derselben
Ordnung existieren muss und andererseits die Existenz eines reell stabilisierenden Reglers hinrei-
chend fiir die Existenz eines Synchronisierungsreglers ist. Fiir die minimale Ordnung n g eines
Synchronisierungsreglers und die minimalen Ordnungen 77y bzw. n? y reell und komplex stabili-
sierender Regler gilt daher die Beziehung

nig <nig <nlp. (3.10)

Es wird im Folgenden davon ausgegangen, dass sowohl ein reell als auch ein komplex stabilisie-
render Regler minimaler Ordnung bereits gefunden wurde (z. B. mit den in Abschnitt 3.1.2 be-
schriebenen Methoden). Es wird nun gezeigt, wie ausgehend von diesen stabilisierenden Reglern
minimaler Ordnung ein synchronisierender Regler minimaler Ordnung entworfen werden kann.
Da in Problem 3.13 zwischen einer geraden und einer ungerade Anzahl N an Agenten unterschie-
den wird, werden diese beiden Fille separat betrachtet.

Fall N gerade

Wenn N gerade ist, dann gilt immer 7 g = n; . Daher kann in diesem Fall eine Losung von Pro-
blem 3.13 direkt gewonnen werden, indem A = 1 gewihlt wird und dann die reelle stabilisierende
Riickfiihrung K(n) € RPT0*@tnir) in (3.3) dazu genutzt wird, die Synchronisierungsreg-

lermatrizen © (n7 ;) so zu wihlen, dass K(@ (n3gr), 1) zu einer Hurwitzmatrix in (3.2) fiihrt.
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Fall N ungerade

Wenn N ungerade ist, kann n; g durchaus echt kleiner sein als n? . Trotzdem gilt natiirlich weiter-
hin, dass n; ; geméB (3.10) eine untere Grenze fiir n? g angibt. Dieser Umstand wird im Weiteren
dazu genutzt, einen Synchronisierungsregler minimaler Ordnung zu finden. Dabei wird in den
folgenden Schritten vorgegangen:

— *
1. Setze n. = nZg

2. Wenn n. = n7y gilt, verwende den reell stabilisierenden Regler zur Bestimmung eines
Synchronisierungsreglers der Ordnung n? ¢ = n?y. Andernfalls, fahre fort mit Schritt 3.

3. Suche in der Menge der komplex stabilisierenden Regler der Ordnung n. nach einem syn-
chronisierenden Regler.

4. Wenn die Suche in Schritt 3 erfolgreich war, verwende die Losung als Synchronisierungs-
regler der Ordnung n? g = n.. Andernfalls, setze n. <— n. + 1 und fahre fort mit Schritt 2.

Der entscheidende Schritt in diesem Vorgehen ist die Suche nach einem synchronisierenden Reg-
ler in der Menge der komplex stabilisierenden Regler (Schritt 3). Eine Moglichkeit, diesen Schritt
auszufiihren, wird im Folgenden beschrieben. Der Schritt muss nur ausgefiihrt werden, wenn die
echte Ungleichung n;y < n7y gilt, sodass dies ein Sonderfall fiir den Entwurf von Synchronisie-
rungsreglern fiir Multi-Agenten-Systeme mit einer ungeraden Anzahl an Agenten darstellt.

Fiir den Rest dieses Abschnitts wird darauf verzichtet n, explizit als Argument der auftretenden
Matrizen mitzufiihren, um die Notation kompakt zu halten.

In Schritt 3 des oben angegebenen Vorgehens gilt n? < n. < n?y fiir die betrachtete Ordnung 7...
Fiir diese Situation ist also das Ziel, in der Menge der komplex stabilisierenden Riickfithrmatrizen

Ki = {K € CPHmx@+nd | pec (A n fsf(é) C Co} 3.11)

nach einer Matrix K(@, A) zu suchen, welche die Struktur in (3.2) erfiillt, d. h., die zur Menge der
synchronisierenden Riickfithrmatrizen

Ks = {K € Kx |30, A, sodass K = K(©, 1)}

gehort. Um dieses Ziel zu erreichen, wird im Folgenden eine nichtnegative Funktion f : Kx —
R> definiert, fiir die f (K) = 0 genau dann gilt, wenn K € K. Die Suche nach einer synchro—
nisierenden Riickfithrmatrix wird dann durch Minimierung der Funktlon I (K) iiber alle K € ICK
ausgefiihrt. Wenn fiir die Losung K einer solchen Minimierung f (K ) = 0 gilt, dann kann K
genutzt werden, um die Reglermatrizen ® und die komplexe Zahl A und somit einen Synchroni-
sierungsregler zu bestimmen.
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Die Funktion f wird so definiert, dass sie angibt, wie gut die Struktur einer gegebenen komplex
stabilisierenden Riickfithrmatrix K € Ky mit der gewiinschten Struktur von K(O, A) lberein-
stimmt. Dazu wird eine systematische Wahl von ® und A abhingig von K vorgegeben, sodass
I (K) = ||K—K((~), 1)||% die gewiinschten Eigenschaften aufweist. Um diese systematische Wahl
von O und A herzuleiten, wird zunédchst die Riickfithrmatrix K(@, A) zu

K(©.1) = [AK, AK21+K22]=[AK1 f{z} (3.12)

partitioniert, wobei K; € R(P+7)xq K, e RP+n)xm K,, € RPHm)*ne ypd K, € Cr+nxne
entsprechend die Reglermatrizen ® beinhalten. In derselben Weise wird auch K zu

f( - I:IV(I f(z]

partitioniert. Da n. < nly gilt, muss Im(K) # 0 gelten fiir alle K € Kx. Wenn Ks € Kx
nichtleer ist, muss folglich Im(A) # 0 gelten. Dies bedeutet, dass die komplexe Matrix K, in
(3.12) unstrukturiert ist und somit zu K, = K, gewihlt werden kann. Da Im(X) # 0, wird im
Folgenden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit A = o + j gewihlt mit o € R. Fiir beliebige o
gilt dann
Kl = (0 +j)Im (KI) + (Re (IV{I) —olm (Iv(l)),
—

A

Ky K1 res

wodurch eine Aufteilung von Iv(l erreicht wird, bei der der erste Summand dieselbe Struktur wie
AK; in (3.12) hat, und der zweite Summand durch eine reelle Restmatrix K ;s € R(P+nc)xq
gegeben ist. Durch Wahl von o zu

tr(Im(Ky) ' Re(K1)) o (K 0
o = 0o(K;) = 4 (&) m(k,))’ m( 1) 7
0, Im (Iv(l) =0

wird die Frobenius-Norm von Kj . minimiert. Das Quadrat der minimalen Norm von Kj
. . . L2
f(K) = HRe (KI) — oo(K;) Im (K1> H (3.13)
F

ist dann eine stetige und stetig differenzierbare Funktion in Iv(l fiir alle Iv(l, fiir die Im(IV(I) # 0
gilt. Die Funktion f(K) weist die gewiinschten Eigenschaften auf und das Minimierungsproblem

min £ (K) (3.14a)
K
uB.v. K e Kg (3.14b)

kann zur Losung des Synchronisierungsproblems verwendet werden. Wird eine Losung K von
(3.14) gefunden, fiir die f(K ) = 0 gilt, dann ist eine Losung des Synchronisierungsproblems
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durch Wahl von A = (09 (IV(T) + j) und den Reglermatrizen @ zu

K, = [Iﬂ = Im (KI) Ky = [(F;] = Im (K2> (3.15a)
Ky, = [1}:] = Re (Kz) — 0o(K}) - Im (Kz) (3.15b)

gegeben.

Bemerkung 3.14. Um die Stabilititsbeschrdnkung (3.14b) zu beriicksichtigen (vgl. die Definition
von Kx in (3.11)), kann die spektrale Abszisse’ a(A + IA}IV(C) der Systemmatrix des geschlossenen
Regelkreises verwendet werden. Die spektrale Abszisse hat sich als geeignetes Werkzeug erwiesen,
um die Stabilititsbeschrinkung bei der numerischen Optimierung zu beriicksichtigen [15]. Unter
Zuhilfenahme der spektralen Abszisse, kann Beschrinkung (3.14b) durch oz(A—!—lASIV((AE) < 0 ersetzt
werden.

Bemerkung 3.15. Die numerische Losung von Minimierungsproblem (3.14) kann durch jede be-
reits bekannte komplex stabilisierende Riickfiihrmatrix K initialisiert werden.

Beispiel 3.16. Am nun folgenden Beispiel soll das Vorgehen zum Entwurf von Synchronisierungs-
reglern minimaler Ordnung verdeutlicht werden. Dazu wird ein Multi-Agenten-System mit N
Agenten mit der Dynamik (2.6) und den Systemmatrizen

0 1 0 0 0
A=1(0 0 1|, B=|o|., Cc"=]|o0]. (3.16)
4 —4 1 1 1

betrachtet. Reell und komplex stabilisierende Regler minimaler Ordnung lassen sich wie in Ab-
schnitt 3.1.2 beschrieben entwerfen. Die so gefundenen minimalen Ordnungen sind n?p = 2 und
nig = 1.% Als komplexe Riickfiihrmatrix IV((I), welche A(l) + ﬁ(l) IV((l) . é(l) stabilisiert, ldsst
sich
Iv((l) _ [—2,6845 —337,2808 —6,0204 —j 2,8440] '
—10,0923 41,5140 —0,7950 +j0,1606

angeben. Daher kann die Suche nach einem Synchronisierungsregler minimaler Ordnung fiir ein
Multi-Agenten-System mit einer ungeraden Anzahl an Agenten gemdf3 dem oben angegebenen Vor-
gehen durch Losen des Minimierungsproblems (3.14) unter Verwendung von K(l) als Startwert
durchgefiihrt werden. Es lisst sich A = (0,2249 + j) und

K =-3991, A.=-0,0511, E.=4,555, (3.17a)
F. =0,005103, G.= —-5,377, H. = —1,164 (3.17b)

als Synchronisierungsregler der Ordnung n; g = 1 finden.

3Die spektrale Abszisse o (X) beschreibt das Maximum der Realteile aller Eigenwerte der Matrix X.

4Dass diese Ordnungen tatsdchlich minimal sind, konnte mithilfe von Quantorenelimination nachgewiesen werden
(vgl. [123]).
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3.1.4 Beschreibung der Synchronisierungsmenge

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, wie fiir ein Multi-Agenten-System mit N Agenten ein Syn-
chronisierungsregler minimaler Ordnung entworfen werden kann. Als Ergebnis des beschriebenen
Vorgehens ergeben sich eine komplexe Zahl A und Reglermatrizen © (n.). Diese 16sen gemein-
sam das Synchronisierungsproblem, indem sie dazu fiihren, dass die Matrix in (3.2) Hurwitz ist.
Die im Tupel © (n.) zusammengefassten Matrizen bestimmen den (dynamischen) Regler, der von
allen Agenten gemdll Abschnitt 2.2.2 verwendet werden sollte. Bei Verwendung dieses Reglers
kann die Zahl A dazu genutzt werden, eine zur Synchronisierung fithrende Kommunikationstopo-
logie zu spezifizieren, indem gefordert wird, dass alle Eigenwerte der reduzierten Laplacematrix
L,, entweder der Zahl A oder der konjugiert-komplexen Zahl A entsprechen. Sollten jedoch A und
A die einzigen zuldssigen Eigenwerte der reduzierten Laplacematrix sein (als isolierte Punkte),
so wiirde eine geringe Verdnderung der Kantengewichte des Graphen zum Scheitern der Syn-
chronisierung fiihren. Gliicklicherweise ist dies nicht der Fall, was im Folgenden am Konzept der
Synchronisierungsmenge verdeutlicht wird. Die Synchronisierungsmenge ist formal durch

5@ (1) = {1 I spec (An) + B(n) - R(@ (1), 1) - Cn)) € Co] (3.18)

definiert (vgl. [162]) und beschreibt die Menge aller zuldssigen Eigenwerte der reduzierten Lapla-
cematrix L,,, welche unter Verwendung des iiber die Matrizen in © (n.) gegebenen Reglers zur
Synchronisierung fithren. Mit dem Begriff der Synchronisierungsmenge kann aus Satz 2.17 und
Abschnitt 2.2.2 folgendes Korollar abgeleitet werden.’

Korollar 3.17. Das durch die Reglermatrizen © (n.) beschriebene dynamische Regelgesetz der
Ordnung n. gemdf} Abschnitt 2.2.2 fiihrt genau dann zur Synchronisierung des Gesamtsystems
(2.20), wenn

spec (Ew) CSO(n)).

Bemerkung 3.18. Aus Gleichung (3.18) folgt, dass die Synchronisierungsmenge S(® (n.)) offen
und symmetrisch beziiglich der reellen Achse ist. Dass die Synchronisierungsmenge offen ist, ga-
rantiert direkt eine gewisse Robustheit gegen den oben angesprochenen Fall kleiner Storungen
der Kantengewichte, die dazu fiihren, dass der Kommunikationsgraph nicht exakt das gewiinschte
Spektrum aufweist.

Bemerkung 3.19. In [162] wird der Begriff ,,synchronization region verwendet, um die Syn-
chronisierungsmenge zu beschreiben. Der Begriff ,,region* (zu deutsch ,,Gebiet*) wird jedoch
oft explizit mit einer offenen, zusammenhdngenden Menge verkniipft (vgl. [21, Abschnitt 1.3],
[170, Abschnitt 1.3.2.4]). Da die Synchronisierungsmenge jedoch nicht notwendigerweise zusam-
menhdingend ist, wird hier vom Begriff des Gebietes abgesehen und stattdessen nur von Menge
gesprochen.

Bemerkung 3.20. Fiir das Konzept der Synchronisierungsmenge existieren verschiedene Begriffe
in der Literatur: Neben dem Begriff ,, synchronization region“ in [162], verwenden [35] ,,synchro-
nized region“, [69] ,,consensus region®, [49] , stability region®, [116] ,,H-domain“. In [161]

5Vgl. [162, Theorem 1] fiir den Fall statischer Ausgangsriickfithrungen.



3.1 Stabilitat des transienten Verhaltens 37

v, %, = Ax, + BK¥V, Y.

A

Y. = Cx.

)‘Iq-i-nc

Abbildung 3.1: Uber Al, 4, geschlossener Regelkreis.

wird die Synchronisierungsmenge implizit definiert, indem die Abbildung von A zur spektralen
Abszisse der Matrix (3.2) betrachtet wird. In [112] wird in dhnlicher Weise eine ,,master stability
Sfunction“ definiert (unter Verwendung des maximalen Ljapunov-Exponenten als Stabilititsmay).
Die letztgenannten Konzepte sind aus praktischer Sicht jedoch nicht relevant, da die entsprechen-
den Funktionen fiir jeden Punkt in der komplexen Ebene einzeln numerisch ausgewertet werden
miissen. Zudem sind die Resultate beziiglich der ,,stability region* in [49] und der ,,H-domain*
in [116] nur auf SISO-Systeme anwendbar. Resultate fiir MIMO-Systeme sind dagegen selten. In
[35] wird der MIMO-Fall betrachtet und es werden verschiedene Fiille klassifiziert, welche die
Form der Synchronisierungsmenge betreffen (z. B. den Fall mehrerer nicht zusammenhdngender
Teilmengen). Die Resultate sind jedoch nur fiir sehr kleine Systeme anwendbar, da sie darauf
basieren, ein komplexes Hurwitz-Kriterium analytisch auszuwerten.

Bemerkung 3.21. Fiir ungerichtete Graphen sind alle Eigenwerte der Laplacematrix reell, da die
Laplacematrix ungerichteter Graphen symmetrisch ist. Daher ist in diesem Fall nur die Schnitt-
menge der Synchronisierungsmenge mit der reellen Achse von Interesse. Dies bedeutet, dass der
relevante Teil der Synchronisierungsmenge die Vereinigung von Intervallen auf der reellen Achse
ist. Wenn diese Menge beschriinkt ist, spielt es eine wesentliche Rolle, wie die Eigenwerte der
Laplacematrix auf der reellen Achse verteilt sind. Daher wird in der Literatur teilweise auch das
Verhdltnis des grofsten zum kleinsten Nichtnulleigenwerts der Laplacematrix als Mays fiir die Syn-
chronisierbarkeit eines Netzwerks verwendet (vgl. [29]).

Bemerkung 3.22. Wird der Beobachteransatz (3.8) als Synchronisierungsregler der Ordnung n
verwendet und H = QC" gewdhlt, wobei Q = Q' > 0 Losung der algebraischen Riccati-
Gleichung

AQ+ QA" +1,-QC'CQ =0

ist, dann ist die Synchronisierungsmenge durch S(®@) = {A € C|Re (L) > 1} gegeben (vgl. [69,
152]). Die Synchronisierungsmenge ist in diesem Fall also unbeschrdnkt. Ein dhnliches Resultat
ist in [163] dokumentiert. Dort wird gezeigt, dass passive Systeme ebenfalls eine unbeschriinkte
Synchronisierungsmenge aufweisen.

Im Folgenden wird ein dem Nyquist-Stabilitédtskriterium dhnliches Vorgehen verwendet, um eine
Beschreibung der Synchronisierungsmenge anzugeben. Das klassische Nyquist-Stabilitdtskriteri-
um (vgl. [40, Abschnitt 3.13], [138, Abschnitt 4.9.2]) trifft Aussagen iiber die Stabilitit des ge-
schlossenen Regelkreises anhand des Ubertragungsverhaltens des offenen Regelkreises. Um mit
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diesem Prinzip die Synchronisierungsmenge zu beschreiben, wird im Weiteren das dynamische
System

. [A BH, 5 K G.]J.
Xe = |:0 AC i| Xe + B(nc) |:EC FC:| Ve (3193)
—— ——
A(O (1)) K(O (1))
y. = C(no) x.. (3.19b)

als offener Regelkreis bezeichnet. Der Regelkreis wird wie in Abb. 3.1 gezeigt tiber ALy, ge-
schlossen, wodurch sich

X

(A©@) +1B@IK(© (1) C (1)) x. (3.200
é(nc) X, (3.20b)

als geschlossener Regelkreis ergibt. Die Systemmatrix des geschlossenen Regelkreises entspricht
der Matrix in (3.2), die gemif (3.18) mafBgeblich die Synchronisierungsmenge bestimmt. In die-
ser Darstellung hédngt der offene Regelkreis nur von den Systemmatrizen A, B, C und den Reg-
lermatrizen ® (n.) ab. Die Reglermatrizen werden dabei sowohl zur erweiterten Systemmatrix
A(O (n.)) als auch zur modifizierten erweiterten Eingangsmatrix ﬁ(nc) - K(O(n.)) gezihlt.

Fiir den Rest dieses Abschnitts wird erneut darauf verzichtet, n. und auch @ (n.) explizit als
Argumente aufzufiihren, um die Notation kompakt zu halten. Es werden die folgenden Annahmen
an das System getroffen.

Annahme 3.23. Die Dynamik des offenen Regelkreises (3.19) ist stabilisierbar und detektierbar.

Annahme 3.24. Die Ubertragungsmatrix des offenen Regelkreises Gy (s) = é(SI,thC — A)_lﬁf(

ist eine invertierbare rationale Matrix .0

Um die Synchronisierungsmenge mit einem dem Nyquist-Kriterium @hnlichen Vorgehen zu be-
schreiben, werden zunichst noch einige weitere Voriiberlegungen getroffen. Das Nyquist-Kriteri-
um basiert im Grunde auf dem funktionstheoretischen Prinzip vom Argument (vgl. Abschnitt A.7).
Das Prinzip vom Argument besagt, dass die Anderung des komplexen Arguments eines Funkti-
onszeigers einer rationalen Funktion f'(s), dessen Funktionsvariable s stetig entlang einer einfach
geschlossenen Kurve I' in der komplexen Ebene verdndert wird, ausschlieBlich von der Anzahl
der Pol- und Nullstellen der Funktion f im Inneren des von der Kurve I" eingeschlossenen Ge-
bietes abhingt. Um das Prinzip vom Argument zur Beschreibung der Synchronisierungsmenge
zu verwenden, wird die einfach geschlossene Nyquist-D-Kurve I'p in der komplexen Ebene be-
notigt, welche die gesamte imaginédre Achse und einen Halbkreis mit unendlich groBem Radius
in die rechte komplexe Halbebene durchléauft (vgl. [138, Section 4.9.2]). Die Nyquist-D-Kurve
wird als Grenzfall der wie in Abb. 3.2a gezeigten Kurve I'p , definiert. Der in die rechte komplexe
Halbebene ragende Halbkreis hat dabei den Radius 1/¢. Zusitzlich werden in I'p ¢ alle Pol- und

Die rationale Matrix G, (s) wird hier als invertierbar bezeichnet, wenn so € C existiert, sodass G (sg) invertier-
bar ist, d. h., wenn ihre Determinante nicht identisch Null ist (vgl. [151, Abschnitt 2.8]).
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Im (s)

(SR

("
Re (s)

(a) (b)

Abbildung 3.2: (a): Nyquist-D-Kurve I'p .: Teilstiick der j-Achse und Halbkreis in die rechte kom-
plexe Halbebene mit Radius 1/¢; (b): Linksaussparung einer kritischen Stelle auf der j-Achse mit
Radius ¢.

Nullstellen des offenen Regelkreises auf der imagindren Achse wie in Abb. 3.2b angedeutet durch
Halbkreise mit Radius ¢ in die linke komplexe Halbebene ausgespart. Formal wird dann
I'b = lim I'p, (3.21)
e—>0t
definiert. Mit diesen Voriiberlegungen wird nun im folgenden Satz eine Beschreibung der Syn-
chronisierungsmenge mithilfe der Nyquist-D-Kurve angegeben. Dazu wird noch die Notation der

Windungszahl @ (s¢, f(s), 'p) gemilB Definition A.15 benétigt. Diese gibt an, wie oft das Bild
f(s) entlang der Kurve I'p den Punkt 5o entgegen dem Uhrzeigersinn umschlief3t.

Satz 3.25. Seien die Annahmen 3.23 und 3.24 erfiillt. Fiir © (n.), sei
11(s, 1) = det (sI,,+,,C _A- M%f(é) (3.22)

definiert. Sei
(s h) = po(s) - (1 () = A) ...+ (Kgtn (s) —A) (3.23)

die Faktorisierung von (s, \) beziiglich A. Es sei I'p die Nyquist-D-Kurve gemdf3 (3.21), bei
der alle Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktionsmatrix des offenen Regelkreises G (s)
auf der imagindren Achse mit Linkshalbkreisen ausgespart sind.” Der offene Regelkreis habe ny
Nullstellen in der geschlossenen rechten komplexen Halbebene. Dann gilt

q+n.

S(@(ne)) = (| Y w(h, pi(s), Tp) = n,}. (3.24)

i=1

7 Als Pole und Nullstellen werden hier die Pole und Nullstellen der rationalen Funktion det (Goi(s)) verstanden.
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Beweis. Gemal der Definition der Synchronisierungsmenge in (3.18) liegen alle Eigenwerte von
A + ABKC firalle A € S (®) in der offenen linken komplexen Halbebene und somit aufler-
halb von I'p. Daher gilt nach Satz A.17 und unter Beriicksichtigung von Lemma A.16, dass
@ (0, u(s,A), I'p) = 0 fiir alle A € S(O). Weiterhin gilt

u(s,A) = det (SI,,JF,,C —A— kﬁf(é)
— det (sl,,m — A) - det (Imc — (sl,,m _ A)_l xﬁf(é)
— det (sI,,Jr,,C _ A) - det (Iqm Y <s1n+,,c _ A)_l ﬁfc)

— det (sl,,+,,c _ A) - det (I1n. — AGai(s)) .

wobei fiir die vorletzte Umformung Lemma A.1 verwendet wurde. Da nach Annahme 3.24 die
Ubertragungsmatrix G,;(s) invertierbar ist, gilt

(s, L) = det (SI,H_,,C — A) - det (Iq+,,c — kGol(s))

— det (sI,,+,,C — A) - det (G (s)) - det (Ggll (s) — AIqu,,C) .

Durch Vergleich mit der Faktorisierung (3.23) von (s, A) folgt damit po(s) = det(sL,4+n, — A)-
det (Go(s)). Es bezeichne np die Anzahl der Eigenwerte von A, die in der geschlossenen rechten
komplexen Halbebene und somit im Inneren von I'p liegen. Aufgrund der Annahme 3.23 gibt
es keine Pol-Nullstellen-Kiirzung von det (G;(s)) in der geschlossenen rechten komplexen Halb-
ebene. Deshalb hat det (G,(s)) genau ny Nullstellen und np Polstellen im Inneren von I'p. Unter
Beriicksichtigung von Lemma A.14 und Satz A.17 gilt daher @ (0, wo(s), I'p) = —np+np—ny =
—nyz. Die Funktionen ft1(s), ..., g+n.(s) in (3.23) sind die von s abhingigen Nullstellen des
charakteristischen Polynoms det((};1 () — Aly4,.) in A. Die Koeffizienten dieses charakteristi-
schen Polynoms beziiglich A sind entlang der Kurve I'p stetige Funktionen in s, da alle Polstel-
len der Koeffizienten — diese entsprechen den Nullstellen von det(Gy(s)) — auf der Kurve I'p
ausgespart wurden. Daher sind auch die Funktionen (t1(s), ..., tg+n (s) entlang der Kurve I'p
stetig, da die Nullstellen eines charakteristischen Polynoms stetige Funktionen seiner Koeffizi-
enten sind [169]. Folglich sind alle in der Faktorisierung (3.23) auftretenden Funktionen stetig
und es kann Lemma A.14 angewandt und die Summe der einzelnen Windungszahlen der Fak-
toren verwendet werden, um die Gesamtwindungszahl von w(s,A) zu berechnen. Da auflerdem
w0, u; — A, I'p) =@ (A, pu;, I'p) fiiri =1,...,q + n. gilt, folgt fiir alle A € S(O)

q+ne
@ (0, 11(s,2), Tp) = @ (0, jto(5), o) + ) @ (%, i(s), )

i=1

q+n.
=—nz+ Y @ pi(s).Tp) =0,

i=1

woraus die Beschreibung (3.24) fiir die Synchronisierungsmenge S(@®) folgt. ]
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Bemerkung 3.26. Die Invertierbarkeitsannahme 3.24 hdngt von der Formulierung des offenen
Regelkreises ab. Bei der Formulierung nach (3.19) wird zum einen implizit angenommen, dass das
System mindestens so viele Einginge wie Ausgdnge hat, d. h., dass p > ¢ gilt.8 Zum anderen
wird angenommen, dass BK vollen Spaltenrang und C vollen Zeilenrang hat. Diese Annahmen
konnen auch umgangen werden, indem eine Zerlegung By Cy = BKC durchgefiihrt wird, sodass
By vollen Spaltenrang und Cyx, vollen Zeilenrang hat, und dann By, als neue Eingangsmatrix und
Cyx als neue Ausgangsmatrix des offenen Regelkreises (3.19) verwendet wird.

Bemerkung 3.27. Nach Satz 3.25 wird die Synchronisierungsmenge S(®) durch alle Punkte A
in der komplexen Ebene beschrieben, welche von den Nyquist-Kurven von [11(5), . . ., g+n.(S) in
Summe nz mal entgegen dem Uhrzeigersinn umschlossen werden. Die Anzahl der Umschliefsun-
gen zu zdhlen kann recht umstdndlich sein, insbesondere, wenn durch die Aussparung kritischer
Punkte auf der imagindren Achse die Verldufe der Kurven im Unendlichen eine entscheidende
Rolle spielen. Nichtsdestotrotz unterteilen die Nyquist-Kurven von [11(s), ..., lg4+n.(s) die kom-
plexe Ebene in endlich viele zusammenhdngende Gebiete. Unter Umstdnden ist es daher einfacher,
fiir jedes dieser zusammenhdngenden Gebiete zu iiberpriifen, ob es zur Synchronisierungsmenge
gehort, indem fiir einen Punkt A im Inneren des Gebiets iiberpriift wird, ob der iiber Alg 4, ge-
schlossene Regelkreis stabil ist. Dieses Vorgehen ist insbesondere dann niitzlich, wenn bereits ein
Punkt A im Inneren der Synchronisierungsmenge, z. B. als Ergebnis des in Abschnitt 3.1.3 vorge-
stellten Entwurfsverfahrens, bekannt ist.

Bemerkung 3.28. Sollen die Nyquist-Kurven der Funktionen [vi(s), ..., [lgtn (S) geplottet wer-
den, so muss die Kurve I'p zundichst abgetastet werden, d. h., es miissen Stiitzstellen sy, ..., Sy €
I'p gewdhlt werden, an denen die Funktionen j11(S), ..., [lg4+n.(S) ausgewertet werden. Die Werte
wi(Si)s ..., hg+n,(8;) sind die Nullstellen in A der Funktion [1(s;, A) in (3.22). Dementsprechend
empfiehlt es sich, direkt das verallgemeinerte Eigenwertproblem

A~ A

Silygn. — A) v = uBKCv (3.25)
(sibrtn. — &)

zu losen. Die endlichen Losungen dieses Eigenwertproblems sind die Werte (11 (5S;), . . ., lg+n. (Si)-
Sollen die Funktionen [11(s), ..., g+n (s) mithilfe dieser Werte geplottet werden, so sind zwei
Dinge zu beachten. Zum einen sollten die Stiitzstellen sy, ...,y € I'p geordnet entlang der
Nyquist-D-Kurve I'n gewdhlt werden. Diese Ordnung kann durch Wahl einer Parametrierung
¥p : [0,1] = C von I'p realisiert werden: Die Stiitzstellen s; = y(t;) sind dann entlang des
Pfades geordnet, wenn 0 < t; < tj4y < lfiir j =1,..., M — 1 gilt. Neben der Ordnung der
Stiitzstellen ist aufserdem zu beachten, dass die Losungen des verallgemeinerten Eigenwertpro-
blems (3.25) im Allgemeinen ungeordnet sind. Diese miissen daher zusdtzlich geordnet werden,
um stetige Funktion [11(s), ..., lg+n () zu erhalten. Um dies zu erreichen, wird die Sortierung
der Losung fiir s| als Ausgangspunkt betrachtet. Ausgehend davon werden dann die Losungen des
verallgemeinerten Eigenwertproblems (3.25) fiir s,, ..., Sy iterativ sortiert. Ein Iterationsschritt

8Gilt q < p, so sollte K statt iiber die Eingangsmatrix iiber die neue Ausgangsmatrix KC zum offenen Regelkreis
gezihlt werden.
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sieht dabei wie folgt aus: Seien die Funktionswerte (11(S;). ..., bg+n. (s}) im Vektor
H,j
n; = :
Mg+ne,j

zusammengefasst. Fiir den néichsten Stiitzpunkt s seien die endlichen Lisungen des verallge-
meinerten Eigenwertproblems (3.25) im Vektor

1,j+1
Rjyr = :
llq+nc,j+1
zusammengefasst. Stetigkeit der Funktionen [11(s), . . ., Lg+n.(S) bedeutet vereinfacht gesagt, dass

kleine Anderungen in der Variable s auch nur zu kleinen Anderung im Funktionswert fiihren. Die
Elemente von fi j+1 sollten daher so sortiert werden, dass die Abstinde zu den zugehdrigen Ele-
menten in j ; moglichst klein sind. Es sollte also eine Permutationsmatrix Il j 11 gefunden werden,
sodass

H”“j _Hj+lllj+1H1 (3.26)

minimiert wird. Wurde eine solche Permutationsmatrix gefunden, so wird entsprechend p ;  , =
1Ly, gewdhlt und als Ausgangspunkt fiir den niichsten Iterationsschritt verwendet. Der
entscheidende Schritt in jeder Iteration ist also das Finden einer Permutationsmatrix I1;,, so-
dass (3.26) minimiert wird. Dieses Zuordnungsproblem kann z. B. mit dem klassischen Munkres-
Algorithmus erfolgen [102].

Wenn die Stiitzstellen s, ..., s, dicht genug gewdhlt wurden, geniigt fiir den hier vorliegenden
Fall auch ein einfacheres, elementweises Vorgehen. Dazu wird beginnend mit [L, j+1 das Element
in p; gesucht, zu dem iy j+1 den minimalen Abstand hat. Dieses Vorgehen wird Schrittweise fiir
alle weiteren Elemente in [L jy1 ebenso durchgefiihrt, wobei jedoch jeweils nur die noch nicht zu-
geordneten Elemente in ji ; betrachtet werden. Somit kann auf einfache Weise eine Zuordnung der
Elemente von [Ly j+1 zu denen von p ; 8efunden werden, ohne auf den verhdiltismdyfig komplexen
Munkres-Algorithmus zuriickzugreifen.

Beispiel 3.29. Es wird erneut die in Beispiel 3.16 diskutierte Agentendynamik mit Systemmatri-
zen (3.16) und Reglerparametern ® nach (3.17) betrachtet. In Abb. 3.3 sind die Nyquist-Kurven
von [1(s) und [Ly(s) gemdfs Satz 3.25 eingezeichnet und die Synchronisierungsmenge S(©) als
schattierte Fliche gekennzeichnet.

Beispiel 3.30 (Kooperative Stabilisierung). Die Interpretation der Elemente der Synchronisierungs-
menge als stabilisierende komplexe Riickfiihrung eines Standardregelkreises, wie dies in Abb. 3.1
dargestellt ist, zeigt erneut die Verbindung zwischen dem Synchronisierungsproblem und dem Sta-
bilisierungsproblem auf. Fiir SISO-Systeme mit statischer Ausgangsriickfiihrung wurde daher in
[49] auch die kooperative Stabilisierung betrachtet. Unter kooperativer Stabilisierung ist dabei
zu verstehen, dass jeder Agent zur Stabilisierung seine eigene Stellgrifse abhdingig von den (ab-
soluten) Ausgangssignalen seiner Nachbaragenten wahit.? Fiir die in den Beispielen 3.16 und

9Bei den in dieser Arbeit sonst betrachteten Regelgesetzen zur Synchronisierung stehen den Agenten nur Diffe-
renzsignale zur Verfiigung.
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Abbildung 3.3: Nyquist-Kurven und Synchronisierungsmenge (schattiert) zu Beispiel 3.29.

3.29 betrachtete Agentendynamik (3.16) und den Synchronisierungsregler (3.17), wird eine sol-
che kooperative Stabilisierung nun anhand von zwei Agenten veranschaulicht. Wird die erweiterte
Agentendynamik (3.19) betrachtet und die Agenten wdhlen ihren jeweiligen Eingang !0

Vo1 =Re(X) -y, —Im(A)-y., (3.27a)

Veo =Im(A)-y.; +Re () -y.,. (3.27b)

so fiihrt dies fiir jedes A € S(O) zu stabilem Verhalten des kooperativen Verbunds der beiden
Agenten. In Abb. 3.4 sind die Zustandsverldufe der beiden Agenten fiir die in Beispiel 3.16 gefun-
dene Wahl von A = (0,2249 + j) € S(O) und zufillig gewdihlte Anfangswerte zu sehen. Auch
hier ist bemerkenswert, dass, obwohl die Agentendynamik (3.16) mit einem Regler der Ordnung
n. = 1 nicht reell stabilisierbar ist, die beiden Agenten durch Verwendung des kooperativen Re-
gelgesetzes (3.27) und dem Regler erster Ordnung (3.17) Stabilisierung erreichen.

3.1.5 Synchronisierungsregler mit maximalem Synchronisierungsradius

In den Abschnitten 3.1.3 und 3.1.4 wurde der Synchronisierungsreglerentwurf und die Beschrei-
bung aller zur Synchronisierung fithrenden Kommunikationstopologien thematisiert. Die Ergeb-
nisse sind dreierlei. Erstens resultieren aus dem vorgestellten Verfahren Reglermatrizen ® (n.),
welche gemiB (3.1) einen dynamischen Synchronisierungsregler der Ordnung n. beschreiben.
Zweitens wurde ein zulissiger Eigenwert A der reduzierten Laplacematrix L,, gefunden. Und drit-
tens wurde dariiber hinaus die Menge aller zulédssigen Eigenwerte der reduzierten Laplacematrix

10pie Wahl des Regelgesetzes (3.27) kann durch Anwendung des in Abschnitt A.5 beschriebenen Isomorphismus
zwischen komplexen und reellen Matrizen auf die Gleichung des geschlossenen Regelkreises (3.20) motiviert werden.
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Abbildung 3.4: Zustandsverldufe bei kooperativer Stabilisierung der Agenten in Beispiel 3.30.

unter Verwendung der Reglermatrizen ® (n.) beschrieben. Der Entwurf der Reglermatrizen © (n.)
bildet in diesem dreifachen Ergebnis das Zentrum. In Abschnitt 3.1.3 wurde dabei aufgezeigt, wie
ein zur Synchronisierung fiihrender Regler minimaler Ordnung entworfen werden kann. Unab-
hiingig von der Ordnung n. des Reglers ist die Wahl der Reglermatrizen eines Synchronisierungs-
reglers niemals eindeutig: Existiert ein Synchronisierungsregler der Ordnung 7., so existieren
mehrere Regler derselben Ordnung, die alle das Ziel der Synchronisierung erreichen. "'In diesem
Abschnitt wird daher der Reglerentwurf noch einmal genauer betrachtet. Es wird davon ausge-
gangen, dass bereits Reglermatrizen © (n.) und ein zuléssiger Eigenwert A gefunden wurden, fiir
die die Matrix in (3.2) Hurwitz ist. Diese werden als Ausgangspunkt fiir den weiteren Entwurf
verwendet. Der im Folgenden vorgestellte Reglerentwurf zielt nun darauf ab, eine Vergroferung
der Synchronisierungsmenge zu erreichen. Die Ordnung n. des Reglers wird dabei beibehalten.
Um die Notation kompakt zu halten, wird im Weiteren jedoch davon abgesehen, die Ordnung 7,
als Argument explizit mitzufithren. Als MaB fiir die Gr68e der Synchronisierungsmenge wird der
Radius des groBtmoglichen Kreises im Inneren der Synchronisierungsmenge verwendet. Dieser
wird im Weiteren als Synchronisierungsradius bezeichnet und ist formal durch die Losung des
Maximierungsproblems

Fmax (@) = ma}-} r (3.28a)
wBy. B.(h) C S(©) (3.28b)

gegeben, wobei

B(}) = {N €C| |V =4| <r}

einen offenen Kreis mit Radius » und Mittelpunkt A beschreibt. Die Maximierung des Synchro-
nisierungsradius fiihrt zur Erhéhung der Robustheit des Synchronisierungsverhaltens beziiglich
Unsicherheiten beim Graphenentwurf, worauf in Abschnitt 5.2.3 eingegangen wird. Bevor die

HDass die Wahl der Reglermatrizen © (n.) nicht eindeutig ist, liegt daran, dass die Menge der synchronisierenden
Regler wie auch die Synchronisierungsmenge (vgl. Bemerkung 3.18) eine offene Menge ist.



3.1 Stabilitat des transienten Verhaltens 45
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Abbildung 3.5: Uber A'I;4,, = (A + 8)I,4,, geschlossener Regelkreis, wobei 81,4, als struktu-
rierte Unsicherheit der nominalen Ubertragungsmatrix Gy (s) aufgefasst wird.

Maximierung des Synchronisierungsradius 7, (®) durch Optimierung der Reglermatrizen ® be-
trachtet wird, wird zunidchst ausfiihrlich diskutiert, wie 7. (® ) berechnet werden kann, d. h., wie
das Maximierungsproblem (3.28) geltdst werden kann. Dazu wird zuerst das Maximierungspro-
blem (3.28) fiir ein feststehendes A € S(®) betrachtet, d. h., es wird die Losung des Maximie-
rungsproblems

Fmax (@, 1) = max r (3.29a)
wB.v. B,(1) € S(@) (3.29b)

gesucht. Ein etablierter Ansatz, das Optimierungsproblem (3.29) zu 16sen, ist die Berechnung des
maximalen strukturierten Singuldrwerts (vgl. [34], [173, Kapitel 11]). Dabei ist das Maximum
des strukturierten Singulidrwerts iiber alle Frequenzen der Ubertragungsmatrix des iiber AL,
geschlossenen Regelkreises

Gi(5) = (Ign. — AGoi(5)) ' Gals)

zu suchen, wobei G (s) die Ubertragungsmatrix des offenen Regelkreises (3.19) ist. Der Kehrwert
des maximalen strukturierten Singuldarwerts bemisst dann die maximal zuldssige strukturierte Un-
sicherheit A = 61,4, , sodass der gemiB Abb. 3.5 geschlossene Regelkreis gerade noch stabil ist.
Obwohl Implementierungen fiir die Berechnung des strukturierten Singuldrwerts in Programm-
bibliotheken (z. B. in Matlab Robust Control Toolbox [92] oder Systems Modeling, Analysis and
Control Toolbox [125]) zur Verfiigung stehen, wird hier ein anderer Weg eingeschlagen, indem
Gebrauch von Satz 3.25 gemacht wird. In Bemerkung 3.31 werden dann die Vor- und Nachteile
des im Folgenden vorgestellten Vorgehens gegeniiber der Verwendung der vorhandenen Werkzeu-
ge zur Berechnung des maximalen strukturierten Singuldrwerts diskutiert.

Die Nyquist-Kurven der Funktionen (41 (s), ..., ttg+n.(5) 12 qus der Faktorisierung in (3.23) unter-
teilen, wie in Bemerkung 3.27 bereits betont, die komplexe Ebene in endlich viele zusammenhén-

2pie Nyquist-Kurven der Funktionen p(s), ..., Mq+n.(s) hingen von der Wahl der Reglermatrizen © ab. Diese
Abhiéngigkeit ist hier nicht explizit ausgewiesen.
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gende Gebiete. Damit begrenzen sie natiirlich auch die Synchronisierungsmenge und eine Losung
zu Optimierungsproblem (3.29) ist gegeben durch die Losung von

rmax(g, }\) = min |/’Ll ()/D(T)) - )‘l s (330)
t€[0,1]
ie{l,....q+n.}

wobei yp : [0, 1] — C eine Parametrierung der Nyquist-D-Kurve I'p darstellt. In Bemerkung 3.28
wurde beschrieben, wie die Werte der Funktionen f41(s), ..., itg+n.(s) numerisch an Stiitzstellen
ausgewertet werden konnen. Im Folgenden wird daher angenommen, dass an entlang der Kurve
I'p gewihlten Stiitzstellen sy, ..., sps die Werte der Funktionen pu;(s) firallei = 1,...,q + n.
vorliegen. Wie in Bemerkung 3.28 wird auch hier angenommen, dass diese Stiitzstellen mithilfe
der Parametrierung jp | [0, 1] — C gewonnen wurden und dass fiir die zur Wahl der Stiitzstellen
sj = y(t;) filhrenden Werte von t erneut 0 < t; < t;4 < 1firj =1,..., M — 1 gilt.

Soll 7ax (O, A) durch Losung des Optimierungsproblems (3.30) gefunden werden, so muss das
Minimum in (3.30) iiber alle s € I'p gesucht werden. Es ist daher klar, dass das Optimierungs-
problem (3.30) nicht ohne Weiteres anhand einer endlichen Anzahl an Stiitzstellen gelost werden
kann. Daher wird nun eine Heuristik vorgestellt, wie eine untere Grenze fiir 7,,,,,(®, A) aus ei-
ner endlichen Zahl an Stiitzstellen gewonnen werden kann. Dazu wird zunichst jeweils fiir alle
aufeinanderfolgende Punkte 1;(s;) und w;(s;+1) ein Dreieck aufgespannt (vgl. Abb. 3.6). Die-
ses Dreieck besteht aus den an den Punkten anliegenden Tangenten der Kurve p;(s) und der
Verbindungslinie zwischen den Punkten. Der Schnittpunkt der Tangenten wird im Folgenden mit
Wei(Sj,8j4+1) bezeichnet. Details und Sonderfille zur Berechnung der Tangenten und des Tan-
gentenschnittpunktes . ;(s;, Sj+1) sind im Anhang in Abschnitt B.2.1 dokumentiert. Die Kan-
ten dieser Tangentendreiecke konnen nun als stiickweise lineare Funktionen der Laufvariablen
7 der Parametrierung des Pfades I'p dargestellt werden. Im Folgenden wird daher mit ji;(7) die
stiickweise lineare Beschreibung der Verbindungslinien und mit fi, ;(t) die stiickweise lineare Be-
schreibung der Tangentenabschnitte bezeichnet. Auf die explizite Angabe von Formeln fiir ji;(7)
und /i ;(t) wird hier der Ubersichtlichkeit halber verzichtet. Die Heuristik, die im Folgenden
angewandt wird, besteht darin anzunehmen, dass die Nyquist-Kurven p;(y (t)) vollstindig inner-
halb dieser Tangentendreiecke verlaufen. Trifft diese Annahme zu, so kann eine untere Grenze fiir
Fmax (@, A) durch Losung des Optimierungsproblems

na(®.3) = min - min (7i;(r) ~ A () ~ ) (331)

ie{l,....q+n}

berechnet werden. Eine mogliche algorithmische Umsetzung zur Losung dieses Optimierungs-
problems ist in Abschnitt B.2.2 angegeben. Die Giiltigkeit der getroffenen Annahme, dass die
Nyquist-Kurven p;(y(t)) vollstindig innerhalb der Tangentendreiecke verlaufen, hingt sowohl
vom konkreten Verlauf der Nyquist-Kurven als auch von der Wahl der Stiitzstellen ab. Je mehr
Stiitzstellen verwendet werden und je néher diese beieinander liegen, desto hoher wird der Anteil
der Intervalle [7, Tj;], auf die diese Annahme zutrifft. Als weiteres Argument fiir die Rechtfer-
tigung der gewihlten Heuristik ist zu nennen, dass die getroffene Annahme nicht fiir alle Nyquist-
Kurven p;(y(t)),i = 1,...,n+ne,und Intervalle [t;, 7j44], j = 1, ..., M —1, erfiillt sein muss,
sondern nur fiir die Kurven und Intervalle, die kritisch fiir die Losung von Optimierungsproblem
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Abbildung 3.6: Durch Stiitzstellen 1; (s;) und p;(s;+1) aufgespanntes Dreieck aus Tangenten und
Verbindungslinie.

(3.30) sind. Trotz dieser Argumente bleibt die getroffene Annahme heuristisch und es gibt keine
Garantie, dass die Losung 7,.x(®, A) von (3.31) eine valide untere Grenze fiir r,,,x(®, A) in (3.30)
ist.

Es wurde mit (3.30) bzw. (3.31) aufgezeigt, wie fiir gegebene Reglermatrizen ® und einen zulis-
sigen Laplace’schen Eigenwert A € S(®) der maximale Kreis um ein vorgegebenes A gefunden
werden kann, sodass der Kreis vollstindig in der Synchronisierungsmenge S(®) liegt. Die durch
(3.30) bzw. (3.31) gegebenen Losungen von Maximierungsproblem (3.29) werden nun verwendet,
um den Synchronisierungsradius 7,,,x(®) gemif (3.28) zu bestimmen. Dazu wird das Optimie-
rungsproblem

Fmax (@) = m).:«,lx Fmax (@, A) (3.32a)
uB.v. A€ S(O) (3.32b)

gelost. Die Berechnung von 7, (®, A) durch Losen von (3.30) kann dabei entsprechend durch
die mittels (3.31) heuristisch gewonnene untere Grenze 7,,,x(®, A) ersetzt werden, um eine untere
Grenze 7y (©) fiir 7, () zu berechnen. Neben dem Synchronisierungsradius 7. (©) folgt aus
der Optimierung (3.32) der Mittelpunkt A(®) als optimale Wahl von A € S(©).

Die Ergebnisse zur Berechnung des Synchronisierungsradius rp,,x(®) durch (3.32), werden im
Folgenden genutzt, um die Reglermatrizen ©® zu optimieren. An dieser Stelle ist nun allerdings zu
bedenken, dass der Laplace’sche Eigenwert A in der fiir die Beschreibung der Synchronisierungs-
menge S(O) relevanten Stabilisierungsgleichung (3.2) immer als Produkt mit Matrizen aus ®
auftaucht. Dies bedeutet, dass eine Skalierung derjenigen Reglermatrizen, die jeweils mit A mul-
tipliziert werden (K, E., F., G.), zu einer Skalierung der Synchronisierungsmenge S(®) fiihrt.
Demzufolge ist eine einfache Maximierung des Synchronisierungsradius r,,x(©) mit Hilfe der
Reglermatrizen © nicht aussagekriftig. Es muss stattdessen dieser Skalierungseffekt aus der Op-
timierung herausgenommen werden, was durch Normierung des Synchronisierungsradius 7, (©)
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Abbildung 3.7: Schematischer Uberblick der Optimierung zum Entwurf von Synchronisierungs-
reglern mit maximalem Synchronisierungsradius.

mit dem Betrag von A(@®) erreicht werden kann. Es wird daher das Optimierungsproblem
Fnax = MAX Tax (©) / [1(©)] (3.33a)
uB.v. §S(O)#0 (3.33b)

betrachtet, wobei natiirlich nur iiber die Matrizen ® optimiert werden darf, fiir die die Synchroni-
sierungsmenge S(O) nichtleer ist. Dies fiihrt zu einer optimalen Wahl der Reglermatrizen ©*.

Zusammenfassend gliedert sich das hier vorgestellte Vorgehen zur Berechnung von Synchroni-
sierungsreglern mit maximalem (normierten) Synchronisierungsradius in die drei verschachtelten
Optimierungsprobleme (3.29), (3.32) und (3.33). Optimierungsproblem (3.29) kann dabei durch
die heuristische Variante (3.31) ersetzt werden. Zur Losung der beiden anderen Optimierungs-
probleme (3.32) und (3.33) bietet sich die Verwendung gradientenfreier unbeschrinkter Optimie-
rungsverfahren an. Die in den einzelnen Optimierungsproblemen auftretenden Beschriankungen
konnen dann dadurch beriicksichtigt werden, dass an unzuldssigen Stellen r,,x = —oo als Funkti-
onswert definiert wird. Eine Implementierung dieser verschachtelten Optimierungsprobleme kann
gemil Abbildung 3.7 erfolgen. Dabei wird von giiltigen Startwerten @, A, ausgegangen, welche
beispielsweise gemill Abschnitt 3.1.3 gewonnenen werden konnen. Neben der eigentlichen Opti-
mierungsvariablen ® wird A’ als Hilfsvariable bei der Losung von (3.33) weiter mitgefiihrt und
als Zertifikat fiir die Erfiillung der Nebenbedingung (3.33b) genutzt, indem fiir das Paar (@, ")
anhand von Gleichung (3.18) iiberpriift wird, ob A" € S(®) gilt. Fiir jedes ® werden dann anhand
der vorher auszuwihlenden Stiitzpunkte s; die Stiitzstellen 1; (s ;) und die Tangentenschnittpunkte
i (S, 8j41) berechnet, womit fiir jedes A Optimierungsproblem (3.31) gelost wird. Das Optimie-
rungsproblem (3.32) wird schlieBlich geldst, indem A’ als Startwert verwendet wird und dann nach
A gesucht wird, sodass 7 (@, A) maximiert wird.

Im Folgenden wird in Bemerkung 3.31 zunéchst erneut die zur Losung von Optimierungsproblem
(3.29) bzw. (3.30) verwendete Heuristik (3.31) diskutiert. Im Anschluss wird in Beispiel 3.32
der Entwurf eines Synchronisierungsreglers mit maximalem Synchronisierungsradius anhand des
bereits in den Beispielen 3.16 und 3.29 betrachteten Systems durchgefiihrt.

Bemerkung 3.31. Wie bereits angedeutet, kann als Alternative zu der vorgestellten Heuristik
(3.31) das Optimierungsproblem (3.30) auch durch Berechnung des maximalen strukturierten
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Singuldrwerts gelost werden. Durch diesen Weg kann der Nachteil der vorgestellten Heuristik
— die fehlende Garantie fiir die Validitdt der gefundenen unteren Grenze fiir 1. (O, A) — umgan-
gen werden, wenn auf Verfahren zur Berechnung des strukturierten Singuldrwerts zuriickgegriffen
wird, welche ohne jegliche Heuristik eine obere Grenze fiir diesen garantieren [126]. In diesem
Sinne wire ein solches Verfahren vorzuziehen. Im Folgenden werden jedoch Griinde genannt, wel-
che gegen die Verwendung dieser Verfahren sprechen.

Zundchst sind bei der Verwendung der Funktionen mussv in der Robust Control Toolbox bzw.
muubd in der SMAC Toolbox zwei Dinge zu beachten. Zum einen hat sich in einigen numerischen
Beispielfiillen gezeigt, dass der von mussv und muub zuriickgegebene Wert fiir die obere Schranke
konservativ sein kann. Dies ist insofern verwunderlich, als dass fiir den hier vorliegenden Fall die
obere Schranke des strukturierten Singuldrwerts theoretisch nicht konservativ, sondern exakt sein
sollte (vgl. [173, Theorem 11.4]). Zum anderen werden bei den vorhandenen Implementierung nur
nichtnegative Frequenzen w > 0 der Ubertragungsfunktion betrachtet, da die Verfahren nur fiir
Systeme mit rein reellen Systemmatrizen ausgelegt sind. In dem hier vorliegenden Fall muss jedoch
der strukturierte Singuldirwert fiir die Ubertragungsfunktion G, (jw) berechnet werden. Durch die
Abhéingigkeit von A kann jedoch der Maximalwert des strukturierten Singuldrwerts auch bei nega-
tiven Frequenzen auftreten. Die fiir lediglich nichtnegative Frequenzen implementierten Verfahren
konnen dennoch verwendet werden, indem jeweils der maximale strukturierte Singuldrwert von
Gy (jw) und von Gj (jw) iiber alle w > 0 berechnet wird. Das Maximum beider so berechneter
Werte, entspricht dann dem Maximum von G) (jw) tiber alle € R (vgl. Abschnitt B.2.3).

Die bisher genannten Nachteile der Verwendung der bereits existierenden Implementierungen des
strukturierten Singuldrwertes lassen sich vermeiden, indem z. B. das Verfahren in [126] auf die
hier vorhandenen Umstinde angepasst wird (vollstindiger Frequenzbereich sowie Verwendung
der exakten oberen Schranken und zugehorigen Skalierungsmatrizen).

Der grofie Vorteil der Verwendung der heuristischen Losung liegt hingegen in dem Rechenzeit-
vorteil der gewonnen werden kann, wenn der Wert fiir T, (O, A) nicht nur fiir ein Paar (©, A)
berechnet werden soll, sondern wenn fiir gegebene Reglermatrizen © das Optimierungsproblem
(3.32) mittels eines iterativen (z. B. gradientenfreien) Optimierungsverfahrens gelost werden soll.
In diesem Fall muss ndmlich fiir ein gegebenes © der Wert . (0, A) fiir sehr viele verschiedene
Werte von A berechnet werden. Wird 7. (O, A) jeweils mithilfe der Heuristik geldst, so miissen
nur einmal vorab die Stiitzstellen 1;(s;) und die Tangentenschnittpunkte [.;(S;,S;+1) berech-
net werden. Ist dies erfolgt, so kann die Berechnung von 7. (®, A) dann, wie in Abschnitt B.2.2
beschrieben, direkt explizit numerisch erfolgen. Im Gegensatz dazu muss bei dem Weg iiber den
strukturierten Singuldrwert dieser fiir jedes A von Grund auf neu bestimmt werden. Der Vergleich
an einigen Beispielsystemen hat gezeigt, dass die Rechenzeit zur Losung von Optimierungspro-
blem (3.30) fiir einen Punkt A auf beiden Wegen in etwa dieselbe ist, wihrend fiir die Losung von
Optimierungsproblem (3.32) der Weg iiber die Heuristik eine ungefdihr um den Faktor 15 geringe-
re Rechenzeit benotigt. Eine Moglichkeit, die Vorteile beider Vorgehensweisen zu nutzen, wdre es,
die eigentliche Optimierung mithilfe der Heuristik durchzufiihren und anschlief3end zur Absiche-
rung des Ergebnisses eine garantierte untere Schranke fiir 1y, (©, A) mithilfe einer garantierten
oberen Schranke des maximalen strukturierten Singuldrwerts gemdf3 [126] zu berechnen.
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Re (1)

Abbildung 3.8: Nyquist-Kurven und Synchronisierungsmengen (ausgefiillt) zu Beispiel 3.32: (rot)
S(O) mit maximalem Kreis mit Mittelpunkt A(®) (*); (blau) S(®*) mit maximalem Kreis mit
Mittelpunkt A(@™) (+).

Beispiel 3.32. Fiir das bereits in den Beispielen 3.16 und 3.29 betrachte Multi-Agenten-System
kann ausgehend von dem gefundenen Synchronisierungsregler (3.17) nun die Wahl der Regler-
matrizen © durch Losen von (3.33) optimiert werden, woraus eine optimale Wahl der Reglerma-
trizen ©* resultiert. Dies wurde gemdif3 dem in Abb. 3.7 skizzierten Vorgehen durchgefiihrt. Der
Vergleich der Synchronisierungsmengen S(®) und S(O®%) ist in Abb. 3.8 gezeigt. Dabei wur-
den in beiden Fiillen die Reglermatrizen so skaliert, dass |M(®)| = |AM(@™)| = 1 gilt. Es ist
zu sehen, dass sich die Form der Synchronisierungsmenge dndert. Der Synchronisierungsradi-
US Fmax (@) = 0,1704 kann durch die Optimierung auf rp.(©*) = 0,3763 vergrifert werden.
Der Mittelpunkt des grofiten in der optimierten Synchronisierungsmenge liegenden Kreises ist

AMO*) = 0,381 £j0,925.

3.2 Optimalitat des transienten Verhaltens

In diesem Abschnitt wird die Optimalitét des transienten Verhaltens diskutiert. Den Betrachtungen
in diesem Abschnitt kommt dabei eine Sonderrolle in der vorliegenden Arbeit zu, da sich die
Kommunikationstopologie direkt aus den betrachteten Optimalregelproblemen ergibt. Somit steht
diese nicht mehr zum spiteren Entwurf zur Verfiigung, wodurch eine Abweichung von dem im
Rest der Arbeit befolgten zweistufigen Entwurfsschema (vgl. Abb. 1.2) vorliegt. Es wird jedoch
gezeigt, dass die Parametrierung der Optimalregelprobleme dazu genutzt werden kann, bestimmte
Kommunikationstopologien vorzugeben.
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Der Suche nach einem Synchronisierungsregler fiir optimales transientes Synchronisierungsver-
halten kann auf verschiedene Weise nachgegangen werden. Eine Moglichkeit ist es, die Struktur
des Regelgesetzes im Vorhinein festzulegen, sodass das Regelgesetz beispielsweise die in (2.9)
beschriebene Form mit einer vorher festgelegten Kommunikationstopologie aufweist. Somit wird
durch die Struktur des Regelgesetzes das Erreichen von Synchronisierung vorgegeben und die Op-
timierung dient dann dem Anpassen der Reglerverstirkungen zur Minimierung eines geeigneten
GiitemalBes. Das resultierende Optimierungsproblem kann als parametrisches Optimalregelpro-
blem interpretiert werden, zu dessen Losungen verschiedene Methoden existieren [89]. Allerdings
fiithrt diese Vorgehensweise nur in wenigen Ausnahmefillen auf ein konvexes Optimierungspro-
blem [127]. Daher werden oft heuristische Verfahren vorgeschlagen, um gute suboptimale Losun-
gen zu finden [101, 16].

Ein anderer Ansatz ist es, die Struktur des Regelgesetzes zunéchst offen zu lassen. Da nun die
Struktur der Regelung nicht mehr zum Erreichen von Synchronisierung festgelegt wird, muss
stattdessen das zu 16sende Optimierungsproblem entsprechend so formuliert werden, dass Syn-
chronisierung der Agenten garantiert wird. Der géngigste Ansatz in der Literatur ist daher, den
Synchronisierungsfehler, d. h. die Zustandsabweichungen der Agenten untereinander, gemeinsam
mit der aufgebrachten Stellgrofle im Giitemal zu bestrafen (vgl. [171, 101, 25]). Im spiteren Ver-
lauf dieses Abschnitts werden die Ergebnisse aus [171] stellvertretend fiir ein solches Vorgehen
mit dem im Weiteren vorgestellten Ansatz verglichen.

Statt den Synchronisierungsfehler der Agenten untereinander zu betrachten, wird hier ein alterna-
tiver Ansatz diskutiert: Optimale Synchronisierung wird als optimale Transition jedes Agenten auf
die Synchronisierungstrajektorie verstanden. Jeder Agent soll dabei zur Umsetzung des optimalen
Regelgesetzes nur auf Zustandsdifferenzen zu seinen Nachbaragenten zuriickgreifen. Dies wird
erreicht, indem zwei Anforderungen an die Synchronisierungstrajektorie gestellt werden. Zum
einen soll diese weiterhin wie in (2.15) als Trajektorie eines autonomen Systems darstellbar sein.
Zum anderen wird gefordert, dass die Synchronisierungstrajektorie iiber eine lineare Abbildung
aus den einzelnen Agentenzustinden gewonnen werden kann.

In Abschnitt 3.2.1 folgt nun zunichst die Formulierung und Herleitung der Losung dieses Op-
timalregelproblems zur optimalen Transition auf die Synchronisierungstrajektorie. Im Anschluss
wird das gewonnene Regelgesetz in Abschnitt 3.2.2 mit dem in [171] entwickelten Regelgesetz
verglichen. Es wird gezeigt, dass genau ein Spezialfall existiert, fiir den beide Regelgesetze iiber-
einstimmen.

3.2.1 Regelgesetz zur optimalen Transition auf die Synchronisierungstrajektorie

Fiir ein Multi-Agenten-System mit N Agenten mit der Dynamik (2.6) wird das Minimierungspro-
blem

min Z / ((x,- — xsyn)T Q (x,- — xsyn) + ul-TRui) dr (3.34)
0

i=1



52 3 Entwurf des transienten Verhaltens homogener Multi-Agenten-Systeme

betrachtet, d. h., es werden die quadratischen Abweichungen der Agentenzustinde Xy, ..., Xy zur
Synchronisierungstrajektorie Xy, sowie die verwendete Stellenergie minimiert. Dabei werden die
Zustandsabweichungen jeweils mit der positiv semidefiniten Matrix Q und die Stellgrof3en jeweils
mit der positiv definiten Matrix R gewichtet. Es werden die folgenden beiden Standardannahmen
fiir Optimalregelprobleme getroffen:

Annahme 3.33. Das Paar (A, B) ist steuerbar.
Annahme 3.34. Das Paar (Q, A) ist beobachtbar.

Es wird nun zusitzlich davon ausgegangen, dass die Synchronisierungstrajektorie wie in (2.15)
mithilfe eines autonomen Systems

Xsyn = Axsyna Xsyn(o) = Xsyn,0 (3.35)

beschrieben werden kann.!3 Da diese Synchronisierungstrajektorie nicht von der Wahl der Stell-
grofen u; abhéngt, kann die Minimierung des Giitemalles (3.34) fiir jeden Summanden

/ ((x, — xsyn)T Q(X,- — Xsyn) + u;rRu,-) dr (3.36)
0 3

einzeln erfolgen. Somit muss fiir jeden Agenten einzeln ein linear quadratisches Folgeregelpro-
blem auf einem unendlichen Horizont gelost werden. Fiir beliebige Trajektorien Xy, miissten fiir
solche optimalen Folgeregelprobleme entsprechend angepasste Methoden der optimalen Rege-
lung verwendet werden [7]. Die Synchronisierungstrajektorie Xy, wird hier jedoch durch ein au-
tonomes System erzeugt, welches dieselbe Systemmatrix wie die einzelnen Agenten besitzt. Fiir
diesen Sonderfall weist der optimale Folgeregler nach [7, Abschnitt 3.4.5] die einfache Struktur
eines klassischen Riccati-Reglers auf. Dies wird ersichtlich, indem nun das vorliegende Problem
in ein gewohnliches linear quadratisches Optimalregelproblem umgeformt wird. Dazu wird der
Synchronisierungsfehler X; = x; — Xy, betrachtet. Unter Beriicksichtigung der Agentendynamik
(2.6) und der Beschreibung der Synchronisierungstrajektorie (3.35) ergibt sich die Dynamik des
Synchronisierungsfehlers zu

X; — AX,‘ -+ Bu,', X; (0) = Xj,0 — Xsyn,0-

Sind die Annahmen 3.33 und 3.34 erfiillt, so erfolgt die Minimierung von (3.36) durch den klas-
sischen Riccati-Regler
vy = -R'BTPX;, (3.37)

wobei unter den gegebenen Annahmen P die positiv definite Losung der algebraischen Riccati-
Gleichung
PA+A'P-PBR'B'P = -Q (3.38)

ist (vgl. [82, Satz 7.2]).

13Siehe auch Bemerkung 2.22 zur Verwendung des Begriffs Synchronisierungstrajektorie.



3.2 Optimalitat des transienten Verhaltens 53

Um das Regelgesetz (3.37) zu realisieren, muss jedem Agenten der Zustand der Synchronisie-
rungstrajektorie Xy, zur Verfiigung stehen. Ziel ist es jedoch, ein Regelgesetz zu gewinnen, bei
dem jeder Agent nur auf seinen eigenen Zustand und die Zustdnde seiner Nachbaragenten zuriick-
greifen muss. Um dies zu erreichen, wird im Folgenden gefordert, dass der Zustand der Synchro-
nisierungstrajektorie sich zu jedem Zeitpunkt aus den Zustinden der Agenten iiber eine lineare
Abbildung berechnen lisst, d. h., dass

Xgyn = [\Ill \IIN]X

v

mit ¥q,..., ¥y € R™" gilt. Unter Beriicksichtigung von (3.35) folgt also die Forderung
Ux = A¥x.

Es werden nun zwei Annahmen an die Matrix ¥ formuliert und anschlieend das gewiinschte
Optimalregelgesetz prisentiert.

N
Annahme 3.35. ) V¥, =1,.

i=1
Annahme 3.36. Fiirallei € {1,..., N} kommutiert ¥; mit A — BR'B'P.

Satz 3.37. Seien die Annahmen 3.33 und 3.34 erfiillt. Sei W = [\Ill \IIN] € RN gege-
ben. sodass die Annahmen 3.35 und 3.36 erfiillt sind. Sei

o, =1Iy,— (IN X In) L\ (3.39)

definiert und sei P € R™" die positiv definite Losung von (3.38). Dann lost das Regelgesetz

u=— (IN ® R"lBTP) M, x. (3.40)
Kees. 1
das Optimierungsproblem
00
min / (xTn; Iy®Q M x+u' (Iy ®R) u) dr (3.41a)
' 0
uBv. x=(Iy®A)x+ (Iy ®B)u (3.41b)
Ux = AUx. (3.41c¢)

Beweis. Ist (3.41c) erfiillt, so kann ¥x im GiitemaR} (3.41a) durch x,, ersetzt werden, wobei
(3.35) gilt. Das Giitemal (3.41a) entspricht dann dem GiitemaB (3.34) und somit stellt (3.37) das
optimale Regelgesetz dar. Wird X, wieder durch ¥x ersetzt, so resultiert (3.40) als das optimale
Regelgesetz. Es muss somit nur noch gezeigt werden, dass mit (3.40) die Nebenbedingung (3.41c)
erfiillt ist. Dazu wird der unter dem Regelgesetz (3.40) geschlossene Regelkreis

x=(Iy ®@A)x— (IN ® BR"IBTP) (g — (Iy ® 1) - W) x.
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betrachtet. Mit Annahme 3.35 gilt
VY(1yxlL,) =1,

und Annahme 3.36 garantiert, dass
¥ (Iy®A-BR'B'P) = (A—BR'BP) ¥.
Sind die Annahmen 3.35 und 3.36 erfiillt, so gilt also fiir den geschlossenen Regelkreis
wi = (Iy® A—BR'B'P)x+ ¥ (1y ® BR'B'P) wx
= (A-BR'BTP) wx + BR'BTPUx = A¥x,

sodass die Nebenbedingung (3.41c) bei Verwendung des Regelgesetzes (3.40) erfiillt ist. 0

Der Satz 3.37 beschreibt durch (3.40) ein einfach zu gewinnendes und einfach zu implementieren-
des Regelgesetz. Das Optimalregelproblem (3.41) wird dabei mal3geblich durch die Matrix ¥ in
der Nebenbedingung (3.41c) bestimmt. Durch diese Nebenbedingung wird die Synchronisierungs-
trajektorie vorgegeben, welche somit das Problem parametriert. Dies kann dazu genutzt werden,
um die hier entwickelten Ergebnisse zum optimalen transienten Verhalten mit den Ergebnissen
zum optimalen stationdren Verhalten in Kapitel 4 zu kombinieren (vgl. Bemerkung 4.7).

An dieser Stelle wird noch kurz auf die beiden getroffen Annahmen 3.35 und 3.36 eingegangen.
Insbesondere Annahme 3.36 scheint zunéchst restriktiv. Werden jedoch W, ..., W als skalare
Matrizen gewihlt, so ist diese Annahme immer erfiillt. Eine solche Wahl wird spiter niher be-
trachtet. Annahme 3.35 hingegen fiihrt dazu, dass das Regelgesetz (3.40) mithilfe der Matrix IT .,
in (3.39) darstellbar ist. Diese Matrix bildet die Verbindung zu den Ergebnissen in [171], die im
folgenden Abschnitt diskutiert werden.

3.2.2 \Vergleich mit bestehenden Ansatzen zur optimalen Synchronisierung

In diesem Abschnitt wird das gefundene optimale Regelgesetz (3.40) mit dem in [171] entwi-
ckelten Regelgesetz verglichen. Dazu wird zunédchst das Regelgesetz [171] angegeben und dabei
bereits Ahnlichkeiten zum Regelgesetz (3.40) aufgezeigt. AnschlieBend werden die Unterschiede
beider Regelgesetze herausgearbeitet.

Wenn Annahme 3.35 erfiillt ist, dann ist die Matrix II ., in (3.39) eine Projektionsmatrix, d. h., es
gilt I1 42@% = II.. Die Abbildung II ., x projiziert den Zustand x auf den asynchronen Unterraum
o/, welcher komplementédr zum synchronen Unterraum . = bild (15 ® I,,) ist. Somit stellt IT ., x
gewissermallen den Synchronisierungsfehler dar. Mit der Darstellung iiber die Projektionsmatrix
unterscheidet sich das in Satz 3.37 betrachtete Optimierungsproblem von dem in [171] betrachte-
ten Problem nur durch die zusitzliche Nebenbedingung (3.41c)."4 Im Folgenden wird daher der

L4y, [171] wird der asynchrone Unterraum <7 als das orthogonale Komplement zum synchronen Unterraum .&
definiert, wodurch Il ., eine orthogonale Projektion ist. In diesem Sinne ist die hier gemachte Betrachtung eine
Verallgemeinerung, da auch Schiefprojektionen IT ., zugelassen werden.



3.2 Optimalitat des transienten Verhaltens 55

Einfluss dieser Nebenbedingung auf die Losung des Optimierungsproblems (3.41) niher unter-
sucht. Dazu wird zunichst das zentrale Ergebnis in [171], die Losung des Optimierungsproblems
(3.41) ohne die Nebenbedingung (3.41c), hergeleitet. Dieses Ergebnis wird um die Beschreibung
der Synchronisierungstrajektorie der resultierenden Losung erweitert.

Satz 3.38. Seien die Annahmen 3.33 und 3.34 erfiillt. Sei W = [W, ... Wy]| e R™N" gegeben
und erfiille Annahme 3.35. Sei I, wie in (3.39). Sei P € RWN-DnxWN=Dn gio nositiv definite
Losung von

P(Iy-1 ®A) + (Iy- ® A7) PP (Iy_; ® BR'BT) P = -Q. (3.42)

wobei

Q=(V'®L) I, - Iy®Q) M, (VK]IL) (3.43)

mit V.e RVWV=D sodass ILV = 0und V'V = Iy_y. Dann lst das Regelgesetz

u=—(VeR'BT)-P- (VI gL)x (3.44)
ngs,Z
das Optimierungsproblem
o
min / (xTn; (Iy ® Q) Ix +u' (Iy ®R) u) dt (3.452)
0
uBv. x= Iy @A)x+ (Iy @ B)u. (3.45b)

Das Regelgesetz (3.44) fiihrt zur Konvergenz aller Agenten auf die Synchronisierungstrajektorie
Xsyn, fiir welche gilt

Xsyn = Axsynv Xsyn(o) = Xsyn,0 (3.46a)
1
Xsyn,0 = (ﬁl;\—] &® In) Xo- (3.46b)

Beweis. Es wird die Zustandstransformation

[Xsyn] = ([%VITL] ®In) x. x=(ly V]®L) [XSyn] )

Xasyn N, e’ asyn
—_—— T
T—l
mit dem synchronen Zustand Xy, € IR” und dem asynchronen Zustand X,gn € RN =" petrachtet.
Der Beweis folgt geméll dem Beweis in [171, Theorem 2] durch die Betrachtung des asynchronen
Zustandes Xy, welcher die Dynamik

Xasyn = (IN—I ® A)X + (VT & B)u
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aufweist. Aufgrund von Annahme 3.35 gilt I, - (15 ® I,;) = 0. Somit wird das Giitemalf (3.45a)
vollstindig mithilfe des asynchronen Zustandes X, beschrieben und ist durch

o0
/ (X;I;ynQXasyn + uT (IN (%) R) u) dt
0

gegeben. Um zu zeigen, dass daraus das Regelgesetz (3.44) als Losung von Optimierungsproblem
(3.45) folgt, muss lediglich gezeigt werden, dass tatsdchlich eine positiv definite Losung P der
algebraischen Riccati-Gleichung (3.42) existiert. Wird IT,, gemiB (3.39) in (3.43) eingesetzt, so
folgt unter Beriicksichtigung von ILV = 0 und 1-'1\—, 1y = N, dass

Q=Iy-1®Q +N- (VI QL)¥ Q¥ (VR 1,) (3.48)
gilt.

Aus der durch die Annahmen 3.33 und 3.34 gegebenen Steuerbarkeit von (A, B) und Beobachtbar-
keit von (Q, A) sowie der Tatsache, dass V vollen Spaltenrang hat, folgt auBerdem aus [143, Lem-
mata 2.6 und 2.7], dass (Iy—; ® A, V' ® B) steuerbar und (Iy—; ® Q,Ix_; ® A) beobachtbar ist.
Daher besitzt die Riccati-Gleichung (3.42) eine positiv definite Losung, wenn Q durch (Iy—1®Q)
ersetzt wird. Da der zweite Summand in (3.48) positiv semidefinit ist, gilt Q > (In—1 ®Q). Damit
folgt aus [45, Theorem 2.3], dass (3.42) auch fiir Q cine positiv definite Losung besitzt.

Abschliefend wird gezeigt, dass das Regelgesetz (3.44) zu der durch (3.46) beschriebenen Syn-
chronisierungstrajektorie fiihrt. Da ILV = 0 gilt, ergibt sich nach (3.47) unter Beriicksichtigung
des Regelgesetzes (3.44)

1
Xoyn = (—1; ® In) X = AxXyn,
N

woraus direkt (3.46) folgt. ]

Im Folgenden werden Gemeinsamkeiten und Unterschiede der beiden optimalen Regelgesetze
(3.40) und (3.44) herausgearbeitet. Dabei wird zunéchst der Fall aufgezeigt, bei dem beide Ge-
setze libereinstimmen. Anschlieend wird dann eine spezielle Wahl der Struktur der Matrix ¥
diskutiert, die zu Regelgesetzen der Form (2.9) fiihrt, die in Abschnitt 2.2 als verteiltes Synchro-
nisierungsregelgesetz fiir Multi-Agenten-Systeme eingefiihrt wurde.

In [171, Theorem 2] wird bewiesen, dass das optimale Regelgesetz (3.44) diffusiv ist, d. h., dass
Kyes,2-(1n ®1,) = 0 gilt. Dies ist auch fiir das Regelgesetz (3.40) der Fall, da Ky, 1- (15 ®1,) = 0
gilt. Dies ist direkt ersichtlich, da aufgrund von Annahme 3.35 immer 1, - (I1y ® I,,) = 0 gilt.
Die Eigenschaft, dass die Regelgesetze diffusiv sind, bedeutet schlieBlich, dass zur Umsetzung
der Regelgesetze die Agenten nur auf Zustandsdifferenzen zu ihren Nachbaragenten zuriickgrei-
fen miissen. Dies ist insofern interessant, als dass diese Struktur des Regelgesetzes in natiirlicher
Weise aus der Losung der betrachteten Optimierungsprobleme resultiert und nicht im Vorhinein
festgelegt wurde (vgl. die Diskussion in [171] sowie in [98]). Neben dieser strukturellen Uberein-
stimmung unterscheiden sich die beiden Regelgesetze jedoch auBler in genau einem Sonderfall.
Dieser Sonderfall wird im folgenden Satz hergeleitet.
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Satz 3.39. Seien die Annahmen von Satz 3.37 erfiillt. Die Losungen der Optimalregelproble-
me (3.41) und (3.45) stimmen fiir beliebige Anfangswerte Xy genau dann iiberein, wenn ¥ =
(1y/N ®1,) gilt.

Beweis. Zunichst wird gezeigt, dass fiir ¥ = (1-']\_, /N ® I,,) die beiden Regelgesetze (3.40) und
(3.44) tibereinstimmen. Fiir diesen Fall ist die Projektionsmatrix IT . durch

1
m, = (IN — NINIL) ®1L, (3.49)

Ly

gegeben, wobei Lﬁ die Laplacematrix des vollstindig verbundenen Graphen mit einheitlichen
Kantengewichten w; ; = 1/N ist. Somit gilt fiir das Regelgesetz (3.40)

u=-(Lf® R_IBTP> x (3.50)

mit der positiv definiten Losung P der algebraischen Riccati-Gleichung (3.38). Um zu zeigen, dass
das Regelgesetz (3.44) mit (3.50) iibereinstimmt, wird im Folgenden zunichst die algebraische
Riccati-Gleichung (3.42) néher betrachtet. Da ILV = 0und V'V = Iy_, fiir die Matrix V in

(3.43) gilt, folgt VILEV = Iy_,. Da zudem LK "LX = LX gilt, folgt aus (3.49) und (3.43)

Q = (Iny-1 ®Q).

Damit wird die algebraische Riccati-Gleichung (3.42) durch die positiv definite Blockdiagonal-
matrix
P=(Iy-1®P)

gelost, wobei P die positiv definite Losung von (3.38) darstellt. Somit gilt fiir das Regelgesetz
(3.44)

u=— (VVT ® R_IBTP) X. (3.51)

Fiir die Matrix T in (3.47) gilt TT ' = Iy, woraus direkt Vv’ = LI; folgt, was beweist, dass fiir
¥ = (1y/N ®1,) die beiden Regelgesetze (3.50) und (3.51) iibereinstimmen.

Als nichstes wird gezeigt, dass auch der umgekehrte Sachverhalt gilt. Es wird also gezeigt, dass
wenn die Losungen der Optimalregelprobleme (3.41) und (3.45) fiir beliebige Anfangswerte xq
iibereinstimmen, dann notwendigerweise ¥ = (IL /N ® I,,) gelten muss. Dies wird durch Wi-
derspruch bewiesen. Angenommen es gilt ¥ # (1-'1\_, /N ® I,,) und die Regelgesetze (3.40) und
(3.44) stimmen iiberein. Dann miissen beide Regelgesetze fiir beliebige Anfangswerte X, auch
auf dieselbe Synchronisierungstrajektorie fithren. Die Losung (3.40) des Optimalregelproblems
(3.41) fiihrt konstruktionsbedingt auf die Synchronisierungstrajektorie X,,, = WX, welche durch
(3.35) mit Xgn0 = WX, gegeben ist. Wie in Satz 3.38 gezeigt wurde, fiihrt die Losung (3.44)
jedoch immer auf die durch (3.46) beschriebene Synchronisierungstrajektorie. Es existieren somit
Anfangswerte Xy, fiir die sich beide Trajektorien unterscheiden, was zum Widerspruch fiihrt. [
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Eine Besonderheit an der Losung des im vorangegangenen Satz diskutierten Falls — der Wahl
von ¥ = 1; /N ® I, — ist, dass das optimale Regelgesetz in derselben Form wie (2.9) vorliegt
und damit dieselbe Form wie die im Rest der Arbeit betrachteten Synchronisierungsregelgesetze
aufweist. Dies bedeutet, das Regelgesetz (3.50) liegt in der Form

u= (L, ® K)x (3.52)
vor mit der homogenen Reglerverstirkung
K=-R'B'P

und der Laplacematrix des Kommunikationsgraphen L, = LI; =Iy—1yn 1; /N . Dieses optimale
Regelgesetz bendtigt somit einen vollstindigen Kommunikationsgraphen, sodass jeder Agent mit
jedem anderen Agenten Informationen austauscht.

Im Folgenden wird auf eine alternative Wahl fiir ¥ eingegangen, welche fiir die Losung des
Optimalregelproblems (3.41) ebenfalls auf ein Regelgesetz der Form (3.52) fiihrt. Dazu wird
¥ = " ®I, mit y"1y = 1 betrachtet. Fiir diese Wahl sind die Annahmen 3.35 und 3.36
immer erfiillt, sodass die Ergebnisse aus den Sétzen 3.37 und 3.38 angewandt werden konnen.
Wird das Optimalregelproblem (3.41) mit dieser Wahl gelost, so resultiert erneut ein Regelgesetz
der Form (3.52) mit der Reglerverstirkung K = —R™'B" P und dem Kommunikationsgraphen

L, =L =Iy—1yy". (3.53)

Abhiingig von der Wahl von p T benétigt dieses Regelgesetz nicht mehr vollstindige Kommunika-
tion. Dieser mogliche Verzicht auf vollstindige Kommunikation ist eine sehr vorteilhafte Eigen-
schaft der Losung von Optimierungsproblem (3.41). Dass diese Eigenschaft fiir die Losung von
Optimierungsproblem (3.45) nicht gilt, wird im Folgenden aufgezeigt.

Es wird zunichst der Zusammenhang von Optimierungsproblem (3.45) bei Wahl von ¥ = y T ®I,
zu dem in [101] diskutierten Optimalregelproblem hergestellt. Fiir W = y T ® I, ist das Giitemaf
(3.41a) bzw. (3.45a) durch

o0

f (xT (LZ)T L ® Q) x+u' (Iy ®R) u) dr (3.54)

0

gegeben. Das Produkt Lﬁ,T - LY kann als Laplacematrix eines ungerichteten Graphen interpre-
tiert werden. Damit hat das Giitemall (3.54) die in [101] betrachtete Form, wodurch in diesem
Fall das in [101] diskutierte Optimalregelproblem dem Problem (3.45) entspricht. In [101] wird
bereits betont, dass fiir die Realisierung der Losung des resultierenden Optimalregelproblems im
Allgemeinen vollstindige Kommunikation benétigt wird. Dies wird an der Losung von Optimie-
rungsproblem (3.45) ersichtlich, welche fiir y T # 1; /N 15 die kompakte Form!6

1 T
u=— ((IN — —1N1}) ® R_IBTP) X — (VﬁvN ®R'B" (P, — P)) X (3.55)
N VNVN

I51n Satz 3.39 wurde betont, dass die Regelgesetze (3.40) und (3.44) fir y T = 1; /N identisch sind. Daher wird
hier nur der Fall y T # 1; /N betrachtet.

16giche Abschnitt B.3 fiir die an [101] angelehnte Berechnung dieses Regelgesetzes.
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annimmt mit vy = 15 — N p, der positiv definiten Losung P von (3.38) und der positiv definiten
Losung Py, von
P,A+A'P, —P,BR'B'P, = —N-|y|5-Q. (3.56)

Es ist direkt ersichtlich, dass auch fiir ¥ = y T ® I, fiir die Umsetzung des Regelgesetzes (3.55)
vollstindige Kommunikation bendtigt wird.
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4 Entwurf des stationaren Verhaltens
homogener Multi-Agenten-Systeme

Im vorherigen Kapitel wurde das transiente Synchronisierungsverhalten eines Multi-Agenten-Sys-
tems diskutiert. In diesem Kapitel wird der Fokus auf das stationidre Verhalten gelegt. Dazu wird
zunichst ein Perspektivwechsel vorgeschlagen: Bisher wurde die Synchronisierung eines Multi-
Agenten-Systems als Selbstzweck betrachtet, d. h., jeder Agent hat zum Ziel, seine Trajektorie mit
denen der anderen Agenten zu synchronisieren. Dies ist fiir viele Anwendungen der Fall. Trotz-
dem gibt es auch Anwendungen, bei denen die Agenten ihre eigenen Ziele verfolgen und die Syn-
chronisierung zwar erforderlich ist, jedoch ein Abweichen vom eigenen Ziel bedingt. Als Beispiel
kann die geschwindigkeitssynchrone Fahrt von Fahrzeugen auf der Autobahn genannt werden.
In Abwesenheit aller anderen Fahrzeuge wiirde jedes Fahrzeug mit seiner eigenen préferierten
Geschwindigkeit fahren. Die Anwesenheit anderer Fahrzeuge erfordert jedoch die Anpassung der
eigenen Geschwindigkeit an die der anderen. In diesem Szenario ist also die Geschwindigkeitssyn-
chronisation ein Einigungsprozess, bei dem jeder Teilnehmer gewissermallen einen Kompromiss
eingeht und sein eigentliches Ziel aufgibt, um mit der Synchrongeschwindigkeit zu fahren.

Diese Perspektive auf den Prozess der Synchronisierung — die Synchronisierung als Kompromiss-
findung — wirft direkt die Frage auf, wie ein optimaler Kompromiss aussieht. Dieser Frage wird in
diesem Kapitel nachgegangen. Dazu wird der Kompromiss in Bezug auf das stationédre Synchro-
nisierungsverhalten bewertet, welches durch die Synchronisierungstrajektorie repriasentiert wird.
Die Synchronisierungstrajektorie wird dabei fiir jeden Agenten jeweils mit derjenigen Trajektorie
verglichen, welcher der Agent als autonomes System ohne Synchronisierung gefolgt wire.

Die mathematische Formulierung dieser Kosten der Synchronisierung fiir den einzelnen Agen-
ten sowie die Annahmen an die Agentendynamik werden in Abschnitt 4.1 besprochen. In Ab-
schnitt 4.2 wird dann der optimale Kompromiss der Synchronisierung des gesamten Multi-Agen-
ten-Systems unter den getroffenen Annahmen gesucht. Dabei wird der Linkseigenvektor y zum
Nulleigenwert der Laplacematrix L,, im Sinne des in der Einleitung beschriebenen zweistufigen
Entwurfsprozesses (vgl. Abbildung 1.2) als Optimierungsvariable verwendet und somit fiir den
spiteren Graphenentwurf als algebraische Beschriankung spezifiziert. Dazu werden verschiedene
Optimierungsprobleme fiir verschiedene Annahmen an die Anfangswerte der Agenten — die An-
fangswerte reprisentieren die jeweiligen eigenen Ziele der Agenten — als konvexe semidefinite
Programme formuliert, welche effizient gelost werden konnen.

Die Betrachtungen in Abschnitt 4.2 setzen voraus, dass Synchronisierung aller Agenten angestrebt
wird. In Abschnitt 4.3 wird dariiber hinaus der Fall betrachtet, dass auch die Synchronisierung in
mehrere Cluster von Agenten zugelassen wird. Dazu wird zunéchst der Begriff der Cluster-Syn-
chronisierung eingefiihrt und angegeben, unter welchen Umsténden Cluster-Synchronisierung er-
reicht wird. In Abschnitt 4.3.2 wird dann gezeigt, wie das in Abschnitt 4.2 diskutierte Giitemal3 zur
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Bewertung des Kompromisses der Synchronisierung auf den Fall der Cluster-Synchronisierung
erweitert werden kann. Die Minimierung der so definierten Kosten der Cluster-Synchronisierung
wird in den Abschnitten 4.3.3 und 4.3.4 unter verschiedenen Annahmen an die Anfangswerte der
Agenten betrachtet. Dazu werden der Rechts- und der Linksnullraum der Laplacematrix als Frei-
heitsgrade im Entwurf verwendet. AbschlieBend wird in Abschnitt 4.3.5 darauf eingegangen, wie
die gefundenen optimalen Rechts- und Linksnullrdume entsprechend als algebraische Beschrin-
kung fiir den spiteren Graphenentwurf spezifiziert werden konnen.

4.1 Kosten der Synchronisierung einzelner Agenten

Fiir die Formulierung und Losung der Fragestellungen in diesem Kapitel wird erneut ein Multi-
Agenten-System mit N Agenten mit der homogenen Agentendynamik (2.6) betrachtet. Es wird
durchweg von einer statischen Riickfiihrung (2.9) ausgegangen, um die Notation kompakt zu hal-
ten. Fiir die Betrachtung dynamischer Riickfithrungen muss entsprechend die erweiterte Dynamik
gemil Abschnitt 2.2.2 beriicksichtigt werden. An die Agentendynamik wird zunéchst eine grund-
legende Annahme gestellt.

Annahme 4.1. Das Multi-Agenten-System mit N Agenten mit der Dynamik (2.6) ist synchroni-
sierbar durch statische Ausgangsriickfiihrung gemdf} Definition 3.1.

Annahme 4.1 stellt eine notwendige Bedingung fiir die sinnvolle Behandlung der betrachteten
Problemstellungen in diesem Kapitel dar. Erneut sei darauf hingewiesen, dass eine eventuell erfor-
derliche dynamische Riickfiihrung zum Schaffen der Synchronisierbarkeitsvoraussetzungen durch
eine geeignete dynamische Erweiterung erfolgen kann. Daher stellt Annahme 4.1 keine echte Ein-
schriankung an die betrachtete Systemklasse dar. Um ein geeignetes Giitemall zur Bewertung des
im vorigen Abschnitt motivierten Kompromisses der Synchronisierung zu formulieren, wird ein
Resultat aus [9] verwendet, welches in einem dhnlichen Kontext bereits in [10] verwendet wurde.
Fiir die Verwendung dieses Resultats werden wie auch in [9] zusitzliche Annahmen getroffen,
welche die untersuchte Systemklasse einschrianken.

Annahme 4.2. Fiir alle Eigenwerte A;(A) der Systemmatrix A gilt Re (A;(A)) = 0. Zudem stim-
men fiir alle Eigenwerte algebraische und geometrische Vielfachheit iiberein.

Annahme 4.2 impliziert, dass die Systemmatrix A nicht Hurwitz ist. Daher kann Satz 2.20 ange-
wandt werden und jede synchronisierende Riickfiihrung (2.9) fiihrt auf eine Synchronisierungs-
trajektorie, die wie in (2.15a) durch

Xsyn - Axsyn» Xsyn(O) = Xsyn,0 (41)

beschrieben wird. Annahme 4.2 garantiert daher, dass die Synchronisierungstrajektorie nichttrivial
und beschrinkt ist. Es wird die Multimenge €2 definiert, welche die Imaginérteile aller Eigenwer-
te von A mit nichtnegativem Imaginirteil entsprechend ihrer Vielfachheit enthilt. Zur spiteren
Formulierung des GiitemaBes zur Bewertung des Kompromisses der Synchronisierung wird an €2
folgende Annahme getroffen.
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Annahme 4.3. Es gilt w;/w; € Q fiir alle w;, w; € supp (£2) \{0}.

Annahme 4.3 ermoglicht, eine Periodendauer 7" fiir die Synchronisierungstrajektorie zu definie-
ren, sodass fiir alle w; € supp (2) \{0} ein k; € IN existiert, sodass 7" = k; <= gilt. Wie auch in

2
;

[10] angemerkt, ist Annahme 4.3 nicht restriktiv, da Q dicht ist in R. Um das Ergebnis aus [9] zu

verwenden und spiter die Notation zu vereinfachen, wird ohne Beschriankung der Allgemeinheit

zusitzlich angenommen, dass die Matrix A in einer speziellen Form vorliegt.

Annahme 4.4. Die Vielfachheit eines Elements v € Q wird mit mg(w) bezeichnet. Die Menge
supp (2) \{0} besteht aus Ng Elementen. Die Systemmatrix A hat die Form

A = blkdiag (Aq, A1, ..., AN,) . (4.2)

mit

Ao = Omg (0)xmq(0)

0 1
A = w;- (Img(a)i) ® |:_1 0])

fiiri =1,..., Nq, ; € supp (2) \{0} und w; # w;, es sei denn j = 1i.

sowie

Mit diesen Annahmen konnen nun die Kosten der Synchronisierung formuliert werden. Dazu
wird wie eingangs motiviert die Synchronisierungstrajektorie (4.1) mit der Trajektorie verglichen,
welcher jeder Agent ohne Synchronisierung gefolgt wére. Fiir den i-ten Agenten wird diese mit
x?(¢) bezeichnet und durch
X! = Ax?, x?(0) = x;0 (4.3)
beschrieben. Die Kosten der Synchronisierung werden dann durch
1 . t0+T 0 T T 0
Jr; = = lim (x,- (1) —x; (t)) G, G; (xi(l) —X; (t)) dr 4.4)
tp—>00 to ——

Q;

mit der positiv definiten Matrix Q; definiert. Die Kosten fiir Agent i bestrafen also die quadra-
tische Abweichung zwischen der Synchronisierungstrajektorie und der Ursprungstrajektorie des
Agenten. Im nichsten Lemma wird gezeigt, dass unter den getroffenen Annahmen das Integral
(4.4) explizit gelost werden kann.

Lemma 4.5. Die Matrix A erfiille die Annahmen 4.2, 4.3 und 4.4. Die Trajektorien X, (t) und
x?(t) seien durch (4.1) und (4.3) gegeben. Es gelte

lim [x;() = xyu(0)| = 0. (4.5)
Dann kann das Giitemaf} Jy; in (4.4) dquivalent durch

JT,i = (Xsyn(o) —Xj (0))T a:—al (Xsyn(o) —Xj (0)) s (46)
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beschrieben werden, wobei die positiv definite Matrix 676, durch
G, Gi = bikdiag (G610 G/, Git. - Gy, Ging) 4.7)

gegeben ist mit

~T

Gi,jai:f == (G/;Gi; +2]G/;Gi,;Z;)

1
2
fiir j = 1,..., Nq. Dabei setzen sich die Matrizen G; ; aus denjenigen Spalten von G; in (4.4)
zusammen, die zu dem entsprechenden Diagonalblock A j von A in (4.2) gehdren und die Matrizen

Z; sindfiir j = 1,..., Nq gegeben durch
0 1
21 = Inatop @ [—1 0]'

Beweis. Unter der Annahme (4.5) kann x;(7) im Integral (4.4) durch Xy, (¢) ersetzt werden. Fiir
die Differenz i? = Xgyn — X; gilt

20 ~0 ~
X; = AX;, X;(0) = Xgyn,0 — Xi 0.

Der Beweis folgt dann direkt aus der Anwendung von [9, Lemma 2]. [l

Die in Lemma 4.5 angegebene Umformung des Giitemalles (4.4) wird im weiteren Verlauf die-
ses Kapitels immer wieder verwendet. Es wird dabei implizit angenommen, dass die im Lemma
getroffenen Annahmen alle erfiillt sind.

Bemerkung 4.6. Annahme 4.2 schlief3t Systeme mit stabilen Eigenwerten aus. Da die Kosten (4.4)

fiir ty — oo definiert sind, ist dies eine sinnvolle Annahme, da stabile Moden keinen Einfluss
auf das Giitemafs hdtten. Sollen dennoch Systeme mit stabilen Eigenwerten zugelassen werden,
so kann dies durch Erweiterung der Systemmatrix A um einen Block Ay, welcher alle stabilen
Eigenwerte enthiilt, erreicht werden. Auf3erdem muss dann die Matrix Gjﬁ, um einen Nullblock
entsprechender Griofie erweitert werden. Dies fiihrt dann jedoch dazu, dass G,Tﬁ, nur noch positiv
semidefinit ist.

4.2 Optimale stationare Synchronisierung

Wie im vorigen Abschnitt bereits erwéhnt, fithrt unter Annahme 4.2 nach Satz 2.20 ein synchro-
nisierendes Regelgesetz (2.9) zu einer durch (4.1) beschriebenen Synchronisierungstrajektorie
Xgyn (1), fiir die

Xgno = (¥ ® L) Xo (4.8)
gilt, wobei y T der Linkseigenvektor der Laplacematrix des Kommunikationsgraphen L,, zum
Nulleigenwert ist, welcher so skaliert ist, dass y "1y = 1 gilt. Der durch (4.8) gegebene Zusam-
menhang wird im Folgenden dazu verwendet, das stationédre Synchronisierungsverhalten zu opti-
mieren. Dazu werden zunéchst in Abschnitt 4.2.1 die Kosten der Synchronisierung aller Agenten
eines Multi-Agenten-Systems zusammengefasst. Diese Kosten werden dann in den Abschnitten
4.2.2 und 4.2.3 unter verschiedenen Annahmen an die Anfangswerte der Agenten minimiert.
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4.2.1 Kosten der Synchronisierung des Multi-Agenten-Systems

Gleichung (4.8) kann verwendet werden, um das in (4.4) definierte Giitemall bzw. die dquiva-
lente Formulierung als quadratische Form (4.6) in Abhédngigkeit vom Anfangszustand des Ge-
samtsystems Xo = col (Xo 1, ...,Xo,n) und dem Linkseigenvektor y darzustellen. Es gilt x; ¢ =
(e] ® L,)Xo und Xyno = (¥ ® L,)Xo bzw. Xgno = (€] 1yy T ® L,)xo.! Somit lisst sich Jr; in
(4.6) aquivalent schreiben als

JT,i(y’ XO) = (Xsyn(o) —Xj (0))T ajal (Xsyn(o) —Xj (0))
=x) (¢ (Lvy"T—Iy) ®L) G Gi (¢ (lvy" —1Iv) ® L) xo
=x] (Ivy" ~Iy) ® L) (@ ®1)G; G (¢f ® L) (InvyT —Iv) ® L) xo

T
| 1 -1 ~T~ I
T Nn T Nn
;€ - Gy . 4.
P (I L k) | S S

AT A
G; G; r

Mit diesen Voriiberlegungen werden nun die Kosten der Synchronisierung des gesamten Multi-
Agenten-Systems als Summe der Einzelkosten (4.9) der Agenten definiert und sind somit durch

N N
AT AT A A
Jr(y.x0) =) Jri(y.x0) =x) T (Z G, G,-) I'x (4.10)
i=1 i=1
¢'é
gegeben. Fiir X; 0 = X0 gilt J; = 0, was einfach an (4.6) nachvollzogen werden kann. Da
yTlN = 1, folgt aus (4.8) fir X; 90 = -+ = Xn,0, dass X0 = X1,0 = -+ = Xp,0. Somit ist

Jr = 0, wenn die Anfangswerte aller Agenten iibereinstimmen. Dies zeigt, dass die Matrix GTC
nur positiv semidefinit ist, obwohl alle Matrizen ﬁf’é, in (4.7) positiv definit sind. Es wird im
Weiteren davon ausgegangen, dass die Matrix G vollen Zeilenrang hat. Der Rang von G wird mit
ng bezeichnet.

Die in (4.10) definierten Kosten der Synchronisierung fiir das gesamte Multi-Agenten-System sind
abhéngig von dem Anfangszustand der Agenten Xo = col (Xo 1, ..., Xo,n) und dem Linkseigen-
vektor y zum Nulleigenwert der Laplacematrix L,,. Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird
der Linkseigenvektor y dazu genutzt, das Giitemal3 (4.10) zu minimieren. Der so gefundene opti-
male Linkseigenvektor kann dann spéter beim Graphenentwurf als algebraische Beschrinkung be-
riicksichtigt werden. Die Spezifikation des Linkseigenvektors stellt somit neben der Spezifikation
des Spektrums der Laplacematrix, die in Abschnitt 3.1.4 diskutiert wurde, die zweite wesentliche
Spezifikation fiir den Graphenentwurf dar. In Abschnitt 5.4.1 wird gezeigt, dass fiir Graphen mit
beliebigen Kantengewichten beide Spezifikationen immer auch gemeinsam berticksichtigt werden
konnen.

IDie etwas umstindliche Schreibweise y' = eiTl Ny | wird hier verwendet, um die Verallgemeinerung der
Problemstellung auf den Fall der Cluster-Synchronisierung in Abschnitt 4.3 zu vereinfachen.
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Bemerkung 4.7. Eine spezielle Laplacematrix, die y als Linkseigenvektor zum Nulleigenwert hat,
ist die bereits in (3.53) angegebene Matrix

LY =1y —1yy", 4.11)

Es ist leicht zu sehen, dass tatséichlich y TLY, = 0 gilt, da y "15 = 1 fiir y gefordert wird. Die
Wahl (4.11) als Laplacematrix ist insofern interessant, als dass sie die Kommunikationstopologie
reprdsentiert, die fiir die Losung des in Satz 3.37 formulierten Optimalregelproblems (3.41) mit
¥ = (y' ®1,) fiir ein optimales transientes Synchronisierungsverhalten resultiert. Damit kon-
nen die Ergebnisse zum optimalen transienten Verhalten mit den Ergebnissen dieses Abschnitts
zum optimalen stationdren Synchronisierungsverhalten kombiniert werden, indem fiir den optima-
len Linkseigenvektor y*, welcher die optimale stationdre Synchronisierungstrajektorie beschreibt,
durch Losen von (3.41) ein Regelgesetz berechnet wird, fiir das die Transition auf diese Trajektorie
ebenfalls optimal ist.

Bemerkung 4.8. Werden nur Graphen mit positiven Kantengewichten betrachtet, so sind alle Ele-
mente von y gemdf; Satz 2.9 nichtnegativ zu wdihlen. Dies kann dann in den in diesem Kapitel
betrachteten Optimierungsproblemen jeweils als lineare Ungleichungsbeschrinkung y > 0 zu-
sdtzlich beriicksichtigt werden.

4.2.2 Minimierung der Synchronisierungskosten bei bekannten Anfangswerten

Wie oben motiviert, wird im Folgenden der Linkseigenvektor y zum Nulleigenwert der Laplace-
matrix des Kommunikationsgraphen L,, dazu verwendet, die Kosten der Synchronisierung (4.10)
zu minimieren. Es stellt sich jedoch unmittelbar die Frage, wie mit der Abhédngigkeit der Kosten
Jr vom Anfangszustand x, des Multi-Agenten-Systems umgegangen werden soll. Bevor auf die
Beriicksichtigung unbekannter Anfangswerte eingegangen wird, wird zunichst davon ausgegan-
gen, dass der Anfangszustand x, bekannt ist. Dies fiihrt auf das Optimierungsproblem

min Jp(y,Xp) (4.12a)
y
uBv. y1y=1. (4.12b)

Dieses Optimierungsproblem kann als konvexes semidefinites Programm formuliert werden, wel-
ches dementsprechend effizient geldst werden kann.?

Satz 4.9. Sei y* die Losung des semidefiniten Programms

min fT
}’,JT
Jr x(FG
u.B.v LT %o >0
GT X0 InG
lxy =1,

2Die Implementierung solcher semidefiniter Programme erfolgte in allen Beispielen in dieser Arbeit mithilfe von
CVX [46] unter Verwendung des Losers SDPT3 [150].
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wobei T und G wie in (4.9) und (4.10) definiert sind. Dann lost y* ebenso das Minimierungspro-
blem (4.12).

Beweis. Zunichst wird das Giitemal3 von (4.12) umformuliert. Statt direkt Jr(y, Xo) Zu minimie-
ren, kann ebenso das Supremum fT von Jr(y,Xo) minimiert werden, fiir das entsprechend fT —
Jr(y,Xx0) > 0 gilt. Ersetzen von Jr(y, X¢) durch (4.10) und Anwendung des Schur-Komplement-
Lemmas (sieche Lemma A.2) beschlie3t den Beweis. [

4.2.3 Minimierung der erwarteten Synchronisierungskosten bei unbekannten
Anfangswerten

Dass die Anfangswerte aller Agenten und somit auch die Synchronisierungstrajektorie a priori
bekannt sind, ist eher von theoretischer Natur und macht — bei Vernachlédssigung von Stérungen —
gewissermaflen eine Synchronisierung durch ein verteiltes Regelgesetz (2.9) unnoétig, da in diesem
Fall jeder Agent auch ohne Kommunikation mit den anderen Agenten der Synchronisierungstra-
jektorie folgen konnte. Trotzdem wird bereits durch Optimierungsproblem (4.12) die in diesem
Kapitel verfolgte Idee klar, dass die Kommunikationstopologie als Entwurfsfreiheitsgrad verwen-
det werden kann, um die Synchronisierungstrajektorie zu beeinflussen. Diese Idee soll nun fiir den
Fall erweitert werden, dass die Anfangswerte der Agenten nicht a priori bekannt sind. Um in die-
sem Fall ein sinnvolles Optimierungsproblem zur Minimierung der Kosten der Synchronisierung
zu formulieren, wird folgende Annahme fiir die Anfangswerte der Agenten getroffen.

Annahme 4.10. Der Anfangswert Xq sei eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E (Xg) = Xg
und Kovarianz Cov (Xo) = S, wobei S positiv definit ist.

Bemerkung 4.11. Statt der Betrachtung des zusammengefassten Zustands Xq aller Agenten des
gesamten Multi-Agenten-Systems, mag es in vielen Fillen natiirlicher sein, die Anfangswerte der
Agenten separat zu betrachten, d. h. fiir jeden Agenteni = 1,..., N Erwartungswert Xg,; und
Kovarianz Cov (Xo,;) = S; einzeln zu definieren. Fiir den Erwartungswert des Gesamtzustands
gilt dann E (X¢) = col (Xg,1, ..., Xg,n). Unter der Annahme, dass die Anfangswerte der einzelnen
Agenten unkorreliert sind, gilt fiir die Kovarianzmatrix des Gesamtzustandes dann Cov (Xo) =
blkdiag(Sy,...,Sn).

Annahme 4.10 ermdoglicht nun eine sinnvolle Erweiterung von Optimierungsproblem (4.12) auf
den Fall unbekannter Anfangswerte. Dazu wird im Folgenden der Erwartungswert der Kosten
(4.10) minimiert, d. h., es wird das Optimierungsproblem

rr;’in E (J1(¥,%0)) (4.13a)

uB.v. y'1y =1 (4.13b)
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betrachtet. Durch die Erwartungswertbildung wird die direkte Abhéngigkeit der Kosten vom An-
fangswert eliminiert. 3 Auch dieses Minimierungsproblem kann wieder als konvexes semidefinites
Programm formuliert werden, wie im folgenden Satz gezeigt wird.

Satz 4.12. Erfiille xo die Annahme 4.10. Sei y* die Losung des semidefiniten Programms

min  Jr+ Jr (4.14a)
v, Jr, Jr, X

[ x  vIP'g'

u.B.v. . S_ >0 (4.14b)
|GI'Vs  Jrl,,
1 —tr(X) >0 (4.14c)
B A Tf'T AT

ool Gy (4.14d)

_GF Xg InG
vy =1, (4.14e)

wobei T und G wie in (4.9) und (4.10) definiert sind und VSVST = S die Cholesky-Zerlegung der
Kovarianzmatrix S ist. Dann lost y* ebenso das Minimierungsproblem (4.13).

Beweis. Das Giitemal3 Jr(y, X¢) in (4.10) wird zunidchst umgeformt zu
TAaTAT A A TaTAT AR TaTAT A A
Jr(y.x0) = (xo—x%xg) I' G GI' (xo —xg) +2x; I’ G GI (xo —xg) +xgI' G GI'xg.

Zur Berechnung von E (Jr(y, Xo)) kann die Linearitit des Erwartungswerts ausgenutzt werden,
sodass alle drei Summanden einzeln betrachtet werden konnen. Da E (xo) = xg gilt und xg deter-
ministisch ist, gilt
TaTAT AR
E(XEF G GI (x —xE)) —0

und
AT A A A AT A A A
E(xIf 6 6Px) =xIT G GPxe. 4.15)

Da Cov (xo) =S=E ((X() —Xg) - (Xo — XE)T), gilt fiir den verbleibenden Summanden schlieBlich
AT AT A A AT AT A A
E ((XO — XE)T I' G GI' (xo — XE)) =E (tr ((xo — XE)T I' G GI' (xo — XE)>)
AT AT A A T
= E(tr(I‘ G GTI - (xo —Xg) - (X0 — Xg) ))
AT AT A A T
= tr(l" G GI -E((XO—XE)-(X()—XE) ))
AT AT A A TaTAT AR
= tr (r G Grs) =uw(V{E G GIVs). @16
Soll nun das Minimum von E (Jt(y, X)) gefunden werden, so muss also der Linkseigenvektor
y so gewihlt werden, dass (4.14e) gilt und die Summe der Terme (4.15) und (4.16) minimiert

3Die Erwartungswertbildung ist ein klassischer Ansatz zur Eliminierung der Abhingigkeit von unbekannten Va-
riablen in Optimierungsproblemen. In dhnlicher Weise wie hier wurde dies in [100, Abschnitt 3.9] fiir die Berechnung
von Synchronisierungsreglern mit optimalem transienten Verhalten durchgefiihrt.



68 4 Entwurf des stationaren Verhaltens homogener Multi-Agenten-Systeme

wird. Die Minimierung von (4.15) entspricht der in Satz 4.9 betrachteten Minimierung der Kosten
der Synchronisierung unter Beriicksichtigung des bekannten Anfangswerts xg. Folglich konnen
die Ergebnisse von Satz 4.9 verwendet werden, woraus fT als Summand im Giitemaf und die Be-
schrinkung (4.14d) im semidefiniten Programm folgen. Fiir die Minimierung der Spur (4.16), wird
wie im Beweis zu Satz 4.9 erneut zuniichst das Supremum J7 als Optimierungsvariable eingefiihrt
und als Summand im GiitemaB gemeinsam mit der Beschrinkung Jr — tr (VSTfTéTGf Vs) >0
beriicksichtigt. Die Einfithrung der Schlupfvariablen X (vgl. Lemma A.3) und Nutzung des Schur-
Komplement-Lemmas A.2 fiihrt dann auf die Beschrinkungen (4.14b) und (4.14c) im semidefini-
ten Programm . [

Bemerkung 4.13. Die in diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse wurden bereits in [54] verof-
fentlicht. Allerdings sind hier insbesondere bei der Betrachtung unbekannter Anfangswerte eini-
ge Anderungen gegeniiber der Darstellung in [54] vorgenommen worden. Die Anfangswerte X
werden nun als Zufallsvariablen mit entsprechendem Erwartungswert Xg und Kovarianz S auf-
gefasst, wihrend in [54] zuldssige Anfangswertgebiete definiert wurden, welche im Grunde den
o-Umgebungen von Xg entsprechen. Dabei wurde in [54] jedoch immer xg = 0 gewdhlt. Statt
der Minimierung des Erwartungswerts des Giitemaf3 Jt(y, Xo), wurden in [54] die Durchschnitts-
kosten und die Worst-Case-Kosten iiber alle zuldissigen Anfangswerte minimiert. Die Betrachtung
der Durchschnittskosten fiihrt dabei auf ein zur Minimierung des Erwartungswerts dquivalentes
Minimierungsproblem.4 Die Betrachtung der Worst-Case-Kosten hingegen fiihrt nur in Sonderfdl-
len auf ein konvexes Optimierungsproblem. Auf3erdem lassen sich die Ergebnisse in [54] beziiglich
der Worst-Case-Kosten nicht auf den Fall xg # 0 verallgemeinern, weshalb hier davon abgesehen
wurde, auf die Minimierung von Worst-Case-Kosten einzugehen.

Bemerkung 4.14. Wieland et al. zeigen in [157], dass Synchronisierung von linearen Multi-Agen-
ten-Systemen (inklusive heterogener Systeme) mit linearen Synchronisierungsreglern notwendi-
gerweise auf Ausgangstrajektorien fiihren, die durch autonome lineare Systeme wie in (4.1) be-
schrieben werden. Insbesondere wird in [157] ein viel verwendeter Ansatz zur Synchronisierung
heterogener Multi-Agenten-Systeme vorgeschlagen, bei dem jeder Agent ein identisches virtuel-
les Exosystem zur Generierung einer solchen Ausgangstrajektorie sowie einen Regler zum exak-
ten Folgen dieser Trajektorie implementiert. Ausgangssynchronisierung wird dann erreicht, in-
dem die homogenen Exosysteme mit einem Regelgesetz wie in (2.9) synchronisiert werden. Fiir
die Zustdnde der Exosysteme ergibt sich dann also wieder eine Synchronisierungstrajektorie, de-
ren Anfangswert wie in (4.8) vom Linkseigenvektor y der Laplacematrix L,, des Kommunikati-
onsgraphen abhdingt. Dies bedeutet, dass die Ergebnisse, die in diesem Abschnitt beziiglich der
Synchronisierungstrajektorie entwickelt wurden, auch fiir heterogene Multi-Agenten-Systeme ver-
wendet werden konnen. Eine weitere interessante Erweiterung der Ansditze fiir den Fall heteroge-
ner Agenten stellt die Betrachtung der Stellenergie dar, welche verwendet wird, um stationdr der
Synchronisierungstrajektorie zu folgen. Diese ist naturgemdyfs bei homogenen Systemen fiir jeden
Agenten identisch, wihrend sie bei heterogenen Systemen stark variieren kann. In diesem Sinne
liefsen sich auch optimale Folgeregelansditze betrachten (vgl. [8]), wobei dann statt eines exakten

4Aquivalenz der Minimierungsprobleme ist hier so zu verstehen, dass beide Probleme vom selben optimalen
Linkseigenvektor y* gelost werden.
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Tabelle 4.1: Wunschgeschwindigkeiten und Kompromisskosten der Fahrzeuge in Beispiel 4.15
Fahrzeug i 1 2 3 4 5 6
X0 inkm/h || 100 | 105 | 125 | 130 | 150 | 180
o; in km/h 5 5 5 10 5 20
Q;inl/(km/h)2 |30 |40 | 5[ 5 | 5[ 10

Folgereglers jeder Agent zum Folgen seines eigenen Exosystems einen optimalen Folgeregler ver-
wenden wiirde. Dies wiirde dann zwar nicht mehr zu exakter Synchronisierung fiihren, es konnte
jedoch stattdessen eine auf die Optimalitiit bezogene Aufweichung des Synchronisierungsbegriffes
in Betracht gezogen werden [10].

Beispiel 4.15. In diesem Kapitel wird immer wieder das Beispiel der Fahrzeugkolonnenregelung
aufgegriffen. Es wird lediglich auf die Synchronisierung der Geschwindigkeit eingegangen.5 Fiir
die Geschwindigkeit kann das einfache Integratormodell

)'C,'ZI/!,'

verwendet werden fiir alle i € {1,..., N}. Es wird nun eine Kolonne aus N = 6 Fahrzeu-
gen betrachtet. Die Fahrzeuge haben die in Tabelle 4.1 gezeigten Prdferenzen. Diese sind durch
den Erwartungswert x; o und die Standardabweichung o; der Wunschgeschwindigkeit und die zur
Bestrafung der quadratischen Abweichung von der Wunschgeschwindigkeit in (4.4) verwendete
Konstante Q; gegeben. Die Kolonne wird also aus zwei langsamen Fahrzeugen, drei Fahrzeugen
mit moderater Wunschgeschwindigkeit und einem Fahrzeug mit hoher Wunschgeschwindigkeit ge-
bildet. Wird ein optimaler Kompromiss durch Losen von Optimierungsproblem (4.14) gesucht, so
wird
y* = [0,3158 0,4211 0,0526 0,0526 0,0526 0,1053]

als optimale Wahl des Linkseigenvektors zum Nulleigenwert der Laplacematrix erhalten. Bei die-
ser Wahl dominieren die beiden langsamen Fahrzeuge aufgrund ihrer hohen Strafterme den Kom-
promiss. Im Erwartungswert einigen sich die Fahrzeuge auf eine Geschwindigkeit von 116 km/h.
Als erwartete Gesamtkompromisskosten ergibt sich somit E(J1(y*,Xo)) = 66000.

Die Verliiufe der Fahrzeuggeschwindigkeiten bei Verwendung eines Synchronisierungsregelgeset-
zes gemdf; (2.9), d. h. fiir die Gesamtdynamik x = —k LyX, sind in Abb. 4.1 gezeigt.6 Dabei
wurde die Laplacematrix Ly, = Iy — Iyp*7 gemdf3 (4.11) in Bemerkung 4.7 so gewdhlt, dass
y* Linkseigenvektor zum Nulleigenwert ist. Aufserdem wurde k = 0,1 gewdihlt, wodurch in dem
Simulationsbeispiel auch die fiir automatisierte Fahrfolgefunktionen iibliche Anforderung an die
maximal zuldissige Bremsbeschleunigung von 3,5m/s? (vgl. [158, Abschnitt 46.3]) nicht iiber-
schritten werden.

SDie isolierte Betrachtung der Geschwindigkeitsregelung stellt natiirlich eine Vereinfachung dar, da in der Praxis
der Abstand der Fahrzeuge zueinander ebenfalls eine wichtige Rolle spielt. Am Beispiel der Geschwindigkeit ladsst
sich jedoch der in diesem Kapitel betrachtete Kompromiss der Synchronisierung gut veranschaulichen.

61n der Simulation wurde fiir die Zustinde x; die Einheit m/s verwendet.
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Abbildung 4.1: Verlaufe der Fahrzeuggeschwindigkeiten bei optimaler stationédrer Synchronisie-
rung nach Beispiel 4.15.

4.3 Optimale stationare Cluster-Synchronisierung

Bisher wurden ausschlielich Regelgesetze betrachtet, welche zur Synchronisierung eines Mul-
ti-Agenten-Systems fithren. Fiir diese wurden dann die Kosten fiir die resultierende stationére
Synchronisierungstrajektorie minimiert. Statt weiterhin zu fordern, dass alle Agenten auf eine ge-
meinsame Trajektorie synchronisieren, wird in diesem Abschnitt die Optimierung des stationédren
Verhaltens betrachtet, wenn zugelassen wird, dass sich stationér einzelne synchronisierte Grup-
pen von Agenten ausbilden. Dazu wird in Abschnitt 4.3.1 zunidchst der Begriff der Cluster-Syn-
chronisierung eingefiihrt und gezeigt, unter welchen Voraussetzungen Cluster-Synchronisierung
fiir ein Multi-Agenten-System erreicht wird. AnschlieBend werden in Abschnitt 4.3.2 die Kosten
der Cluster-Synchronisierung aufgestellt. Diese werden dann in den Abschnitten 4.3.3 und 4.3.4
fiir bekannte und unbekannte Anfangswerte der Agenten minimiert. In Abschnitt 4.3.5 wird ab-
schlieBend diskutiert, wie geeignete algebraische Beschrinkungen fiir den Graphenentwurf zum
Erreichen von optimaler stationdrer Cluster-Synchronisierung formuliert werden konnen.

4.3.1 Cluster-Synchronisierung homogener Multi-Agenten-Systeme

Cluster-Synchronisierung wird im Weiteren geméif folgender Definition verstanden.

Definition 4.16 (Cluster-Synchronisierung). Es wird gesagt, das Regelgesetz (2.9) fiihre zu Cluster-
Synchronisierung des Multi-Agenten-Systems (2.10), wenn fiir beliebige Anfangswerte Xq

lm || x; (1) —Xgyni(0)| = 0 (4.17)
100
fiirallei € {1, ..., N} gilt, wobei die Trajektorien X ; (1) jeweils durch autonome Systeme
Xsyn,i - Axsyn,h Xsyn,i (O) = Xsyn,i,0 (418)

beschrieben werden.
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Definition 4.16 weicht von den iiblichen Definitionen von Cluster-Synchronisierung ab, weshalb
dies in der nachfolgenden Bemerkung ausfiihrlich diskutiert wird. Im Anschluss wird dann ge-
zeigt, wann ein Regelgesetz der Form (2.9) zu Cluster-Synchronisierung eines Multi-Agenten-
Systems fiihrt.

Bemerkung 4.17. In [164, 117] wird gesagt, dass das Regelgesetz (2.9) zu Cluster-Synchro-
nisierung des Multi-Agenten-Systems (2.10) fiihrt, wenn eine Partitionierung der Indexmenge
Z=A{1,....,N}in1y,...In.existiert, sodass fiir alle’ Anfangswerte xq, fiirallek € {1, ..., Nc}
und fiir alle i € Ty

=0, firallej €T (4.19a)

Ii (1) —x;(t
im sup (1 X’()”{>o fiiralle j & T, (4.19b)

gilt. Diese Definition weist jedoch mehrere Schwachstellen auf. Zum einen kollidiert die Forde-
rung, dass die Trajektorien der Agenten verschiedener Cluster sich nach (4.19b) unterscheiden
miissen, mit der Forderung, dass dies fiir alle Anfangswerte Xo der Fall sein soll. Denn mit einem
Regelgesetz der Form (2.9) gibt es immer Anfangswertkonstellationen, fiir welche keine Trennung
der Agenten vorgenommen werden kann, z. B. fiir xo = 0, obwohl sich fiir die meisten anderen
Anfangswerte die Trajektorien sehr wohl unterscheiden. Daher miisste bei Verwendung einer sol-
chen Definition zumindest der Terminus ,.fiir fast alle Anfangswerte X, “ verwendet werden, der
zuldisst, dass fiir eine nichtmessbare Menge an Anfangswertkonstellationen Agenten unterschied-
licher Cluster auf dieselbe Trajektorie konvergieren diirfen. Dies wird aber weder in [164] noch
in [117] bemerkt. Eine weitere Schwachstelle der Definition nach [164, 117] betrifft die Angabe
der Anzahl Nc der Cluster. In [164], [117] und auch [43] wird diese Anzahl Nc der Cluster a
priori angegeben und daher der Begriff Nc-Cluster-Synchronisierung definiert. In [167] wird mit
einer dhnlichen Definition die Cluster-Synchronisierung ausschlieflich fiir Nc = 2 betrachtet.
Die Vorgabe der Anzahl N¢ der Cluster ist dabei fiir die Sinnhaftigkeit der Definition entschei-
dend. Wird bei der Definition die Vorgabe von N weggelassen, so wird Cluster-Synchronisierung
immer erreicht, da unabhdingig von der Wahl des Regelgesetzes durch die triviale Partitionierung
Iy, ..., Iy mitZ; = {k} die Bedingung (4.19a) immer erfiillt ist. Somit existiert dann auch immer
eine Partitionierung, fiir die (4.19b) fiir (fast) alle Anfangswerte Xq erfiillt ist. Das Problem bei
der A-Priori-Spezifikation der Anzahl der Cluster ist jedoch, dass sie den Entwurfsprozess eines
Regelgesetzes der Form (2.9) erschwert. Die Synchronisierung in mehrere Cluster hédngt ndmlich,
wie spdter gezeigt wird, mit dem Nullraum der Laplacematrix L,, des Kommunikationsgraphen
zusammen. Die Dimension des Nullraums von Ly, welche einen entscheidenden Entwurfsparame-
ter darstellt, liefert jedoch nur eine untere Grenze fiir die Anzahl N¢ der Cluster. Da die Anzahl
der Cluster fiir die in diesem Abschnitt betrachteten Problemstellung keine direkte Rolle spielt,
wird daher durch Definition 4.16 eine von [164, 117] abweichende Definition der Cluster-Syn-
chronisierung vorgeschlagen. Diese hat den Vorteil, dass sie auch ohne A-Priori-Spezifikation der
Anzahl der Cluster sinnvoll bleibt. Es ist zwar auch nach Definition 4.16 die triviale Partitionie-
rung moglich, jedoch wird Cluster-Synchronisierung im Sinne von Definition 4.16 nicht mehr fiir

"In [164] wird Cluster-Synchronisierung fiir einen gegebenen Anfangswert X definiert und dann in den spiter
formulierten Satzen jeweils Cluster-Synchronisierung fiir alle Anfangswerte X behandelt, wodurch dies auch direkt
in der Definition hitte beriicksichtigt werden konnen.
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beliebige Regelgesetze erreicht. Zudem fiihrt jedes Regelgesetz, das zu Cluster-Synchronisierung
im Sinne von Definition 4.16 fiihrt, auch zu Nc-Cluster-Synchronisierung im Sinne von [164, 117],
sodass dann ebenfalls eine Einteilung in N¢ Cluster getroffen werden kann. Wenn daher im wei-
teren Verlauf dieses Abschnittes von der Anzahl der Cluster gesprochen wird, wird diese im Sinne
der Definition von [164, 117] verstanden.

Satz 4.18. Das Regelgesetz (2.9) fiihrt zu Cluster-Synchronisierung des Multi-Agenten-Systems
(2.10) im Sinne von Definition 4.16, wenn algebraische und geometrische Vielfachheit des Nullei-
genwerts der Laplacematrix Ly, iibereinstimmen und wenn

A + ABKC (4.20)

Hurwitz ist fiir alle ). € supp (spec (Ly)) \{0}, d. h. fiir alle Nichtnulleigenwerte der Laplacema-
trix Ly,.

Beweis. Sei Ny die Anzahl der Nulleigenwerte der Laplacematrix L,,. Der Rechts- bzw. Links-
nullraum von L,, werde durch M € RV*M bzw. N € RV*No aufgespannt, d. h., es gelte L,M =
0 und NTLw = 0. Es gelte aulerdem N'M =1 No» Was immer moglich ist, da algebraische und
geometrische Vielfachheit des Nulleigenwerts der Laplacematrix L, iibereinstimmen. Seien V
und W, sodass die Transformation der Laplacematrix L,, auf Jordannormalform durch

NT 0n ]
Ly -[M Vv]=|"

[WT] L ,—«] [ Jr,\(0

N e’ T

1
gegeben ist, wobei Ji,,\(0; alle Nichtnulleigenwerte von L,, enthilt. Mithilfe der Matrix T kann
dhnlich wie im Beweis zu Satz 2.17 eine Zustandstransformationation

< T
~ XIZN() N ® Il’l ] ( —1 e
X=|_ = x=|T ®I>X bzw. x=(T®I,) X
|:XN()+1:N] |:WT &® In g ( n)
durchgefiihrt werden. Die Dynamik des so transformierten Zustands unter Verwendung des Re-
gelgesetzes (2.9) ergibt sich dann zu

Xx=(Iy®@A)X+ ([ONO ] ® BKC) %, %(0) =%, = (T—1 ® In) Xo. (421

Jr,\(0

Aufgrund der oberen Dreiecksform der Jordanmatrix Jy,,\ {0} ldsst sich daher mit denselben Ar-
gumenten wie im Beweis zu Satz 2.17 zeigen, dass lim;, Xn,+1:5 = 0 gilt, wenn die Matrix
(4.20) Hurwitz ist fiir alle A € supp (spec (L)) \{0}. Somit gilt

Jim (x— (M ® L) X1.5,) = 0. (4.22)
—>00
Die Wahl von

Xoyni = (€ M ® L) 1., (4.23)

mit dem i-ten Einheitsvektor e; € R fiihrt also zu (4.17), wobei aus (4.21) ersichtlich ist, dass
Xgyn,i tatsdchlich durch (4.18) beschrieben wird mit

Xgni0 = (¢/ MNT ® I,) Xo. (4.24)
0
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Als erste Konsequenz aus Satz 4.18 wird nun zunédchst Annahme 4.1 — die Synchronisierbarkeits-
annahme — aufgeweicht. Grund dafiir ist, dass die Anzahl der Nichtnulleigenwerte, welche das
simultane Stabilisierungsproblem in (4.20) bestimmen, im Gegensatz zum Synchronisierungsfall
bei der Cluster-Synchronisierung nicht a priori festliegt. Daher wird nun gefordert, dass fiir eine
beliebige Anzahl an Nichtnulleigenwerten der Laplacematrix die Stabilisierungsbedingung (4.20)
erfiillt werden kann. Dies wird in der folgenden Annahme formuliert, welche fiir den Rest des
Abschnitts als erfiillt vorausgesetzt wird.

Annahme 4.19. Die Agentendynamik (2.6) ist reell stabilisierbar durch statische Ausgangsriick-
fiihrung gemdf3 Definition 3.3.

Als Nachstes wird das stationédre Verhalten bei erfolgreicher Cluster-Synchronisierung diskutiert.
Der Beweis von Satz 4.18 liefert durch (4.22), (4.23) und (4.24) eine Parametrierung des statio-
ndren Verhaltens der Cluster-Synchronisierung eines Multi-Agenten-Systems und es gilt fiir die

Anfangswerte Xgyn,1,0, - - - » Xsyn,v,0 der gemill Definition 4.16 durch (4.18) beschriebenen statio-
néren Trajektorien
Xsyn,l,O
= (MN' ®I,)) xo. (4.25)
Xsyn,N,O F

Dieses Resultat entspricht im Konsensus-Fall (skalare Agenten mit Integratordynamik) dem Re-
sultat in [28, Theorem 1]. In [28] wird die Matrix F als Eigenprojektionsmatrix des Graphen bzw.
Matrix der maximalen Erreichbarkeitsmengen (engl. matrix of maximum out-forests) bezeichnet.

Die Matrix F wird im Folgenden dazu genutzt, die Kosten der Cluster-Synchronisierung zu mini-
mieren, welche im nachfolgenden Abschnitt 4.3.2 definiert werden. Die Minimierung der Kosten
wird fiir bekannte (Abschnitt 4.3.3) und unbekannte (Abschnitt 4.3.4) Anfangswerte x, durch-
gefiihrt. Dabei werden die Matrizen M und N, die den Rechts- bzw. Linksnullraum der Lapla-
cematrix L,, parametrieren, als Freiheitsgrade in der Optimierung genutzt. In Abschnitt 4.3.5
wird dann diskutiert, wie aus den gefundenen optimalen Matrizen M* und N* geeignete algebrai-
sche Beschriankungen fiir den Graphenentwurf formuliert werden kénnen. Zwei Eigenschaften der
Matrix F, die in den Abschnitten 4.3.2 bis 4.3.4 Verwendung finden, sind im folgenden Lemma
zusammengetragen.

Lemma 4.20. Sei L, eine gewichtete Laplacematrix, fiir die algebraische und geometrische Viel-
fachheit des Nulleigenwerts iibereinstimmen. Sei Ny die Vielfachheit des Nulleigenwerts von Ly,.
Sei ¥ die Eigenprojektionsmatrix von Ly,. Dann gilt

(i) tr (F) = No,
(ii) Fly = 1y .

Beweis. Da algebraische und geometrische Vielfachheit des Nulleigenwerts von L, iibereinstim-
men, kann die Eigenprojektionsmatrix F durch F = MN' parametriert werden, wobei M, N €
RN*No den Rechts- bzw. Linksnullraum von L, aufspannen, sodass L,,M = 0 und NTLw =0
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gilt. Es konnen M und N immer so gewéihlt werden, dass N'M = Iy, gilt, was im Folgenden
angenommen wird.

(1): Eigenschaft (1) ergibt sich direkt durch
tr(F) =t (MN") =t (N'M) = tr(Iy,) = No.

(i1) : Zum Beweis von Eigenschaft (ii) wird ausgenutzt, dass der Einsvektor 1y immer im Rechts-
nullraum der Laplacematrix liegt. Da der Rechtsnullraum durch die Matrix M aufgespannt wird,
gilt also bild (1) C bild (M) und somit existiert ein Vektor a € R0, sodass Ma = 1y gilt. Da
N =1Iy,, gilt N"Ma = N"1y = a. Damit folgt F1y = MN"1y = Ma = 1y. O

Bemerkung 4.21. Auch wenn erst spdter in Abschnitt 4.3.5 auf eine geeignete Spezifikation al-
gebraischer Beschrinkungen fiir den spdteren Graphenentwurf in Abschnitt 5.4.2 eingegangen
wird, kann analog zu Bemerkung 4.7 auch fiir den hier vorliegenden Fall der Cluster-Synchroni-
sierung direkt eine spezielle Laplacematrix angegeben werden, deren Rechts- und Linksnullrdume
durch die Matrizen M € RN*M ynd N € RN*No peschrieben werden. Fiir N'M = Iy, und
MN "1y = 1y ist niamlich durch

LYN = Iy —MNT (4.26)

eine giiltige Laplacematrix eines gewichteten Graphen gegeben, deren Rechts- und Linksnullrdu-
me durch M und N gegeben sind.

4.3.2 Kosten der Cluster-Synchronisierung

Die Kosten der Synchronisierung, welche in Abschnitt 4.1 formuliert wurden, betreffen den Kom-
promiss, den jeder Agent durch die Synchronisierung eingeht, indem er seine urspriinglich préfe-
rierte Trajektorie verldsst und stationér einer alternativen Trajektorie folgt. Diese Kompromisskos-
ten werden auch in diesem Abschnitt nach Gleichung (4.4) als mittlere quadratische Abweichung
dieser beiden Trajektorien definiert. Erfiillt das Regelgesetz (2.9) die Bedingungen in Satz 4.18,
so wird Cluster-Synchronisierung erreicht und die stationdren Trajektorien der Agenten werden
durch die autonomen Systeme (4.18) mit den Anfangswerten (4.24) beschrieben. Sind zuséitzlich
erneut die Annahmen 4.2, 4.3 und 4.4 erfiillt, so konnen daher die Kompromisskosten der Clus-
ter-Synchronisierung wieder als quadratische Form geschrieben werden. Die Kosten hiangen dann
von der Eigenprojektionsmatrix F und dem Anfangszustand x, ab. Zunichst gilt mit (4.18) nach
Lemma 4.5 fiir den i -ten Agenten

T=Tx
Jri = (Xynio — Xi0) G; Gi (Xeynjio — Xi0) -

Mit x;0 = (¢ ® I,)Xo und Xgyn ;0 = (¢ F ® I,)x kann Jz; direkt durch das Ergebnis in (4.9)

beschrieben werden, wobei 1y T durch F ersetzt werden muss. Somit ergibt sich Jr; abhéingig

von F und x, zu

In AT A Inn
Jri(F,xo) = x| [F ®”In] G; G, [F % In] Xo. (4.27)
N —
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Die Gesamtkompromisskosten des Multi-Agenten-Systems folgen dann analog zu (4.10) zu

N
Jr(F.x0) = Y Jri(F.x0) = x(F G GFxo. (4.28)
i=1
Wird die stationdre Cluster-Synchronisierung mit minimalen Kompromisskosten gesucht, so be-
steht diese darin, dass kein Kompromiss eingegangen wird, d. h., dass die Agenten géinzlich auf
Synchronisierung verzichten und stattdessen jeder Agent seiner eigenen urspriinglichen Trajekto-
rie folgt. Dies bedeutet, dass die optimale Eigenprojektionsmatrix durch F = Iy gegeben wire.
Wie eingangs am Beispiel der Fahrzeugkolonnenfahrt motiviert, gibt es jedoch durchaus Situa-
tionen, in denen es sich fiir die einzelnen Agenten lohnt, mit anderen zu synchronisieren, z. B.
um Kraftstoff durch Windschattenfahren einzusparen. Das Ziel bei der Formulierung von Kosten
fiir die Cluster-Synchronisierung ist es daher, die Kompromisskosten weiterhin klein zu halten
und gleichzeitig die Entstehung nichttrivialer Cluster zu begiinstigen. Statt hier aber ein physi-
kalisch motiviertes Giitemal} einzufiihren, wird die Entstehung nichttrivialer Cluster durch einen
Regularisierungsterm fiir die Eigenprojektionsmatrix F erreicht. Als Regularisierungsterm wird

N N
Jee®) = 33 [ —e]) ], @29)

i=1j=1

verwendet. Durch Jg, (F) wird also bestraft, wenn sich die Zeilen in F unterscheiden. Nach (4.24)
bestimmt die i -te Zeile von F die resultierende stationire Trajektorie des i -ten Agenten. Sind also
zwei Zeilen in F identisch, so bedeutet dies, dass die beiden zugehorigen Agenten synchronisie-
ren. Die Regularisierung durch den Term Jg.(F) in (4.29) wird iiblicherweise als Sum-of-Norms-
Regularisierung bezeichnet (vgl. [107]). Die 1-Norm kann dabei auch durch andere Normen er-
setzt werden. So kann es z. B. von Vorteil sein, statt der 1-Norm eine stetig differenzierbare Norm
zu verwenden, um die Differenzierbarkeit bei der Optimierung auszunutzen. Wird jedoch die 1-
Norm verwendet, so ldsst sich Jre, auch kompakt durch

Jreg(F) = |[vec (®F)||, (4.30)
beschreiben, wobei ® € RVNWV-1/2xN qurch
P, ez-‘r - elT—i—l
o= : mit @, = 2. : 4.31)
by, e/ —ey

gegeben ist. Eine solche 1-Norm-Regularisierung wird im Bereich der statistischen Regression
mit der Abkiirzung LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) bezeichnet. Es ist
bekannt, dass die 1-Norm-Regularisierung bei ihrer klassischen Verwendung als Regularisierung
eines linearen Ausgleichsproblems zu Losungen mit vielen Nulleintrdgen fiihrt [148].

Als Gesamtkosten der Cluster-Synchronisierung wird im Weiteren die Summe der Kompromiss-
kosten Jt und des Regularisierungsterms Jge,

Jrree(F, X0, %) = J1(F,X) + ¥ - Jree(F) (4.32)

betrachtet, wobei der Regularisierungsterm mit einem Faktor ¢} > 0 gewichtet wird.
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4.3.3 Minimierung der Cluster-Synchronisierungskosten bei bekannten
Anfangswerten

In diesem Abschnitt wird zunédchst angenommen, dass der Anfangswert X, bekannt ist. Die Kos-
ten der Cluster-Synchronisierung Jr reg(F, Xo) in (4.32) hiingen dann von der Matrix F ab, welche
im Weiteren als Optimierungsvariable verwendet wird. Ziel ist es also, die Matrix F so zu wih-
len, dass die Kosten J ey (F, Xo) minimal sind und gleichzeitig F die Eigenprojektionsmatrix ei-
ner Laplacematrix L, ist, fiir die algebraische und geometrische Vielfachheit des Nulleigenwerts
ibereinstimmen. Bezeichne F die Menge aller solcher Eigenprojektionsmatrizen. Dann wird also
im Folgenden das Optimierungsproblem

anin JT,Reg(F7 Xp, 19) (4333)
uB.v. Fe F (4.33b)

betrachtet. Bevor ein Weg zur Losung dieses Optimierungsproblems aufgezeigt wird, wird im
folgenden Lemma zunéchst der Einfluss des Regularisierungsparameters 9 diskutiert.

Lemma 4.22. Sei F*(xo, %) Losung von (4.33) in Abhiingigkeit von xo € RN und © > 0 und sei
J 1 reg (X0, ) zugehoriger Giitewert. Dann gilt

(i) J1reg(Xo, D) ist konkav in ¥,
(Xo, 19) = O,

(ll) I}I_IR) JT,Reg

(iii) I;im F*(xo, %) = Ly, fiir fast alle x,
—0

(iv) Es existiert Oy > 0, sodass F*(xo, %) = Iypy*T und J 1 reg(X0, D) = Jr(p*, Xo) fiir alle
¥ > Dmax, wobei y* Losung von (4.12) und Jr(y*,Xo) zugehoriger Giitewert ist. Dabei
kann U .y so gewdhlt werden, dass J1(y*,%0)/2N(N — 1)) < Opax < JT(¥*,X0)/(2N).

Beweis. (i): Seien ¥, %, > 0 gegeben und sei ¥y = v} + (1 —1)%, mit T € [0, 1]. Sei F* (X, Po)
fiir ¥ > 0 gegeben. Offensichtlich gilt

J{Reg(xo’ ) = Jr (F*(XO’ Do), XO) + 0 - Jreg (F* (Xo, 190)) (4.34)

fiir alle 9 > 0, da die Losung von (4.33) niemals ,,schlechter” werden kann als F*(xo, 1%). Der
Beweis von Konkavitit folgt dann direkt auf dem selben Weg wie in [19, Abschnitt 3.1.3]: Ein-
setzen von ¥ = 1 bzw. ¥ = 1, in (4.34), Multiplizieren der resultierenden Ungleichungen mit
7 bzw. (1 — t) und anschlieendes Addieren beider Ungleichungen fiihrt auf

T S e (0. 1) + (1= 7) + Sy (%0, )
= Jr (F*(XO’ ﬁO)’XO) + (@0 + (1 = 1)) - Jreg (F*(Xo, 190)) = JT*,Reg(Xo, Do),

was Konkavitit von JT*,Reg(XO’ 1) zeigt (vgl. [19, Abschnitt 3.1.1]).

(ii): Wie bereits diskutiert, gilt fiir die Kompromisskosten Jr(Iy, Xo) = O fiir alle x,.
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(iii): Fiir 9 — 0 konvergiert F*(xo, ") gegen die Losung von J1(F,xo) = 0, welche Jre,(F)
minimiert. Ist F = Iy eindeutige Losung von J1(F, xo) = 0, so gilt also limy_.o F*(xq, %) = Iy.
Da die Kompromisskosten fiir jeden Agenten iiber die quadratische Form in (4.6) mit positiv defi-
niter Matrix 676, definiert sind, ist die Eindeutigkeit der Losung F = Iy immer dann gegeben,
wenn die Anfangswerte aller Agenten paarweise verschieden sind, d. h., wenn X¢; # Xo,; gilt fiir
allei,j € {1,...,N}undi # j, da dann eine Synchronisierung von zwei Agenten immer zu
positiven Kompromisskosten fiihrt. Der Terminus ,,fiir fast alle x¢* schlieBt somit alle Félle aus,
fiir die diese Eindeutigkeit verloren geht.

(iv): Fiir den Regularisierungsterm gilt Jres(F) = 0 genau dann, wenn alle Zeilen von F identisch
sind, d.h., wenn F = 15y T gilt. Nach Lemma 4.20 muss fiir F € F auBerdem F1y = 1y gelten.
Somit ist das Minimum von J1(F, Xo) unter der Beschrinkung Jge,(F) = 0 durch F = 1yp*T
gegeben, wobei y* die Losung von (4.12) ist. Nach Lemma B.3 in Abschnitt B.4.1 gilt Jge,(F) >
2N fiiralle F € F, fiir die rang (F) > 2 gilt. Somit gilt fiir alle 9 > J1(y*,X0)/(2N) > Uax, dass
Jrree(F, X0, %) > Jrres (INY*T, X0, #), sodass dann die Losung von (4.33) durch F* = 1yp*T
gegeben ist. Durch & > Jp(y*,x0)/(2N) ist eine obere Grenze fiir 9,,,x gegeben. Natiirlich gilt
nach (4.34), dass Jrree(F*, X0, Umax) < Umax * Jree (IN) = Umax - 2N (N — 1), woraus die untere
Grenze fiir ¥, folgt. O

Lemma 4.22 zeigt auf, dass die Extremfille des Optimierungsproblems (4.33) durch keinerlei
Synchronisierung fiir ¢ = 0 und durch vollstindige Synchronisierung fiir ¢ > 9,,,x gegeben sind.
Damit ist ein sinnvoller Bereich fiir die Wahl des Regularisierungsparameters ¢ festgelegt. Dabei
ist insbesondere die obere Grenze v, interessant, welche in dem in (iv) genannten Intervall liegt.

Im Folgenden wird eine Moglichkeit zur Losung des Optimierungsproblems (4.33) vorgeschlagen.
Das Giitemall Jrre, stellt eine konvexe Funktion in F dar. Die Schwierigkeit beim Losen des
Optimierungsproblems ist daher durch die Beschrinkung F € F gegeben. Diese Beschrinkung
kann durch die Parametrierung F = MNT mit den beiden Matrizen M € RV und N €
RN *No beriicksichtigt werden. Nach Bemerkung 4.21 ist es dazu ausreichend, an die Matrizen
M und N die Forderungen N'M=1I N, und MN'1 ~ = 1x zu stellen, wodurch garantiert wird,
dass F Eigenprojektionsmatrix einer Laplacematrix mit Ny-fachem Nulleigenwert ist. Mit dieser
Parametrierung wird das Giitemal} Jt re, also direkt abhéngig von M und N. Zusitzlich wird die
Vielfachheit N, des Nulleigenwerts ebenfalls Parameter der Optimierung. Fiir eine feste Wahl von
No € {1,..., N} resultiert das Optimierungsproblem

min Jrree(MNT, X, ) (4.35a)
M,NeRN*No

uB.v. MNT1y =1y (4.35b)
N'™ = 1Iy,. (4.35¢)
Um Optimierungsproblem (4.33) zu 16sen, kann Optimierungsproblem (4.35) fir No = 1,..., N
gelost werden und dann das Minimum iiber Ny gebildet werden. Wurden Losungen Fi, ..., Fy

fir No = 1,..., N gefunden, so 16st also F}"\,J mit
Ng = argmin Jy e (F;, Xo, D) (4.36)

ie{l,...,N}
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das urspriinglich formulierte Problem (4.33). Auch wenn das Problem (4.35) durch den Regulari-
sierungsterm Jge, in (4.29) nichtglatt ist, hat sich in den betrachteten Beispielen die Verwendung
von Standardverfahren zur nichtlinearen beschrinkten Optimierung zur Losung von (4.35) be-
wiihrt.

Im Folgenden wird auf zwei Aspekte eingegangen, die bei der Losung der Optimierungspro-
bleme (4.35) und (4.36) eine Rolle spielen. Zum einen wird ein Kriterium entwickelt, welches
es ermoglicht, die Minimierung iiber Ny in (4.36) gegebenenfalls abzubrechen, ohne fiir alle
Ny € {1,..., N} Optimierungsproblem (4.35) gelost zu haben. Zum anderen wird die Wahl ge-
eigneter Startwerte zur Losung des nichtkonvexen Problems (4.35) diskutiert.

Nutzung unterer Grenzen als Abbruchkriterium

Grundlage fiir die Entwicklung eines Kriteriums fiir einen vorzeitigen Abbruch der Minimierung
iiber Ny in (4.36) bildet die Berechnung einer unteren Grenze fiir den minimalen Giitewert von
Optimierungsproblem (4.35). Dazu wird ausgenutzt, dass Optimierungsproblem (4.35) ohne die
Beschrinkung (4.35¢) ein konvexes Problem in F = MN ist. Beschrinkung (4.35¢) kann nach
(i) in Lemma 4.20 durch tr (F) > N, konvex relaxiert werden, wodurch sich das konvexe Problem

min JT(FR, X()) + D - JReg(FR) (4373)

FRGIRNXN
u.B.v. Frly =1x (4.37b)
tr (Fr) > Ny (4.37¢)

ergibt. Bevor auf die Verwendung der Losung Fy des relaxierten Problems als Kriterium fiir einen
vorzeitigen Abbruch der Minimierung iiber N, in (4.36) eingegangen wird, wird zunichst gezeigt,
wie Fy effizient berechnet werden kann. Dazu kann Optimierungsproblem (4.37) wie die Optimie-
rungsprobleme (4.12) und (4.13) in den Abschnitten 4.2.2 und 4.2.3 als semidefinites Programm
formuliert werden, wie folgender Satz zeigt.

Satz 4.23. Sei Fy, die Lisung des semidefiniten Programms

min  Jr 4+ 9 - Jieg (4.38a)
Fr,J1,JReg,8
wB.v. Frly =1y (4.38b)
tr (Fr) = Ny (4.38c¢)
A T AT AT

I % KRGy (4.38d)

GFR X0 InG
Jree = 8 "1n2v_1)/2 (4.38¢)
— & < vec(®FR) <34, (4.38f)

8In [67] wird gezeigt, dass klassische Quasi-Newton-Verfahren in der Praxis oft gut geeignet sind, nichtglatte
Probleme zu 16sen. Sollten mit solchen klassischen Verfahren keine guten Ergebnisse erzielt werden, so kann auf
spezielle Losungsverfahren fiir nichtglatte Probleme wie z. B. [15] oder [23] zuriickgegriffen werden.



4.3 Optimale stationare Cluster-Synchronisierung 79

wobei G ﬁR und ® wie in (4.10), (4.27) und (4.31) definiert sind. Dann lost Fy ebenso das
Minimierungsproblem (4.37).

Beweis. Die beiden Summanden im Giitemall von (4.37) konnen separat betrachtet werden. Die
Verwendung des Supremums Jr und der Beschrinkung (4.38d) zur Minimierung der durch (4.28)
beschriebenen Kosten Jr(F, x() erfolgt in gleicher Weise wie im Beweis zu Satz 4.9. Zur Mi-
nimierung des durch (4.30) beschriebenen Regularisierungsterms Jgeo(Fr) wird das Supremum
fReg verwendet. Die 1-Norm von vec (®Fg) entspricht der Summe der Absolutwerte der einzel-
nen Elemente des Vektors, was dementsprechend iiber den Summenterm 5’1 N2(N—1)/2 und die
Ungleichungen (4.38f) beriicksichtigt wird. [

Die Losung Fy des relaxierten Problems liefert eine untere Grenze fiir das Originalproblem.
Seien F7, ..., Fy Losungen fiir das Optimierungsproblem (4.35) fir No = 1,..., N und sei-
en F ;1, e ,F;’ n die entsprechenden Losungen fiir das relaxierte Optimierungsproblem (4.37).
Durch die Relaxierung gilt offensichtlich

JT,Reg(F;’NO» Xo, ) < JT,Reg(F;(VOyXOa ¥) (4.39)

fir alle Ny > No. Daher kann die Losung des relaxierten Problems (4.37) verwendet werden,
um die Optimierung (4.36) frithzeitig abzubrechen. Wird nimlich beginnend von Ny = 1 das
Optimierungsproblem (4.35) fiir aufsteigende N, fiir No = 1,... ,No —1 gelést,9 so ist durch
den besten Giitewert JT,Reg(F*O, Xo, ) aller Ny € {1,..., ]% — 1} eine obere Grenze fiir den
optimalen Giitewert von Optimierungsproblem (4.36) bekannt. Ist schlieBlich der Giitewert fiir

die Losung Fl’: o des relaxierten Problems (4.37) groBer als diese obere Grenze, so kann die
’ *

& Ao X0 ) eine untere Grenze
54Y0

Optimierung abgebrochen werden, da gemiB (4.39) durch Jr geg (F
fiir alle Ny > N gegeben ist.

Bestimmung geeigneter Startwerte

Im Folgenden wird gezeigt, wie die Losung FE, n, der konvexen Relaxierung (4.37) genutzt wer-
den kann, um geeignete Startwerte fiir die nichtkonvexe Minimierung (4.35) zu bestimmen. Dazu
wird die optimale Approximation von F;;y N, durch das Produkt MN" unter der Beschrinkung
(4.35c) gesucht, d. h., es wird das Optimierungsproblem

2
i MN' —F} 4.40
i o (4.40a)
uB.v. N'M =1y, (4.40b)

betrachtet. Die Losungen M* und N* koénnen dann als Startwerte zur Losung von (4.35) verwen-
det werden. Optimierungsproblem (4.40) ist ebenfalls ein nichtkonvexes Optimierungsproblem.

9Fiir No = 1 kann die exakte Losung durch Losen des in Satz 4.9 beschriebenen semidefiniten Programms
gewonnen werden.
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Es kann mit verschiedenen Verfahren versucht werden, das Problem zu 16sen. Eine einfache, aber
vielversprechende Methode ist die der Alternierenden Optimierung (vgl. [12]), bei der iterativ
abwechselnd eine der beiden Optimierungsvariablen M bzw. N festgehalten wird und iiber die
jeweils andere optimiert wird. Beide dann zu 16sende Optimierungsprobleme sind konvexe glei-
chungsbeschrinkte lineare Ausgleichsprobleme, fiir deren Losung effiziente numerische Verfah-
ren existieren [13]. Das eigentlich zu l6sende Problem ist jedoch, wie bereits angemerkt, nicht-
konvex, sodass es auch hier eine wichtige Rolle spielt, gute Startwerte fir M®, N° zu finden.
Dazu kann die Losung von Optimierungsproblem (4.40) bei Vernachlédssigung der Beschriankung
(4.40b) verwendet werden. Diese ist durch

M°=U,;vX, und N°=V,/IX,

gegeben, wobei U, V; € RV*M und X; € RM*M ays der Singulirwertzerlegung

X, 0V,
i = [0 Uz][ol 22] {Vﬂ

resultieren [90, Theorem 24].

4.3.4 Minimierung der erwarteten Cluster-Synchronisierungskosten bei
unbekannten Anfangswerten

In diesem Abschnitt wird die Minimierung der Cluster-Synchronisierungskosten fiir den Fall be-
trachtet, dass der Anfangswert X, unbekannt ist, dieser jedoch gemidf Annahme 4.10 als Zufalls-
variable mit Erwartungswert xg und Kovarianzmatrix S angenommen werden kann. Wie in Ab-
schnitt 4.2.3 ist daher auch hier das Ziel, die erwarteten Kosten der Cluster-Synchronisierung
E(J1,ree(F, X0, ©)) zu minimieren. Dazu wird erneut die Eigenprojektionsmatrix F als Optimie-
rungsvariable verwendet. Formal wird also das Optimierungsproblem

min E (Jrree(F. X0, 9)) (4.41a)
uB.v. FeF (4.41b)

betrachtet, wobei abermals F die Menge aller Eigenprojektionsmatrizen bezeichnet. Die Losung
dieses Optimierungsproblems kann mit denselben Mitteln wie im vorigen Abschnitt 4.3.3 gesucht
werden. Statt Optimierungsproblem (4.41), wird also die analog zu (4.35) parametrierte Form

min _ E(Jrree(MNT, Xo,)) (4.42a)
M,NeRN*No
uBv. MNT1y =1y (4.42b)
N™™ = Iy, (4.42¢)
fir No = 1,..., N gelost und anschlieBend das Minimum iiber Ny gesucht. Dabei kann mit

denselben Uberlegungen wie im Beweis zu Satz 4.12 der Erwartungswert durch

E(Jt(MN',x,%)) = E (J1(MN',xo)) + & - Jreg(MN ")

—xF G Gixg +1r (FTGTGFS) + 3 - Jree(MNT)
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ausgedriickt werden mit
- IN n
F = .
[MNT ® In]

Auch fiir den Fall unbekannter Anfangswerte kann wie im vorangegangen Abschnitt eine konvexe
Relaxierung des Problems (4.42) genutzt werden, um durch Verwendung der dadurch erhaltenen
unteren Grenze des optimalen Giitewertes das Losen von Problem (4.42) gegebenenfalls fiir einige
Ny zu vermeiden und fiir alle anderen N, eine geeignete Startlosung bereitzustellen. Dazu kann
das relaxierte Problem

min  E (J1r(Fr,Xo)) + 0 « Jreg(Fr) (4.43a)
FRGRNXN
u.B.v. Frly =1y (4.43Db)

tr (Fr) > No (4.43c)

verwendet werden. Dieses kann erneut als semidefinites Programm formuliert werden, wie der
folgende Satz zeigt.

Satz 4.24. Erfiille xo die Annahme 4.10. Sei ¥y die Losung des semidefiniten Programms

min Jr 4 Jr 4+ 0 - Jreg (4.44a)

Fr, J1, J1; Jreg, 8, X
uB.v. Frly =1y (4.44b)
tr (Fr) = No (4.44¢)

=0 (4.444d)

T e T Ja T
X V/F,G
| GFrVs  Jrl,,,

l—tr(X) =0 (4.44¢)

B A T TAT

I xeFRG oy (4.44f)
_GFR XE Inc,
Jree = 8 "An2v_1)/2 (4.44¢)
— & < vec(®FR) <34, (4.44h)

wobei G IA*’R und ® wie in (4.10), (4.27) und (4.31) definiert sind und VSVST = S die Cholesky-
Zerlegung der Kovarianzmatrix S ist. Dann l0st Fy ebenso das Minimierungsproblem (4.43).

Beweis. Die Berticksichtigung von E (J1(Fg, X)) im Giitemall von Minimierungsproblem (4.43)
erfolgt wie in Satz 4.12 durch die Summe Jr + fT unter den Nebenbedingungen (4.44d), (4.44e)
und (4.44f). Der Regularisierungsterm Jre,(Fr) wird wiederum wie in Satz 4.23 durch den Sum-
manden fReg und die zugehorigen Nebenbedingungen (4.44¢), (4.44h) beriicksichtigt. [

Beispiel 4.25. Es wird erneut die Fahrzeugkolonne aus Beispiel 4.15 mit den in Tabelle 4.1 zu-
sammengefassten Prdferenzen der einzelnen Fahrzeuge betrachtet. Fiir den Regularisierungs-
faktor wird ¥ = 1500 gewdhit. Nach Lemma 4.22 und mit den Zahlen in Beispiel 4.15 gilt



82 4 Entwurf des stationaren Verhaltens homogener Multi-Agenten-Systeme

66000/60 = 1100 < DV < 66000/12 = 5500. Somit liegt ¥ im selben Intervall, in dem
auch U,y liegt. Fiir diese Wahl von ¥ ergibt sich

[-0.4766  0.6078 T_0.1152  0.6732 ]
—0.4680 0.4679 —1.0807 —0.0668
—0.4471  0,1300 —0.0931 —0,0058
M = | O : J N = | 7% ’ 4.45
27 | Z04471 01300 | "™ 2701377 —0.0085 (4.45)
—0.4470 0.1297 —0.1290 —0,0080
| —0.3857 —0.8619 | | —0,7222 —0.7250 |

fiir Ng = 2, woraus sich erwartete Gesamtkosten von E(JT,Reg(M;fN;‘T, Xo, ¥)) = 39556 ergeben.
Diese sind niedriger als die Kosten fiir No = 1. Fiir Ny = 3 wiederum ergibt sich durch Losen der
konvexen Relaxierung (4.44) der Wert E(JT,Reg(F§,3, X0, ) = 48408 als untere Grenze fiir die
Losung von (4.42) fiir alle Ny > 3. Da diese untere Grenze grofier ist als das gefundene Optimum
fiir No = 2, kann die Optimierung abgebrochen werden und die durch (4.45) gefundenen Matrizen
als Losung von Optimierungsproblem (4.41) verwendet werden. Mit dieser Wahl ergibt sich

xsyn=[100,3 107,9 126,3 126,3 126,3 180,3]

als optimaler stationdirer Wert der Cluster-Synchronisierung nach (4.25), wonach also eine Syn-
chronisierung der Fahrzeuge in vier Cluster resultiert.

4.3.5 Formulierung der Beschrankungen an den Graphenentwurf

In den vorangegangenen Abschnitten 4.3.3 und 4.3.4 wurde gezeigt, wie die Kosten der Clus-
ter-Synchronisierung fiir bekannte und unbekannte Anfangswerte X, minimiert werden konnen.
Die Minimierung erfolgte dabei unter Verwendung der Eigenprojektionsmatrix F € RY*V als
Entwurfsparameter. Ergebnis der Optimierung ist daher eine optimale Eigenprojektionsmatrix F*
bzw. zwei Matrizen M*, N* € RY*No | fiir die M*N*T = F* und N*"M* = Iy: gelten. Alle
Regelgesetze (2.9) mit einer Laplacematrix L,, mit N, Nulleigenwerten, fiir die

L,M*=0 und N*'L, =0 (4.46)

gilt, fithren daher zu optimaler stationdrer Cluster-Synchronisierung im Sinne des GiitemaBes
(4.32), wenn zusitzlich die Bedingungen in Satz 4.18 erfiillt sind. Somit konnen die Gleichun-
gen (4.46) als Beschriankungen in dem in Kapitel 5 thematisierten Graphenentwurf verwendet
werden.

Im Folgenden wird jedoch argumentiert, dass die direkte Verwendung von (4.46) als Beschrin-
kungen im Graphenentwurf dazu fiithren kann, dass die Cluster-Synchronisierung nicht robust ist
gegeniiber geringen Verdnderungen der Kantengewichte des Graphen. In Abschnitt 2.1.2 wurde
gezeigt, dass fiir Graphen mit positiven Kantengewichten die Anzahl der Nulleigenwerte Ny im-
mer der Anzahl Ny der sogenannten maximalen Erreichbarkeitsmengen des Graphen entspricht
(vgl. Satz 2.13). Dies ist fiir Graphen mit beliebigen Kantengewichten jedoch nur noch generisch
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gegeben (vgl. Beispiel 2.4 und Bemerkung 2.15); es gilt allgemein Ny > Ngi. Die Verwendung
der Beschrinkungen (4.46) im Graphenentwurf wird dabei im Allgemeinen auf den Fall Ny > Nz
fiihren.'” Dass dieser Fall fiir die Cluster-Synchronisierung jedoch problematisch ist, wird an fol-
gendem Beispiel verdeutlicht, welches [164, Beispiel 3] entnommen ist.

Beispiel 4.26. In [164, Beispiel 3] wird ein Multi-Agenten-System mit N skalaren Agenten
Xi =u;, xi(0) = X0
betrachtet. Die Zustandsdifferentialgleichung
x = —Lyx (4.47)

mitX = [xl, o ,xN] beschreibt die Dynamik der Zustdinde der N Agenten X1, ..., Xy unter dem
Regelgesetz (2.9) und dem in Abb. 4.2 gezeigten gewichteten Kommunikationsgraphen G,, mit der
Laplacematrix
2 -2 0 o0 1 -1]
-2 2 0 0 0 0
o o0 2 =2 -1 1
o 0 -2 2 0 0
o -1 o0 1 2 =2
| 0 1 0 -1 -2 2]
Das Spektrum der Laplacematrix ist durch spec (L) = {0; 0; 0,76; 2; 4; 5,24} gegeben, d. h.,
die Vielfachheit des Nulleigenwerts der Laplacematrix betrdgt Ny = 2. Rechts- und Linksnull-
raum von L, werden durch

MT_1111
o0 0 o0

00 - [0.25 025 025 025 0 0
11] und N_{o 0 0 0 05 0,5]

aufgespannt, wobei N'M = 1, gilt. In diesem Fall konvergiert also der Zustand x unter der Dyna-
mik (4.47) gemdfs (4.25) auf den Wert lim;_, o, X(t) = MN " x,, was dazu fiihrt, dass x1, X3, X3, X4
sowie Xs,X¢ jeweils auf den Mittelwert ihrer Anfangszustinde konvergieren. Ein beispielhaf-
ter Verlauf dieser Cluster-Synchronisierung ist in Abb. 4.3 durch die mit durchgezogenen Li-
nien gekennzeichneten Zustandsverliufe zu sehen. Diese Konvergenz in zwei Cluster wird er-
reicht, obwohl der zugrunde liegende Kommunikationsgraph zusammenhdngend ist, d. h., obwohl
der Graph nur eine maximale Erreichbarkeitsmenge gemdf} Definition 2.12 aufweist und somit
Nr = 1 gilt. Wie in Satz 2.5 gezeigt wurde, entspricht die Anzahl der Nulleigenwerte Ny ge-
nerisch der Anzahl der maximalen Erreichbarkeitsmengen Nx und eine minimale Variation der
negativen Gewichte fiihrt dazu, dass Ny = Nyx gilt. Dies ist auch in dem hier betrachteten Bei-
spiel der Fall, sodass durch leichtes ,,Wackeln* an den Gewichten der zweite Eigenwert A, in
Null verschoben wird. Dieser wird dabei entweder in positiver Richtung A, > 0 oder in negativer
Richtung A, < 0 verschoben, was dann entweder wieder zu gewohnlicher Synchronisierung oder
zu instabilem Verhalten fiihrt (vgl. Abb. 4.3).

10pie Matrizen M* und N* sind im Allgemeinen vollbesetzt, was z. B. bei Wahl der Laplacematrix L,, gema8
(4.26) zu einem vollstindig verbundenen Graphen fiihrt.
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Abbildung 4.2: Graph aus [164, Beispiel 3].

Beispiel 4.26 zeigt, dass fiir Ny > Ny die Cluster-Synchronisierung nicht robust beziiglich bereits
geringster Verdnderung der Kantengewichte ist. Daher ist es nicht ratsam, die Gleichungen (4.46)
direkt als algebraische Beschrinkungen an die Laplacematrix L,, beim Entwurf des Kommunika-
tionsgraphen zu stellen. In diesem Abschnitt soll deshalb gezeigt werden, wie aus der gefundenen
optimalen Eigenprojektionsmatrix F* mit rang(Fg) = N, Beschrinkungen fiir eine Laplacema-
trix abgeleitet werden konnen, fiir die Nz = N gilt und die zu geringen Kosten fiir die Cluster-
Synchronisierung fiihrt.

Die Herausforderung dabei ist, dass die Forderung Ny = Nz die Wahl der Rechts- und Links-
nullrdume stark einschrinkt. Allgemein kann fiir den Fall Ny = Nz die Parametrierung der
Nullrdume der Laplacematrix L,, gemd8 Satz 2.13 und Bemerkung 2.15 vorgenommen werden.
Dabei spielt die Einteilung der Knotenmenge V = {vy,..., vy} des Graphen in die in Definiti-
on 2.12 eingefiihrten maximalen Erreichbarkeitsmengen R, ..., Ry, und exklusiven Teilmen-
gen Hy,...,Hn, eine groBe Rolle. Die wesentlichen Bedingungen, die fiir die Elemente der
Rechts- und Linkseigenvektoren gy, -+, € RN und y,, -,y No € RY zum Nulleigenwert
der Laplacematrix gemaf Satz 2.13 und Bemerkung 2.15 gelten, sind an dieser Stelle noch einmal
zusammengefasst:

vi € Hik = pg,; =1 (4.48a)
Nr
vie | JH = pri =0 (4.48b)
1%k
vi €Hi = Vi,i =0 (4.48¢)
N
D ki =1 (4.48d)
i=1
Nz
D =1y (4.48¢)
k=1

Die in (4.48) angegebenen Bedingungen an die Rechts- und Linkseigenvektoren zum Nulleigen-
wert der Laplacematrix sind im Gegensatz zu denen in Satz 2.13 ausschlieBlich anhand der ex-
klusiven Teilmengen H;, . .., H n, formuliert. Dabei unterscheiden sich beide Formulierungen in
zwel Punkten. Zum einen tauchen in Satz 2.13 in einigen der dort angegebenen Bedingungen die
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Abbildung 4.3: Trajektorien bei ungestorten Kantengewichten (—) und leicht betragsmif3ig ver-
minderten (- -) bzw. erhohten (---) negativen Kantengewichten.

Mengen der Wurzelknoten U, . . . , Uy, als weitere Teilmengen auf. Die hier verwendete Formu-
lierung impliziert, dass jeder Knoten in den exklusiven Teilmengen H,, ..., Hn, auch Wurzel-
knoten der jeweiligen Teilmenge sein kann. Zum anderen lassen (4.48a) und (4.48b) im Gegensatz
zu den Bedingungen in Satz 2.13 zu, dass jeder Knoten, der nicht zu einer exklusiven Teilmenge
gehort, von jeder exklusiven Teilmenge aus erreicht werden kann.

An den Bedingungen (4.48) ist sofort ersichtlich, was die Minimierung der Kosten der Cluster-
Synchronisierung unter der Forderung Ny = Ny erschwert: Die dazu erforderliche optimale Ein-
teilung der Knotenmenge V = {vy, ..., vy} in die unterschiedlichen Erreichbarkeitsmengen stellt
ein kombinatorisches Optimierungsproblem dar, bei dem die Anzahl der Losungsmoglichkeiten
schneller als exponentiell in N wichst (vgl. Lemma B.4). Um das Problem trotzdem sinnvoll zu
l6sen, wird in diesem Abschnitt der Ansatz verfolgt, die bereits gefundene optimale Eigenprojek-
tionsmatrix F* zu verwenden, um die Anzahl moglicher Einteilungen der Knotenmenge stark zu
begrenzen. Fiir die verbleibenden moglichen Einteilungen der Knotenmenge werden dann schlief3-
lich zwei Matrizen

M=[p, - py]eBRYM und N=[p, -+ py]eRVM (4.49)

so bestimmt, dass deren Elemente die Bedingungen (4.48) erfiillen und die Matrix F = MNT zu
niedrigen Kosten der Cluster-Synchronisierung im Sinne des GiitemaBes (4.32) fiihrt. Dabei stellt
der beschriebene Losungsansatz einen heuristischen Ansatz dar. Die beschriebene Losung wird
also im Allgemeinen suboptimal beziiglich des GiitemaBes (4.32) fiir Ny = Ny sein.

In Bemerkung 4.17 wurde bereits eine Aufteilung der Agenten in Cluster angesprochen. Danach
werden gemal (4.19) zwei Agenten zum selben Cluster gezéhlt, wenn ihre stationédren Trajektori-
en iibereinstimmen. AuB3erdem wurde definiert, dass zwei Agenten zu unterschiedlichen Clustern
gezihlt werden, wenn sich ihre stationdren Trajektorien fiir (fast) alle Anfangswerte X, unter-
scheiden. Die Eigenprojektionsmatrix F* gibt nach (4.25) die stationire Clusterung der Agenten
vor. Die Einteilung der Agenten in Cluster kann daher an der Eigenprojektionsmatrix F* festge-
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macht werden: Zwei Agenten gehoren genau dann zum selben Cluster, wenn die entsprechen-
den Zeilen in F* {ibereinstimmen. Somit kann zur Einteilung der Agenten in verschiedene Clus-
ter eine Partitionierung der Indexmenge Z = {1,..., N} in Z;,...Zy, erfolgen, sodass fiir alle
ke{l,...,Nc}undfirallei € Zy

<e€, j €I,
T _el).F* 4.50
H(el ej) H {>€, ] ¢Zka ( )

wobei € > 0 eine zu wihlende Toleranz fiir die Clusterung ist.!! Durch eine solche Partitionierung

der Indexmenge Z = {1,..., N} inZ;,...Zy. wird schlieBlich auch die Anzahl der Cluster N
berechnet.

Um aus der gewonnen Partitionierung der Indexmenge 7 die Einteilung der Knotenmenge V =
{vi,..., vy} in die exklusiven Teilmengen H;, ..., Hy, abzuleiten, wird zundchst der Zusam-

~ ~ ~T ~ ~

menhang zwischen den Zeilen von F = MN diskutiert, wenn M und N wie in (4.49) so gewihlt
werden, dass deren Elemente die Bedingungen (4.48) erfiillen. Aus den Bedingungen (4.48) lassen
sich folgende Schlussfolgerungen beziiglich der Zeilen der Eigenprojektionsmatrix F ziehen:

e Zwei Zeilen in F sind identisch, wenn sie zur selben exklusiven Teilmenge H; gehoren.

e Zwei Zeilen in F unterscheiden sich, wenn sie zu unterschiedlichen exklusiven Teilmengen
Hry, Hi, k # [ gehoren.

e Alle Zeilen in F, die zu der gemeinsamen Menge C = u,]jzlck gehoren, konnen unter-
schiedlich sein.

Diese Bedingungen zeigen, dass die Knoten einer exklusiven Teilmenge Hy fiir k € {1,..., Nr}
alle zu demselben Cluster gehdren. AuBlerdem zeigen diese Bedingungen den Zusammenhang
zwischen der Anzahl der Cluster N¢ und der Anzahl der maximalen Erreichbarkeitsmengen N
auf. Die letzte Bedingung macht dabei klar, dass die Anzahl der Cluster N¢ durchaus grofer
sein kann als die Anzahl der maximalen Erreichbarkeitsmengen, sodass insgesamt N > N¢ >
No = Nr = 1 gilt. Tatsédchlich kann im Extremfall die Anzahl der Cluster N¢ sogar der Anzahl
der Knoten N entsprechen, selbst wenn Ni = 2 gilt. Dies wird an dem folgenden Beispiel
verdeutlicht.

Beispiel 4.27. Der in Abb. 4.4 gezeigte Graph mit N = 2 maximalen Erreichbarkeitsmengen
besitzt die Laplacematrix und die Eigenprojektionsmatrix

0 0 0 0 10 00
0 0 00 0 1 00
Lw: dF:
2 1 30| ™ 2/3 1/3 0 0
1 =20 3 1/3 2/3 0 0

Somit gilt in diesem Fall Nc = N = 4.

UEine solche Clusterung kann mit verschiedenen Verfahren wie z. B. dem K-Means-Algorithmus erfolgen (vgl.
[57]). Bei Verwendung des K-Means-Algorithmus muss die Anzahl der Cluster a priori vorgegeben werden. Dabei
kann die dem K-Means-Algorithmus vorgegebene Anzahl sukzessive erhoht werden, bis (4.50) mit der gewiinschten
Toleranz e erfiillt ist.
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Abbildung 4.4: Graph mit 4 Knoten und zwei maximalen Erreichbarkeitsmengen R; =
{v1,v3, 045 und Ry = {v2, v3, v4}.

Mit der obigen Diskussion kann die Partitionierung der Indexmenge 7 gemif (4.50) inZy, ... Zn,
dazu genutzt werden, eine mogliche Einteilung der Knotenmenge V = {vy, ..., vy} in die exklu-
siven Teilmengen H, ..., Hn, zu wihlen. Dazu werden Ny aus den N¢ Teilmengen 7y, ... Zy.

ausgewdhlt. Es gibt insgesamt

Ne!
(Nc — Ng) !Ny !

b(Nc, Nr) =

Moglichkeiten diese Auswahl zu treffen, wobei b(N¢, Nr) den Binomialkoeffizienten bezeichnet
[149]. Wie oben angemerkt, kann die Anzahl der Cluster N¢c der Anzahl der Knoten N entspre-
chen, wodurch diese Anzahl prinzipiell immer noch schneller als exponentiell in N wichst. Wenn
allerdings die Differenz zwischen Nc und Nz klein bleibt, so bleibt auch b(Nc, Nz) klein. Um
diese Differenz klein zu halten, kann die Anzahl der Cluster N¢ a-priori beschriankt werden, in-
dem z. B. die Toleranz € in (4.50) geeignet gewihlt wird. Im Folgenden wird

i i

1o Hing,
fiir die 7-te Wahl der exklusiven Teilmengen geschrieben, wobei i € {1,...,b(N¢c, Nr)}. Die
Wahl der exklusiven Teilmengen H!, ... ,H’}VR legt einige der Elemente in M und N in (4.49)
gemal (4.48) bereits fest. Die verbleibenden Elemente konnen optimiert werden, indem das Mi-
nimierungsproblem

 min B (JT(MNT,XO)) 40 - Jreg(MN') 4.51a)
M,NeRN*XNR
wB.v. (4.48),(4.49) fir 1}, ... Hiy, (4.51b)

gelost wird, wobei Xy entweder deterministisch oder als Zufallsvariable gemdfl Annahme 4.10
~ % ~ %

angenommen wird. Wurden fiir alle i € {1,...,b(Nc, Ng)} Losungen M, , N; fiir Optimierungs-

problem (4.51) bestimmt, so wird

~ % ~ % ~ %k ~ kT
M N = argmin Jrree(M; N; X0, ) (4.52)
iG{l ..... b(Nc,NR)}

als Losung des Gesamtproblems ausgewdhlt.



88 4 Entwurf des stationaren Verhaltens homogener Multi-Agenten-Systeme

. ~ %k =~k . . .
Das Vorgehen zum Bestimmen von M , N wird im Folgenden noch einmal zusammengefasst:

1.) Bestimme gemif} (4.50) eine Partitionierung der Indexmenge Z = {1,..., N} in Teil-
mengen 7Z;,...,Zy. (ggf. mit Vorgabe einer oberen Grenze fiir N¢) anhand der in Ab-
schnitt 4.3.3 bzw. Abschnitt 4.3.4 gefundenen optimalen Eigenprojektionsmatrix F*.

2.) Bestimme alle moglichen Ziehungen von Ngx = N = rang(F*) exklusiven Teilmengen
H’l . ’H’N72 i =1,...,b(N¢c, Nr) der gefundenen Partitionierung.

3.) Berechne fiirallei € {1,...,b(Nc, Nr)} die Losungen 1\7[:, Nl* von Optimierungsproblem
(4.51).

4) Wihle M, N gemiB (4.52).

Bemerkung 4.28. Es wird noch kurz eine niitzliche Modifikation von Optimierungsproblem (4.51)
diskutiert. Es kann wiinschenswert sein, dass die in (4.50) gefundene Clusterung fiir das stationdire
Verhalten der Agenten in der gemeinsamen Teilmenge C beibehalten wird. Dies kann beriicksich-
tigt werden, indem lineare Gleichungsbeschrinkungen an die Matrix M zur Optimierung (4.51)
hinzugezogen werden, um zu erzwingen, dass die entsprechenden Zeilen in M identisch sind.

Beispiel 4.29. Um das in diesem Abschnitt entwickelte Vorgehen zu illustrieren, wird erneut
Beispiel 4.15 verwendet. Es werden die in Beispiel 4.25 gewonnenen Matrizen M5 und N3 in
(4.45) verwendet, um die Nullrdume der Laplacematrix eines Graphen zu beschreiben, fiir den
Nr = N§ = 2 gilt. Dabei wird fiir die Anzahl der Cluster Nc < 3 vorgegeben. Als resultierende
Clusterung wird daher die Partitionierung der Indexmenge T, = {1,2}, T, = {3,4,5}, I3 = {6}
gefunden. Somit existiert neben den beiden exklusiven Teilmengen auch eine gemeinsame Teil-
menge C und es muss fiir drei Ziehungen (C € {I,, 1,, 15}) das Optimierungsproblem (4.51)
gelost werden. Optimierungsproblem (4.51) wird dabei unter Verwendung der in Bemerkung 4.28
diskutierten Modifikation gelost, sodass z. B. fiir C = I, die Gleichungsbeschrinkung

001 -1 0 0] -~ 0
M =
[0 01 0 -1 O} |:0]
herangezogen wird. Es zeigt sich, dass die Wahl von C = T, optimal im Sinne von (4.52) ist, was
schlieflich zu

0 1,0000 ] 0 0,3464 |
0 1,0000 0 0,6536
. 0.2934 0,7066 ~ % 0 0
M = ’ ’ = 4,
02934 07066 | "¢ N 0 0 (4.53)
0,2934 0,7066 0 0
| 1,0000 0 | 1,0000 0

~ ok <k T
fiihrt. Es ergeben sich E(JT,Reg(M*N* ,Xo, 1)) = 40996 als erwartete Kosten der Cluster-Syn-
chronisierung dieser Losung. Diese sind nur unwesentlich hoher als die Kosten der in (4.25)
gefundenen optimalen Cluster-Synchronisierung.
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5 Entwurf des Kommunikationsgraphen

In den letzten beiden Kapiteln wurden unter verschiedenen Perspektiven auf die Dynamik der
Agenten algebraische Beschrinkungen an den Entwurf des Kommunikationsgraphen im Sinne des
in Abb. 1.2 skizzierten Entwurfsschemas abgeleitet. Fiir die Stabilitéit des transienten Verhaltens
sowie die Optimalitit des stationdren Verhaltens des Systems wurden die Eigenwertpositionen und
Nullrdume der Laplacematrix spezifiziert. Alle Graphen, welche die gefundenen Beschrinkungen
erfiillen, fithren also zu stabilem transienten Verhalten bzw. optimalem stationdren Verhalten.

In diesem Kapitel wird nun darauf eingegangen, wie die gefundenen Beschriankungen beim Gra-
phenentwurf beriicksichtigt werden konnen. In Abschnitt 5.1 wird zunéchst eine Parametrierun-
gen der Laplacematrix vorgeschlagen, die sich fiir die Losung der betrachteten Probleme eignet.
In Abschnitt 5.2 wird dann die Platzierung der Eigenwerte der Laplacematrix von Graphen mit
beliebigen Kantengewichten betrachtet. Es wird gezeigt, dass fiir diesen Fall die Vorgabe eines
unter komplexer Konjugation invarianten Spektrums immer méglich ist. Als weitere Entwurfszie-
le werden die Einhaltung einer vorher festgelegten Struktur des Graphen (Abschnitt 5.2.2) sowie
die Minimierung der Sensitivitit der Eigenwerte gegeniiber Storungen der Kantengewichte (Ab-
schnitt 5.2.3) diskutiert. In Abschnitt 5.3 wird auf das Eigenwertvorgabeproblem noch einmal
gesondert fiir Graphen mit positiven Kantengewichten eingegangen. In diesem Fall kann fiir das
Problem im Allgemeinen keine geschlossene Losung angegeben werden. Es wird jedoch in Ab-
schnitt 5.3.2 auf einige Sonderfélle von Graphen mit wenigen Knoten eingegangen, fiir die eine
tiefere analytische Einsicht in das Problem moglich ist. Die Ergebnisse zur Eigenwertvorgabe der
Laplacematrix wurden teilweise bereits in [53] veroffentlicht.

Im Anschluss an die Betrachtung der Vorgabe der Eigenwerte der Laplacematrix wird in Ab-
schnitt 5.4 auch die Vorgabe der Nullrdume behandelt. In Abschnitt 5.4.1 wird gezeigt, dass die
Vorgabe des Linkseigenvektors zum Nulleigenwert fiir Graphen mit beliebigen Kantengewichten
immer auch zusitzlich zur Vorgabe der Eigenwerte moglich ist. Wihrend die Eigenwertvorgabe in
den Abschnitten 5.2 und 5.3 ausschlieBlich fiir zusammenhidngende Graphen diskutiert wird, wird
in Abschnitt 5.4.2 die Vorgabe von Rechts- und Linksnullrdumen fiir nicht zusammenhingende
Graphen diskutiert.

5.1 Parametrierungen der Laplacematrix

Die in den Kapiteln 3 und 4 formulierten Beschrinkungen an den Graphenentwurf beziehen sich
allesamt auf die Laplacematrix L,,. Diese wurde in (2.1) definiert. Fiir den Entwurf der Laplace-
matrix in diesem Kapitel wird jedoch nicht direkt die Definition aus (2.1) verwendet. Stattdessen
wird eine Darstellung vorgeschlagen, welche fiir einen parametrischen Entwurf geeignet ist.
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Die im Weiteren verwendete Parametrierung der Laplacematrix L,, basiert auf der Idee, diese
als gewichtete Summe mehrerer bekannter Laplacematrizen darzustellen (vgl. Bemerkung 2.1 fiir
die Rechtfertigung dieser Darstellung). Alle gewichteten Laplacematrizen L,, von Graphen mit N
Knoten lassen sich als gewichtete Summe von N -(N —1) (ungewichteten) Einzel-Laplacematrizen
L;,; darstellen, welche jeweils genau eine Kante im vollstidndig verbundenen Graphen représen-
tieren. Es gilt also

N N
Lw = Z wi,jLi,j (51)
i=1j=1
J#i
mit
Lij =eje; —eje/ (5.2)

und e;,e; € RY. Dabei beschreibt L; ; die Kante vom Knoten v; zum Knoten v;. Die Gewichte
w;,; sind direkt die Kantengewichte der entsprechenden Kante und w; ; = 0 impliziert, dass die
Kante vom Knoten v; zum Knoten v; nicht existiert. Die Kantengewichte werden im Weiteren in
dem Vektor

w=[w, ... wy] eRVND (5.3)

zusammengefasst, wobei w; = [w;; ... wii—1 Wii41 ... w;n]| alle Gewichte enthilt,
welche vom Knoten v; ausgehen. Mit dieser Schreibweise kann Gleichung (5.1) auch vektorisiert
dargestellt werden durch

vec (Ly) = [vec (L) ... vec(Lyn—1)]w. (5.4)

LERNZXN(N—1)

5.2 Vorgabe der Eigenwerte der Laplacematrix fiir Graphen mit
beliebigen Kantengewichten

In diesem Abschnitt wird die Vorgabe der Eigenwerte der Laplacematrix fiir Graphen mit belie-
bigen Kantengewichten betrachtet. Dazu wird zunéchst in Abschnitt 5.2.1 die Problemstellung
konkretisiert und die Losbarkeit im allgemeinen Fall aufgezeigt. In den nachfolgenden Abschnit-
te wird dann auf die Optimierung der Kantengewichte zum Erreichen sekundédrer Entwurfsziele
eingegangen.

5.2.1 Problemformulierung und Parametrierung der Lésung

Wie bei der Definition der Laplacematrix durch (2.1) in Abschnitt 2.1 bereits angemerkt, liegt
mindestens ein Eigenwert der Laplacematrix strukturbedingt immer in Null. Dieser Eigenwert
kann durch Wahl der Kantengewichte nicht beeinflusst werden, sodass nur die N — 1 verblei-
benden Eigenwerte vorgegeben werden konnen. Daher wird in diesem Abschnitt die folgende
Problemstellung betrachtet.
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Problem 5.1. Sei eine Multimenge {A,, ..., AN} gegeben, welche invariant unter komplexer Kon-
jugation ist. Finde Kantengewichte w;; € R zusammengefasst in w € RY N=1) wie in (5.3),
sodass

Spec (LU)) = {07 )\'27 RN )\'N}

fiir die resultierende Laplacematrix Ly, nach (5.1) gilt.

Statt den strukturbedingten Nulleigenwert zu beriicksichtigen und spec(Ly) = {0,A,, ..., AN}
zu fordern, kann auch direkt

spec( ) {Aa, ... AN} (5.5)

gefordert werden, wobei
L,=V'L,V (5.6)

die in (2.2) eingefiihrte reduzierte Laplacematrix ist mit V, sodass ILV =0und V'V = Iy_,.
Die Parametrierung (5.1) kann dementsprechend auch fiir die reduzierte Laplacematrix L,, ange-
passt werden zu

N N

T3 o
i=1 =1
Jj#i

mit
Li;=V'L;,V. (5.8)

Um Problem 5.1 zu 18sen, miissen also Kantengewichte w; ; € R gefunden werden, sodass L.,
in (5.7) das gewiinschte Spektrum aufweist. Statt dieses Problem direkt zu 16sen, wird der Idee
von Chu und Guo in [31] gefolgt und eine Ahnlichkeitstransformation von L., zu einer Matrix
A € RN=IXN-1 gequcht, fiir die

spec (A) = {Aa,..., AN} (5.9)
gilt. Diese Idee zur Losung von Problem 5.1 wird im folgenden Lemma zusammengefasst.

Lemma 5.2. Sei eine Multimenge {A,, ..., AN} gegeben, welche invariant unter komplexer Kon-
jugation ist. Sei auferdem eine Matrix A € RN =N~ gegeben, fiir die spec(A) = {As, ..., An}
gilt. Problem 5.1 ist losbar, wenn Kantengewichte w; ; € R zusammengefasst in w € RNWV-1
wie in (5.3) und eine reguliire Matrix R € RN =1*N=1 oxistieren, sodass

L, = RAR™! (5.10)

fiir die reduzierte Laplacematrix Ly, in (5.7) gilt. Wenn alle Elemente von {0, A,, ..., Ay} paar-
weise verschieden sind, dann ist Bedingung (5.10) ebenfalls notwendig zur Losung von Pro-
blem 5.1.

Beweis. Mit der vorangegangen Diskussion ist direkt klar, dass die Existenz von w und R hinrei-
chend fiir die Losbarkeit von Problem 5.1 ist, da dann (5.5) gilt. Durch die Vorgabe von A wird
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jedoch auch die Jordannormalform von L,, vorgegeben, d. h., es werden die geometrischen Viel-
fachheiten der Eigenwerte spezifiziert, welche in der Formulierung von Problem 5.1 noch offen
gelassen wurden. Die Vorgabe paarweise verschiedener Eigenwerte spezifiziert jedoch direkt auch
die geometrische Vielfachheit, sodass in diesem Fall die Notwendigkeit von Bedingung (5.10) zur
Ldsung von Problem 5.1 folgt. U

Lemma 5.2 wird im Weiteren als Hauptwerkzeug genutzt, um Problem 5.1 zu 16sen. Dazu wird
im Folgenden die Gleichung (5.10) vektorisiert und L,, direkt durch (5.7) ersetzt. Analog zu (5.4)
ergibt sich dadurch

vec (RAR_I) = [vec (fl,z) ... Vec (EN,N_I)] w. (5.11)

yd

Dabei sind die Spalten von £ gemi dem nach (5.3) sortierten Auftreten der entsprechenden
Kantengewichte in w angeordnet. Die Matrix £ in (5.11) hat die folgenden vorteilhaften Eigen-
schaften, welche in Abschnitt B.5.1 bewiesen werden.

Lemma 5.3. Die in (5.11) definierte Matrix £ € RNV *NWN=1 pat vollen Zeilenrang und die
Spalten der Matrix ZJ' = V ® 1x_; sind eine Basis fiir den Rechtsnullraum von L, wobei V €
RN*N=1 die in (5.6) zur Definition der reduzierten Laplacematrix verwendete Matrix darstellt.

Aus diesem Lemma ldsst sich direkt das erste zentrale Ergebnis dieses Abschnitts ableiten, wel-
ches im folgenden Satz prisentiert wird.

Satz 5.4. Problem 5.1 ist immer losbar.

Beweis. Da £ nach Lemma 5.3 vollen Rang hat, existiert fiir jede regulire Matrix R und fiir jede
Wahl von A immer eine Losung w von (5.11). Wird A so gewihlt, dass (5.9) gilt, so sind die
Bedingungen in Lemma 5.2 immer erfiillbar, wodurch die Losbarkeit von Problem 5.1 folgt. [

Bemerkung 5.5. Nach Satz 5.4 ist Problem 5.1 immer losbar. Dazu wurde im Beweis die Formulie-
rung von Lemma 5.2 genutzt. Interessanterweise konnen die Kantengewichte w fiir jede reguldire
Matrix R und fiir jede Wahl von A explizit angegeben werden zu

w =L vec (RAR‘I) L (V®1y_1)p, (5.12)

wobei L die Pseudoinverse von L darstellt und (V®1y-_1) nach Lemma 5.3 den Rechtsnullraum
von L aufspannt. Der Vektor p € RN™! parametriert die Freiheitsgrade zur Losung von (5.11).
Dies zeigt, dass die Losung von Problem 5.1 niemals eindeutig ist.

Bemerkung 5.6. In Lemma 5.3 wurde gezeigt, dass der Nullraum von L durch (V @ 1x_1) auf-
gespannt wird, wenn V. € RN*N=1 die in (5.6) zur Definition der reduzierten Laplacematrix
verwendete Matrix darstellt. Der in Abschnitt B.5.1 dazu angegebene Beweis verwendet jedoch
nur, dass V vollen Spaltenrang hat und ILV = 0 gilt (vgl. Gleichung (B.17)). Der Nullraum
von L wird daher ebenso von (V' ® 1x_;) aufgespannt, wenn V' € RVN*N=1 yollen Spaltenrang
hat und ILV/ = 0 gilt. Mit der Wahl von V wie in (5.6) vereinfachen sich jedoch manche der
folgenden Betrachtungen, weshalb diese Wahl in Lemma 5.3 direkt verwendet wurde.
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Bemerkung 5.7. Die beiden Matrizen R, A € RN=N=1 welche in Lemma 5.2 eingefiihrt wur-
den, um das Eigenwertvorgabeproblem zu einer algebraischen Bedingung umzuformen, spielen im
weiteren Verlauf dieses Kapitels eine wichtige Rolle. Da insbesondere R als Optimierungsvariable
in verschiedenen Optimierungsproblemen verwendet wird, ist die Beschrinkung auf reelle Matri-
zen wesentlich. Die Matrix A muss ebenso reell gewdihlt werden und soll das vorgegebene Spek-
trum enthalten. Dabei kann A einfach als Blockdiagonalmatrix gewdihlt werden, wobei jeder Block
einen vorzugebenden Eigenwert reprdsentiert. Fiir reelle Eigenwerte ). € R kann A direkt als ska-
larer Block beriicksichtigt werden. Fiir konjugiert-komplexe Eigenwertpaare A = 0 + jo € C

o

Beispiel 5.8. Als Beispiel wird in diesem Abschnitt immer wieder der Entwurf von Graphen be-
trachtet, sodass die Eigenwerte der reduzierten Laplacematrix allesamt bei . = 0,381 £ ;0,925

kann stattdessen

als Block gewdihlt werden.!

liegen, wobei dies dem Mittelpunkt des maximalen Kreises innerhalb der Synchronisierungsmenge
in Beispiel 3.32 entspricht. Es wird ein Graph mit N = 5 Knoten entworfen. Fiir die Wahl von A
gemdf3 Bemerkung 5.7 und R = In_, ergibt sich

[ 0,3048 —0,4899 10,3375 —0,4899 0,3375 |
0,3375 0,3047 —0,7455 —0,0762 0,1795

L, = | —0,4899 0,5931 0,3049 —0,3319 —0,0762
0,3375 —0,0762 0,1795  0,3047 —0,7455

| —0,4899 —0,3319 —0,0762 0,5931  0,3049 |

als Losung, welche mithilfe der Pseudoinversen L wie in (5.12) fiir p = 0 gewonnen wird.

5.2.2 Vorgabe der Struktur des Graphen

In Bemerkung 5.5 wurde bereits herausgearbeitet, dass die Losung von Problem 5.1 nach Satz 5.4
immer existiert, jedoch niemals eindeutig ist. Fiir den Entwurf eines Graphen wirft dies die Frage
auf, welche Losung ausgewdhlt werden soll. In diesem und dem nachfolgenden Abschnitt werden
daher Moglichkeiten diskutiert, wie die zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade bei der Wahl der
Kantengewichte genutzt werden kdnnen.

Ein hiufiges Ziel ist es, nur bestimmte Kanten zum Graphenentwurf zu verwenden, d. h. die Struk-
tur des Graphen a priori festzulegen. So ist es beispielsweise denkbar, dass gewisse Kommuni-
kationskanile beim Entwurf eines Multi-Agenten-Systems vermieden werden sollen. Fiir den in
diesem Abschnitt vorgestellten Entwurf der Laplacematrix bedeutet dies, dass einige Elemente
in dem Kantengewichtsvektor w nicht zum Entwurf zur Verfiigung stehen bzw. zu Null gewihlt
werden miissen.

I Diese Wahl entspricht dem in Abschnitt A.5 beschriebenen Isomorphismus von Ay = ¢ + jo.
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Nach Lemma 5.2 wird Problem 5.1 gel6st, wenn Gleichung (5.11) erfiillt ist. Soll die Struktur des
Graphen a priori vorgegeben werden, so kann auf die modifizierte Gleichung

vec (RAR_1> — Caw (5.13)

zuriickgegriffen werden. Dabei fasst w alle Elemente des Kantengewichtsvektors w zusammen,
die zum Entwurf verwendet werden diirfen. Die Matrix Ly setzt sich dann aus den Spalten von £
in (5.11) zusammen, die zu den entsprechenden in W enthaltenen Elementen von w gehoren.

Die in Lemma 5.3 benannte vorteilhafte Eigenschaft, dass L vollen Zeilenrang hat, ist fiir die
Matrix Ly in (5.13) im Allgemeinen nicht mehr erfiillt. Daher stellt die Vorgabe der Struktur des
Graphen eine Einschrinkung dar. Hat die Matrix Ly Rangabfall, d.h., gilt mg = (N — 1) —
rang(zvp) > (0, so ist Gleichung (5.13) und somit Problem 5.1 unter Umsténden nicht mehr 16sbar.

Die Losbarkeit von Gleichung (5.13) hédngt dabei auch von der Wahl der reguldren Matrix R ab.
Fiir eine gegebene Matrix R ist Gleichung (5.13) genau dann 16sbar (vgl. [11, Fakt 2.10.6]), wenn

= Tvec (RAR—I) = (5.14)

gilt, wobei E € RW—=D*xm5 eine Basis fiir den Linksnullraum von L, darstellt, d.h., E hat
vollen Spaltenrang und es gilt E;V'—ZW = 0. Die Erfiillung der nichtlinearen Gleichung (5.14)
garantiert also, dass eine Losung von Problem 5.1 fiir eine vorgegebene Graphenstruktur existiert.

Beispiel 5.9. An dieser Stelle wird als Beispiel erneut ein Graph mit dem Ziel entworfen, die
Eigenwerte der Laplacematrix wie in Beispiel 5.8 zu platzieren. Fiir den Entwurf wird die in
Abb. 5.1 gezeigte Graphenstruktur vorgegeben. Die Losung von Gleichung (5.14) wurde mithilfe
des in der Funktion fsolve der Matlab Optimization Toolbox [91] implementierten Levenberg-
Marquardt-Algorithmus gesucht. Es wurde die Laplacematrix

[ —0,2213  —7,1930 0 7,4143 0
6,0070  —6,0070 0 0 0
L, = 5,2585  —=5,7087 0,4141 0 0,0361
0 —6,9902 0 6,9902 0
| —130,3464 0 —23,7329 153,7314 0,3479 |

gefunden, welche die vorgegebene Struktur und das spezifizierte Spektrum aufweist.

5.2.3 Minimierung der Eigenwertsensitivitat

In Abschnitt 3.1 und insbesondere in Abschnitt 3.1.4 wurde die Bedeutung der Lage der Eigen-
werte der Laplacematrix fiir die Stabilitdt der Synchronisierung eines Multi-Agenten-Systems aus-
fithrlich diskutiert. Fiir einen (dynamischen) Synchronisierungsregler mit den im Tupel ® wie in
(3.1) zusammengefassten Reglermatrizen wurde durch Satz 3.25 eine Beschreibung der Synchro-
nisierungsmenge S(O®) C C angegeben, in der alle Nichtnulleigenwerte der Laplacematrix fiir
eine erfolgreiche Synchronisierung liegen miissen.
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o 3

(+) ;

Abbildung 5.1: Vorgegebene Struktur fiir den Graphenentwurf in den Beispielen 5.9 und 5.11.

Bisher wurde in diesem Abschnitt diskutiert, wie ein Graph mit vorher spezifiziertem Spektrum
der Laplacematrix L,, bzw. der reduzierten Laplacematrix L,, entworfen werden kann. Werden
die Eigenwerte der reduzierten Laplacematrix L, ausschlieBlich innerhalb der Synchronisierungs-
menge S(®) gewibhlt, so fiihrt dieser Graph gemeinsam mit dem Synchronisierungsregler @ zur
Synchronisierung des Multi-Agenten-Systems. Liegen die Eigenwerte der reduzierten Laplace-
matrix L,, jedoch auBerhalb von S(®), so scheitert die Synchronisierung.

Die Einfithrung der Synchronisierungsmenge S(©®) wurde in Abschnitt 3.1.4 auch damit moti-
viert, dass die Lage der Eigenwerte der Laplacematrix L,, durch Variation der Kantengewichte
gestort wird. Die Synchronisierungsmenge S(®) beschreibt somit auch, wie stark diese Storung
der Eigenwerte ausfallen darf, ohne dass die Synchronisierung scheitert. Durch den Entwurf von
Synchronisierungsreglern mit maximalem Synchronisierungsradius in Abschnitt 3.1.5 wurde in
diesem Sinne bereits die Robustheit der Synchronisierung erhoht, indem die Synchronisierungs-
menge vergroert wurde. In diesem Abschnitt wird ergédnzend dazu ein Graphenentwurf ange-
strebt, welcher die Sensitivitit der Eigenwerte von L,, gegeniiber Storungen der Kantengewichte
minimiert, wodurch die Robustheit der Synchronisierung weiter erhoht wird.

Bei Verwendung des in den letzten Abschnitten vorgestellten Entwurfsschemas wird die reduzierte
Laplacematrix L,, nach (5.10) durch

L, = RAR™! (5.15)

beschrieben, wobei durch die Wahl der reguldren Matrix R Freiheitsgrade im Entwurf gegeben
sind, welche genutzt werden konnen, um die Sensitivitit der Eigenwerte von L,, gegeniiber St-
rungen der Kantengewichte zu minimieren. Fiir die Matrix A, welche das Spektrum der reduzier-
ten Laplacematrix L,, spezifiziert, wird in diesem Abschnitt folgende Annahme getroffen:

Annahme 5.10. Die Matrix A~ "N~ mit spec(A) = {Aa, ..., AN} ist diagonalisierbar und T a
ist Rechtseigenvektormatrix von A, d. h., es gilt TXIATA = diag(Az, ..., AN).

Unter dieser Annahme gilt
T,'R7'L,RT, = diag(A,,...,An).

Somit ist RT 4 Rechtseigenvektormatrix der reduzierten Laplacematrix L.
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Um eine niedrige Sensitivitit der Eigenwerte zu erreichen, wird in der regelungstechnischen Li-
teratur meist die Konditionszahl der Eigenvektormatrix minimiert (vgl. [60, 24, 144, 141]). Die
Wahl der Konditionszahl als Minimierungsziel basiert auf dem Bauer-Fike-Theorem (vgl. [55,
Theorem 6.3.2]). Fiir den hier betrachteten Fall besagt das Bauer-Fike-Theorem, dass fiir alle Ei-
genwerte A’ der gestorten reduzierten Laplacematrix (L, + A) die Beziehung

min =] = [TVRART | < [RTa - J®T0 ™ A1

Kk(RTQ)

gilt, wobei k (RT, ) die Konditionszahl der Rechtseigenvektormatrix RT beziiglich der gewihl-
ten submultiplikativen Norm darstellt. Das Bauer-Fike-Theorem beschreibt also eine obere Gren-
ze fiir die Veridnderungen der Eigenwerte einer diagonalisierbaren Matrix bei Storung durch die
Matrix A. Wird die Konditionszahl der Rechtseigenvektormatrix zur Abschitzung dieser oberen
Schranke verwendet, so wird die Struktur der Stormatrix A vernachldssigt. Fiir die Storung der
reduzierten Laplacematrix L,, durch Verinderungen der Kantengewichte w ist die Struktur der
Storung jedoch bekannt. Mit der Darstellung (5.7) fiir die reduzierte Laplacematrix L,, gilt

N N
A= AEw = Z Z Aw,-,jf,-,j,
i=1j=1
J#i
wobei Aw; ; die Storung des Kantengewichts w; ; darstellt. Mithilfe der Dreiecksungleichung
lasst sich daher

min [}~ 2| < |T{'R™"ART,
XESpec(Ew)

F

als Abschitzung fiir die Eigenwertstreuung angeben. Dabei wurde die Frobenius-Norm als sub-
multiplikative Norm gewihlt. Im Weiteren wird die vektorisierte Schreibweise

N(N=1)
in V-l < H TIRT®T:'R').C H el A 5.16
mn Bas 3[R TR Zaf fefan] 610

mit ¢z € RYW=1 verwendet. Der Vektor der Storungen der Kantengewichte Aw ist analog zum
Kantengewichtsvektor w in (5.3) aufgebaut. Die Abschitzung (5.16) dient im Folgenden dazu, die
Kantengewichte zu optimieren, um eine moglichst geringe Streuung der Eigenwerte bei Stérung
der Kantengewichte zu erhalten. Dazu wird zunichst das Optimierungsproblem

N(N-1)
. TRT -1p-1) .7,
min Z_: H (TIRT @ T2'R™") - Ze Hz (5.17)
betrachtet. Es wird also die durch (5.16) gegebene Schranke fiir die Eigenwertstreuung mini-
miert unter der Voraussetzung, dass alle Kantengewichte betragsméfig gleichméfig gestort wer-
den, d.h., dass |[Aw; ;| = Aw fiir alle i, j gilt. Bemerkenswert an diesem Optimierungsziel ist,
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dass die Minimierung der Eigenwertsensitivitdat gemif (5.17) nur von der Matrix R abhiéngig ist.
Somit ist die Minimierung unabhingig von der konkreten Wahl der Kantengewichte w, solange
diese (5.11) erfiillt. Daraus folgt, dass einfach die im vorigen Abschnitt hergeleitete Gleichung
(5.13) als Nebenbedingung in der Optimierung hinzugenommen werden kann, wenn Graphen mit
einer a priori festgelegten Struktur entworfen werden sollen. In diesem Fall sollten zusitzlich die
Summenterme im Giitemal} von (5.17) verworfen werden, die zu Kanten gehoren, welche nicht
verwendet werden diirfen.

Da die Abschitzung der Eigenwertstreuung durch (5.16) fiir beliebig kleine Storungen der Kan-
tengewichte Aw gilt, wird durch Optimierungsproblem (5.17) tatsdchlich die Eigenwertsensitivi-
tat minimiert, d. h. die Reaktion der Eigenwerte auf kleinste Verdnderung der Kantengewichte. Im
Kontext der Synchronisierung von Multi-Agenten-Systemen konnen solche geringen Schwankun-
gen der Kantengewichte beispielsweise durch Implementierungsungenauigkeiten der Regler der
einzelnen Agenten hervorgerufen werden. Dahingegen stellt der Ausfall einer Kommunikations-
verbindung eine gravierendere Storung dar. Dies entspricht dem Wegfall einer Kante im Kommu-
nikationsgraph. Ein solcher Wegfall einer Kante wird durch Wahl des Vektors der Storungen der
Kantengewichte Aw zu
AW =—e, O W

abgebildet, wodurch der gestorte Kantengewichtsvektor (w + Aw) an der entsprechenden Stelle
einen Nulleintrag erhilt. Dabei stellt © das Hadamard-Produkt, d. h. die elementweise Multiplika-
tion, dar. Durch diese Wahl kann (5.16) dazu verwendet werden, die Streuung der Eigenwerte bei
Wegfall einer Kante abzuschitzen. Mit diesen Voriiberlegungen wird das Optimierungsproblem

min § (5.18a)
R,w,8
u.B.v. H (TIRT ® Tle—l) - Ley H2 lefw| <8, k=1,....N(N —1) (5.18b)

vec (RAR—I) —Tw (5.18¢)

formuliert. Durch dieses Minimierungsproblem werden die Kantengewichte so optimiert, dass
die durch (5.16) gegebene obere Grenze der Eigenwertstreuung fiir den Wegfall einer Kante im
Worst-Case minimiert wird.

Beispiel 5.11. An dieser Stelle wird ein Graph mit derselben Struktur und demselben Spektrum
wie in Beispiel 5.9 entworfen. Allerdings wird der Entwurf diesmal durch Losen von Optimie-
rungsproblem (5.17) unter zusdtzlicher Beriicksichtigung von (5.14) als Nebenbedingung zur Vor-
gabe der Struktur durchgefiihrt. Als Ergebnis wird die Laplacematrix

[0,9701 —2,0215 0 1,0514 0

0,9146 —0,9146 0 0 0

L, =1]0,7188 —1,4498 0,2016 0 0,5294
0 —0,7065 0 0,7065 0

| 0,7279 0 —1,6771 0,3887 10,5605 |

erhalten. Um den Vorteil der Minimierung der Eigenwertsensitivitdt zu verdeutlichen, wird die
so entworfene Laplacematrix mit der Laplacematrix aus Beispiel 5.9 verglichen. Dazu wurden in
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Im (A)

Re (1)

Abbildung 5.2: Monte-Carlo-Simulation der Eigenwertstreuung durch Stérung der Kantengewich-
te der Laplacematrizen aus Beispiel 5.9 (*) und Beispiel 5.11 (+). Maximaler Kreis innerhalb der
Synchronisierungsmenge aus Beispiel 3.32 (—).

einer Monte-Carlo-Simulation in 1000 Versuchen die Kantengewichte gestort, wobei die additi-
ve Storung der Kantengewichte unabhdingig normalverteilt mit einer Varianz von Var(Awy ) =
0,0025 simuliert wurde. In Abb. 5.2 sind die Eigenwerte der gestorten Laplacematrizen aufgetra-
gen. Dabei ist zu erkennen, dass die Streuung der Eigenwerte der Laplacematrix mit minimierter
Eigenwertsensitivitdt erheblich geringer ausfdllt. Es ist auf3erdem der maximale Kreis innerhalb
der Synchronisierungsmenge aus Beispiel 3.32 eingezeichnet. Die gestorten Eigenwerte der La-
placematrix mit minimierter Eigenwertsensitivitdit verbleiben allesamt innerhalb dieses Kreises,
sodass trotz Storung der Kantengewichte bei Wahl dieser Laplacematrix weiterhin Synchroni-
sierung erreicht wird. Dahingegen liegen die gestorten Eigenwerte der Laplacematrix aus Bei-
spiel 5.9 teilweise weit auflerhalb des eingezeichneten Kreises und sogar auf der reellen Achse. In
diesem Fall wiirden die Eigenwerte somit auferhalb der Synchronisierungsmenge liegen und zum
Scheitern der Synchronisierung fiihren.

Beispiel 5.12. Zusdtzlich zur in Beispiel 5.11 betrachteten Storung der Kantengewichte soll nun
noch das Verhalten der Eigenwerte bei Wegfall einer Kante untersucht werden. Dazu wird erneut
ein Graph mit denselben Eigenwerten wie in Beispiel 5.8 entworfen. Diesmal wird der Entwurf
durch Losen von Optimierungsproblem (5.18) durchgefiihrt. Es resultiert die Laplacematrix

[ 0,3756 —0,6301 0,2650 —0,5393 0,5288 |
0,1469  0,0430 —0,4837 0,1469  0,1469
L, = | —0,3268 0,6268 0,3536 —0,3268 —0,3268
0,5288 —0,6301 02650 0,3756 —0,5393
| —0,5393 —0.6301 02650  0,5288  0,3756
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Abbildung 5.3: Eigenwertstreuung bei Wegfall von Kanten der Laplacematrix aus Beispiel 5.12
(*) und bei Vorgabe aller Eigenwerte zu A = 0,36 &+ j0,96 (+). In grau hinterlegt ist die Synchro-
nisierungsmenge aus Beispiel 3.32 zu sehen, welche von den entsprechenden Nyquist-Kurven
begrenzt wird.

Als minimaler Giitewert von Optimierungsproblem (5.18) wird 6* = 0,718 erreicht. Im Sinne von
(5.16) stellt 6* eine obere Grenze fiir den Streuradius der Eigenwerte bei Wegfall einer Kante dar.
Der tatsdchliche Streuradius der Eigenwerte bei Wegfall einer Kante kann fiir diesen Graphen zu
Admax = 0,4352 berechnet werden. Beide Radien sind grofler als der Synchronisierungsradius
Fmax = 0,3763 des maximalen Kreises in der Synchronisierungsmenge aus Beispiel 3.32, zu des-
sen Mittelpunkt A = 0,381 £ j 0,925 alle Eigenwerte der ungestorten reduzierten Laplacematrix
vorgegeben wurden. Dass gestorte Eigenwerte auflerhalb dieses Kreises liegen, muss jedoch noch
nicht bedeuten, dass diese auch auflerhalb der Synchronisierungsmenge liegen. In diesem Beispiel
tritt jedoch bei Wegfall der Kante von Knoten v, zu Knoten vs tatsdchlich der Fall auf, dass ein
konjugiert-komplexes Eigenwertpaar knapp auf3erhalb der Synchronisierungsmenge liegt (vgl. (*)
in Abb. 5.3), wodurch bei Wegfall dieser Kante die Synchronisierung scheitern wiirde. Wird dersel-
be Entwurf mit der Vorgabe aller Eigenwerte der reduzierten Laplacematrix bei A = 0,36 +£j0,96
durchgefiihrt, so wird erreicht, dass alle Eigenwerte innerhalb der Synchronisierungsmenge lie-
gen, egal welche Kante wegfdllt (vgl. (+) in Abb. 5.3). Dies offenbart eine Schwdiche des Eigen-
wertvorgabeentwurfs: Die Wahl der richtigen Eigenwerte kann entscheidend zum Erreichen des
iiberlagerten Entwurfsziels sein. Eine vielversprechende Alternative zur Eigenwertvorgabe ist da-
her die Eigenwertbereichsvorgabe (vgl. [64, 140, 154]), bei der die konkrete Wahl der Eigenwerte
ebenfalls der Optimierung zur Verfiigung steht.
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5.3 Vorgabe der Eigenwerte der Laplacematrix fiir Graphen mit
positiven Kantengewichten

In der gesamten vorliegenden Arbeit werden fiir gewichtete Graphen sowohl positive als auch ne-
gative Kantengewichte zugelassen. In Kapitel 2 wurde bereits ersichtlich, dass viele Ergebnisse in
der Literatur lediglich fiir Graphen mit positiven Kantengewichten giiltig sind. Dies liegt daran,
dass gewichtete Graphen oft fiir ausschlieBlich positive Kantengewichte definiert werden (vgl. [1,
96]). Daher wird in diesem Abschnitt der Fall von Graphen mit positiven Kantengewichten noch
einmal gesondert betrachtet. Dazu wird in Abschnitt 5.3.1 zunéchst die Problemstellung formu-
liert und die Losbarkeit diskutiert. AnschlieBend werden in Abschnitt 5.3.2 einige Sonderfille fiir
kleine Graphen behandelt, fiir die eine tiefere Einsicht in die Losung des Problems moglich ist.

5.3.1 Problemformulierung

In diesem Abschnitt wird die folgende Problemstellung diskutiert.

Problem 5.13. Sei eine Multimenge {X,, ..., AN} gegeben, welche invariant unter komplexer Kon-
jugation ist. Finde Kantengewichte w; ; € R zusammengefasst in w € RN =1 wie in (5.3), fiir
diew > 0 und

spec (Ly) ={0,A2,..., AN}

fiir die resultierende Laplacematrix Ly, nach (5.1) gilt.

Fiir beliebige Kantengewichte wurde in Satz 5.4 gezeigt, dass das Problem der Eigenwertvorgabe
fiir die Laplacematrix immer 16sbar ist. Diese Aussage verliert unter der zusétzlichen Einschrén-
kung w > 0 ihre Giiltigkeit. Dies wird ersichtlich durch folgendes Lemma, welches in [1] unter
Verwendung eines Resultats aus [32] gezeigt wurde und mit entsprechenden Resultaten zu sto-
chastischen Matrizen iibereinstimmt (vgl. [59], [31]).

Lemma 5.14 ([11). Fiir das Spektrum einer Laplacematrix L,, € RN nach (5.1) mit w > 0
gilt
spec (Ly) S D(N), (5.19)

wobei
D(N)={reClarg(A) € [-(w/2—n/N), (/2 —7/N)]}. (5.20)

Lemma 5.14 gibt eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von Problem 5.13 an. Dies be-
deutet, dass Problem 5.13 nicht 16sbar ist, wenn Eigenwerte auerhalb der durch (5.20) definierten
Menge D(N ) vorgegeben werden sollen. Die Frage nach der Losbarkeit von Problem 5.13 fiir

R2,...,An} S D(N) (5.21)

lasst sich hingegen nicht ohne Weiteres beantworten. Eigenwertvorgaben, fiir die (5.21) gilt, kon-
nen aber als valide Kandidaten fiir die Losung von Problem 5.13 angesehen werden. Die Validitit
eines Kandidaten 16st nicht das Problem, stellt aber trotzdem eine niitzliche Information dar [30].
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Die Suche nach einer Lésung von Problem 5.13 kann mit derselben Idee wie in Abschnitt 5.2.1
unter Verwendung von Lemma 5.2 verfolgt werden. Es kann also eine Matrix A, welche das
vorzugebende Spektrum enthélt, gewahlt werden und dann nach einer reguldren Matrix R und
nichtnegativen Kantengewichten w > 0 gesucht werden, sodass (5.10) bzw. (5.11) erfiillt ist. Die
Einschrinkung auf nichtnegative Kantengewichte erschwert die Suche, es konnen jedoch Ver-
fahren zur beschrinkten Optimierung zur Losung verwendet werden. Um die Anzahl der Opti-
mierungsvariablen klein zu halten, kann aulerdem von der in Bemerkung 5.5 angegebenen, von
R abhingigen expliziten Parametrierung (5.12) des Kantengewichtsvektors w Gebrauch gemacht
werden. Dies wird im folgenden Lemma formal zusammengefasst und dient spiter zur Herleitung
einer Losung fiir Graphen mit N = 3 Knoten.

Lemma 5.15. Sei eine Multimenge {A,, ..., AN} gegeben, welche invariant unter komplexer Kon-
jugation ist. Sei auflerdem eine Matrix A € RN~N=1 gegeben, fiir die spec(A) = {Ay, ..., An}
gilt. Problem 5.13 ist losbar, wenn eine reguliire Matrix R € RN"VN=1 ynd & € RN existieren,
sodass

L vec (RAR‘I) LIy ®1y_1)E >0 (5.22)
1y <0 (5.22b)
gilt. Wenn alle Elemente von {0, A,, ..., AN} paarweise verschieden sind, dann ist die Erfiillung

der Ungleichungen (5.22) ebenfalls notwendig zur Losung von Problem 5.13.

Seien £* und R*, sodass die Ungleichungen (5.22) erfiillt sind, dann wird Problem 5.13 gelist
durch Wahl von w nach (5.12) mit R = R* und p = VTS*.

Beweis. Wie im Vorfeld des Lemmas diskutiert, folgt aus denselben Argumenten wie im Beweis
von Lemma 5.2, dass es hinreichend (und im Fall einfacher Eigenwerte auch notwendig) zur
Losung von Problem 5.13 ist, wenn eine regulire Matrix R € RN 1V —1
tengewichte w > 0 existieren, sodass (5.10) bzw. (5.11) gilt. Nach Bemerkung 5.5 kann w fiir alle
R explizit parametriert werden durch (5.12) mit den Freiheitsgraden p € RV~!. Die Existenz von
R und w > 0, sodass (5.10) gilt, ist also dquivalent zur Existenz von R, p und § < 0, sodass

und nichtnegative Kan-

L vec (RAR_1> +(VRIy_))p+6- Ay ®@1n-_1) > 0.

Werden § und p durch

ersetzt, so ergibt sich direkt Ungleichung (5.22a). Die Matrix T stimmt mit der Transformations-
matrix iiberein, die zur Bestimmung der reduzierten Laplacematrix in (2.3) verwendet wurde. Die

inverse Transformation ist durch
8 L1l
- [V
P A\
-

gegeben, wodurch § = %1 ~& und die Ungleichung (5.22b) folgt, da § < 0 gefordert wurde.
Zudem wird durch die Riicktransformation die Wahl von p = VT‘g' offensichtlich. 0
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Bemerkung 5.16. Soll beim Entwurf von Graphen mit positiven Kantengewichten wie in Ab-
schnitt 5.2.2 die Struktur des Graphen teilweise vorgegeben werden, so ist es nicht sinnvoll, Glei-
chung (5.14) als Beschrdnkung in die Suche nach einer giiltigen Losung von (5.22) mit aufzu-
nehmen, da durch die Erfiillung von Gleichung (5.14) nur garantiert wird, dass die Struktur bei
Verwendung beliebiger (ggf. auch negativer) Kantengewichte eingehalten werden kann. Stattdes-
sen kann im Fall positiver Kantengewichte einfach

fT'w=0

als Beschrinkung hinzugenommen werden. Uber den Vektor £ > 0 kann dann erzwungen werden,
dass alle Elemente inw > 0 zu Null werden, die zu Kanten gehoren, welche im Entwurf vermieden
werden sollen. Dazu miissen einfach die entsprechenden Elemente in f ungleich Null gewdhlt
werden und alle anderen Elemente in f zu Null gewdhlt werden. Da w > 0 folgt dann wy = 0
fiir alle k € {1,..., N(N — 1)}, fiir die f > 0. Wird die Formulierung (5.22) in Lemma 5.15
verwendet, um eine Losung zu finden, so kann entsprechend mit (5.12) und p = V' &

£ (" vee (RAR™!) + (VW @ 1y-1)§) = 0

w

als zusdtzliche Gleichungsbeschrinkung hinzugenommen werden.

5.3.2 Sonderfélle: Kleine Graphen

Ist die Anzahl N der Knoten des Graphen klein, so kann Problem 5.13 teilweise sogar explizit
gelost werden oder es konnen zumindest tiefere Einblicke in die Losbarkeit gewonnen werden. In
diesem Abschnitt werden daher Graphen mit zwei, drei und vier Knoten genauer betrachtet. Fiir
den Fall N = 2 ldsst sich dabei sehr einfach eine explizite Losung von Problem 5.13 angeben.
Fir N = 3 ist dies nicht mehr so einfach moglich. Trotzdem konnen konvexe Ungleichungen
formuliert werden, deren Losbarkeit dquivalent zur Losbarkeit von Problem 5.13 sind und es kann
mithilfe der Losung dieser konvexen Ungleichungen ebenfalls eine explizite Losung von Pro-
blem 5.13 angegeben werden. Zum Abschluss dieses Abschnitt wird am Fall N = 4 die bereits
im Zusammenhang mit Lemma 5.14 diskutierte Frage nach der Menge aller Eigenwertvorgaben,
fiir die Problem 5.13 16sbar ist, noch einmal nidher betrachtet.

Fall N =2

Der Fall N = 2 lisst sich einfach analytisch 16sen, was in folgendem Satz zusammengefasst ist.

Satz 5.17 (N = 2). Sei 0 < A, € R. Dann wird Problem 5.13 durch

(L)

mit p € [—1, 1] gelost.
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Beweis. Im Fall N = 2 ist Gleichung (5.11) durch A, = w; » + w»,; gegeben. Dies fiihrt direkt
auf (5.23) fiir den Vektor der Kantengewichte w' = [w1 2, w,,;] und die zusitzliche Beschrén-
kung w > 0. [

Fal N =3

Es wird der Fall N = 3 mit konjugiert-komplexen Eigenwerten A, 3 betrachtet. Fiir diesen Fall
kann die Losung von Problem 5.13 iiber eine konvexe Menge parametriert werden. Auflerdem
lasst sich eine explizite Formel zur Wahl der Kantengewichte herleiten.

Satz 5.18 (N = 3, konjugiert-komplexe Eigenwerte). Seien A3 = 0 £ jo mit 0 < 0,0 € R
gegeben. Problem 5.13 besitzt genau dann eine Losung fiir {k>, A3}, wenn Y = Y' € R¥*2 und
& € R3 existieren, sodass

' (o-vec(Ip)+w-vec(YU)+ (I ®1,)&E >0 (5.24a)
1,6 <0 (5.24b)
Y>>0 (5.24¢)
det (Y—l) <1 (5.24d)

gllt mit U = [62 —el] € R**2,

Seien §* und Y*, sodass die Ungleichungen (5.24) erfiillt sind. Dann fiihrt die Wahl der Kanten-
gewichte zu
§-w

w=0-L vec(lo) + L vee (Y*U) + (V® 1) p (5.25)
det (Y*)
auf eine Laplacematrix Ly, mit spec(Ly) = {0, A5, A3}. Dabei ist { € {—1,1} und p € P, wobei
c RN-1 . : N . ) T o
PCR das grofite Polytop ist, sodass w > 0 fiir alle p € P. Es gilt \/WV &§& eP.

Beweis. Da fiir o > 0 alle Elemente von {0, A,, A3} paarweise verschieden sind, ist die Erfiil-
lung der Ungleichungen (5.22) in Lemma 5.15 notwendig und hinreichend zur Losung von Pro-
blem 5.13. Bevor der Beweis fortgesetzt wird, sei darauf hingewiesen, dass UU' = I, fiir die
im Satz definierte Matrix U gilt. Dariiber hinaus ist die Inverse der in Lemma 5.15 verwendeten

Matrix R € R?*2 durch |
—1

~ det(R)
gegeben. Als erster Schritt zum Beweis des Satzes wird nun die Matrix A gewdhlt, welche die
Information iiber das gewiinschte Spektrum beinhaltet. Diese kann im betrachteten Fall wie in
Bemerkung 5.7 zu

U'R'U

A= [“ _“’] = oL, + wU
w o

gewdhlt werden, was zu

RAR ! =0, + @ RR'U (5.26)

det (R)
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fiihrt. Da R nach Lemma 5.15 reguliir gewihlt werden muss, ist Y/ = RR' eine symmetrische

und positiv definite Matrix und es gilt det (R) = ¢ - /det (Y’) fiir { € {—1, 1}. In Abschnitt B.5.2
wird gezeigt, dass
—+ , 1 T
Lovee(YU) = (L@ | || =1[m,=m n =, n5, -] (5.27)
~——————
Mﬂ

fiir jede symmetrische Matrix Y’ gilt, wobei § € R? linear abhingig von den Elementen von Y’
istund Y’ # 0 < 5 # 0 gilt. AuBerdem gilt (vgl. ebenso Abschnitt B.5.2)

_ 1
L "vec (L) = S (5.28)

Dies bedeutet, dass nach Lemma 5.15 und unter Beriicksichtigung von (5.26), (5.27) und (5.28),
Problem 5.13 genau dann 16sbar ist, wenn Y = YT > 0, & und B < 1 existieren, sodass
18 <0und

O g4 2

3 Myn + (T3 ® 1)) &' > (l—ﬂ)%u >0 (5.29)
det (Y')

gilt. Da 'Y’ # 0 (R ist regulér), gilt n # 0. Daher gilt aufgrund der Struktur von M, und der
Beschrinkung 1;_‘9‘/ < 0, dass B > 0 gelten muss. Wird (1 — )31 von (5.29) abgezogen und
anschlieBend durch B geteilt, so ergibt sich

Tt — P T e (YU) + (L ® 1) ~&' > 0. (5.30)
3 g Jdet(Y) p

Die Wahl von Y = Y'/(B - /det(Y’) ) ergibt det (Y) = 1/82, woraus det(Y ') < I folgt. Zudem
gilt 13T§ < 0 fiir § = &’/ natiirlich genau dann, wenn 13T§' < 0 gilt. Wird dariiber hinaus die
Symmetrie von L' vec (Y/U) = M,;n in (5.27) beriicksichtigt, so wird klar, dass (5.30) im-
mer gleichzeitig fiir { = 1 und fiir { = —1 erfiillt sein muss. Aus diesen Betrachtungen folgt
daher direkt, dass die Erfiillbarkeit der Ungleichungen (5.24) notwendig zur Losung von Pro-
blem 5.13 ist. Wird hingegen davon ausgegangen, dass die Ungleichungen (5.24) erfiillt sind und
wird B = 1/./det (Y) gewihlt, wofiir 0 < 8 < 1 gilt (da 0 < det(Y™") < 1), dann kann dieselbe
Argumentation in umgekehrter Reihenfolge verwendet werden, um zu zeigen, dass die Erfiillbar-
keit der Ungleichungen (5.24) auch hinreichend zur Losung von Problem 5.13 ist. Daher fiihren
die Losungen & *, Y* der Ungleichungen (5.24) mit 8 = 1//det (Y*) und R*R*" /det(R) = BY*
in (5.26) sowie §”* = B&™ zu Losungen der Ungleichungen (5.22), weshalb die Wahl von w nach
(5.25) mit p = V' &" Problem 5.13 nach Lemma 5.15 15st. [

Die Menge aller Y und &, welche die Ungleichungen (5.24) erfiillen, ist konvex.? Somit kénnen
durch Losen eines konvexen Zulissigkeitsproblems (engl. feasibility problem) giiltige Y* und & *

2Die Determinante der Inversen det(Y™!) einer positiv definiten Matrix Y > 0 ist eine konvexe Funktion, da
£(Y) = log((det(Y™")) konvex ist fiir alle Y > 0 [153, Abschnitt 5.4] und die Komposition mit der Exponential-
funktion exp( f(Y)) Konvexitit erhilt [19, Beispiel 3.13].
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P2

Se P1

Abbildung 5.4: Polytop P, welches die Freiheitsgrade zur Wahl der Kantengewichte im Fall N =
3 gemil (5.31) beschreibt: Das schattierte Gebiet gehort zu w = 0, wihrend die gestrichelten
Linien zu @ = 0/+/3 gehoren, wobei das Polytop P nur noch den Punkt p; = p, = 0 enthilt.

gefunden werden (und es kann detektiert werden, wenn keine Losung existiert). Im Folgenden
wird gezeigt, dass die numerische Losung sogar verwendet werden kann, um einen expliziten
Ausdruck fiir die Kantengewichte im Fall N = 3 zu finden.

Nach Lemma 5.14 ist die Wahl von A, 3 = 0 &+ jw mit 0,0 > 0 nur dann moglich, wenn
w < 0/~/3 gilt. Fiir den Grenzfall o = ¢/+/3 lisst sich numerisch tatséichlich eine Losung Y*, &*
fiir die Ungleichungen (5.24) finden. Interessanterweise kann die Matrix Y* dazu genutzt werden,
eine explizite Formel fiir die Wahl der Kantengewichte fiir alle @ < o/+/3 anzugeben. Dies wird
ersichtlich, wenn die im Beweis von Satz 5.18 benannte Symmetrie des Vektors Z+ vec (YU) in
(5.27) in Betracht gezogen wird. Dies fiihrt zu

1] 1] [ 1 0]
1 —1 1 0
1 |1 1| -1 0 1| [m
_ . o : , 5.31
w=20|, +¢ a)\/g L o [,02] (5.31)
1 1 -1 -1
1 1] [-1 —1]

wobei p = [,ol,pz]T € Pund ¢ € {—1,1}. Dabei wurde der Nullraum von L iiber (V' ® 1,)
parametriert mit V' = [I,, —1,]" (vgl. Bemerkung 5.6 zur alternativen Wahl der Nullraumpara-
metrierung). Das Polytop P ist in Abb. 5.4 zu sehen. Es ist ersichtlich, dass fir = o/+/3, das
Polytop P nur noch einen einzigen Punkt enthilt, d. h., dass in diesem Fall keine weiteren Frei-
heitsgrade zur Parametrierung der Kantengewichte vorliegen. Der einzige Freiheitsgrad, welcher
weiterhin zur Verfuigung steht, ist die Wahl von ¢ € {—1, 1}. Allerdings stellt diese Wahl keinen
wirklichen Freiheitsgrad dar, da die beiden Graphen, die fiir die beiden moglichen Werte von ¢
erhalten werden, isomorph zueinander sind, d. h., dass beide resultierende Graphen durch eine
Permutation der Knoten ineinander iiberfiihrt werden konnen.
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Im (Ax)

INE]

t £ .3
1 2 Re(Ax)

Abbildung 5.5: Eigenwertgebiete der Laplacematrix von Graphen mit vier Knoten und positiven
Kantengewichten: Notwendiges Gebiet gemill Lemma 5.14 (hell schattiert); Zulédssiges Gebiet
fiir A3 und A4, wenn A, = 2 fest vorgegeben wird (dunkel schattiert).

Fal N =4

Fiir den Fall N = 4 wird im Folgenden untersucht, fiir welche Eigenwertvorgaben {A,, A3, A4}
Problem 5.13 I6sbar ist. Wie im Zusammenhang mit Lemma 5.14 bereits diskutiert, ist dies fiir
das Problem 5.13 keine einfach zu beantwortende Frage. Lemma 5.14 gibt dabei lediglich einen
notwendigen Bereich fiir das Spektrum der Laplacematrix an. Fiir N = 4 ist dieser Bereich durch
den in Abb. 5.5 hell schattierten Sektor gekennzeichnet. Dieser Sektor liegt in der geschlossenen
rechten komplexen Halbebene, besitzt einen Offnungswinkel von 7 /2 und ist symmetrisch beziig-
lich der reellen Achse. Fiir N = 4 kann ein konjugiert-komplexes Eigenwertpaar A3 4 = 0 £ jo
mit 0 < 0, € R vorgegeben werden. Der verbleibende Eigenwert A, muss dann reell gewéhlt
werden. Zur Untersuchung, welche Eigenwertkonstellationen zu einer Losung von Problem 5.13
fithren, wird dieser Eigenwert nun fest zu A, = 2 vorgegeben und dann fiir verschiedene o > 0
numerisch das grotmogliche wy.x(0) gesucht, fiir welches noch eine Losung fiir Problem 5.13
bei der Vorgabe von A3 4 = 0 j wm,x (0) existiert. Das gefundene zulédssige Gebiet ist in Abb. 5.5
als dunkel schattierte Fliche gekennzeichnet. Es ist ersichtlich, dass dieses Gebiet in dem durch
Lemma 5.14 beschriebenen Sektor liegt, jedoch kleiner als dieser ist. In der Tatist 0 < o = 1 der
einzige Punkt fiir den der maximale Imaginérteil wy,.x(1) = 1 den Rand des notwendigen Sektors
beriihrt. Dieser spezielle Punkt A3 4 = 1 &£ beschreibt die ungewichtete gerichtete Ringtopologie.

Bemerkung 5.19. Nicht zuletzt das hier betrachtete Beispiel von Graphen mit vier Knoten macht
deutlich, warum in dieser Arbeit keine Einschrdankung auf Graphen mit positiven Kantengewichten
getroffen wurde. Wenn nur Graphen mit positiven Kantengewichten zugelassen wiirden, so wiirde
es beim Entwurf der Synchronisierungsregler in Abschnitt 3.1 nicht ausreichen zu fordern, dass
die Synchronisierungsmenge nichtleer ist, sondern zusdtzlich miisste dann sichergestellt werden,
dass es mindestens einen Graph gibt, dessen Eigenwerte allesamt in der gefundenen Synchro-
nisierungsmenge liegen. Eine solche Einschrdankung erschwert die Entwurfsaufgabe immens und
macht den in dieser Arbeit dargelegten zweistufigen Entwurf nahezu unmoglich.
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5.4 \Vorgabe der Nullraume der Laplacematrix

In diesem Abschnitt wird statt der Vorgabe des Spektrums die Vorgabe der Nullrdume der La-
placematrix thematisiert. Dies schlieft an den in Kapitel 4 behandelten Entwurf des optimalen
stationidren Verhaltens eines Multi-Agenten-Systems an. In Abschnitt 5.4.1 wird dabei zunéchst
der zu optimaler stationédrer Synchronisierung fithrende Linkseigenvektor zum Nulleigenwert der
Laplacematrix zusammenhingender Graphen betrachtet. Es wird gezeigt, dass dieser immer zu-
sdtzlich zum Spektrum vorgegeben werden kann, wenn keine weiteren Einschridnkungen an den
Graphen getroffen werden. In Abschnitt 5.4.2 wird anschlieend der in Abschnitt 4.3 diskutier-
te Fall betrachtet, dass optimale Cluster-Synchronisierung angestrebt wird und dafiir der Rechts-
und der Linksnullraum eines nicht zusammenhingenden Graphen spezifiziert wurden. Es wird
aufgezeigt, wie die Vorgabe dieser Nullriume im Graphenentwurf beriicksichtigt werden kann.

5.4.1 Vorgabe des Linkseigenvektors zum Nulleigenwert der Laplacematrix
zusammenhangender Graphen

In Abschnitt 4.2 wurde der Linkseigenvektor y € RY zum Nulleigenwert der Laplacematrix L,,
dazu genutzt, optimales stationédres Synchronisierungsverhalten eines Multi-Agenten-Systems zu
erzielen. In diesem Abschnitt wird der Frage nachgegangen, wann und wie ein zusammenhingen-
der Graph entworfen werden kann, fiir den schlie3lich

Y Ly,=0 (5.32)
gilt. Wird die vektorisierte Darstellung der Laplacematrix (5.4) genutzt, so ldsst sich (5.32) durch
Iv®y')-L-w=0 (5.33)

beschreiben. Die Forderung, dass der Graph zusammenhéngend ist, 14sst sich dadurch erzielen,
dass alle Eigenwerte der reduzierten Laplacematrix L,, ungleich Null vorgegeben werden (vgl.
Satz 2.6). Dies kann mithilfe der in den letzten Abschnitten entwickelten Methoden erreicht wer-
den. Gleichung (5.33) ldsst sich dabei als Nebenbedingung in allen Optimierungsproblemen in den
Abschnitten 5.2 und 5.3 mit aufnehmen, wodurch erzwungen wird, dass der entworfene Graph y
als Linkseigenvektor zum Nulleigenwert seiner Laplacematrix besitzt. Die Aufnahme von (5.33)
als Beschrinkung im Optimierungsproblem ist insbesondere fiir den Entwurf von Graphen mit
Strukturbeschrinkungen relevant. Fiir den Entwurf ohne Strukturbeschriankungen lisst sich hin-
gegen folgende Aussage treffen.

Satz 5.20. Seiy € RY gegeben, sodass y "1y = 1. Sei ein Kantengewichtsvektor wy € RV®V=1
gegeben. Es existiert immer ein Kantengewichtsvektor w € RYNW=D sodass y "L, = 0 und
spec (Ly,) = spec (Ly,) gilt.

Beweis. Nach Bemerkung 5.5 und Gleichung (5.12) sind alle Laplacematrizen mit den Kantenge-
wichten
w=wo+(V&Iy_1)-p (5.34)
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isospektral zu Ly, fiir alle p € RN~!. Fiir die linke Seite von (5.33) folgt aus (5.34)
Iv@y")-L-(Wo+(VR1Iy_1)-p). (5.35)

Wird p so gewihlt, dass dieser Ausdruck verschwindet, so ist die Bedingung (5.33) erfiillt und
y ist tatsidchlich Linkseigenvektor zum Nulleigenwert von L,,. Um zu zeigen, dass eine solche
Wahl von p existiert, wird zunédchst die im Beweis von Lemma 5.3 hergeleitete Beziehung (B.16)
verwendet, wodurch (5.35) zu

(Iv@y") - L-wo—(Iy@y")- (VR 1y_1)-p
umgeformt wird. Da y "1y = 1 gilt, geniigt es schlieBlich zum Beweis des Satzes zu zeigen, dass
Vip=(Ix®y")-L W (5.36)

16sbar ist und somit (5.33) erfiillt werden kann. Da 1, den Linksnullraum von V aufspannt (vgl.
die Definition von V in (2.2) bzw. (5.6)) ist (5.36) genau dann l6sbar, wenn [11, Fakt 2.10.6]

gilt. Wird die Definition von L in (5.4) beriicksichtigt sowie die Tatsache, dass der Einsvektor 1
im Rechtnullraum jeder Laplacematrix liegt, so folgt

1;'(1N®)’T)'£'W0 = (1;® 1) (IN®}’T)‘£'W0
=(Ay®yT) - [vec@u12) ... vec(Luwnn-1)]:Wo
= [Vec (yTstl,le) ... Vvec (yTLw,N,N_llN)] -wo =0,

was den Bewelis schlief3t. O]

Bemerkung 5.21. Das Ergebnis in Satz 5.20 ldisst sich immer mit dem Ergebnis zur Minimie-
rung der Eigenwertsensitivitit durch Optimierungsproblem (5.17) kombinieren. Wie bereits im
Anschluss an die Formulierung von Optimierungsproblem (5.17) angemerkt, hiingt die Minimie-
rung der Eigenwertsensitivitdt lediglich von der reguldren Matrix R ab. Die konkrete Wahl der
Kantengewichte w, die (5.11) erfiillt, kann dann so getroffen werden, dass y Linkseigenvektor
zum Nulleigenwert der Laplacematrix ist. Somit ldsst sich immer ein Graph mit vorgegebenen Ei-
genwerten und vorgegebenem Linkseigenvektor zum Nulleigenwert sowie minimaler Eigenwert-
sensitivitdt entwerfen.

5.4.2 Vorgabe der Nullraume der Laplacematrix nicht zusammenhangender
Graphen

In Abschnitt 4.3 wurde die optimale Cluster-Synchronisierung eines Multi-Agenten-Systems be-
trachtet. Dabei wurden der Rechts- und der Linksnullraum der Laplacematrix als Freiheitsgrade
zum Entwurf verwendet. Damit die Cluster-Synchronisierung robust gegeniiber Anderungen der
Kantengewichte ist, wurde in Abschnitt 4.3.5 argumentiert, dass die Dimension der optimalen
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Nullrdume N, mit der Anzahl Nz der in Definition 2.12 eingefiihrten maximalen Erreichbar-
keitsmengen R, ..., Ry, libereinstimmen soll. Als Ergebnis von Abschnitt 4.3.5 wurde daher
eine Parametrierung der optimalen Nullrdume durch die Matrizen

~ sk ~ %

M =[p; - ;LNR]ERNXNR und N =[y, - yNR]E]RNXNR (5.37)

gewonnen, wobei die Vektoren pq, ..., KNy und y,,..., Y N die in Satz 2.13 bzw. in (4.48)
beschriebenen Bedingungen erfiillen.

Ahnlich wie in (5.32) in Abschnitt 5.4.1 ist es nun das Ziel, einen Graphen zu entwerfen, der Np
maximale Erreichbarkeitsmengen besitzt und fiir den

L,M =0 und N'L,=0 (5.38)

gilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird wie schon im Beweis von Satz 2.13 vorausge-
setzt, dass die Knotenmenge so geordnet ist, dass die Laplacematrix die in (2.5) gezeigte Form

Loy, 4, 0 0
0 Lusoi, - 0
L,=| : (5.39)
0 0 - Luporn, 0
| Luwcn,  Lwew, -+ Lwewnn, Lwced

annimmt.3 In diesem Fall nehmen auch die Matrizen M und N in (5.37) eine spezielle Form
an. Die in Satz 2.13 bzw. in (4.48) beschriebenen Bedingungen an die Vektoren o, ..., u Ne und
Y1s---» Y Ny Implizieren ndmlich, dass in y; nur die zu Hy gehdrenden Elemente ungleich Null

sein konnen und dass alle Elemente in p;, die zu Hy gehoren, gleich 1 sind. Somit liegen M’ und
~ %
N in der Form p i
- M ~ \
M = | | und N = |Nn
M. 0

M., = blkdiag (1‘H1|, . 1|HNR|) und N, = blkdiag (7,..... 7y, (5.40)

mit

vor. Dabei gilt 7, € Rl und 3] 115,| = 1 fiiralle k € {1,..., Ng}.

Mit diesen Voriiberlegungen konnen die Laplacematrizen Ly, 3,7, ..., L so entworfen

W, HNp HNp
werden, dass sie zusammenhingend sind und jeweils y, als Linkseigenvektor zum Nulleigenwert
besitzen. Dies ist gemif3 Satz 5.20 immer moglich, indem alle Eigenwerte der zugehorigen redu-
zierten Laplacematrizen ungleich Null vorgegeben werden und die Kantengewichte im Anschluss

an den spektralen Entwurf so angepasst werden, dass p; Linkseigenvektor zum Nulleigenwert ist.

Somit verbleibt nur noch der Entwurf von Ly, ¢c¢c und Ly, ¢34, - . ., Lo Ne® Um diesen durchzu-
fiihren, wird der Idee in [26, Korollar 2.5] gefolgt und die Laplacematrix
~ 0 o0 }
L = (5.41)
e |:ﬂ Luy.cc

3Diese Ordnung muss ggf. durch Permutation der Knoten erreicht werden und kann dann im Anschluss an den
Entwurf entsprechend wieder riickgiingig gemacht werden.
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betrachtet, wobei f € Rl alle Kanten zusammenfasst, welche von den exklusiven Teilmengen
Hi, ..., Hn, in die entsprechenden Knoten der gemeinsamen Menge C eingehen. Die Laplace-
matrix i:w,CC kann nun unter Vorgabe der durch die Nulleintrdge in (5.41) bestimmten Struktur
gemil Abschnitt 5.2.2 bzw. Bemerkung 5.16 so entworfen werden, dass alle Eigenwerte der re-
duzierten Laplacematrix von Null verschieden sind. Durch den Entwurf von fw,cc ist schlieBlich
Ly .cc gemiB (5.41) festgelegt. AbschlieBend miissen die Matrizen Ly, ¢94,, ..., Lu.cn Nr noch so
gewihlt werden, dass

[Lucr, Lwews ~+ Lucwun, | "My + Luce Mg =0 (5.42)

Lw.cn

gilt. Die Matrix 1\7[; in (5.40) ist immer linksinvertierbar. Daher ist die Gleichung (5.42) immer
16sbar. Eine Losung ist durch

~ %~ x4+
Luw,cu = —Luw,cc-Mq - My, (5.43)

R . - :
gegeben, wobei M, die Pseudoinverse von M, bezeichnet.

Bemerkung 5.22. Im oben skizzierten Entwurf konnen die Nichtnulleigenwerte von Ly, , 1, fiir
alle k € {1,..., Ng} sowie die Eigenwerte von Ly, cc frei vorgegeben werden. Dabei sind die
vorgegebenen Spektren immer so zu wdhlen, dass sie invariant beziiglich komplexer Konjugati-
on sind. Dementsprechend muss, wie auch im Zusammenhang mit der Synchronisierbarkeit eines
Multi-Agenten-Systems diskutiert (vgl. Lemma 3.2), immer mindestens ein Eigenwert reell vor-
gegeben werden, wenn eine exklusive Teilmenge Hj eine gerade Anzahl an Knoten enthdlt bzw.
wenn die gemeinsame Teilmenge C eine ungerade Anzahl an Knoten enthdilt. Wegen dieser Ab-
héiingigkeit der zuldssigen Lage der Nichtnulleigenwerte der Laplacematrix von der Grofle der
unterschiedlichen Teilmengen wurde Annahme 4.19 in Abschnitt 4.3 getroffen. Diese stellt sicher,
dass es moglich ist, einen Synchronisierungsregler zu entwerfen, dessen Synchronisierungsmenge
die reelle Achse schneidet. Mit der hier gefiihrten Diskussion kann ein solcher Entwurf schlieflich
zum Erreichen von optimaler Cluster-Synchronisierung notwendig sein.

Beispiel 5.23. Als abschlieflendes Beispiel wird nun der Entwurf eines Graphen betrachtet, des-
sen Laplacematrix die in Beispiel 4.29 durch die Matrizen M ,N' € R®? in (4.53) spezifizierten
Nullrdume aufweist. Damit die Knoten so geordnet sind, dass die Laplacematrix in der Form
(5.39) vorliegt, muss zundichst Knoten vg an vorderste Stelle permutiert werden. Die Permutation
muss erst am Ende des Entwurfs beriicksichtigt werden. Zundchst konnen die einzelnen Laplace-
matrizen in (4.53) wie oben angegeben entworfen werden.

Die exklusive Teilmenge H1 = {vg} beinhaltet nur einen Knoten. Damit ist die zugehdorige Lapla-
cematrix durch Ly, 7,7, = 0 ohne jegliche Freiheitsgrade festgelegt.

Fiir die zu H, = {vy, v, } gehorende Laplacematrix kann ein Nichtnulleigenwert als reeller Eigen-
wert vorgegeben werden. Fiir Graphen mit zwei Knoten verbleibt bei der Vorgabe eines Nichtnull-
eigenwerts genau ein Freiheitsgrad, wie auch Satz 5.17 zeigt. Dieser verbleibende Freiheitsgrad
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Abbildung 5.6: Verldaufe der Fahrzeuggeschwindigkeiten bei optimaler stationédrer Cluster-Syn-
chronisierung nach Beispiel 4.29 mit der in Beispiel 5.23 entworfenen Laplacematrix.

wird nun dazu genutzt, den Linkseigenvektor }7;_ = [0,3464 0,6536] vorzugeben. Fiir die Vorgabe
des Eigenwerts A = 1 fiihrt dies zu

|: 0,6536 —0,6536:|
Lw,H2H2 .

—0,3464  0,3464

Als ndchstes wird der Entwurf von Ew,CC € R** durchgefiihrt. Dabei muss die in (5.41) ge-
zeigte Struktur eingehalten werden. Es konnen drei Nichtnulleigenwerte vorgegeben werden. So-
mit muss ein Nichtnulleigenwert reell gewdihlt werden. Dieser wird zu A, = 1 vorgegeben. Die
beiden anderen Nichtnulleigenwerte konnen konjugiert-komplex gewdihlt werden und werden zu
Aza = 1£j0,2 vorgegeben. Wird der Entwurf durch Losen von Optimierungsproblem (5.17) unter
Einhaltung der strukturbeschrdnkenden Nebenbedingung (5.14) durchgefiihrt, so ergibt sich

0 0 0 0
-0,8734 1,0629 0,0277 -0,2172
—0,9823 0,0438 1,0088 —0,0703
—1,1443 0,2084 0,0075 0,9284

Lycc=

Abschliefend konnen Ly, ¢y, und Ly, ¢y, mithilfe von (5.43) gewdhlt werden. Unter Beriicksich-
tigung der anfangs angesprochenen Permutation ergibt sich dann

[ 0,6536 —0,6536 0 0 0 0

—0,3464 0,3464 0 0 0 0

—0,6172 0 1,0629 0,0277 —0,2172 —0,2562

—0,6941 0 0,0438 1,0088 —0,0703 —0,2882

—0,8086 0 0,2084 0,0075 0,9284 —0,3357
0 0 0 0 0 0

als Laplacematrix, welche die vorgegebenen Eigenwerte und Nullrdume aufweist.
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Die entworfene Laplacematrix kann nun dazu verwendet werden, um fiir die in Beispiel 4.15 be-
trachtete Fahrzeugkolonne ein Regelgesetz zu entwerfen, welches zu optimaler stationdrer Clus-
ter-Synchronisierung nach Beispiel 4.29 fiihrt. Das Regelgesetz wird gemdifs (2.9) gewdihlt, sodass
die Gesamtdynamik X = —k Ly, X resultiert. Die gewdhlten Eigenwertpositionen fiihren fiir k > 0
zu Cluster-Synchronisierung. Es wird wie schon in Beispiel 4.15 die Reglerverstirkung k = 0, 1
gewdhlt, um die resultierenden Beschleunigungen klein zu halten. Abb. 5.6 zeigt die Verldufe der
Fahrzeuggeschwindigkeiten, wobei die Gruppierung der Fahrzeuge in die drei in Beispiel 4.29
gefundenen Cluster deutlich wird.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit befasst sich mit dem systematischen Gesamtentwurf homogener linearer Multi-
Agenten-Systeme. Dabei wird ein zweistufiges Entwurfsschema vorgeschlagen: Zunéchst wird
der Entwurf der Agentendynamik durchgefiihrt und dabei algebraische Beschrinkungen an den
Kommunikationsgraphen abgeleitet. Anschlieend wird der Kommunikationsgraph unter Beriick-
sichtigung dieser algebraischen Beschriankungen entworfen. Die Anwendung der entwickelten
Methoden wird im Verlauf der Arbeit durchgiingig anhand akademischer Beispiele illustriert. Im
Folgenden wird auf die einzelnen Schritte des Entwurfs noch einmal niiher eingegangen. Ein Uber-
blick iiber die verschiedenen Schritte ist zudem in Abb. 6.1 gegeben.

Der Entwurf der transienten Agentendynamik wird in Abschnitt 3.1 unter Beriicksichtigung der
notwendigen Bedingung der Synchronisierbarkeit des Gesamtsystems durchgefiihrt. Es wird ge-
zeigt, wie Synchronisierungsregler minimaler Ordnung entworfen werden konnen. Fiir den ge-
fundenen Regler werden alle zulédssigen Nichtnulleigenwerte der Laplacematrix des Kommuni-
kationsgraphen durch Beschreibung der sogenannten Synchronisierungsmenge spezifiziert. Die
Ergebnisse zur Synchronisierungsmenge, welche fiir MehrgroBensysteme und dynamische Aus-
gangsriickfithrungen gewonnen werden, stellen dabei eine Erweiterung der Ergebnisse in [162]
fiir EingroBensysteme dar. Die Ergebnisse zur Beschreibung der Synchronisierungsmenge wer-
den schlieBlich genutzt, um einen Synchronisierungsregler fester Ordnung zu entwerfen, welcher
zur Maximierung des Synchronisierungsradius fithrt, d. h. zur Maximierung des gréBten in der
Synchronisierungsmenge enthaltenen Kreises.

Neben dem transienten Verhalten wird in Kapitel 4 das stationdre Verhalten homogener Multi-
Agenten-Systeme betrachtetet. Die Synchronisierung wird dazu als Kompromissfindung interpre-
tiert und ein Glitemal definiert, welches diesen Kompromiss beschreibt. Anhand dieses Giitema-
Bes wird dann unter verschiedenen Annahmen an die Anfangswerte der Agenten das stationédre
Verhalten des Multi-Agenten-Systems so optimiert, dass die Kompromisskosten minimiert wer-
den. Dazu werden die Nullrdume der Laplacematrix als Entwurfsvariablen verwendet. Fiir den
Fall der Synchronisierung fiihrt dies zu einer Spezifikation des optimalen Linkseigenvektors zum
Nulleigenwert der Laplacematrix. Neben dem Synchronisierungsfall wird auch fiir den Fall der
Cluster-Synchronisierung das stationdre Verhalten optimiert. In diesem Fall werden Links- und
Rechtsnullraum der Laplacematrix als Spezifikationen fiir den Graphenentwurf gewonnen.

Die abgeleiteten algebraischen Beschrinkungen — Lage der Eigenwerte und Nullrdume der La-
placematrix — werden schlieBlich im Graphenentwurf in Kapitel 5 beriicksichtigt. Es wird gezeigt,
dass immer beide Spezifikationen gemeinsam beriicksichtigt werden kénnen. Dariiber hinaus wird
gezeigt, wie die Kantengewichte optimiert werden konnen, um weitere Entwurfsziele, wie die
Vorgabe der Struktur des Graphen oder eine minimale Eigenwertsensitivitit, zu erreichen.
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[ Synchroniserungsreglerentwurf
(Abschnitt 3.1)

e Reglerentwurf minimaler dy- | Synchronisierungs-
namischer Ordnung menge

e Reglerentwurf mit maximaler

Synchronisierungsmenge [ Graphenentwurf (Kapitel 5)

e Strukturvorgabe
Synchronisierungsregler

e Minimierung der Eigen-
wertsensitivitit

~\

[ Optimalitiit des stationidren Ver-
haltens (Kapitel 4)

Nullrdume der
e Synchronisierung Laplacematrix

e Cluster-Synchronisierung

\. J

Abbildung 6.1: Zusammenfassung des vorgestellten Schemas zum Gesamtentwurf linearer homo-
gener Multi-Agenten-Systeme.

Zusitzlich zu den bisher genannten Ergebnissen wird in Abschnitt 3.2 das optimale transiente
Verhalten von Multi-Agenten-Systemen diskutiert. Dazu wird ein Optimierungsproblem zum Er-
zielen einer optimalen Transition auf die Synchronisierungstrajektorie formuliert und gezeigt, in
welchem Zusammenhang das so formulierte Problem zu den aus der Literatur bekannten Ergeb-
nissen zur optimalen Synchronisierung steht. Die Betrachtungen zur optimalen Synchronisierung
in Abschnitt 3.2 stellen aus zwei Griinden einen Sonderfall in dem oben skizzierten Entwurfs-
schema dar: Zum einen wird dort von einer Zustandsriickfithrung statt von einer (dynamischen)
Ausgangsriickfithrung ausgegangen. Zum anderen ergibt sich die Kommunikationstopologie di-
rekt aus der Losung der betrachteten Optimalregelprobleme und steht daher nicht im Anschluss
noch zum Entwurf zur Verfiigung. Eine Verbindung zu den restlichen Ergebnissen der Arbeit wird
jedoch durch Bemerkung 4.7 hergestellt, wo vorgeschlagen wird, dass der in Abschnitt 4.2 gefun-
dene optimale Linkseigenvektor zum Nulleigenwert der Laplacematrix genutzt wird, um das in
Abschnitt 3.2.1 formulierte Optimierungsproblem zur optimalen Transition zu parametrieren.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass die Systemdynamik der Agenten vollstindig be-
kannt ist und dass die Kommunikation zwischen den Agenten ideal ist. Im Zusammenhang mit der
Minimierung der Eigenwertsensitivitit in Abschnitt 5.2.3 wird bereits aufgezeigt, dass die Abwei-
chung von diesen idealisierten Annahmen relevant fiir den erfolgreichen Einsatz der vorgestellten
Entwurfsmethodik ist. Dabei wird in den Beispielen 5.11 und 5.12 eine Storung der Kantenge-
wichte und ein Kommunikationskanalausfall betrachtet. Durch die Minimierung der Eigenwert-
sensitivitdt in Abschnitt 5.2.3 wird gemeinsam mit der Maximierung des Synchronisierungsradi-
us in Abschnitt 3.1.5 die Robustheit des Gesamtsystems erhoht. Die systematische Analyse der
Robustheit des Gesamtsystems, insbesondere im Hinblick auf Unsicherheiten in der Agenten-
dynamik, bleibt jedoch als offene Fragestellung bestehen, welche Raum fiir weitere Forschung



6 Zusammenfassung und Ausblick 115

bietet. Um dem in dieser Arbeit vorgeschlagenen Entwurf zu folgen, konnte die Unsicherheit in
der Agentendynamik bei der Beschreibung der Synchronisierungsmenge durch Verwendung ei-
nes Toleranzbandes fiir die Nyquist-Kurven dhnlich wie in [81, Abschnitt 8.6] beriicksichtigt wer-
den. Alternativ konnte auch bei der Berechnung des Synchronisierungsradius in Abschnitt 3.1.5
die Unsicherheit der Strecke in dem in Abb. 3.5 gezeigten G;-Regelkreis beriicksichtigt wer-
den. Dabei konnte der Synchronisierungsradius mit angepassten Methoden zur Berechnung des
maximalen strukturierten Singuldrwerts bestimmt werden. Durch eine solche Berechnung des
Synchronisierungsradius unter Beriicksichtigung von Unsicherheiten der Agentendynamik, wiirde
die Platzierung aller Nichtnulleigenwerte der Laplacematrix innerhalb des mit diesem Synchro-
nisierungsradius assoziierten Kreises zu robuster Synchronisierung fiihren. Beide Wege fiihren
also gewissermallen zur Beschreibung einer robusten Synchronisierungsmenge. Neben der Be-
riicksichtigung von Unsicherheiten in der Beschreibung der Synchronisierungsmenge, konnte ei-
ne weitere Modifikation der Synchronisierungsmenge darauf abzielen, Zeitbereichsanforderungen
des Synchronisierungsverhaltens zu beriicksichtigen. Die Synchronisierungsmenge wie sie in Ab-
schnitt 3.1.4 in (3.18) definiert wurde, beschreibt alle Nichtnulleigenwerte der Laplacematrix,
die dazu fiihren, dass die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises (3.20) in der offenen lin-
ken komplexen Halbebene liegen, d.h., dass der geschlossene Regelkreis (3.20) stabil ist. Statt
nur auf Stabilitdt abzuzielen, konnte auch eine Mindestdimpfung sowie eine Mindestabklingrate
des transienten Verhaltens angestrebt werden. Dies bedeutet, statt der offenen linken komplexen
Halbebene konnten fiir die Lage der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises (3.20) alternative
Zielmengen spezifiziert werden (siehe [146], [143, Abschnitt 3.1.1] fiir mogliche Zielmengen).
Die Beschreibung der so modifizierten Synchronisierungsmenge, lieBe sich erneut mithilfe von
Satz 3.25 gewinnen, wenn statt der Nyquist-D-Kurve I'p (vgl. Abb. 3.2a) eine Kurve verwen-
det wiirde, welche nicht die imaginédre Achse, sondern die Berandung des Zieleigenwertbereiches
durchliuft, bevor die Kurve iiber den unendlichen Bogen in die rechte komplexe Halbebene ge-
schlossen wird. Solche Zeitbereichsanforderungen konnten nicht nur bei der Beschreibung der
Synchronisierungsmenge beriicksichtigt werden, sondern bei sdmtlichen in Abschnitt 3.1 disku-
tierten Aspekten des Entwurfes von Synchronisierungsreglern.

Wie bereits in Beispiel 5.12 angemerkt wurde, liegt in der konkreten Wahl der Eigenwerte in-
nerhalb der Synchronisierungsmenge ein bislang ungenutzter Freiheitsgrad (in den Beispielen in
Abschnitt 5.2 wurden jeweils alle Nichtnulleigenwerte im Mittelpunkt des grofiten Kreises inner-
halb der Synchronisierungsmenge vorgegeben). Dieser Freiheitsgrad konnte zugénglich gemacht
werden, wenn der Graphenentwurf durch eine Eigenwertbereichsvorgabe statt der exakten Eigen-
wertvorgabe durchgefiihrt wird. Mit Methoden zur Eigenwertbereichsvorgabe wie in [64, 140,
154] konnte auch Robustheit gegeniiber Kantenausféllen angestrebt werden, indem ein Multi-
Modell-Entwurf durchgefiihrt wird. Dabei wiirde jedes Modell den um eine Kante verminderten
vollstindigen Graphen abbilden. Die Anzahl der Multi-Modelle wiirde so allerdings mit N > wach-
sen. Statt auf einen gegeniiber Kantenausfillen robusten Entwurf zu setzen, konnten auch Ansitze
zur Adaption der verbleibenden Kantengewichte im Fall eines Kantenwegfalls untersucht wer-
den. Dabei konnte auf Arbeiten zur adaptiven Synchronisierung wie z. B. [68, 70, 95] aufgebaut
werden. Alternativ zu solchen allgemeinen adaptiven Ansitzen konnten auch Rekonfigurations-
ansitze zum Erreichen von Fehlertoleranz gegeniiber Kantenausfillen untersucht werden (vgl.
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[87]). Dabei konnte ausgenutzt werden, dass die Manipulation der Kantengewichte im Kern der in
(5.11) definierten Matrix £ zu isospektralen Graphen fiihrt (vgl. Bemerkungen 5.5 und 5.6). Da
der Wegfall einer Kante als Nullsetzen des entsprechenden Kantengewichts interpretiert werden
kann, konnte dies durch eine gezielte Manipulation der Kantengewichte im Kern von £ kompen-
siert werden.

Neben der Robustheit des Gesamtsystems stellt die Verallgemeinerung der Ergebnisse dieser Ar-
beit auf verteilte Regelsysteme mit vorhandenen physikalischen Kopplungen zwischen den Teil-
systemen eine interessante Fragestellung fiir weiterfithrende Untersuchungen dar. Ein groB3er Be-
standteil der Ergebnisse dieser Arbeit basiert auf der Umformung des Synchronisierungsproblems
zu dem simultanen Stabilisierungsproblem in Satz 2.17 und der dadurch erreichten Aufteilung des
Gesamtentwurfs in den Entwurf der Dynamik der Teilsysteme und den Entwurf des Kommunika-
tionsgraphen. Ein moglicher erster Schritt, die Ergebnisse dieser Arbeit auf allgemeinere verteilte
Regelsysteme anzuwenden, wire daher, Systemklassen zu definieren, fiir die in dhnlicher Weise
eine solche Aufteilung moglich ist. Wird das Kommunikationsnetz hingegen nicht zur Stabilisa-
tion der Dynamik der einzelnen Teilsysteme, sondern lediglich zur Koordination der Teilsysteme
verwendet, so lassen sich die entwickelten Methoden durchaus auch auf eine breitere Systemklas-
se anwenden. Dies wurde in [52] am Beispiel der Koordination verkoppelter Microgrids gezeigt.
Dabei ist jedes Microgrid mit einem eigenen Regler ausgestattet, welcher zur Stabilisierung eines
einzelnen Microgrids ausgelegt ist. Die Stabilisierung des Verbunds mehrerer so geregelter Mi-
crogrids wird dann durch Kommunikation der einzelnen Microgridregler untereinander erreicht.
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A Mathematischer Anhang

A.1 Matrizen

Lemma A.1 ([11, Lemma 2.8.6]). Seien A € C*", B € C"™™, C € C"™" und D € C™"™. Wenn
A und D reguldr sind, dann gilt

det (A) - det (D _ CA—lB) — det (D) - det (A - BD—‘c) .

Lemma A.2 (Schur-Komplement [18, Sec. 2.7.4]). Seien Q, R symmetrische Matrizen und sei R
positiv definit. Die Bedingung
Q S
>0
[ST R|~

Lemma A.3 (Schur-Komplement Spurumformung [18, Sec. 2.11). Sei R symmetrisch und positiv
definit. Dann gilt

ist dquivalent zu Q — SR™IST > 0.

tr (SR—IST) <1 (A1)
genau dann, wenn eine symmetrische Matrix X existiert, sodass

X—-SR7!ST >0, u(X)<l1. (A.2)

Beweis. Gilt (A.1), so gilt offensichtlich (A.2) mit X = SR™'ST. Andersherum folgt aus (A.2)
tr (X - SR—lsT) = tr(X) — tr (SR—IST) >0,

woraus mit tr (X) < 1 direkt (A.1) folgt. O

A.2 Kronecker-Produkt

Das Kronecker-Produkt der Matrizen A € R und B € R?*1 ist definiert durch
a B - a,B
AQRB=
amiB - am,B

Seien A € R, B € R*™?, C € R?”” und D € R"**. Dann gilt

(A®C)-(B®D) = (AB® CD). (A.3)
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Mit dem Vektorisierungsoperator
vec (A) = vec([a; ... a,])=[a] ... a;]T

gilt
vec (ABC) = (CT ® A) vec (B) . (A4)

A.3 Gerschgorin-Kreise

Satz A.4 ([55, Theorem 6.1.1]). Sei A = [a; ;] € C"™". Seien

Ri(A) =" |ai,

J#

, i=1,...,n

die um das Diagonalelement reduzierten absoluten Zeilensummen von A. Seien
Si={zeCl||z—ai;|] = R:(A)}, i=1,....n

die Gerschgorin-Kreise von A. Die Eigenwerte von A sind in der Vereinigung der Gerschgorin-
Kreise

enthalten.

A.4 Spektralradius und Perron-Frobenius-Theorem

Definition A.5 (Spektralradius [55, Definition 1.2.91). Der Spektralradius einer Matrix A ist defi-
niert als der betragsmdflig grofste Eigenwert von A, oder formal durch

A) = max |A].
,0( ) A€spec(A) | |
Satz A.6 (Perron-Frobenius [55, Theorem 8.3.11). Wenn A € R™*" elementweise nichtnegativ ist,
dann ist p(A) Eigenwert von A und es existiert ein nichttrivialer elementweise nichtnegativer
Vektor x # 0, sodass Ax = p(A)x gilt.

A.5 Isomorphismus zwischen komplexen und reellen Matrizen

Es wird die Abbildung

Re (A) —Im(A)
Ag. =
Im(A) Re(A)

von der komplexen Matrix A = Re (A) + jIm (A) € C™*" zu der reellen Matrix Ag, € R?">2"
betrachtet. Es gilt (vgl. [114, Lemma 15.3]) folgendes Lemma.
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Lemma A.7.
A =B+ C & Age = Bre + Cre

A = BC & Ag. = Bp.Cre
A=B"" & Ag. = B!
A =B" & Ag. = B,

A =B* & Ag. = By,

AuBerdem gilt das folgende Lemma.

Lemma A.8. Sei A € C™", dann ist Ag. dhnlich zu

A0
|:0 A:|’ (A.5)

wobei A = Re (A) —jIm (A) die konjugiert-komplexe Matrix zu A ist.

Beweis. Dieses Ergebnis kann einfach gezeigt werden, indem die Ahnlichkeitstransformation

T 'Ag.T mit
_J 1

durchgefiihrt wird. O

A.6 Erreichbarkeitsmatrix eines Graphen

Die folgenden Ergebnisse zu Erreichbarkeitsmatrizen sind [80, Abschnitt 2.3.2] entnommen.

Lemma A.9. Sei A, € RV*N die Adjazenzmatrix eines gewichteten Graphen G(V,E,w) mit
positiven Kantengewichten. Es exisitiert ein Pfad der Linge k vom Knoten v; zum Knoten v
genau dann, wenn das j-te Element der i-ten Spalte der Matrix Aﬁ, ungleich Null ist.

Definition A.10. Sei A,, € RVN*N die Adjazenzmatrix eines gewichteten Graphen G(V,E, w) mit
positiven Kantengewichten. Die Matrix

b

R, = Y Af (A.6)

0

=
Il

heifst Erreichbarkeitsmatrix des Graphen G.

Lemma A.11. Sei Ry, gemdf} Definition A.10 die Erreichbarkeitsmatrix eines gewichteten Gra-
phen G(V, E, w) mit positiven Kantengewichten. Das Element r; j von Ry, ist genau dann von
Null verschieden, wenn v; € R(v;) gilt, wobei R(v;) die Erreichbarkeitsmenge von Knoten v;
gemdf} Definition 2.11 ist.
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Bemerkung A.12. Die Summe (A.6) in der Definition der Erreichbarkeitsmatrix wird nach N
Gliedern abgebrochen. Dieses Abbrechen der Summe resultiert aus der Tatsache, dass ein Pfad
vom Knoten v; zum Knoten v, welcher jeden Knoten nicht mehr als einmal durchlduft, hochstens
N — 1 Kanten hat. Das bedeutet, dass das j-te Element der i-ten Spalte mindestens einer der
Matrizen Allu, . ,A]u\)’ -1 ungleich Null ist. Statt die Summe nach N Gliedern abzubrechen, konnte
Jjedoch auch die unendliche Summe

o0

Ryoo= Y Al
k=0

betrachtet werden und diese als Erreichbarkeitsmatrix verwendet werden. Dies ist allerdings nur
zuldssig, wenn der Grenzwert exisitiert, d. h., wenn p(Ay) < 1 fiir den Spektralradius von A, gilt.
Existiert der Grenzwert, so ist das Muster der Nulleintriige und Nichtnulleintrige der Matrizen
Ry, und Ry, « dasselbe. Daher gelten die Aussagen in Lemma A.11 gleichermaf3en fiir Ry, .

A.7 Das Prinzip vom Argument

Definition A.13 (Variation des Arguments einer komplexen Funktion entlang einer Kurve). Sei I eine
einfache Kurve in C mit der Parametrierung y : [0, 1] — C. Sei f : C — C eine stetige Funktion,
fiirdie f(s) # 0 fiiralle s € T" gilt. Sei oy : I' — R eine Funktion, fiir die fiir jedes s € T

f(s) =1 f(s)| e

gilt.1 Die Funktion ¢y sei eineindeutig und stetig.2 Dann bezeichnet

Ararg (f(s)) = ¢r(y(1)) — s (¥ (0))

die Variation des Arguments von [ entlang der Kurve I.

Lemma A.14 ([118, Abschnitt VI.1.2, Lemma 11 und Lemma 13]). Seien I und f wie in Defini-
tion A.13. Seien f1,..., fm : T — C\{0} stetige Funktionen, sodass

Sy =[] A6
i=1
fiir alle s € T gilt. Dann gilt

Ararg (f(s)) = ) Ararg (fi(s)) .

i=1

Ist I' eine einfach geschlossene Kurve, so ist die Variation des Arguments von f entlang I" ein
ganzes Vielfaches von 27 (vgl. [118, Abschnitt VI.1.2, Lemma 13]). Dies bedeutet, dass die ge-
schlossene Kurve f(I") den Ursprung ganzzahlig oft umschlieBt, was zu folgender Definition
fiihrt.

IDie Funktion @ 5 beschreibt also das Argument der komplexen Funktionswerte f(s) entlang der Kurve I'.

2Eine solche eineindeutige und stetige Argumentsfunktion existiert immer unter den hier getroffenen Annahmen
(vgl. [118, Abschnitt VI.1.2, Lemma 10 sowie Definitionen 4 und 5]).
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Definition A.15 (Windungszahl). Sei I eine einfach geschlossene Kurve in C. Sei f : C — C eine
stetige Funktion und sei zo € C, sodass f(s) # zo fiir alle s € T gilt. Dann heif3t

1
w(zo, f(5),T) = EAFarg (S (s) — zo)
Windungszahl der Kurve f(I") um z,.

Lemma A.16 ([118, Abschnitt VI.1.2, Lemma 13]). Seien I', f und zy wie in Definition A.15. Sei
—1I" die Kurve I" mit gegenldufiger Orientierung. Dann gilt

@ (20, f(5),T) = —w (20, f(5).—T)

Satz A.17 (Prinzip vom Argument, [20, Abschnitt 861). Sei I' eine gegen den Uhrzeigersinn ori-
entierte, einfach geschlossene Kurve in der komplexen Ebene und f : C — C eine rationale
Funktion, d. h. f(s) = n(s)/d(s), wobei n(s) und d(s) Polynome in s € C sind. Es gelte

(i) f hat ny Nullstellen und np Pole im Inneren von T", wobei die Vielfachheit der Nullstellen
und Pole mitberiicksichtigt wird;

(ii) f hat weder Pole noch Nullstellen auf T'.

Dann gilt
w(ov f(S), F) = Hz — np.
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B.1 Abschatzung des Spektralradius von A:u,cc im Beweis zu

Satz 2.13

Da 15 im Rechtsnullraum von L,, liegt und da alle Nichtdiagonalelemente von L,, nichtpositiv

sind, gilt
Nr

Ly.cclic) = — ZLw,CHkIIHkI = 0.
k=1
Fiir die skalierte Matrix L}, ., = D;}chw,CC = Iic) — A}, ¢ gilt diese Beziehung natiirlich auch,
woraus
/
Awccliel = e

folgt. Damit folgt mithilfe des Gerschgorin-Theorems (Abschnitt A.3), dass alle Eigenwerte von
L;u,cc innerhalb eines Kreises mit Radius » < 1 und Mittelpunkt 1 in der komplexen Ebene liegen.
Da L, ., regulir ist, folgt daraus, dass Re (A;(L, ;o)) > 0 fiir i = 1,...,|C| gilt. Damit gilt
Re (Ai(A}, o)) = 1—Re (Ai(Ly, o)) < 1fiiri =1,...,|C|. Da A}, .. eine nichtnegative Matrix
ist, gilt aufgrund des Perron-Frobenius-Theorems (Satz A.6), dass der Spektralradius ,O(A;U’CC)
Eigenwert von A .. ist. Damit folgt sofort, dass p(A}, o¢) < 1. O

B.2 Erganzungen zu Abschnitt 3.1.5

B.2.1 Berechnung der Tangentenschnittpunkte der Nyquistkurven

Wie in Bemerkung 3.28 beschrieben, konnen die Werte der Nyquist-Kurven 11 (s;), ..., fg+n,(5})
fiir alle Stiitzstellen s, ...,s) € I'p entlang der Kurve I'p durch jeweiliges Losen des verallge-
meinerten Eigenwertproblems (3.25) berechnet werden. Neben den Eigenwerten ft;(s;) konnen
so auch die zugehorigen Rechtseigenvektoren v; ; und Linkseigenvektoren WI ; berechnet werden.
Waurde die Nyquist-D-Kurve I'p iiber die Parametrierung yp | [0, 1] — C beschrieben, so ist die
am Punkt p;(s;) mit s; = yp(t;) anliegende Tangente durch

i (s)
as

) Yo(7)
ot

Pris; (AT) = pi(s;) + - At (B.1)

S:Sj 'L':‘Cj

mit At € R gegeben. Dabei entspricht du;(s)/ds der Ableitung des Eigenwerts in (3.25) nach
dem Parameter s. Es wird nun angenommen, dass alle endlichen Eigenwerte in (3.25) einfach
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sind.! Dann gilt (vgl. [129])

T
)| M ®2
aS S=§; WI]BKCVI’]

Die Ableitung yp(7)/07 kann an der Stelle = t; direkt aus der gewihlten Parametrierung der
Nyquist-D-Kurve I'p bestimmt werden. Liegen fiir zwei aufeinanderfolgende Stiitzstellen s; und
s j+1 die Tangentenbeschreibungen gemil (B.1) vor, so kann der Schnittpunkt der beiden Tangen-
ten [4;(Sj,5j4+1) durch Gleichsetzen der beiden Beschreibungen gewonnen werden. Die dabei
zu bestimmenden Werte von At; und At;; werden mit At; ;4; und Atj; ; bezeichnet. Im
Hinblick auf die in Abschnitt 3.1.5 verwendete heuristische Annahme, dass die Nyquist-Kurve
wi(yp(r)) fir r; < v < tj4; vollstindig in dem durch die Punkte 1;(s;) und p;(s;+;) und
dem Tangentenschnittpunkt 1t ;(s;, sj+1) aufgespannten Dreieck verlduft (vgl. Abb. 3.6), muss
notwendigerweise At; ;11 = 0und Atj;; < 0 gelten. Dies bedeutet, dass die Nichterfiillung
dieser Bedingung eine Situation darstellt, in der die fiir die Heuristik getroffene Annahme nicht
erfiillt ist und somit die Verwendung des Tangentendreiecks zwischen den beiden Punkten 1t; (s ;)
und ;(sj+1) nicht sinnvoll ist. Die beiden Punkte konnen dann fiir die algorithmische Losung
des Optimierungsproblems (3.31) (vgl. Abschnitt B.2.2) markiert werden, sodass wenn fiir die
Losung t* des Optimierungsproblems 7; < t* =< t;4; gilt, der Nutzer auf die Nichterfiillung der
fiir die Heuristik getroffenen Annahme hingewiesen werden kann.

Bemerkung B.1. An dieser Stelle wird noch kurz die der Berechnung der Eigenwertableitung (B.2)
zugrunde liegende Annahme diskutiert, dass die endlichen Eigenwerte in (3.25) einfach sind. Das
zum Eigenwertproblem (3.25) gehorende charakteristische Polynom

x(s, ;) = det (sInJr,,C —A-— uﬁfié)

ist ein bivariates Polynom in s und . Um zu iiberpriifen, ob das charakteristische Polynom mehr-
fache Nullstellen in |4 hat, kann die Resultante des charakteristischen Polynoms x (s, ) und seiner
Ableitung 9x (s, )/ou in Bezug auf | genutzt werden (vgl. [50]). Verschwindet die Resultante,
so liegen mehrfache Nullstellen des charakteristischen Polynoms in |1 vor. Die Resultante ist wie-
derum ein Polynom in s und hat somit entweder nur endlich viele Nullstellen oder verschwindet
vollstindig. Im ersten Fall konnen die oben vorgestellten Resultate ohne Weiteres verwendet wer-
den, da fiir den Fall, dass mehrfache Eigenwerte fiir s; = yp(t;) vorliegen sollten, durch eine
geringe Variation in t; alle Eigenwerte einfach sind und somit die getroffene Annahme wieder
giiltig ist. Verschwindet die Resultante jedoch vollstindig, so ist die Annahme einfacher Eigen-
werte fiir alle s € C ungiiltig. In diesem Fall kann versucht werden, das Polynom x(s, 1) mittels
Polynomfaktorisierungsalgorithmen (z. B. mithilfe der in der Matlab Symbolic Toolbox [93] zur
Verfiigung stehenden Funktion factor) auf ein Polynom X (s, ju) zu reduzieren, welches dieselben
Nullstellen in p wie (s, u) hat, wobei alle Nullstellen einfach sind. Wurde solch ein reduziertes
Polynom X (s, ) gefunden, so kann anschlief3end eine Deteriminaldarstellung von (s, |L) gesucht
werden [115], sodass

X(S, /,L) = det (SIﬁ — A)~( — H’B)N()

ISiehe Bemerkung B.1 fiir eine Diskussion dieser Annahme.
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gilt. Zu dieser Deteriminaldarstellung kann nun wieder ein verallgemeinertes Eigenwertproblem
analog zu (3.25) assoziiert werden. Dieses Eigenwertproblem erfiillt dann die Annahme einfacher
Eigenwerte und die Eigenwertableitungen lassen sich analog zu (B.2) berechnen, wobei BKC
durch By ersetzt wird.

B.2.2 Algorithmische Losung des Optimierungsproblems in Gleichung 3.31

In diesem Abschnitt wird eine Moglichkeit zur Losung von Optimierungsproblem (3.31) aufge-
zeigt. Es wird dazu angenommen, dass fiir alle entlang der Nyquist-D-Kurve I'p gewéhlten Stiitz-

stellen sy, ..., spr sowohl die Werte 4, (s;) als auch die Tangentenschnittpunkte fi.;(s;,5;41) der
Nyquist-Kurven p;(s) fiiralle i € {1,...,q + n.} vorliegen. Das Minimum in (3.31) wird iiber
die Funktionen fi;(t) und i, ;(t) miti = 1,...,q + n. gesucht, wobei t Laufvariable einer Para-

metrierung der Nyquist-D-Kurve yp(7) ist. Das Minimierungsproblem lésst sich aufteilen, indem
zundchst das Minimum iiber jede einzelne Funktion gesucht wird. Die auftretenden Funktionen
sind stiickweise linear. Daher kann zudem das Minimierungsproblem weiter aufgeteilt werden,
indem jeweils die einzelnen Intervalle separat betrachtet werden, auf denen die Funktionen linear
sind. Dies soll im Folgenden fiir eine Funktion /i;(t) gezeigt werden, d. h., es wird beschrieben,
wie das Minimierungsproblem

min_|f;(t) — Al (B.3)
t€[0,1]
gelost werden kann. Die Funktion fi;(7) ist durch die geméal der Stiitzstellen s1, . .., s)s geordne-

ten Werte ; (s ;) definiert. Fiir die Betrachtung der stiickweise linearen Tangentenfunktion fi.;(7)
sind die nachfolgend gezeigten Uberlegungen ebenso giiltig, wobei die Tangentenschnittpunkte
Wei(Sj,8j41) statt der Werte p;(s;) verwendet werden miissen. Nun kann (B.3) jeweils einzeln
iiber die Intervalle betrachten, auf denen die Funktion fi;(7) linear ist. Fiir 7; < 7 < 7;4, gilt
dabei

fi(t) = 1i(T) = pi(s;) + 75 - (i(sje1) — pi(s;)))
mit der skalierten Laufvariable 7; = (t — 7;)/(tj+1 — t;) € [0, 1]. Wird die Fortsetzung dieser
Geraden fiir 7; € R betrachtet, so hat das Minimierungsproblem
min |74 (7) — |
T;€ER
dieselbe Losung wie das Minimierungsproblem
[Re (Aei(T) = k)]
Im (llt,i (7)) — )‘)
Die Losung dieses linearen Ausgleichsproblems lésst sich explizit angeben zu
2 _ RO (i (sj+1) — pi(s;)) - Re (pi(s;) = &) +1Im (i (sj1) — pa(s;)) - Im (i (s;) — 4)
i 2 :
| i (sj41) — i (s;)|

min
?j €eR

2

Wird nun die Beschridnkung von 7; auf das Intervall [0, 1] wieder beriicksichtigt, indem

; = min(max(z;", 0), 1)
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gewihlt wird, so ist mit | pi(T7) — A} die Losung von (B.3) iiber das Intervall [z}, ;4] gegeben.
Dies kann schlieBlich fiir alle Intervalle durchgefiihrt werden und somit das Minimum iiber alle
Intervalle gefunden werden, um die Gesamtlosung von (B.3) zu erhalten. Wird dieses Vorgehen fiir
alle Funktionen fi;(7) und fi,;(7) firallei € {1,...,q + n.} angewandst, so lésst sich schlie8lich
die Losung von (3.31) bestimmen. Der Vorteil des beschriebenen Vorgehens ist, dass die einzelnen
Rechenschritte explizit ausgefiihrt werden konnen und kein iteratives Vorgehen erforderlich ist.

B.2.3 Berechnung des maximalen Spektralradius von G, (jo) tiber alle
Frequenzen

In Bemerkung 3.31 wurde die Verwendung vorhandener Implementierungen zur Berechnung des
maximalen strukturierten Singulirwerts der Ubertragungsmatrix G (jo) diskutiert. Dabei wurde
darauf hingewiesen, dass vorhandene Implementierungen wie die Funktion mussv der Matlab Ro-
bust Control Toolbox [92] oder die Funktion muub der Systems Modeling, Analysis and Control
Toolbox [125] den maximalen strukturierten Singuldrwert jeweils nur iiber nichtnegative Frequen-
zen berechnen, im hier vorliegenden Fall jedoch das Maximum auch bei negativen Frequenzen
auftreten kann. Im Folgenden wird daher gezeigt, wie solche Funktionen trotzdem verwendet wer-
den konnen, um eine obere Grenze fiir den maximalen strukturierten Singuldarwert von G, (jw) zu
berechnen. Der strukturierte Singuldrwert von Gy, (jw) ist in dem in Abschnitt 3.1.5 diskutierten
Fall der wiederholten skalaren strukturierten Unsicherheit A = 61,4, identisch mit dem Spek-
tralradius p (G (jw)). Der maximale strukturierte Singuldrwert iiber alle Frequenzen entspricht
dann dem Kehrwert des in (3.29) definierten Radius 7., (©, 1), d. h., es gilt

1 .
@) e P (G0

Dabei ist (vgl. Abb. 3.5)
G1(j0) = (Ipsn, — AG (i) Gu(jo).

Fir G, (jw) = é(jwln+nc — A)_lﬁf( gilt Gy (jw) = Go(—jw), wobei (-) den komplexen Konju-
gationsoperator darstellt. Dies fiithrt zu

-1

G5(0) = (Iyen. ~16u(i)) - Gu) = (Iyen. ~2Gu()) - GuG) = Gr(o).

Der Spektralradius einer Matrix ist invariant unter komplexer Konjugation, sodass

1 1

9
,Omax,l /Omax,Z

"max (@, 4) = min( )

mit
Pmax,1 = Max p (G (jw)) ,  Pmax,2 = Max p (G;(ja)))
©>0 >0

gilt. Somit konnen die vorhandenen Implementierungen mussv und muub genutzt werden, um eine
untere Grenze fiir r,,,(®, A) zu bestimmen.
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B.3 Berechnung des optimalen Regelgesetzes gemaRB
Gleichung 3.44 fir ¥ = y " ® I,

Um die kompakte Form (3.55) fiir das optimale Regelgesetz (3.44) bei Wahl von ¥ = yT ® I,
zu erhalten wird

V- [v d

vallz

gewihlt, wobei vy = 1y — Ny und V' so gewihlt wird, dass V'V’ = Iy_, sowie 1'V’ =
y 'V’ = 0 gilt. Mit dieser Wahl gilt weiterhin wie in Satz 3.38 gefordert II,V =0und V'V =
In—;. Die zur Berechnung des Regelgesetzes bendtigte Matrix Q berechnet sich gemif (3.43) zu

Q= (VT-LZ,T-LZ,-V@)Q)
mit L? = Iy — 1yy". Es gilt
Y —|v ~_
Ly V= [V ||vNN||2]
mit ¥y = N - (|75 1y — ), wodurch V'"¥y = 0 gilt. SchlieBlich gilt
VW _ N2yl -yl - D)
lvall> N-(N-|yll5-1

und somit ergibt sich
~ In_> 0
Q= ®Q]|.
0 N-lyl;

Durch diese Form von Q wird die algebraische Riccati-Gleichung (3.42) durch die positiv definite

=N-llyl3,

Blockdiagonalmatrix
P — [(IN—z QP) 0 ]
0 P,
gelost, wobei P und P, die positiv definiten Losungen von (3.38) und (3.56) darstellen. Damit
folgt fiir das Regelgesetz (3.44)
T —1pT VNVY —1pT
u=—(VV ® R BP)X—(T—®R pr)x. (B.4)
A\ NVN
Als letzter Schritt der Herleitung der kompakten Form (3.55) des Regelgesetzes (3.44) wird das
Produkt VVT betrachtet. Es gilt (vgl. die Berechnung im Beweis von Satz 3.39)

T 1 T 157! T VNV—'I\—/
VNVN
woraus direkt -
1 VNV
NTNTNN VAN
folgt, was in (B.4) eingesetzt auf (3.55) fiihrt. O

Bemerkung B.2. Das hier beschriebene Vorgehen orientiert sich am Vorgehen in [101, Theorem
2] zur Berechnung des optimalen Synchronisierungsreglers bei Verwendung der Laplacematrix
L;T - LY im Giitemaf} des Optimierungsproblems wie in (3.54).
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B.4 Erganzungen zu Abschnitt 4.3

B.4.1 Untere Grenze fiir Jrey(F)

Fiir das Optimierungsproblem
mFin JReg (F)

uBv. FeF
rang (F) = Ny

ist eine untere Grenze durch die Losung des konvexifizierten Optimierungsproblems

min  Jree(F) (B.5a)
uB.v. Fly =1y (B.5b)
tr (F) = N, (B.5¢)

gegeben. Eine Losung dieses Optimierungsproblem und insbesondere der zugehorige Giitewert
konnen explizit angegeben werden, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma B.3. Die Matrix F* = % Ay + ]\],V(I;—]X‘i) . lNIL ist Losung des Optimierungsproblems

(B.5) und es gilt Jreg(F*) = 2N (Ny — 1).

Beweis. Zunichst wird der Giitewert Jgeo (F*) = 2N (No—1) berechnet. Nach (4.30) gilt Jr., (F) =
|lvec (®F)||;. Die Matrix @ besitzt folgende Eigenschaften (vgl. die Definition von @ in (4.31)):

®ly =0, [vec(®)|, =2N(N —1), @ & =4-(NIy—1yly). (B.6)

Daher gilt ®F* = (Ny — 1)/(N — 1)@ und somit folgt

No—1
N Ivee (@)1 = 2N (Vo — 1),

JReg (F*) =

Im Folgenden wird gezeigt, dass F* tatséichlich Losung des Optimierungsproblems (B.5) ist. Alle
Matrizen, die (B.5b) und (B.5¢) erfiillen, konnen durch
F =F" + AF

parametriert werden, wobei
AF1ly =0 und tr(AF) =0

gilt. Diese beiden Beschrinkungen konnen vektorisiert werden, sodass

1y ®Iy
vee (Iy)"

:| vec (AF) =0

v
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folgt. Somit kann vec (AF) explizit parametriert werden durch
vec (AF) = Wt¢ (B.7)

wobei W+ den Nullraum von ¥ aufspannt, sodass WW* = 0 gilt. Fiir W gilt
1 T
vec (IN — NINIJT\,) U= [-41) 1]e¥ =0. (B.8)

Optimierungsproblem (B.5) kann mithilfe der Parametrierung (B.7) als unbeschrinktes Problem
geschrieben werden

min [y @ @)- (vee (%) + wit)| .

Dies ist ein nichtglattes konvexes unbeschrinktes Minimierungsproblem, sodass als notwendige
und hinreichende Bedingung fiir ein globales Minimum der Nullvektor im Subdifferential des
Optimums enthalten sein muss [124, Theorem 10.1]. Ein einfach zu bestimmender Subgradient
ist durch

T
g'(¢) = sign ((IN ®R ®)- (VCC (F*) + \Illl;)) Iy Q@ @) - W

gegeben (vgl. [104, Beispiel 3.1.5.5 und Lemma 3.1.11]). Unter Beriicksichtigung von (B.6) gilt

an der Stelle § = 0

g’ (0) = sign (Vec (<I>F*))T Iy ®@ ®) - vt
= sign (vec (@) - (Iy ® @) - ¥*

1
= Evec @) Iy @) vt
1 T
= Jvec (<1>T<1>) wt
1 T
= 2N -vec (IN — ﬁlNIL) St

Mit (B.8) gilt somit g (¢) = 0", was den Beweis schlieft. ]

B.4.2 Anzahl der Moglichkeiten die Knotenmenge V einzuteilen

Im Folgenden wird die Anzahl der Moglichkeiten berechnet, die Knotenmenge V = {vy,..., vy}
in exklusive und gemeinsame Teilmengen einzuteilen. Zur Berechnung werden die Stirling-Zahlen
zweiter Art S(N, Ng) und die Bell-Zahlen B(N) verwendet. Die Stirling-Zahl S(N, Ny) be-
schreibt die Anzahl moglicher Partitionierungen einer N -elementigen Menge in genau N nicht-
triviale Teilmengen. Es gilt S(N, N) = S(N, 1) = 1. Die Bell-Zahl B(N ) wiederum beschreibt
die Gesamtzahl moglicher Partitionierung einer N -elementigen Menge. Fiir N, Ny > 0 gilt (vgl.
[149, Abschnitt 1.3])

S(N +1,Ng+1)=S8S(N,No)+ (No+1)-S(N,Nyg+ 1) (B.9)
und

N
B(N) = ) S(N.N,). (B.10)
No=1
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Lemma B.4. Sei T,s(N) die Anzahl der Moglichkeiten, die Knotenmenge V = {vy,...,vN} in
exklusive und gemeinsame Teilmengen einzuteilen. Es gilt

Tos(N) = B(N +1) =2V +1 S — 2N 41,
ees(NV) W +1 i >(e-ln(N+1)) *

wobei B(N + 1) die (N + 1)-te Bell-Zahl und e die Eulersche Zahl ist.

Beweis. Es wird zuerst die Anzahl T(N, Ny) moglicher Einteilungen der Knotenmenge V =
{vi,...,vn} in Ny exklusive Teilmengen H,, ..., Hy, berechnet. Dazu wird die Knotenmenge
zundchst partitioniert. Fir Ny = 1 und fiir Ny = N gibt es jeweils nur eine Moglichkeit die
Partitionierungen durchzufiihren. Fiir 1 < Ny < N muss hingegen unterschieden werden, ob die
gemeinsame Menge C = u}jglck leer ist oder nicht, da dann die Knotenmenge entweder in N
oder in Ny+1 Teilmengen partitioniert werden muss. Im ersteren Fall entspricht die Anzahl mogli-
cher Einteilung direkt der Anzahl der Partitionierungen, welche durch die Stirling-Zahl S(N, No)
gegeben ist. Im letzteren Fall muss weiterhin gewihlt werden, welche der Ny 4 1 Teilmengen die
gemeinsamen Menge C ist. Da jede der Teilmengen als gemeinsamen Menge C gewihlt werden
kann, ergibt sich (No + 1) - S(N, No + 1) als Anzahl. Somit ergibt sich insgesamt

S(N, N N 1)-S(N, N 1), 1< Nyg<N,
T(N. No) = ( 0) + (No+1)-5( o+ 1) 0
S(N, Ny), No € {1, N}.

Fir N > 2 ist dann die Gesamtzahl moglicher Einteilungen in exklusive und gemeinsame Teil-
mengen durch

N
Tuel(N) = ) T(N, No)
No=1
N—-1
=S(N.N)+S(N.1)+ Y (S(N.No) + (No+1)- S (N.No + 1))
No=2
gegeben. Mit der Rekursionsformel (B.9) und S(N, N) = 1 folgt
N—-1
Toes(N) =1-2-S(N.2)+ > S(N + 1, No+ 1)
No=1
N+1
=1-2-S(N.)=S(N+1L.1)=S(N + LN + 1)+ Y S(N + 1. No).
No=1

Mit (B.10), S(N + 1,1) = S(N + 1, N + 1) = 1 und S(N, 2) = 2N~! — 1 folgt schlieBlich
Toes(N) = B(N + 1) — 2V 4+ 1.

Obwohl dieser Ausdruck fiir N > 2 hergeleitet wurde, ergibt er auch fiir N = 1 mit Ty (1) = 1
und N = 2 mit Ty(2) = 2 das korrekte Ergebnis. Fiir die Gesamtanzahl gilt [6]

N—I—l N+1 N
Tys(N) > | ——— 2N 4 1.
s (V) (e-ln(N-i—l)) +
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B.5 Erganzungen zu Kapitel 5

B.5.1 Beweis von Lemma 5.3

Es wird zuerst gezeigt, dass £ vollen Zeilenrang hat. Dazu wird bewiesen, dass der Linksnullraum
von L trivial ist. Sei zg € RV=1?  sodass ng =0" gilt. Es wird gezeigt, dass zy notwendiger-
weise zu Null gewihlt werden muss. Nach (5.11) ergibt sich unter Beriicksichtigung von (5.8)

L= (V'®V") -[vec(Liz) ... vec(Lyn-1)]- (B.11)

MyeRWN—1D2xN2 LERNZXN(N-1)

Die Matrix My hat vollen Zeilenrang, da V' vollen Zeilenrang hat. Dariiber hinaus besitzt die
Matrix £ vollen Spaltenrang, da die Spalten vec (L,-, j) jeweils Kanten des vollstdndig verbunde-
nen Graphen repriésentieren, jede Kante nur einmal vorkommt und somit der nichttriviale Neben-
diagonaleintrag in L; ; nur fiir (v;, v;) auftritt. Damit hat der Linksnullraum von £ die Dimension
N . Die Zeilen der Matrix (1 ® Iy) € R¥N*N? beschreiben eine Basis des Linksnullraums. Dies
ist direkt ersichtlich aus Anwendung der Beziehung zwischen dem Kronecker-Produkt und dem
Vektorisierungsoperator (A.4) auf jede Spalte von £ gemeinsam mit der Eigenschaft, dass der
Einsvektor 1) im Kern jeder Laplacematrix liegt

(1y ® Iy) - vec (Li,j) = vec (Lij1x) = 0.

Fiir z,, sodass zOT[, = 0", muss daher zOTMV im Linksnullraum von L liegen, d.h., es muss

p € RN existieren, sodass

2, (VIQV) =pT(1} 1y)
gilt. Erneut kann die Beziehung zwischen dem Kronecker-Produkt und dem Vektorisierungsopera-
tor (A.4) angewandt werden. Wird Z, € RV ~1*N=1 als Matrix geschrieben, welche die Elemente
von z, in geeigneter Weise enthilt, so ergibt sich

VZ,V' — 1y = 0.

Dies ist dquivalent zu

lT
[-n VZ,]- [Vf¥] = 0. (B.12)

——
TT

Die Matrix T entspricht genau der in (2.3) definierten Transformationsmatrix, welche definitions-
gemdl regulir ist. Daher kann (B.12) nur erfiillt werden, wenn VZy = 0 und u = 0. Da V vollen
Spaltenrang hat, muss folglich Zy = 0 bzw. z, = 0 gelten, was zeigt, dass der Linksnullraum von
L trivial ist.

—1
Als néchstes wird gezeigt, dass die Spalten von £ := V ® 1_; eine Basis des Rechtsnullraums
von L darstellen. Im Folgenden wird die Notation

T = [vec(ere]) ... vec(eney)]
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verwendet. Auflerdem wird Iﬁ geschrieben, um die Einheitsmatrix zu beschreiben, bei der die
i-te Spalte geloscht wurde. Dariiber hinaus wird die Schreibweise lﬁ := 1y — e; verwendet,
welche den Einsvektor beschreibt, der als i-tes Element eine Null enthilt. Es gilt I/ 1y_; = 1.
Es wird zunichst ein Teil der Matrix £ betrachtet, welche in die Definition von £ gemdl (B.11)
eingeht. Unter Berlicksichtigung der Definition von L; ; in (5.2) gilt

[vec (Li1), ..., vec(Lii—1),vec (Liit1) ..., vec (Lin)]
= II; —e® [el,...,ei_l,e,url,...,eN]
=TIy — (e ® Iy) Iy,

wobei die Beziehung vec(e;e) = e; ® e; genutzt wurde. Wird dieser Ausdruck verwendet um
L darzustellen, so ergibt sich

Iy
L=(1y®I)—1Iy:)- : (B.13)
LN
Es gilt
Iy e/ Ve 1y
(V®1y-y) = : =(V®1ly)—-IV. (B.14)
N en Vel
Zudem gilt
(1} ®I)I: [Vec (Zey),...,vec (IeN)] =7 (B.15)

Unter Verwendung von (B.13), (B.14) und (B.15) sowie bei Verwendung der Tatsache, dass
1,V =07 gilt, folgt
L-VR1Iy-1)=—-(VQ1y). (B.16)

Daher folgt unter Beriicksichtigung der Definition von £ in (B.11), dass
L-VR1Iy_1)=—(VI®@V)(Valy) =0, (B.17)

daV'ly =0 gilt. Da bereits gezeigt wurde, dass £ vollen Zeilenrang hat, d.h., dass rang(L) =
(N — 1) gilt, hat der Rechtsnullraum von £ die Dimension N — 1. Dies zeigt, dass die Spalten
von V ® 1,_; eine vollstindige Basis fiir den Rechtsnullraum von L sind. ]

B.5.2 Ergdanzungen zum Beweis von Satz 5.18

Fiir den Fall N = 3 wird im Folgenden gezeigt, dass

_ 1
L vec (YU) = (13 ® [—ID Y P R, (B.18)

~———— —
My
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und .
L vec (L) = 31 (B.19)

gilt. Beide Gleichungen sind vom Typ Z v = wund werden daher auf demselben Weg bewiesen.
Zunichst wird gezeigt, dass
Lw=yv (B.20)

gilt und anschlielend, dass w Losung von (B.20) mit minimaler 2-Norm ist (diese Losung wird
iiber die Pseudo-Inverse £ gewonnen). In beiden Fillen wird von der Darstellung der Matrix £
in (B.11) Gebrauch gemacht.

Um die Giiltigkeit von (B.18) zu zeigen, wird zunichst

L-M,=(V'®V')-L- (13 ® {_IID (B.21)

betrachtet. Der Nullraum von (V' ® V') € R**® wird fiir beliebige Vmit 1, V=0und V'V =
I, durch

0 0
Y=|ILl), [Le|1l 0
0 1

aufgespannt. Es ldsst einfach numerisch tiberpriifen, dass
bild (£ - M,) Nbild (Y) =0
gilt, woraus folgt, dass ZM,, € R*3 in (B.21) vollen Spaltenrang hat. Sei
Y = |:J’ 1 JQ]
Y2 )3

eine symmetrische Matrix. Dann gilt

vec (Y'U) =

mity = [y; y» y3]7. Als néchstes wird gezeigt, dass fiir alle 5 ein y existiert, sodass Myy = M,
gilt. Um dies zu zeigen, wird ausgenutzt, dass ein Gleichungssystem Ax = b genau dann l6sbar
ist, wenn w'b = 0 fiir alle w im Linksnullraum von A gilt [11, Fakt 2.10.6]. Der Linksnullraum
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von My wird durch vec (I,) aufgespannt. Somit beweist

vec(I,) LM, = vec(I,) - (VI @ V).

|
|
) el

i (ve[ )= wom (ve[ ) o

dass fiir alle n ein y existiert, sodass Myy = Myn gilt. Dass VW =1, — 131;'_/3 = Lllf) fiir
beliebige V mit 13TV = 0und V'V = I, gilt, wurde bereits im Beweis von Satz 3.39 hergeleitet.
Dass vec (L{Z)T L = 12_ gilt, kann numerisch ausgewertet werden, da beide Matrizen vollstin-
dig bekannt sind. Da fiir alle 5 ein y existiert, sodass Myy = ZM,,n gilt, kann also eine lineare
Abbildung von 5 nach y definiert werden. Diese ist eineindeutig, da £LM,, und M, jeweils vollen
Spaltenrang haben. Daher existiert auch die Umkehrabbildung von y nach » und es folgt insbe-
sondere y = 0 < 5 = 0. Im Folgenden wird noch gezeigt, dass M, die Losung mit minimaler
2-Norm von Myy = Lw ist. Jede Losung w Lisst sich durch

w=Mn+(VeL)p

parametrieren, da (V ® 1) nach Lemma 5.3 den Nullraum von £ aufspannt. Fiir das Quadrat der
2-Norm von w gilt

2 2
||W||§ =w'w= ”MWHZ + (Ve 12)/’“% = ”MMHZ’
da M; -(V®1;) =0,da[l —1]-1, = 0. Dies schlieft den Beweis der Giiltigkeit von (B.18).
Die Giiltigkeit von (B.19) wird auf dieselbe Weise gezeigt. Fiir diesen Fall gilt
1 1
§£16 = vecC (13 — 5131;—) s
da L - w die vektorisierte Laplacematrix bei Wahl der Kantengewichte in w angibt, was bei w =

16/3 die Laplacematrix des vollstandig verbundenen Graphen ist, wobei alle Kantengewichte zu
1/3 gewihlt wurden. Somit gilt

%le =--(VI®V') Ll

w |

A~

1
V' ® VT) - vec (13 — 51311)

1
= vecC (VT (I3 - 5131;[_) V) = vec (Iz) ,
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wobei der letzte Schritt aus 1; V = 0 und V'V = I, folgt. Mit demselben Argument wie oben
kann gezeigt werden, dass 1¢/3 die Losung mit minimaler 2-Norm von £w = vec (I,) ist, denn

jede Losung w dieser Gleichung ldsst sich durch

1

darstellen. Erneut gilt fiir das Quadrat der 2-Norm

2 2

+(Ve1)pli=
2

T

b

11
3°°,

1
||W||§ =W W= Hgls

dalg/3=(1; ®1,)/3und 1; V = 0 gilt.
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