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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Methoden und Anwendungen zur Pol- bzw. Eigenwertvorgabe
linearer, zeitinvarianter dynamischer Systeme diskutiert. Im Fokus stehen hierbei Aufgabenstel-
lungen des integrierten Regler- und Strukturentwurfs. Bei diesen beinhaltet die Entwurfsaufgabe,
neben der Auslegung einer Regelung, die geeignete Wahl beeinflussbarer Parameter der Regelstre-
cke. Als gemeinsamer Ausgangspunkt der betrachteten Syntheseverfahren dient die Formulierung
entsprechender Aufgabenstellungen als Entwurfsprobleme statischer, strukturbeschrinkter Riick-
fiihrungen.

Es wird zunichst eine Vorgehensweise vorgestellt, die im Falle der Riickfithrung aller Zustén-
de eine parametrische Losung des Polvorgabeproblems unter Einbeziehung der Freiheitsgrade
der Regelstrecke erlaubt. Unter Verwendung der resultierenden parametrischen Darstellung der
Matrix der Zustandsriickfiihrung wird ein Optimierungsproblem formuliert, das darauf abzielt,
insbesondere die Robustheitseigenschaften des geschlossenen Regelkreises zu verbessern.

Oftmals ist es wiinschenswert, restriktive Strukturbeschriankungen beziiglich einer auszulegenden
Riickfiihrung beriicksichtigen zu konnen. In diesem Kontext werden Ansétze zur Pol- und Pol-
bereichsvorgabe sowie zur Erhohung von Eigenwert-Diampfungsgraden vorgestellt, bei denen die
Entwurfsprobleme direkt als Optimierungsprobleme in den beeinflussbaren Elementen der Matrix
der Riickfiihrung formuliert werden. Eigenschaften der in diesem Zusammenhang auftretenden
Funktionen von Eigenwerten werden bei der Formulierung dieser Optimierungsprobleme sowie
bei der Auswahl geeigneter Algorithmen zur Suche nach Losungen gezielt beachtet.

Die Beschreibung aller vorgestellten Verfahren wird von ausfiihrlich diskutierten Entwurfsbeispie-
len begleitet, die sich mit Problemstellungen zur Minderung von Strukturschwingungen mittels
aktiver und passiver Regelsysteme befassen.



Abstract

This thesis discusses methods and applications of pole or eigenvalue placement for linear time-
invariant dynamical systems. The focus lies on problems that involve integrating structure and
control design, i.e. problems where, in addition to the design of a feedback controller, tunable
parameters of the plant are to be chosen. Reformulating the respective design tasks as structured,
static output feedback problems serves as a common framework for all considered design proce-
dures.

It is shown how, in case of a full state feedback, a parametric solution of the pole placement
problem can be derived that encompasses the degrees of freedom due to the controller as well
as the degrees of freedom available in terms of tunable parameters of the plant. The resulting
parametrization of the state feedback controller is subsequently utilized in an optimization proce-
dure in order to enhance the robustness properties of the closed-loop system.

Oftentimes, it is desirable to design feedback controllers that adhere to restrictive structural con-
straints. In this context, design procedures for exact pole placement or the placement of poles
in specified regions in the complex plane as well as an approach to increase eigenvalue damp-
ing ratios are presented. These design procedures involve optimization problems which directly
consider the tunable elements of the feedback matrix as variables. Properties of the functions of
eigenvalues that occur in connection with these optimization problems are taken into account,
specifically with respect to the choice of suitable solvers.

The discussion of the design procedures given in this thesis is complemented by detailed applica-
tion examples that particularly deal with the problem of damping structural vibrations using active
and passive devices.
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1 Einleitung

Aufgabenstellungen aus dem Bereich der Regelungstechnik beinhalten neben dem eigentlichen
Reglerentwurf in vielen Fillen die geeignete Wahl beeinflussbarer Parameter der betrachteten
Regelstrecke. Solche Freiheitsgrade im Systementwurf, die nicht bereits im Vorfeld durch kon-
struktive Notwendigkeiten festgelegt sind, konnen verschiedenster Art sein. Ein anschauliches
Beispiel ist die geeignete Positionierung von Aktoren und Sensoren fiir komplexe mechatroni-
sche oder adaptronische Systeme bzw. Strukturen [62, 108]. Oftmals wird die Wahl der fiir den
Struktur- sowie Reglerentwurf zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade in aufeinander folgenden
Entwurfsschritten durchgefiihrt. Ein grundsitzliches Problem eines mehrstufigen Ansatzes ist die
wechselseitige Beeinflussung der Struktureigenschaften und des Reglerentwurfs. Die mittels einer
Regelung fiir den geschlossenen Regelkreis erreichbare Giite, bewertet mittels eines geeignet ge-
wihlten Giitekriteriums, wird in teils erheblichem Malle von den vorgelagerten Entwurfsschritten
beeinflusst. Andererseits kann eine gewihlte Reglerstruktur Konsequenzen fiir die Auslegung des
Systems haben. Insofern erscheint es generell wiinschenswert, die Wahl aller zur Verfiigung ste-
henden Freiheitsgrade in einem integrierten Regler- und Strukturentwurf zusammenzufassen [27,
59, 82].

Denen sich durch einen solchen integrierten Ansatz offensichtlich ergebenden Vorteilen steht ei-
ne unter Umsténden deutlich erhthte Komplexitit der resultierenden Entwurfsaufgabe gegeniiber.
Zur gezielten Berlicksichtigung von Freiheitsgraden eines betrachteten Systems in einem modell-
basierten Reglerentwurf muss deren Einfluss in geeigneter Weise durch die gewihlte Systembe-
schreibung dargestellt werden konnen. Bei technischen Systemen konnen somit beispielsweise
Beschreibungsformen problematisch sein, die das Resultat einer nicht physikalisch motivierten
Modellbildung sind. Ebenso muss eine durch die Beriicksichtigung der zusitzlichen Freiheitsgra-
de verdnderte Struktur des Entwurfsproblems in geeigneter Weise von einem gewéhlten Verfahren
beriicksichtigt werden konnen.

Diese einleitenden Uberlegungen motivieren die in dieser Arbeit diskutierten Methoden und An-
wendungen zur Pol- bzw. Eigenwertvorgabe linearer, zeitinvarianter dynamischer Systeme. In der
Literatur werden beide Bezeichnungen fiir Entwurfsverfahren verwendet, die sich mit der ge-
zielten Beeinflussung der Eigenwerte der Systemmatrix bzw. der Systempole des geschlossenen
Regelkreises befassen [43, 86, 102]. Wird anstatt die Lage der Eigenwerte in der komplexen Zahle-
nebene exakt vorzugeben, ein zulédssiger Bereich gewéhlt, wird dies auch als Polbereichsvorgabe
bezeichnet. Beriicksichtigt ein Entwurf neben den Eigenwerten ebenfalls die Eigenvektoren der
Systemmatrix des geschlossenen Regelkreises, wird mitunter von der Vorgabe der Eigenstruktur
gesprochen [80]. Die unterschiedlichen, insbesondere klassischen, Ansitze zur Polvorgabe zih-
len zu den bekanntesten Entwurfsverfahren fiir Ein- und Mehrgroenregelungen linearer dynami-
scher Systeme. Die vorliegende Arbeit versucht hier einen Beitrag zu leisten, indem verschiedene
solcher Syntheseverfahren mit Fokus auf die Auslegung strukturbeschrinkter Riickfiihrungen im
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Allgemeinen und Aufgabenstellungen des integrierten Regler- und Strukturentwurfs im Speziel-
len angepasst beziehungsweise interpretiert werden. Die Beschreibung dieser Verfahren wird von
ausfiihrlich diskutierten Entwurfsbeispielen begleitet, die sich insbesondere mit Problemstellun-
gen zur Minderung von Strukturschwingungen mittels aktiver und passiver Regelsysteme befassen
[91, 100].

Struktur der Arbeit und Literaturiibersicht

Das Hauptaugenmerk der in den folgenden Kapiteln diskutierten Verfahren und insbesondere der
betrachteten Anwendungsbeispiele liegt auf der systematischen Beriicksichtigung beeinflussba-
rer Parameter verschiedener Komponenten des betrachteten Systems bzw. der aufeinander abge-
stimmten Auslegung aktiver und passiver Systemkomponenten mittels Methoden der Polvorgabe.
Dabei wird eine Klasse linearer, zeitinvarianter Systeme betrachtet, fiir welche die Matrizen der
Zustandsraumdarstellungen rationale Funktionen der beeinflussbaren Parameter sind. Zwar stellt
dies eine Einschrinkung dar, bietet allerdings Vorteile hinsichtlich der Analyse der vorgestellten
Syntheseverfahren. Insbesondere ermdoglicht diese Voraussetzung die Giiltigkeit einiger Aussa-
gen, die im Zusammenhang mit den betrachteten Verfahren von Interesse sind, generisch bzw. fiir
fast jede Wahl der fiir den Entwurf zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade zu etablieren. Eine
kompakte Einfithrung bzw. Prizisierung dieser Begriffe unter Zuhilfenahme von Resultaten aus
dem Bereich der algebraischen Geometrie ist in [126] gegeben.

Weiterhin existieren automatisierte Verfahren, um fiir derartige Systeme dquivalente Darstellun-
gen als Verkniipfung eines parameterunabhingigen Systems mit einer strukturbeschrinkten stati-
schen Riickfiithrung anzugeben. In dieser Darstellung entsprechen einzelne Elemente der Riickfiih-
rung den, unter Umsténden geeignet transformierten, Entwurfsparametern. Das hierfiir genutzte
Werkzeug sind die sogenannten linear gebrochen rationalen Realisierungen bzw. Transformatio-
nen [130]. Diese finden im Kontext regelungstechnischer Methoden insbesondere im Zusammen-
hang mit der Modellierung und Analyse parametrischer Unsicherheiten Verwendung [32, 56, 75,
114, 122]. Sie werden jedoch auch zur Erzeugung standardisierter Systembeschreibungen fiir den
Entwurf strukturbeschrinkter Regler eingesetzt. Hier sind insbesondere die in den Veroffentli-
chungen von Gahinet und Apkarian [47, 48], Apkarian, Gahinet und Buhr [3] sowie Apkarian
und Noll [4, 5] diskutierten Syntheseverfahren zu nennen. Diese erlauben die Beriicksichtigung
verschiedener Entwurfsziele, insbesondere die Minimierung von ;- und H,-Normen, und sind
hervorragend fiir Problemstellungen geeignet, in denen beeinflussbare Parameter in verschiedenen
Komponenten eines betrachteten Systems zu beriicksichtigen sind.

Da sich dynamische Riickfiihrungen durch geeignete Systemumformungen ebenfalls als statische
Riickfiihrung fiir ein erweitertes Streckenmodell darstellen lassen, konnen alle fiir den Entwurf
zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade der Regelstrecke sowie des Reglers in der Matrix ei-
ner statischen strukturbeschrinkten Ausgangsriickfithrung zusammengefasst werden. Im Rahmen
dieser Arbeit ergibt sich durch Verwendung dieser Umformungen und der entsprechenden Dar-
stellung des Entwurfsproblems vor allem eine Vereinfachung der Beschreibung der verschiedenen
Entwurfsmethoden sowie deren Implementierung. Kapitel 2 gibt einen Uberblick iiber die im Zu-
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sammenhang mit diesen Transformationen gebriduchliche Notation, deren Eigenschaften sowie
eine Reihe weiterer wohlbekannter Systemumformungen [102, 130], die in den nachfolgenden
Kapiteln genutzt werden.

Die weiteren Kapitel des Haupttextes sind verschiedenen Entwurfsverfahren gewidmet. Diese un-
terscheiden sich hinsichtlich des gewihlten Ansatzes, der Voraussetzungen sowie der im Fokus
stehenden Anwendungen und kénnen weitestgehend unabhiéngig voneinander betrachtet werden.
Ausgangspunkt des in Kapitel 3 vorgestellten Verfahrens sind Methoden zur Auslegung von Zu-
standsriickfithrungen durch Vorgabe der Eigenstruktur des geschlossenen Regelkreises. Bekann-
termaBlen konnen fiir ein vollstindig steuerbares lineares System samtliche Eigenwerte des ge-
schlossenen Regelkreises mittels einer statischen Zustandsriickfiihrung beliebig vorgegeben wer-
den [127]. Im Falle eines Systems mit mehreren Eingangsgrofien bietet eine solche Riickfiihrung
Freiheitsgrade, die genutzt werden konnen, um neben der Zuweisung der Eigenwerte weitere Ent-
wurfsziele zu erfiillen [92]. Ausgehend von Parametrierungen der Reglermatrix, die fiir jede bzw.
fast jede Wahl der Parameter die Zuweisung eines vorgegebenen Spektrums im geschlossenen Re-
gelkreis garantieren, bestimmen verschiedene Verfahren diese Parameter unter Nutzung geeignet
formulierter Ein- und Mehrzieloptimierungsprobleme. Gebriuchlich sind insbesondere Giitekri-
terien, die darauf abzielen die Robustheitseigenschaften des geschlossenen Regelkreises zu ver-
bessern [24, 28, 66, 80, 106, 121]. Dieser Vorgehensweise folgend, wird ein Verfahren vorgestellt,
das Freiheitsgrade der Regelstrecke in einer solchen Parametrierung der Zustandsriickfithrung und
der auf dieser aufsetzenden Parameteroptimierung geeignet beriicksichtigt.

Ein Vorteil dieses parametrischen Ansatzes ist, dass die Stabilitdt sowie eine gewisse Dynamik
des geschlossenen Regelkreises unabhdngig vom Resultat der Parameteroptimierung sichergestellt
sind. Die Notwendigkeit der Kenntnis des gesamten Zustandsvektors stellt jedoch hinsichtlich des
Einsatzes des Verfahrens in der Praxis eine Einschriankung dar, da oftmals nur eine begrenzte An-
zahl von Messgrofen zur Verfiigung steht. Eine Moglichkeit, dieser Problematik zu begegnen, ist
der Ubergang zu dynamischen Ausgangsriickfithrungen. Ist das betrachtete System beobachtbar,
kann beispielsweise der Zustandsvektor ndherungsweise durch einen Zustandsbeobachter rekon-
struiert werden [44, 84, 85]. Sollen dynamische Riickfiihrungen relativ hoher Ordnung, wie sie bei
diesem Vorgehen mitunter resultieren, vermieden werden, ist es von Interesse, Entwurfsverfahren
zur Polvorgabe mittels statischer Ausgangsriickfithrungen zu betrachten.

Die Frage nach der Losbarkeit des Polvorgabeproblems als solchem ist in diesem Kontext wesent-
lich komplexer als im Falle einer Zustandsriickfiihrung. In den vergangenen Jahrzehnten wurde
diese Thematik in einer Vielzahl von Veroffentlichungen aufgegriffen. So konnten Hermann und
Martin [58] zeigen, dass die fast beliebige Vorgabe simtlicher Eigenwerte mittels einer komple-
xen Riickfiithrung fiir generische Systeme moglich ist, sofern das Produkt der Anzahl der Ein-
und Ausgangsgroflen groer oder gleich der Anzahl der ZustandsgroBen ist. Eine entsprechende
Bedingung fiir reelle Riickfiihrungen, das Produkt der Anzahl der Ein- und Ausgangsgrofien ist
groBer der Anzahl der Zustinde, wurde von Wang [123, 124] angegeben. Ein zusammenfassender
Uberblick beziiglich dieser sowie einer Reihe weiterer bekannter Resultate findet sich in [119].
Unabhingig von den genannten Bedingungen lésst sich zeigen, dass die Polvorgabe mittels sta-
tischen Ausgangsriickfithrungen im Allgemeinen NP-schwer ist [46]. Wenngleich letztgenanntes
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Resultat die Suche nach allgemeinen, nicht-iterativen Losungen des Polvorgabeproblems fiir sta-
tische Ausgangsriickfithrungen unter der von Wang angegebenen Bedingung wenig aussichtsreich
erscheinen ldsst, existieren eine Reihe von Verfahren, die parametrische Losungen in bestimmten
Fillen erlauben [7, 72]. Ein kompakter, genereller Uberblick iiber in der Literatur beschriebe-
ne Syntheseverfahren ist in [128] gegeben. Hinsichtlich iterativer Verfahren seien ergénzend die
Arbeiten von Konigorski [71] sowie Franke und Robenack [45] genannt.

Fiir eine Vielzahl der im Fokus dieser Arbeit stehenden Anwendungen des integrierten Regler- und
Strukturentwurfs ergeben sich Problemstellungen, bei denen nur eine sehr begrenzte Anzahl von
Freiheitsgraden in der Riickfithrung zur Verfiigung steht. Dies beriicksichtigend, sind insbeson-
dere iterative Verfahren von Interesse, die es erlauben, Strukturbeschriankungen der Riickfithrung
in einfacher Weise in den Entwurf einzubeziehen. Zudem ist eine gewisse Flexibilitit beziiglich
der Vorgabe der Eigenwerte wiinschenswert bzw. notwendig. Als Beispiel hierfiir seien Regler-
entwiirfe zur Schwingungsminderung flexibler mechanischer Strukturen genannt. Bei diesen wei-
sen die Modelle der betrachteten Systeme oftmals eine relativ hohe Ordnung auf und beinhalten
Dynamikanteile, die sich auflerhalb des im Fokus der Anwendung liegenden Frequenzbereichs
befinden. Eine exakte Vorgabe aller Eigenwerte eines solchen Systems ist, sofern sie mit den ge-
gebenen Freiheitsgraden tiberhaupt moglich ist, aufwindig und mitunter kontraproduktiv. Geeig-
nete Strukturbeschrinkungen der auszulegenden Riickfiihrung konnen in diesem Zusammenhang
beispielsweise dazu dienen, fiir die Implementierung vorteilhafte dezentrale Regelungsstrukturen
zu realisieren. Hier versuchen die in Kapitel 4 und Kapitel 5 beschriebenen Verfahren geeignete
Losungsansitze zur Synthese strukturbeschrankter Ausgangsriickfithrungen aufzuzeigen.

In Kapitel 4 werden direkte Verfahren zur Polvorgabe fiir statische, strukturbeschrinkte Ausgangs-
riickfiihrungen betrachtet. Die Bezeichnung als direktes Verfahren ist [71] entliehen und bezieht
sich hier auf den Ansatz, den Polvorgabeentwurf als Optimierungsproblem in den Elementen
der Matrix der Riickfithrung zu formulieren. Ausgehend von den in [71] sowie [128] beschrie-
benen Entwurfsverfahren werden Giitekriterien basierend auf dem charakteristischen Polynom
des geschlossenen Regelkreises sowie dem Abstand der Eigenwerte von vorgegebenen Punkten
in der komplexen Ebene verwendet. Die Formulierung der resultierenden Optimierungsproble-
me erlaubt es, die vorgegebenen Eigenwerte als zusitzliche Entwurfsparameter aufzufassen. So
konnen fiir den Fall, dass die Freiheitsgrade der Riickfithrung nicht ausreichen, das Polvorgabe-
problem exakt oder, bedingt durch den iterativen Ansatz, in ausreichend guter Nidherung zu l6sen,
unter Umstéinden die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises in geeignet vorgegebenen Be-
reichen zugewiesen werden. Neben einer Gegeniiberstellung der betrachteten Giitekriterien sowie
der Diskussion von Méglichkeiten, gegebenenfalls wiederum iiber die Polvorgabe hinausgehende
Entwurfsziele zu beriicksichtigen, wird die vorgestellte Vorgehensweise anhand eines komplexen
Anwendungsbeispiels, der gemeinsamen Auslegung von Reglerparametern und Sensorpositionen
an einem Balkenversuchsstand, illustriert.

In Kapitel 5 wird ein Entwurfsverfahren zur Erhohung von Eigenwert-Dimpfungsgraden be-
schrieben. Deren Maximierung ist hinsichtlich der Minderung von Strukturschwingungen von
Interesse, wenn die zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade nur sehr eingeschrinkte Moglichkei-
ten zur Beeinflussung des betrachteten Systems bieten [132]. Die resultierende Aufgabenstellung
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dhnelt der bei der Suche nach stabilisierenden Riickfiithrungen relevanten Minimierung der spek-
tralen Abszisse und des spektralen Radius, das Maximum der Realteile der Eigenwerte bzw. das
Maximum deren Betriage [15, 21, 23]. Durch die Eigenschaften dieser Funktionen der Eigenwerte
resultieren Optimierungsprobleme mit nichtkonvexen und nichtglatten Giitefunktionen. Insbeson-
dere fallen bei diesen Funktionen Punkte, an denen diese nicht differenzierbar sind, oftmals mit
lokalen Minima bzw. Maxima zusammen, was bei der Auswahl eines geeigneten Optimierungs-
verfahrens zu beriicksichtigen ist. Nach einer Einordnung der Problemstellung sowie auch der in
Kapitel 4 zur Polvorgabe verwendeten Funktionen in diesen Kontext, wird eine Vorgehensweise
zur Suche nach Losungen der betrachteten Optimierungsprobleme diskutiert. Diese orientiert sich
an den in den Softwarepaketen HIFOO (Ho-Fixed Order Optimization) [51] bzw. HANSO (Hy-
brid Algorithm for Non-Smooth Optimization) [20, 79] implementierten Verfahren fiir nichtglatte,
nichtkonvexe Optimierungsprobleme. Verschiedene Aspekte des resultierenden Entwurfs werden
anhand mehrerer Anwendungsbeispiele illustriert. Im Besonderen wird ein Versuchsaufbau zur
Schwingungsminderung flexibler Strukturen mittels piezoelektrischer Wandler in Verbindung mit
passiven elektrischen Netzwerken betrachtet. Eine kurze Zusammenfassung der Resultate in Ka-
pitel 6 und drei Anhédnge, in denen unter anderem auch eine kurze Einfithrung zu Eigenwerten
linearer dynamischer Systeme gegeben ist, beschlielen diese Arbeit.
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Grundlage flexibel anwendbarer Analyse- und Syntheseverfahren ist ein einheitlicher Rahmen
zur Beschreibung des Entwurfsproblems. Die in den folgenden Kapiteln beschriebenen Metho-
den nutzen hierfiir Varianten der in Bild 2.1 allgemein dargestellten Verkniipfung eines linearen
zeitinvarianten dynamischen Systems G, gegeben durch eine Zustandsraumdarstellung, und ei-
ner statischen strukturbeschrinkten Riickfithrung K, welche die durch das Entwurfsverfahren zu
wihlenden Parameter enthilt. Gegenstand dieses Kapitels ist es aufzuzeigen, wie eine Vielzahl
von Entwurfsproblemen, im Besonderen aus dem Bereich des integrierten Regler- und Struktur-
entwurfs, in geeigneter Weise in eine solche Darstellung tiberfiihrt werden kann.

Die Zustandsraumdarstellung des Systems G aus Bild 2.1 kann allgemein in der Form

x(2) A B B x ()
@ |=| G Du Di uy(t) 2.1
y2(t) Cy; Dy Dy us (1)

mit x(#p) = xo angegeben werden. Hierbei bezeichnet x(¢) € RR” den Zustandsvektor, x, den
Anfangszustand,

u(t) == [ uT(@) ul() ] e Rmtm
den Eingangsvektor und

y(@0):=[ yT@) yI@) ] e RPHP2

den Ausgangsvektor des Systems. Fiir die Systemmatrix A, die Eingangsmatrix B :=[ B; B |,
die Ausgangsmatrix C := [ C[ CJ |' sowie die Durchgriffsmatrix

Dll D12 :|
D =
[ D>y Dy,

werden passende Dimensionen vorausgesetzt. Das Regelgesetz
u(t) = Ky,(t) mit KeK (2.2)

beschreibt die im Allgemeinen strukturbeschrinkte statische Riickfithrung, wobei K C R"2*P2
die Menge der zulédssigen Matrizen bezeichnet. Der Einfachheit halber wird im Weiteren bei ent-
sprechenden Darstellungen zumeist auf die explizite Angabe des Anfangszustands x, sowie der
Zeitabhingigkeit der Zustands-, Ein- und Ausgangsvektoren verzichtet. Zudem werden je nach
Bedarf verschiedene Bezeichnungen fiir die Dimensionen und mégliche Partitionierungen der in
dieser Darstellung auftretenden Matrizen und Vektoren gewihlt.
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Bild 2.1: Verallgemeinerter Regelkreis

Die in Bild 2.1 dargestellte Struktur mit einer statischen Riickfiihrung kann als Spezialfall der
Riickfiihrung iiber ein dynamisches Systems angesehen werden, die als Ausgangspunkt einer Viel-
zahl von Syntheseverfahren fiir lineare Systeme dient [112, 130, 40, 102]. Wéhrend hierbei klas-
sischerweise die Ausginge y, die gemessenen Groflen und u, die durch den Regler erzeugten
StellgroBen bezeichnen, werden mit #; und y; externe Ein- und Ausgédnge gekennzeichnet, die
zur Definition geeigneter Giitefunktionen fiir die Reglersynthese beziehungsweise zur Bewertung
des Systemverhaltens genutzt werden.

Die Beschriankung auf statische Riickfiihrungen bedeutet in diesem Zusammenhang jedoch keine
tatsidchliche Einschrinkung, da sich fiir dynamische Riickfiihrungen stets eine beziiglich des Ver-
haltens des geschlossenen Regelkreises dquivalente Darstellung mit einer statischen Riickfithrung
angeben lédsst. Das entsprechende Vorgehen wird, nachdem zunichst einige allgemein niitzliche
Rechenregeln fiir die Verkniipfung linearer zeitinvarianter Systeme angegeben werden, in Ab-
schnitt 2.1 beschrieben.

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Betrachtung von Systemen, die Freiheitsgrade
bei der Parametrierung verschiedener Systemkomponenten bieten, um das dynamische Verhalten
zu beeinflussen. Hierfiir werden dquivalente Darstellungen parameterabhiingiger Systeme in der
durch (2.1) und (2.2) gegebenen Form genutzt. In diesem Zusammenhang werden in Abschnitt 2.2
die sogenannten linear gebrochen rationalen Realisierungen (LFR, engl. linear fractional rea-
lization) beziehungsweise Transformationen (LFT, engl. linear fractional transformation) [130]
betrachtet. Diese erlauben es, Systeme, fiir welche die Matrizen der Zustandsraumdarstellung ra-
tionale Funktionen der beeinflussbaren Systemparameter sind, dquivalent als Verkniipfung eines
parameterunabhingigen Systems und einer statischen Riickfiihrung darzustellen, wobei nur die
Diagonalelemente der Matrix der Riickfithrung von Null verschieden sind. Die hierfiir notwen-
digen Operationen lassen sich mittels gingiger Software automatisiert ausfithren. Fiir einfache
Parameterabhingigkeiten konnen solche Darstellungen auch direkt aus der Anschauung heraus,
beziehungsweise mit Hilfe weniger elementarer Umformungen, angegeben werden. Ein Beispiel
fiir Letzteres wird zur Illustration der Vorgehensweise genutzt.
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2.1 Rechenregeln fiir Systeme in Zustandsraumdarstellung

In diesem Abschnitt werden einige niitzliche Rechenregeln fiir Systeme in Zustandsraumdarstel-
lung im Hinblick auf verschiedene Riickfiihrungsstrukturen angegeben, die im Weiteren Verwen-
dung finden. Die betrachteten Zusammenhiinge ergeben sich grundsitzlich durch elementare Ope-
rationen, so dass diese zum groBten Teil ohne Herleitung angegeben werden. Ausfiihrlichere Be-
schreibungen finden sich beispielsweise in [102] und [130].

Wenngleich Operationen fiir Systeme in Zustandsraumdarstellung von Interesse sind, ist es oft-
mals zweckmiiBig, diese mit Hilfe von Ubertragungsmatrizen zu definieren, deren Realisierungen
durch die entsprechenden Zustandsraumbeschreibungen gegeben sind. Dies erlaubt im Besonde-
ren eine kompakte Darstellung von Verkniipfungen verschiedener Systeme. Ist fiir ein System G
eine Zustandsraumbeschreibung durch das Quadrupel (A4, B,C, D) beziehungsweise

HEEH

gegeben, ist

G(s)=C(sI —A)'B+ D =: {%‘%}

eine gebriuchliche Notation fiir die Ubertragungsmatrix G(s) des Systems.

2.1.1 Konstante Ausgangsriickfiihrungen

Fiir die in Bild 2.1 gezeigte Riickfiihrungsstruktur mit einem System

A| Bl B
G(s) = Ci | Dy Dy,
Cy | Dyy Dy

und einer statischen Riickfiihrung K ergibt sich der geschlossene Regelkreis zu
Ga(s) :== F(G(s), K)

| A+ B:K(I —DnK)'C, | B+ ByK(I — DynK) ™' Dy
Ci + DiuK(I — Dy K)™'Cy ‘ Diy + D12 K(I — D3, K)™' Dy

Acl Bcl
=: . 2.3
|: Ccl D cl j| ( )
Im Vorgriff auf die Ausfithrungen in Abschnitt 2.2 wird hier die Riickfithrung mittels der als untere

LFT bezeichneten Abbildung F(-,-) ausgedriickt. Die Giiltigkeit von (2.3) lésst sich leicht priifen,
indem, unter Beriicksichtigung der gegebenen Partitionierung, zunichst

u, = Ky, = K(Cox 4 Dajuy + Dayrus)
& uy = (I — KDy) '(KCyx + KDsjuy)
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betrachtet wird. Einsetzen von u, in die entsprechenden Zustands- und Ausgangsgleichungen
liefert

X =(A+ By(I — KD2) 'KCy)x + (By + Bo(I — KD»,) ' KDyy)u,

_ _ 2.4)
V1= (Cl + DIZ(I - KDzz) chz)X + (D11 + D12(1 - KDzz) 1KDzl)Ml

fiir die Zustandsraumdarstellung des geschlossenen Regelkreises. Als Konsequenz der auch als
Schur-Formeln bezeichneten Ausdriicke fiir Determinanten von Blockmatrizen [102, 112] gilt

det ! K = det([ — KD22) = det(I — DzzK). (25)
Dy, 1

Die Matrix (I — K D,;) ist somit genau dann regulir, wenn die Matrix (I — D5, K) regulér ist.
Wie sich einfach zeigen ldsst gilt zudem

(I — KD») 'K = K(I — D, K)™ L. (2.6)

Mit (2.6) ergibt sich aus (2.4) die Darstellung des geschlossenen Regelkreises (2.3). Es ist leicht
moglich, den in (2.3) gegebenen Ausdruck auch ohne die explizite Verwendung von (2.6) abzu-
leiten. Die Kenntnis dieses Zusammenhangs ist allerdings bei einer Reihe von Umformungen von
Nutzen.

Die Riickfiihrung beziehungsweise der geschlossene Regelkreis wird als sinnvoll konfiguriert be-
zeichnet (im Englischen well-posed [40]), wenn die Matrix (I — D;, K) beziehungsweise dquiva-
lent hierzu (I — K D;5) regulir ist. Fiir D, = 0 ist dies fiir beliebige Matrizen K stets der Fall.
Sind alle Durchgriffsterme identisch Null folgt

(2.7)

A+ B,KC, | B
S PITITR

i |0
aus (2.3).

Tatsdchlich bewertet der GrofBteil der in den folgenden Kapiteln beschriebenen Verfahren die Gii-
te des geschlossenen Regelkreises ohne auf externe Ein- und Ausginge zuriickzugreifen. Es wird
lediglich der Ausdruck fiir die aus der Riickfithrung resultierenden Systemmatrix benotigt. Sind
keine externen Ein- und Ausgénge definiert, existieren die in (2.3) beziehungsweise (2.7) gegebe-
nen Ubertragungsfunktionen nicht. Die Dynamik des geschlossenen Regelkreises kann selbstver-
standlich dennoch durch die Ausdriicke fiir die entsprechenden Systemmatrizen

Aa = A+ By(I — KD2»)'KG,
beziehungsweise
Acl - A + BzKCz

fiir D,, = 0 beschrieben werden.
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Bild 2.2: Allgemeine Verkniipfung zweier Systeme

2.1.2 Alligemeine Verkniipfung zweier Systeme

Einen allgemeineren Fall einer Riickfiithrungsstruktur mit zwei dynamischen Systemen zeigt Bild 2.2.
Sind die Systeme P und Q mit

Ap | Bei By Ag | Bt Bo
P(s) = Cp1 | Dp11 Dpia und  Q(s) = Co1 | Doi1 Dqi2
Cpy | Dpa1 Dpas Co2 | Dg21 Dqa2a

gegeben, resultiert als Ergebnis der dargestellten Verkniipfung das System

A| Bi B
G(s)=| Cy| Dy Dy (2.8)
Cy | D1 Doy
mit
A= Ap + szlf_lDQllCPz BP2R:1CQ1
BQIR_ICPz AQ + BQIR_IDP22CQ1
B o= [ B, B, ] _ Bpy + BP2F__11DQ11DP21 szer_lDolz
Bqi R™" Dpy; Bqz + Bqoi R™" Dpy2 Dg12
C o= [ Ci ] _ Cp1 + DPIZF_IDQIICPZ DPlerICQl
' G, Dq21 R Gy Coz + D21 R7! DpyyCoy
D= [ D1 Dy i| _ Dpyy + DP12AR_1DQ11DP21 DPIZR_AIDQIZ
' D>y Dy, Dq21 R7! Dpyy Dq22 + D21 R™! Dy Dqia

sowie R := (I — Dq11Dpz2) und R = (I — Dpy2Dq11), siehe [130]. Diese Verkniipfung ist
wohldefiniert, sofern die Matrizen R beziehungsweise R regulédr sind, wobei analog zu dem in
(2.5) diskutierten Zusammenhang wiederum det(R) = det(]%) gilt. Offensichtlich ist die Regula-
ritdt sichergestellt, falls Dpy» = 0 oder Dgi; = 0 gilt, mindestens eines der Systeme also keinen
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Bild 2.3: Aquivalente Darstellungen dynamischer Ausgangsriickfiihrungen

Durchgriffsterm im fiir die Riickfiihrung relevanten Ubertragungspfad aufweist. Die in Bild 2.2
gezeigte Verkniipfung der Systeme P und Q wird auch als Redheffer Star-Product [130]

G(s) := S(P(5),0(s))

bezeichnet. Fiir das Anwenden der mit S(-,-) bezeichneten Operation ist, wenngleich nicht explizit
gekennzeichnet, das Festlegen der Partitionierung der beteiligten Systeme beziehungsweise der
fiir die Verkniipfung zu verwendenden Ein- und Ausgénge notwendig.

2.1.3 Dynamische Ausgangsriickfiihrungen

Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel dargelegt, bedeutet die Beschrinkung auf statische Reg-
ler bei der Diskussion der Entwurfsmethoden keine tatsidchliche Einschrinkung. Bekanntermalien
kann fiir eine dynamische Riickfiithrung in einfacher Weise eine dquivalente Darstellung mit einer
statischen Riickfithrung angegeben werden, indem die Strecke geeignet um die dynamische Ord-
nung des Reglers erweitert wird. Die notwendigen Umformungen lassen sich anhand der in den
vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Rechenregeln nachvollziehen.

Es wird die in Bild 2.3a gezeigte Riickfiihrung eines Systems

A| Bl B
G(@s)=| Ci| Dy Dy (2.9)
Cy | Dy Doy

mit einem dynamischen Regler

(2.10)

1%(5)=[A“ BK}

Cx | Dk
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Ag € R™X"x B € R™ Mk (Cx € RPK*"™ gowie D € RPx*™K betrachtet. Es ldsst sich leicht
nachpriifen, dass der dynamische Regler dquivalent mittels der Riickfiihrung des Systems

00 i, O

Risy=| 21909 Inc. (2.11)
L] 0170 0
0 [Ip' 0 0

und der Matrix

Ax Bk
K —
[ Cx Dx }

dargestellt werden kann, bezichungsweise K (s) = .7-"1(1% (s),K) gilt. Die gestrichelten Linien in
(2.11) kennzeichnen die zu Bild 2.3b passende Partitionierung der Ein-, Ausgangs- und Durch-

A

griffsmatrizen des dynamischen Systems K.

Zum Uberfiihren der Darstellung aus Bild 2.3b nach Bild 2.3c kann die im letzten Abschnitt
beschriebene Verkniipfung S(G (s), K (s)) verwendet werden. Es gilt

A 0| B 10 B,
0 0| 0 i/, O
G(is)=8(GGs),K(s)=| C 0 | Dy 0 Dy, |. (2.12)
0 I | o T()"*oﬂ
| G2 0 | Dyt 0 Dpy

Die Zustandsraumdarstellung des geschlossenen Regelkreises ergibt sich schlieBlich gemif (2.3),
wobei auch die spezielle Struktur des um die Zustidnde des Reglers erweiterten Systems (2.12)
genutzt werden kann. Fiir die Systemmatrix des geschlossenen Regelkreises gilt beispielsweise

L[ A0 T 0 B[ A B I 0 T0 I,
7 1o o I, 0 Cx Dk || =D»Cx I — DyyDyg C, 0
[ A+ ByDx(I — D2y Dx)™'Cy ByCx + By Dx(I — D2y Dx) ™' D2 Cx :|
Bx(I — Dy D)™ 1Cy Ax + Bx(I — D33 D)™ ' D3:Cx

[ A+ ByDx(I — D2, D)™' G By(I — DxD1y)™ ' Cx :|
Bx(I — Dy D)™ 1C,y Ax + Bx(I — Dy Dx) ™' D50 Cx |

Die Ausdriicke fiir die Matrizen B, C. und D, konnen entsprechend bestimmt werden. Ein
Vergleich mit (2.8) zeigt, dass sich dieses Resultat selbstverstindlich auch unter Verwendung der
Beziehungen fiir die allgemeine Verkniipfung zweier dynamischer Systeme ausgehend von den
Darstellungen (2.9) und (2.10) ergibt.

2.1.4 Anwendungsbeispiel — Standardregelkreis mit PI-Regler

Als einfaches Beispiel zur Illustration der Anwendung der in den vorangegangenen Abschnitten
beschriebenen Rechenregeln, wird der in Bild 2.4 dargestellte Standardregelkreis mit dem Regler
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Bild 2.4: Standardregelkreis mit Regelstrecke G und Regler K

K und der Strecke G betrachtet. In diesem Fall wird als externer Eingang die skalare Fiihrungs-
grofe w und als externer Ausgang die Regelabweichung e verwendet. Weitere Eingénge, die an
dieser Stelle iiblicherweise definiert werden, sind an verschiedenen Stellen angreifende Storungen.
Als zusitzlicher Ausgang wire beispielsweise die Reglerausgangsgrofle geeignet.

Der gegebene Regelkreis wird zunidchst in die in Bild 2.3a dargestellte Form gebracht. Ist die
Strecke durch

As | b
Gs(s) = |: CTS dz :|
S

gegeben, ldsst sich leicht erkennen, dass das System G durch

As |0 bs
~ l_GS(S):|
G(s) = =| —ci |l —d
o= Zo) B
S

realisiert wird. Die Eingiinge dieses Systems sind die Fiihrungsgrof8e w sowie der Ausgang des
Reglers. Da die Regelabweichung e sowohl als externer Ausgang als auch als Eingang fiir den
Regler benotigt wird, erscheint der entsprechende Ausgang doppelt.

Soll das System mit einem PI-Regler geregelt werden gilt
~ 1
K (S) = kp + k[;

mit den Verstirkungsfaktoren kp und k; des P- beziechungsweise I-Glieds. Eine Realisierung der
Ubertragungsfunktion des PI-Reglers kann in der Form

. 1 olki | [0k
K(S)_kP+kIE—kP+|:1 0i|—|:T~Ki| (2.13)

angegeben werden.
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Dem Vorgehen im vorangegangenen Abschnitt folgend, ergibt sich die Darstellung aus Bild 2.3c
mit

As O 0\0 bs
\
0 0(0:+1 O
T t 0 kl
Gs)=| —cg 0]110 —ds und K = .
******** l—= === 1 kp
0 00 0

Wird allgemein eine strukturbeschriinkte Riickfiihrung K € K C R?*? entworfen, muss die
Menge K derart definiert werden, dass das Ergebnis wiederum mittels eines PI-Reglers darstell-
bar ist. In diesem Fall miissen die Elemente der Riickfithrung den Bedingungen K[1,1] = 0 und
K[2,1] = 1 geniigen. Werden zudem nicht negative Verstiarkungen gefordert, kann diese Forde-
rung in Form von Ungleichungsbedingungen K[1,2] = k; > 0 beziehungsweise K[2,2] = kp > 0
beriicksichtigt werden.

2.2 Darstellung parameterabhangiger Systeme

Im Folgenden wird das in dieser Arbeit verwendete Vorgehen beschrieben, Systeme, fiir welche
die Matrizen der Zustandsraumdarstellung rationale Funktionen beeinflussbarer Systemparameter
sind, dquivalent als Verkniipfung parameterunabhéngiger Systeme mit statischen Riickfithrungen
darzustellen. Hierfiir werden zunichst einige grundlegende Definitionen und Zusammenhénge fiir
die als LFT (engl. linear fractional transformation) bezeichneten Abbildungen angegeben, die in
diesem Zusammenhang eine zentrale Rolle spielen. Diesen Abbildungen ist in [130] ein Kapitel
gewidmet, an welchem sich der nachfolgende Abschnitt orientiert und auf das fiir eine ausfiihrli-
chere Diskussion der Thematik verwiesen sei.

Die angesprochenen dquivalenten Darstellungen parameterabhéngiger Zustandsraumdarstellun-
gen werden in Abschnitt 2.2.2 diskutiert. In der Anwendung bietet es sich meist an, diese Dar-
stellungen mittels geeigneter Softwarelosungen automatisiert zu generieren, weswegen bei den
meisten in dieser Arbeit gegebenen Beispielen hierauf nicht explizit eingegangen wird. Zur Illus-
tration wird jedoch in Abschnitt 2.2.3 ausfiihrlich die Modellbildung fiir ein System beschrieben,
das in Kapitel 5 als Anwendungsbeispiel fiir die dort diskutierte Entwurfsmethodik aufgegriffen
wird.

2.2.1 Definitionen und grundlegende Zusammenhange
Fiir eine partitionierte Matrix der Form

M= [ My My ] e CP1+p2)x(mi+m2)
My M,
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wird gemif [130] die Abbildung
]:u(Ma ) < QMxXPL _y (P2Xm2
beziiglich einer Matrix K, € C"*P! mit
Fu(M,K,) := My + My Ky(I — M1 K,) ™" M2, (2.14)

sofern (I — M, K,) regulidr ist, als obere LFT (engl. upper linear fractional transformation)
bezeichnet. Entsprechend wird die Abbildung

.7:1(M,) . (szxpz — Cmel
beziiglich K; € C™2*P2 mit
Fi(M.K)) := My + M K(I — My K) ™' My, (2.15)

sofern (I — M>, K)) regulir ist, als untere LFT (engl. lower linear fractional transformation)
bezeichnet. Diese beiden Abbildungen lassen sich durch einfaches Umsortieren der Matrix M
ineinander iiberfithren. Es gilt

F(M, K) = Fo(M, Ky)

mit
M:|: 0 Ipz i||:M11 M12 ]|: O Iml i|:|:M22 M21 ]
[Pl 0 M21 M22 Imz 0 M12 M11 )

Die Benennung dieser Abbildungen erschlief3t sich aus den in Bild 2.5 dargestellten Verkniipfun-
gen. Wird beispielsweise die untere LFT betrachtet, ist ersichtlich, dass diese der in Bild 2.5b
gezeigten Riickfiihrung entspricht. In diesem Fall gilt

|:y1]2|:M11 M12:||:“1]
V2 My Ms, U
und u; = K y,, mitu; € C"™, u, € C"2, y; € CP' und y, € CP2. Einsetzen liefert

uy = Ki(Majuy + Mauy) & us = (I — K\My) ™' KiMyyuy,

sofern die Matrix (I — K;M,,) regulir ist. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn (I — M», K))
reguldr ist. Zudem gilt analog zu den in (2.5) und (2.6) diskutierten Zusammenhéngen

(I — KiMy)™ 'Ky = Ki(I — My Ky) ™. (2.16)
Somit ergibt sich

y1= My + My Ki(I — My K) ™ Moy)uy = F(M,K)u,.
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Uj »1

\

uj Y1

Up V2
Up M Y2 K,

A

(a) (b)
Bild 2.5: Darstellung der oberen (a) und unteren (b) LFT als Riickfithrungen

Zu den wesentlichen algebraischen Eigenschaften der in (2.14) und (2.15) definierten Abbildun-
gen zihlt, dass Operationen wie beispielsweise Additionen, Multiplikationen oder Verkniipfungen
zweier LFTs durch eine Riickfithrung wiederum als LFT dargestellt werden konnen. Einen Uber-
blick iiber eine Reihe dieser Rechenregeln gibt [130]. Die entsprechenden Herleitungen ergeben
sich zumeist mittels elementarer Umformungen aus den Definitionen der LFT [13]. Exemplarisch
und als Referenz zur Verwendung in folgenden Abschnitten werden an dieser Stelle die Multipli-
kation zweier LFT-Darstellungen

M11 M12 Nll N12
K K
7 ([ My My, } 1)]:1 ([ Nyt Npy } 2)

fffffffffffffffff Ky 0
=F || MauNi | My MiNys [ 01 Kz} (2.17)

und die fiir eine reguldre Matrix 7" von passender Dimension giiltige Beziehung

My My, -1 M, M,T
KT = , K 2.18
7 ([ My My, ] ) 7 ([ T~'My T7'MxnT ] ) 19

angegeben.

Die beschriebenen Abbildungen und ihre Eigenschaften erweisen sich in vielen Bereichen als
niitzliche Werkzeuge. Im Rahmen dieser Arbeit von besonderem Interesse ist die Moglichkeit,
Matrizen, deren Eintrdge rationale Funktionen mehrerer Verdnderlicher sind, mittels einer LFT
darzustellen [130, 13, 56]. Ist im Speziellen F(6) eine Matrix, deren Elemente rationale Funk-
tionen mit reellen Koeffizienten in den reellen Verdnderlichen 6 :=[ 6; --- 6, |" € RY sind,
existieren Darstellungen der Form

F(0) = Fi(M, K) = F.(M,K) (2.19)

mit reellen Matrizen M, M und K = diag(0:1,,,...,041,,), sofern F(0) endlich ist, bezie-
hungsweise keines der Nennerpolynome eine Nullstelle fiir & = 0 aufweist [130]. Die Summe der
Anzahl der Wiederholungen r := Y"7_ r; der Elemente von 6 auf der Hauptdiagonalen der Ma-
trix K wird in diesem Zusammenhang auch als Ordnung der LFT-Darstellung (2.19) bezeichnet.

Es bietet sich an dieser Stelle an, das einfache, jedoch wichtige Beispiel affiner Parameterab-
hingigkeiten zu betrachteten, fiir das sich eine Darstellung als LFT sofort angeben lédsst. Die
beschriebene Vorgehensweise ist wiederum [130] entnommen.
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Beispiel 2.1. Betrachtet wird eine Matrix
q
FO)=Fo+) 6:F
i=1

deren Elemente affine Funktionen von 0 sind. Fiir jede der Matrizen F; € RP*™ ldsst sich eine
Zerlegung der Form F; = U; V' mit U; € R?*"i, V; € R™1 und r; < min{p, m} angeben. Eine
Moglichkeit, geeignete Matrizen U; und V; zu bestimmen, ist die Singuldrwertzerlegung von Fi;.
Folglich gilt

0. F; = Ui 1, V"

und somit
VlT
FO)=Fo+[ U --- U, |diag(6:11,,....,041,,)
VT
q
Mit
VlT
My = Fo, M12=[U1 Uq]» My = :
VT

q
und K = diag(01,,....,0,1,,) ergibt sich schliefilich

F0) = F ([ Z; MO” ]K)

Im Allgemeinen sind Darstellungen einer Matrix F(0) in der Form (2.19) weder eindeutig noch
weisen sie eine minimale Ordnung, das heilit kleinstmdgliches r, auf. Methoden zur Erzeugung
von LFT-Darstellungen, Diskussionen zur Problematik, Darstellungen moglichst geringer Ord-
nung zu erhalten und entsprechende Softwareldsungen, finden sich beispielsweise in [75], [114],
[32], [122], [57] und [56]. Insbesondere zu bemerken ist, dass Algorithmen zur Erzeugung von
LFT-Darstellungen in der Robust Control Toolbox ' von MATLAB® [8] implementiert und somit
fiir viele Anwender verfiigbar sind.

Im Zusammenhang mit der Darstellung als LFT ebenfalls gebrduchlich sind Transformationen
beziehungsweise Normierungen der Parameter. Eine recht allgemeine Form einer solchen Trans-
formation ist durch die Beziehung

(e . Vit ki viooi—vibi |
0i = 7i(ki) == L5 Bk, —-Fl(|: S ],Kz) (2.20)

gegeben [33, 56]. Ist beispielsweise durch [0;, 0;] das fiir einen Parameter zuliissige Intervall ge-
geben, fiihrt die Wahl

0; — 0, 0; +0;
o= ——=—, Vi = a2 sowie B; =0

2 2
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auf eine affine Funktion 7;(+), fiir die

0; + 0,

5
gilt. Die Beschrinkung |«;| < 1 entspricht somit dem fiir 6; definierten zulédssigen Intervall und
der Wert k; = 0 ergibt dessen Mittelwert. Fir «; = 1, 8; = 0 und y; = 0 ergibt sich der
triviale Zusammenhang 6; = k;. Wie den genannten Quellen zu entnehmen ist, kann fiir eine
Matrix F(t(k)), die sich fiir die transformierten Parameter ergibt, wiederum eine Darstellung
mittels einer LFT angegeben werden. Abgesehen davon, dass eine Normierung der Parameter

7(0) = t(=1) =0, sowie t(l)=06;

iiblich ist, werden entsprechende Transformationen notwendig, sofern 6 = 0 einer Nullstelle der
Nennerpolynome von F(6) entspricht. Letzteres kann mittels eines einfachen Beispiels illustriert
werden.

Beispiel 2.2. Die Funktion F(0) = 1/6 kann nicht direkt mittels einer LFT der Form (2.19) mit
K = 0 dargestellt werden. Fiir 0 = y + ak mit o # 0 und y # 0 ist jedoch durch

__ Iy —afy?
F(V+O[K)_V+w<_ﬂ([ I —afy ]K)

eine LFT fiir den Parameter k gegeben.

2.2.2 Parameterabhangige Zustandsraumdarstellungen

Betrachtet wird ein lineares zeitinvariantes System, dessen Zustandsraumdarstellung in der Form

x = A(0)x + B(O)u,
y =C(0)x + D(O)u

(2.21)

mit x € R”, u € R™ und y € R? gegeben ist. /I(@), I§(9), é(@) und 15(9) sind reelle Matrizen
von passender Dimension, deren Eintrdge rationale Funktionen von ¢ Entwurfsparametern sind,
die im Vektor 8 € R? zusammengefasst werden. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass fiir
die Entwurfsparameter eine Menge zuldssiger Werte Py C RY gegeben ist. Die im Rahmen dieser
Arbeit diskutierten Syntheseverfahren fithren auf verschiedene Parameteroptimierungsprobleme,
welche wiederum die durch die Menge Py formulierten Restriktionen beriicksichtigen miissen.

Fiir die als Freiheitsgrade fiir den Systementwurf zur Verfiigung stehenden Parameter der Regel-
strecke sind als Beschridnkungen vor allem explizit gegebene obere und untere Grenzen relevant,
sodass §; < 0; < 0; firi € T, C {1,...,q} gilt. Ein breites Spektrum konstruktionsbedingter
oder anderweitig notwendiger Restriktionen lisst sich mittels Gleichungs- und Ungleichungsne-
benbdingungen ausdriicken. Diese werden durch Funktionen 1, : R? — R und 5, : R? — R®
reprisentiert, wobei ¢, und ¢, die Anzahl der Gleichungs- beziehungsweise Ungleichungsneben-
bedingungen bezeichnen. Die Menge der zuldssigen Werte fiir die Entwurfsparameter hat in die-
sem Fall die Form

Py 1= {9 ERT: n(8) <0.1,(0) =0.0, <6 <0:.i e zb} . (2.22)
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Wird zusitzlich davon ausgegangen, dass 71, und 7, affine Funktionen sind, so ist die fiir die Vek-
toren 6 zuldssige Menge Py eine konvexe Teilmenge des R? und im Speziellen ein Polyeder. Die
Beschriankung auf derartige konvexe Mengen ist fiir die in den folgenden Kapiteln beschriebenen
Entwurfsverfahren im Allgemeinen nicht zwingend erforderlich, vereinfacht jedoch in vielen Fil-
len die Diskussion der Verfahren und ist von Vorteil bei deren Implementierung, beziehungsweise
hinsichtlich der Auswahl geeigneter Methoden der Parameteroptimierung. Insofern finden sich in
den folgenden Kapiteln an verschiedenen Stellen Einschriankungen der Menge (2.22).

Die Systemdarstellung (2.21) kann dquivalent in der Form

[x}:[’il(@) lf(@)Mx]:S(e)[x] (2.23)
y c®) D) u u

notiert werden. Offensichtlich ergibt sich fiir die Matrix S(0) € Rotpx(ntm) beziehungsweise
deren Elemente, wiederum eine rationale Abhingigkeit von den Elementen des Vektors 6. Wie
im vorigen Abschnitt diskutiert, 1dsst sich fiir eine solche Matrix eine Darstellung als LFT in der
Form (2.19) angeben, wobei die Matrix, welche die Parameterabhéngigkeiten beschreibt, Diago-
nalgestalt aufweist. Im Kontext regelungstechnischer Anwendungen findet dieses Vorgehen ins-
besondere im Zusammenhang mit Untersuchungen zur Robustheit von Systemen mit unsicheren
Parametern Verwendung [129, 130]. In diesem Zusammenhang wird meist von normierten Un-
sicherheiten, beziehungsweise im Allgemeinen von einer normierten Riickfithrung ausgegangen.
Anstatt der Parameter 6; im Intervall [6;, §i] werden hierbei tiblicherweise Parameter «; im In-
tervall [—1,1], beziehungsweise mit |k;| < 1, betrachtet. Wenngleich eine solche Normierung des
Parametervektors auch im Hinblick auf die Verwendung entsprechend beschrinkter Parameter als
Freiheitsgrade in einem Entwurfsverfahren eine sinnvolle Konvention sein kann, ist sie keinesfalls
zwingend erforderlich. Wie im vorangegangenen Abschnitt und im Besonderen in Beispiel 2.2
diskutiert, kann allerdings eine Transformation des Parametervektors notwendig sein, falls die
Matrix S (0) fiirr & = 0 nicht definiert und somit nicht mittels einer LFT darstellbar ist.

Wichtige Spezialfille der in diesem Zusammenhang relevanten Transformation

Vi T 0K
0 = ti(kj) i= ———
1 l( l) 1 + ﬁlKl
aus (2.20) ergeben sich fiir §; = 0 und o; # 0, wofiir im vorangegangen Abschnitt ebenfalls

bereits ein Beispiel gegeben ist. Die Transformation des Vektors 6 ist in diesem Fall eine affine
bijektive Abbildung 7 : R? — RY mit

V1 Ky |
0= : + diag(aq,....0q) | =: 7(k)
Vq kg |
beziehungsweise
0, [ V1
k = diag(1/oy, ..., 1/ay) Sl = =:771().
0q | Ve
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Dies ist von Vorteil, wenn in der Definition der Menge (2.22) durch affine Gleichungen bezie-
hungsweise Ungleichungen gegebene Beschriankungen vorliegen. Hinsichtlich des Vektors « re-
sultieren unter diesen Voraussetzungen wiederum affine Funktionen 7n,(7(«)) und n,(z(k)) zur
Beschreibung der gegebenen Beschrinkungen. Die im Entwurf zu beriicksichtigenden Beschrin-
kungen werden demnach durch den Ubergang zum Vektor « nicht verkompliziert.

Naheliegende Moglichkeiten fiir die Wahl der Transformationsvorschrift sind die Normierung der
beschrinkten Parameter 6; € [0, 0;] auf das Intervall [—1,1] mittels

O =vi+oai-k, o= (gi —Qi> /2 und y; = (gi +Qi) /2 (2.24)

oder o; = 1 und der Wahl von y; derart, dass die Matrix S (t(k)) fir k = 0 definiert ist. Die
Menge der fiir den Vektor « zuldssigen Werte ergibt sich mit (2.22) zu

P = {x e R : nu(t(k)) <0, ne(z(k)) = 0.0, < 7i(k;) < B1.i € Ib} (2.25)
und im Speziellen fiir die in (2.24) gegebene Festlegung zu

Pe={k € R?: nu(t(k)) 0, no(t(k)) =0, |ki| < 1,i € Ly}.
Eine LFR der Matrix S (0) in (2.23) ldsst sich somit in der Form

S((k)) = Si1 + Si2K(I — $2K) ™' Sy = Fi(S.K)
mit

S = |: St Sz ] e Rtptr)x(ntm+r)
S21 S22

und K := diag(ki1,,, ... .kq I,,) angeben. Hierbei gibt r; wiederum die Anzahl der Wiederho-
lungen des i-ten Elements des Vektors « auf der Diagonalen der Matrix K anund r = ) 7_,
entspricht der Ordnung der LFR. Es gilt

s, —| A B
C(y) D(y) |

mity:=[y ... y, "

i

Mit den Definitionen A := /f(y), B := é()/), C = é(y), Dy = 15()/),

D>
Su=:[C Dy ]. GeR™, Dy eR™,

B
Su:;[ 2], B, € R™, Dy, € RP¥,

und D;, := >, ergibt sich
K) = K(I — Dy K

3 [ A+ ByK(I = Dy K)'Cy By + ByK(I — Dy K)™' Dy

. (2.26
Ci + D12K(I — D3 K)'C, Dyy + D1nK(I — Dy, K) ™' Dy ] ( )
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Einsetzen in (2.23) liefert

] [ A+ BK(I - DnK)'C, By + B,K(I — Dy K)"' Dy X
y | | Ci+ DiK(I—DyuK)™'Cy Diy+ DiaK(I — Dy K)™! Dy, u |’

Wie ein Vergleich mit (2.3) beziehungsweise (2.4) zeigt, ist somit eine Darstellung der Form (2.1)
mit der statischen Riickfiihrung K gefunden. Die Riickfiihrung weist eine Diagonalgestalt auf und
es gilt

K € K = {diag(k11,,,....kqly,) : kK € Pe}. (2.27)

Die Ordnung der LFR bestimmt die Anzahl der Ein- und Ausgédnge r der Riickfithrung bezie-
hungsweise die Dimensionen der Matrizen B,, C,, Di,, D> und D;,. Sicherlich ist eine mog-
lichst geringe Ordnung der LFR wiinschenswert. Hinsichtlich der in den néchsten Kapiteln be-
schriebenen Syntheseverfahren ist der Einfluss der GroRe der Blocke I, .. ., I, auf den Rechen-
aufwand jedoch eher unproblematisch.

Im Allgemeinen ist die Darstellung (2.21) geeignet, einen geschlossenen Regelkreis darzustellen,
also sowohl die beeinflussbaren Systemparameter als auch die freien Parameter der Riickfiihrung
in dem Vektor 6 zusammenzufassen. Es bietet sich jedoch hinsichtlich der Entwurfsmethodik
sowie auch der algorithmischen Implementierung der in dieser Arbeit beschriebenen Synthesever-
fahren meist an, Regler, die bereits in der Form statischer Zustands- und Ausgangsriickfithrungen
vorliegen, in dieser Form zu belassen. Die den Regler und die Parameterabhiingigkeiten des Sys-
tems beschreibenden statischen Riickfithrungen kénnen in diesem Fall einfach zusammengefasst
werden.

Um dies zu illustrieren wird (2.21) betrachtet, wobei die Ein- und Ausgéinge des Systems gemal
w=[ul uf ]T € R™*"  beziehungsweise y =[ yI I ]T € RP:HPe

unterteilt werden. Hierbei bezeichnen u. und y. externe Ein- und Ausgéinge und u. und y, solche,
die in Verbindung mit einer statischen Riickfithrung u. = K.y, verwendet werden. Mit der in die-
sem Abschnitt diskutierten Umformung der parameterabhéngigen Strecke ergibt sich ein System
mit r zusdtzlichen Ein- und Ausgingen u, und y,, welches in der in (2.1) gegebenen Form

X A B1 B2 X
M1 =| Ci Dy Dy, U
V2 C, Dy Dy Uz

dargestellt werden kann, wobei u; = ue, y1 = e,
T T
Uy = [ ul uy ] € R™t"  sowie y, = [ Yo Yy ] € RPHr

gilt. Die zugehorige statische Riickfithrung weist eine Blockdiagonalgestalt

K. 0
K=|"*
v 5]
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auf, mit den Matrizen K. € R?*™ sowie K, einer Diagonalmatrix der in (2.27) gezeigten
Gestalt. Ebenso wie die Menge zuléssiger Eintriige auf der Diagonalen der Matrix K, zusitzlich
eingeschriankt werden kann, vgl. (2.25), konnen derartige Nebenbedingungen fiir die Eintrage der
Matrix K. beriicksichtigt werden. Entsprechende Darstellungen fiir Systeme mit dynamischen
Riickfithrungen ergeben sich nach geeigneter Anpassung des Systems, siche Abschnitt 2.1.3.

Es kann jedoch auch sinnvoll sein, insbesondere wenn dynamische Regler mit komplexeren Struk-
turbeschriankungen betrachtet werden, eine LFT-Darstellung der in diesem Abschnitt beschriebe-
nen Gestalt zu nutzen. Als Beispiel fiir die sich ergebenden, unterschiedlichen Strukturen, kann
der PI-Regler aus dem in Abschnitt 2.1.4 gegebenen Anwendungsbeispiel herangezogen werden.

Beispiel 2.3. Zwei mogliche Darstellungen fiir den PI-Regler aus (2.13) sind durch

(£010

0/0 0 1 0 kK
=5 1000’[11@]
\[ 0|1 0 0
('i010_

1o 0 1 ki 0
S ,
"TNol1 00 [Okp]
\_0100_

gegeben. Erstere Darstellung entspricht der in Abschnitt 2.1.4 verwendeten Beschreibungsform,
Letztere ldsst sich einfach ablesen oder formal mittels der in Beispiel 2.1 beschriebenen Vorge-
hensweise bestimmen.

Bei Verkniipfungen mehrerer parameterabhédngiger Systeme bietet es sich unter Umstédnden an,
LFT-Darstellungen von Teilsystemen zu erzeugen und die resultierenden Systemdarstellungen an-
schlieend geeignet zusammenzufassen. Ein Beispiel hierfiir ist im folgenden Abschnitt gegeben.

2.2.3 Anwendungsbeispiel — Mehrmassenschwinger mit gedampften Tilgern

Zur Illustration des Vorgehens zur dquivalenten Beschreibung parameterabhédngiger Systeme mit-
tels statischer Riickfiihrungen wird die Formulierung eines Tilgerentwurfsproblems fiir einen
Fiinfmassenschwinger mit zwei Tilgern nach Bild 2.6 betrachtet. Dieses System wird zudem als
Anwendungsbeispiel des in Kapitel 5 beschriebenen Verfahrens genutzt.

Der Begriff Tilger wird an dieser Stelle synonym fiir ein schwingungsfihiges Zusatzsystem zur
Reduzierung von Schwingungen einer Struktur verwendet. Bei einer Kopplung von Zusatzmassen
mit Feder- und Ddmpferelementen wird in diesem Zusammenhang auch von geddmpften Tilgern
gesprochen [90].
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CT1 CT2
mr] mr2
[ [
dTl dTZ
1 (&) C3 Cq4 Cs Ce
MVVWAWAA MVVWWAA FVVVVAA FVVVVAA
ny my nsj my ms
— i e
d] d2 d3 d4 dS d6

Bild 2.6: Mehrmassenschwinger mit geddmpften Tilgern

Das Ziel der Modellbildung ist die Formulierung des Entwurfsproblems fiir die Massen m1; und
mr,, Federsteifigkeiten ¢y und cr,, sowie Dampferkonstanten dr; und dr, der beiden Tilger in
der in Bild 2.1 gezeigten Riickfithrungsstruktur. Im Folgenden soll ein anschaulicher, modularer
Ansatz fiir die Modellbildung diskutiert werden, der die Flexibilitdt der in diesem Kapitel be-
schriebenen Vorgehensweise illustriert. Wie in den vorangegangenen Abschnitten erwihnt, kann
die gewiinschte Darstellung mittels gingiger Software auch automatisiert erzeugt werden.

Es werden zunéchst Modelle des Fiinfmassenschwingers und der beiden Tilger erstellt und diese
geeignet verkniipft. Die Bewegungsgleichungen des Fiinfmassenschwingers lassen sich als Sys-
tem von Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Form

M:+D:+Sz=f

darstellen, wobei die Auslenkungen der einzelnen Massen zum Vektor z :=[ z; --- zs |' und
an diesen Massen angreifende, externe Kriifte zum Vektor f :=[ f; --- fs |' zusammenge-
fasst werden. Die Matrizen

M = diag(m, my, m3, my, ms),

[ di+dy  —d> 0 0 0 ]
—d, dy+d; —ds 0 0
b = 0 —d3 d3 + d4 —d4 0
0 0 —dy dy+ds —ds
0 0 0 —ds ds+ds |
und
[ c1+ ¢ —Cp 0 0 0 |
—C Cy + C3 —C3 0 0
S = 0 —C3 C3 + ¢4 —C4 0
0 0 —C4 C4 + C5 —Cs
i 0 0 0 —Cs ¢s +¢6 |
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der Massen-, Ddmpfungs- und Steifigkeitsterme ergeben sich aus Bild 2.6. Wird als Zustandsvek-

tor xg :=[ zT ZT ]' gewihlt, kann fiir dieses System eine Darstellung der Form
As ‘ Bs1  Bs
Gs(s)=| Cs1 | 0 0
Csy | O 0

mit der Systemmatrix

0 I
Ac = ~ N ~ N
S [ _M'S —M~'D }

angegeben werden. Um die Tilger mit dem System zu verkniipfen, werden die Matrizen Bs; und
Cs, so gewihlt, dass die Eingéinge us, = [ f1 /s |* auf die erste und fiinfte Masse wirkenden
Kriiften und die Ausginge ys, = [ Z; Zs |T den Geschwindigkeiten dieser Massen entsprechen.
Die Matrizen Bs; und Cs; der externen Ein- und Ausgédnge us; und ys; konnen, sofern benotigt,
geeignet gewihlt werden.

Zur Beschreibung des i-ten Tilgers, beziehungsweise einer Tilgermasse, die iiber ein Feder- und
ein Dampferelement mit der j-ten Masse des Mehrmassenschwingers verbunden ist, wird wie-
derum eine geeignete Zustandsraumdarstellung gesucht. Der Eingang dieses Systems ist die Ge-
schwindigkeit der j-ten Masse des Mehrmassenschwingers, der Ausgang die Summe der iiber das
Feder- und Dampferelement wirkenden Krifte. Da diese Krifte von der relativen Position und Ge-
schwindigkeit der Struktur sowie der Tilgermasse abhingen, wird als Zustandsvektor des Tilgers
xti =[ zri —z; Zri |' gewihlt und es ergibt sich

. 0 1 —1
Xt = ey _dy | XTiT| ay | Ui
mr; mr; mr;

yri = en du | X1 — dri um

beziehungsweise
0 1 —1
Gri(s) := | —gi —fh | du | (2.28)
CTi dri ‘_dTi

Die Elemente der Matrizen der resultierenden Zustandsraumbeschreibung sind rationale Funktio-
nen der Parameter mr;, cr; und dr;. Wie im vorangegangenen Abschnitt dargelegt, ldsst sich fiir
dieses System eine dquivalente Beschreibung in Form einer LFT angeben. Hierbei wird davon aus-
gegangen, dass die Parameter des Tilgers Werte in den Bereichen m; € [my;, mr;], cri € [cq;, Cril
und dr; € [dy;, gTi] annehmen und Normierungen
mr +my; M — My )
mr; = + Kmi =: MTinom + MTirel Kmi, (2.29)

2 2
cTi + Cri CtTi — Cry

2 2

CTi Kci = CTi,nom + CTi,rel Kci (230)
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ZTi Z1i
S 2

Kmi

dTi,nom ¥ yes
dTi,rel _’| Kdi }j

K +
> f »| CTi,nom ) C
B T

Bild 2.7: Blockschaltbild eines einzelnen Tilgers

Y

Y+

v

+Y

Y

und

dri+dy  dri—dy
Ti . fri 4 4T . =T jegi = drinom + disel Kais (2.31)

mit ki, Kei, Kgi € [—1,1] gemiB (2.24) verwendet werden. Fiir den Kehrwert der Tilgermasse wird
die aus Beispiel 2.2 bekannte Darstellung

dri =

1 1

= = Fi(M;, kmi)
mr; MTi nom + MTi relKmi
mit
1 _ MTi rel
M_ - — MTi nom m%i‘mm
L 1 _ MTiel
MTi nom
genutzt.

Mit den derart normierten Parametern ergibt sich fiir einen einzelnen Tilger das in Bild 2.7 dar-
gestellte Blockschaltbild. Werden in diesem Blockschaltbild die Verbindungen vor und hinter den
Blocken mit den Elementen «.;, k4; und k,,; aufgetrennt und diese iiber neu definierte Ein- und
Ausginge mit dem System verbunden, ergibt sich die Darstellung

Gri(s) = Fi(Gri(s). K1) (2.32)
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mit
0 1 -1 + 0 0 0
_ CTi,nom _ dTi,nom dTi.n()m : 1 1 _ MT} rel
MTi nom MTi nom MTi nom | MTi nom MTi nom m%i.mm
G ( ) — CTi,nom dTi,nom dTi,nom ‘ 1 1 0
Ti\S) = | -—- 222 - 22 | e e L L L -
—CTj rel 0 0 : 0 0 0
0 _dTi,re] dTi,rel : 0 0 0
MTi rel
—CTi,nom _dTi,nom dTi,nom I 1 1 i =
i Ti,nom -
ATl ‘ BTi,l BTI 2
- CTl,l DTi,ll DTl 12
Cria | Drip1 Driao
und Krt; := diag(k.;, kai, kmi). Diese Realisierung mittels einer LFT weist die kleinstmogliche

Ordnung auf. Die durch (2.32) gegebene Verkniipfung ist wohldefiniert, sofern I — Dr; 22 K7y
reguldr ist. Die Struktur der Matrix Dr; >, beriicksichtigend, ist dies dquivalent zu der Forderung

mr; = MTj nom + MT} rel Kmi 7& 0

und gleichbedeutend mit der Existenz der das System (2.28) definierenden System- und Eingangs-
matrizen.

Abschlieend werden die Beschreibungen der beiden einzelnen Tilger zusammengefasst, deren
Ein- und Ausginge geeignet umsortiert und das resultierende System mit dem Mehrmassen-
schwinger verkniipft, so dass sich die gesuchte Darstellung eines Systems mit einer strukturbe-
schrénkten, statischen Ausgangsriickfiihrung ergibt. Es gilt

Ga(s) := F(S(Gs(s), Gr(s)).K)

mit

GT(S) = ’ ’ [

0 Cpp 0 Dropyv 0 D125 |

und K = diag(Krt;, K17). Die Strukturbeschrinkungen der Riickfithrung sind in diesem Fall
durch die geforderte Diagonalgestalt und die Beschrinkung der fiir die Parameter der Tilger zul&s-
sigen Wertebereiche gegeben. Fiir die normierten Parameter bedeutet letzteres eine Einschriankung
auf das Intervall [—1,1]. Weitere Entwurfsforderungen, wie beispielsweise eine obere Schranke
fiir die Summe der beiden Zusatzmassen, lassen sich in einfacher Weise durch Gleichungs- bezie-
hungsweise Ungleichungsbedingungen beziiglich der Parameter formulieren.
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2.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel werden einige wohlbekannte Resultate hinsichtlich der Verkniipfung linearer
dynamischer Systeme sowie dquivalenter Darstellungen parameterabhingiger Systeme angege-
ben. Insbesondere die Diskussion der LFT-Darstellungen zeigt, wie eine Vielzahl relevanter Pro-
blemstellungen des integrierten Regler- und Strukturentwurfs in Entwurfsprobleme der zu Beginn
dieses Kapitels gegebenen Form tiberfiihrt werden konnen. Die einfache Gestalt der resultierenden
Systembeschreibungen ist in Bezug auf die Diskussion und Implementierung der in den folgenden
Kapiteln beschriebenen Verfahren vorteilhaft.
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3 Entwurf von Zustandsruckfiihrungen

Ausgangspunkt fiir das in diesem Kapitel beschriebene Verfahren zur Vorgabe von Eigenwerten
mittels einer Zustandsriickfithrung ist ein in Zustandsraumdarstellung gegebenes System

x = A()x + B(k)u, (3.1)
mit x € R” sowie u. € R™- und einer statischen Riickfithrung
u. = K.x. (3.2)

Die reellen Matrizen A (k) und é(/{) seien von passender Dimension und ihre Eintriage sind ratio-
nale Funktionen von ¢ Entwurfsparametern, die im Vektor k € P, C R? zusammengefasst sind.
Es wird an dieser Stelle vereinbart, dass die Menge P, durch voneinander verschiedene untere und
obere Schranken beziiglich der Eintrige des Vektors x gegeben ist. Ferner seien die Matrizen A (x)
und E(K) fiir alle k¥ € P, definiert und es gilt 0 € P,. Letzteres ldsst sich, wie in Abschnitt 2.2.2
beschrieben, durch eine geeignete Transformation erreichen.

Im folgenden Abschnitt wird zunéchst die betrachtete Problemstellung konkretisiert, wobei die in
Kapitel 2 beschriebene Darstellung des parameterabhiingigen Systems mittels einer LFT verwen-
det wird. Darauf aufbauend werden in Abschnitt 3.2 die Entwurfsgleichungen fiir eine Zustands-
riickfiihrung zur Vorgabe der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises angegeben. Es resultiert
eine Parametrierung der Riickfithrmatrix mit dem Vektor « der Freiheitsgrade im Systementwurf
sowie, je nach Dimension des Vektors u., weiterer Freiheitsgrade der Zustandsriickfithrung. Da
sich die gewiinschte Eigenwertkonfiguration unabhingig von der Wahl dieser Parameter einstellt,
konnen diese genutzt werden, um weitere Entwurfsziele zu erfiillen. Eine Moglichkeit, diese ver-
bleibenden Freiheitsgrade zu nutzen, wird in Abschnitt 3.3 beschrieben. Es wird ein Parameterop-
timierungsproblem mit dem Ziel formuliert, die Robustheit des geschlossenen Regelkreises sowie
die StellgroBBennutzung zu verbessern. In Abschnitt 3.4 sind Beispiele fiir die Anwendung des
Verfahrens gegeben.

3.1 Problemstellung

Das Spektrum 0(/1 (k) + B(K)KC) bezeichnet die Menge der Eigenwerte der Systemmatrix des
geschlossenen Regelkreises

% = (A(k) + B(k)K)x,

wobei diese, gemil ihrer algebraischen Vielfachheit, mehrfach als Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms auftreten konnen. Das Ziel eines zundchst allgemein formulierten Entwurfs



3.1 Problemstellung 29

zur Polvorgabe ist es, die Matrix der Zustandsriickfithrung K. € R”*" sowie den Vektor k €
Py derart zu bestimmen, dass die Eigenwerte mit einer vorgegeben Menge A = {Aq,...,A,}
von p reellen oder komplexen Zahlen und den assoziierten algebraischen Vielfachheiten n;, mit
n + -+ +n, = n, iibereinstimmen. Eine notwendige Bedingung, um das gewiinschte Spektrum
mit einer reellen Matrix K. zuweisen zu konnen, ist bekanntermalen, dass sofern die Menge A
komplexe Zahlen enthilt, die entsprechenden konjugiert komplexen Zahlen ebenfalls Elemente
von A sind und die assoziierten Vielfachheiten tibereinstimmen. Hiervon wird im Folgenden stets
ausgegangen. Eine solche Menge komplexer Zahlen wird in diesem Kontext auch als symmetrisch
bezeichnet [126].

Bevor die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete Aufgabenstellung konkretisiert wird, erfolgt der
Ubergang zu einer dquivalenten Darstellung des in (3.1) gegebenen Systems mittels der im voran-
gegangenen Kapitel beschriebenen Methoden. Wie in Abschnitt 2.2 diskutiert, existieren Matrizen

S = |: Sll S12 ] c Rn+rxn+mc+r

S S
und K, = diag(ki1,,,....kql,) mitk =[ k1 -+ k4 |" € Pe CRY, so dass
[ ) Bl) | = F(S Kp) = Sut + Si2Kp(I = S2K)7' Sa (3.3)

q

gilt. Hierbei bezeichnet r = ) ., r; wiederum die Ordnung der LFR. Mit den Definitionen

Sn=:[4 B.]. AeR™, B.eR"™,
S12 =. Bp e R™
Su=1[C Dy ]. C€R™, Dy R

und
Szz = Dpp e R

ist ersichtlich, dass fiir das System (3.1) mit der Riickfiihrung (3.2) eine Darstellung in der Form

A, B. B
X B - - f: fffff LA A B X
’ = y | = I 0 0 U, | =: c D by (3.4)
Ip G ‘ Dye Dy Up
mit
u=Ky (3.5)
und

K. 0
K = ¢
0 k]
gegeben ist. Die Eingénge u. beziehungsweise die Ausginge y. = x korrespondieren zur Zu-
standsriickfiihrung, wihrend die Ein- und Ausginge u, und y, zusammen mit der Matrix K, der
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Beschreibung des Einflusses der vorgebbaren Systemparameter dienen. Fiir das System (3.4) mit
der Riickfiihrung (3.5) ergibt sich die Systemmatrix des geschlossenen Regelkreises

Ag = A+ BK(I — DK)™'C
-1

[ K. 0 1 0 I
= A ¢
+[ B Bp ] L 0 Kp ] |: _DpcKc I_Dppr] |:Cpi|

K 0 1
—A+[B. B - E]
[ P ] | K,(I — DpyK,) ' DpeK. K,(I — DpK,)™! G

[ K
=4 B. B ¢ . 3.6
+[ P ] | K,(I — DpyK,) ' DpeK. + Ky(I — DppyK,)7'Cy ] (3.6)

Der geschlossene Regelkreis ist genau dann sinnvoll konfiguriert, wenn die Matrix (/ — D, K})
regulir ist, was wiederum gleichbedeutend mit der Wohldefiniertheit der in (3.3) gegebenen LFT
ist. Der Ausdruck (3.6) fiir die Matrix A, ist dquivalent zu der entsprechenden Matrix des para-
meterabhédngigen Systems. Es gilt

Aa = (A+ B,K,(I — DpK,)"'C,) + (B. + B,K,(I — DppyK,) ™' Dye) Ko
= A(k) + B(x)K.. (3.7)

Sind die Matrizen A (k) und 1§(K) affine Funktionen der Parameter, ergibt sich eine einfachere
Form der Zustandsraumdarstellung (3.4) beziehungsweise der Matrix A aus (3.6). In diesem Fall
gilt S>» = Dy, = 0. Dies kann aus der Betrachtung des Beispiels 2.1 gefolgert werden. Zudem gilt
D, = 0, sofern B konstant ist und entsprechend C, = 0, sofern A keine Parameterabhingigkeiten
aufweist.

Fiir « = 0 beziehungsweise K, = 0 ergibt sich fiir die Systemmatrix des geschlossenen Regel-
kreises aus (3.6) beziehungsweise (3.7) die bekannte Darstellung

Aa = A+ B.K. (3.8)

eines mittels Zustandsriickfiihrung geregelten Systems. Ist das Paar (A4, B.) steuerbar, ist es be-
kanntermaBlen moglich, simtliche Eigenwerte der Matrix 4 + B, K. durch geeignete Wahl der Ma-
trix K. beliebig vorzugeben [126, 127]. Entsprechendes gilt fiir (3.7), wenn das Paar (ff (x), l§(/<))
fiir einen gegebenen Vektor k steuerbar ist.

Werden Matrizen A (k) und é(/{) betrachtet, deren Eintrige rationale Funktionen der Parameter
sind, ldsst sich feststellen [83], dass die mit der Steuerbarkeit des Paares (ff(/c), B (k)) fiir ein
gegebenes k gleichbedeutende Rangbedingung beziiglich der assoziierten Steuerbarkeitsmatrix
entweder fiir kein k € R? oder aber generisch beziehungsweise fiir fast jede Wahl dieses Vek-
tors erfiillt ist. Eine kompakte Einfiihrung der in diesem Zusammenhang relevanten Terminologie
aus dem Bereich der algebraischen Geometrie, und im Besonderen der Definitionen ,,generischer
Eigenschaften beziehungsweise solcher, die fiir ,,fast jede* Wahl der Parameter eines Problems
gelten, ist in [126] gegeben. Eine Eigenschaft wird als generisch beziiglich der Wahl eines Vek-
tors von Parametern im R? bezeichnet, sofern eine Wahl der Parameter existiert, fiir welche diese
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Eigenschaft gegeben ist, und die Menge der Punkte, fiir welche die Eigenschaft nicht erfiillt ist, die
Menge der gemeinsamen Nullstellen einer endlichen Anzahl von Polynomen in den Parametern
ist. Im Rahmen dieser Arbeit werden diese Begriffe insbesondere im Zusammenhang mit Eigen-
schaften verwendet, die gelten, sofern bestimmte Determinanten einer Matrix nicht verschwinden.
Beispiele hierfiir sind die bereits angesprochenen Rangbedingungen und die Regularitit von Ma-
trizen, deren Eintridge durch Polynome, oder auch rationale Funktionen, der Parameter gegeben
sind. Generische Eigenschaften hinsichtlich der Wahl eines Vektors im R sind auf einer beziig-
lich der euklidischen Topologie offenen und dichten Teilmenge erfiillt. Das Lebesgue-Mal} der
Menge der Punkte, fiir welche die Eigenschaft nicht gilt, ist Null.

Die Steuerbarkeit des Paares (A4, B.) voraussetzend, stellt sich somit nicht die Frage nach der
Existenz einer Riickfithrung zur Zuweisung der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises, wohl
aber, wie diese konkret bestimmt wird und vor allem inwiefern verbleibende Freiheitsgrade ge-
nutzt werden konnen, um iiber eine reine Vorgabe der Eigenwerte hinausgehende Entwurfsziele
zu erfillen. Fiir den klassischen Fall eines iliber eine Zustandsriickfithrung geregelten Systems,
vgl. (3.8), ergeben sich entsprechende Freiheitsgrade stets fiir m. > 2, sofern also mehr als eine
Eingangsgroe vorhanden ist [126, 92]. Fiir den hier betrachteten Fall des integrierten Systement-
wurfs stehen zudem weitere ¢ Freiheitsgrade in Form der Elemente des Vektors k zur Verfiigung.

Nach diesen einfithrenden Betrachtungen kann die in den folgenden Abschnitten betrachtete Pro-
blemstellung konkretisiert werden. Ausgehend von der Systemdarstellung (3.4) wird angenom-
men, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

e Das Paar (A, B.) ist steuerbar.

e Es gilt rang(B.) = m. < n.

Neben der Steuerbarkeit des Paares (A, B.) wird somit gefordert, dass die Matrix B, keine linear
abhingigen Spalten aufweist.

Es sind die Matrix K. und der Vektor « derart zu bestimmen, dass die Eigenwerte der in (3.6)
beziehungsweise (3.7) gegebenen Systemmatrix des geschlossenen Regelkreises einer vorgege-
benen symmetrischen Menge A = {A,...,A,} von n verschiedenen reellen oder komplexen
Zahlen entsprechen. Verbleibende Freiheitsgrade werden geeignet gewdhlt, so dass die Eigenwer-
te des geschlossenen Regelkreises moglichst robust beziehungsweise unempfindlich gegeniiber
Storungen in den gegebenen Matrizen sind und die Matrix K. moglichst kleine Verstarkungen
aufweist. Die beiden letztgenannten Entwurfsforderungen sind natiirlich zu prézisieren. Hierfiir
sei auf Abschnitt 3.3.1 verweisen.

Beziiglich der Vorgabe der Eigenwerte unterscheidet sich die in dieser Form umrissene Aufga-
benstellung von dem zu Beginn dieses Abschnitts erwihnten allgemeinen Polvorgabeproblem,
indem anstatt n beliebiger, n voneinander verschiedene reelle oder konjugiert komplexe Zahlen
vorgegeben werden. Dies vereinfacht die Diskussion des Verfahrens und stellt auch im Hinblick
auf die praktische Relevanz kaum eine Einschrinkung dar. Es ist jedoch anzumerken, dass auch
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bestimmte Probleme mit mehrfachen Eigenwerten mittels des beschriebenen Verfahrens gelost
werden konnen. Dies wird im Anschluss an die Herleitung der Entwurfsgleichungen kurz disku-
tiert.

3.2 Entwurfsgleichungen und Freiheitsgrade

Das im Folgenden vorgestellte Vorgehen orientiert sich an bekannten Methoden zur Polvorgabe
mittels Zustands- beziehungsweise Ausgangsriickfithrungen, siehe beispielsweise [92], [106] oder
[72]. Der Unterschied besteht im Vorhandensein der Matrix K, und der sich dadurch ergebenden
Struktur der Riickfithrung, welche den Einfluss der zusitzlich zur Zustandsriickfiithrung fiir den
Systementwurf zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade beschreibt.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Systemmatrix des geschlossenen Regelkeises
Ag = A+ BK(I — DK)™'C (3.9)

gemil (3.6). Die urspriingliche Herleitung der Entwurfsgleichungen, beschrieben in [135], diffe-
renziert beziiglich der Gestalt der Matrix A, zwei Fille. Fiir

0 0
-] | =0
DPC DPP

ergibt sich eine affine Abhingigkeit dieser Matrix beziiglich der Riickfithrung K. Bedingt durch
die Blockdiagonalgestalt von K = diag(K., K},) gilt in diesem Fall

Ag = A + B.K + B,K,C,.

Im Hinblick auf das Systemdarstellung aus (3.1) bedeutet dies, wie im vorangegangenen Abschnitt
diskutiert, dass lediglich die Matrix A () affine Abhéngigkeiten von den Parametern aufweist,
wihrend die Eingangsmatrix konstant ist. Fiir den allgemeinen Fall mit D # 0, wird das Sys-
tem in eine Deskriptordarstellung iiberfiihrt, die wiederum keinen Durchgriffsterm aufweist, siehe
beispielsweise [89]. Das Vorgehen zur Vorgabe der n Eigenwerte des Systems ohne Durchgriffs-
term ldsst sich ohne groBere Anpassungen auf das Entwurfsproblem der Vorgabe der # endlichen
Eigenwerte des Systems in Deskriptorform tibertragen. Im Folgenden wird abweichend von die-
ser Vorgehensweise die Darstellung (3.9) mit Durchgriff verwendet. Zwar wird die Herleitung
der Entwurfsgleichungen hierdurch etwas aufwindiger, es kann jedoch auf die Einfithrung und
Diskussion von Resultaten fiir Deskriptorsysteme verzichtet werden.

Die n Elemente der Menge A = {Ay,...,A,} bilden das Spektrum o (A) der Systemmatrix des
geschlossenen Regelkreises, sofern Vektoren v; # 0 existieren, so dass mit A; und v; Losungen
des Eigenwertproblems

Aavi = (A + BK(I — DK)"'C)v; = Ajv;
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gegeben sind beziehungsweise

[ A=l B][K(I—l;)}()_le,- ] =0

firi = 1,..., n gilt. Unter Beriicksichtigung der Struktur der Matrix K konnen diese Gleichun-
gen gemif (3.6) auch in der Form

i
| A—=Xil B. B, | K.v; =0 (3.10)
Ky(I — Dy Kp) N (Dpe K + Cp) i

geschrieben werden. Aus obiger Darstellung ist ersichtlich, dass jeweils

V;
K v; eker([ A—Ail B. B, ) (3.11)
Ky(I — DppKy) N (Dpe K + Gy

gelten muss, um diese Beziehungen zu erfiillen. Im Folgenden werden aus diesem Grund zunéchst
spezielle Basen der entsprechenden Nullriume gewihlt.

Fiir das, gemdB Voraussetzung, steuerbare Paar (A4, B.) gilt nach dem Popov-Belevitch-Hautus
Kriterium

rang([ A— Al B. ]) =n VAeC(C,
siehe beispielsweise [40], und entsprechend
dim(ker([ A—AI B. B, ]))=mc+r VieC.

Es ist somit moglich, Matrizen N.; € C™", N,; € C™", M.; € C">", M,; € C"™*" und
R; € C"™" zu bestimmen, die

bild([ A]Z D =ker([ A—A:I B.]) (3.12)
und
Nc,i Np,i
bild| | M, M,; ||=ker([ A=Al B. B, ) (3.13)
0 R;
firi = 1,..., nerfiillen. Offensichtlich konnen fiir konjugiert komplexe Eigenwerte A; = 7 die

Matrizen so gewihlt werden, dass

Nei Ny NG Ny
My M, |=| M7 M7, (3.14)

0 R; 0 iy
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gilt, wovon im Folgenden stets ausgegangen wird.

Die spezielle Wahl der Nullraumbasen in (3.13) vereinfacht, wie sich im Weiteren zeigen wird,
die Diskussion des Verfahrens und erlaubt es in einfacher Weise, Zusammenhinge zu dem von
Moore [92] beschriebenen Verfahren herzustellen, welches zu (3.12) dquivalente Beziehungen
verwendet. Der Ubersichtlichkeit halber werden mogliche Vorgehensweisen zur Bestimmung die-
ser speziellen Nullraumbasen und sich fiir die entsprechenden Matrizen ergebende Eigenschaften
in Anhang B.1 vorgestellt. Im Besonderen ist festzustellen, dass die Matrizen R; stets regulér sind
und die Matrizen N_; unter der Voraussetzung rang(B.) = m. < n vollen Spaltenrang aufweisen.

Um (3.10) fiir ein gegebenes i zu erfiillen muss, unter Beriicksichtigung von (3.11) und (3.13),
ein Vektor [ f;T gI |' € €™ existieren, so dass die Gleichungen

Vi = Nei fi + Nyigi (3.15a)
hi = Kwv; =M fi + M,,gi (3.15b)
K,(I — Dy Kp) " (Dpe K + Cp)vi = Rigi (3.15¢)

mit v; # 0 erfiillt sind. Der Vektor #; = K. v; wird hierbei in Anlehnung an [89, 88] als Steu-
ervektor zum 7 -ten Eigenwert des geregelten Systems bezeichnet. Diese Bezeichnung ist auch im
Hinblick auf die Definition der mit diesen Vektoren assoziierten Steuermodi in [104] eingéngig,
wobei anzumerken ist, dass in der genannten Quelle der Begriff des Steuervektors als Synonym
fiir den Vektor der Eingangsgro3en verwendet wird. In englischsprachigen Veroffentlichungen ist
in diesem Zusammenhang die Bezeichnung input direction gebriuchlich [72, 6].

Es ist an dieser Stelle zweckmifBig, die Gleichungen (3.15) im Kontext entsprechender Verfah-
ren fiir den Entwurf von Zustandsriickfithrungen fiir Systeme ohne zusitzliche Freiheitsgrade im
Systementwurf zu diskutieren. Hierfiir wird die Wahl K, = 0 betrachtet, so dass der geschlos-
sene Regelkreis durch (3.8) gegeben ist. Bedingt durch die Regularitit der Matrizen R; folgt aus
(3.15¢) zwangslaufig g; = 0. Werden (3.15a) und (3.15b) fiir die n Eigenwerte des geschlossenen
Regelkreises zusammengefasst, ergibt sich

Kc[vl vn]=[h1 hn]

mit v; = N.; f; und h; = M. ; f;. Da das Paar (A, B;) gemdl3 Voraussetzung steuerbar ist und
rang(B.) = m, gilt, sind die m. Spalten der Matrizen N.; linear unabhingig und bilden Basen
der dem geschlossenen Regelkreis zuweisbaren Eigenrdume zu den Eigenwerten A;. In diesem
Zusammenhang wird auch von den (A4, B.)-charakteristischen Unterrdumen gesprochen [6]. Die
Dimension der Summe einer Anzahl s < n dieser Untervektorrdume zu s voneinander verschiede-
nen Eigenwerten ist stets groler oder gleich s, siehe [69]. Somit existiert eine Wahl der Vektoren
fi, fiir welche die Vektoren v;, i = 1,...,n, linear unabhéngig sind. Fiir eine derartige Wahl der
Vektoren f; beziehungsweise v; ist die Matrix [ v; --- v, ] reguldr und eine Riickfithrung zur
Zuweisung der Eigenwerte ist durch

Ke=[h - hyJvi -+ vy ]! (3.16)

gegeben [92, 6, 72, 106].
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Da eine reelle Riickfithrung K. gesucht wird, werden die zu reellen Eigenwerten gehorenden
Eigenvektoren v;, beziechungsweise entsprechend die Vektoren f;, reell gewaihlt. Fiir Paare konju-
giert komplexer Eigenwerte A; = A7 wird v; = v} beziehungsweise f; = f;* vereinbart, da bei
Eigenvektoren zu komplexen Eigenwerten reeller Matrizen die zu diesen konjugiert komplexen
Vektoren stets Element der Eigenrdume der entsprechend konjugiert komplexen Eigenwerte sein
miissen.

Die Regularitit der zu invertierenden Matrix der Eigenvektoren ist generisch beziehungsweise
fiir fast jede Wahl der Vektoren f; gegeben, womit diese Vektoren als Freiheitsgrade hinsichtlich
der Auslegung der Riickfithrung angesehen werden konnen. Es ist jedoch ersichtlich, dass eine
mittels (3.16) bestimmte Matrix K. von einer Skalierung der Parametervektoren f;, und damit
entsprechend der Vektoren v; und /;, mit von Null verschiedenen Skalaren nicht beeinflusst wird.
Insofern bieten die fiir reelle Eigenwerte reell gewihlten Parametervektoren m. — 1 Freiheitsgrade
zur Beeinflussung der resultierenden Riickfiihrung. Fiir ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte
A; = A7 bieten die entsprechend konjugiert komplex gewihlten Vektoren f; = f;° nunmehr
m. — 1 komplexe beziehungsweise 2(m. — 1) reelle Freiheitsgrade [72]. Fiir den Entwurf der
Riickfiihrung ergeben sich somit n - (m. — 1) Freiheitsgrade, was der Anzahl der Elemente der
Matrix K. € R™*" abziiglich n Freiheitsgraden entspricht, die fiir die Vorgabe der n Eigenwerte
des geschlossenen Regelkreises benotigt werden.

An dieser Stelle ldsst sich ebenfalls der Zusammenhang der in (3.16) gegebenen Parametrierung
der Matrix K. zum Verfahren der vollstindigen modalen Synthese, vgl. [104], angeben. Sind die
vorgegebenen Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises von denen der Matrix A verschieden,

so erfiillen die Matrizen N.; = — (A4 — kil)_l B. und M.; = I die Bedingung (3.12). Die
Parametrierung des Zustandsreglers kann in diesem Fall in der Form
Ke=[fi ~ fall=(A=0D7" Befi + =(A=daD)" Bofu ]!

angegeben werden.

Im allgemeinen Fall, welcher nun wiederum betrachtet wird, sind die Vektoren g; in (3.15) von
Null verschieden. Aus (3.15¢) folgt durch Einsetzen von (3.15a) und (3.15b)

Kp([ - DppK'p)_1 ((DpcMc,i + Cch,i)fi + (Dpch,i + Cpr,i)gi) = R;gi.

Wird erneut die Beziehung K,(I — D,,K,)™' = (I — K, D,,)"' K, genutzt, ergibt sich der zu
obiger Gleichung dquivalente Ausdruck

Kp ((DpcMc,i + Cch,i)ﬁ + (Dpch’i + Cpr,i + DppRi)gi) = R,'gi
beziehungsweise kompakter notiert
K,P.;fi—(Ri — K,Pp;) g =0 (3.17)

mit P.; := DpeM.; + CN; und P,; := D, M,; + C,N,,; + Dy, R;. Werden die Beziehun-
gen (3.15b) fiir die n vorgegebenen Eigenwerte in Matrixform notiert, ergibt sich wiederum eine
Gleichung der Gestalt

KV =H
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mit
Vi=[v - v ] vi=Nifi+ Nyigi

und
H:=[h - hy]. hi=M,fi+M,;g.

Ist die Matrix V reguldr, ist die gesuchte Riickfithrung durch
K.=HV™!

gegeben. Die Vektoren f; € C™ und g; € C” stellen in diesem Fall allerdings keine nahezu
beliebig zu wihlenden Freiheitsgrade des Entwurfs dar, sondern miissen in Verbindung mit der
Wahl der Matrix K, die in (3.17) gegebene Beziehung erfiillen.

Hinsichtlich der angestrebten Nutzung der Parametrierung der Riickfiihrung im Rahmen eines Op-
timierungsverfahrens hat diese Formulierung den Nachteil, dass die Elemente der r-dimensionalen
Vektoren g; als Parameter auftreten und die Gleichungen (3.17) als Nebenbedingungen beriick-
sichtigt werden miissen. Fiir die Zuweisung von n Eigenwerten sind dies n - r Elemente der
Vektoren g; sowie n - r nichtlineare Gleichungen. Bei Betrachtung der durch (3.17) gegebenen
Gleichungen zeigt sich jedoch, dass zwischen der Wahl der Vektoren f; und g; ein eindeutiger
Zusammenhang der Form

g = (R — K, P ;) 'K, P f; (3.18)

besteht, sofern die Matrix (R; — K, P, ;) regulir ist. Letzteres ist, bedingt durch die Regularitit
der Matrizen R;, im Speziellen fiir die Wahl K, = 0 erfiillt. Da die Determinante dieser Matrix
ein Polynom in den Elementen der Matrix K, ist, ist die Regularitit zudem wiederum fiir fast jede
Wahl dieser Matrix gegeben. Einsetzen von (3.18) in die Ausdriicke fiir die Eigenvektoren v; und
Steuervektoren /; ergibt

v = Ni fi
sowie

hi = M; f;
mit

Ni = Ngi + Npi(Ri — K, Ppi) 'Ky Pei (3.19)
beziehungsweise

M; = M.; + M,;(R; — K, P,;) 'K, P.;. (3.20)
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Bemerkung 3.1. Die in (3.19) und (3.20) definierten Matrizen konnen wiederum als LF'T geschrie-
ben werden. Es gilt

o N’.Ri—l
Ni(K) = ‘Fi (|: Pc’; PE’;R-_I ]’KP(K))

1

und entsprechend

M.; M,;R!
M;(k) = ’ P LK :
0=A (|5 i [0)

wobei die Abhdngigkeit der Matrizen vom Vektor k an dieser Stelle explizit angegeben wird.
Mittels dieser Formulierung konnen die Matrizen N;(k) und M; (k) hinsichtlich der Vorgehens-
weise fiir parameterunabhdngige Systeme interpretiert werden. Offensichtlich ist N;(0) = N.;
sowie M;(0) = M. ;. Diese Matrizen bilden gemdfs (3.12) Basen der Nullridume der Matrizen
[ A—X;I B, ] Allerdings gilt

[ AGe) =l B ][ A]\;((’;)) ] ~ 0 3.21)

fiir jede Wahl von «k, fiir welche die Matrizen (I — Dppr(K)) und (Ri — Kp(/c)Pp,,-) reguldir sind.
Die Spalten der Matrizen | N;(k)T M; (k)" |! sind somit jeweils Elemente der entsprechenden
Nullrdume des parameterabhdingigen Systems. Der Nachweis hierfiir ist in Anhang B.1 gegeben.

Nach diesen Betrachtungen kann das Vorgehen fiir den Entwurf der Matrix K. der Zustandsriick-
fiihrung zusammengefasst werden. Es sind der Vektor « sowie die Vektoren f;,i = 1,...,n,
derart zu wihlen, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

e Es giltdet(/ — Dy, K, (k)) # 0 sowie det(R; — K, (k) P,;) #0fliri =1,...,n.

e Esgiltdet(V) # Omit V =[wvy -+ v, ] =] Ni(k)fi -+ Nuk)fy ] und N;(k)
gemdl (3.19).

e Ist A; reell, so wird f; ebenfalls reell gewihlt.

e Fiir Paare konjugiert komplexer Eigenwerte A; = A} wird f; = f/* gewihlt, so dass v; = v

gilt.
Wirdzudem H =[ hy -+ h, |=[ Mi(x)f1 --- M,(k) f, | gewihlt, weist die Matrix
K.=HVv™! (3.22)

dem geschlossenen Regelkreis die gewiinschten Eigenwerte zu, es gilt

(/f(/c) + é(K)KC) v, =My, i=1,...,n.
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In praktischer Hinsicht stellen die genannten Anforderungen an die zur Verfiigung stehenden Frei-
heitsgrade kaum eine Einschrinkung dar. Die Beschriankung auf reelle beziehungsweise konju-
giert komplexe Vektoren f; stellt lediglich sicher, dass sich eine reelle Riickfiihrung ergibt. Die
Matrizen, deren Regularitiit gefordert wird, sind rationale Funktionen der gegebenen Parameter.
Da durch die Steuerbarkeit des Paares (A, B.) sichergestellt ist, dass die entsprechenden Deter-
minanten nicht fiir jede Wahl der Parameter identisch verschwinden, sind diese fiir fast jede Wahl
der Parameter von Null verschieden.

Bei der Herleitung der Entwurfsgleichungen wurde davon ausgegangen, dass fiir den geschlos-
senen Regelkreis lediglich einfache Eigenwerte vorgegeben werden. In praktischer Hinsicht ist
es eher selten erforderlich mehrfache Eigenwerte vorzugeben. Wird das in diesem Abschnitt be-
schriebene Entwurfsverfahren betrachtet, ist jedoch ersichtlich, dass die Beriicksichtigung eines
m.-fachen Eigenwerts A; keine Probleme bereitet, da eine entsprechende Anzahl linear unabhin-
giger Eigenvektoren des geschlossenen Regelkreises aus dem Bild der Matrix NV, ;, beziehungs-
weise im Allgemeinen aus dem Bild der Matrix N;, gewihlt werden kann. Die Vorgabe mehrfacher
Eigenwerte ist somit moglich, sofern eine ausreichende Anzahl linear unabhéngiger Eigenvekto-
ren des geschlossenen Regelkreises gefunden werden kann. Die Vorgabe einer Eigenstruktur mit
mehrfachen Eigenwerten, deren algebraische Vielfachheit groBer ist als deren geometrische Viel-
fachheit, ist bei der gegebenen Form der Entwurfsgleichungen nicht moglich. Hierfiir miissten
neben den Eigenvektoren des geschlossenen Regelkreises eine entsprechende Anzahl von Haupt-
vektoren beriicksichtigt werden. Ein solches Vorgehen fiir den Entwurf von Zustandsriickfiihrun-
gen ohne die Beriicksichtigung von Freiheitsgraden im Systementwurf ist in [107] gezeigt.

3.2.1 Systemdynamische Bedeutung der Eigen- und Steuervektoren

Ein zentraler Aspekt der gegebenen Entwurfsgleichung ist die Parametrierung der Eigen- und
Steuervektoren v; und #; = K v; des geschlossenen Regelkreises. Auf die systemdynamische
Bedeutung der Eigenvektoren wird in Anhang A.1 und Abschnitt 3.3 eingegangen. Es bietet sich
an dieser Stelle jedoch an, diese sowie insbesondere die Bedeutung der Steuervektoren kurz zu
diskutieren. Die Darstellung orientiert sich hierbei an [104].

Betrachtet wird das sich im geschlossenen Regelkreis ergebende autonome System
%) = (A0 + BOK.) x(1) = Aax (1), x(10) = xo.

Sind die Eigenwerte A; des geschlossenen Regelkreises einfach, so ist die Matrix 4. mittels der
Matrix der Eigenvektoren V. =[ v; --- v, ]diagonalisierbar und die Zeitlosung ist in der Form

n
x(t) = cho,,- et y;
i=1

mit
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darstellbar. Der Zeitverlauf des Zustandsvektors ist als Linearkombination der Ausdriicke e*i’ v;
in Abhingigkeit des Anfangszustands eindeutig festgelegt. Hinsichtlich der Steuervektoren ergibt
sich eine dhnliche Interpretation, allerdings bezogen auf den StellgroBenverlauf u.(¢). Es gilt

n n
uc(t) = Kex(t) = Y Foie’ Ky = Y Foieh' hy.
i=1

i=1

Der StellgroBenverlauf ist demnach als Linearkombination der Ausdriicke e*i /; darstellbar. Eben-
so wie die Eigenvektoren die Aufteilung der Eigenbewegungen des Systems auf den Zustandsvek-
tor angeben, ist durch die Steuervektoren die Aufteilung der Eigenbewegungen auf die Stellgroflen
gegeben.

3.2.2 Reelle Form der Entwurfsgleichungen

Die in (3.22) gegebene Parametrierung der Matrix K. zur Zuweisung der Eigenwerte des geschlos-
senen Regelkreises beinhaltet komplexe Groflen, sofern die Menge A komplexe Elemente enthilt.
Fiir die Bestimmung der Riickfiihrung und die im Folgenden beschriebene Parameteroptimierung
ist es giinstig, zu einer zu (3.22) dquivalenten Formulierung mit rein reellen Groen iiberzugehen.

Die Matrix K. der Zustandsregelung wird nicht von einer Multiplikation der Matrizen V und H
aus (3.22) von rechts mit einer reguldren Matrix 7" beeinflusst. Es gilt

K.=HTWVT)'=HTT 'v!'=HV L

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann davon ausgegangen werden, dass fiir v konjugiert
komplexe Eigenwertpaare und n — 2v reelle Eigenwerte die Matrizen V' und H in der Form

V = [ Vi VU ot Uy Uy VUapgr o Up ] (3.23)
beziehungsweise
H:[hl Bt oo hy hE hayyr e hn]

vorliegen. Wird nun eine Matrix
T :=diag(Ty,..., Ty, I,—2,) (3.24)

mit

gewdhlt, ergibt sich die gesuchte reelle Form der Matrizen

VRe := VT=[Re(v1) Im(vy) --- Re(vy,) Im(v,) vap41 --- vn] (3.25)
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beziehungsweise
Hge:= HT =[ Re(hy) Im(hy) --- Re(h,) Im(hy) haysr -+ hy |
und es gilt
K.= HV™' = Hp. Vi.". (3.26)

Real- und Imaginirteil der zu einem komplexen Eigenwert korrespondierenden Vektoren v; =
N; fi und h; = M; f; mit (3.19) und (3.20) lassen sich bestimmen, indem eine geeignete reelle
Darstellung, siehe [98], der in den Ausdriicken auftretenden Matrizen verwendet wird. Fiir die
Vektoren v; ergibt sich beispielsweise eine reelle Darstellung der Form

Re(vi)) | _ (| Re(Ne;) —Im(N;) Re(N,,i) —Im(N,;)
|:Im(v,-)]_ ([ Im(Ne;) Re(Noy) :|+[Im(Np,,-) Re(N,.:) }

Re(R;) —Im(R)) . Re(P,;) —Im(P,;) T\
([ Im(R;) Re(R;) ]_dlag(Kp’Kp)[Im(Pii) Re(Ppi) D
Re(P.;) —Im(P.;) ) Re( /)

Im(P.;) Re(P) ] [ Im( f;) ]

Die entsprechende reelle Darstellung der Vektoren /; ist durch

Re(h) 1 ([ Re(Mer) —Im(Mey) | . [ Re(My;) —Im(M,,)
|:Im(h,~)]_([ Im(M.;) Re(M.,) :|+|:Im(Mp,,~) Re(M,,) ]

Re(R;) —Im(R;) . Re(Pp) —Im(P,;:)
([ Im(R;) Re(R:) ]_d‘ag(Kp’K"){lmwi,» Re(Pyy) D

Re(Pe;) —Im(P;) Re( /i)
Im(P;) Re(P,;) D [ Im(f:) ]

- diag(K,. K,) [

-1

-diag(K,, Kp) |:

gegeben.

Im Rahmen des im folgenden Abschnitt behandelten Optimierungsproblems wird unter anderem
die Konditionszahl

kond(V)e = |V |6l V™" e

der Matrix der normierten Eigenvektoren

lvillz llvill2 lovllz lowllz llvzegallz v ll2

A *
o[ e g e ]

beziiglich der Frobenius-Norm zur Definition eines geeigneten Giitekriteriums verwendet. Ent-
sprechend wird fiir diese Matrix eine Transformation zu einer reellen Darstellung gesucht, welche
die Frobenius-Norm nicht dndert. Eine solche Transformation ergibt sich, wenn anstatt der Matrix
T aus (3.24) die unitire Matrix

T :=diag(T1, ..., Ty, In_2v) (3.27)
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mit 7} := +/2 - T} fiir den Ubergang zu der reellen Darstellung
I,}Re = 17]/;

verwendet wird. Dies ldsst sich anhand der Invarianz der Frobenius-Norm gegeniiber Multiplika-
tionen mit unitdren Matrizen

kond(V)e = VIV e = VT Il T~V e = [ Vrellell Vi, lle = kond(Vie)r

erkennen.

3.3 Parameteroptimierung

In den vorangegangen Abschnitten wurden parametrische Ausdriicke des Reglers K. in Abhén-
gigkeit der Vektoren f;, i = 1,...,n, und der Matrix K, beziehungsweise des Vektors « derart
bestimmt, dass die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises weitestgehend unabhiingig von der
Wahl dieser Parameter einer vorgegebenen Menge A entsprechen. Im Folgenden wird die Mog-
lichkeit diskutiert, diese Parameter durch Losen eines Optimierungsproblems zu bestimmen, um
das Verhalten des geschlossenen Regelkreises, beurteilt anhand eines geeignet gewéhlten Giitekri-
teriums, zu verbessern.

3.3.1 Gitekriterium

Fiir die Wahl eines Kriteriums zur Beurteilung der Giite einer gegebenen Parameterkonfiguration
gibt es im Allgemeinen vielfiltige Moglichkeiten. Aus Anwendersicht wird die geeignete Wahl ei-
nes solchen Giitekriteriums, im Hinblick auf eine konkrete Entwurfsaufgabe, mageblich von der
Gestalt der fiir den geschlossenen Regelkreis definierten Anforderungen beeinflusst. Hinsichtlich
der Implementierung eines flexibel einsetzbaren Entwurfsverfahrens sind ebenso Faktoren wie die
Eigenschaften des resultierenden Optimierungsproblems sowie Bedienbarkeit und Ausfiihrungs-
geschwindigkeit einer entsprechenden Softwarelosung bei der Ausgestaltung des Giitekriteriums
zu beriicksichtigen.

Unter Verfahren zur Optimierung der Freiheitsgrade von Zustands- und Ausgangsreglern, die dem
geschlossenen Regelkreis ein vorgegebenes Spektrum zuweisen, sind Kriterien weit verbreitet,
welche die Sensitivitdt der Eigenwerte beziiglich Storungen in den Daten der Systembeschrei-
bung sowie eine Norm der Matrix der Riickfithrung bewerten [106, 66, 24, 121, 39]. Die sich
ergebenden Problemstellungen werden in der englischsprachigen Literatur unter anderem als ro-
bust exact pole placement problem beziehungsweise minimum gain robust exact pole placement
problem [106] oder auch mininum norm robust eigenvalue assignment problem [121] bezeichnet.

Zur Motivation des in dieser Arbeit gewihlten Giitekriteriums werden zunéchst iibliche Maf3zah-
len fiir die Sensitivitit von Eigenwerten diskutiert. Wird in diesem Abschnitt von der Robustheit
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des geregelten Systems gesprochen, ist hiermit die Empfindlichkeit der vorgegebenen Eigenwerte
gegeniiber Storungen oder Unsicherheiten in den Daten der Problembeschreibung gemeint.

Ausgangspunkt von Sensitivititsanalysen diagonalisierbarer Matrizen ist oftmals der Satz von
Bauer-Fike [50, 61]. Fiir die hier verwendeten Matrizen lisst sich dieser wie folgt formulieren.

Satz 3.2 ([50, Theorem 7.2.2]). Ist u ein Eigenwert der Matrix Ay + E und A diagonalisierbar
mit V1A,V = diag(Ai, ..., A,), dann gilt

min A —u| < [VI,IV HLIEN, =kond, (V)| E|l ., (3.28)
)\'EJ(ACI)
wobei || - || , eine beliebige p-Norm bezeichnet.
Ist also eine Matrix V' gegeben, so dass V1A,V = diag(Ai,...,A,) gilt, ist die Sensitivitit

eines Eigenwerts A; beziiglich Storungen der Matrix A, durch Konditionszahlen der Matrix V
beschrinkt. Die Beziehung (3.28) gilt auch fiir mehrfache Eigenwerte, sofern deren geometrische
und algebraische Vielfachheiten libereinstimmen. Fiir nicht diagonaldhnliche Matrizen lassen sich
ebenfalls geeignete Mallzahlen definieren [29, 107], wobei Matrizen mit mehrfachen Eigenwerten,
deren algebraische Vielfachheit grofer der geometrischen ist, in dieser Hinsicht im Allgemeinen
ungiinstigere Eigenschaften aufweisen [50, 66]. Da die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete Pro-
blemstellung einfache Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises voraussetzt, beschrinkt sich
die Diskussion im Folgenden auf diesen Fall.

Neben der Betrachtung einer generellen oberen Schranke, wie sie durch den Satz von Bauer-
Fike gegeben ist, kann die Sensitivitit einzelner Eigenwerte betrachtet werden. Eine GroBe, die
hierbei Verwendung findet ist die Kondition eines einfachen Eigenwertes [115, 125, 66]. Diese
Mafzahl lésst sich wie folgt motivieren. Ist A ein einfacher Eigenwert der Matrix 4. mit einem
Rechtseigenvektor v und einem Linkseigenvektor w, dann existiert ein Eigenwert pu der gestorten
Matrix A, + E, so dass

H

=i+ —2 4+ O(EP (3.29)

wHy

gilt [115, Theorem IV.2.3]. Aus diesem Resultat ldsst sich auf die Differenzierbarkeit einfacher Ei-
genwerte und auf einen Ausdruck fiir deren Ableitung schlieen, siehe auch [115, Corollary 2.4],
[61], [118] und [87]. Wird speziell die Matrix A, + €E als Funktion von € betrachtet existieren
in der Umgebung von € = 0 differenzierbare Funktionen v(€) und A(€), so dass

(Aa + €E)v(€) = A(€)v(e)
mit A(0) = A und v(0) = v gilt, siehe [50] oder [61, Theorem 6.3.12]. Differenzieren dieses
Ausdrucks nach € liefert

dA(€) _ wlEv

T owH
de |._ why

(3.30)
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und aus (3.30) folgt

dA(e€) wlEv| _ [lvf2]lwl2
= < E|, =7 E|>.
ol ‘ oo | = iy NE N = DIE]
Der in der Ungleichung auftretende Ausdruck @ := |[v|2||w]|2/|wv| wird als Konditionszahl

des Eigenwerts A beziiglich der 2-Norm bezeichnet. Anschaulich nimmt diese Konditionszahl den
Wert 1 an, wenn die Links- und Rechtseigenvektoren in dieselbe Richtung zeigen und sehr grofie
Werte, wenn die Vektoren nahezu orthogonal zueinander sind. Im Hinblick auf das in Satz 3.2
formulierte Resultat ldsst sich zeigen, dass

i=l1,...,

fiir die zu n einfachen Eigenwerten der Matrix A gehorenden Konditionszahlen ¢;,i = 1,...,n,
gilt [125]. Durch die Spektralnorm ist demnach eine obere Schranke fiir die Kondition der einzel-
nen Eigenwerte gegeben.

Nach diesen einleitenden Betrachtungen ist ersichtlich, dass grundsitzlich eine Reihe von Kiri-
terien geeignet sind, die Sensitivitidt der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises oder deren
Robustheit gegeniiber Storungen in den Matrizen der Systembeschreibung zu bewerten. Eine aus-
fiihrlichere Diskussion findet sich in [66]. Eine Auflistung weiterer Kriterien ist in [28] gegeben.
Im Rahmen dieser Arbeit féllt die Wahl auf die in diesem Zusammenhang hiufig verwendete Kon-
ditionszahl der Eigenvektormatrix beziiglich deren Frobenius-Norm [106, 24, 121]. Zwar ist die
Frobenius-Norm nicht wie in Satz 3.2 gefordert eine p-Norm beziehungsweise eine durch eine
Vektornorm induzierte Matrixnorm, sie ist jedoch stets grofer als die Spektralnorm einer entspre-
chenden Matrix und somit gilt

min (A — | < VIV HNEL < VIV eI Elle = konde (V)| E |k

)"ea(Acl)
sowie

max 9y < VIV < VeV s = konde(V).
Sind die Eigenvektoren geeignet normiert v; := v;/| vi|2, so dass ||0;]|, = 1 gilt, ergibt sich
zudemmit V :=[ 0y -+ 0y, ]

kond(V) = IV Ie V™" lle = v - [V | (3.31)

Das Verwenden der Forbeniusnorm anstatt der Spektralnorm motiviert sich aus praktischen Ge-
sichtspunkten hinsichtlich der Definition eines fiir eine Parameteroptimierung geeigneten Giite-
kriteriums. Im Besonderen ist das Quadrat der Frobenius-Norm eine einfach auszuwertende und
zudem differenzierbare Funktion. Weiterhin ergibt sich fiir die Konditionszahl der normierten Ei-
genvektormatrix (3.31) ein Zusammenhang mit den Konditionszahlen der einzelnen Eigenwerte
[66]. Werden Linkseigenvektoren w; so gewihlt, dass wH9; = 1 gilt, ist die Inverse der normierten
Eigenvektormatrix durch
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gegeben und es gilt

I Py g

9 = L2UT2 g
= igm = il

Aus (3.31) ergibt sich somit

n n
konde(V) = /i - [V g = v | D llbil3 = va- | > 07
i=1 i=1

Die Frobenius-Norm der Inversen der Matrix der normierten Eigenvektoren entspricht der eukli-
dischen Norm des Vektors [ #; --- ¥, |' der Konditionszahlen der einzelnen Eigenwerte.

Neben dieser intuitiven Form der Skalierung der Eigenvektoren und der sich ergebenden Interpre-
tation hinsichtlich der Konditionszahlen lassen sich entsprechende Resultate fiir weitere Skalie-
rungen der Spaltenvektoren der Matrix V' angeben. Im Besonderen ergibt sich fiir die optimale
Skalierung dieser Vektoren hinsichtlich der Forbeniusnorm der Matrix der Eigenvektoren ein Zu-
sammenhang mit der 1-Norm des Vektors der Konditionszahlen [66, 113].

Ein weiterer Aspekt, der hinsichtlich der gezeigten Betrachtungen zur Sensitivitit gegeniiber Sto-
rungen in den Eintrigen einer Matrix relevant ist, ist, ob diese eine gewisse Struktur aufweisen.
Wird die Systemmatrix eines linearen dynamischen Systems betrachtet, sind relevante Storungen
meist Unsicherheiten in den Parametern der Systembeschreibung, welche im Allgemeinen nur ei-
nige Eintrige dieser Matrix betreffen. In diesem Zusammenhang kann es sinnvoll sein die Struktur
der moglichen Storungen zu beriicksichtigen [67].

In [66] finden sich weitere Interpretationen hinsichtlich der systemdynamischen Bedeutung von
Konditionszahlen der Matrix der Eigenvektoren sowie der mit diesen in Zusammenhang stehen-
den Robustheitseigenschaften des geschlossenen Regelkreises. Diese sollen hier nicht in Ginze
wiederholt, sondern lediglich ergiinzend zu den bereits diskutierten Resultaten eine Abschétzung
beziiglich des transienten Verhaltens des geschlossenen Regelkreises angegeben werden. Der Ver-
lauf

x(t) = e’

X0
der Zustandsgroen x (¢) fiir das System
X(t) = Aax(2)
mit dem Anfangswert x(0) = xq lédsst sich, wie schon in Abschnitt 3.2.1 diskutiert, in der Form
x(t) = et xo = Vel Vlx, (3.32)
mit L := diag(Aq,...,A,) angeben. Aus (3.32) folgt fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢

Ix@lz < IVIIVTHE- e - Ixollz = kond(V) - [ e |I - [1xo]l2,
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wobei diese Ungleichung fiir Matrixnormen gilt die submultiplikativ und vertrdglich mit der Vek-
tor 2-Norm sind. Im Speziellen also sowohl fiir die Frobenius- als auch fiir die Spektralnorm. Fiir
diese ergibt sich

1@z = kondz (V) - max (] ehi']) - |xoll> < kondp(V) - max ([e*"]) - |lxoll2.

=1,..., geeey

Um Missverstidndnisse zu vermeiden, sei darauf hingewiesen, dass die verwendeten Normen zeit-
abhingiger Vektoren an dieser Stelle die Vektornorm zu einem gegebenen Zeitpunkt bezeichnen
und nicht entsprechende Signalnormen.

Neben der Kondition der Eigenvektormatrix soll das fiir die Parameteroptimierung verwendete
Giitekriterium eine Norm der Reglermatrix K. bewerten. Fiir den Vektor der Stellgroen u (¢) =
K. x(¢) gilt fiir beliebiges ¢

lu@ll2 = [ Kcllllx@)l2

wiederum fiir mit der Vektor 2-Norm vertrigliche Matrixnormen. Das kleine Reglerverstiarkungen
in vielen Anwendungen prinzipiell wiinschenswert sind, 1dsst sich im Gegensatz zu den soeben
diskutierten Kriterien hinsichtlich der Robustheit des geschlossenen Regelkreises recht einfach
illustrieren [71]. Uber die Matrix K. der Zustandsriickfiihrung wirken bei praktischen Anwen-
dungen neben den Messsignalen der ZustandsgroB3en ebenfalls Storungen beziehungsweise Mess-
rauschen auf die StellgroBBen. Bei groBBen Reglervestdarkungen ergibt sich dadurch tendenziell ein
unruhiges Systemverhalten. Auch unabhingig von auf das System wirkenden Storungen, sind
die bei kleineren Reglerverstarkungen zu erwartenden geringeren Betrdge der StellgroB3en hin-
sichtlich der ebenfalls stets zu beriicksichtigender Stellgliedbeschrinkungen vorteilhaft. Es bleibt
jedoch festzustellen, dass die Norm der Reglermatrix aufgrund der nicht beriicksichtigten Dyna-
mik des geschlossenen Regelkreises nicht direkt mit der StellgroBennutzung korrespondiert. In
Abschnitt 4.2 wird diese Thematik aufgegriffen und es werden mogliche Alternativen diskutiert.

Die in diesem Abschnitt diskutierten Zusammenhinge motivieren die Wahl des fiir die Optimie-
rung der Freiheitsgrade des Entwurfs verwendeten Giitekriteriums

J = -konde(V)* + (1 =) || Kellf = an- [V + (1 — )| Ke? (3.33)

als gewichtete Summe der Quadrate der Konditionszahl beziiglich der Frobenius-Norm der nor-
mierten Eigenvektormatrix V und der Frobenius-Norm der Matrix K_. Diese nicht uniibliche Wahl
[121, 106] bietet vor allem auch hinsichtlich der Implementierung eines dieses Kriterium nutzen-
den Verfahrens Vorteile. Neben der Matrix K. des Zustandsreglers wird die Matrix der Eigen-
vektoren des geschlossenen Regelkreises verwendet, die ohnehin zur Bestimmung der Matrix K.
benotigt wird. Das Quadrat der Forbeniusnorm der verwendeten Matrizen ist einfach zu bestim-
men.

Wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben, kann ein zu (3.33) dquivalenter Ausdruck

Jre :=an - |V IR + (1 — o) | Ke 1 (3.34)
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angegeben werden, der nur reelle Groen nutzt, wovon im Folgenden Gebrauch gemacht wird.
Hinsichtlich der Parameteroptimierung ist zudem interessant, dass diese Giitefunktion fiir Para-
meterkombinationen, fiir welche die in der Reglerparametrierung auftretenden Inversen existieren,
differenzierbar ist. Die Herleitung eines Ausdrucks fiir den Gradienten ist in Anhang B.2 gegeben.

3.3.2 Optimierungsproblem

Unter Verwendung der Zielfunktion Jg. aus (3.34) lésst sich ein Optimierungsproblem formulie-
ren. Die zu optimierenden Variablen sind die Eintrige der Parametervektoren f;,i = 1,...,n,
und die im Vektor k € P, zusammengefassten verschiedenen Diagonalelemente der Matrix K.
Werden v konjugiert komplexe Eigenwertepaare und n—2v reelle Eigenwerte vorgegeben, werden
die Freiheitsgrade der entsprechenden Parametervektoren zu dem Vektor

T .
f = [ Re(fl)T Im(fl)T Re(fv)T Im(fv)T f21+1 fnT ] € R™”
zusammengefasst. Das resultierende Optimierungsproblem kann somit in der Form
rlfn;l an - |[Vee(e, /)7 g + (1 = ) [ Kok, )7

u.d.N. «xeP,

(3.35)

angegeben werden. Anzumerken ist hierbei, dass die in Abschnitt 3.2 diskutierten Bedingungen
hinsichtlich der Regularitit der Matrizen, deren Inverse fiir die Berechnung der Riickfiihrung er-
mittelt werden miissen, nicht explizit als Nebenbedingungen beriicksichtigt werden, da dies auf
ein deutlich komplexeres Problem fiihren wiirde. Es hat sich bei keinem Test des im Folgenden
beschriebenen Losungsansatzes beziehungsweise der entsprechenden Implementierung, mit einer
Vielzahl zufillig erzeugter Systeme sowie auch konkreter Anwendungsbeispiele, hiermit ein Pro-
blem ergeben, was im Hinblick auf die erwihnte generische Regularitit der relevanten Matrizen
plausibel ist.

Ist die Menge Py, wie zu Beginn des Kapitels vereinbart, durch obere und untere Schranken
beziiglich der Elemente des Vektors « gegeben, beschreibt (3.35) ein Optimierungsproblem mit
nichtlinearer und nichtkonvexer Zielfunktion sowie konvexen Nebenbedingungen. Prinzipiell kann
eine Vielzahl verschiedener Optimierungsverfahren, die es erlauben, derartige Nebenbedingun-
gen zu beriicksichtigen, zur Suche nach Losungen dieses Problems verwendet werden. Durch
die frei verfiigbare Implementierung des in [25, 131, 93] beschriebenen L-BFGS-B-Algorithmus
zur Minimierung nichtlinearer Funktionen mit eventuell vorhandenen oberen und unteren Schran-
ken, ist beispielsweise eine leistungsfiahige Softwarelosung gegeben, welche fiir die im folgen-
den Abschnitt diskutierten Anwendungsbeispiele verwendet wird. Weitere gidngige Methoden
sind Innere-Punkte-Verfahren und Verfahren zur sequentiellen quadratischen Programmierung
fiir nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen unter Verwendung von Gradienteninformatio-
nen [95]. Verschiedene Implementierungen solcher Verfahren, beispielsweise in der Optimization
Toolbox ' von MATLAB, erlauben ebenfalls allgemeiner formulierte Nebenbedingungen beziig-
lich der Optimierungsvariablen, die im Rahmen der betrachteten Aufgabenstellung im Allgemei-
nen problemlos beriicksichtigt werden konnen.
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Einige Anmerkungen zu dem durch (3.35) beschriebenen Optimierungsproblem im Allgemeinen
und zur Gradientenberechnung im Speziellen sind an dieser Stelle angebracht. Die genannten Ver-
fahren garantieren keineswegs das Auffinden globaler Optima, liefern jedoch in der Praxis meist
iiberzeugende Ergebnisse. Aufgrund der lokalen Natur der vorgeschlagenen Optimierungsverfah-
ren ist es allerdings stets empfehlenswert, eine Reihe zufillig gewidhlter Startwerte zur Initialisie-
rung zu verwenden. Durch die, gemil} Voraussetzung, einfache Gestalt der in (3.35) auftretenden
Nebenbedingungen ist es unproblematisch, zulédssige Startwerte fiir das Optimierungsverfahren zu
generieren. Hierbei kann ebenfalls Vorwissen fiir eine geeignete Wahl der Startwerte genutzt wer-
den, wobei sich dies insbesondere in Bezug auf die Parametervektoren schwierig gestaltet. Der
L-BFGS-B-Algorithmus garantiert zudem, dass die Variablen die Nebenbedingungen in jedem
Iterationsschritt erfiillen.

Die direkte Bestimmung des Gradienten der Giitefunktion ist, bedingt durch die auftretenden Ver-
kettungen von Funktionen von Matrizen, recht umstédndlich. Ein geeignetes Mittel dieses Problem
strukturiert zu 16sen, bietet die Verwendung von Differentialen [87]. Die entsprechende Vorge-
hensweise zur Bestimmung des Gradienten der Giitefunktion wird in Anhang B.2 gezeigt.

Wie bei der Diskussion der Entwurfsgleichungen fiir die Matrix K. bereits festgestellt, wird der
resultierende Regler von Skalierungen der Parametervektoren nicht beeinflusst, so dass durch die-
se tatsdchlich nicht m. - n, sondern (m. — 1) - n Freiheitsgrade fiir den Entwurf gegeben sind.
Generell sind verschiedene alternative Parametrierungen denkbar. Es bietet sich beispielsweise
an, eine Parametrierung zu wihlen, so dass die Parametervektoren stets die Linge 1 aufweisen,
was mittels stereografischer Projektionen [78] realisiert werden kann. Die resultierende Redu-
zierung der Variablen des Optimierungsproblems ist besonders interessant, wenn der Gradient
anstatt {iber den analytischen Ausdruck beispielsweise durch numerische Differentiation mittels
finiter Differenzen bestimmt wird. Hierbei steigt die Anzahl der hierfiir notwendigen Auswertun-
gen der Zielfunktion mit der Anzahl der Variablen. Im Rahmen der Untersuchung des gegebenen
Optimierungsproblems wurde zu Testzwecken die angesprochene Normierung der Parametervek-
toren implementiert. Bei Verwendung der analytisch berechneten Gradienten haben Versuche mit
zufillig erzeugten Systemen keine entscheidenden Vor- beziehungsweise Nachteile der beiden Pa-
rametrierungen aufgezeigt. Insofern wird, auch um die teils schon recht komplizierten Ausdriicke
bei der Gradientenberechnung nicht weiter zu verkomplizieren, auf einen Wechsel der Parame-
trierung verzichtet.

3.4 Anwendungsbeispiele

Die Besonderheit des in diesem Kapitel beschriebenen Verfahrens gegeniiber ansonsten vergleich-
barer Methoden zu Auslegung von Zustandsriickfithrungen, insbesondere [106], ist die Moglich-
keit, Freiheitsgrade in der Systembeschreibung gezielt zu nutzen. Die prinzipielle Eignung der
beschriebenen Implementierung wird in Abschnitt 3.4.1 jedoch zunéchst anhand der Anwendung
auf eine Reihe von Systemen, die keine Freiheitsgrade im Systementwurf aufweisen, gezeigt. Hier
besteht die Moglichkeit eines Vergleichs mit in verschiedenen Verdffentlichungen gegebenen Re-
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Tabelle 3.1: Resultate fiir die Beispielsysteme aus [24]

System feste Gewichtung (@ = 1) variable Gewichtung place

Nr. n me | [|[K|r kondg (V) o IKcllp kondp(V) | [|Kcllr  kondg(V)
1 4 2 |14338 6,4384 - - - 1,4776  6,5650
2 5 2 32896 49,931 - - - 413,82 52,870
3 4 2 |71,649 45,705 0,75 52,872 49,056 | 59,409 53,426
4 3 2 |94456 13,421 - - - 9,8419 13,429
5 5 2 ]49026 141,88 0,01  4,4007 142,49 | 4,8496 146,18
6 4 2 |21,788 5,9090 0,99 19,606 59328 | 21,500 6,0018
7 8 3 |28949 11,129 0,9 18,607 11,892 | 22,421 12,375
8 4 3 169,090 6,1821 0,75 56,442 12,264 | 64,520 36,986
9 4 2 | 896,88 23,895 0,9999 825,73 23,924 | 847,01 23,961
10 4 2 | 1,5174 4,0000 0,5 1,4872  4,0015 1,4897  4,0029
11 4 2 |66203 14067 - - - 6692,1 14618

sultaten. Um die Vorteile zu illustrieren, die sich durch die Beriicksichtigung von Freiheitsgraden
im Systementwurf ergeben konnen, wird der Entwurf fiir eines der Systeme wiederholt, wobei
zusitzliche Freiheitsgrade in Form einiger Eintrige der Systemmatrix zur Verfiigung stehen. Aus-
fithrlicher wird das Verfahren zum integrierten Regler- und Strukturentwurf in Abschnitt 3.4.2
anhand eines anschaulichen Beispiels, eines Zweimassenschwingers, gezeigt.

3.4.1 Entwurfsbeispiele

In [24] findet sich eine Zusammenstellung von elf Systemen verschiedener Ordnung sowie fiir die-
se vorgegebene Eigenwertkonfigurationen, die in einer Reihe von Veroffentlichungen zur robus-
ten Polvorgabe als Benchmark-Probleme verwendet werden [2, 28, 106, 121]. Die sich fiir diese
Systeme ergebenden Konditionszahlen der normierten Eigenvektormatrix sowie der Frobenius-
Norm der Matrix K. sind in Tabelle 3.1 zusammengestellt. Dargestellt sind die Ergebnisse der
Optimierung mit dem in diesem Kapitel beschriebenen Verfahren. Zusitzlich werden die mit-
tels der Implementierung der in [66] diskutierten Methodik in der Funktion place der Control
System Toolbox " von MATLAB (R2012b) erzielten Ergebnisse angegeben. Die Suche nach Lo-
sungen des Optimierungsproblems (3.35) erfolgt hierbei, wie beschrieben, unter Verwendung des
L-BFGS-B-Algorithmus. Fiir jedes System werden zehn zufillig generierte Vektoren der Varia-
blen als Startwerte fiir die Optimierung verwendet. Dargestellt ist jeweils des beste Ergebnis. Als
Gewichtungsfaktor wird zunichst « = 1 gewdhlt. Fiir jedes der betrachteten Systeme ergibt sich
hierbei ein Wert der Konditionszahl der Matrix der normierten Eigenvektoren, der kleiner als der
mittels place erzielte Wert ist. Ist der sich ergebende Wert der Frobenius-Norm der Matrix K.
grofer als der entsprechende Wert der mittels place ermittelten Matrix, wird durch einfaches aus-
probieren ein Wert fiir o ermittelt, fiir den beide Malizahlen kleiner sind. Diese Werte sind in der
Tabelle ebenfalls gezeigt.
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Fiir einen Vergleich mit anderen Verfahren konnen die genannten Veroffentlichungen herangezo-
gen werden. Zu beachten ist dabei, dass die Eigenvektoren des geschlossenen Regelkreises, fiir
welche die Werte angegeben sind, teils unterschiedlich skaliert sind. Insofern sei insbesondere auf
[28] sowie [106] verwiesen, wo sich Ergebnisse fiir eine Reihe verschiedener Verfahren finden,
die einen direkten Vergleich mit den Werten aus Tabelle 3.1 erlauben.

Das siebte Beispielsystem ist, nach [24], ein System mit n = 8 Zustidnden und m, = 3 Ein-
gingen, dass durch zufillig gewéhlte Matrizen gegeben ist. Fiir dieses werden exemplarisch die
acht Diagonalelemente der Systemmatrix als Parameter angesetzt, die um +100% ihres nomi-
nellen Wertes veridndert werden diirfen. Die Durchfithrung des Entwurfs fiir dieses System mit
o = 0,9 und wiederum 10 zufillig gewidhlten Startwerten fiir den Vektor der Entwurfsvariablen
ergibt || K.||r = 2,0497 sowie kondg(V) = 10,518, und somit erwartungsgemif} eine merkliche
Verringerung des Wertes der Zielfunktion.

3.4.2 Zweimassenschwinger

Um die Vorteile, die sich durch die Beriicksichtigung von Freiheitsgraden im Systementwurf erge-
ben konnen, anschaulich darzustellen, wird der in Bild 3.1 dargestellte Zweimassenschwinger als
einfaches akademisches Beispielsystem betrachtet. Fiir diesen soll eine Regelung zur Minderung
der Schwingungen der Struktur ausgelegt werden.

Es bezeichnet z; die Auslenkung der i-ten Masse und u. eine auf die erste Masse wirkende Kraft.
Die Parameter der Feder- und Dampferelemente ¢; = 1kN/m und d; = 1Ns/m sowie die
Masse m; = 10kg sind festgelegt. Neben den Parametern einer Zustandsriickfiihrung sollen die
Parameter der Feder ¢, und des Dampferelements d,, welche die beiden Massen verbinden, sowie
die Masse m, im Entwurf beriicksichtigt werden. Die hierfiir zuldssigen Bereiche der Parameter
sind mit

ION/m< ¢, =<250N/m
ONs/m < d, =<20Ns/m
0,25kg < m, =<1kg

gegeben. Eine Zustandsraumdarstellung dieses Systems lédsst sich mit dem Zustandsvektor

XZ[Zl Zy 21 22]T

in der Form
0 0 1 0 0
. 0 0 0 1 0
A= _ate o _d+d 4y X + 1 Uc. (3.36)
mj my mj mi m_1
& 5 _d> 0
mp my my my

angeben. Die Eintridge der Matrizen der Zustandsraumdarstellung dieses Systems sind rationale
Funktionen der beeinflussbaren Systemparameter, so dass nach einer geeigneten Transformation
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Uc
€1 ﬂ 2
'VVVMAH
mi ni;
1
dq d,
—>
1 Z

Bild 3.1: Zweimassenschwinger

der Parameter eine Darstellung der Form (3.1) vorliegt. Da das System nur eine Eingangsgrof3e
(m. = 1) aufweist, ist die Zustandsriickfithrung K. € R"*! fiir eine gegebene Eigenwertkonfigu-
ration und eine feste Wahl der Parameter m1,, ¢, und d, eindeutig bestimmt.

Um die fiir dieses Beispiel verwendete Wahl der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises zu
motivieren, kann die Entwurfsaufgabe als Kombination der Auslegung eines geddampften Tilgers,
d.h. der Parameter der zweiten Masse, und einer aktiven Regelung zur Minderung der Schwin-
gungen des Systems aufgefasst werden. Diese Interpretation ldsst sich noch weiter strapazieren,
indem bekannte Einstellregeln fiir solche geddmpften Tilger verwendet werden, um Werte fiir die
Parameter m,, ¢, und d, und der mit diesen resultierenden Eigenwerte des ungeregelten Systems
zu erhalten. Von diesen ausgehend erfolgt die Vorgabe der Eigenwerte des geschlossenen Regel-
kreises.

Die vielleicht bekannteste Einstellregel fiir die Parameter geddmpfter Tilger ist die von Den Hartog
[37]. Der verwendete Ansatz basiert auf der Wahl der Koeffizienten der Federsteifigkeit und des
Déampferelements eines gedampften Tilgers, der mit einem ungeddmpften Einmassenschwinger
verbunden ist. Die Masse des Tilgers, beziehungsweise das Massenverhéltnis m2, / m, wird hierbei
als gegeben angesehen. Fiir die Federkonstante gilt

2
DH __ c1my ) 1
C2 - 1 my
ni + m

und die Dampferkonstante wird zu

gewdhlt. Auch wenn diese Einstellregeln prinzipiell nur fiir ungeddmpfte Einzelmassen giiltig
sind, konnen sie als Ndherungslosung fiir schwach geddmpfte Systeme und sogar solche mit meh-
reren Resonanzen verwendet werden. Letzteres, sofern die Resonanzstellen nicht zu dicht beiein-
ander liegen. Wird fiir die zweite Masse der maximal zuldssige Wert mlsz = 1 kg gewihlt, ergeben
sich ¢ = 82,65N/m und dP" = 3,36 Ns/m. Fiir das Gesamtsystem ergeben sich mit diesen
Parametern die Eigenwerte

Ay =-082+i836 und A3, =—108+£i10.77. (3.37)
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Die zugehorigen Dampfungsgrade {P" = —Re(AP™)/|APH| sind
0p=9.76-10"% und &} =9.95-107%

Durch die Zustandsriickfiihrung sollen diese Dampfungsgrade weiter erhoht werden. Es werden
fiir den geschlossenen Regelkreis die Eigenwerte

Arjp =-504£16,72 und Aj34 = —6,5=+18,66

vorgegeben, die jeweils einen Dampfungsgrad von 0,6 aufweisen und deren Kennkreisfrequen-
zen denen der in (3.37) gegebenen Eigenwerte entsprechen. Die Zustandsriickfithrung, die diese
Eigenwerte fiir die Wahl m, = m2", ¢; = ¢)" und d, = d)" zuweist, ergibt sich zu

KM =] —561,5 561,56 —192,73 —19,37 |

mit || KPH||p = 817,41 sowie der Konditionszahl kond(V°H) = 100,59 der Matrix der normierten

Eigenvektoren des geschlossenen Regelkreises.

Fiir die Zielfunktion des Optimierungsproblems (3.35) wird @ = 0,5 gewihlt und die Optimie-
rung der Parameter durchgefiihrt. Als Startwerte fiir das Optimierungsverfahren werden zwanzig
zufillig generierte Parameterkonfigurationen verwendet, die in diesem Fall allerdings stets auf die
Losung m3 = 1kg, ¢; = 82,92N/mund d; = 12,57 Ns/m fiihren. Fiir die Zustandsriickfiih-
rung ergibt sich

K:=[557 =224 —9137 —94 |

mit || K || = 92,05 sowie kond(ﬁ*) = 82,96. Die Kondition der Matrix der Eigenvektoren und
insbesondere die Norm der Reglermatrix konnen durch die Beriicksichtigung der Freiheitsgrade
im Systementwurf deutlich verringert werden. Wie sich dies auf das Verhalten des geschlossenen
Regelkreises auswirkt wird im Folgenden kurz illustriert.

In Bild 3.2a ist der Verlauf der Auslenkung der ersten Masse fiir das ungeregelte sowie geregelte
System mit den Parametern m5", ¢2* und d?* und das geregelte System mit optimierten Parame-
tern fiir eine impulsférmige Storung am Streckeneingang gezeigt. Die entsprechenden Verldufe
der im geregelten Fall erzeugten StellgroBen sind in Bild 3.2b dargestellt. Auf den sich ergeben-
den geringeren Betrag der Stellgrof3e fiir das System mit optimierten Parameterwerten, vor allem
fiir Zeitpunkte kurz nach der Anregung, kann fiir die gewéhlte Form der Stérung direkt aufgrund
der deutlich kleineren Reglerverstirkungen, hier insbesondere des zur Geschwindigkeit der Masse

m korrespondierenden Koeffizienten, geschlossen werden.

Um den Robustheitsaspekt zu beleuchten, werden die Auswirkungen von Unsicherheiten in den
Parametern m, ¢; und d; betrachtet. Es werden hierfiir zufillig 500 Parametersitze erzeugt, wo-
bei eine Gleichverteilung in einem Intervall von 5% um die nominellen Werte dieser Parameter
verwendet wird. Die resultierenden Eigenwertkonfigurationen des geschlossenen Regelkreises mit
und ohne optimierte Parameter sind in Bild 3.3 dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die
sich einstellenden Abweichungen von den vorgegebenen Eigenwerten fiir die Systeme mit den
Parametern m}, ¢}, d; und der Riickfiihrung K wesentlich geringer ausfallen.
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Bild 3.2: Impulsantworten des ungeregelten (-----)) und des geregelten Systems (——) mit den
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Parametern m3™, ¢, und d?H sowie des geregelten Systems mit optimierten Parameterwer-
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Bild 3.3: Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises mit (*) und ohne (°) Optimierung der

Freiheitsgrade im Systementwurf fiir verschiedene Storungen der Systemparameter
3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wird eine Methodik fiir den Entwurf zur Polvorgabe mittels Zustandsriickfiih-
rungen vorgestellt, die es erlaubt, neben den Freiheitsgraden, die solche Riickfiihrungen bieten,
Freiheitsgrade im Systementwurf zu beriicksichtigen. Die hergeleitete parametrische Darstellung
der Matrizen der Riickfithrung sowie der Eigenvektoren des geschlossenen Regelkreises werden
in einem geeignet formulierten Optimierungsproblem genutzt, um die Robustheit sowie die Stell-
groflennutzung zu verbessern.

Im Hinblick auf die Anwendbarkeit des Verfahrens stellt die Notwendigkeit der Kenntnis des
gesamten Zustandsvektors die grofte Einschriankung dar, da oftmals nur eine begrenzte Anzahl
p < n von MessgroBBen zur Verfiigung steht. Das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren orien-
tiert sich beziiglich der Herleitung der Entwurfsgleichungen unter anderem am ersten Schritt des
in [72] beschriebenen Verfahrens fiir den Entwurf parametrischer Ausgangsriickfiihrungen. Die
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weitere Vorgehensweise ebenfalls so anzupassen, dass Freiheitsgrade im Systementwurf beriick-
sichtigt werden konnen, ist prinzipiell moglich. Hierbei ergeben sich allerdings, neben einer kom-
plexeren Parametrierung, auch hinsichtlich eines entsprechend zu definierenden Optimierungspro-
blems eine Reihe weiterer Fragestellungen. Als Beispiel hierfiir sei die im Allgemeinen notwen-
dige Wahl einer Aufteilung des durch die Riickfithrung zuzuweisenden Spektrums genannt.
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4 Direkte Verfahren zur Polvorgabe

Ausgangspunkt der in diesem Kapitel beschriebenen Verfahren zur Polvorgabe ist die Zustands-
raumdarstellung

X = Ax + Bu

4.1
y =Cx + Du, 1)

A e R B e R, C € RP*" sowie D € RP*™ eines linearen zeitinvarianten Systems mit
einer strukturbeschriinkten statischen Ausgangsriickfithrung

u=Ky, KekcR"™?, (4.2)

Nach den Ausfithrungen in Kapitel 2 ist ersichtlich, wie eine Vielzahl von Problemstellungen, ins-
besondere aus dem Bereich des integrierten Regler- und Strukturentwurfs, in eine solche Darstel-
lung iiberfiihrt werden konnen. Es wird davon ausgegangenen, dass die Matrix der Riickfiihrung
eine affine Funktion K(x) von ¢ < mp Variablen, zusammengefasst im Vektor x € RY, ist, wobei
die nicht konstanten Eintrdge von K(k) einzelnen Elementen von «x entsprechen. Die fiir diesen
Vektor hinsichtlich des Entwurfs zulidssige Menge k € P, C RY sei durch affine Gleichungen
und Ungleichungen beziiglich k gegeben. Fiir die folgenden Betrachtungen ist es im Allgemeinen
nicht entscheidend, ob die Elemente eines Vektors « oder die Eintridge der Matrix K selbst als die
fiir den Entwurf zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade angesehen werden, so dass zur Verein-
fachung von Ausdriicken an einigen Stellen zwischen diesen beiden Formulierungen gewechselt
wird. Insbesondere, wenn Strukturbeschrinkungen der in Abschnitt 2.2.2 beschriebenen Form
vorliegen und ¢ deutlich kleiner als m - p ist, erscheint ersteres natiirlicher. Die vorrangige Ziel-
setzung der in diesem Kapitel betrachteten Verfahren ist wiederum die Vorgabe der Eigenwerte
der Systemmatrix

Aa(k) = A+ BK(k)(I — DK(x))"'C (4.3)

des geschlossenen Regelkreises durch geeignete Wahl der im Entwurf zur Verfiigung stehenden
Freiheitsgrade.

Im folgenden Abschnitt werden zunichst zwei Moglichkeiten diskutiert, die Suche nach einer
strukturbeschrédnkten Riickfiihrung zur Zuweisung der Eigenwerte des geschlossenen Regelkrei-
ses als Parameteroptimierungsproblem zu formulieren, und diese vergleichend gegeniibergestellt.
Die Problemformulierung wird dabei derart gewihlt, dass es in einfacher Weise moglich ist, die
vorgegebenen Eigenwerte als zusétzliche Entwurfsparameter aufzufassen, die in gegebenen Berei-
chen variieren diirfen. Die sich hierdurch ergebenden zusitzlichen Freiheitsgrade erlauben es unter
Umstéinden, eine geeignete Losung zu finden, selbst wenn die im Entwurf zur Verfiigung stehen-
den Freiheitsgrade nicht fiir die Vorgabe beliebiger Eigenwertkonfigurationen ausreichen. Zudem
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korrespondiert die Vorgabe von Eigenwerten in bestimmten Bereichen der komplexen Ebene oft-
mals eher mit den an den geschlossenen Regelkreis formulierten Anforderungen als die Vorgabe
einer festen Eigenwertkonfiguration.

Reichen die im Entwurf zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade aus, das Polvorgabeproblem
zu 10sen, stellt sich wiederum die Frage, inwiefern iiber eine reine Polvorgabe hinausgehende
Entwurfsforderungen beriicksichtigt werden konnen. In Abschnitt 4.2 wird die Moglichkeit be-
trachtet, den Entwurf in diesem Fall geeignet zu erweitern. Zum Abschluss des Kapitels wird
in Abschnitt 4.3 der gesamte Entwurfsprozess, von der Erzeugung der fiir den Entwurf benotig-
ten Modellstruktur bis hin zur Bestimmung des Reglers, fiir ein komplexes Anwendungsbeispiel
beschrieben.

4.1 Kleinste-Quadrate-Formulierungen des Polvorgabeproblems

Im Folgenden werden die fiir den geschlossenen Regelkreis vorgegebenen Eigenwerte mit A, ;,
i =1,...,n,und die fiir eine gegebene Wahl des Vektors k resultierenden Eigenwerte der Matrix
Aq(x) mit A; (k) bezeichnet, wobei mehrfache Eigenwerte gemif ihrer algebraischen Vielfachheit
mehrfach beriicksichtigt werden. Soll die Suche nach einem Vektor «, welcher das gewiinschte
Spektrum zuweist, als Optimierungsproblem formuliert werden, ist zunichst ein geeignetes Gii-
tekriterium zu wéhlen. Eine intuitive Wahl fiir ein solches Giitekriterium ist die Bewertung des
Abstands der Eigenwerte A;(k) von den vorgegebenen Werten A, ;. Es stellt sich hierbei jedoch
die Frage, in welcher Weise eine geeignete Zuordnung zwischen den Elementen dieser beiden
Mengen zu wihlen ist. In diesem Zusammenhang kann zunichst eine Funktion

dk, ) = Z Ay () = Ayl

i=1

mit einer Permutation 7 € S, definiert werden. S, bezeichnet hierbei die Menge aller moglichen
Permutationen der Zahlen von 1 bis . Fiir eine gegebene Wahl des Vektors « und einer Permutati-
on 7t gibt die Funktion d (k, ) die Summe der Quadrate der Abstédnde zwischen den entsprechend
sortierten komplexen Zahlen an. Wird aus allen moglichen Permutationen diejenige ausgewihlt,
welche diese Summe fiir ein gegebenes k minimiert, ergibt sich

d = i Ar(i - )\'v j 2. 4.4
(k) := min Zl ety () = il (4.4)
1=
Durch die Beriicksichtigung aller mdglichen Permutationen ist der Wert der Funktion d(x) inva-

riant beziiglich der Sortierung der Eigenwerte, welche somit beliebig gewihlt werden kann.

Gilt d(k*) = 0, ist mit k* eine Losung des Polvorgabeproblems gefunden. Im Rahmen eines
Parameteroptimierungsproblems kann die Funktion d (k) auf der Suche nach einer solchen Lo-
sung iiber alle zulédssigen Vektoren k minimiert werden. Selbst wenn aufgrund unzureichender
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Freiheitsgrade keine exakte Losung gefunden werden kann, ergibt sich auf diese Weise unter Um-
standen eine geeignete Niherungslosung. Es gilt

d(k) > min  max |A,; (k) — Ay s]%.
() = meS, ie{l n}| w(@ (€)= Avil

.....

Die Verwendung von Giitekriterien der Form (4.4) werden im Kontext inverser Eigenwertproble-
me in [30] und in der Anwendung auf die Vorgabe von Eigenwerten mittels statischer Ausgangs-
riickfiihrungen in [128] diskutiert. In Abschnitt 4.1.1 wird beschrieben, wie ausgehend von (4.4)
ein geeignetes Optimierungsproblem fiir die in diesem Kapitel betrachtete Problemstellung abge-
leitet und gel6st werden kann. Dies beinhaltet insbesondere auch den kombinatorischen Aspekt
in der Definition der Funktion d (k). Der resultierende Entwurf baut auf der in [128] vorgestell-
ten Vorgehensweise auf und erweitert diese um die Moglichkeiten, Strukturbeschriankungen der
Riickfiihrung zu beriicksichtigen sowie die vorgegebenen Eigenwerte als zusétzliche Entwurfs-
freiheitsgrade zu betrachten.

Als Alternative zu dieser Vorgehensweise wird in Abschnitt 4.1.2 eine weitere Moglichkeit vor-
gestellt, die vorliegende Entwurfsaufgabe in ein Optimierungsproblem zu iiberfithren. Dieser auf
der in [71] beschriebenen Methodik basierende Ansatz verwendet nicht direkt die Eigenwerte,
sondern das charakteristische Polynom der Matrix A («x) zur Formulierung eines geeigneten Gii-
tekriteriums. Eine Gegeniiberstellung dieser beiden Problemformulierungen ist in Abschnitt 4.1.3
gegeben.

4.1.1 Formulierung mittels der Eigenwerte

Die Suche nach einem Vektor k € Py, der n reelle oder konjugiert komplexe Zahlen A, ;, mit
i = 1,...,n, als Eigenwerte der Matrix A (k) zuweist, kann ausgehend von (4.4) als Optimie-
rungsproblem

K

I 2
min thrél‘é}qzi:zl|)\n(i)(’<)_)\v,i| 4.5)

ud. N «eP,

formuliert werden, wobei das gewéhlte Giitekriterium der mit dem Faktor 1/2 multiplizierten
Funktion d (x) entspricht. Die in (4.5) auftretenden Nebenbedingungen sind gemil} Vereinbarung
durch affine Gleichungen und Ungleichungen beziiglich des Vektors « gegeben.

Die Auswertung des Giitekriteriums dieses Optimierungsproblems erfordert die Losung eines
kombinatorischen Problems. Es muss eine Zuordnung der fiir ein gegebenes « resultierenden Ei-
genwerte der Matrix A («x) derart bestimmt werden, dass die Summe der Quadrate der Abwei-
chungen von den vorgegebenen Eigenwerten minimiert wird. Bei n Eigenwerten kommen hierfiir
n! mogliche Zuordnungen in Frage. Liegen mehrfache Eigenwerte vor, reduziert sich die Anzahl
der unterscheidbaren Zuordnungen, was jedoch fiir die folgenden Betrachtungen nicht gesondert
beriicksichtigt werden muss.



4.1 Kleinste-Quadrate-Formulierungen des Polvorgabeproblems 57

Es soll zunichst die Frage beantwortet werden, wie diese Funktion effizient ausgewertet werden
kann. Das zu 16sende Problem entspricht der Suche nach n unabhingigen Elementen der Matrix
|)\1(K)_)\v,1|2 |)\1(K)_)Vv,n|2

1
M ==

b

|)\'n(’()_)\'v,l|2 |)\n(K)_)\V,n|2

so dass deren Summe minimal ist [16]. Zwei Eintrdge der Matrix werden in diesem Zusammen-
hang als unabhingig bezeichnet, wenn sie sich weder in der selben Zeile noch in der selben Spalte
befinden. Fiir das Ergebnis, die kleinstmogliche Summe unabhingiger Elemente, spielt es offen-
sichtlich keine Rolle in welcher Weise die Zahlen A;(x) und A, ;, i = 1,...,n, sortiert sind. Eine
Losung dieses Zuordnungsproblems liefert den gesuchten Wert der Giitefunktion des Optimie-
rungsproblems zusammen mit der Permutation, fiir welche sich dieser ergibt. Allgemein werden
Probleme dieser Form als lineare Zuordnungsprobleme (engl. linear sum assignment problem)
bezeichnet. Eine Diskussion der Problemstellung, geeigneter Algorithmen und deren Implemen-
tierungen findet sich in [19]. Insbesondere existieren frei verfiigbare Implementierungen der als
Ungarische Methode bekannten Vorgehensweise mit einer Komplexitit von O(n?). Die Auswer-
tung des Giitekriteriums aus (4.5) bzw. die Bestimmung einer optimalen Permutation 7 ist mit
diesen auch fiir groere Systemordnungen effizient moglich.

Wenngleich der kombinatorische Aspekt hinsichtlich der Auswertung des Giitekriteriums keine
Schwierigkeiten bereitet, ist ersichtlich, dass die Funktion d («) im Allgemeinen nicht differenzier-
bar ist. Selbst wenn davon ausgegangen werden konnte, dass A;(k) differenzierbare Funktionen
in Abhingigkeit des Vektors « bezeichnen, bereiten Punkte, an denen die Zuordnung wechselt, in
dieser Hinsicht sicherlich Probleme [30]. Zudem ist die Abbildung von den Eintrigen einer Matrix
auf die Nullstellen des charakteristischen Polynoms bzw. auf die Eigenwerte als solche zwar stetig,
im Allgemeinen aber nicht differenzierbar [65, 110]. Fiir die Suche nach Losungen des Optimie-
rungsproblems (4.5) scheinen sich somit zunédchst Verfahren anzubieten, die nicht auf Ableitungen
der Giitefunktion angewiesen sind. Wenngleich die Nutzung entsprechender Verfahren eine Opti-
on ist, wire dies sicherlich ein Argument fiir die Verwendung alternativer Problemformulierungen,
wie der im folgenden Abschnitt gegebenen, fiir die sich differenzierbare Giitefunktionen ergeben
und entsprechend Informationen der ersten und eventuell zweiten Ableitungen verwendet werden
konnen.

Wie in [128] diskutiert, ist es jedoch, unter Beriicksichtigung gewisser Einschrinkungen, durch-
aus zielfithrend, auf Verfahren zuriickzugreifen, die Ableitungsinformationen verwenden. Dies
lasst sich wie folgt motivieren. Es wird vorausgesetzt, dass n voneinander verschiedene reelle
oder als konjugiert komplexe Paare auftretende Zahlen A, ;,i = 1,...,n, als Eigenwerte des ge-
schlossenen Regelkreises vorgegeben werden. Einfache Eigenwerte konnen bekanntermallen in
einer Umgebung, beziiglich der Eintrige der entsprechenden Matrix, als differenzierbare Funktio-
nen dieser Eintrige ausgedriickt werden [87, 65]. Existiert nun ein k* , so dass d(x*) = 0 gilt,
dann existieren Umgebungen dieses Punktes, in denen alle Eigenwerte der Matrix 4 (x) einfach
sind und die Zuordnung zu den vorgegebenen Eigenwerten nicht wechselt. In einer solchen Um-
gebung ist die Funktion d (k) differenzierbar. Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen, die fiir
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eine gewihlte Permutation 7w € S, resultieren, sind am Ende dieses Abschnitts angegeben. Diese
sind fiir jeden Punkt, an dem die Eigenwerte der Matrix A (k) einfach sind, definiert.

In der Nihe einer solchen Losung bietet es sich demnach an, Verfahren fiir differenzierbare Funk-
tionen zu nutzen. Es bleibt die Frage, wie sich die Situation darstellt, wenn von einem beliebi-
gen Punkt aus gestartet werden soll. Prinzipiell besteht die Moglichkeit, zunédchst ein direktes
Suchverfahren, das nicht auf Gradienteninformationen angewiesen ist, zur Suche nach einer ge-
eigneten Nidherungslosung zu verwenden. Werden fiir den geschlossenen Regelkreis nur einfache
Eigenwerte vorgegeben und existiert eine Losung des Polvorgabeproblems, so zeigt sich jedoch,
dass in der Praxis Verfahren fiir differenzierbare Funktionen auch fiir beliebige Startwerte sehr
effektiv sind [128]. In Abschnitt 4.1.3 wird dies anhand einer Reihe zufillig generierter Systeme
illustriert. Tatsdchlich findet sich in der Dokumentation des dort zur Suche nach Losungen des
Optimierungsproblems verwendeten Verfahrens [49] ebenfalls ein Hinweis darauf, dass der Al-
gorithmus auch bei isolierten Unstetigkeiten der Giitefunktion, die sich nicht in der Nédhe lokaler
Minima befinden, oftmals erfolgreich ist.

Vorgabe von Eigenwertbereichen

Die exakte Vorgabe der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises stellt fiir eine Vielzahl rele-
vanter Problemstellungen eine unnétig restriktive Entwurfsforderung dar. Anstatt die Eigenwerte
des geschlossenen Regelkreises fest vorzugeben, bietet es sich an, Bereiche in der komplexen Ebe-
ne festzulegen, in denen diese variieren diirfen [71]. Die hierdurch hinzugewonnen Freiheitsgrade
fiir die Reglerauslegung sind insbesondere dann von Vorteil, wenn die Anzahl der Entwurfsfrei-
heitsgrade der Riickfiihrung kleiner als die Anzahl der Eigenwerte ist und nicht davon ausgegan-
genen werden kann, dass beliebige Eigenwertkonfigurationen realisierbar sind. Ein solcher Fall
wird in Abschnitt 4.3 ausfiihrlich diskutiert.

Der zulédssige Bereich fiir die vorgegebenen Eigenwerte A, ; = «; + i8; wird durch obere und
untere Schranken beziiglich deren Real- und Imaginérteile festgelegt. Wird davon ausgegangen,
dass die mit den oberen und untere Schranken korrespondierenden Bereiche in der komplexen
Ebene fiir verschiedene Eigenwerte keinen Schnitt aufweisen, ist dies analog zur Forderung einfa-
cher fester Eigenwerte. Fiir v konjugiert komplexe Eigenwertpaare und n — 2v reelle Eigenwerte
konnen entsprechend

a:=[oar - ]T und B:=[B1 -+ By ]T (4.6)

als zusitzliche Variablen betrachtet werden. Unter Beriicksichtigung dieser zusitzlichen Variablen
und Nebenbedingungen resultiert das Optimierungsproblem

min  min Jo(k, @, B, 7)
Kk,a,B €Sy

ud N. «eP,

o, <a; <a;, i=1,...,n—v

B.<Bi<Bi i=1,..v

4.7)
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zur Zuweisung der Eigenwerte, mit

N 1 v ‘ 1 n—v
Jew(k, 0, B, 1) :25 Z |)\n(i)(K) —o; — 1,3,'|2 + 5 Z |)\7r(i)(K) — 0(,-|2
i=1 i=v+1
n

1 .
+ 5 Z Mn(i)(K) — Qj—p+v + 1ﬂi—n+v|2-

i=n—v+1
Der Sonderfall fest vorgegebener Eigenwerte ist in obiger Problemformulierung enthalten, wenn
die oberen und unteren Schranken «; und «; bzw. E,— und éi fiir die entsprechenden Variablen
iibereinstimmen. In diesem Fall ist es hinsichtlich der Implementierung sicherlich sinnvoll, diese
Variablen direkt aus dem Optimierungsproblem zu entfernen, beziehungsweise konstant zu setzen.

Partielle Ableitungen des Giitekriteriums

Es gilt

jew(K,a’ ﬂv T[) :% Z (Re ()\n(i)(K) - O51’))2 + (Im ()\n(i)(K) - 1131))2

i=1

1 n—vy
+5 2 (Re(hxy(®) — ;)" + (Im (A (0)))
i=v+1
1 n
+ 5 Z (Re ()\n(i)(K) - O[i—n-i-v))z + (Im ()‘n(i) (K) + iIBi—n-i-v))z .
i=n—v+1

Fiir eine gegebene Permutation 7 € S, ergeben sich die partiellen Ableitungen des Giitekriteriums
aus (4.7) somit zu

(jew(/c, a, B, n))

oK

= 2 Re(bro©) —a) Re (M) + Im (Ary (k) — iB;) - Im (M)
i=1 K c

F 2 (Rl ) e (%(K)) +Im (A (€)) - Im (%)
i=v+1

+ Z Re (Ar() (k) — Ci—nv) - Re (%)
i=n—v+1 ;

+ Z Im (Ax()(k) + iBi—n+v) - Im (%) ’

J

i=n—v+1

P (jeW(K,Oé,,B, n))

. —Re(kn(i)(/c)—a,-)—Re(kn(iJr,,_,,)(/c)—oc,-), i=1,...,v
| —Re (A (k) — ), i=v+1,...,n—v
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sowie

d = : :
% (Jew(Kv o, B, ﬂ)) = —Im (Argy (k) — i) + Im (Ar(ign—v) () + ;) -
l
Die in diesen Ausdriicken auftretenden komplexen GroBen konnen in diesem Zusammenhang als
Elemente eines zweidimensionalen reellen Vektorraums aufgefasst werden, so dass die Bildung
der Real- bzw. Imaginérteile der Projektion auf die Koordinaten entspricht.

Die partiellen Ableitungen einfacher Eigenwerte der Matrix A (x) sind durch

a)\n(i) (K) __ . H aACI(K)

= W_,: V(i
BK,- () aKj =)

gegeben, siehe beispielsweise [61]. Hierbei bezeichnen v,(;) und w,) zu dem entsprechenden
Eigenwert gehdrende Rechts- bzw. Linkseigenvektoren, die so normiert sind, dass wfrl(i)v,,(i) =1
gilt.

Da die Struktur der Matrix K(x), wie in Kapitel 2 diskutiert, durchaus unterschiedlich gewahlt
werden kann, werden an dieser Stelle die partiellen Ableitungen der Matrix 4 (K) nach den Ein-
trdgen k;; der Matrix K angegeben. Sind die nicht konstanten Eintrdge von K(«) durch einzelne
Elemente des Vektors k gegeben, ergeben sich die Ableitungen nach den Elementen dieses Vektors
in einfacher Weise. Es gilt

a1401(]{) . d
okij Ok
= Bemie, ;(I — DK)™'C + BK(I — DK) ™' Dey e, ;(I — DK)™'C, (4.9

(A + BK(I — DK)™'C) (4.8)

wobei ¢; ; den j-ten kanonischen Basisvektor im R’ bezeichnet. Die hierbei verwendete Bezie-
hung fiir die Ableitung der Inversen einer Matrix findet sich beispielsweise in [87].

4.1.2 Formulierung mittels des charakteristischen Polynoms

Es wird wiederum die Systemmatrix
Aa(k) = A+ BK(k))(I — DK(x))™'C

des geschlossenen Regelkreises betrachtet. Der Ubersichtlichkeit halber soll im Folgenden zu-
nichst von einer festen Wahl des Vektors x ausgegangen werden, fiir die sich konstante Matrizen
K bzw. A ergeben. Die Eigenwerte der Matrix A entsprechen den Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms

Py(s) :=det(s] — Ay).

Einen Uberblick iiber die in diesem Zusammenhang gebriuchliche Nomenklatur und grundlegen-
de Zusammenhinge findet sich in Standardwerken zur linearen Algebra [41, 61, 63]. Die an dieser
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Stelle gewihlte Form des charakteristischen Polynoms ergibt ein normiertes oder auch monisches
Polynom in s, welches eine Zerlegung

Pa(s) = [ Js =)
i=1

gestattet, wobei A;, i = 1,...,n, wiederum die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises be-
zeichnen. Damit die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises mit n vorgegebenen komplexen
Zahlen A, ;,i = 1,...,n, iibereinstimmen, muss offensichtlich
n
Pa(s) = [ [(s = hv;) =: Pu(s) VseC (4.10)

i=1

gelten. Folgender Satz formuliert die wohlbekannte Tatsache, dass das Ubereinstimmen der Funk-
tionswerte an n + 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen notwendig und hinreichend fiir die
Gleichheit zweier Polynome n-ten Grades ist.

Satz 4.1 (Stoer [116]). Zu beliebigen n + 1 Stiitzpunkten
(a;, b)), i=1,....n+1,

mit a; # a;j fiiri # j gibt es genau ein Polynom P(s) mit Grad n oder kleiner, so dass
P(a;) = bi

fiiri =1,...,n+ 1 gilt.

Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage dieses Satzes gilt sowohl fiir reelle als auch fiir komplexe
Polynome. Als Folgerung dieses Satzes gilt, dass zwei normierte Polynome mit dem Grad n genau
dann identisch sind, wenn sie an n verschiedenen Stiitzpunkten iibereinstimmen. Die in (4.10)

geforderte Gleichheit der beiden normierten Polynome P (s) und P,(s) ist demnach genau dann
gegeben, wenn

Py(i) = Pui), i=1,....n, (4.11)
fiir n paarweise verschiedene Stiitzstellen &; gilt. Obige Beziehung ist dquivalent zur Forderung

det(§;1 — Aa) — Py(§) =0 (4.12)
und geht fiir den speziellen Fall einfacher Regelungseigenwerte und der Wahl &; = A, ; tiber in

det(Ay ;I — Aq) = 0. (4.13)
Im Hinblick auf die zu entwerfende Riickfiihrung lisst sich somit Folgendes feststellen. Mit

IO(SJC) = Pcl(S) - PV(S) = det(SI - Acl(K)) - PV(S)
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stimmt nach (4.12) das charakteristische Polynom des geschlossenen Regelkreises genau dann
mit dem vorgegebenen Polynom P, (s) iiberein, wenn eine Losung des sich fiir n voneinander
verschiedene Stiitzstellen &; ergebenden nichtlinearen Gleichungssystems

péik)=0, i=1,...,n,

gefunden ist. Den Ausfiithrungen in [71] folgend, werden diese Gleichungen zur Definition eines
Optimierungsproblems mit dem Ziel der Zuweisung der Eigenwerte des geschlossenen Regelkrei-
ses verwendet. Als Giitekriterium wird hierbei die gewichtete Summe

. 1 <&
Jaaltc) := 3 > wilpE)l wi >0,
i=1

fiir n verschiedene Stiitzstellen &; gewdhlt. Ein Vektor «*, der diese Giitefunktion minimiert,
fithrt genau dann auf einen geschlossenen Regelkreis mit den gewiinschten Eigenwerten A, ; falls
fdet(/c*) = 0 gilt. Wird die Voraussetzung getroffen, dass fiir den geschlossenen Regelkreis n
voneinander verschiedene Eigenwerte vorgegeben werden, konnen diese als Stiitzstellen & = A, ;
verwendet werden und es ergibt sich

- 1 o 1 o
Jaal) = 5 D JwilpChvs ) = 53wyl det(hyil — Aa() (4.14)
i=1 i=1

Der Wert der Determinante im i-ten Term der Summe entspricht dem Produkt der Differenzen
der komplexen Zahl A, ; und den Eigenwerten A («), j = 1,...,n, der Matrix A(x). Die Vor-
gabe mehrfacher Eigenwerte fiir den geschlossenen Regelkreis ist prinzipiell moglich, sofern die
fehlenden Stiitzpunkte geeignet ersetzt werden.

Mit (4.14) kann ein Optimierungsproblem der Form

n}cin jdet(K) (4 15)
u.d.N. «xeP, .

zur Vorgabe einfacher Eigenwerte formuliert werden. Im Gegensatz zu den im vorangegangenen
Abschnitt verwendeten Funktionen ist (4.14) in jedem Punkt der Definitionsmenge differenzier-
bar. Zur Suche nach Losungen des Polvorgabeproblems bieten sich somit direkt eine Reihe von
Verfahren fiir Optimierungsprobleme mit differenzierbaren Funktionen an, welche die Beriick-
sichtigung der gegebenen Nebenbedingungen erlauben.

Im Hinblick auf die Auswertung dieses Giitekriteriums finden sich in [71] alternative Darstellun-
gen, bei denen, anstatt der Determinanten n x n-dimensionaler Matrizen, Determinanten m x m-
beziehungsweise p x p-dimensionaler Matrizen ausgewertet werden. Mit den in (2.5) und (2.6)
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diskutierten Zusammenhingen ergibt sich

p&i k) = det(§; 1 — Aa(k)) — Pu(&)
= det(&§1 — A — BK(k)(I — DK(k))™'C) — Py(&)
= det(&1 — A) det(I, — (&1 — A)"' BK(x)(I — DK(x))"'C) — P,(&)
= det(§1 — A) det(l,, — K(k)(I — DK(k))™'C(&§1 — A)~'B) — Py(&)
= det(§1 — A) det(I,, — K(k)(I — DK(k))""H(&)) — Py(&)
det(5,1 — A)
~ det(I — K(k)D)

det(/m — K(k)G (&) — Py(&) (4.16)
bzw. entsprechend

p(&i k) = det(&; T — A) det(I, — H(E)K(k)(I — DK(x))™") — Pu(&)

_det(§ 1 - A) | ~ |
~ det(I — DK(k)) det(/, — G(&) K (1)) — Py(&:) 4.17)

mit H(§;) := C(§;1 — A)"'Bund G(&;) = C(&§;1 — A)~' B + D, sofern die in den Ausdriicken
auftretenden Inversen existieren. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn die Stiitzstellen &; kei-
nem Eigenwert des offenen Regelkreises entsprechen und der geschlossene Regelkreis sinnvoll
konfiguriert ist.

Wahl der Gewichtungsfaktoren

Eine Wahl der Gewichte w;, die sich im Hinblick auf das resultierende Optimierungsproblem als
giinstig erwiesen hat, wird in [71] diskutiert. Fiir das in (4.14) gegebene Giitekriterium werden
Gewichte

1

—PV’()xv,i) (4.18)

w,-::‘

verwendet, wobel

Pihvi) = [] vi=A))

JET\i}

mit Z := {1,...,n} der Ableitung des Polynoms P, (s) ausgewertet am Punkt A, ; entspricht. Es
soll an dieser Stelle nicht die in [71] beschriebene Motivation dieser Gewichte wiederholt, son-
dern lediglich eine eher qualitative und recht anschauliche Deutung dieser Wahl gegeben werden.
Wie bereits erwihnt, kann (4.14) auch unter Verwendung der Eigenwerte des geschlossenen Re-
gelkreises angegeben werden. Es gilt

2

- 1 1
Jaalt) = 5 D Jwildet(hil = Aa@)I* = 2 3 Jwi |[ i =2, 0] - (4.19)
i=1 i=1

JET
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Fiir die Auswertung der Giitefunktion spielt die Sortierung der Eigenwerte keine Rolle, da die
Produkte jeweils simtliche Paarungen beriicksichtigen. Fiir die folgenden Uberlegungen wird je-
doch davon ausgegangen, dass, wie im letzten Abschnitt, eine Zuordnung gewahlt ist, welche die
Summe der quadrierten Abstinde minimiert. Es werden die Terme der Summe in obigem Aus-
druck

2| 10— 4 [ 1 O =566) ’
[ T0vi =260 = |2 = ki = Mo |8
wi [ 10w =2s60| =T =i | = =400 =g
/ JET\{i} JET\ti}

fiir Punkte in einer Umgebung einer Losung «* mit Jiet (k*) = 0 des Polvorgabeproblems betrach-
tet, so dass die Abstidnde der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises von den vorgegebenen
Werten deutlich kleiner sind als die Abstidnde der vorgegebenen Werte untereinander. In diesem
Fall ist

[T Gvi—2)]|

JEI\{}

II (kvj _-AVJ)

JET\i}

X

und die Terme der Summe entsprechen ungefihr den quadrierten Abstinden, wie sie sich in (4.4)
ergeben.

Vorgabe von Eigenwertbereichen

Analog zu Abschnitt 4.1.1 konnen die Real- und Imaginirteile der vorgegebenen Eigenwerte
Avi = o +1B; in (4.15) bzw. (4.14) als zusitzliche Freiheitsgrade im Entwurf betrachtet werden.
Fiir v konjugiert komplexe Eigenwertpaare und n — 2v reelle Eigenwerte werden diese wiederum
gemil (4.6) zu Vektoren « und B zusammengefasst und es ergibt sich

min  Joe(k, @, B)

Kk,a,B
u.d.N. «eP, 420)
o, <a;<a;, i=1...,n—v
B.<Bi<Bi i=1,..v
mit
v
Jaalc o0, B) = wi(e. B)lpley +iB;. )|
= (4.21)
1
+3 2 wile (e’
i=v+1

In Abhingigkeit der Daten eines konkreten Entwurfsproblems bieten sich im Hinblick auf die
Implementierung verschiedene Formulierungen der Giitefunktion an. Wie in (4.16) bzw. (4.17)
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gezeigt, resultieren insbesondere fiir fest vorgegebene Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises
und einer Anzahl von Ein- bzw. Ausgangsgroflen, die kleiner als die Anzahl der Zustandsgrofen
ist, dquivalente Ausdriicke der Giitefunktion, die eine effizientere Auswertung erlauben.

Auf die Herleitung des Gradienten bzw. der partiellen Ableitungen der Giitefunktion wird an die-
ser Stelle verzichtet. Zwar sind diese nicht sonderlich kompliziert, bedingt durch die Abhéngigkei-
ten der Gewichte w; («, B) von den Elementen der Vektoren « und f allerdings recht langwierig.
Hinzu kommt, dass sich, wie zuvor diskutiert, unter Umstinden alternative Formulierungen der
Giitefunktion anbieten, fiir die sich entsprechend angepasste Formulierungen des Gradienten er-
geben. Es ist allerdings anzumerken, dass das Verwenden analytisch berechneter Gradienten fiir
alle diskutierten Formulierungen des Entwurfsproblems dringend zu empfehlen ist, da die Appro-
ximation mittels finiter Differenzen oftmals sehr unbefriedigende Ergebnisse liefert.

4.1.3 Gegeniiberstellung der Giitekriterien

Um die generelle Eignung der in Abschnitt 4.1.1 und Abschnitt 4.1.2 beschriebenen Optimie-
rungsprobleme zur Polvorgabe zu veranschaulichen, werden Resultate fiir eine Reihe zufillig ge-
nerierter Systeme gezeigt. Zu diesem Zweck werden fiir Eintrige der Matrizen A, B und C der
Zustandsraumdarstellung normalverteilte (Pseudo-)Zufallszahlen mit Erwartungswert 0 und Va-
rianz 50 gewihlt. Fiir den geschlossenen Regelkreis werden als fest vorgegebene Eigenwerte die
Elemente des Spektrums einer ebenfalls entsprechend zufillig gewihlten 7 xn-dimensionalen Ma-
trix gewdhlt, von deren Realteil jeweils 50 abgezogen wird. Da die Vorgabe sinnvoller Strukturbe-
schrinkungen der Riickfithrung sowie zulédssiger Bereiche fiir die Eigenwerte des geschlossenen
Regelkreises fiir zuféllig generierte Systeme recht umstéindlich ist, wird an dieser Stelle darauf
verzichtet. In Abschnitt 4.3 werden diese zusitzlichen Entwurfsmoglichkeiten anhand eines kom-
plexen Anwendungsbeispiels diskutiert.

Fiir das in Abschnitt 4.1.2 beschriebene Optimierungsproblem mit nichtlinearem, differenzier-
barem Giitekriterium und linearen Nebenbedingungen liegt es nahe, einen Algorithmus zu ver-
wenden, der jeweils die analytisch berechneten Gradienten und zumindest Approximationen der
Hesse-Matrix nutzt. Wie bereits ausgefiihrt, bietet sich, motiviert durch die in [128] diskutier-
ten Ergebnisse, auch fiir das Giitekriterium der Form (4.4) die Verwendung eines entsprechenden
Verfahrens fiir differenzierbare Funktionen an. Insofern kann, auch der besseren Vergleichbarkeit
halber, in beiden Fillen der gleiche Algorithmus mit identischen Einstellungen verwendet wer-
den. Bedingt durch die Verfiigbarkeit einer leistungsfahigen Implementierung wird hierfiir das in
der Funktion eO4uc der NAG-Bibliothek [120] implementierte SQP-Verfahren, siehe auch [49],
verwendet. Insbesondere ist dieser Algorithmus ebenfalls geeignet, die in (4.7) bzw. (4.20) for-
mulierten Nebenbedingungen zu beriicksichtigen und kann somit auch im Falle gegebener Struk-
turbeschriankungen bzw. der Vorgabe von Eigenwertbereichen genutzt werden.

Tabelle 4.1 zeigt die erzielten Resultate fiir verschiedene Dimensionen der Zustands-, Ein- und
Ausgangsgrofien fiir jeweils einhundert zufillig erzeugte Systeme. Die Kiirzel EW bzw. DET ste-
hen fiir die Giitekriterien aus Abschnitt 4.1.1 bzw. Abschnitt 4.1.2. Fiir letzteres wird hierbei die
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Tabelle 4.1: Resultate fiir jeweils 100 zufillig generierte Systeme mit den angegebenen Di-
mensionen der Zustands-, Ein- und Ausgangsgrofien

DET EW
(n,m, p) | Erfolgsrate Laufz. in s € Erfolgsrate Laufz.in s €
(3.2,2) 100 % 0,01 2,4-10711 100 % 0,012 1,5-10711
4,2,2) 65 % 0,018 3,6-10711 71 % 0,021 4,5.10711
(7,3.3) 98 % 0,111 1,5-10710 97 % 0,043 1,1-107°
(8.4,2) 57 % 0,154  42-10710 61 % 0,077 8,9-10711
(9,5,2) 85 % 0,239 1-107° 89 % 0,085 8,9.10711
(12,4.4) 88 % 0,619 7-10710 93 % 0,154 1,6-10710
(16,5,4) 89 % 1,896 6,7-107% 88 % 0,33 2,5-107°
(20,5.5) 66 % 4,001 9,1-107% 81 % 0,665 4,1-1071°
(25,5,5) 9% 10,444  9,1-10708 14 % 3,087 4,9.10710

Formulierung basierend auf (4.17) genutzt, da diese fiir die gegebenen Systemdimensionen ins-
besondere im Hinblick auf die Laufzeit Vorteile verspricht. Die dargestellte Erfolgsrate gibt an,
wie grof3 der Anteil der Systeme ist, fiir die der Optimierungsalgorithmus ein «* € R"™? liefert, so
dass

n

min ; iy (K*) — Ay ]2 = € < 1073 (4.22)
gilt, was der 2-Norm der Abweichungen von den vorgegebenen Eigenwerten entspricht. Da diese
Schranke bzw. € nicht als Abbruchkriterium im verwendeten Optimierungsalgorithmus auftritt,
wird jeweils der Median der Werte von € angegeben, der sich fiir die vom Algorithmus erfolg-
reich bestimmten Losungen ergibt. Die angegebene Laufzeit bezeichnet wiederum den Median
der Laufzeiten aller erfolgreichen Optimierungsliufe. Als Startwert fiir wird jeweils k = 0 vor-
gegeben. Der Verzicht auf die Variation des Startwerts bei der Ermittlung der Erfolgsrate dient
dazu, einen generellen Eindruck des Verhaltens der betrachteten Optimierungsverfahren unter den
gegebenen Bedingungen zu vermitteln. Fiir den Algorithmus wird die maximal zulédssige Anzahl
an Iterationen auf 5000 festgelegt, fiir alle anderen Einstellungen werden die Vorgabewerte ver-
wendet.

Zunichst kann festgestellt werden, dass beide Verfahren generell geeignet sind, das Polvorga-
beproblem fiir eine Reihe von Systemen, fiir die mp > n gilt, zu 16sen. Erwartungsgemal ist
die Erfolgsrate fiir Systeme, bei denen mp > n gilt, tendenziell hoher als fiir solche, bei denen
mp = n gewdhlt wurde. Hierbei ist anzumerken, dass die absoluten Werte der angegebenen Eva-
luierungskriterien bei verdnderten Varianzen der verwendeten Zufallszahlen sowie der erwihnten
Verschiebung des Realteils der vorgegebenen Eigenwerte in der komplexen Ebene deutlich unter-
schiedlich ausfallen. Beispielsweise fiihrt eine Anpassung der erwéhnten Verschiebung der Real-
teile der vorgegebenen Eigenwerte zu deutlichen Anderungen insbesondere bei der Erfolgsrate.
Dies ist in Tabelle 4.2 dargestellt. Die absoluten Werte der Laufzeiten werden sicherlich maf3-
geblich von der verwendeten Hardware, in diesem Fall ein Desktop-Rechner mit Intel® Core'"
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Tabelle 4.2: Resultate fiir jeweils 100 zufillig generierte Systeme mit (n,m,p) = (9,5,2) fiir
unterschiedliche Verschiebungen der Realteile der vorgegebenen Eigenwerte

DET EW
Verschiebung | Erfolgsrate Laufz.ins € Erfolgsrate Laufz.ins €

0 89 % 0,158 2,5-10710 90 % 0,061 7,2-10711

—-50 85 % 0,239 1-107° 89 % 0,085 8,9-10711

—100 56 % 0,531 43.1078 74 % 0,217 3,8-10710

—150 9% 1,239 2,5-1077 34 % 0,539 59.1079°

15-4670, und den Implementierungen der Giitefunktionen, deren Gradienten und des verwendeten
Optimierungsalgorithmus bestimmt. Hierauf wird an dieser Stelle allerdings nicht ausfiihrliche-
rer eingegangen, da der Vergleich der Laufzeiten der beiden Verfahren relativ zueinander und in
qualitativer Hinsicht von Interesse ist.

Im Vergleich zeigen sich hinsichtlich der betrachteten Problemformulierungen insgesamt Vorteile
fiir das Giitekriterium aus Abschnitt 4.1.1. Dieser Eindruck wird durch den Umstand verstirkt,
dass die gewihlten Beispiele, mit fest vorgegebenen Eigenwerten, ohne Durchgriffsterm und mit
einer relativ zur Anzahl der Eigenwerte kleinen Anzahl von Ausgangsgro3en der Systeme, nach
(4.17) eine in diesem Fall besonders effizient auszuwertende Form des Giitekriteriums aus Ab-
schnitt 4.1.2 gestatten.

4.2 Beriicksichtigung weiterer Entwurfsforderungen

In Abhiéngigkeit der zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade fiir den Regler- und im Speziellen
auch fiir den Strukturentwurf ergeben sich, wie auch beim Entwurf von Zustandsriickfiihrungen,
Moglichkeiten, weitere Entwurfsforderungen zu beriicksichtigen. Je nach Anwendung kommen
hierfiir eine Reihe verschiedener Kriterien in Frage. Im Folgenden soll anhand zweier Beispiele
exemplarisch erldutert werden, in welcher Form die im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen
Optimierungsprobleme angepasst werden konnen, um neben der Vorgabe der Eigenwerte weitere
Entwurfszeile zu erfiillen. In Anlehnung an [71] wird in Abschnitt 4.2.1 zunichst die Minimie-
rung der gewichteten Norm der Eintrige der Matrix der Riickfithrung betrachtet. Insbesondere
wenn die zu entwerfende statische Riickfiihrung, wie in Abschnitt 2.1.3 beschrieben, tatséchlich
einer dynamischen Riickfithrung entspricht oder Freiheitsgrade des Strukturentwurfs beschreibt,
ist die Bewertung der Grofle der Eintrige der Matrix K («) jedoch oftmals wenig zielfiihrend. Als
Alternative wird die Minimierung der #,-Norm geeignet gewihlter Ubertragungsmatrizen des
geschlossenen Regelkreises betrachtet.

Grundsitzlich konnen beide der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Optimierungspro-
bleme (4.7) und (4.21) bzw. die mit diesen assoziierten Giitekriterien als Ausgangspunkt der fol-
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genden Betrachtungen dienen. Da der Wert des in (4.7) verwendeten Giitekriteriums

Jow(k. 0, B) 1= min Jow(ic, 0, B, 77) (4.23)

im Hinblick auf die Lage der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises direkt interpretierbar
ist und um Weitldufigkeiten zu vermeiden, wird dieses im Folgenden verwendet. In den resultie-
renden Entwurfsproblemen kann dieser Ausdruck jedoch entsprechend durch die Funktion (4.21)
ersetzt werden.

Zusitzliche Entwurfsforderungen lassen sich auf verschiedene Art mit dem beschriebenen Pol-
vorgabentwurf verbinden. Bedingt durch die iibergeordnete Zielsetzung, eine durch die Pol- bzw.
Polbereichsvorgabe gegebene Dynamik zu gewihrleisten, und speziell im Hinblick auf die Be-
riicksichtigung der H,-Norm als Giitekriterium, welche nur fiir stabile Systeme definiert ist, wird
im Folgenden eine Formulierung gewéhlt, die das Polvorgabekriterium als Nebenbedingung be-
riicksichtigt. Der Entwurf selbst erfolgt in zwei Schritten. In einem ersten Entwurfsschritt wird
eine Losung des Polvorgabeproblems (4.7) gesucht. Ein zuldssiger Punkt (k*, o*, B*) wird ent-
sprechend als Losung des Polvorgabeproblems betrachtet, wenn Jo,,(k*,a*, *) = € fiir einen
ausreichend kleinen Wert € gilt, so dass die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises in guter
Niherung mit den vorgegebenen Eigenwerten iibereinstimmen. Ist ein solcher Punkt gefunden,
wird dieser als Startwert fiir ein weiteres Optimierungsproblem verwendet, das die zusitzlichen
Anforderungen in einem geeignet gewihlten Giitekriterium und die Funktion J. (k, o, B) als Ne-
benbedingung beriicksichtigt. Hierbei wird ein y > € definiert, welches als obere Schranke fiir die
Abweichung von den vorgegebenen Eigenwerten bzw. Eigenwertbereichen dient. Es wird voraus-
gesetzt, dass dieser Wert deutlich kleiner als der kleinste Abstand der vorgegebenen Eigenwerte
untereinander sowie deren Abstand von der imaginédren Achse gewéhlt wird, so dass der geschlos-
sene Regelkreis fiir zuldssige (k, o, ) mit Joy(k, o, f) < y einfache Eigenwerte mit negativem
Realteil aufweist.

4.2.1 Minimierung der Reglernorm

Fiir die Minimierung der Reglernorm kann somit ein Optimierungsproblem in der Form

q

- 2

min CiK;
i=1

K,a,f
u.d.N. J(k,a,B) <
taby=v (4.24)
K € Py
o, <o <o, i=1...,n—v

B.<Bi=Bi i=1..v

angegeben werden, wobei ¢; > 0 geeignet gewihlte Gewichtungskoeffizienten bezeichnen. Da
voraussetzungsgemif} die nicht konstanten Eintrige der Matrix K (k) den Elementen des Vektors
k entsprechen, ist dies dquivalent zu einer Bewertung der Eintrige der Matrix der Riickfiihrung.
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Sind alle Koeffizienten ¢; > 0, entspricht die verwendete Giitefunktion dem Quadrat einer ge-
wichteten 2-Norm des Vektors «. Im Allgemeinen ist es jedoch sinnvoll, auch ¢; = 0 zuzulassen,
da beispielsweise die Bewertung von Eintriagen des Vektors k, die Freiheitsgrade bei der Wahl von
Parametern der Regelstrecke beschreiben, oftmals nicht gewiinscht ist.

Das Optimierungsproblem (4.24) weist eine quadratische Giitefunktion sowie, zusitzlich zu den
konvexen Nebenbedingungen, eine nichtlineare Ungleichungsbedingung beziiglich der Funktion
Jew(k, o, B) auf. Wird fiir diese Funktion die Formulierung mittels des charakteristischen Poly-
noms (4.21) verwendet, sind alle im Optimierungsproblem auftretenden Funktionen differenzier-
bar und es konnen generell Verfahren, welche die Beriicksichtigung nichtlinearer Giitekriterien
sowie Nebenbedingungen erlauben, zur Suche nach Losungen der Entwurfsaufgabe genutzt wer-
den. Insbesondere auch das bereits in Abschnitt 4.1.3 erwahnte SQP-Verfahren. Im Falle der For-
mulierung (4.23) ist die Nebenbedingung nicht an jedem Punkt differenzierbar. Analog zu den
Ausfiihrungen in Abschnitt 4.1.1 ldsst sich allerdings feststellen, dass auch an dieser Stelle die
Verwendung entsprechender Verfahren fiir Optimierungsprobleme mit differenzierbaren Funk-
tionen durchaus erfolgversprechend ist. Insbesondere ist die Funktion J.,(k,a, B) bei geeignet
gewihlter Schranke y fiir alle zuldssigen Punkte differenzierbar. Dies beriicksichtigend, bieten
sich Algorithmen an, die ausgehend von einem zuldssigen Punkt in jeder Iteration stets zuldssige
Punkte generieren. Beispiele fiir solche Algorithmen basierend auf SQP-Verfahren finden sich in
[77, 76] und fiir Innere-Punkte-Verfahren mit entsprechenden Optionen in [26].

4.2.2 Minimierung der 7{,-Norm

In den vorangegangenen Abschnitten werden die Entwurfsforderungen anhand des Verhaltens des
geschlossenen Regelkreises als autonomes System beziehungsweise hinsichtlich der Matrix der
statischen Riickfithrung formuliert. Zusétzliche Flexibilitit bei der Wahl des Giitekriteriums er-
gibt sich durch die Beriicksichtigung des Ubertragungsverhaltens des Systems beziiglich geeignet
gewdhlter Ein- und Ausgangsgrof3en.

Dementsprechend wird im Folgenden die Systemdarstellung (4.1) mit der Riickfiihrung (4.2) um
externe vektorwertige Ein- und Ausgéinge w(?) bzw. z(¢) erweitert, siche Bild 4.1. Die System-
darstellung ergibt sich in iibersichtlicher Form mit der aus Kapitel 2 bekannten Notation zu

A \ B, B
G(S) = CZ DZW DZU
C|Dy D

Fiir den geschlossenen Regelkreis beziehungsweise dessen Ubertragungsverhalten gilt nach (2.3)
sz(s) = E(G(S), K)

A+ BK(I-DK)"'C | B,+ BK(I - DK)"'D,,
C,+ DuK(I — DK)™'C | D,y + DuK(I — DK)™' Dy,

Acl Bcl
= 4‘7 . 4.25
Ccl Dcl i| ( )
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Y

K <

Bild 4.1: Regelkreisstruktur zur Beriicksichtigung des Ubertragungsverhaltens

Die Abhingigkeit der Matrix der Riickfithrung beziehungsweise der Matrizen des geschlossenen
Regelkreises von dem Vektor x der Entwurfsparameter wird der Ubersichtlichkeit halber nur im
Zusammenhang mit dem resultierenden Optimierungsproblem explizit angegeben.

Sind geeignete Ein- und Ausgénge definiert, stellt sich die Frage, wie die Giite des Regelkreises
anhand dieser zu bewerten ist. Im Allgemeinen wird hierfiir die Anforderung formuliert, dass der
Ausgang z, der beispielsweise der Regeldifferenz oder der Stellgrofle entspricht, moglichst klein
ist. Um diese vage gehaltene Forderung in eine quantitative Aussage zu iiberfithren, finden Signal-
und Systemnormen Anwendung, die Mafe fiir die Groe der entsprechenden Signale beziehungs-
weise der Verstiarkung des Systems definieren. Ausfiihrliche Beschreibungen der gebriduchlichsten
Normen finden sich beispielsweise in [40] und [130]. Eines der in diesem Zusammenhang bekann-
testen Kriterien, das auch im Folgenden zur Bewertung des geschlossenen Regelkreises herange-
zogen wird, ist die H,-Norm. Zur Begriindung dieser Wahl wird zunichst ein Uberblick iiber die
Eigenschaften dieser Norm sowie entsprechender Interpretationen im Zeit- und Frequenzbereich
gegeben. Im Hinblick auf die resultierende Entwurfsaufgabe ist im Besonderen die Differenzier-
barkeit dieser Norm, bzw. deren Quadrats, von Bedeutung.

Definitionsgemal ist die H,-Norm

o0

|G ()2 := % / spur (GH, (i0) G,y (iw) ) dw (4.26)

—00

nur fiir stabile und streng propere Systeme erklirt [130]. Hinsichtlich des in (4.25) gegebenen Re-
gelkreises bedeutet das, dass die H,-Norm nur angegeben werden kann, sofern die Bedingungen

O—(A(:l) €C- und Dy = D, + DzuK(I - DK)_IDyW =0

erfiillt sind. Die Stabilitiit des geschlossenen Regelkreises wird im Folgenden durch die Vorgabe
entsprechender Eigenwerte bzw. Eigenwertbereiche sichergestellt, wihrend die zweite Bedingung
als Nebenbedingung im Entwurf zu beriicksichtigen oder durch geeignete Wahl der betrachteten
Ein- und Ausginge sicherzustellen ist. Im Folgenden wird, da dies meist sinnvoll moglich ist, von
letzterem ausgegangen.

Die verschiedenen Interpretationen der H,-Norm finden sich in der Standardliteratur, siehe [40],
[112], [130] oder auch [111]. Beziiglich der Betrachtung des Frequenzgangs lésst sich zunichst
der Unterschied zur H ,-Norm herausstellen. Der in (4.26) gegebenen Ausdruck fiir die H,-Norm
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kann auch in der Form

oo

Gl = |5 / 3" 07 (G(i)) dov

—00

angegeben werden. Wihrend die H o,-Norm
G2 ($)lloo := sup @ (G (iw))
weR

den groBten Singuldrwert der Frequenzgangsmatrix iiber alle Frequenzen bewertet, bewertet die
‘H,-Norm das Integral der Summe der Quadrate der Singuldrwerte dieser Matrix iiber alle Fre-
quenzen. Plakativ ausgedriickt wird bei der Minimierung der H.,-Norm der grofite Singulidrwert
verringert, wihrend bei der Minimierung der H,-Norm alle Singulidrwerte iiber alle Frequenzen
beriicksichtigt werden.

Da die ‘H,-Norm keine durch identische Signalnormen der Ein- und Ausgangssignale induzierte
Norm ist, ergibt sich im Unterschied zur H..-Norm nicht direkt eine Interpretation in Abhén-
gigkeit der entsprechenden Signalnormen [12]. Um zu einer Interpretation im Zeitbereich zu ge-
langen, kann zwischen einer stochastischen und einer deterministischen Sichtweise unterschieden
werden. An dieser Stelle soll nur kurz auf letztere eingegangen werden. Ausfithrungen zur sto-
chastischen Interpretationen finden sich beispielsweise in [112].

Als Folgerung aus Parseval’s Beziehungen [130], ergibt sich

oo

1)z = lgm ()2 = / spur (g1, (1) g (1)) d7

0

= /Z |gaw,ij (T)|?d,
ij

0

wobei g, (7) die Matrix der Impulsantworten des Systems und g,,,;; (¢) die Eintrige dieser Matrix
bezeichnen. Diese Beziehungen ergeben sich aus der Tatsache, dass durch die Fouriertransforma-
tion ein isometrischer Isomorphismus zwischen den entsprechenden normierten Vektorrdumen im
Zeit- und Frequenzbereich gegeben ist. Vertauschen der Integration und Summenbildung iiber die
einzelnen Ubertragungspfade in obigem Ausdruck liefert

Gz = | [ lgmssPdz = \/Z I i (]2
ij

ij

Hierdurch ergibt sich folgende Interpretation. Wird das System iiber den j-ten Eingang mit einem
Impuls w)(r) = §(¢)e; angeregt, entspricht das Ausgangssignal z) () = g\/)(¢) der j-ten
Spalte der Matrix der Impulsantworten, hier mit ggv) (1) bezeichnet, und es gilt

D I2PO0E =D 1817 = 1Ga )3
J J
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Insofern kann die H,-Norm als Ma8 fiir die Signalenergie der Ausgangsgré3en bei impulsformi-
gen FEingangsgrofen aufgefasst werden [112].

Soll die ‘H,-Norm, beziehungsweise deren Quadrat, im Entwurfsverfahren beriicksichtigt werden,
stellt sich zunichst die Frage, inwiefern sich diese giinstig auswerten ldsst. Die Antwort auf diese
Frage gibt folgender Satz.

Satz 4.2. Betrachtet wird das in (4.25) gegebene sinnvoll konfigurierte System, d.h. (I — DK) ist
reguliir. Ferner sei Dy = 0 und 0(A) € C_. Es gilt

|G ($)|I5 = spur (BJLoBa) = spur (CaL.Cy)., 4.27)

wobei L. und L, die Gramschen Steuer- beziehungsweise Beobachtbarkeitsmatrizen bezeichnen.
Diese konnen als Losungen der Lyapunov-Gleichungen

AaL. + L AL+ ByBl =0 (4.28)
beziehungsweise
ANL, + LoAg + C Cy =0 (4.29)

bestimmt werden.

Dieser Satz samt Herleitung findet sich in [130] und wird hier lediglich im Hinblick auf die weitere
Verwendung beziiglich des geschlossenen Regelkreises formuliert. Die Gleichheit der beiden in
(4.27) gegebenen Ausdriicke fiir das Quadrat der H,-Norm ist leicht ersichtlich, wenn (4.28) von
links mit L, und (4.29) mit L. multipliziert und die Spur der resultierenden Ausdriicke gebildet
wird.

Zur Bestimmung der H,-Norm des geschlossenen Regelkreises ist demnach eine der Lyapunov-
Gleichungen (4.28) beziehungsweise (4.29) zu 16sen. Diese Gleichungen und deren Eigenschaf-
ten sind im Rahmen regelungstechnischer Problemstellungen von grofler Bedeutung und weit-
hin bekannt. Die wichtigsten Punkte werden im Hinblick auf die gegebene Problemstellung kurz
diskutiert. Zunéchst ist zu bemerken, dass (4.28) und (4.29) lineare Gleichungen beziiglich der
Variablen L. und L,, wenn auch in ungewohnter Form, beschreiben. Durch Vektorisieren der
Gleichungen gelangt man zu einem herkdmmlichen linearen Gleichungssystemen, so dass sich
die Losungseigenschaften in bekannter Weise unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der bei
der Vektorisierung auftretenden Kronecker-Produkte bzw. Kronecker-Summen ergeben. Es zeigt
sich, dass die Stabilitit der Matrix A hinreichend fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer ent-
sprechenden Losung ist [130].

Die Feststellung, dass fiir 0 (A) € C_ die positiv semidefinite Losung von (4.28) durch

o0
L= / e4® By BT 4 d1 (4.30)
0
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beziehungsweise von (4.29) durch
o0
Lo = / e4® CTC, e™ dr (4.31)
0

fiir beliebige Matrizen B, und C gegeben ist, liefert die entsprechenden Losungseigenschat-
ten in anschaulicher Form [40]. Zusammenfassend lisst sich feststellen, dass die Matrizen L.
beziehungsweise L, als Losungen der Lyapunov-Gleichungen (4.28) und (4.29) eindeutig be-
stimmt und zumindest positiv semidefinit sind, sofern simtliche Eigenwerte der Matrix A einen
negativen Realteil aufweisen. Es bleibt anzumerken, dass im Hinblick auf die tatsdchliche Be-
stimmung der Matrizen L. und L, weder die Vektorisierung der Lyapunov-Gleichungen noch die
Darstellungen (4.30) und (4.31) giinstig sind. Ein Standardverfahren fiir das Losen von Lyapunov-
Gleichungen, beziechungsweise im Allgemeinen von Sylvester-Gleichungen, ist der Bartels-Stewart
Algorithmus, siehe [10] oder fiir eine kompakte Beschreibung [50].

Analog zu Abschnitt 4.2.1 wird mit dem Quadrat der H,-Norm als Giitekriterium
Ty (k) = [|G (s, ) |13
ein Optimierungsproblem in der Form

min  Jy, (k)

K,a,f
u.d. N. Jy(k,apB) <y
Kk € Py (4.32)
o, <o <o, i=1,....,n—v

B.<Bi=Bi i=1..v

formuliert. Wie bereits erwéhnt, ist ein Argument fiir die Wahl der H,-Norm die Differenzierbar-
keit des resultierenden Giitekriteriums J4, (k). Diese ist gegeben, sofern die Riickfiihrung derart
gewdhlt ist, dass sich ein stabiler geschlossener Regelkreis ergibt beziehungsweise

k € Dy mit D :={k € R?: 6(Aaq(k)) € C_}

gilt [103]. Zur Bestimmung eines Ausdrucks fiir den Gradienten kann die in [103] gezeigte Vor-
gehensweise auf die vorliegende Struktur angepasst werden und es ergibt sich

V Jo, (k) =2NT vec (((1 — DK(k))™" (CLo(k) Lo(kc) B + Dy Ba(x)" Lo(x) B
+ CLOCW D) (1 + K (1 = DK™ D))’ ).

wobei sich die Matrix N aus der angenommenen affinen Abhéngigkeit der Matrix der Riickfiih-
rung vom Vektor k ergibt. Vektorisiert kann diese in der Form vec(K(«x)) = M + N« angegeben
werden.



74 4 Direkte Verfahren zur Polvorgabe

g

Bild 4.2: Balkenversuchsstand mit Linearversteller und Laser-Wegmesssensoren

Im Hinblick auf die Wahl geeigneter Verfahren zur Suche nach Losungen des Optimierungspro-
blems (4.32) sind die Bemerkungen aus dem vorangegangenem Abschnitt, insbesondere hinsicht-
lich der Nebenbedingung beziiglich der Funktion J., («, , B), prinzipiell giiltig. Ein wesentlicher
Unterschied ergibt sich durch den Umstand, dass die Giitefunktion Jy, (k) nur definiert ist, so-
fern der geschlossene Regelkreis stabil ist. Ausgehend von einem zuldssigen Punkt, fiir den ein
stabiles System vorliegt, bieten sich somit Algorithmen an, welche die Giitefunktion nur an zulés-
sigen Punkten auswerten, womit die Stabilitdt durch die Nebenbedingung beziiglich der Funktion
Jew (K, o, B) bei geeigneter Wahl der Schranke y gewihrleistet werden kann. Beispiele fiir solche
Verfahren sind die bereits in Abschnitt 4.2.1 angesprochenen SQP- und Innere-Punkte-Verfahren
[77, 76, 26]. Ein Beispiel fiir ein Verfahren, dass dies zwar nicht garantiert, allerdings ungiiltige
Riickgabewerte bei der Auswertung des Giitekriteriums erlaubt und in diesem Fall eine Schritt-
weitenanpassung vornimmt, ist das in der Funktion fmincon der Optimization Toolbox (Version
2012b [96]) von MATLAB implementierte Innere-Punkte-Verfahren.

4.3 Anwendungsbeispiel — Balkenversuchsstand

Als Anwendungsbeispiel fiir die in diesem Kapitel betrachteten Verfahren wird eine Regleraus-
legung fiir den in Bild 4.2 gezeigten Balkenversuchsstand betrachtet. Zur Beeinflussung des Sys-
tems dient ein Paar von auf der Ober- beziehungsweise Unterseite eines einseitig eingespannten
Balkens angebrachten Piezoaktoren. Als Messgrofen stehen die an zwei Punkten mittels Laser-
Wegmesssensoren gemessenen transversalen Auslenkungen des Balkens zur Verfiigung.

Im folgenden Abschnitt wird zunichst ein Vorgehen zur Generierung eines linearen endlich-
dimensionalen Approximationsmodells dieses Aufbaus beschrieben. Die Orte, an denen die Aus-
lenkung gemessen wird, sollen neben den Parametern des zu entwerfenden Reglers als Freiheits-
grade im Systementwurf zur Verfiigung stehen. Die Approximation des vorliegenden ortlich ver-
teilten Systems wird deshalb derart gewihlt, dass die Eintrige der Matrizen der resultierenden
Zustandsraumdarstellung Polynome in den Ortskoordinaten der Messung sind und somit in der
in Abschnitt 2.2.2 geforderten Form vorliegen. Ausgehend von dem so gewonnenen Modell des
Versuchsstand wird der Entwurf zur Polvorgabe sowie der Minimierung der H,-Norm fiir die
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1
B I B §(1.)

Epe

Bild 4.3: Schematische Darstellung eines einseitig eingespannten Balkens mit Piezoelementen

gemeinsame Auslegung der Freiheitsgrade des Systems und einer strukturbeschrinkten dynami-
schen Riickfiihrung demonstriert.

4.3.1 Modellbildung

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist der in Bild 4.3 schematisch dargestellte einseitig
eingespannte Balken. Die Vorgehensweise zur Generierung eines fiir den Reglerentwurf geeigne-
ten Modells erfolgt in mehreren Schritten. Zunichst werden Bewegungsgleichungen des ortlich
verteilten Systems angegeben. Diese werden in geeigneter Weise diskretisiert, so dass sich ein
lineares endlich-dimensionales System ergibt, in dem die Ortskoordinaten der Auslenkungsmes-
sung als Freiheitsgrade verbleiben. Da nicht alle Parameter des Systems hinreichend genau be-
kannt sind, erfolgt eine Anpassung dieser Parameter anhand am Versuchsstand aufgenommener
Messwerte. Details beziiglich der im Versuchsaufbau verwendeten Komponenten und Geritschaf-
ten sind in Anhang C zusammengestellt.

Bewegungsgleichungen des Balkens mit Piezoelementen

Die in diesem Abschnitt angegebenen Gleichungen fiir die transversale Bewegung des Balkens mit
Piezoaktoren sind [9] entnommen. In der angegebenen Quelle finden sich ausfiihrliche Diskussio-
nen zur Herleitung der Bewegungsgleichungen einer Reihe von Strukturen, die im Besonderen
den Beitrag von auf der Oberfliche angebrachten Piezoaktoren beriicksichtigen. Unter anderem
der hier betrachtete einseitig eingespannte Balken.

Es wird davon ausgegangen, dass es sich um einen homogenen Balken handelt, die Deformationen
hinreichend klein sind, so dass eine lineare Beschreibung gerechtfertigt ist, und die Annahmen der
Euler-Bernoulli Balkentheorie erfiillt sind. Die Ddmpfung der Struktur wird in Form einer Kelvin-
Voigt Dampfung sowie eines zusitzlichen geschwindigkeitsproportionalen Dimpfungsterms mo-
delliert. Die Abmessungen des Balkens werden mit / fiir die Lénge, / fiir die Hohe und b fiir
die Breite bezeichnet. Als Materialparameter treten der Elastizititsmodul E, die Dichte p sowie
die Konstante der Kelvin-Voigt Ddmpfung ¢p in den Bewegungsgleichungen auf. Fiir die auf der
Ober- und Unterseite des Balkens symmetrisch angeordneten, gleichartigen Piezoaktoren werden
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die entsprechenden GroBen mit /e, bpe, fipe, Epe, Ppe Und cp e bezeichnet. Die Konstante der ge-
schwindigkeitsproportionalen Dampfung ist d,. Der Abschnitt des Balkens in £-Richtung, iiber
welchem die Piezoaktoren angebracht sind, wird mittels der Ortsfunktionen

1, &pe—loe/2 <€ < &pe + /2
0, sonst

x(&) = {

charakterisiert. Wie in Bild 4.3 gezeigt, gibt &,. die Koordinate des Mittelpunkts des Piezoaktors
auf dem Balken an. Die Breite der Piezoaktoren entspricht der Breite des Balkens, so dass b = by,
gilt.

Die partielle Differentialgleichung fiir die transversale Auslenkung ¥ (¢, £) des Balkens, mit der
Ortskoordinate &, wird nach [9] in der Form

F&.E) + (ETED 0.8 + ol ©9"(1.5) +dd (1.8 = 1) (1) — (1)
4.33)

angegeben. Wie tiblich bezeichnen hierbei (:) := d(-)/0t und (-)’ := 9(-)/0¢& die partiellen Ab-
leitung nach der Zeit beziehungsweise nach der Ortsvariable. Fiir den hier betrachteten Fall der
Lagerung des Balkens, die einseitige Einspannung, muss die transversale Auslenkung den Rand-
bedingungen am Punkt der Einspannung

#(,0) =1¥'(2,0) =0 (4.34)
sowie am freien Ende
BT @1 + el )" (1.1) = (TN ¢.1) + ol (D3 (2.1)) =0

geniigen. Durch die Beriicksichtigung der Piezoaktoren sind die in (4.33) auftretenden Koeffizi-
enten stiickweise stetige Funktionen. Es gilt

F(E) = phb + 2yt ). @35

Fi@ =04 2r, ((g ¥ hpe)3 - %) X(®). (4.35b)

S1) = ot 4 2o ((g ¥ hpe)3 - %) X®) (4350)
sowie

Y€)= 5 Eyebdy (h + ) 1(6) @350

mit dem piezoelektrischen Deformationskoeffizienten d;.

Die duflere Anregung erfolgt durch an die Piezoaktoren angelegte Spannungen v,(¢) und v,(¢).
Durch die verwendeten Indizes wird zwischen den auf der Ober- beziehungsweise Unterseite des
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Balkens angebrachten Aktoren unterschieden. Da der Balken iiber die beiden Aktoren, abgesehen
von einem Vorzeichenwechsel, in gleicher Weise angeregt wird, ist es sinnvoll, diese zusammen-
zufassen. Bei gegenphasiger Anregung v, () = —v,(¢) kann vereinfachend

(1) = 300 = 0o(0) = )

geschrieben werden. Fiir diese Wahl der Spannungen v,(¢) und v,(¢) wird zudem die hier nicht
betrachtete longitudinale Bewegung des Balken nicht angeregt [9].

Ausgangspunkt fiir die Herleitung des im folgenden Abschnitt beschriebenen endlich-dimensio-
nalen Approximationsmodells ist die schwache Form der Bewegungsgleichung. Diese ist durch

[
/ (,519¢ FEIV"Y" + cpld"d" +d, D — 2y¢”u) & =0, (4.36)
0

gegeben, wobei der Ubersichtlichkeit halber auf die Angabe der Funktionsargumente verzichtet
wird. Eine Losung des Problems in der schwachen Form muss obige Beziehung fiir alle Test-
funktionen ¢ (&) eines geeignet gewdhlten Sobolev-Raums [1] erfiillen. Im Speziellen geniigen
die Testfunktionen den Randbedingungen (4.34) am Punkt der Einspannung, so dass

$(0) =¢'(0) =0

gilt. Fiir eine detaillierte Diskussion der Herleitung von (4.36) und der assoziierten Funktionen-
rdume sei wiederum auf [9] verwiesen. Die Betrachtung der schwachen Form der Bewegungs-
gleichung (4.36) zeigt zudem einen weiteren Vorzug dieser Art der Problemformulierung. Die
sich aus der Beriicksichtigung der Piezoaktoren ergebenden Unstetigkeiten in den ortsabhéngi-
gen Koeffizienten (4.35) fiihren bei Betrachtung der starken Form (4.33) zu Problemen, da in
dieser Ableitungen der Koeffizienten auftreten, die im herkdmmlichen Sinne nicht existieren. In
der schwachen Form werden keine Ableitungen der Koeffizienten benétigt. Es treten lediglich
Ableitungen der Auslenkung ¢ und der Testfunktionen ¢ auf.

Wie in der einleitenden Beschreibung des Versuchsstands erwihnt, stehen als Messgrofen die an
zwei Punkten mittels Laser-Wegmesssensoren gemessenen transversalen Auslenkungen des Bal-
kens zur Verfiigung. Diese Form der Auslenkungsmessung kann als punktformige Auswertung der
Losung (¢, £) der Bewegungsgleichung aufgefasst werden. Werden die Koordinaten der beiden
Messpunkte mit & und &, bezeichnet, ergeben sich die MessgroBen (¢, &) und 9 (¢, &;).

Endlich-dimensionale Approximation

Basierend auf der schwachen Form der partiellen Differentialgleichung (4.36) wird ein endlich-
dimensionales Approximationsmodell erstellt. Prinzipiell bieten sich hierfiir unterschiedliche Vor-
gehensweisen beziehungsweise Verfahren an. Eine ausfiihrliche Diskussion verschiedener Ansét-
ze, gerade im Kontext regelungstechnischer Problemstellungen, ist in der Arbeit von Schlake [105]
gegeben.
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Unter Verwendung eines Galerkin-Ansatzes, wobei fiir die Basis- und Testfunktionen der gleiche
Ansatz gewihlt wird, ist die Approximation der Auslenkung als Linearkombination

N
9. E) ~ 0N (.8) =) i) (€) (4.37)

i=1

von N linear unabhéngigen Basiselementen gegeben. Fiir eine geeignete Wahl der Basisfunktio-
nen wird beriicksichtigt, dass die Positionen &;; und &, der Messung der Auslenkung als Frei-
heitsgrade im Systementwurf genutzt werden sollen. Damit dies im Rahmen der in dieser Ar-
beit beschriebenen Methodik moglich ist, miissen die Elemente der Matrizen des resultierenden
endlich-dimensionalen Modells rationale Funktion in diesen Variablen sein. Da die Messungen,
wie im vorigen Abschnitt diskutiert, als Punktauswertungen der Funktionen 9 (z, £) modelliert
sind, bietet es sich an, Polynome als Basisfunktionen fiir die Approximation OV (¢, £) zu nutzen.

Fiir das betrachtete Beispiel werden rekombinierte Legendre-Polynome [101] als Basisfunktionen
verwendet. Die Legendre-Polynome P; (&) konnen rekursiv iiber die Beziehungen

2 lep ) -

I I

Po(§) =1, Pi(§)=§ und Pi(§) =

Pi»(§)

bestimmt werden. In der gegebenen Form dienen diese als Basis auf dem Intervall [—1, 1]. Die
Anpassung auf das Intervall [0, /] erfolgt mittels einer affinen Koordinatentransformation

Pi(§) = Pi(2/1-£—1),

Die als Basisrekombination [17, 105] bezeichnete Modifikation der iiblichen Legendre-Basis wird
derart gewdhlt, dass die resultierenden Polynome die Randbedingungen am Punkt der Einspan-
nung erfiillen. Aus den Eigenschaften der Legendre-Polynome [17] ist ersichtlich, dass am Punkt
der Einspannung

ii +1)
I

gilt. Mit diesen Beziehungen lisst sich leicht tiberpriifen, dass die Funktionen

P;(0) = (=1)" sowie P/(0) = (—1)""!

] 1 - 21 1 - ~
o B®+ T B@ + Pn®, =1 N, (438)

¢i(§) =

den Randbedingungen (4.34) geniigen beziehungsweise
¢i(0) = ¢;(0) =0
gilt.

Das Beriicksichtigen dieses Ansatzes fiir die Testfunktionen in (4.36), Einsetzen von (4.37) und
Auswerten der sich ergebenden Integrale ergibt das System

A oo . A

Mg+Dj+S§=F
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von Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Der Vektor
N ~ AT
G = [ B e Dy ]
enthilt die Koeffizienten 1§,~, i =1,..., N, der Approximation (4.37) und fiir die Matrizen gilt
A I
w1 = [ 50,61
l
Sl = [ ET@e )] @0ck.
0
i
Di.jli= [ (2l @0©8)6) + dtu©)6;(©) d
0

sowie

. )
Fli] = / 20 ()¢ (£)dE

firi,j = 1,..., N. Teile dieser Ausdriicke konnen durch Ausnutzen der Orthogonalitétsbezie-
hungen der Legendre-Polynome in einfacher Weise analytisch ausgewertet werden. Aufgrund der
Ortsabhéngigkeit der Koeffizienten der partiellen Differentialgleichung erfolgt jedoch im Allge-
meinen eine numerische Auswertung der Integrale. Die Ableitungen der Basisfunktionen werden
mittels der Beziehungen zwischen Legendre- und Gegenbauer-Polynomen bestimmt [17].

Wird
s=[q ] =6 - dy b b

als Zustandsvektor gewihlt, ist somit durch

X = 0 ! X + 0 u
| —M'S —M~'D MFE (4.39)
y=0Cx

eine Zustandsraumdarstellung der endlich-dimensionalen Approximation des Balkens mit Pie-
zoaktoren gegeben. In der Ausgangsgleichung ergibt sich die Matrix

— o1(&q) -+ odnEg) O .- O
C_[¢1(5sz) o PN(E2) 0 - o] (4.40)

durch Auswerten der Basisfunktionen an den Punkten & und &,. Durch die Wahl der Basisfunk-
tionen (4.38) sind die Eintrdge der i-ten Spalte, fir i = 1,...,N, der Matrix C Polynome der
Ordnung i + 1 in den Variablen &, beziechungsweise &;,.
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Tabelle 4.3: Materialparameter von Balken und Piezokeramiken

Symbol Einheit Wert Beschreibung

[ m 0,375 Linge des Balkens

Ipe m 0,05 Linge der Piezokeramiken

b m 0,03 Breite des Balkens

bpe m 0,03 Breite der Piezokeramiken

h m 2.1073 Hohe des Balkens

hpe m 0,5-1073 Hohe der Piezokeramiken

0 kg/m?* 2,67-103 Dichte des Balkens

Ppe kg/m?® 7.8-10° Dichte der Piezokeramiken

E N/m> 70-10° Elastizititsmodul des Balkens

Epe N/m?>  62,1-10° Elastizitdtsmodul der Piezokeramiken
d3q m/V —180- 10712  Piezoelektrischer Deformationskoeffizient

Experimentelle Validierung und Parameteranpassung

Nachdem eine Zustandsraumbeschreibung des betrachteten Systems hergeleitet ist, gilt es die-
ses Modell anhand von Messungen am Versuchsstand zu verifizieren beziehungsweise geeignet
anzupassen. Letzteres ist notwendig, um eine fiir den integrierten Regler- und Strukturentwurf
ausreichend prizise Systembeschreibung zu erhalten. Dies gilt vor allem fiir die Parameter der
Diampfungsterme, fiir welche keine Werte vorliegen. Allerdings ist es sinnvoll, ebenfalls einige
der aus den Datenblittern der verwendeten Werkstoffe bekannten Parameter in die Parameteran-
passung einzubeziehen. Dies ermoglicht es, neben der Beriicksichtigung von Toleranzen dieser
Parameter, Abweichungen zwischen Modell und realem System auszugleichen.

Die meisten der in der partiellen Differentialgleichung auftretenden Parameter konnen recht zu-
verlédssig angegeben werden. Dies gilt sicherlich fiir die Abmessungen, aber auch fiir die Material-
konstanten Dichte und Elastizdtatsmodul des Balkens und der Piezoaktoren sowie den piezoelek-
trischen Deformationskoeffizienten, die den entsprechenden Datenblittern entnommen werden
konnen. Eine Zusammenstellung ist in Tabelle 4.3 gegeben. Die Piezoaktoren werden in der Nédhe
der Einspannung, &, = 2,9 cm, angebracht.

Zur Anpassung werden die Koeffizienten der Elastizitdtsmodule, der Dichten und der Ddmpfun-
gen herangezogen. Die Wahl dieser Parameter erfolgt in Anlehnung an [9], wo Aspekte der Para-
meteridentifikation fiir Systeme wie das hier betrachtete ausfiihrlich diskutiert werden. Zusitzlich
wird eine Konstante k5 zum Anpassen der stationédren Verstirkung des Modells eingefiihrt. Diese
erlaubt es, Abweichungen in Parametern des Systems, wie beispielsweise des piezoelektrischen
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Bild 4.4: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus

Deformationskoeffizienten, sowie solche, die sich durch Verstiarkungsfaktoren der am Versuchs-
stand genutzten Mess- und Auswerteelektronik ergeben, abzubilden.

Der bei den im Folgenden diskutierten Messungen verwendete Versuchsaufbau ist in Bild 4.4 skiz-
ziert. Zur Erfassung der Messwerte und Implementierung der Regelalgorithmen wird ein DS1104
Controller-Board der Firma dSPACE verwendet. Zur Bandbegrenzung der Ein- und Ausgangssi-
gnale des dSPACE-Systems stehen analoge Tiefpassfilter zur Verfiigung, die zwischen die Pie-
zoverstirker sowie die Laser-Wegmesssensoren und das dSPACE-System geschaltet werden. Die
Typenbezeichnungen der verwendeten Gerite sind in Anhang C zusammengestellt. Neben der Er-
fassung der Balkenauslenkung durch die Wegmesssensoren werden die Ausgangsspannungen der
Piezoverstirker mittels als Spannungsfolger mit einstellbarer Verstarkung geschalteten Operati-
onsverstirkern gemessen. Auf diese Weise kann das Ubertragungsverhalten von den Ausgangs-
spannungen der Piezoverstirker auf die Messsignale der Laser-Wegmesssensoren betrachtet wer-
den. Die Dynamik der Filter am Ausgang des dSPACE-Systems sowie der Piezoverstirker wirkt
sich somit nicht storend auf die Messung aus.

Die auf der Ober- und Unterseite des Balkens angebrachten Piezoaktoren werden mit vom Be-
trag her gleichen Spannungen unterschiedlichen Vorzeichens beschaltet, so dass sich ein System
mit einer Stellgrofe ergibt. Als Anregungssignal zur Identifikation nichtparametrischer Frequenz-
ginge des Systems wird ein periodischer Gleitsinus mit Amplituden von 5 bis 15 V verwendet.
Die geringen Spannungsamplituden sollen den Einfluss nichtlinearer Effekte, vor allem im Uber-
tragungsverhalten der piezoelektrischen Aktoren, begrenzen. Fiir die im Rahmen dieser Arbeit
prasentierten Messergebnisse werden derart geringe Amplituden verwendet, um ein moglichst li-
neares Systemverhalten zu erzielen. Werden in der Anwendung, gerade im geregelten Betrieb,
grofere Verstirkerspannungen benétigt, ist es unter Umstidnden sinnvoll, den Einfluss der in den
Aktoren priasenten Nichtlinearitidten, wie zum Beispiel Hystereseeffekte, durch den Einsatz ei-
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Bild 4.5: Darstellung des geschitzten, ortsabhingigen Amplitudengangs Gay(io, &)

ner geeigneten Vorsteuerung zu mindern. Moglichkeiten zur Auslegung solcher Vorsteuerungen
werden ausfiihrlich in [74] diskutiert.

Die Auslenkung des Balkens, gemessen in Millimetern, wird an 15 dquidistant im Bereich von
9,4 bis 37,4 cm in Lingsrichtung des Balkens verteilten Positionen, ergidnzt um zwei weitere
Messpunkte in der Nidhe der Knoten der dritten Mode, gemessen. Mit den aufgenommen Messda-
ten werden Frequenzginge de(iw, &),i = 1,...,17, geschitzt. Detaillierte Ausfithrungen zur
Identifikation von Frequenzgéngen finden sich in [98]. Um die anfallende Datenmenge zu begren-
zen, wird die Abtastfrequenz auf 10 kHz beschrinkt. Die Grenzfrequenz der als Anti-Aliasing
Filter eingesetzten Tiefpésse, elliptische Filter sechster Ordnung, wird auf 2 kHz festgelegt. Zur
Illustration der Ergebnisse dieses Identifikationsschrittes ist der resultierende, ortsabhéngige Am-
plitudengang in Bild 4.5 dargestellt. Der Ubersichtlichkeit halber beschriinkt sich die Darstellung
auf die ersten drei Moden.

Ausgehend von den experimentell bestimmten Frequenzgéngen erfolgt die Anpassung der Werte
fiir die Dichten p und p,., die Elastizitdtsmodule £ und E,. sowie die Ddmpfungskonstanten cp,
¢p,pe Und dy. Ziel der im nidchsten Abschnitt beschriebenen Reglerauslegung ist vor allem die Be-
einflussung der Dampfungen der ersten beiden Moden der Struktur. Insofern erscheint es sinnvoll,
eine hinreichend gute Ubereinstimmung zwischen Modell und Messung mindestens fiir die ersten
drei Moden sicherzustellen. Es werden zuniéchst die Eigenfrequenzen und Diampfungsgrade der
ersten drei Moden als charakteristische Groflen des Systems aus den ermittelten Frequenzgingen
geschitzt. Aufgrund der Verfiigbarkeit einer entsprechenden Implementierung in der System Iden-
tification Toolbox ' von MATLAB, wird an dieser Stelle eine Subspace-Methode zur Identifika-
tion eines zeitkontinuierlichen Zustandsraummodells genutzt. Ein kompakter Uberblick iiber das
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Tabelle 4.4: Gegebene und geschitzte Werte der Parameter

Parameter Einheit Werkstofftabelle Parameterschitzung

0 kg/m* 2,670-103 2,665-103
Ppe kg/m* 7,8-103 14,34-103
E N/m?  70-10° 70,33 -10°
Epe N/m?>  62-10° 33,65-10°
D Ns/m? - 172,8

CD,pe Ns/m?> - 1,199 - 108
dvy Ns/m* - 0,045

Tabelle 4.5: Kennkreisfrequenzen w; und Dampfungsgrade ¢; des Modells fiir die ersten vier
Moden

i 1 2 3 4

w; inrad/s | 85,2 507,3 1344 2483
i 0,19% 0,148% 0,252% 0,372%

prinzipielle Vorgehen bei der Identifikation mit dieser Methodik ist in [98] gegeben. Die Eigen-
werte des resultierenden Modells liefern geeignete Schitzwerte der gesuchten modalen Grof3en.
In einem zweiten Schritt wird die Summe der gewichteten Abweichungen der geschitzten Eigen-
frequenzen und Dampfungen der ersten drei Moden zu denen des Balkenmodells mittels einer
nichtlinearen Optimierung minimiert. Ein Vorteil dieser simplen Vorgehensweise ist, dass tiber
die Wahl der Gewichtung der einzelnen Summanden sehr anschaulich Einfluss auf die Schitzung
der Parameter genommen werden kann. Fiir die Ordnung der Approximation hat sich in diesem
Zusammenhang die Wahl N = 10 als sinnvoll erwiesen. Insbesondere dndern sich die Kenn-
kreisfrequenzen und Eigenvektoren der ersten vier Moden bei einer Erhhung der Ordnung kaum
mehr.

Das Ergebnis dieser Parameteranpassung ist in Tabelle 4.4 gezeigt. Dargestellt ist ebenfalls, sofern
vorhanden, der Vergleich zu den aus den Werkstofftabellen entnommenen Werten. Zur Korrektur
der stationdren Verstirkung des Modells wird ks = 1,15 gewihlt. Wie gut Messung und Modell
ibereinstimmen zeigt Bild 4.6. Auf Basis der im letzten Abschnitt beschriebenen Zustandsraum-
darstellung werden Frequenzginge G, (iw, £) generiert und mit den Messdaten verglichen. Dar-
gestellt sind die Amplitudengidnge von Modell und Messung jeweils im Bereich von 20 bis 3000
rad/s. Es ist deutlich zu erkennen, dass das resultierende Modell das Verhalten des Systems in
geeigneter Weise beschreibt. Die sich ergebenden Kennkreisfrequenzen w; und Dampfungsgrade
¢; der ersten vier Moden des identifizierten Modells sind in Tabelle 4.5 angegeben.
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Die durch die Parameteranpassung bestimmten Werte der Dichte und des Elastizitdtsmoduls der
Piezoaktoren weichen recht deutlich von denen ab, die den Werkstofftabellen entnommen sind.
Letztlich wird iiber die Anpassung der Parameter allerdings auch versucht, Effekte zu kompen-
sieren, die im Modell nicht beriicksichtigt werden, wie beispielsweise der Einfluss der Klebstoft-
schicht zur Verbindung der Piezoaktoren mit dem Balken. Tatséchlich ergeben sich in [9] bei der
Parameteridentifikation fiir einen vergleichbaren Aufbau dhnliche Verhiltnisse.

Im Hinblick auf die Verwendung des Modells zur Auslegung eines Reglers ist schlielich noch zu
priifen, inwiefern die Dynamik der eingesetzten Verstirker, Messglieder und Filter, siche Bild 4.4,
zu beriicksichtigen ist. Fiir die Versuche zur Reglerauslegung wird die Grenzfrequenz der Anti-
Aliasing-Filter an den Eingéngen des dSPACE-Systems auf 5 kHz eingestellt. Im Bereich der
vierten Mode bewirken die eingesetzten elliptischen Filter sechster Ordnung eine Absenkung der
Phase um ca. 15°. Dieser Effekt erscheint klein genug, um ihn nicht im fiir die Reglerauslegung
verwendeten Modell zu beriicksichtigen. Ebenso wird die Dynamik der Piezoverstéirker nicht be-
trachtet. Die Grenzfrequenz der Filter zur Bandbegrenzung der Ausgangssignale des dSPACE-
Systems, ebenfalls elliptische Filter sechster Ordnung, wird auf 1,5 kHz eingestellt, was eine
merkliche Absenkung der Phase auch im Bereich der ersten vier Moden mit sich bringt. Um die-
sen Effekt zu beriicksichtigen wird das Balkenmodell um ein Modell dieser Filter erweitert.

Mit der gewihlten Ordnung der Approximation, N = 10, der partiellen Differentialgleichung und
der Erweiterung des Modells des Balkens (4.39) um das Filter sechster Ordnung resultiert fiir die
betrachtete Regelstrecke eine lineare Zustandsraumdarstellung (As, Bs, Cs(6),0) der Ordnung
26. Der Vektor

ESZ
gibt hierbei die Abhingigkeit der Ausgangsmatrix Cs(6), vgl. (4.40), von den Positionen der
Auslenkungsmessung an.

4.3.2 Reglerentwurf

Basierend auf dem Modell des Balkenversuchsstands mit der Spannung iiber den piezoelektri-
schen Aktoren als Eingang und zwei wihlbaren Messpositionen als Ausgédngen, gegeben durch

Gs(s,0) := [%(Sm‘%]

erfolgt die Auslegung eines Reglers sowie das Festlegen der Freiheitsgrade im Systementwurf.
Als primires Ziel der Regelung wird die Erhohung der Dampfungsgrade der zu den ersten beiden
Moden des Balkens gehdrenden Eigenwerten gewdhlt. Hierfiir soll ein moglichst einfacher Regler
entworfen werden. Da die Balkenauslenkung gemessen wird, bietet es sich an, zur Erhohung der
Déampfung des Systems einen Regler mit differenzierendem Verhalten zu verwenden. Speziell
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wird ein Regler zweiter Ordnung der Form

~ 106, skq sks
R(s)=10°| Gt wpitm |
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P2 D1 ki ks
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10° 00 0
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= 4.41
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gewdhlt. Neben der Nullstelle im Ursprung der komplexen Ebene weist der Regler zwei reelle
Eigenwerte p; und p, auf, damit sich ein realisierbares Ubertragungsglied ergibt und eine Ver-
ringerung der Verstirkung von zumindest 20 dB pro Dekade fiir hohere Frequenzen gewihrleistet
ist. Der Faktor 10% dient der Skalierung der Reglerverstirkungen k; und k. Dieser ist so gewdhlt,
dass die Verstirkungen in den Ubertragungspfaden des Reglers im niedrigen Frequenzbereich, fiir
gewisse gegebene Bereiche der reellen Eigenwerte, in der Grof3enordnung eines idealen Differen-
zierers liegen.

Zusitzlich zur Vorgabe der Eigenwerte werden, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben, weitere Anfor-
derungen im Entwurf beriicksichtigt. Im Speziellen wird hier die ,-Norm der Ubertragungsfunk-
tion einer Storung w am Systemeingang auf die vom Regler erzeugte Stellgrofle z = u betrachtet.
Bild 4.7 illustriert diese Anordnung in einem Blockschaltbild. Das hier eine am Systemeingang
wirkender Storung beriicksichtigt wird hat den Vorteil, dass die entsprechende Ubertragungsfunk-
tion zur Verifikation des Entwurfs direkt gemessen werden kann. Um die #,-Norm des Ubertra-
gungspfades im Entwurf zu beriicksichtigen, wird das Modell der Regelstrecke um den entspre-
chenden Ein- und Ausgang erweitert. In der verallgemeinerten Regelkreisstruktur, vgl. Bild 4.1,
hat die Regelstrecke somit die Form

As | Bs Bs

~ PR 0 1 —
) '_[Gs(s,e) Gs(s,e)]_ CS(EQ)g (1) ' (442

Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dass sich fiir das Ein- und Ausgangspaar, beziiglich dessen
die H,-Norm des geschlossenen Kreises bewertet werden soll, unabhingig von der Gestalt der
Riickfiihrung, kein Durchgriffsterm ergibt. Die H,-Norm dieses Ubertragungspfades kann somit
fiir jeden Regler, der zu einen stabilen geschlossenen Regelkreis fiihrt, angegeben werden.

Wie in Kapitel 2 beschrieben wird das System (4.42) um die Zustinde des Reglers erweitert und
eine LFT-Darstellung beziiglich der Parameter &; und &, erzeugt. Letzteres erfolgt automatisiert
mittels der in der Robust Control Toolbox von MATLAB vorhandenen Methoden, wobei die Para-
meter &; und und &, derart transformiert werden, dass ein zuldssiger Bereich von 10 bis 37,4 cm
in Langsrichtung des Balkens auf das Intervall [—1, 1] abgebildet wird. Als Referenz fiir die ge-
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Bild 4.7: Struktur des Systems mit Riickfiihrung sowie externem Ein- und Ausgang

wihlten Bezeichnungen der Systeme sowie der Ein- und AusgangsgroBen sind diese Umformun-
gen der Systemdarstellung in Bild 4.8 dargestellt. Es resultiert ein System 28. Ordnung mit einer
statischen Riickfiithrung

Ax Bx 0 0
Cx Dx 0 0
K =
) 0 0 kel O
0 0 0 kel
mit
vec AK BK
CK DK
K .=
Kg,
Ke,

die alle Freiheitsgrade des dynamischen Reglers sowie des Strukturentwurfs enthilt. Im Hinblick
auf die gewdhlte Implementierung der Verfahren zur Reglerauslegung werden hierbei die Ma-
trizen der Zustandsraumdarstellung des dynamischen Reglers als Variablen beriicksichtigt. Die
Beschrinkung auf die in (4.41) gegebene Struktur der dynamischen Riickfithrung ebenso wie die
Beschrinkung der Positionen der Auslenkungsmessung erfolgt durch die Definition der zulés-
sigen Menge P, mittels geeignet gewihlter linearer Gleichungs- und Ungleichungsbedinungen
beziiglich k.

Zur Durchfiihrung des Polvorgabeentwurfs sind sdmtliche 28 Eigenwerte des geschlossenen Re-
gelkreises geeignet vorzugeben. Da die exakte Vorgabe der Eigenwerte im Hinblick auf die ge-
wiihlte, einfache Reglerstruktur kaum sinnvoll ist, werden jeweils zuldssige Bereiche definiert. Der
offene Regelkreis weist 13 konjugiert komplexe Eigenwertpaare sowie, bedingt durch die dyna-
mische Erweiterung, zwei Eigenwerte im Ursprung der komplexen Ebene auf. Gezielt verschoben
werden sollen die beiden Eigenwertpaare mit den niedrigsten Kennkreisfrequenzen. Fiir diese
werden recht kleine Bereiche in der komplexen Ebene derart gewihlt, dass sich Dampfungsgrade
von ca. 2,5% bei ungefihr gleichbleibenden Kennkreisfrequenzen ergeben. Fiir die verbleibenden
konjugiert komplexen Eigenwertpaare werden geeignet gewihlte Gebiete um die Eigenwerte des
offenen Kreises vorgegeben. Weiterhin werden zuléssige Bereiche fiir zwei reelle Eigenwerte auf
der negativen reellen Achse definiert. Auf die spezielle Wahl der einzelnen Bereiche soll an dieser
Stelle nicht weiter eingegangen werden, sie sind jedoch in Bild 4.9 zusammen mit den Ergebnissen
des Entwurfs illustriert.
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Bild 4.8: Umformung der Systemdarstellung (a) durch dynamische Erweiterung (b) und er-
zeugen der LFT-Darstellung (c) in die fiir den Reglerentwurf genutzte Struktur (d)

Fiir den Entwurf zur Vorgabe der Eigenwerte wird das in (4.7) gegebene Optimierungsproblem mit
der direkten Beriicksichtigung der Abstidnde der Eigenwerte gewihlt. Als Variablen treten die Ein-
trige im Vektor k € R!'* sowie die Variablen zur Beriicksichtigung der Bereiche der Eigenwerte
a€RPund B € R'3 auf. Hinsichtlich der 14 Eintrige des Vektors « ist anzumerken, dass unter
Beriicksichtigung der Strukturbeschrinkung aus (4.41) in Form eines linearen Gleichungssystems
bzw. durch Fixieren konstanter Elemente, lediglich sechs tatsdchliche Freiheitsgrade verbleiben.
Diese entsprechen den zwei Eigenwerten des dynamischen Reglers und dessen zwei Verstirkungs-
faktoren sowie den Orten der Auslenkungsmessung. Zur Suche nach einer Losung des Polvorgabe-
problems wird die bereits erwihnte Funktion eO4uc der NAG-Bibliothek [120] verwendet. Ist eine
solche gefunden, wird diese als Startwert zur Minimierung der H,-Norm, siehe (4.32), im gewihl-
ten Ubertragungspfad verwendet, wobei das in der Funktion finincon der Optimization Toolbox
von MATLAB implementierte Innere-Punkte-Verfahren genutzt wird. Die obere Schranke y fiir
die als Nebenbedingung zu beriicksichtigte Funktion Je (k,o,8) wird zu 0,1 gewihlt.
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Tabelle 4.6: Entwurfsparameter und Werte der Funktionen Jey (k,o,8) und |/ Jy, (k) vor und
nach Minimierung der #,-Norm

D1 )2 ki ko &rincem  £p incm Jew I,

Ohne H,-Min. | -2804 -1372 10,35 -11.83 27,64 27,09 1,25-10716 823
Mit H,-Min. | -2886 -1523 -1,052 -0,8829 24 13,53 0,1 4,708

Das Ergebnis eines solchen Entwurfs im Hinblick auf die Eigenwerte des geschlossenen Regel-
kreises ist in Bild 4.9 dargestellt. Im oberen Teil der Abbildung sind samtliche Eigenwerte des
geschlossenen Kreises mit Optimierung der H,-Norm sowie die fiir diese vorgegebenen Berei-
che gezeigt. Der besonders relevante Bereich der Eigenwerte mit niedrigen Kennkreisfrequenzen
ist im unteren Teil des Bildes noch einmal vergroBert dargestellt. Zusitzlich werden dort auch
die Eigenwerte des geschlossenen Kreises nach dem ersten Entwurfsschritt gezeigt. Es ist zu be-
obachten, dass sich die ersten beiden konjugiert komplexen Eigenwertpaare nach der Optimie-
rung der H,-Norm in Ubereinstimmung mit der Schranke y auBerhalb der vorgegebenen Berei-
che befinden, wihrend im ersten Entwurfsschritt die Bereiche wie vorgegeben erreicht werden
(Jow = 1,25-10719),

Die Werte der Entwurfsparameter sowie die Werte der Funktionen J. (k,o,8) und der H,-Norm
bzw. der Quadratwurzel von Jy, (k) sind in Tabelle 4.6 fiir beide Entwurfsschritte angegeben.
Fiir die H,-Norm ergibt sich eine Reduzierung um den Faktor 0,572 im Vergleich zur reinen
Eigenwertvorgabe. Veranschaulicht wird dieses Resultat durch Betrachtung des Ubertragungsver-
haltens im geschlossenen Regelkreis im fiir den Entwurf relevanten Ubertragungspfad. Dieses ist
in Bild 4.10 dargestellt, das neben dem aus dem Modell bestimmten Amplitudengang mit und
ohne Optimierung der H,-Norm auch die Verifikation des Entwurfs am Versuchsstand zeigt. Ins-
besondere im Bereich der dritten Resonanziiberhohung wird der Unterschied deutlich. Mit den im
zweiten Entwurfsschritt bestimmten Parametern ist diese deutlich geringer ausgeprégt. Der Effekt
der Erhohung der Dampfungsgrade ist in Bild 4.11 dargestellt. Dieses zeigt die am Versuchsstand
gemessenen Amplitudenginge der Ubertragungspfade w +— j im offenen sowie geschlossenen
Regelkreis fiir die im zweiten Entwurfsschritt bestimmten Parameter.

Abschlielend sind noch einige Bemerkungen hinsichtlich des beschriebenen Reglerentwurfs an-
gebracht. Die Algorithmen zur Suche nach Losung der betrachteten Optimierungsprobleme sind
von der Wahl der Startwerte abhéngig und garantieren in keiner Weise das Auffinden eines glo-
balen Optimums. Die in Tabelle 4.6 angegeben Parametersitze entsprechen somit lediglich dem
Ergebnis fiir einen bestimmten Startwert. Auf einen ausfiihrlichen Vergleich von Ergebnissen fiir
verschiedene Startwerte wird an dieser Stelle verzichtet. Es 1dsst sich feststellen, dass fiir eine Rei-
he entsprechender Versuche die gewiinschte Eigenwertkonfiguration im ersten Entwurfsschritt in
der iiberwiltigenden Mehrzahl der Fille erreicht wird, wobei sich die resultierenden Parametersit-
ze im Allgemeinen unterscheiden. Was den zweiten Entwurfsschritt betrifft, ist der in Tabelle 4.6
dargestellte Wert der H,-Norm das am hiufigsten erzielte sowie auch beste gefundene Ergebnis,
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Bild 4.9: Darstellung der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises mit (x) und ohne (&) Op-

timierung der H,-Norm, der Eigenwerte der Regelstrecke (O) und der vorgegebenen Gebiete
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welches zudem stets mit dquivalenten, d.h. bis auf ein Vertauschen der Positionen der Auslen-
kungsmessungen und der Reglerverstirkungen, Parameterkonfigurationen erreicht wird.

4.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel werden zwei Moglichkeiten diskutiert, das Polvorgabeproblem als Parameter-
optimierungsproblem zu formulieren. Der in Abschnitt 4.1.1 beschriebene Ansatz erscheint hier-
bei hinsichtlich der einfachen Interpretation des Wertes der Giitefunktion sowie auch der erzielten
Resultate, bei einer Reihe von Versuchen mit zufillig erzeugten Systemen und praktischen Ent-
wurfsproblemen, vorteilhaft. Das ausfiihrlich diskutierte Entwurfsbeispiel verdeutlicht den Nutzen
der Moglichkeit, zulidssige Bereiche fiir die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises vorzuge-
ben, sowie der Beriicksichtigung zusitzlicher Entwurfsforderungen.

Um effiziente Verfahren fiir Optimierungsprobleme mit differenzierbaren Funktionen nutzen zu
konnen, wird, speziell hinsichtlich des in Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Verfahrens, die einschrén-
kende Annahme getroffen, dass lediglich einfache Eigenwerte fiir den geschlossenen Regelkreis
vorgegeben werden. Die Giitefunktion aus Abschnitt 4.1.2, ebenso wie beispielsweise das von
Franke [45] vorgestellte Verfahren, das ein Optimierungsproblem beziiglich der Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms betrachtet, erlauben dies grundsitzlich. Wenngleich die Beschrin-
kung auf einfache Eigenwerte fiir die meisten praktischen Anwendungen unproblematisch ist, ist
es dennoch wiinschenswert, die Vorgabe mehrfacher Eigenwerte auch mit dem in Abschnitt 4.1.1
gegebenen Ansatz geeignet behandeln zu konnen. Diese Thematik wird im folgenden Kapitel im
Rahmen der Diskussion von Optimierungsproblemen mit Funktionen von Eigenwerten aufgegrif-
fen.
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5 Entwurf zur Erhohung von Eigenwert-
Dampfungsgraden

Fiir eine Vielzahl von Aufgabenstellungen ist es zielfithrend, anstatt sehr spezifischer Anforde-
rungen beziiglich der Lage einzelner Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises allgemeinere
Anforderungen an das Spektrum zu formulieren. Neben der generellen Problematik der Wahl ge-
eigneter Eigenwerte, ist dies insbesondere relevant bei Systemen hoherer Ordnung und solchen,
bei denen die Anzahl der Eigenwerte deutlich groler als die fiir den Entwurf zur Verfiigung ste-
henden Freiheitsgrade ist. Bei den im vorangegangenen Kapitel beschriebenen direkten Verfahren
wird diesem Umstand durch die Mdéglichkeit der Vorgabe von Eigenwertbereichen Rechnung ge-
tragen.

Die vermutlich wichtigsten Beispiele fiir Funktionen, die Kenngrofen fiir das gesamte Spektrum
darstellen, sind die spektrale Abszisse

a(k) == grllax }Re (Ai(k)) (5.1)

.....

und der spektrale Radius

pk) := max [A;i(«)]. (5.2)
ie{l,...,n}

Die Minimierung dieser Funktionen iiber alle zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade « in der
Systemmatrix A. (k) des geschlossenen Regelkreises mit den Eigenwerten A; (k) ist insbesondere
im Zusammenhang mit der Suche nach stabilisierenden Riickfithrungen zeitkontinuierlicher be-
ziehungsweise zeitdiskreter Systeme von Interesse [15, 21, 23]. Wenngleich es, abhiingig von der
gegebenen Entwurfsaufgabe eine Reihe verschiedener Ansitze zur Definition geeigneter Berei-
che fiir das Spektrum gibt, werden diese im Allgemeinen derart gewihlt, dass Anforderungen an
die Dynamik des Systems, wie minimale und maximale Abklingkonstanten sowie eine Mindest-
didmpfung der Eigenwerte, beriicksichtigt werden [70, 117]. Beispiele fiir Funktionen, die au3er-
halb derartiger Gebiete liegende Eigenwerte bestrafen und fiir den Reglerentwurf das Maximum
entsprechender Straffunktionen iiber alle Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises minimieren,
finden sich in [117, 136].

Im Folgenden wird hauptsédchlich ein Entwurf zur Erhohung der Eigenwert-Didmpfungsgrade

_Re (Li(K))
s )]

betrachtet. Deren Maximierung in bestimmten Frequenzbereichen ist im Zusammenhang mit der

Gik) ==

Minderung von Strukturschwingungen, insbesondere mittels passiver Elemente, von Interesse
[132, 134]. Durch die Ahnlichkeit dieser Problemstellung zur Minimierung des spektralen Ra-
dius und der spektralen Abszisse bietet es sich an, zundchst Funktionen von Eigenwerten in einem
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generelleren Rahmen und speziell Gemeinsamkeiten und Unterschiede der genannten Problem-
stellungen zu diskutieren. In weiteren Abschnitten wird die Wahl eines geeigneten Vorgehens zur
Suche nach Losungen des resultierenden Parameteroptimierungsproblems sowie dessen Anwen-
dung auf mehrere Entwurfsbeispiele beschrieben.

5.1 Funktionen von Eigenwerten

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist die parameterabhingige Darstellung der System-
matrix des geschlossenen Regelkreises

Aa(k) = A+ BK(k)(I — DK(x))"'C (5.3)

mit den gleichen Vereinbarungen wie sie in Kapitel 4 beziiglich der Dimensionen der auftretenden
Matrizen sowie der Abhéngigkeit der Matrix K (k) vom Vektor x € R? der Entwurfsvariablen ge-
troffen werden. Insbesondere sind die Elemente der Matrix A (k) rationale und somit stetige und
differenzierbare Funktionen beziiglich des Vektors der Entwurfsvariablen «. Hinsichtlich des Ent-
wurfs kann die zuldssige Menge x € P, C R? geeignet eingeschriankt werden. Der Einfachheit
halber wird wiederum davon ausgegangen, dass P, durch affine Gleichungs- und Ungleichungsbe-
dingungen beziiglich k gegeben und somit konvex ist. Es sind A;(«x),i € ZmitZ := {1, ... ,n}, die
Eigenwerte der Matrix A.(k), wobei mehrfache Eigenwerte gemal ihrer algebraischen Vielfach-
heit mehrfach beriicksichtigt werden. Diese konnen zu einem Vektor A(k) € C" zusammengefasst
werden. Eine spezielle Ordnung der Eigenwerte im Vektor A(k) ist nicht von Belang und es kann
prinzipiell eine beliebige Anordnung bzw. Sortierung gewihlt werden.

Eine Funktion von Eigenwerten bezeichnet im Kontext dieser Arbeit eine verkettete Abbildung
der Form v/ (k) := g oA(k). Hierbei ist g eine Funktion, welche den komplexen Vektor der Eigen-
werte auf die Menge der reellen Zahlen abbildet und dabei invariant gegeniiber Permutationen der
Elemente dieses Vektors ist, vgl. [22]. Letzteres stellt sicher, dass bei der Auswertung der Funkti-
on die Sortierung bzw. Reihenfolge, in welcher die Eigenwerte beriicksichtigt werden, keine Rolle
spielt. Offensichtlich geniigen die spektrale Abszisse (5.1) und der spektrale Radius (5.2) dieser
Definition, wobei g dem Maximum der Realteile bzw. der Betrige der Elemente des Vektors A (k)
entspricht. Entsprechendes gilt fiir die in [117] und [136] gegebenen Funktionen zur Bestrafung
von Eigenwerten, die auBBerhalb zulédssiger Bereiche liegen. Unter Verwendung dieser Notation
konnen die mit den genannten Beispielen korrespondierenden Entwurfs- bzw. Parameteroptimie-
rungsprobleme allgemein in der Form

min Y (k) (5.4)

angegeben werden. Zur Diskussion spezieller Eigenschaften von Min-Max-Optimierungsproblem-
en ist es zweckmiBig, diese in der Form

min  max f;(k) (5.5)

KEPy i€l
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mit ¥ (k) = maXx;ez f;(k) zu formulieren. Im Fall der Minimierung der spektralen Abszisse ent-
sprechen somit die Funktionen f; (k) beispielsweise den Realteilen der einzelnen Eigenwerte.

Im Zusammenhang mit Problemstellungen zur Schwingungsminderung linearer dynamischer Sys-
teme und insbesondere zur Minderung von Strukturschwingungen bietet es sich an, die Dampfung
der am schwichsten gedimpften Eigenwerte

Re (Ai(k))

min {; (k) = min—
i€l ’

AN 5.6
e W] 60

durch geeignete Wahl der Freiheitsgrade im Systementwurf zu erhohen. Charakteristisch fiir ent-
sprechende Entwurfsaufgaben ist, dass oftmals nur ein bestimmter Frequenzbereich von Interes-
se ist, beziehungsweise die zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade nur ausreichen, die schwin-
gungsfdhigen Moden des Systems in einem begrenzten Frequenzband geeignet zu beeinflussen.
Ein solches Frequenzband kann durch untere und obere Schranken w;, und wy,.x beziiglich der
Kennkreisfrequenzen der Eigenwerte mit

Wmin S |)¥1(K)| f Wmax

definiert werden. Eigenwerte, die sich nicht in diesem Bereich befinden, sollen moglichst keinen
Einfluss auf den Entwurf haben. Um diese Beschrinkung des fiir den Entwurf relevanten Fre-
quenzbereichs ndherungsweise zu beriicksichtigen, konnen externe Straffunktionen der Form

/Ll'(l() = %)/ ((l)\z(/{)l - a)max)i_ + (a)min - |)‘1(K)|)%}-)

eingefiihrt werden. Hierin ist y > 0 eine Konstante zur Gewichtung der Straffunktionen und
(-)+ := max{0, -}. Um diese Funktionen erweitert, ergibt sich aus (5.6)

min Gi(k) + pi(k). (5.7)

Wird nur jeweils eine obere oder untere Schranke oder keine Beschrinkung des Frequenzbereichs
benotigt, konnen die Funktionen p; (x) angepasst werden bzw. génzlich unberiicksichtigt bleiben.

Die resultierende Entwurfsaufgabe besteht in der Maximierung des Ausdrucks (5.7) unter Ver-
wendung der zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade. Um jedoch einen Ausdruck zu erhalten,
der generell der in (5.4) bzw. (5.5) gegebenen Form entspricht, wird die dquivalente Problemstel-
lung
min  max —{; (k) — wi(k) (5.8)
KEPy iel
betrachtet. Weiterhin soll im Folgenden die Klasse der betrachteten Entwurfsprobleme an dieser
Stelle insofern beschrinkt werden, als dass sich fiir jede zuldssige Wahl des Vektors k € P, ein
stabiles System ergibt und sich die Eigenwerte entsprechend in der offenen linken Halbebene der
komplexen Zahlenebene befinden. Wenngleich diese Einschrinkung recht restriktiv erscheint, ist
zu beachten, dass das Anwendungsgebiet insbesondere die Parameteroptimierung passiver Ele-
mente zur Minderung von Strukturschwingungen ist, fiir welche die Stabilitidt des geschlossenen
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Regelkreises in natiirlicher Weise gegeben ist. Als Beispiele seien hier die Auslegung mechani-
scher Tilger und der Entwurf passiver elektrischer Netzwerke zur Minderung von Strukturschwin-
gungen genannt, die als Anwendungsbeispiele in Abschnitt 5.3 dienen. Fiir Systeme, die aktive
Komponenten beinhalten, kann diese Annahme ebenfalls giiltig sein, sofern die geforderten Stabi-
litdatseigenschaften, beispielsweise mittels einer passitivitdtsbasierten Argumentation [68], sicher-
gestellt werden konnen. Alternativ kann die betrachtete Problemstellung durch eine Erweiterung
um geeignete Strafterme angepasst werden, um die Stabilitdt des resultierenden Systems zu ge-
wihrleisten.

Das Maximum
8(k) := max =8 (k) — pi(k) (5.9)
in (5.8) wird jeweils durch die Funktionen ¢;(x) und p; (k) mit

jeZl):=14i €T (k) — pilk) = 8(k)}

bestimmt. Fiir Eigenwerte A; (k) € C_ nehmen die Funktionen {; (k) Werte im Intervall (0,1] an.
Beziiglich der Einschrinkung des betrachteten Frequenzbereichs kann festgestellt werden, dass,
sofern fiir einen gegebenen Vektor k € P, ein Eigenwert A j () mit

Wrin =< |)\](K)| =< Wmax

existiert, kein Eigenwert A (k), dessen Kennkreisfrequenz mehr als /2/y rad/s auBerhalb des
geforderten Frequenzbandes liegt, den Funktionswert 6 (k) bestimmen bzw. k € Z(x) gelten kann.

Eine wesentliche Vereinbarung, die zu Beginn dieses Abschnitts bei der Definition der Funktionen
von Eigenwerten getroffen wird, ist, dass der Funktionswert unabhiingig von der Sortierung der
Eigenwerte ist. Eine Konsequenz dieser geforderten Invarianz gegeniiber Permutationen des Vek-
tors der Eigenwerte ist insbesondere, dass, sofern die Funktion g in der Verkettung g o A(k) stetig
ist, die gesamte Abbildung v (k) ebenfalls stetig ist. Dies ergibt sich aus der Stetigkeit des un-
sortierten n-Tupels der Eigenwerte [22, 65], siche auch Anhang A. Entsprechend ist die Funktion
d(k), wie auch der spektrale Radius (5.2) und die spektrale Abszisse (5.1), unter Beriicksichtigung
der getroffenen Annahmen, stetig.

Hinsichtlich der Differenzierbarkeit stellt sich die Situation, abhéngig von der konkreten Gestalt
der Funktion v («), komplizierter dar, was Auswirkungen auf die Auswahl geeigneter Optimie-
rungsverfahren hat. Fiir ¥ (k) = §(x) sind die Funktionen

Jilk) = =Ci(k) — pi(x)

aus (5.5) differenzierbar, sofern der mit diesen assoziierte Eigenwert A; (k) einfach ist. Die parti-
ellen Ableitungen der Funktionen f; (k) sind in diesem Fall durch

filk) _ &) dpilk)

5.10
aKj 8/(,- ale ( )
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mit

3¢ () Re(h)Im(2;) Im (%) —Im(A;)*Re (%)
8/<j B p‘l |3

Re(%) Re()»,')—f-lm(%) Im(};)

9 ( ) Y (1 - wmax) A |)\'l| = Wmax
. K -
Hi = Re %) Re(k,’)—i-lm(%) Im(A;)
aKj YV (1 - a)min) Al |)\l| S Wmin
0 sonst

sowie dA;/dk ; gemdl (4.8) gegeben. Die Herleitung dieser Ausdriicke fiir die partiellen Ableitun-
gen der Funktionen {;(k) und p; (k) ergibt sich in einfacher Weise, wenn die komplexen Gréfen
als Elemente eines zweidimensionalen reellen Vektorraums aufgefasst werden. Die Bildung der
Real- und Imaginirteile entspricht in diesem Fall der Projektion auf die Koordinatenachsen und
die Betragsbildung der 2-Norm. Ersteres sind lineare Abbildungen und ein Ausdruck fiir das Dif-
ferential der 2-Norm ist in (B.10) gegeben. Die Differenzierbarkeit der Funktion v («) ist somit an
allen Punkten & gegeben, an denen nur ein f;(k) das Maximum in (5.9) bestimmt bzw. die Menge

IRy =4 €T : filk)=vyK)

nur ein Element aufweist. Gleiches gilt fiir zwei Elemente, sofern diese mit einem Paar einfacher
konjugiert komplexer Eigenwerte korrespondieren. Beinhaltet 7 (k) mehrere Elemente, die jeweils
mit einfachen Eigenwerten korrespondieren, liegt ein Maximum an dieser Stelle differenzierbarer
Funktionen vor, das mittels der Theorie beziiglich der Anwendung des max-Operators auf dif-
ferenzierbare Funktionen untersucht werden kann [36, 99]. Hierauf wird im ndchsten Abschnitt
niher eingegangen.

Fiir die spektrale Abszisse, den spektralen Radius [21] sowie die Straffunktionen zur Polbereichs-
vorgabe [136] gelten entsprechende Aussagen. Generell kann festgestellt werden, dass ein Spek-
trum mit ausschlieBlich einfachen Eigenwerten, die in einer offenen Umgebung um den betrach-
teten Punkt durch differenzierbare Funktionen ausgedriickt werden konnen, den generischen Fall
beziiglich der Eigenwerte einer Matrix als Funktion ihrer Elemente darstellt, siche Anhang A.
Somit ergeben sich im Allgemeinen fiir fast jede Wahl des Vektors k differenzierbare Funktionen
fi (k). Welche Problematik sich allerdings dennoch im Hinblick auf das Parameteroptimierungs-
problem (5.5) ergeben kann, soll zunédchst anhand zweier Beispiele illustriert werden.

Beispiel 5.1. Betrachtet wird die Matrix

0 1 0
-1 =2« 0
0 0 —2k+1/2

in einer Verdnderlichen k. Diese entspricht der Systemmatrix einer Parallelschaltung eines PT,-
Gliedes mit der Kennkreisfrequenz 1rad/s und der Dimpfung k und eines PT1-Gliedes mit der
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0
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Bild 5.1: Spektrale Abszisse a(«x) der Matrix aus Beispiel 5.1

Eckfrequenz —2k + 1/2 rad/s. Die Eigenwerte dieser Matrix sind durch
Aja(k) = —k £ VK2 —1

1
As(k) = =2k + 3

gegeben. Der Wert der spektralen Abszisse

-2k + 3 K=<3
a(k) =\ —« 1<k=1
K+ VKk2—1 k>1

ergibt sich entsprechend. Diese ist in Bild 5.1 dargestellt. Von Interesse sind die Punkte k = 0,5
und k = 1. Ersterer markiert den Ubergang des Werts der spektralen Abszisse von dem reel-
len Eigenwert auf den Realteil des an diesem Punkt konjugiert komplexen Eigenwertpaares. Alle
Eigenwerte weisen an dieser Stelle den selben Realteil auf, sind allerdings einfach und dement-
sprechend differenzierbar, die Funktion o(k) als Maximum der Realteile jedoch nicht. Der Punkt
k = 1 markiert den Ubergang des konjugiert komplexen Eigenwertpaares zu zwei reellen Eigen-
werten. Es liegt ein mehrfacher Eigenwert A1/2(1) = —1 vor, dessen geometrische Vielfachheit
kleiner der algebraischen ist. Die Matrix ist an dieser Stelle somit nicht diagonaldhnlich und die
spektrale Abszisse nicht differenzierbar und nicht Lipschitz-stetig.

In obigem Beispiel ist insbesondere zu beachten, dass die Funktion o («) an dem Punkt, an dem sie
weder differenzierbar noch Lipschitz-stetig ist, ihr globales Minimum annimmt. Weitere Beispiele
fiir die spektrale Abszisse bzw. den spektralen Radius in einer und mehreren Verinderlichen finden
sichin [21] und [97]. Dass entsprechende Situationen auch bei der Funktion §(x) auftreten konnen,
illustriert folgendes Beispiel.

Beispiel 5.2. Betrachtet wird der in Bild 3.1 dargestellte Zweimassenschwinger, dessen Systemma-
trix in (3.36) angegeben ist. In dieser werden my = m, = 1kg, ¢y = 1 N/m sowie d; = 0Ns/m
gewdhlt. Das resultierende System kann als ein ungeddmpfter Schwinger mit einem geddmpften
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0,5}
E 0 - =
«
—0,5 -

—1‘,2 —‘1 —(;,8 —(;,6 —(;,4 —(;,2 0
Re K
(a) (b)
Bild 5.2: (a) Eigenwerte der Systemmatrix aus Beispiel 5.2 fiir ¥ € [0,1] und (b) Verlauf der
Funktion 6 (k)

Tilger interpretiert werden. Ahnlich wie bei den in Abschnitt 3.4.2 erwdhnten Einstellregeln nach
Den Hartog [37] existieren fiir diesen Fall Einstellregeln fiir den Tilger zur Maximierung der Ab-
klingraten dieser Anordnung [14]. Fiir das gegebene Verhdltnis der beiden Massen liefern diese
die Werte ¢c; = 0,25N/m und d, = 1/+/2Ns/m als Konstanten der zweiten Feder bzw. des
zweiten Ddmpferelements.

Fiir dieses Beispiel wird der Wert der Konstanten d, jedoch zundchst als Verdnderliche betrachtet
und im Ausdruck fiir die Systemmatrix durch k ersetzt, womit diese die Form

0 0 1 O
0o 0 0 1
s BN
R

annimmt. Die sich ergebenden Eigenwerte sind in Bild 5.2a und der Wert der Funktion §(k), ohne
Beschrinkung des relevanten Frequenzbereichs, in Bild 5.2b dargestellt. Fiir k = 1/ V2 ergeben
sich mehrfache komplexe Eigenwerte
V2 V6 V2 V6
)\.1/2(1/\/5) =— 41— bzw )\.3/4(1/\/5) = - —1—,
4 4 4 4

deren geometrische Vielfachheit kleiner der algebraischen ist. Die Matrix ist an dieser Stelle,
welche augenscheinlich ein Minimum der Funktion §(k) ist, wiederum nicht diagonalisierbar.

Die gegebenen Beispiele zeigen, dass wenngleich Systeme vorliegen, die nicht aufgrund ihrer
Struktur stets mehrfache Eigenwerte aufweisen, die isolierten Punkte, an denen diese auftreten,
Extrema der Funktion der Eigenwerte darstellen konnen und diese dort unter Umstédnden nicht
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differenzierbar und nicht Lipschitz-stetig sind. Dieses fiir die spektrale Abszisse bzw. den spek-
tralen Radius bekannte Verhalten [21, 22, 97] muss auch im Zusammenhang mit der Minimierung
der Funktion §(x) beriicksichtigt werden.

Zum Abschluss dieses Abschnitts ist noch ein Kommentar beziiglich der im vorangegangenen Ka-
pitel behandelten Giitekriterien zur direkten Vorgabe der Eigenwerte angebracht, welcher diese in
den Kontext der obigen Ausfithrungen einordnet. Zum Zwecke der folgenden Diskussion kdnnen
die relevanten Funktionen in der Form

R )
min Zl [y () = v (5.11)
und
2
1 1
5 ; wi|det(hy i = Aa)P = 3 ; w; | [T O — 2 () (5.12)

jer

angegeben werden, siehe (4.5) bzw. (4.19). Beides sind Funktionen von Eigenwerten, bzw. las-
sen sich im Fall von (5.12) als eine solche ausdriicken. Die Entwurfsprobleme zur Zuweisung
der Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises entsprechen somit der in (5.4) gegebenen Form.
Die Eigenschaften der beiden Funktionen, insbesondere im Hinblick auf die Differenzierbarkeit,
unterscheiden sich jedoch deutlich. Fiir (5.11) lassen sich einfache Beispiele mit mehrfachen Ei-
genwerten und Wechseln in der Zuordnung der Eigenwerte konstruieren, welche Probleme mit der
Differenzierbarkeit illustrieren. Im Entwurfsverfahren werden diese adressiert, indem die fiir den
geschlossenen Regelkreis vorgegebenen Eigenwerte einfach gewihlt werden. Auf diese Weise ist
in der Umgebung einer Losung des Polvorgabeproblems, sofern eine solche existiert, die Differen-
zierbarkeit sichergestellt. Dieser Umstand hat die Verwendung von Verfahren fiir differenzierbare
Funktionen motiviert, welche in der Anwendung auf das Entwurfsproblem iiberzeugende Resul-
tate liefern. Die Funktion (5.12) veranschaulicht eine andere Situation. Sie ist ein Beispiel fiir eine
Funktion der Eigenwerte, die, unabhiingig vom Auftreten mehrfacher Eigenwerte, an jedem Punkt
der Definitionsmenge differenzierbar ist. Dies ergibt sich direkt aus der Beziehung

det(hyi I — Aa(i)) = [ [ = 4 ().

JET

da die Determinante ein Polynom in den Eintrdgen der Matrix und somit beziiglich dieser stets
differenzierbar ist.

5.2 Beschrankte Min-Max-Optimierungsprobleme

Nachfolgend werden Verfahren zur Suche nach Losungen der im vorangegangenen Abschnitt an-
gegebenen Optimierungsprobleme (5.4)

min Y (k)

KEPy
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mit einer im Allgemeinen nichtglatten Funktion ¥ (k) beziehungsweise speziell des Min-Max-
Optimierungsproblems (5.5)
e /i)

diskutiert, wobei die Funktionen f;(k) fiir fast jede Wahl des Vektors k differenzierbar sind. Es
wird davon ausgegangen, dass diese Funktionen jeweils mit einem Eigenwert der Systemma-
trix des geschlossenen Regelkreises assoziiert und differenzierbar sind, sofern dieser Eigenwert
einfach ist. Insbesondere von Interesse ist das Entwurfsproblem zur Erhohung der Eigenwert-
Diampfungsgrade mit ¥ (k) = &(k) bzw. fi(k) = —i(x) — ni(k). Wie im vorangegangenen
Abschnitt festgestellt, sind die Eigenschaften dieser Giitefunktion denen des spektralen Radius
und der spektralen Abszisse dhnlich. Entsprechend orientiert sich die Auswahl geeigneter Algo-
rithmen an solchen, die im Zusammenhang mit diesen Funktionen in der Anwendung erfolgreich
eingesetzt werden. Im Speziellen ist dies das in [20] beschriebene und in den Softwarepaketen
HIFOO (Ho-Fixed Order Optimization) [51] bzw. HANSO (Hybrid Algorithm for Non-Smooth
Optimization) [79] enthaltene und unter anderem zur Minimierung der spektralen Abszisse ver-
wendete Gradient Sampling (GS) Verfahren fiir nichtglatte, nichtkonvexe Optimierungsprobleme.
Das GS-Verfahren verlangt von den betrachteten Funktionen, dass diese nur fast iiberall bzw.
auf einer offenen und dichten Teilmenge des Parameterraums R? differenzierbar sind und eig-
net sich somit fiir eine Reihe nichtglatter Probleme. Die Benennung des Verfahrens resultiert aus
dem Ansatz, anstatt nur Information des Gradienten fiir den in einem Iterationsschritt aktuellen
Punkt zu nutzen, weitere Gradienten in der Umgebung dieses Punktes zur Bestimmung einer ge-
eigneten Suchrichtung zu verwenden. Da der in [20] beschriebene Algorithmus Beschriankungen
der Entwurfsvariablen nicht direkt beriicksichtigt, wird die in [35] beschriebene Weiterentwick-
lung des GS-Ansatzes bzw. dessen Kombination mit einer SQP-Formulierung genutzt. Dieses im
Folgenden als SQP-GS bezeichnete Verfahren erlaubt es, Nebenbedingung, die ebenfalls durch
nichtglatte Funktionen gegeben sein konnen, direkt zu beriicksichtigen.

Die Auswertung des Gradienten der Giitefunktionen an einer Reihe von zusitzlichen Punkten
in jedem Iterationsschritt bedingt, dass die Iterationen dieses Verfahrens rechenintensiver als die
entsprechender Algorithmen fiir glatte Probleme sind. Die Beobachtung, dass Verfahren fiir glatte
Giitefunktionen auch in der Anwendung auf nichtglatte Probleme, die fast iiberall differenzierbar
sind, oftmals gute Resultate liefern, siehe beispielsweise [79], motiviert deswegen die Verwen-
dung zweier Optimierungsphasen in HIFOO. Fiir die unbeschrinkte und im Allgemeinen nicht-
glatte Giitefunktion wird dort zunichst der Funktionswert ausgehend von einem vom Anwender
vorgegeben oder zufillig gewéhlten Startwert mittels eines BFGS-Verfahrens reduziert. Erzielt
dieses keinen Fortschritt mehr, erfolgt der Ubergang zu dem GS-Verfahren.

Diese grundsitzliche Vorgehensweise wird fiir die in dieser Arbeit betrachteten Entwurfsbeispiele
tibernommen. Aus der Vielzahl von Moglichkeiten fiir Algorithmen fiir eine solche erste Pha-
se wird im Folgenden der Box-Pshenichnyi-Pironneau-Polak (PPP) Algorithmus [99] betrach-
tet. Dieser ist ein besonders einfach zu implementierendes Verfahren zur Suche nach Lésungen
beschriankter Min-Max-Optimierungsprobleme mit stetig differenzierbaren Funktionen. Da sich
dieser Algorithmus in recht kompakter Form beschreiben ldsst und fiir die in dieser Arbeit be-
trachteten Entwurfsbeispiele gemidll der gegebenen Beschreibung implementiert ist, wird er in
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Giinze angegeben. Dies erlaubt es zudem, neben einigen generellen Betrachtungen zu Min-Max-
Optimierungsproblemen, Ideen aus dem in [15] diskutierten Ansatz zur Minimierung der spektra-
len Abszisse fiir strukturbeschrinkte Ausgangsriickfiithrungen zu préasentieren, welche im Zusam-
menhang mit der Optimierung von Funktionen von Eigenwerten von generellem Interesse sind.
Die Beschreibung des SQP-GS-Verfahrens beschrinkt sich auf einen kurzen Uberblick iiber des-
sen Eigenschaften. Eine Implementierung des Algorithmus in MATLAB ist frei verfiigbar und in
[35] referenziert.

Box-Pshenichnyi-Pironneau-Polak-Algorithmus

Die Beschreibung des Algorithmus ist prinzipiell [99] entnommen. In dieser Quelle wird davon
ausgegangenen, dass die Funktionen f;(k) aus (5.5) tiberall stetig differenzierbar sind. Auf diesen
Fall beziehen sich auch die Konvergenzaussagen fiir das Verfahren. Wie im vorangegangenen
Abschnitt diskutiert, ist diese Annahme fiir die gegebene Problemstellung nicht im Allgemeinen
erfullt.

Die einseitige Richtungsableitung der Funktion v (k) an einem Punkt ¥ € R? in Richtung # € R?
ist durch

Yk +€h) — (k)

€

Y (k3 h) := lim
€l0

gegeben. Es sei k € Py ein zuldssiger Punkt, an dem die Eigenwerte A ; (k) mit j € Z(k) einfach
und damit in einer offenen Umgebung um k differenzierbar sind. Die einseitige Richtungsablei-
tung existiert in diesem Fall und es gilt [36]

Y’ (& h) = max V fi(k)"h.

i€el(k)

Ein solcher Punkt ¥ kann nur dann ein lokales Minimum fiir das Problem (5.4) sein, wenn
Y (K;k—K)>0 Vi € Py (5.13)

gilt. Bedingt durch die Konvexitit der Menge Py ist jede Richtung 4 = «x — & eine zuldssige
Richtung in dem Sinne, dass & + €/ € P, fiir € € [0,1] sichergestellt ist.

Die Grundidee des Algorithmus besteht in der Nutzung einer durch

0160 = iy max (i) = ¥+ V" =) + Slk” =2

K*EPy €T

heP—{k} i€l

= min max (f,-(/c) — (k) + Vi) Th + %n”h”%) (5.14)

mit einem 1 > 0 gegebenen Optimalititsfunktion (engl. optimality function) zur Uberpriifung der
Bedingung (5.13) bzw. zur Bestimmung geeigneter Suchrichtungen

) = arg, min max () = 96+ V60 + Sl

heP—{k} i€l
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falls diese nicht erfiillt ist. Wenngleich (5.14) quadratische Terme enthilt, werden lediglich Infor-
mationen der ersten Ableitung genutzt und ¥ (k) + 6 (k) kann als Approximation erster Ordnung
eines lokalen Minimums angesehen werden, vgl. [99]. Beziiglich der gegebenen Problemstellung
ist zundchst zu bemerken, dass die in 6(x) auftretenden Gradienten existieren, sofern die Eigen-
werte fiir den betrachteten Punkt « einfach sind, wovon fiir die nachfolgenden Betrachtungen
zunichst ausgegangen wird. Die Sortierung der Eigenwerte ist wiederum irrelevant, da der be-
trachtete Ausdruck invariant gegeniiber Permutationen der Eigenwerte ist. Es kann festgestellt
werden, dass an einem entsprechenden Punkt k € P, stets

V(i h(k)) <0(k) <0

und O(k) = 0 genau dann gilt, wenn (5.13) erfillt ist [99]. Ist 8(x) < 0, so ist durch /(k) eine
zuldssige Abstiegsrichtung beziiglich der Funktion (k) gegeben. Dies ldsst sich unter Verwen-
dung der Definition der Richtungsableitung begriinden. Aus dieser folgt, dass fiir diesen Fall ein
€* € (0,1] existiert, so dass fiir alle 0 < € < €* die Beziehung

Yk +eh(i)) < ¥(x)
mit

K + €h(k) € Pr
erfiillt ist.

Der auf der Optimalititsfunktion 6(x) basierende Box-PPP-Algorithmus ist in Tabelle 5.1 ange-
geben. Beziiglich diesem sind zunichst einige generelle Anmerkungen angebracht. Das in (5.14)
formulierte Optimierungsproblem ist dquivalent zu dem konvexen quadratischen Optimierungs-
problem

. 1 * 2
min S —NjiK —K
min s+ Sl — 3

wd N fik) =¥ (k) + Vfi(k)' «*—k)<s,i€l (5.15)

Kk* € P,

zu dessen Losung auf eine Reihe hoch effizienter Algorithmen zuriickgegriffen werden kann. Ist
eine solche Losung x* bestimmt, entspricht 8 (k) dem Wert der Giitefunktion aus (5.15) an der ent-
sprechenden Stelle und es gilt 2(x) = «* — k. Mit der so bestimmten Suchrichtung ist aufgrund
der Konvexitit der zuldssigen Menge und der Tatsache, dass die Schrittweite £ stets kleiner eins
gewihlt wird, sichergestellt, dass fiir jede Iteration k) € P, gilt. Die Initialisierung des Algorith-
mus mit einem geeigneten Startwert k(¥ € P, stellt keine Schwierigkeit dar und es ist aufgrund
der lokalen Natur des PPP-Algorithmus generell empfehlenswert, eine Reihe verschiedener Start-
werte fiir eine gegebene Problemstellung zu nutzen. Wird beispielsweise ein beliebiges k € R?
gewihlt, kann ein zulédssiger Punkt als Projektion [18] auf die konvexe Menge P, unter Verwen-
dung der euklidischen Norm durch Losen des konvexen quadratischen Optimierungsproblems

min e - &3
K

u.d.N. « e P,
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Tabelle 5.1: Box-PPP-Algorithmus [99]

Wihle o, 8 € (0,1), n > 0 und einen Startwert k(¥ € P,. Setze i = 0.

1) Bestimme den Wert der Optimalititsfunktion 6 (x @) und die zugehorige
Suchrichtung /(k ®).
2) Falls 8(x®) = 0, Stopp. Andernfalls bestimme die Schrittweite

E(®) = argmax{f’ : Y + /(™)) — v (kD) — Braf(c®) < 0}
je

3) Setze kD = k@ 4 £ DYVh(k D), ersetze i durch i 4+ 1 und gehe zuriick
zu Schritt 1.

bestimmt werden.

Die Schritte des in Tabelle 5.1 beschriebenen Algorithmus sind fiir jeden Punkt definiert, fiir den
die Funktionen f;(x) differenzierbar sind, was im Fall einfacher Eigenwerte gegeben ist. Da dieser
Fall generisch vorliegt, stellt dies zunéchst keine groere Einschrinkung fiir die Verwendung des
Algorithmus dar. Es sind allerdings Probleme zu erwarten, wenn das Optimum, wie in Beispiel 5.2
illustriert, an einem Punkt mit mehrfachen Eigenwerten auftritt. Dies wird nachfolgend anhand der
betrachteten Anwendungsbeispiele illustriert.

Unter der Annahme einfacher Eigenwerte konnen auch andere Verfahren fiir Min-Max-Probleme
mit differenzierbaren Funktionen zur Suche nach Losungen des Problems verwendet werden. Ne-
ben der einfachen Implementierung ist die Beschreibung des Box-PPP-Algorithmus im Rahmen
dieser Arbeit allerdings vor allem durch Moglichkeiten der Anpassung der Vorgehensweise mo-
tiviert, durch welche bestimmte Spezialfille des Auftretens mehrfacher Eigenwerte beriicksich-
tigt werden konnen. In [99] findet sich neben der Beschreibung des Box-PPP-Algorithmus eine
entsprechende unbeschrinkte Variante [99, Algorithm 2.4.1] sowie eine Abwandlung dieser, der
sogenannte e-Active PPP-Algorithmus [99, Algorithm 2.4.34]. Letzterer beriicksichtigt in der Op-
timalitdtsfunktion nur die Funktionen f;(k) welche der erweiterten Menge der aktiven Indizes

T(k):={i €T: Y(Kk) — filK) < €}

mit € > 0 angehoren. Im Hinblick auf die Optimierung mit Funktionen der Eigenwerte ergeben
sich in einer entsprechend angepassten Problemformulierung an Punkten mit mehrfachen Eigen-
werte keine Schwierigkeiten, sofern diese nicht zu Elementen der erweiterten Menge der aktiven
Indizes gehoren. Zudem ergibt sich durch eine Reduzierung der betrachteten Indexmenge eine
Reduzierung der Anzahl der Ungleichungsnebenbedinungen fiir das in jedem Iterationsschritt zu
16sende konvexe quadratische Optimierungsproblem.

Eine dhnliche Anpassung einer Optimalitdtsfunktion wird in [15] im Zusammenhang mit der Mi-
nimierung der spektralen Abszisse fiir strukturbeschrinkte Ausgangsriickfithrungen vorgenom-
men. In dieser Quelle finden sich ebenfalls Formulierungen der Optimalitdtsfunktion unter Ver-
wendung des Clarke Subdifferentials [31], welche die Beriicksichtigung mehrfacher Eigenwerte
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erlaubt, deren algebraische und geometrische Vielfachheiten tibereinstimmen. In diesem Fall muss
allerdings zur Bestimmung der Suchrichtung anstatt eines quadratischen ein semidefinites Opti-
mierungsproblem gelost werden. Zudem wird zur Beschleunigung der Konvergenz eine weitere
Variante diskutiert, in der die konstant gewichteten quadratischen Terme in der Optimalitédtsfunkti-
on durch quadratische Terme mit einer positiv definiten Matrix ersetzt werden. Diese Matrix wird
in jeder Iteration des Algorithmus mittels BFGS-Anpassungen bestimmt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird auf den Versuch verzichtet, diese Anpassungen fiir den Box-PPP-
Algorithmus zu tibernehmen. Der Grund hierfiir ist, dass dieser in den betrachteten Beispielen
als Moglichkeit genutzt wird, von einem gegebenen Startwert aus schnellen Fortschritt beziiglich
der Reduzierung des Funktionswerts der Giitefunktion mit den wenig rechenintensiven Iterationen
dieses Algorithmus zu erzielen, bevor zu dem aufwéndigeren SQP-GS-Ansatz gewechselt wird.

SQP-GS Algorithmus

Der SQP-GS-Algorithmus [35] ist fiir die Suche nach lokalen Minima nichtkonvexer, nichtglatter
Probleme mit Nebenbedingungen ausgelegt, fiir welche die Giitefunktion sowie die Funktionen
zur Definition der Nebenbedingungen lokal Lipschitz-stetig und auf offenen und dichten Teilmen-
gen des Raums der Entwurfsvariablen R? stetig differenzierbar sind. Die Nebenbedingungen sind
hierbei durch Ungleichungs- oder Gleichungsbedingungen beziiglich entsprechender Funktionen
gegeben. Das Verfahren kombiniert einen S/; QP-Ansatz wie er fiir glatte Funktionen verwendet
wird, siehe z.B. [95], mit dem in [20] beschriebenen GS-Verfahren. Im Unterschied zu Verfahren
fiir glatte Funktionen, werden in jeder Iteration des Algorithmus zur Bestimmung der Suchrich-
tung nicht nur die Gradienten der Giitefunktion sowie der Funktionen der Nebenbedingung am ak-
tuellen Punkt «®, sondern im Allgemeinen an mindestens ¢ + 1 zusitzlichen Punkten bestimmt.
Diese zusitzlichen Punkte werden fiir jede der Funktionen anhand unabhéngiger und identisch
gleichverteilter Zufallsvariablen aus einer e-Umgebung

Be(k®) = {ic: |k — @, < €}

gewdhlt. Fiir die gewihlten Punkte ist prinzipiell sicherzustellen, dass die Funktionen an diesen
differenzierbar sind, was jedoch gemifl Voraussetzung fast iiberall im R? gegeben ist. Wie bei
entsprechenden SQP-Verfahren iiblich wird eine geeignete Straffunktion gewéhlt, welche die Gii-
tefunktion sowie die Funktionen der Nebenbedingungen beinhaltet. Die Bestimmung der Such-
richtung erfolgt unter Verwendung einer quadratischen Approximation dieser Straffunktion, wel-
che die zusitzlich bestimmten Gradienten verwendet. Uber die Iterationen des Algorithmus wird
der Radius € der Mengen B, (k®)) sukzessive reduziert mit dem Ziel, einen stationdren Punkt
der Straffunktion aufzuspiiren. Der gesamte Algorithmus inklusive der verwendeten Liniensuche
sowie der Strategie der Anpassung der auftretenden Parameter ist in [79, Algorithm 2.1] zusam-
mengefasst. Wenngleich der Nachweis der Konvergenz voraussetzt, dass die Giitefunkion sowie
Nebenbedingungen lokal Lipschitz-stetig sind, finden sich in [79] sowie auch [20] Kommentare
sowie Beispiele, die nahe legen, dass das GS-Verfahren auch fiir den Fall, dass diese Annahme
nicht erfiillt ist, vielfach sehr effektiv ist.
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Der wesentliche Nachteil des Verfahrens besteht im erhohten Aufwand durch die Notwendigkeit,
in jeder Iteration des Algorithmus Gradienten fiir eine Reihe von Punkten auswerten zu miis-
sen. Zudem erfordert die Bestimmung der Such- bzw. Abstiegsrichtung das Losen eines konvexen
quadratischen Optimierungsproblems, fiir welches die zu beriicksichtigenden Nebenbedingungen
ebenfalls von der Anzahl der zusitzlich betrachteten Punkte abhingen. Im Hinblick auf das Pro-
blem (5.4) kann der Aufwand insofern reduziert werden, als dass es fiir Funktionen, die im ge-
samten R? stetig differenzierbar sind, geniigt, nur den Gradient am jeweils betrachteten Punkt zu
beriicksichtigen. Dies ist fiir die affinen Funktionen der Gleichungs- und Ungleichungsnebenbe-
dingungen, die das Gebiet P, definieren, der Fall.

5.3 Anwendungsbeispiele

Um die Anwendung der betrachteten Methodik zur Maximierung von Dampfungsgraden von Ei-
genwerten zu illustrieren, werden zwei Beispielsysteme betrachtet. Zum Einen ist dies der bereits
in Abschnitt 2.2.3 beschriebene und ebenfalls in [134] als Beispiel genutzte Mehrmassenschwin-
ger mit geddmpften Tilgern. Als zweites Beispiel dient der im vorangegangenen Kapitel beschrie-
bene Balkenversuchsstand. Anstatt einer aktiven Regelung wird in diesem Fall ein passives elektri-
sches Netzwerk mit den piezoelektrischen Wandlern verbunden, dessen Komponenten geeignet zu
wihlen sind. Ein Entwurfsbeispiel fiir ein System hoherer Ordnung, eine Tragwerksstruktur, fiir
die ebenfalls geddmpfte Tilger unter Verwendung des Box-PPP-Algorithmus ausgelegt werden,
findet sich in [133].

Fiir die Losung der konvexen quadratischen Probleme zur Bestimmung der Suchrichtung fiir den
Box-PPP- sowie fiir den SQP-GS-Algorithmus wird Gurobi [52] verwendet. Dieser Loser hat in
allen Versuchen hervorragende Resultate hinsichtlich Zuverlédssigkeit und Effizienz gezeigt. Beide
Verfahren werden jeweils einzeln und in Kombination in dem beschriebenen zweistufigem Ansatz
genutzt. Bei Letzterem wird nach jeweils einhundert Iterationen des Box-PPP- zum SQP-GS-
Algorithmus gewechselt (PPP/SQP-GS). Neben dem Box-PPP-Algorithmus wird als mogliche
Wahl fiir die erste Phase das in der Funktion fimincon der Optimization Toolbox von MATLAB im-
plementierte SQP-Verfahren betrachtet. Die verschiedenen Algorithmen bieten jeweils eine Reihe
von Einstellmoglichkeiten, welche die mit diesen erzielten Ergebnisse beeinflussen. Als Beispiel
seien die Parametrierung der Schrittweitenbestimmung des Box-PPP-Algorithmus oder die Tole-
ranzen in den Abbruchbedingungen genannt. Auf den Grofteil dieser Einstellmoglichkeiten wird
im Folgenden nicht im Detail eingegangenen, wobei anzumerken ist, dass sich die dargestellten
Ergebnisse in dhnlicher Form auch bei Anpassung dieser Parameter gezeigt haben. Ein wesentli-
cher Parameter des SQP-GS-Verfahrens ist die Anzahl der zusitzlichen Gradientenauswertungen.
Diese wird fiir die Giitefunktion auf 4 - g eingestellt. Fiir die Nebenbedingungen geniigt, wie im
letzten Abschnitt erwéhnt, der Gradient am jeweils betrachten Punkt.

Dass insbesondere der SQP-GS-Algorithmus auch im Hinblick auf weitere Problemstellungen
mit Funktionen von Eigenwerten von Interesse ist, wird in Abschnitt 5.3.3 illustriert. In diesem
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Tabelle 5.2: Kennkreisfrequenzen w; und Dampfungsgrade ¢; des Fiinfmassenschwingers

i 1 2 3 4 5
w; in rad/s 16,4 31,6 44,7 54,8 61,1
Ci 8,18-107° 1,58-107* 224.107*% 2,74-107*% 3,05-10~*

Beispiel wird die Vorgabe mehrfacher Eigenwerte unter Verwendung der Giitefunktion (5.11) be-
trachtet.

5.3.1 Mehrmassenschwinger mit gedampften Tilgern

Ausgehend von der in in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Modellbildung fiir einen Fiinfmassen-
schwinger mit zwei geddmpften Tilgern wird das Entwurfsproblem der Auslegung der Feder-
steifigkeiten, Dampferkonstanten und Massen dieser beiden Tilger betrachtet. Fiir die Parameter
des Fiinfmassenschwingers wird m; = 1kg fiir die Massen, ¢; = 1 kN/m fiir die Federn sowie
d; = 0,01 Ns/m fiir die Dampfer, i = 1,...,5, gewihlt. Fiir das System ohne Zusatzmassen
ergeben sich die in Tabelle 5.2 dargestellten Kennkreisfrequnzen und Dampfungsgrade.

Beziiglich der Parameter der beiden Tilger wird das zulédssige Gebiet

0,1kg = mp; =0,5kg
0,15kN/m < ¢r; =< 1kN/m
0,0INs/m < dt; =< 15Ns/m

definiert. Zudem wird die Gesamtmasse der beiden Zusatzmassen durch die Bedingung
mty + mr < 0,5kg

auf 10% der Masse des urspriinglichen Systems limitiert. Es liegt somit ein Optimierungsproblem
mit sechs Variablen vor, die durch untere und obere Schranken sowie eine Ungleichung beschréankt
sind. Die normierten Variablen, siehe (2.29)-(2.31), werden im Vektor

T
K:[Kcl Kda1 Km1 K2 Kaz sz]

zusammengefasst. Fiir diese kann das zulédssige Gebiet in der Form

Pe =1k e R®: |« <11(K —|—K)<—i
K . oo —= 4 5 3 6) = 10
angegeben werden.

Es wird die Erhohung der Eigenwert-Dampfungsgrade im Bereich von w.;, = 20rad/s bis
Wmax = 60rad/s angestrebt. Mit dieser Wahl weicht das Entwurfsproblem von einem klassischen
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Bild 5.3: Abstand des Wertes der Giitefunktion zum besten ermittelten Wert iiber die Iteration
des (a) Box-PPP, (b) SQP, (c) SQP-GS und (d) PPP/SQP-GS-Verfahren fiir zehn verschiedene

Startwerte.

00

00

Tilgerentwurf insofern ab, als dass sich drei Moden im relevanten Frequenzbereich befinden, wel-

che durch die beiden Zusatzmassen zu beeinflussen sind. Die Kennkreisfrequenz der fiinften Mode
liegt zudem nur knapp oberhalb der oberen Schranke des definierten Bereichs. Fiir den Entwurf
wird das Optimierungsproblem (5.4) mit der Giitefunktion (5.9) und den entsprechenden Neben-
bedingungen betrachtet. Der Parameter y der Funktionen w; in (5.9) wird zu eins gewihlt.

Die verschiedenen Algorithmen werden mit zehn zufillig aus dem Gebiet [—1,1]® gewiihlten Start-

werten initialisiert. Der Verlauf des Abstands der Werte der Giitefunktion v/ (k) von dem besten
iiber alle Versuche bestimmten Wert ¥ (k*) = —8,995 - 102 ist in Bild 5.3 iiber die Iterationen
der vier Varianten, jeweils fiir alle zehn Startwerte, gezeigt. Die beste gefundene Losung liefert in
diesem Fall die Kombination des SQP-GS- und des Box-PPP-Algorithmus mit

T
K*=[—0,4821 0.1521 0.5 —0.7523 —0.7537 —1] .
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Bild 5.4: Ergebnisse des Entwurfs zur Erhohung der Dampfungsgrade. (a) Eigenwerte des
Systems ohne (0) und mit (x) Tilgern (b) Verlauf der groBten Singuldarwerte o (Gs(iw)) ()
und 6 (G (iw)) (—) des Systems ohne und mit Tilgern.

In der Rundung auf vier Nachkommastellen ist dies nicht zu erkennen, das erzielte Ergebnis ist
jedoch strikt zuldssig. Bedingt durch die Symmetrie der Anordnung liefert das Austauschen der
Parameter der beiden Zusatzmassen das gleiche Resultat beziiglich der Giitefunktion, welches
fiir alle zehn Versuche mit dem Box-PPP-, dem SQP-GS- sowie dem PPP/SQP-GS-Verfahren in
guter Naherung erzielt wird. Der verwendete SQP-Algorithmus zeigt fiir das betrachtete Problem
schlechtere Resultate als die anderen Varianten.

Den Einfluss der ermittelten Parameter auf das Systemverhalten illustriert Bild 5.4. In Bild 5.4a
sind die Eigenwerte des Systems mit und ohne den beiden Zusatzmassen dargestellt. Es ist zu
erkennen, dass der niedrigste Dimpfungsgrad im relevanten Frequenzbereich zu drei einfachen
Eigenwerten korrespondiert. In der Nédhe von «* entspricht die Giitefunktion dem Maximum dreier
differenzierbarer Funktionen, was die generelle Eignung des Box-PPP- sowie SQP-GS-Verfahrens
erklart. Bild 5.4b zeigt den Verlauf der groBten Singuldrwerte der Systeme G und G ohne bzw.
mit Zusatzmassen, vgl. Abschnitt 2.2.3, wobei als Eingénge auf die fiinf Massen des Systems
wirkende Krifte und als Ausgiinge die entsprechenden Geschwindigkeiten gewihlt werden.

5.3.2 Passive Schwingungsminderung mittels piezoelektrischer Wandler

Die geeignete Beschaltung piezoelektrischer Wandler mit passiven elektrischen Netzwerken zur
Minderung der Schwingungen flexibler Strukturen stellt eine interessante Anwendungsmoglich-
keit des Entwurfs zur Erhohung der Eigenwert-Dampfungsgrade dar. Als Beispiel dient der bereits
im vorangegangenen Kapitel betrachtete Balkenversuchsstand. Statt jedoch beide piezoelektri-
schen Wandler an den Piezoverstirker anzuschlieffen, wird einer der Wandler mit einem elektri-
schen Netzwerk verbunden. Das zweite Piezoelement bleibt mit dem Verstéirker verbunden und
wird zum Einbringen einer definierten Storung in das System verwendet. Schematische Darstel-
lungen des Balkenabschnitts mit den beiden piezoelektrischen Wandlern und das lineare elek-
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Bild 5.5: Schematische Darstellung eines Piezoelementes mit angeschlossener Admittanz (a)
und elektrisches Ersatzschaltbild [91] (b)

trische Ersatzschaltbild des Wandlers mit angeschlossenem elektrischem Netzwerk [38, 91] sind
in Bild 5.5 gezeigt. Hierbei bezeichnet v, die Spannung, die durch die Bewegung der Struktur
beziehungsweise aufgrund der sensorischen Eigenschaften der Wandler erzeugt wird und C, die
Kapazitit des Piezoelements.

Ein Uberblick von Verfahren zur Synthese elektrischer Netzwerk, die geeignet sind, eine oder
mehrere Moden eines solchen Aufbaus zu ddmpfen, sowie weiterfithrende Literatur findet sich in
[91]. Wird ein einfaches Netzwerk mit dem piezoelektrischen Wandler verbunden, beispielsweise
eine Reihenschaltung eines Widerstands und einer Spule, das mit der Kapazitit des Piezoele-
ments einen elektrischen Schwingkreis bildet, kann dieser geeignet eingestellt werden, um eine
Mode der Struktur zu dampfen [53]. Fiir schwach geddmpfte Strukturen lassen sich in diesem
Fall einfache Einstellregeln fiir den auszulegenden Schwingkreis angeben [73]. Erweiterungen
dieser Vorgehensweise fiir den Fall, dass mehrere Moden mit einem Element geddmpft werden
sollen, werden beispielsweise in [11] beschrieben. Mit steigender Komplexitit des verwendeten
Netzwerks beziehungsweise mit einer steigenden Anzahl von Moden, die von diesem gedimpft
werden sollen, ist es sinnvoll, zu einer numerischen Optimierung der Parameter des Netzwerks
iberzugehen, siehe beispielsweise [91, 60, 42].

Im Folgenden wird zuniéchst die Vorgehensweise zur Erstellung eines geeigneten Modells des be-
trachteten Systems beschrieben, um anschlieBend das Ergebnis einer Optimierung der Parameter
eines entsprechenden elektrischen Netzwerks mit dem in diesem Kapitel beschriebenen Verfahren
zu beschreiben. Fiir das Netzwerk wird dabei eine Anordnung verwendet, die geeignet ist, die
Déampfungsgrade zweier Moden des Balkens zu erhohen.
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Modellbildung

Bei der im vorangegangenen Kapitel beschriebenen Modellbildung des Balkenversuchsstands
liegt der Fokus auf der analytischen Herleitung einer Systembeschreibung, die in der Lage ist,
die Abhingigkeit von sich dndernden Messpositionen abzubilden. Bei dem in diesem Abschnitt
betrachteten Beispiel beinhaltet die Struktur, bestehend aus dem Balken und den symmetrisch an-
geordneten piezoelektrischen Wandlern, keine Freiheitsgrade, die im Entwurf zu beriicksichtigen
sind. Insofern kann an dieser Stelle eine deutlich weniger aufwendige Art der Modellbildung ge-
wiihlt werden. Die im Folgenden kurz beschriebene Vorgehensweise zur Erstellung eines linearen
Modells des Aufbaus ist [91] entnommen, worauf fiir ausfiihrlichere Erlduterungen verwiesen sei.
Um eine weiterfithrende Recherche mit der genannten Quelle zu erleichtern, wird weitestgehend
die dort verwendete Notation iibernommen.

Ausgangspunkt der Betrachtungen zur Modellbildung ist das elektrische Ersatzschaltbild des Pie-
zoelements in Bild 5.5b. Aus dieser Darstellung kdnnen die Beziehungen

i(s) = —=sC, (v(s) + vp(s)) (5.16)
i(s) =Y(s)v(s) (5.17)

im Laplace-Bereich abgeleitet werden. Wird mit G, (s) die Ubertragungsfunktion der Storung w
auf die Spannung v, bei kurzgeschlossenen Klemmen des Piezoelements, d.h. fiir

Z(s)=1/Y(s) =0,

und mit G, (s) die Ubertragungsfunktion von der iiber den Klemmen des Elements anliegenden
Spannung v auf die Spannung v, bezeichnet, gilt

Vp(8) = Gy (s)v(s) + Gy (s)w(s). (5.18)
Einsetzen von (5.17) in (5.16) liefert
Y(s)v(s) = —sC, (v(s) + vy(s))

Y
s(CSp) v(s) — vp(s),

&S v(s) = —

so dass sich in Verbindung mit (5.18) der in Bild 5.6 als Blockschaltbild dargestellte Zusammen-
hang ergibt. In der gezeigten Darstellung kann der Ausdruck

T Y(s)
ﬁ—Fl

als zu entwerfender Regler in einer klassischen Riickfiithrungsstruktur aufgefasst werden, wobei
diese Interpretation im Hinblick auf das im Folgenden verwendete Entwurfsverfahren nicht beno-
tigt wird.

Da fiir das in diesem Kapitel diskutierte Entwurfsverfahren nur die Dynamik des geschlosse-
nen Regelkreises von Interesse ist, reicht es aus, Modelle des Ubertragungsverhaltens G,y (s) und
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Bild 5.6: Struktur der Riickfithrung fiir den piezoelektrischen Wandler mit angeschlossenem

elektrischen Netzwerk

der Admittanz Y (s), sowie den Wert der Kapazitit C, zu bestimmen. Hinsichtlich einer geeig-
neten Identifikation dieser Groflen fiir den gegebenen Aufbau erweist sich jedoch auch das in
Bild 5.6 gezeigte Ein-/Ausgangsverhalten als niitzlich. Die Ubertragungsfunktion G, (s) beinhal-
tet die Dynamik des Balkens, fiir welche wieder eine endlich-dimensionale Approximation

N 2
G (s) = ; o 2§jaf)js Tt dyy
[0 1 0 0 ]
—CUIZ —28 1w, 0 b1
N 0 0 1 0
0 —wy —2inon | ¢
| P 0 N 0 dyy

. Avv bvv (5 19)
o c:/rv dVV .

angesetzt wird. Die spezielle Gestalt dieser Ubertragungsfunktion motiviert sich aus der kollo-
kierten Natur des betrachteten Ubertragungsverhaltens [91, 100]. Mittels des Durchgriffsterms
d,y wird der Einfluss der in der Approximation vernachlissigten Moden des kollokierten Systems
als rein statischer Effekt modelliert.



5.3 Anwendungsbeispiele 113

Als Besonderheit der symmetrischen Anordnung der piezoelektrischen Wandler auf der Ober- und
Unterseite des Balkens gilt G, (s) = —Gy,(s) und somit

Gl
" = R G

_va ('S)
= w
1+ K(s)Gyw(s)

(s).

Hieraus kann ein einfacher Aufbau zur experimentellen Ermittlung des Frequenzgangs der Uber-
tragungsfunktion G, (s) abgeleitet werden. Bei offenen Klemmen, Y (s) = 0, gilt

Gy (s)
V(s) = —vp(s) = ————w(s) =: H(s)w(s).
() = =0%0) = {3 GO = HOWE)
Wird bei Anregung iiber die Spannung w die Spannung v bei offenen Klemmen gemessen, bezie-
hungsweise der Frequenzgang H (iw) experimentell ermittelt, kann mit diesem ein nichtparame-

trisches Modell des eigentlich benétigten Frequenzgangs
Gonlicr) = 10
1 - H(iw)

bestimmt werden. Liegt ein nichtparametrisches Modell in Form des Frequenzgangs G(iw) vor,
werden die freien Parameter der Realisierung der Ubertragungsfunktion G,,(s) auf diesen ange-
passt. Hierfiir wird, wie in [91] vorgeschlagen, eine zweistufige Vorgehensweise gewihlt. Fiir die
eigentliche Anpassung der Parameter wird das in der System Identification Toolbox von MATLAB
implementierte Verfahren zur Minimierung des Vorhersagefehlers (Prediction-Error Method), sie-
he auch [81], verwendet. Da hierbei ein nichtkonvexes Optimierungsproblem zu 16sen ist, tragt die
Wahl geeigneter Startwerte wesentlich zum Gelingen des Verfahrens bei. Zum Auffinden solcher
Startwerte wird zunédchst mittels einer Subspace-Methode ein Modell in Zustandsraumdarstellung
ermittelt, ohne dessen Struktur zu beschrinken. Die Kennkreisfrequenzen und Dampfungsgrade
der Eigenwerte des resultierenden Modells dienen als Startwerte fiir die Anpassung der entspre-
chenden Parameter des in (5.19) gegebenen Zustandsraummodells.

Zur Identifikation wird der Bereich von 50 bis 4500 rad/s betrachtet, in dem sich die ersten fiinf
Moden des Balkens befinden. Das Ergebnis der Parameteridentifikation fiir ein Modell mit der
Ordnung N = 5 der Approximation beziehungsweise zehn Zustinden ist in Bild 5.7 in Form der
Amplitudengiinge von Modell und Messung gezeigt. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich eine
sehr gute Ubereinstimmung zwischen Modell und Messung ergibt. Die Kennkreisfrequenzen und
Diampfungsgrade des identifizierten Modells sind in Tabelle 5.3 gegeben. Ein Vergleich mit den
in Abschnitt 4.3.1 ermittelten Werten ldsst gewisse Abweichungen erkennen. Diese lassen sich
unter anderem mit kleineren konstruktiven Anpassungen zwischen den beiden Versuchen erkla-
ren. Zudem ist der hier gewihlte Ansatz etwas weniger restriktiv hinsichtlich der Abstimmung der
Kenngroflen einzelner Moden, als die aus der analytischen Modellbildung resultierende System-
beschreibung, womit sich eine bessere Ubereinstimmung von Messung und Modell ergibt.

Zur Bestimmung eines geeigneten Schitzwerts fiir die Kapazitit C, wird ein definierter Wider-
stand, hier R, = 15k€2, an die Klemmen des piezoelektrischen Wandlers angeschlossen und die
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Bild 5.7: Vergleich der Amplitudengénge der Messung Gy (iw) (—) und des identifizierten
Modells Gy (iw) (---)

Tabelle 5.3: Kennkreisfrequenzen und Dimpfungsgrade des identifizierten Modells

j 1 2 3 4 5

wjinrad/s | 85,88  503,7 1328 2479 4032
i 0,17% 0,174% 0,216% 0,107% 0,068%

Spannung iiber diesem Widerstand bei einer Anregung iiber das zweite Element gemessen. Das
vom Modell pridizierte Ubertragungsverhalten fiir diese Wahl der Ein- und AusgangsgroBen kann
wiederum in einfacher Weise aus dem Blockschaltbild 5.6 abgelesen werden. Es gilt

_ K(5)Guw(s)
O Re)6um "
mit
~ 1
K(s) = ———
stlRm + 1

Eine einfache Kurvenanpassung der resultierenden Frequenzgéinge aus Messung und Modell, sie-
he Bild 5.8, liefert den Wert C,, = 34,5nF.

In Anlehnung an [60] wird als Struktur des elektrischen Netzwerks zur Erhohung der Dampfung
zweier Moden des Balkens die in Bild 5.9 dargestellte Parallelschaltung einer RL- sowie einer
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Bild 5.8: Vergleich der Amplitudenginge von der Anregung w auf die Spannung v aus Mes-
sung (——) und identifiziertem Modell (---) fiirr Y(s) = 1/ Ry,
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Bild 5.9: Schematische Darstellung des verwendeten elektrischen Netzwerks

RLC-Reihenschaltung gewihlt. Eine Darstellung der resultierenden Admittanz ist durch

- e .
—L—i 0 0 I;
0 % _1|_L
Y(s) = 1L2 L, | L
0 & 0 0
1 1 0 0
Ay | b
= | == (5.20)

T
ey | O

gegeben. Die Zustinde der damit gegebenen Zustandsraumdarstellung sind die Strome in den bei-
den Zweigen sowie die Spannung iiber dem Kondensator C,. Als Freiheitsgrade im Entwurf stehen
die Werte fiir die Widerstande R; und R, die Induktivitidten L, und L, sowie die Kapazitit C,
zur Verfiigung. Offensichtlich sind die Eintrdge der Matrizen der gegebenen Zustandsraumdar-
stellung wiederum rationale Funktionen der Parameter.
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Ist lediglich die Dynamik des Systems mit angeschlossenem elektrischen Netzwerk von Interesse,
ist es naheliegend, diese direkt als Verkniipfung eines die Struktur mit piezoelektrischen Wandlern
reprasentierenden Modells und der Admittanz des Netzwerks darzustellen. Die Eingangsgrofie
eines solchen Modells ist der Strom i und die Ausgangsgrofe die Spannung v. Die gesuchte
Systemdarstellung kann direkt aus Bild 5.6 abgelesen werden, wenn dieses vor beziehungsweise
hinter der Admittanz Y (s) aufgetrennt wird. Mit der Realisierung des Ubertragungsverhaltens
G (s) aus (5.19)

Xy = Avv-xvv + bvvv

T
Vp = Cy Xyy + dyyV

ergibt sich die um einen Integrator, beziehungsweise um die Ladung ¢, geeignet erweiterte Sys-
temdarstellung

Koy Aw—boy (1 +dw) el —by(1+dy)" - & Yoo |, 0.
= p 1
q 0 0 q 1

v:[—(l—i-de)—lchv —(1+dvv)—1_cl}|:xw j|
' q

Die Verkniipfung mit der zum Ubertragungsverhalten Y (s) korrespondierenden Zustandsraum-
darstellung gemif (5.20)

).CY = AYxY + va

i = cyXy

liefert die Beschreibung

Xyy Aw —by (1 + dvv}_1 Cgv by (1 + dvv)_l ) CLP 0 Xyy
q = 0 0 c$ q (5.21)
Xy —by (1 +dw) el —by(l+dy)" - & Ay Xy

der Dynamik des resultierenden Systems ohne duflere Anregung.

Zum Abschluss der Ausfithrungen hinsichtlich der Modellbildung beziehungsweise der Parame-
teridentifikation ist noch eine Anmerkung im Hinblick auf die hier gegebene Anordnung mit zwei
gleichartigen Piezoelementen auf der Ober- und Unterseite der betrachteten Struktur angebracht.
Wird in der Anwendung ein Aufbau mit nur einem Element betrachtet, kann ein geeignetes Mo-
dell aus Messungen der Spannung und des Stroms beziehungsweise der Ladung an einem Element
bestimmt werden. Ausfiihrliche Diskussionen der sich ergebenden Modellstrukturen fiir unter-
schiedliche Kombinationen von Ein- und Ausgangsgroflen sowie fiir die Betrachtung mehrerer
Piezoelemente finden sich in [91].
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Parameteroptimierung und experimentelle Verifikation

Zur Auslegung des elektrischen Netzwerks aus Bild 5.9 sind die Werte der Widerstinde R; und
R,, der Induktivititen L; und L, sowie der Kapazitit C, geeignet zu wihlen. Als zuldssige
Bereiche werden

02 =< R; <10k
02=< R, =10k
I0OH=< L; =<100H
IOH< L, =<100H
10nF < C, <100nF

vorgegeben. Die Systemmatrix der Zustandsraumdarstellung (5.21) ist eine rationale Funktion
dieser Parameter der Admittanz Y(s) nach (5.20). Das Entwurfsproblem kann somit in die in
dieser Arbeit genutzte Darstellung mit einer strukturbeschrinkten Ausgangsriickfiihrung tiberfiihrt
werden, deren Eintriige den Elementen eines Vektors k € R> entsprechen. Mit einer geeigneten
Normierung hat die fiir diesen Vektor zulidssige Menge die Form

P = {KERS koo = 1}.

Fiir den Entwurf zur Erhohung der Eigenwert-Dampfungsgrade wird mit w,,;, = 300rad/s bis
®Wmax = 1500rad/s ein die zweite und dritte Mode des Balkens umfassender Bereich als relevan-
tes Frequenzband definiert. Der Parameter ¢ der Funktionen y; in (5.9) wird zu eins gewihlt. Wie
im vorherigen Beispiel wird die Parameteroptimierung mit den Box-PPP-, SQP-, SPQ-GS- und
PPP/SQP-GS-Ansiitzen fiir zehn zufillig aus dem Gebiet [—1,1]° gewiihlte Startwerte durchge-
fiihrt. Das beste Ergebnis ¥ (k*) = —2,6662-10~2 wird wiederum von der PPP/SQP-GS-Variante
erzielt. Der ermittelte Vektor k* entspricht den Werten

R, =811,34Q2, R, =6789,62, Ly =45,77H, L, = 39,85H und C, = 33,12nF

fiir die auszulegenden Komponenten des Systems. Mit diesen Parametern ergeben sich fiir das
System (5.21) vier Paare konjugiert komplexer Eigenwerte im relevanten Frequenzbereich, siehe
Tabelle 5.4. Alle vier Paare weisen dhnliche Ddmpfungsgrade auf, was typisch fiir das Ergebnis
der Min-Max Optimierung ist. Zudem liegen die Eigenwerte paarweise sehr dicht beieinander, was
wiederum typisch fiir die Optimierung von Eigenwert-Ddmpfungsgraden im Zusammenhang mit
der Auslegung mechanischer, oder wie in diesem Fall, elektrischer Schwingungstilger ist, wenn
jeweils ein Tilger auf eine Mode des Systems abgestimmt wird, vgl. Beispiel 5.2. Fiir das an dieser
Stelle betrachtete System ist die hohe Konditionszahl (~ 10!°) der Matrix der Eigenvektoren des
geschlossenen Regelkreises (5.21) ein Indiz fiir ein ebensolches Verhalten. Die sich hieraus im
Hinblick auf die Parameteroptimierung ergebenden Schwierigkeiten illustriert der in Bild 5.10
gezeigte Verlauf des Abstands der Werte der Giitefunktion ¥ (k) vom niedrigsten erreichten Wert
¥ (k™) tiber die Iterationen der vier betrachteten Algorithmen. Nur die beiden Varianten die den
GS-Ansatz verwenden erreichen reproduzierbar den besten gefunden Parametersatz, wobei hierfiir
mit der PPP/SQP-GS-Variante wiederum deutlich weniger Iterationen benotigt werden.
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Tabelle 5.4: Eigenwerte, Kennkreisfrequenzen und Dampfungsgrade des Systems mit ange-
schlossenem elektrischen Netzwerk im Bereich von 300 bis 1500 rad/s.

Eigenwerte Kennkreisfrequenz in rad/s Dadmpfungsgrad
—13,4150 £1502,9714 503,1503 26,6621 - 1073
—13,4173 £1503,0589 503,2378 26,6620 - 1073
—35.4716 £11329,9386 1330,4115 26,6622 - 1073
—35.4777 £11330,1757 1330,6488 26,6619 - 1073
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Bild 5.10: Abstand des Wertes der Giitefunktion zum besten ermittelten Wert tiber die Iterati-
on des (a) Box-PPP, (b) SQP, (¢) SQP-GS und (d) PPP/SQP-GS-Verfahrens fiir zehn verschie-

dene Startwerte.
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Bild 5.11: Realisierung des elektrischen Netzwerks zur Schwingungsminderung. (a) Sche-

matische Darstellung der Operationsverstidrkerschaltung als Ersatz fiir die Induktivitiiten. (b)
Aufbau der Schaltung aus [64].

AbschlieBend soll das Ergebnis der Parameteroptimierung am Versuchsstand validiert werden. Ei-
ne Schwierigkeit im Hinblick auf die Realisierung des elektrischen Netzwerks mit den ermittelten
Bauteilwerten stellen die hohen Werte der Induktivititen dar. Diese sind fiir Versuchsanordnun-
gen der gegebenen Art, und insbesondere bei der Beeinflussung von Moden mit relativ niedrigen
Kennkreisfrequenzen, typisch, siehe [60, 91]. Eine iibliche Vorgehensweise beim Aufbau entspre-
chender Schaltungen ist das Verwenden von Schaltungen mit Operationsverstiarkern, die das Ver-
halten der Induktivititen nachbilden [91]. Ein Beispiel fiir eine solche Schaltung ist in Bild 5.11a
dargestellt. Die Impedanz der Anordnung ist durch

CLRLIR13R14

Zi(s)=s
t Ry,

gegeben, vgl. [109]. Fiir die Nutzung am betrachteten Versuchsstand wurde eine Schaltung zur
Realisierung des elektrischen Netzwerks aus Bild 5.9 unter Verwendung dieser Operationsver-
starkerschaltungen im Rahmen einer studentischen Arbeit aufgebaut und getestet [64]. Diese ist
in Bild 5.11b dargestellt und erlaubt es, die gewiinschten Werte fiir die Widerstdnde und Induk-
tivitdten iiber Potentiometer einzustellen. Die Einstellung der Kapazitét ist in verschiedenen, fest
vorgegebenen Stufen vorgesehen. Allerdings ist ein Kondensator mit einer Kapazitdt von 33 nF
verfiigbar, was in guter Niherung mit dem ermittelten Wert iibereinstimmt.

Wie gut das auf diese Weise realisierte elektrische Netzwerk das erwartete Verhalten nachbildet
ist in Bild 5.12 dargestellt. Zu sehen sind die Amplitudenginge aus Messung und Modell fiir das
Ubertragungsverhalten von einer Anregung iiber das zweite Piezoelement auf die Spannung an
den Klemmen des elektrischen Netzwerks. Die Auswirkung der Erhhung der Dampfungsgrade
wird in Bild 5.13 anhand der Amplitudengénge der entsprechenden Anregung auf die wiederum
mittels eines Laser-Wegmesssensors gemessenen Auslenkung des Balkens illustriert.
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Bild 5.12: Vergleich der Amplitudengénge (w +— v) aus Messung (——) und Modell (---)
fiir das System mit angeschlossenem elektrischen Netzwerk.
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Bild 5.13: Vergleich der Amplitudengénge von der Anregung w auf die Auslenkung am Bal-
kenende fiir das Piezoelement mit kurzgeschlossenen Klemmen (——) sowie angeschlossenem

elektrischen Netzwerk (---).
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5.3.3 Vorgabe mehrfacher Eigenwerte

Fiir die Demonstration der Anwendung des SQP-GS-Verfahrens auf die Giitefunktion (5.11) wird
das in [24, Example 7] gegebene System mit zuféllig gewidhlten Eintrdgen in den System- und
Eingangsmatrizen verwendet, das in Abschnitt 3.4.1 ebenfalls als Beispiel fiir den Entwurf von
Zustandsriickfithrungen dient. Das betrachtete System weist acht Zustéinde und drei Eingangsgro-
Ben auf. Anstatt alle Zustandsgroflen zuriickzufiihren werden nur die ersten drei Zustédnde fiir eine
Ausgangsriickfithrung verwendet. Es werden zwei Konfigurationen

—0,1778 —0,1778
—0,5113 +10,1013 —0,1778
—0,5113 —i0,1013 —0,1778
A 0,5628 nd 20 0,5628
0,6297 + 10,5605 0,6297 + 10,5605
0,6297 — 10,5605 0,6297 — 10,5605
1.2715 40,3923 1,2715 40,3923
| 1.2715-10,3923 | | 1,2715-i0,3923 |

fir die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises vorgegeben. Erstere entspricht der im ur-
spriinglichen Beispiel verwendeten Konfiguration, wihrend die zweite einen mehrfachen reellen
Eigenwert aufweist.

Die Entwurfsaufgabe besteht in der Auslegung eines Reglers K € R3*3 bzw. eines Vektors
k = vec(K) € R’ fiir dessen Eintriige keine Beschrinkungen definiert werden. Zur Suche nach
Losungen des Polvorgabeproblems basierend auf (5.11) wird zum Einen das in der Funktion eO4uc
der NAG-Bibliothek [120] implementierte SQP- sowie das SQP-GS-Verfahren verwendet. Fiir
beide Algorithmen wird jeweils k = 0 als Startwert verwendet. Tabelle 5.5 zeigt die sich ergeben-
den Abweichungen von den vorgegebenen Eigenwerten gemdf (4.22). Es zeigt sich, dass beide
Algorithmen fiir die Konfiguration ksl) mit einfachen Eigenwerten gute Ergebnisse liefern, wo-
bei sich fiir das SQP-Verfahren geringere Abweichungen ergeben. Letzteres ist sicherlich unter
anderem von den fiir die Algorithmen verwendeten Abbruchkriterien abhéngig.

Fiir A(® kehrt sich dieses Ergebnis um und der SQP-GS-Algorithmus erzielt eine hohere Priizision,
wenngleich sich eine allgemein grofere Abweichung ergibt. Dies ist in Bild 5.14 veranschaulicht.
Von diesem Fall ldsst sich sicherlich keine allgemeine Aussage beziiglich der Leistungsfihigkeit
der Verfahren ableiten, da diese, wie in Abschnitt 4.1.3 diskutiert, ebenfalls stark von den Da-
ten der Problemstellung abhiingig ist. Eine Reihe von Tests mit verschiedenen zufillig erzeugten
Systemen zeichnen aber zumindest ein dhnliches Bild.
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Tabelle 5.5: Abweichungen von den fiir den geschlossenen Regelkreis vorgegebenen Eigen-

wertkonfigurationen
‘ Abweichung € fiir Asl) Abweichung e fiir kgz)
SQP 8,511-1078 2,019-1071
SQP-GS 1,05-10 6,027 - 1073
0,6 T T T ® T 016 T T T 6 T
0.4 | ® 0,4 &
o o
0,2 |- | 0,2 |- -
®
E op 80 o806 o | E 0p o o oXO O |
®
—0.2 |- 4 =02} |
0 o
—0,4| 8  —04| 8
_0’6 | | | ® | _0’6 | | | Q |
-0,5 0 0,5 1 -0,5 0 0,5 1
Re Re

(a) (b)
Bild 5.14: Eigenwerte der Strecke (¢) sowie des mit dem SQP (0) und dem SQP-GS (x) Verfah-

ren bestimmten geschlossenen Regelkreises im Vergleich mit den vorgegebenen Eigenwerten
() fiir () 28" und (b) 18

5.4 Zusammenfassung

Die in diesem Kapitel vorgestellten Methoden greifen Ansitze auf, die erfolgreich fiir die Opti-
mierung von Funktionen von Eigenwerten, speziell der Minimierung der spektralen Abszisse und
des spektralen Radius, eingesetzt werden. Es wird gezeigt, wie sich diese fiir das Entwurfsproblem
zur Erhohung von Eigenwert-Dampfungsgraden in gegebenen Frequenzbidndern anpassen lassen.
Als giinstige Vorgehensweise hat sich in diesem Zusammenhang der GS-Ansatz erwiesen, der
im Rahmen des SQP-GS-Algorithmus auf Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen ange-
wendet werden kann. Insbesondere die Kombination dieses vergleichsweise rechenintensiven An-
satzes mit einem Verfahren, das ausgehend von einem gegebenen Startwert schnellen Fortschritt
erzielt, hat in der Anwendung iiberzeugende Resultate geliefert. Von Interesse fiir weiterfithren-
de Betrachtungen ist in diesem Zusammenhang sicherlich ein Vergleich mit weiteren Verfahren,
die fiir Probleme mit nichtglatten Funktionen geeignet sind. Als Beispiel fiir ein solches sei das
ebenfalls von den Autoren der Verdffentlichung zum SQP-GS-Algorithmus in einem kiirzlich er-
schienenen Artikel beschriebene BFGS-SQP-Verfahren genannt [34].
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Syntheseverfahren zur gezielten Beeinflussung der Eigenwerte des ge-
schlossenen Regelkreises mittels strukturbeschrinkter Riickfithrungen vorgestellt. Die verschie-
denen Entwurfsmethoden erweitern bekannte Verfahren zur Vorgabe der Eigenstruktur, der Pol-
bzw. Polbereichsvorgabe sowie der Erhohung von Eigenwert-Dampfungsgraden. Im Fokus stehen
hierbei Anwendungen, bei denen beeinflussbare Parameter in verschiedenen Komponenten des
geschlossenen Regelkreises zu beriicksichtigen sind, wofiir die betrachteten Entwurfsprobleme
strukturbeschrénkter, statischer Ausgangsriickfithrungen einen geeigneten Rahmen bilden.

Die Anwendungsgebiete der unterschiedlichen Ansitze lassen sich unter anderem beziiglich Art
und Anzahl der im Entwurf zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade bzw. der Art der Strukturbe-
schrinkungen unterscheiden. So setzt das in Kapitel 3 beschriebene, parametrische Verfahren die
Kenntnis des gesamten Zustandsvektors voraus. Freiheitsgrade, die in Form beeinflussbarer Para-
meter der Regelstrecke vorliegen, fiigen sich in gut interpretierbarer Weise in die parametrische
Darstellung eines Reglers zur Vorgabe der Eigenstruktur des geschlossenen Regelkreises ein und
erlauben eine Verbesserung der erreichbaren Regelgiite.

Die direkten Ansitze zur Polvorgabe gestatten hingegen die Behandlung von Problemstellungen
mit deutlich restriktiveren Beschrankungen der betrachteten Riickfithrung. Konzeptionell heben
diese zudem die Trennung zwischen den Freiheitsgraden des Reglers und der Regelstrecke auf,
die im Falle des Verfahrens zur Auslegung von Zustandsriickfithrungen noch unterschieden wer-
den. Wenngleich, bedingt durch die Eigenschaften der im Zusammenhang mit diesen Verfahren
formulierten Optimierungsprobleme sowie der verwendeten Loser, das Auffinden einer Losung
des Polvorgabeproblems nicht garantiert ist, zeigen diese Verfahren fiir eine Vielzahl praktisch
relevanter Problemstellungen iiberzeugende Resultate. Insbesondere durch die Option, anstatt die
Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises fest vorzugeben, zulédssige Bereiche zu definieren,
besteht zudem die Moglichkeit Aufgabenstellungen zu behandeln, bei denen die zur Verfiigung
stehenden Freiheitsgrade fiir eine exakte Polvorgabe unzureichend sind. Zur Beriicksichtigung
zusitzlicher Regelungsziele, unter Wahrung der durch die Eigenwerte gegebenen Dynamik des
geschlossenen Regelkreises, hat sich der vorgestellte zweistufige Entwurf als zielfithrend erwie-
sen.

Das Hauptaugenmerk der Vorgehensweise zur Erhohung von Ddmpfungsgraden von Eigenwerten
liegt auf Anwendungen, die nur eine sehr eingeschrinkte Beeinflussung des betrachteten Systems
zulassen, wie es beispielsweise bei der Minderungen von Strukturschwingungen mittels passiver
Elemente der Fall ist. Hier ergibt sich ein einfaches Verfahren, bei dem ein Anwender im Allge-
meinen lediglich den relevanten Frequenzbereich wihlt. Speziell fiir komplexere Strukturen, die
Systembeschreibungen hoher Ordnung erfordern, ist dies der Vorgabe spezifischer Regionen fiir
einzelne Eigenwerte vorzuziehen. Die im Zusammenhang mit dieser Methodik diskutierten Be-
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sonderheiten hinsichtlich der Optimierung mit Funktionen von Eigenwerten sowie die Losungs-
ansitze mittels Verfahren fiir nichtkonvexe, nichtglatte Optimierungsprobleme sind jedoch von
generellem Interesse, was durch das gegebene Beispiel zur Vorgabe mehrfacher Eigenwerte il-
lustriert wird. In diesem Kontext bietet sich die Betrachtung weiterer Verfahren fiir nichtglatte
Optimierungsprobleme sowie ein ausfiihrlicher Vergleich mit iterativen Ansétzen zur Losung des
Polvorgabeproblems, die unabhingig von der Vielfachheit der vorgegebenen Eigenwerte auf ein
Optimierungsproblem mit differenzierbaren Funktionen fiihren, fiir nachfolgende Arbeiten an.

Neben der Beschreibung der Syntheseverfahren liegt ein Schwerpunkt dieser Arbeit darauf, deren
Tauglichkeit fiir Entwurfsprobleme aus dem Bereich des integrierten Regler- und Strukturentwurfs
zu betrachten. Wesentlich fiir die erfolgreiche Anwendung der Verfahren in der Praxis ist insbe-
sondere, dass der Einfluss der Freiheitsgrade im Strukturentwurf auf das Systemverhalten durch
das verwendete Modell akkurat beschrieben werden kann. Dies setzt im Allgemeinen eine ge-
eignete Kombination von Methoden der analytischen sowie experimentellen Modellbildung bzw.
Systemidentifikation voraus, was anhand der ausfiihrlich diskutierten Entwurfsbeispiele zur ak-
tiven sowie passiven Schwingungsminderung an einem Balkenversuchsstand demonstriert wird.
Der hohe Grad der Ubereinstimmung zwischen modelliertem und experimentell ermitteltem Ver-
halten der geregelten Systeme kann als Beleg fiir die Eignung der beschriebenen Ansétze angese-
hen werden.
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A Eigenwerte linearer dynamischer Systeme

Die folgenden Ausfiihrungen dienen als kurze Erlduterung zu entsprechenden Passagen im Haupt-
text. Wenngleich an diesen Stellen jeweils geeignete Quellen referenziert sind, erscheint es zweck-
miBig einige bekannte Resultate zu Eigenwerten im Allgemeinen sowie deren systemdynamischer
Bedeutung in kompakter Form anzugeben.

Gegeben sei eine Matrix 4 € R™". Bekanntermalien existiert eine invertierbare Matrix V €
C™", positive Zahlen v und ny, ..., n, mit Z;;l n; = n sowie skalare A, ..., A, € C, so dass

AV =VJ (A.1)
mit J = diag(J,, (A1), ..., Ju,(A,) und den Jordanblocken

A

Je(L) = € Ok

A

gilt [61, Theorem 3.1.11]. Dies ist die Aussage beziiglich der Existenz der Jordanschen Nor-
malform einer beliebigen Matrix. Diese Zerlegung ist, bis auf Permutationen der Jordanblocke,
eindeutig und die Spaltenvektoren der Matrix V' bilden Basen der Eigen- bzw. Hauptrdume der
Matrix A, siehe [41] oder [130, Theorem 2.4]. Ausgehend von der Darstellung (A.1) gelten fol-
gende Aussagen [61]:

e Die Anzahl v der Jordanblocke entspricht der maximalen Anzahl linear unabhiingiger Ei-
genvektoren der Matrix A.

e Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist die Dimension des Eigenraums dieses
Eigenwerts und entspricht der Anzahl der zu diesem Eigenwert gehorenden Jordanblocke.

e Die Summe der GréBen #n;, aller zu einem Eigenwert gehorenden Jordanblocke, entspricht
der algebraischen Vielfachheit des Eigenwerts, d.h. dessen Vielfachheit als Nullstelle des
charakteristischen Polynoms P(A) = det(Al — A).

e Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn v = n gilt, also die geometrische
Vielfachheit jedes Eigenwerts gleich der algebraischen ist.
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A.1 Systemdynamische Bedeutung der Eigenwerte

Betrachtet wird das lineare dynamische System
x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo.
Die Losung x (¢) der Zustandsgleichung kann mittels der Matrixexponentialfunktion

A ¢ Ak
c = —_—
k!

k=0

in der Form

t
x(t) = /eA(t_’) Bu(t)dt + 4070 x,
to

angegeben werden [44, Abschnitt 12.2.2]. Im Folgenden wird der Fall eines autonomen Systems,
u(t) = 0, betrachtet sowie zum Zwecke einer iibersichtlicheren Notation #, = 0 festgelegt, so
dass die Losung der Zustandsgleichung die Form

x(t) = et x

annimmt. Mit A = VJV~! x, = Vz, und den Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion
folgt hieraus

X(t) = Vel Volxy = V el Gty God) 20—/ diag(em 1) otmGdyz

Hierbei gibt der Vektor z, die Koordinaten des Anfangszustands x, in der durch die Spalten der
Matrix V gegebenen Basis an. Der Beitrag

[~ t2 tk—l
Lt 5 - &&=
eth(k) — e)‘t 1 ¢ %
1 t
-~ 1 —

der einzelnen Jordanblocke, vgl. [40], kann somit unabhingig voneinander betrachtet werden.
Werden die Matrix V' = [ V; ... V, ] und der Vektor z; = [zl ... zI ] gemiB der
Dimensionen n;,i = 1,..., v, der Jordanblocke partitioniert, ergibt sich

v
x(t) = Z Vi etIni G 7o

i=1

Ist die Matrix A diagonalisierbar, nimmt die Losung die Gestalt

n
x(t) = Z viehi 2o
i=1
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an, wobei die Vektoren v; = V; die Spaltenvektoren der Matrix V' bezeichnen. Ein zu einem
reellen Eigenwert korrespondierender Summand in obigem Ausdruck weist, je nachdem ob der
Eigenwert kleiner, groer oder gleich Null ist, beziiglich der Exponentialfunktion abklingendes,
aufklingendes oder konstantes Verhalten auf. Ist ein paar komplexer Eigenwerte A; = A7 gegeben,
konnen die zu diesen korrespondierenden Eigenvektoren so gewihlt werden, dass v; = v;‘ sowie
Zoi = Zg, ; gilt. Die entsprechenden Summanden konnen zusammengefasst werden, so dass sich

Vi e)‘it 20,i + Uj e)‘f’ Zo,j
Ait Ait *
=v; €' zo,; + (vi €™’ 2o;)

=2-Re (U,‘ G)Lit Z(),i)

—2 e | Reqy) Im(v,-)]|: cos (Im(h1)1) Sin(lm(ki)t)“ Re(z0.1) }

—sin (Im(A;)t) cos (Im(A;)?) —Im(zo,;)

cos (Im(A;)t + «;
=2 - |z, R [ Re(v;) Im(v;) ] (Am@o)r + o) (A.2)
—sin (Im(A;)t 4+ «;)
mit zo; =: |zo,;| €% ergibt. Der durch diese Summanden gegebene Anteil der Losungstrajektorie

verbleibt in dem durch Re(v;) und Im(v;) aufgespannten zweidimensionalen Unterraum. Wieder-
um beschreibt der Realteil des Eigenwerts A; das Auf- bzw. Abklingverhalten und der Imaginirteil
bestimmt die Kreisfrequenz der Rotation in diesem Unterraum. Die verwendeten Begriffe im Zu-
sammenhang mit einem komplexen Eigenwert A; unterscheiden sich in verschiedenen Quellen.
Im Rahmen dieser Arbeit werden der negative Realteil als Abklingkonstante, der Betrag

Wo,i ‘= | Al

als Eigenkreis- oder Kennkreisfrequenz sowie
Re(A)
Il
als Ddmpfungsgrad oder Dampfungsmal bezeichnet, vgl. [90, 94]. Sind in einem Entwurfsverfah-
ren Eigenwerte eines Systems bzw. des geschlossenen Regelkreises vorzugeben, so werden diese

im Allgemeinen derart gewéhlt, dass sich deren Abklingkonstante in einem geeigneten Intervall
befindet. Fiir einen komplexen Eigenwert mit negativem Realteil ist 0 < {; < 1. Zur Interpretati-

&=

on der Eigenwert-Didmpfungsgrade kann das logarithmische Dekrement, siche [94], herangezogen
werden. Dieses ergibt sich als der natiirliche Logarithmus des Verhiltnisses der Werte der Funk-
tionen

eReP) cos Im(A))t + o)) und  — R gin (Im(A;)1 + o))
fiir zwei aufeinander folgende Maxima bzw. Minima der Sinus und Kosinusterme zu
i
1-¢;

Bild A.1 veranschaulicht den Bereich in der komplexen Ebene der sich aus Anforderungen an eine
gewisse Mindestdimpfung sowie Abklingrate ergibt.

- 27,
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N a<—Re(A;)) <b

5
- Mindestdampfung :

G = _RT)(:‘() > cos(1)

-

|
!
N
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
r
|
|

Bild A.1: Bereiche fiir die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises
A.2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Betrachtet wird eine quadratische Matrix A(k) € R™", welche als Funktion ihrer n? Eintriige,
zusammengefasst im Vektor k € R"’, oder einer entsprechenden Untermenge, im Falle konstanter

Eintrage, gegeben ist. Es seien A;(k), i = 1,...,n, die Eigenwerte dieser Matrix, wobei mehrfa-
che Eigenwerte gemil ihrer algebraischen Vielfachheit mehrfach gezihlt werden. Diese konnen
zu einem ungeordneten n-Tupel A(k) = (A1(x), ..., Ay(x)) zusammengefasst werden [65]. Fiir

solche ungeordneten n-Tupel kann ein Distanz- oder Abstandsbegriff in der Form

dist (A(k), A(@)) := min max [Ayq) (k) — A;(u)]
TwESy i€{l,...,n}
mit k, 4 € R” und einer Permutation 77 € Sy, definiert werden. Das Minimum im obigen Aus-
druck ist so zu verstehen, dass aus allen moglichen Sortierungen der Eigenwerte diejenige gewihlt
wird, die den kleinsten maximalen Abstand der Elemente der n-Tupel ergibt. Unter Verwendung
dieses Abstandsbegriffs kann festgestellt werden [65, Theorem 5.14], dass das unsortierte n-Tupel
der Eigenwerte A (k) eine stetige Funktion beziiglich « ist, insofern, als dass fiir jeden Punkt « die
Distanz dist (A(k), A(k + e)) fiir |e]| — 0 gegen O geht. In [61, Theorem 2.4.9.2] ist eine Her-
leitung angegeben, die auf den Begriff des ungeordneten Tupels verzichtet und sich stattdessen

generell auf Permutationen von Eigenwerten bezieht. Eine weitere, alternative Herleitung findet
sich in [110, Theorem 5.2].

Wihrend die Stetigkeit der Eigenwerte, im oben beschriebenen Sinne, fiir beliebige Punkte «
gegeben ist, ist dies im Hinblick auf die Differenzierbarkeit im Allgemeinen nicht der Fall. Dieser
Umstand soll anhand zweier Beispiele illustriert werden.

Beispiel A.1. Die Matrix

2]
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hat die Eigenwerte +./k, welche fiir k = 0 nicht differenzierbar sind. Die Matrix ist an dem
entsprechenden Punkt nicht diagonaldhnlich.

Obiges Beispiel zeigt, dass es schon bei Matrizen, die nur von einer Variablen abhéngen Situatio-
nen gibt, in denen die Eigenwerte nicht differenzierbar sind und dies an Punkten auftritt, an denen
die Matrix einen mehrfachen Eigenwert aufweist.

Beispiel A.2. [65, Example 5.12] Es wird die Matrix

K1 K2
K2 —Kj

betrachtet. Diese ist fiir eine beliebige Wahl des Vektors k = [ k; «, |¥ € R? symmetrisch.
Entsprechend ist die Matrix an jedem Punkt diagonalisierbar und weist ein reelles Spektrum mit

Mija(i) = £/ (k7 + «2)

auf. Die Eigenwerte sind zwar an jedem Punkt partiell differenzierbar, bei k = 0 allerdings nicht
(total) differenzierbar.

Auch in diesem zweiten Beispiel treten die Schwierigkeiten hinsichtlich der Differenzierbarkeit
an einem Punkt auf, an dem die betrachtete Matrix einen mehrfachen Eigenwert aufweist.

Bekannte Resultate zur Differenzierbarkeit der Eigenwerte sind entsprechend fiir geeignete Ein-
schrinkungen des allgemeinen Falls giiltig. So sind sdmtliche Eigenwerte einer parameterabhén-
gigen Matrix A(k), bzw. das entsprechende ungeordnete Tupel, an einem Punkt k, genau dann
partiell differenzierbar, wenn die Matrix A4 (ko) diagonalisierbar ist [65, Theorem 5.15]. Sind dar-
iiber hinaus samtliche Eigenwerte einfach, konnen diese in einer offenen Umgebung von «( durch
(unendlich oft) differenzierbare Funktionen ausgedriickt werden [65, Theorem 5.16]. Ein entspre-
chendes Resultat gilt fiir einzelne, einfache Eigenwerte unabhingig von der algebraischen Viel-
fachheit der restlichen Eigenwerte der Matrix [110, Theorem 5.3]. Die partiellen Ableitungen
eines einfachen Eigenwerts A; (k) sind durch den Ausdruck

dA; (k) 104 (k)

=w

i

(]

aKj 8Kj

gegeben. Die hier angegebene Form der partiellen Ableitungen ergibt sich in einfacher Weise aus
[61, Theorem 6.3.12], wobei v; und w; die Rechts- bzw. Linkseigenvektoren mit levi =1 zu
dem entsprechenden Eigenwert am Punkt k bezeichnen.

Speziell im Hinblick auf Optimierungsprobleme, die Funktionen von Eigenwerten beinhalten, ist,
unter Beriicksichtigung dieser Resultate, die Fragestellung interessant, welcher der betrachteten
Félle im Allgemeinen zu erwarten ist. Die Antwort auf diese Frage ist erfreulicherweise, dass
einfache Eigenwerte den generischen Fall beschreiben. Es lisst sich zeigen, dass die Menge der
Matrizen mit einfachen Eigenwerten offen und dicht im entsprechenden Raum aller Matrizen ist
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[55]. Fiir Matrizen, die eine spezielle Struktur aufweisen, ist insbesondere das Resultat aus [54]
von Interesse. In dieser Quelle wird mittels der Resultanten, vgl. [41], gezeigt, dass in Unter-
rdaumen n X n-dimensionaler Matrizen die Untermenge der Matrizen mit einfachen Eigenwerten
entweder leer oder aber dicht ist. Die Argumentation mittels der Resultanten lisst sich auf den Fall
tibertragen, dass die Eintrage der Matrix A (k) rationale Funktionen von « sind. Die Resultante ist
ein Polynom in den Eintrdgen der betrachteten Matrix, das Null ergibt, sofern diese mindestens
einen mehrfachen Eigenwert aufweist. Verschwindet die Resultante nicht fiir jede Wahl des Vek-
tors k, ist sie, im in [126] definierten Sinne, generisch von Null verschieden.
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B Erganzungen zum Entwurf von
Zustandsruckfuhrungen

In den folgenden Abschnitten werden Resultate angegeben, die bei der Beschreibung des Verfah-
rens zum Entwurf von Zustandsriickfiihrungen in Kapitel 3 genutzt werden, aber aus Griinden der
Ubersichtlichkeit im Hauptteil keinen Platz gefunden haben.

B.1 Spezielle Wahl der Nullraumbasen

Bei dem Verfahren zur Vorgabe von Eigenwerten mittels Zustandsriickfiihrungen wird mit speziell
gewdhlten Nullraumbasen gearbeitet. Im Folgenden wird gezeigt, wie diese konstruiert werden
konnen und es werden Eigenschaften der diese Basen reprisentierenden Matrizen erldutert.

Betrachtet wird eine Matrix der Form
| 4-a1 B B, | (B.1)
mit A € R™", B, € R, B, € R"*" und A € C. Das Paar (4, B.) sei steuerbar, woraus

rang([A—kI BC]):n Vi eC
folgt [40]. Mit
S = ker([ A—W B. ]) und T (A) := ker([ A-M B. B, ])

gilt somit dim(S(A)) = m. und dim(7 (A)) = m. + r. Fiir ein gegebenes A wird zunichst eine
Matrix S € CU+m>me mit bild(S) = S(A) und S'S = I bestimmt. Die Spalten der Matrix
S bilden demnach eine orthonormale Basis des Raums S(A). Konkret kann eine solche Matrix
beispielsweise mittels einer Singuldrwertzerlegung erzeugt werden.

Fiir
0

gilt offensichtlich T7/'T} = I und bild (7}) =: 7;(A) C T(A). Gesucht wird nun ein Untervek-
torraum 7;(X), bezichungsweise eine Basis dieses Raums, so dass sich T(X) = T1(A) & T2(A)
als direkte Summe [41] der beiden Rdume 77(A) und 75(A) ergibt. Wird wiederum eine Ma-
trix T e CUtmetnxtme+r) mjt THT = [ und bild(T) = T (1) bestimmt, ergeben sich meh-
rere Moglichkeiten, die gesuchte Basis, beziehungsweise eine Matrix T, € CUHmetr>r mit
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bild(73) = T2(A), zu bestimmen. Beispielweise kann 73 mittels des Gram-Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahrens [61], ausgehend von den Spaltenvektoren von 77 und unter Hinzunahme
von Spalten von 7', gebildet werden. Wird beriicksichtigt, dass
T2(A) ={xeTA):x LTi(A)}

={xeTR) : T{'x =0}

={x:x=Ty,T'Ty =0}

={x:x="Ty,y cker(T{'T)}
gilt, kann die gesuchte Matrix auch mittels 7, = T'U, mit bild(U) = ker(7{'T) und U"U = I,
bestimmt werden. Fiir eine geeignet gewihlte Partitionierung der Matrix

oo[2]

ergibt sich somit die gesuchte Basis in der Form

bild(|: 50 D =T). (B.2)
0 R

Nachdem gezeigt ist, wie sich eine Basis des Nullraums der Matrix aus (B.1) unter den gegebenen
Annahmen erzeugen lédsst, konnen deren Eigenschaften betrachtet werden. Zunéchst ist offensicht-
lich, dass wenn fiir ein A € C eine Basis von 7 (A) mit Matrizen S, Q und R gefunden ist, fiir A*
eine Basis von 7 (A*) mit S*, O* und R* angegeben werden kann. Folgender Satz zeigt, dass fiir
die spezielle Wahl der Nullraumbasen die Matrix R stets regulér ist.

Satz B.1. Fiir die in (B.1) gegebene Matrix mit einem A € C, wobei das Paar (A, B.) steuerbar
ist, sei die Basis des (m.+r)-dimensionalen Nullraums T (A) in der Form (B.2) durch eine Matrix

S
|: . i i| c C(n—l—mc-l—r)x(mc-i-r) (B3)

gegeben. Die Matrix R ist reguldir.

Beweis. Angenommen R ist singulédr. Dann existiert ein x # 0 mit Rx = 0 und

(41 B Bp][ﬂx:[fi_u 5, Bp][QOX}:o.

Aus obiger Beziehung folgt allerdings
[A—)J B, ]szo

und somit Qx € S(A) = bild(S). Dies impliziert, dass ein y existiert, so dass

ol
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gilt, was wiederum nur moglich ist, wenn die Matrix aus (B.3) linear abhiingige Spalten besitzt.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Forderung, dass die m. + r Spalten dieser Matrix eine Basis
des Raums 7 () bilden. O

Wird nun die in Abschnitt 3.2 gewiihlte Unterteilung der Basen in der Form

N, : ) N,
S =: beziehungsweise Q =:

C

verwendet, ergibt sich die im folgenden Satz formulierte Aussage beziiglich des Rangs der Matrix
N..

Satz B.2. Betrachtet wird das steuerbare Paar (A, B.) mit rang(B.) = m. < n und einer Matrix

N
S = ,

deren m. Spalten eine Basis des m.-dimensionalen Nullraums der Matrix| A — Al B, | bilden.
Die Matrix N, hat vollen Spaltenrang.

Beweis. Diese Aussage findet sich als Kommentar in [92] und lésst sich einfach zeigen. Ange-
nommen es existiert ein x # 0, so dass N.x = 0 gilt. Dann gilt

Ne
| 4-i1 B ] x = B.-Mcx = 0.
M,
Da die Matrix B, vollen Spaltenrang aufweist folgt daraus M.x = 0. Dies steht allerdings im
Widerspruch zur Annahme, dass die Spalten der Matrix S linear unabhingig sind. [

Abschlieend wird die Aussage aus Bemerkung 3.1 diskutiert. Die im Weiteren auftretenden Ma-
trizen entsprechen denen aus Abschnitt 3.2. Es wird lediglich davon ausgegangen, dass diese sich
fiir ein beliebig gewihltes A ergeben, um auf die Indizierung zur Unterscheidung der zu verschie-
denen Eigenwerten gehorenden Matrizen verzichten zu kdnnen. Zu zeigen ist, dass

[ i A N@) |
() = A1 B(K)] o | =° (B.4)
mit
N, N,R™!
N(o) = F ({ A },Kp(m) (B.5)
beziehungsweise

M) = F M. MR K, (k) (B.6)
N\l p PR T '
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fiir jede Wahl von « gilt, fiir welche die Matrizen (I — Dy, K,(k)) und (R — K, (k) P,) regulir
sind. Die Regularitit der Matrix (I — Dy, K,(k)) sichert die Wohldefiniertheit der die Matrizen
/f(/c) und B (k) beschreibenden LFTs. Entsprechendes gilt beziiglich der Ausdriicke (B.5) und
(B.6) und der Matrix (R - K, (K)Pp). Letzteres ist leicht ersichtlich, da

det(R — K, (k) P,) = det(I — K, (k) P,R™") - det(R)

fiir reguldres R gilt. Der in (B.4) beschriebene Zusammenhang kann durch Anwenden von fiir
LFT-Darstellungen giiltigen Zusammenhingen verifiziert werden. Es gilt

N (k) e} MR
[ “ } = A M. M,R™" |, K,(k)
Mt R RRT

sowie mit (3.3)

. . A=\ B B,
| de)—a1 Boo | =7 (|5 SN S8
Mit (2.17) ergibt sich fiir die Multiplikation der LFT Darstellungen der Matrizen

N. ' N,R™!
|

A—M B, B,
Fll-=------"- --=- |, Ky(k) | A M., M,R™" |, K,(k)
G Dy ! Dy Eal Bt
‘ P. | PR
= A (Z, diag(K,(x), KP(K))) (B.7)

wobel

i P, 0 P,R! |
OB B
=| P.!D,, P,R™'—D,
P.i 0 P,R™

ergibt sich

diag(K,(k), K,(x)) = L diag(K,(x), K,(x)) L™
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und mit (2.18) folgt aus (B.7)
F (Z, diag(K,(x), Kp(/c)))

([ o B, =B, |L
=F | P EL‘I Dy PR =Dy | , diag (K (k). Kp(x))
\L P | |0 P,R™!

i Dy, 0 , diag(K,(x), Ky(k)) | = 0.

B.2 Gradientenberechnung

Die direkte Bestimmung des Gradienten der Giitefunktion des in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen
Optimierungsproblems ist, bedingt durch die auftretenden Verkettungen von Funktionen von Ma-
trizen, recht umstéindlich. Ein geeignetes Mittel, dieses Problem strukturiert zu 16sen, bietet die
Verwendung der in [87] ausfiihrlich diskutierten Differentiale. In den Abschnitten B.2.1 und B.2.2
werden zunichst einige grundlegende Zusammenhiédnge aus [87] zusammenfassend dargestellt.
Aufbauend darauf wird in Abschnitt B.2.3 die Bestimmung der Gradienten der Giitefunktion be-
schrieben.

B.2.1 Grundlegende Zusammenhange und Notation

In diesem Abschnitt werden die im Zusammenhang mit der Verwendung von Differentialen ge-
nutzten Begriffe und Notation eingefiihrt. Hierbei wird auf die explizite Angabe der entsprechen-
den Definitionen und Sétze zugunsten einer kompakten Darstellung verzichtet. Diese finden sich
in [87, Kapitel 5]

Ist f : S C R” — R™ eine im Punkt ¢ differenzierbare Funktion, dann existiert eine Matrix
A(c), so dass

Sle+u)= f(e)+ Al)u + ¢c(u)
mit
Pc(u) 0

w0 fulz

gilt. Die Matrix A(c) bezeichnet in diesem Fall die erste Ableitung der Funktion am Punkt ¢ und

das Differential d f(c;u) = A(c)u am Punkt ¢ mit dem Inkrement # entspricht dem linearen
Anteil einer affinen Approximation dieser Funktion. Wird die Jacobi-Matrix der Funktion f mit
0x1 0xp,
Df(x):= : S
3fm&x) Afmx)

0x1 Tt 0xp,
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bezeichnet gilt D f(c) = A(c) beziehungsweise d f(c;u) = (D f(c))u.

Die Berticksichtigung von Funktionen von Matrizen erfolgt in einfacher Weise durch Vektorisie-
ren. Fiir eine im Punkt C differenzierbare Funktion F' : § C R"*? — R™*? existiert eine Matrix
A(C), so dass

vec F(C +U) = vec F(C) 4+ A(C) vecU + vecpc(U)
mit

¢cU) _
U—o U]k

0.

gilt. Das Differential d F(C; U) der Funktion F am Punkt C mit dem Inkrement U ist in diesem
Fall eine durch die Beziehung

vecdF(C;U) = A(C)vecU

definierte m x p Matrix. Fiir Differentiale ldsst sich analog zur Kettenregel fiir Ableitungen die
Beziehung

dH(C:U) = dG(B;dF(C;U))

fiir eine Verkettung H(X) = G(F (X)) von an den Punkten C und B = F(C) differenzierbaren
Funktionen F und G angeben. Diese Notation ist fiir lingere Ausdriicke etwas unhandlich und es
wird fiir das Differential einer Funktion Y = F(X) verkiirzend

dY = dF(X;dX)

beziehungsweise auch dF' = dF(X;dX) geschrieben, siche wiederum [87].

B.2.2 Einfache Differentiale

In diesem Abschnitt werden einige einfache Resultate fiir Differentiale zusammengefasst, die im
Weiteren verwendet werden. Sind X und Y Funktionen von Matrizen, A eine konstante reelle
Matrix und « ein Skalar gelten [87]

d4 =0,
d(aX) = adX,
d(X +Y)=dX +dY,
d(XY) = (dX)Y 4+ XdY,
dXT = dx)T,
dvec X = vecdX

sowie

dspur X' = spurdX.
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Als einfache Folge dieser Zusammenhénge ergibt sich

d| X ||z = dspur(XTX) = spurd(XTX)
= spur(d(X )X + XTdX)
= 2spur(X"dX). (B.8)

Dieses Resultat ldsst sich ebenfalls in vektorisierter Form ausdriicken. Es gilt
spur(YTX) = (vecY) " vec X
und somit
d|| X ||z = 2spur(XTdX) = 2 vec(X)" vec(dX).
Das Differential der Inversen einer reguldren Matrix X ist durch
dX'=-Xx"ldax)x! (B.9)

gegeben, siehe ebenfalls [87]. Weiterhin werden Differentiale von Funktionen benétigt, welche
die euklidische Norm von Vektoren beinhalten. Fiir von 0 verschiedene Vektoren x gilt

1 1
dx|> =d(x"x)* = xTdx (B.10)
12112
woraus
1 1
d( ) = ——3dex
[lx1l2 15
beziehungsweise
1 T
d( - ) = dx— —dx
[lx1l2 [l 1115
1 T
_ (1__xx2)dx (B.11)
[lx1l2 x5
folgt.

B.2.3 Gradient der Giitefunktion

Fiir die im Optimierungsproblem (3.35) verwendete Giitefunktion

Jre(ic, £) = an - | Vee(ie, /)2 + (1 — a) | Ke(ke, /) |12

soll der Gradient beziiglich der Vektoren der Variablen x und f bestimmt werden. Um die Notati-
on nicht zu ausladend zu gestalten, werden die Abhédngigkeiten der einzelnen Funktionen von den
Variablen zuniéchst nicht explizit angegeben. Fiir das Differential ergibt sich

dJre = an-d| Ve 12 + (1 — &) - d[ Kc]|2.
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Die auftretenden Summanden werden zunéchst einzeln und ohne die Skalierungen mit #» und dem
Gewicht o betrachtet. Mit (B.8) und (B.9) ergibt sich
d)|Vie 17 = dspur(Ve, Ve
= 2spur(Ve.Td(Ve))
=-2 spur(IA/R_eT VR_el d(I7Re) IA/R_CI)
= —2spur(Ve Ve Vi d (Vo). (B.12)
Entsprechend gilt fiir den zweiten Summanden
d| Kc|lf = 2spur (K dK.) .
Mit K, = Hg.Vg,' und (B.9) ergibt sich
dK. = d (HrVil') = (dHre) Vo' — Hre Vil (dVie) Vi,
und somit

d[| Kcllz = 2 spur (K] (dHreVie! — HreVie' dVoe Vo))
= 2spur (V' Kl dHg.) — 2 spur (Vi,' KT K.dVie) . (B.13)

(<

Die in (B.12) und (B.13) auftretenden Summanden weisen eine dhnliche Struktur auf. Stellvertre-
tend wird im Folgenden der erste Summand aus (B.13) ausfiihrlicher betrachtet und die entspre-
chenden Ausdriicke fiir die weiteren Summanden angegeben. Die Spur des betrachteten Terms
kann unter Verwendung der kanonischen Basisvektoren e; des R” beziehungsweise der Vektoren

e/ :=[el._, el ]inder Form
? Re(h;
spur (Vi KTdHr) = Y diag(Vir! KT, Ve K1y - | R
P Im(h;)
n
+ Y e Vi Kldh (B.14)

i=2v+1
geschrieben werden. Mit
M; = M.; + My;(R; — K, Py i)' Ky Pei
aus (3.20) sind die Differentiale der reellen Steuervektoren i; = M; f;,i = 2v + 1,...,n, durch
dh; = dM; f; + M;d f;
= M;d f; + My;(R; — K, P, ;) 'dK, P.; f;
+ Mp,i(Ri - KpPp,i)_ldePp,i(Ri - KpPp,i)_lePc,ifi
= M;d f; + My;(R; — Ky Py ;) 'dK, (I + Ppi(Ri — Ky Poi) ™' Kp) Pei f;
q
= Midfi + Y Myi(R; — K, Py i) 'Uj (I + Ppi(Ri — Ky Poi) ™' K) Poi f; - i

j=1
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mit U; := diag(0,,,....,0,,_,,1,;,0
ber wird abkiirzend

0,,) gegeben. Einer kompakteren Darstellung hal-

Fjg1oc*°>

(<

q
Vi KId-hy = Sid fi + Y TiUjt; - di

j=1
mit

Si =V ' KIM;, T, : =V 'KIM,;(R;i — K, P, ;)"
und

ti:= (I + Py;j(Ri — KyPy ;) ' K,) Pei fi.

geschrieben. Eine Verwechslung mit den im Hauptteil verwendeten Transformationsmatrizen be-
ziehungsweise den Matrizen aus Anhang B.1 ist an dieser Stelle nicht zu befiirchten. Fiir die Real-
und Imaginirteile der zu den konjugiert komplexen Eigenwertpaaren gehorenden Vektoren ergibt
sich entsprechend

Re(/; . [ Re(f;
diag(VR_echT,VR_echT)d[ e(hi) } _ 3, -d[ o)

q
} + > TU;7; - di;
Tm(h;) Im(f) | 55

unter Verwendung der reellen Darstellung aus Abschnitt 3.2.2 und den Abkiirzungen

Si = diag(Vie' KX, Vil ! KD M;,  Ti := diag(Vi,! KT, Vi ! KD M, i (R; — Ky Py i)™

und
. s~ = o= | Re(f)
f = (1+ o (Ri — K, Py ) le) Pc,i|: :|
Im( f;)
sowie
i | ReMep) —Im(Mep) | = [ Re(Mpi) —Im(My)
| Im(Me)  Re(M.) ’ Im(M,;)  Re(My,)
5| Re(P) —Im(P) | 5 [ Re(P) —Im(P)
Yl mPy) Re(Pe) | T [ Im(Pu)  Re(By)
R oo | ReR) —Im@R) | U, U, K,:= diag(K,, K,)
P = , i .= di1a Ui, = dia ,
| Im(R;) Re(R)) ’ ST P S0 B
und

[y Re(M;) —Im(M;)
| Im(My) Re(My) |
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Fiir (B.14) ergibt sich somit

—1 T _ ‘ ~T N Re(ﬁ) B 3o
spur (V' KldHpe) =Y &} | S + Y TU;i; - di

n q
+ Z el.T Siﬁ—i—ZTinl‘i-dKj

i=2v+1 Jj=1
beziehungsweise
spur (V' K. d Hge)
=| &8 eS8, e, Saan o €IS, |df
U n
-I—(Z[él.TT,-Ulf,- o AT |+ | /T - T, ])dx
i=1 i=2v+1

=g, df + g, d.

Der entsprechende Ausdruck fiir den zweiten Summanden aus (B.13) kann vollkommen analog
bestimmt werden. Es ergibt sich

spur (Vgo' K. KcdVze)
:|: é‘"ll“Wl é;{Wv €§v+1W2v+1 €;£Wn ]df
v n
+ 3| FXl0 - SR |de+2 Y [ Xt o XU |
i=1 i=2v+1

:3ggzdf + gE,sz
mit
W= Vi ! KIK.Ni,  Xi = V! KTK N, i (R — Ky Ppi)™!

und den entsprechend definierten Ausdriicken fiir die zu den komplexen Eigenwerten gehdrenden
Matrizen.

Im Hinblick auf den verbleibenden Term aus (B.12) muss zusitzlich die Normierung der Eigen-
vektoren und die angepasste Transformationsvorschrift (3.27) berticksichtigt werden, durch wel-
che die Matrix Vg, die Form

I’}R _[ V2Re(v;)  +2Im(vy) V2Re(vy)  +/2Im(vy) V241 v ]
e =

lvill2 lvill2 vy ll2 vy ll2 lvav+1ll2 lvnll2

aufweist. Mit (B.11) und v; := [ Re(v;)T Im(v;)T I',i =1,...,v,ergibt sich

spur( I7R_el I7R_BT I7R_el d( VRe))

~.~'.I‘
= \/_Ze dlag(VRe VRGTVRG ’ VRe VR—CTVRCI)” ||2 (I - v—ivl )dﬁl
l

P 19:113
+ Z TV Ve V!

1 V; VY
(I— ! ’z)dvi.
2z forls U w2
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Nun kann wie zuvor verfahren werden und es resultiert der Ausdruck

spur(Ve' Ve ' Vi 'd(Vie))

= |: é??l ’égj;v egv_i_lev_}_l GEYH ]df
v n
+Z|: élTZ,UJ, é;rNqufi ]dK+2 Z [ el.TZ,-Ult,- €;rZqu[i ]dK
i=1 i=2v+1

=:gg3df + g,f,3d/<

mit
AN A A 1 vivl
—1{-T{r—1 i
Y = Re "Re "Re (1_ lz)Ni
l[vill2 i ll3
Z, i potprpo L (v R —K,P,;)"!
i +— YRe "Re VRe ||U||2 - ||U||2 Np,i( i— Hp p,i)
1 Lilp
7 : O—1{-Ty—1 \y—1{—T{r—1 1 ﬁiﬁiT Y
Y i= V2 diag(Vig Ve Vi Ve Vi Ve ) — I-—L|N;
[[0: 2 10: 115
sowie

. N A A 1 50T\ - - . .
Zi =2V VI Ve — (1— viv’z) Npi(Ri — K, Py i)™
10:]2 l10: 115

Durch Zusammenfassen dieser Ergebnisse kann das Differential der Giitefunktion

dJre = an-d| V' 12 + (1 — ) - d|| K|
=2((1—a)(ge1 — &en) —n-ge3)d +2((1 —a)(gf, — gly) —an-gi;)df

bestimmt werden, womit auch der gesuchte Gradient gegeben ist. Wird, wie tiblich, Jg. als ska-
larwertige Funktion des Vektors x := [ kT fT |' der Optimierungsvariablen aufgefasst, gilt
l -« — —an-
Vre(x) = 2- ( )&kt — &k2) 8k,3 .
(I —o)(gr1 — gro) —on - i3

Die gegebene Herleitung lédsst die Berechnung des Gradienten recht sperrig erscheinen. Allerdings
gestaltet sich die Implementierung nicht schwierig. Im Besonderen ist anzumerken, dass durch die
Multiplikation mit den Vektoren ¢; und &; beziehungsweise den Matrizen U; und U; jeweils nur
bestimmte Zeilen oder Spalten der restlichen in den Ausdriicken auftretenden Matrizen relevant
sind.
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C Der Balkenversuchsstand

Der Balkenversuchsstand findet als Beispiel fiir die in den Kapiteln 4 und 5 beschriebenen Ent-
wurfsverfahren Verwendung. Fiir die unterschiedlichen Messungen werden verschiedene Kon-
figurationen der am Versuchsstand vorhandenen Geritschaften genutzt, auf die jeweils in den
entsprechenden Abschnitten eingegangen wird. An dieser Stelle werden Hersteller und Typbe-
zeichnungen der wesentlichen Komponenten zusammenfassend angegeben.

Echzeit-Regelsystem

Hersteller dSPACE
Modell DS1104 R&D Controller Board

Piezo-Verstirker
Hersteller Physik Instrumente
Modell E-507.00

Piezo-Keramiken

Hersteller PI Ceramic
Material PIC 255

e Linearversteller
Hersteller Physik Instrumente
Modell M-413.3PD

e CCD Laser-Wegmesssensoren

Hersteller Keyence
Steuerung LK-G3001P
Messkopf LK-G32

Filterbank
Hersteller Kemo
Modell BenchMaster 21M
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