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1 Einleitung

Im Fokus dieser Arbeit steht die auf Tensorprodukt-B-Splines aufbauende Spli-
neapproximation iiber Gebieten  C R?, d > 1. Diese Methode liefert bezogen
auf den gesamten R? bezichungsweise auf Quader im R? sehr gute Ergebnisse.
Allerdings bringt die Einschrankung auf krummlinig berandete Gebiete noch ei-
nige Probleme mit sich. Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, diese zu beheben,
wobei insbesondere der bivariate Fall betrachtet wird.

Bevor auf die Problematiken der multivariaten Splineapproximation auf Gebie-
ten ndher eingegangen wird, soll zuerst eine kurze Einfithrung gegeben werden,
weshalb das Thema der Approximation iiberhaupt von Interesse ist und wieso
gerade Splinefunktion verwendet werden.

1.1 Approximation

Das Ziel der Approximation von Funktionen ist, zu einer Funktion f einen Ap-
proximanten ¢ zu konstruieren, welcher eine moglichst gute Naherung darstellt.
Es gibt verschiedene Bereiche, in welchen solche Approximationen ausgenutzt
werden. Sind zum Beispiel Messdaten gegeben, so kann eine Approximation ver-
wendet werden, um sie mit einer Funktion anzundhern. Bei empirischen Daten
liegen hiufig Messungenauigkeiten vor. Daher ist oft nicht die exakte Interpo-
lation der Daten gewiinscht, sondern eine Approximation, die einen gewissen
Fehler minimiert. Auch der Fall, dass eine komplizierte Funktion durch eine ein-
fachere angenéhert werden soll, ist nicht selten. Partielle Differentialgleichungen
sind zum Beispiel ein typisches Anwendungsfeld. Hierfiir sind héufig aus analy-
tischer Sicht nur Existenz- oder Eindeutigkeitsaussagen, allerdings keine explizit
darstellbaren Losungen, moglich. Uber eine numerische Approximation kénnen
aber Naherungen der Losung erzeugt werden.

Es wird nun zuerst der univariate Fall betrachtet. Dazu sei f : [a,b] — R eine
Funktion iiber einem beliebigen Intervall [a,b] mit a, b € R. Zu dieser soll ein
Approximant bestimmt werden. Dies ist mit Hilfe geeigneter Basisfunktionen ¢y,
moglich, indem durch g = ), axp), mit Koeffizienten a;, € R eine Funktion iiber
[a, b] gebildet wird. Die Bestimmung des geeigneten Approximanten entspricht
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dann der Bestimmung der optimalen Koeffizienten.

Es gibt eine Vielzahl an Funktionenrdumen, welche Approximanten mit guten
Approximationseigenschaften beinhalten. Eine mogliche Wahl sind Funktionen-
raume mit trigonometrischen Basisfunktionen oy(t) = 1, o, 1(t) = cos(nt),
an(t) = sin(nt) fiir n € N. Eine periodische Funktion kann dann beispielsweise
durch ihre Fourierreihe approximiert werden. Die Verwendung radialer Basis-
funktionen ist eine weitere Moglichkeit (sieche zum Beispiel [57]).

Polynome sind besonders gute Kandidaten fiir Approximationen. Sie sind ein-
fach berechenbar und ihre Implementierung ist auf einfache Weise moglich, ob
es um die Abspeicherung, Verdnderung oder Auswertung geht. Aufserdem exis-
tiert nach dem fundamentalen Satz von Weierstraf fiir jede stetige Funktion ein
Polynom, das diese beliebig gut approximiert. Es kann allerdings sein, dass die
Ordnung des Polynoms dafiir sehr grofs sein muss und somit eine starke Oszilla-
tion vorliegt. Der grofte Nachteil der Polynome ist ihr globaler Charakter, denn
lokale Anderungen haben somit immer auch global eine Auswirkung.

Um die positiven Eigenschaften der Polynome mit niedriger Ordnung auszunut-
zen, kann das betrachtete Intervall in Teilintervalle aufgeteilt und stiickweise
durch Polynome approximiert werden. Allerdings ist dies fiir das Erzeugen einer
glatten Funktion nicht ausreichend. Dazu miissen zusétzlich gewisse Stetigkeits-
bedingungen an den Approximanten gestellt werden. Diese Konstruktion wurde
in einigen Arbeiten wie zum Beispiel von Runge [46] verwendet. Der heute ver-
wendete Begriff der Splinefunktion wurde von Schoenberg [48| geprégt.

1.2 Univariate Splineapproximation

Eine segmentierte Funktion s mit Polynomsegmenten der Ordnung n heifst Spli-
nefunktion, falls s (n — 2)-mal stetig differenzierbar ist [37]. Prinzipiell ist es
nicht ausgeschlossen die Funktion so zu konstruieren, dass die Segmente nicht
unbedingt polynomiell sein miissen. Hoschek und Lasser [37] betrachten zum
Beispiel sogenannte Exponentialsplines. Diese haben allerdings das Problem,
dass sie rechnerisch sehr aufwendig sind. Hier soll jedoch aus den Vorteilen
der Polynome niedriger Ordnung Nutzen gezogen werden und daher werden die
polynomialen Splinefunktionen nédher untersucht. Sie werden im Folgenden als
Splines bezeichnet. Es gibt viele verschiedene Basen zu den Splines, von denen
einige zum Beispiel in [50] dargestellt werden. Fiir die univariate Splineappro-
ximation haben sich die B-Splines als besonders gut geeignete Basisfunktionen
herauskristallisiert. Hierzu gibt es zahlreiche Literatur. Der Name B-Spline wur-
de von Schoenberg [49] gewihlt, die Funktionen waren schon vorher bekannt.

Die B-Splines der Ordnung n bilden eine Basis der Splines. Die B-Splines zeich-
nen sich durch einen kompakten Tréager aus, der sich jeweils iiber n Segmente
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des Splines erstreckt. Das hat zur Folge, dass der bei vielen andere Basen auf-
tretende globale Charakter nicht vorliegt. Dies ist unter anderem praktisch fiir
die Auswertung eines Splines, denn an jedem Punkt spielen nur n B-Splines
eine Rolle. Sehr interessant fiir die Implementierung ist, dass die B-Splines auf
einfache Weise iiber eine Rekursionsformel bestimmt werden konnen (siche [5]
oder [20]).

Im univariaten Fall bilden die B-Splines eine stabile Basis fiir die Approximati-
on und es existieren einfache und gute Quasiinterpolanten. Ein Quasiinterpolant
der Ordnung n ist hier ein linearer Operator, welches stetige Funktionen so auf
Splines abbildet, dass Polynome der Ordnung n reproduziert werden. Durch
diese Konstruktion entstehen sehr gute Approximanten, durch die eine opti-
male Approximationsordnung O(h") erzielt werden kann. Mit A wird hier der
maximale Knotenabstand bezeichnet. Diese Eigenschaften kénnen in den meis-
ten Biichern iiber Splines nachgelesen werden, wie zum Beispiel in dem Buch
von de Boor [§]. Es gibt zahlreiche Arbeiten, in welchen die Moglichkeit der
Splineapproximation beziiglich der Basis aus B-Splines ertrtert werden. Hierbei
wird beispielsweise versucht, prazise Aussage iiber die Approximationsordnung
und ihre Konstanten zu erhalten (siehe [47] und [24]) oder beliebige Knotenfol-
gen [25] zu verwenden.

Hoschek und Lasser [37] heben zusétzlich die Eigenschaften der entstehenden
Splinekurve hervor. Die Darstellung iiber B-Splines erlaubt im Gegensatz zum
Beispiel zu der Darstellung iiber Monome eine geometrische Deutung der Ko-
effizienten. Die B-Splines sind positiv und bilden eine Partition der Eins. Dies
fiihrt unter anderem dazu, dass die Kurve in der konvexen Hiille der Koeffizi-
enten liegt. De Boor [7] hat eine sehr ausfiihrliche Arbeit verfasst, in welcher
die Definitionen, Darstellungsweisen und die Eigenschaften der B-Splines unter
Einbezug des zeitlichen Kontexts dargestellt werden.

1.3 Multivariate Splineapproximation auf
Gebieten

Viele der positiven Eigenschaften der univariaten B-Splines iibertragen sich
durch die Verwendung von Tensorprodukt-B-Splines in den multivariaten Fall
(siehe zum Beispiel [32] oder [50]). Wird hier die Approximation iiber dem ge-
samten RY, d > 1, betrachtet, so ist fiir beliebige Gitter eine stabile Splineappro-
ximation mit maximaler Approximationsordnung moglich (siehe unter anderem
[44]). Auch auf rechteckigen Gebieten @ C R?, d > 1, sind entsprechende Resul-
tate giiltig ([41], [50]). Allerdings scheitert der Versuch, die Konzepte aus dem
eindimensionalen Fall in héhere Dimensionen zu iibertragen, wenn beliebige Ge-
biete Q C R? betrachtet werden.
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Das Tensorprodukt-Gitter kann nur in sehr eingeschranktem Mafe auf das Ge-
biet angepasst werden. Nun existieren viele andere Moglichkeiten, ein Gebiet zu
zerlegen und neue Basiselemente zu bilden. Eine Variante ist die Methode der
T-Splines (siehe [51]); sie ist in einem gewissen Sinne eine Verallgemeinerung
der Tensorprodukt-B-Splines. Auf bestimmten reguldren Triangulierungen des
Gebietes konnen zum Beispiel Box-Splines als Basiselemente verwendet werden
(siche [19] oder [10]). Auch Zerlegungen des Gebietes in nicht regulére Dreiecke
beziehungsweise Simplizes sind moglich. Hier gibt es ein breites Spektrum an
Zerlegungen und eine Vielzahl an Arbeiten dariiber.

Triangulierungen werden haufig verwendet, wenn es um gestreute Daten geht,
wie zum Beispiel in der Geologie oder Meteorologie. Allerdings ist diese Me-
thode immer mit dem Problem verbunden, dass eine geforderte Stetigkeit eine
entsprechend héhere Ordnung erfordert. Im bivariaten Fall ist fiir eine gewiinsch-
te Glattheit r der Splinefunktion eine Ordnung n > 3r + 2 notwendig, um einen
optimalen Approximanten zu erhalten (siehe [40]). Auch die Konstruktion der
Triangulierungen und damit auch geeigneter Approximanten und Quasiinter-
polanten ist im Allgemeinen schwierig.

Tensorprodukt-Gitter scheinen auf den ersten Blick nicht geeignet zu sein, den-
noch tberzeugt die Einfachheit der Konstruktion. Da die Tensorprodukt-B-
Splines iiber dem Gitter durch die Multiplikation der univariaten Anteile ge-
bildet werden, lassen sich die meisten Eigenschaften aus dem Univariaten iiber-
tragen. Auferdem sind die Tensorprodukt-Splinerdume, welche durch Verfei-
nerungen des Gitters entstehen, ineinander geschachtelt. Dies erméglicht zum
Beispiel eine einfache Anwendung von Multigrid-Verfahren. Das Konzept der
Tensorprodukt-Splineapproximation und vor allem die bei der Approximation
iiber beliebigen Gebieten auftetenden Probleme werden daher in dieser Arbeit
néher untersucht.

1.3.1 Tensorprodukt-Splineapproximation

Fiir die Approximation iiber 2 C R? werden nur diejenigen Basiselemente des
Tensorprodukt-Splineraumes iiber R? verwendet, deren Triager das Gebiet O
schneidet. Hierbei treten zwei Probleme auf: Zum einen kénnen ungilinstige
Schnitte der einzelnen Trager mit dem Gebiet zu einer instabilen Basis fiih-
ren. Zum anderen kann bei nicht-konvexen Gebieten eine optimale Approxima-
tionsordnung nicht gewahrleistet werden. Dies liegt im Grunde daran, dass der
Splineraum zu klein ist. Schneidet ein B-Splines das Gebiet in zwei nicht zu-
sammenhéangenden Bereichen, so konnen daraus je nach betrachteter Funktion
grofte Fehler resultieren. Ein weiterer storender Effekt der Splineapproximation
auf krummlinig berandeten Gebieten ist, dass die Konstanten in den verschiede-
nen bekannten Fehlerabschéatzungen eine Abhéngigkeit von dem Tensorprodukt-
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Gitter aufweisen. Angenommen das Gitter T := T} ® ... ® Ty setzt sich aus
uniformen Knotenfolgen T;, ¢ = 1,...,d, mit Gitterweiten h; zusammen, dann
bezieht sich die angesprochene Abhéngigkeit der Konstanten von dem Gitter auf
das Maximum des Quotienten h;/h;, i # j, der Gitterweiten. Die Gitterweiten
diirfen sich dadurch nur in einem eingeschrinkten Mafe unterscheiden. Das Ein-
schrianken des Tensorprodukt-Splineraumes in der beschriebenen Weise scheint
also nicht die optimale Losung zu sein. In dieser Arbeit werden die aufgefiihrten
Probleme ausfiihrlich betrachtet und Losungswege aufgezeigt.

Es gibt Varianten der Tensorprodukt-B-Splines, welche das Problem der Insta-
bilitdt l6sen. Hier seien zum einen die erweiterten B-Splines (siehe zum Bei-
spiel [33], [35], [36]) und zum anderen die normierten B-Splines (|42], [43])
erwahnt. Allerdings l6sen sie nicht die Probleme, die beziiglich der Qualitéat
der Approximation bestehen. In dieser Arbeit steht im Speziellen die Appro-
ximation {iber anisotropen Sobolevraumen W ([21] oder [4]) beziehungsweise
Tensor-Sobolevraume [50] im Mittelpunkt. Dahmen, DeVore und Scherer [2]]
haben unter anderem genauer untersucht, fiir welche Gebiete mittels der klas-
sischen Tensorprodukt-B-Splines eine optimale Approximation erreicht werden
kann. Sie betrachten den Splineraum .#, der Tensorprodukt-Splines von koordi-
natenweisen Grad < n fiir n = (ny,...,nq) € N% Von besonderem Interesse ist
die Abschitzung des Fehlers der Approximation in folgender Form: Sei 2 C R?
und f € W7}(Q), dann gilt

inf [[f = slpo <c- (00" f

SESn

2 T 13?1057 fllpe).

Hierbei bezeichnet h;, ¢ = 1,2, den maximalen Knotenabstand in jeder Koordi-
natenrichtung. Die Konstante c¢ ist abhéngig von n, p und dem Gebiet 2. Aber
auch die unerwiinschte Abhéngigkeit von dem zugrundeliegenden Gitter tritt
wieder auf.

Diese Form der Fehlerabschétzung ist vor allem aufgrund der Kombination der
Gitterweite in einer Koordinatenrichtung mit der héchsten reinen partiellen Ab-
leitung in der selben Richtung sehr interessant. Daher wird hier auf verschiede-
nen Wegen versucht, eine solche Abschitzung mit einer von dem Gitter unab-
héngigen Konstanten zu erhalten. Zuerst wird die Stabilitdt aufser Acht gelassen
und nur die Fehlerabschatzung untersucht. Hierbei wird ausgenutzt, dass die
unerwiinschte Abhéngigkeit der Konstanten nicht auf allen Gebieten besteht.
Schliefllich werden alle Problempunkte der Splineapproximation auf krummli-
nig berandeten Gebieten in den Fokus gesetzt und eine Basis konstruiert, welche
diese fiir beschrinkte Gebiete Q2 C R? vollstindig 16st.
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1.4 Inhaltsubersicht

In Kapitel |2| werden die zugrundeliegenden Funktionenrdume und Objekte de-
finiert und naher betrachtet. Es werden verschiedene Varianten des Bramble-
Hilbert Lemmas dargestellt, welche fiir die Abschitzung des Fehlers der Appro-
ximation unerldsslich sind. Die Ergebnisse von Dahmen, DeVore und Scherer
werden zusammengefasst und die Methoden des Erweiterns und Normierens
vorgestellt. Der Schwerpunkt liegt dabei darauf, genau aufzuzeigen, wo die Pro-
bleme der Approximation iiber beschrankten Gebieten liegen.

Die Approximation auf dem gesamten R? sowie auf rechteckigen Gebieten ist
unabhiingig von dem Gitter. Fiir jedes beliebige beschrinkte Gebiet ) C R?
existiert ein rechteckiges Gebiet @ C R?, welches € enthilt. Auf dieser Idee
basiert Kapitel 3] Es wird untersucht, welche Fortsetzungsmoglichkeiten von
Funktionen aus anisotropen Sobolevraumen iiber einem beschrankten Gebiet
bestehen und inwiefern dies fiir die Abschétzung des Approximationsfehlers tiber
dem Gebiet ausgenutzt werden kann.

Kapitel {4 stellt die Konstruktion der sogenannten (lokal) uniform kondensierten
B-Splines fiir Gebiete Q2 C R? mit d = 1, 2 vor. Es wird gezeigt, dass diese fiir
Lipschitzgraph Gebiete eine stabile Basis bilden und der zugehorige Splineraum
maximale Approximationskraft unabhéngig von dem zugrundeliegenden Gitter
besitzt. Damit bildet das uniforme Kondensieren die erste Methode auf Grund-
lage von Tensorprodukt-B-Splines, die diese Unabhéngigkeit aufweist. Auch die
gewiinschte Fehlerabschétzung von Funktionen aus anisotropen Sobolevraumen
wird in dieser Arbeit zum ersten Mal beziiglich der Splineapproximation fiir
beschrénkte Libschitzgraph Gebiete bewiesen.

Am Ende dieses Kapitels werden mogliche Verallgemeinerungen der Vorausset-
zungen benannt und kurz untersucht, ob das Verfahren auch auf héhere Dimen-
sionen libertragbar ist.

Kapitel 5| zeigt schliefslich anhand von Beispielen, dass die konstruierte Basis die
benannten Probleme 16st. Die vorgestellten Methoden werden verglichen.



2 Bestehende Theorie

Im Zentrum dieser Arbeit steht die Splineapproximation auf beschrinkten Ge-
bieten. Die bisher bestehende Theorie birgt einige Probleme in sich, die sie vor
allem fiir praktische Zwecke ungiinstig macht. Ziel dieses Kapitels ist es, die not-
wendigen Grundlagen fiir diese Arbeit zusammenzufassen und einen Uberblick
iiber mogliche Probleme zu geben.

Im Zusammenhang mit der Splineapproximation sind lokale Approximationen
mit Polynomen wichtig. Im ersten Abschnitt werden daher einige Polynommen-
gen und Funktionenrdume, welche durch diese approximiert werden konnen, de-
finiert. Ferner werden relevante Gebietsmengen aufgezeigt. Die entscheidenden
Aussagen iiber die Approximation mit Polynomen liefern das Bramble-Hilbert
Lemma und seine Variationen. Ein Uberblick iiber die Variationen des Bramble-
Hilbert Lemmas wird in Abschnitt gegeben. Die Grundlagen und Probleme
der klassischen Splineapproximation beziiglich einer Basis aus B-Splines werden
schlieflich in Abschnitt herausgearbeitet. In den Abschnitten und
werden zwei Varianten der Tensorprodukt-B-Splines beschrieben, welche einige
der Probleme beheben.

2.1 Sobolevraume und Gebiete

Die meisten bekannten Approximationsresultate fiir Tensorprodukt-Splines ba-
sieren auf der Betrachtung der klassischen Sobolevraume (wie zum Beispiel in
[9], [32] oder [36]). In dieser Arbeit soll der Schwerpunkt allerdings auf aniso-
trope Sobolevraume (Definition gelegt werden. Diese werden tiber einen
allgemeineren Zugang iiber sogenannte A-Polynome eingefiihrt.

Definition 2.1. Sei A C N? beschrinkt und erfiille die Bedingung: Falls o € A
und B < a, dann B € A. Die Menge der A-Polynome ist fir mq @ © +— %,
r € R?, definiert als

Py :=span{mq : @ € A}.

Weiter sei die Menge der minimalen Elemente aus N¢\ A durch
ON ={a:a ¢ A und falls B < a, dann f € A}

bezeichnet. Hierbei bedeutet B < a, dass B; < «; fur allei=1,... d.
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Fiir @ € N? werden die Notationen |a| = a; +ag+... +ag, 2% = 2§t - 252 - - 25
und D% = 071057 - - - 03¢ verwendet.

X X [ ]
X X X @ [
X X X X @ X X X
(a) koordinatenweiser (b) totaler Grad < 4 (c) allgemeinere Menge
Grad < (3,4)

Abbildung 2.1: Beispiele fiir die Menge A C N?

Die Menge der A-Polynome ist so gewahlt, dass sowohl Polynome vom totalen
Grad |a| < n als auch solche vom koordinatenweisen Grad o; < n;, i =1,...,d,
enthalten sind. Beispiele der Mengen A in N? sind in Abbildung dargestellt.
Auf der horizontalen Achse sind die Grade oy der z;-Koordinate und auf der
vertikalen die Grade ay der zo-Koordinate aufgetragen. Die Menge A ist jeweils
durch die Kreuze und 0A durch die blauen Kreise gekennzeichnet. Fiir die Menge
der Polynome vom totalen Grad < n iiber R? gilt:

A={acN":|a| <n}und OA = {a € N?: |a| = n}.

Dies ist fiirn = 4 in Abbildung zu sehen. Im Bezug auf die Splineapproxi-
mation auf Tensorprodukt-Gittern (siehe Abschnitt ist vor allem der Fall
der Polynome von koordinatenweisen Grad < n, n € N¢, interessant. Dieser Fall
ist fiir n = (3,4) in Abbildung[2.1(a)| veranschaulicht. Fiirn := (ny,...,nq) € N¢
ist die Menge der Polynome vom koordinatenweisen Grad < n beziehungsweise
von koordinatenweiser Ordnung n definiert als

P, :=span{mqy : o; <n;, 1 <i <d}.

Das heift, A = {& € N : a < n} und OA = {n;e; € N¢: 1 < i < d}, wobei ¢;
den i-ten Einheitsvektor bezeichnet.

Abbildung zeigt ein weiteres Beispiel fiir Mengen A und OA. Diese re-
préasentieren weder ein Polynom von totalem noch von koordinatenweisen Grad.
Die Menge der A-Polynome umfasst also nicht nur diese beiden Mengen. Die
Funktionen, welche durch A-Polynome approximiert werden konnen, sind aus
den folgenden speziellen Sobolevraumen.
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Definition 2.2. Sei ) eine beschrinkte offene Menge des RY. Sei le\(Q) defi-
niert durch

W (Q) == {f € Ly(Q) : D*f € L,(Q) fiir alle & € IA, || fllwp() < o0}

Hierbes ist

I lwa@ = 1flpe + Y I1D*fllpe

acoA

und mit || - ||, wird die L,-Norm tber 2 bezeichnet.

Eine wichtige Rolle spielen hier die normierten und seminormierten Sobolevrau-
me fir A = {a: @ <n}. Diese sind wie folgt definiert.

Definition 2.3. Gegeben seien eine beschrinkte offene Menge Q C R? und ein
Vektorn = (ny,...,ng) € N4 Sei 1 < p < oo.

1. Mit w}(Q) wird der Raum der Funktionen bezeichnet, fiir die folgende
Seminorm endlich ist:

|p,Q'

d
| flun(9) = Z 19" f
=1

2. Sei W}(Q) der Raum der Funktionen f € L,(Q2), welche auf Q0 schwache
Ableitungen 0" f fiir alle n; mit i =1,...,d besitzen und fiir die gilt:

[ llwp@ = I fllpe + [flup@ < oo

Dieser Raum wird anisotroper Sobolevraum [4] beziehungsweise Tensor-
Sobolevraum [50] genannt.

Fallsn := (n,...,n), so wird in dieser Arbeit von dem isotropen Fall gesprochen.
Ist allerdings n = (ny,...,ng), wird davon ausgegangen, dass die n;, € N,
¢t = 1,...,d, unterschiedliche Werte besitzen konnen. Dies wird hier als der

anisotrope Fall bezeichnet. Die seminormierten Rdume werden haufig auch als
Lp-Riume bezeichnet, wie zum Beispiel von Fam [30] oder Besov [2].

Die Sobolevraume zu den Polynomen von totalem Grad werden hier mit W;lakn
benannt. Die zugehorige Seminorm ist gegeben durch

|f‘w|p°“<"(g) = Z 1D flp.0-

lae|=n
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Die klassischen Sobolevraume mit Norm

I Ny = D 1D%f

la|<n

P,

werden in dieser Arbeit mit H)' gekennzeichnet. Die Seminorm entspricht der

Seminorm | - |wI|Ja\<n(Q).

Bemerkung 2.4. Uber beschrinkten Lipschitzgraph Gebieten (siche [53]) gilt,
dass Funktionen aus den anisotropen Sobolevraumen W auch in den Sobolev-
réumen H'mn fiir ny;, = min{n; : 1 < i < d} enthalten sind ([21, Lemma
2.3]). Hierbei wird ausgenutzt, dass nach [52] oder [53]

d
1 f ) < € (Z 107 flp.00 + ||f|rp,a)
=1

gilt.

Burenkov [I5, S.89]| zeigt, dass fiir den isotropen Fall n := (n,...,n) sogar
folgende Zusammenhénge giiltig sind:

L w(Q) C L(Q).
2. wh(Q) = Wn(Q).

3. wP(Q) = wp<(Q).

Anisotrope Sobolevraume W wurden unter anderem von Besov, II'in und Ni-
kol’skil [4] n&her betrachtet. Sie untersuchen verschiedene Integralreprasentatio-
nen fiir differenzierbare Funktionen und nutzen diese aus, um Einbettungssétze
fiir anisotrope Sobolevraume zu beweisen. Dazu werden die Funktionen in Aus-
driicken ihrer Ableitungen dargestellt.

Integralreprdsentation von f € W}(Q)

Die Integralrepréasentationen werden durch die Verwendung eines ,Mittelungs-
kerns“ (averaging kernel) K erzeugt, fiir den

supp K = S(K)Cc{z eR?: —a; <2;<a;, i=1,...,d}

gilt. Autbauend auf diesem Mittelungskern sind folgende Gebiete definiert.
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Definition 2.5. Eine Gebiet G, welches den Mittelungskern S(K) enthdlt, wird
n-Stern-Gebiet beziiglich S(K) genannt, falls fiir jeden Punkt x € G gilt, dass
V(n,z) C G. Hierbei ist V(n, ) := U<y SUK, 1/n,0v;2) mit

S(K,M\viz) = {y: yeax+ (S(K)—x)*}

C {y wz—i—(—a,—xl)z})" Syz §$z+(az_xz)UAz> 1= 17 7d}

Es wird nun eine Integralrepriasentation angegeben, auf welche in Kapitel |3| Be-
zug genommen wird. Die Integralrepriasentation von Funktionen f mit schwa-
chen Ableitungen 0} f,i = 1,...,d, (siche zum Beispiel [4], §7.5] oder [30, S.291,
S.295|) kann dargestellt werden durch

f(@)=pn(fix +Z/ Il 8”1 fly ).Z(xyv_—;x) dy dv  (2.1)
mit

n—1

pos(f0) = [ g Dy [

ECEE K(2)0(y — 2) dz] dy

und

n—1

(=" e [ Y Y
Li(x,y) = ——DY "161[— K e T F Yiy e
(x,y) . ) CE (x1 + 21 T +y
'7xn+zn Hey] 217"'7Zi—17zi+1a"-72n) .
J#i

Hierbei bezeichnet 0(z) = H;l:l 0(z;) die Heaviside-Funktion und p,_; ist ein
Polynom von koordinatenweisem Grad < m. Die rechte Seite der Darstellung
(2.1) ist fiir n-Stern-Gebiete giiltig.

n-Horn Gebiete

Es werden nun einige Klassen von Gebieten (2 angegeben, die direkt auf der
gegebenen Integralreprisentation aufbauen. Uber diesen Gebieten ist die von
Besov, II'in und Nikol’skil [4] gegebene Reprisentation giiltig. Sie wurden im
anisotropen Fall von Besov und II'in (zum Beispiel in [3]) und im isotropen Fall
von Sobolev [54] und [55] vorgestellt. Die im Folgenden zugrunde gelegte Metrik

seil definiert als
d
T, y) = (Z|$z‘—yz‘
i=1

1

) ) (2.2)




Kapitel 2. Bestehende Theorie

mit A = maxi<i<q 1.

Definition 2.6. Sein = (ny,...,ny) € N Angenommen, 0 < h < oo, € > 0
und a; # 0 firi=1,...,d, so wird die Menge

Vin,h) = | {xERd: ﬁ>0,v<(ﬁ)m<(1+s)u (@':1,...,d)}

a; a;
O<v<h v v

als n-Horn mit Radius i und Offnung ¢ bezeichnet.
Fiir den Fall ny = --- = ny, ist ein solches n-Horn V' (n) = V(n, h) ein Kegel.

Definition 2.7. Eine offene Menge Q C R? erfiillt eine schwache n-Horn Be-
dingung (Q € A(n, h)), wenn offene Mengen Qy und n-Horner Vi.(n) = Vi(n, h)
mit a; abhdngig von k firk =1,...,M und M € N existieren, so dass

=J % U (Q + Vi(n, h)). (2.3)

Definition 2.8. Eine offene Menge Q C R? erfiillt eine n-Horn Bedingung
(Q € A(n, h)), falls sie Bedingung erfillt und zusdtzlich gilt

M
Q= U Q,(f), fur ein o > 0.

k=1

Hierbet 1st
D=z 2 ey, olz, 0%\IN) > 5}

Definition 2.9. Eine offene Menge 2 C R? erfiillt die starke n-Horn Bedingung
(Q € A(n, h)), falls sie Bedingung erfillt und zusdtzlich gilt

M
0= U QE], fir ein o > 0,
k=1

wobet
O = {2z e, o(z, N\Y) > 6}

Fiir die verschiedenen n-Horn Bedingungen gelten die Zusammenhange:

A(n,h) D A(n,h) D A(n, h)
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und mit den Definitionen

A(n): U A(n’h)’ A(n>: U A(nvh)v z(n): U Z(“’:h)

0<h<oo 0<h<oo 0<h<oo
gilt auch: -
A(n) D A(n) D A(n).
Bemerkung 2.10. Falls in den Definitionen ny = ...=ng ist, so werden

die Bedingungen als (schwache/starke) Kegelbedingung bezeichnet.

Beispiel /Gegenbeispiel 2.11. Sei d = 2 und n = (ny,n3). Es wird die Kreis-
scheibe Q = {(w1,22) : 22 + 23 < 1} betrachtet. Nach Besov, II'in und Ni-
kol'skir [4 S.155] gilt:

1. @ € A(n), nur wenn %nl < ny < 2n,.

2. Q € A(n), nur wenn n; = ng, das heifit nur im isotropen Fall. Dasselbe
gilt fiir A(n).

Ist die Differenz zwischen n; und ny zu grof, so ist es nicht moglich die Inte-

gralreprésentation (2.1) fiir f € W}(Q) zu bilden. [ |

Wie auch in Beispiel gezeigt wird, besteht ein starker Zusammenhang zwi-
schen der Anisotropie des Sobolevraumes und der Glattheit des Randes 0f).

Beispiel 2.12. Der Kreisring
R ={(r1,72): 1 <] +2a5 <4}

geniigt der schwachen Kegelbedingung, also der schwachen n-Horn Bedingung
mit n; = ny. Wird schlieflich der ,,geschnittene Kreisring

R ={(z1,22): 1 <a2®+25<4, 2, <0 fiirzo =0}

betrachtet, so erfiillt dieser die Kegelbedingung, jedoch keine starke Kegelbe-
dingung. (siehe [4]) |

2.2 Bramble-Hilbert Lemma

Das klassische Bramble-Hilbert Lemma ([11], [12]) liefert eine Fehlerabschétzung
der Approximation durch ein Polynom der Ordnung n auf zusammenhéngenden
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Gebieten Q C R?, welche eine starke Kegelbedingung erfiillen. Im Bezug auf die
Splineapproximation und ihre Anwendung ist es wichtig zu wissen, inwiefern
die Konstanten solcher Fehlerabschétzungen von dem Gebiet, der Ordnung n
des Spline- beziehungsweise Polynomraumes oder dem Exponenten p des Sobo-
levraumes abhéngen. Die Beweismethode von Bramble und Hilbert liefert hier
allerdings keine Anhaltspunkte. Auch die Forderung einer starken Kegelbedin-
gung ist sehr einschrankend.

In der bestehenden Literatur gibt es viele Untersuchungen, die sich mit den Ab-
héangigkeiten der Konstanten beschéftigen. So wird zum Beispiel gezeigt, dass
fir O C RY, welches sternférmig beziiglich einer Kugel B, C Q mit Radius r
ist, das Bramble-Hilbert Lemma mit Konstanten C' abhéngig von der Geometrie
des Gebietes giiltig ist. Genauer heifst das (siehe [23] oder [13]):

Sel rmax := max{r € R : ) ist sternférmig beziiglich B, } und ~ := d‘amﬂ . Fiir
Q, welche sternformig beziiglich B, mit Radius r sind, und fiir f E H 2 (§2),
1 < p < o0, existiert ein Polynom P vom totalen Grad n — 1:

k=0,1,...,n.

[ = Plyjerer ) < Cldm, ) (diam Q)| ] orcn g,

Die Abhéngigkeit von y ist hier nicht erwiinscht. Weitere Ergebnisse wurden von
Dupont und Scott [26], 27] oder auch von Duréan [28] bewiesen. Fiir konvexe Ge-
biete haben Dekel und Leviatan [23] fiir beliebige p und Verfirth [56] fiir p = 2
gezeigt, dass die Konstante lediglich von d und n abhéngt. Hierbei gibt Ver-
fiirth sogar eine konkrete Schranke fiir ¢(d,n) an. Eine allgemeinere Klasse an
Gebieten und zwar Gebiete, welche beziiglich eines einzelnen Punktes sternfor-
mig sind, wurde zum Beispiel von Verfiirth [56] oder Dechevski und Quark [22]
untersucht.

Dies alles sind Resultate fiir die klassischen Sobolevraume H;. In Hinblick auf
die anisotropen Sobolevraume W' und die Splineapproximation durch Tensor-
produkt-Splinerdume sind besonders Abschéitzungen der Form

d
Jnf |f = Pllo <C- > 107 fllpe (2.4)

i=1

interessant. Fiir sternformige Gebiete haben Dupont und Scott [27] unter ande-
rem die Approximation mit Polynomen aus Tensorprodukt-Réumen untersucht.
Die Resultate, welche fiir diese Arbeit relevant sind, werden in den nun folgenden
Abschnitten ndher erldutert.

2.2.1 Lipschitzgraph Gebiete und Stetigkeitsmoduli

Die Resultate dieses Abschnittes werden in [21] fiir alle A-Polynome erzielt. Hier
werden sie allerdings fiir den Spezialfall der Polynome von koordinatenweisen
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Grad < n wiedergegeben.

Neben der Abschitzung der Form (2.4]) steht in diesem Abschnitt auch die
Abschétzung durch einen Stetigkeitsmodul im Zentrum. Fiir zweitere wird die
Aquivalenz zwischen Stetigkeitsmodul und K-Funktional ausgenutzt.

Eines der Hauptresultate ist der folgende Satz |21, Theorem 2.1].
Satz 2.13. Sei Q) ein Lipschitzgraph Gebiet und f € W}(Q), dann gilt

PcP,

d
inf | = Plpa <C Y110 fllpe:
=1

wobei C' abhdngig von p, n und §) ist.

Mit Hilfe dieses Resultats lasst sich eine Abschétzung fiir rechteckige Gebiete
zeigen.

Korollar 2.14. Sei Q C R? ein Rechteck mit Seitenlingenvektor§ = (91, ...,d4),
dann gilt fiir alle f € W}Q)

d
AT = Ploa < C 30 107 S lba (2.5)

mit C' unabhdngig von [ und Q. [21, S. 384/

In Hinblick auf die Splineapproximation auf rechteckigen Gittern ist die Ab-
schétzungsform besonders interessant. Hier werden zum einen nur reine
partielle Ableitungen bendtigt, zum anderen besteht ein direkter Zusammen-
hang der reinen Ableitung beziiglich einer Koordinate mit der Seitenlénge des
Rechtecks in dieser Koordinatenrichtung. Angenommen im Falle der Splineap-
proximation seien diese Rechtecke die Gitterzellen, so lasst sich der Fehler direkt
iiber die Feinheit des Gitters steuern.

Eine weitere interessante Abschéitzung ist durch folgenden Stetigkeitsmodul
moglich.

Definition 2.15. Firn € N* und t € R sei A}, die n;-te Vorwdirtsdifferenz

der Schrittlinge t; beziiglich x; miti =1,...,d. Der multivariate Stetigkeitsmo-
dul fir f € L,(Q) ist definiert als
d
Wn(fa h, Q)p = Z sup HAZl’Z(f, ')”p,ﬂ(mem h)>
i—1 0<t<h

wobei Q(nie;, h) == {x € R : x + s;nze; € Q, fiir alles < h, s € Ri} fiir den
i-ten Einheitsvektor e;.
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Fiir die Abschétzungen durch den Stetigkeitsmodul w, wird dessen Aquivalenz
zu dem K-Funktional

d
Kl £ 0y o= ink {1 =t 3OAE 1979l S gogebenes f & Ly(©)

ausgenutzt. Fiir beliebige f € L,(Q) gilt w,(f,t,Q), < C-Ky(f,t,Q), mitt >0
(siehe [21], S.385]).

Die umgekehrte Richtung gilt nicht ohne Weiteres. Falls das Gebiet ein Rechteck
Q= Hle[ai, b;] mit Seitenlangenvektor & = (d1,...,04), & = b; — a; > 0, ist, so
gilt |21, Lemma 3.1]:

Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir ein beliebiges Rechteck ) und
fir alle f € L,(Q) und t > 0 folgt

Kn(f7ta Q)p S Cwn(f7ta Q)p

Dies kann ausgenutzt werden, um Gebiete zu konstruieren, fiir die der Stetig-
keitsmodul und das K-Funktional dquivalent sind. Grundlegend ist hierbei die
Eigenschaft koordinatenweise konvex zu sein.

Definition 2.16. 2 ist koordinatenweise konvex, falls folgende Bedingung er-
fullt ist:

gilt x,x 4+ he; € Q fiir ein h >0 und i = x+te; € Q fir alle 0 <t < h.
(2.6)

Hierauf aufbauend wird iiber eine spezielle ,Kegelbedingung* mit Hilfe von
Rechtecken eine Klasse von Gebieten definiert, welche die gewiinschte Aqui-
valenz erlaubt.

Definition 2.17. Q) erfillt eine gleichméfige Rechteckeigenschaft, falls gilt:

Q erfillt (2.6) und Q C U, Q;, wobei die Q; Rechtecke sind und (2.7)
fiir jedes i ein Rechteck R; existiert, dessen eine FEcke im Ursprung liegt,
sodassx € ;N = v+ R; C Q.

Wie gewiinscht lisst sich fiir diese Gebiete die Aquivalenz von Stetigkeitsmodul
und K-Funktional nachweisen.

Satz 2.18. Falls fiir Q erfillt ist, dann existieren Konstanten C,Cy > 0,
die nur von n und €0 abhdingen, so dass fir jedes h > 0

Crwn(f,h, Q) < Kn(f h,Q), < Cy wn(f,h,Q),.



Multivariate Splineapproximation auf Gebieten 17

Mit Hilfe dieser Aquivalenz und mit Satz kann schlieklich inf pep,, || f—P||p.0
durch den Stetigkeitsmodul abgeschétzt werden.

Korollar 2.19. Fulls Q) Bedingung erfullt und 2 C @ st, wobei () ein
Rechteck mit Seitenldngenvektor § ist, dann gilt fir jedes f € L,(2)

inf ||f - PHp,Q <C wn(f767 Q)Pﬂ

PcPp,

wobet C' nur von n,  und p abhdngt.

Prinzipiell sind Abschétzungen dieser Form solchen aus Satz vorzuziehen.
Einerseits werden geringere Glattheitsanforderungen an die Funktionen gestellt
und andererseits ist zweitere durch die erste bedingt, denn

d
wn<f767 Q)p S 25?1 az%fupﬂ
=1

Die Bedingung ist allerdings enorm einschrinkend. Weder ein einfacher
Kreis noch ein beschréankter Kegel, welcher eine Ecke im Ursprung besitzt und
nur einen Koordinatenvektor enthélt, geniigen dieser Anforderung. Dahmen,
DeVore und Scherer [21] zeigen, dass es eine grofere Klasse von Gebieten gibt,
fiir die eine Abschatzung {iber den Stetigkeitsmodul moglich ist. Allerdings ist
auf diesen die Aquivalenz zu dem K-Funktional nicht gegeben. Die Approxi-
mationen mit Polynomen werden benétigt, um die Fehlerabschédtzung bei der
Splineapproximation zu beweisen. Um auch dort eine Abschétzung iiber den
Stetigkeitsmodul zu erhalten, wird die Aquivalenz zu dem K-Funktional ausge-
nutzt. Daher wird die erwdhnte Klasse von Gebieten, fiir die eine Variante von
Korollar giiltig ist, nicht naher erldutert.

2.2.2 Verallgemeinerte Graphgebiete

Die im Folgenden dargestellten Resultate wurden von Reif [45] bewiesen. Es
wird eine Variante des Bramble-Hilbert Lemmas fiir Graphgebiete gegeben. Reif
betrachtet in seiner Arbeit auch sogenannte ,verallgemeinerte Graphgebiete”.
Es wird gezeigt, dass iiber diesen eine optimale Approximation von Funktion
f € W, () durch Polynome moglich ist. Fiir alle seine Resultate sind die Ab-
héngigkeiten der Konstanten nidher bestimmt und die Konstanten werden sogar
genauer angegeben.

Hier werden nur die spéter benotigten Resultate fiir die Graphgebiete wiederge-
geben. Auferdem wird auf die Angabe der exakten Konstanten verzichtet und
es werden nur die Abhéngigkeiten geklért.
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Definition 2.20. Ein Gebiet & in R? heifit p-Gebiet, falls diber Y C RI!
eine stetige Funktion ¢ : 'Y — Rog mit o(Y) C [k, k(1 4+ m)] fir Konstanten
k, m > 0 existiert, so dass

P:={(y,2): y€ ¥, 0< 2z < o(y)}.
Diese Menge besteht im Wesentlichen aus den Teilen

O ={(y,2)€P: 2<k} und " :={(y,2)€P: 2>k}

In der nun folgenden Definition wird die Isometrie Alr, o, 7](z) 1= (0 - + 7) A,
mit ¢ € {—1,1} verwendet. Diese Isometrie setzt sich aus einer Permutations-
matrix A, : R — R? welche die r-te und d-te Koordinate vertauscht, und einer
Translation 7 € R? zusammen.

Definition 2.21. Das Gebiet Q C R? wird Graphgebiet genannt, falls eine Box
beziehungsweise ein Rechteck B C R mit Seitenlingenvektor h := |B| > 0 und
eine geschachtelte Folge von Teilmengen

B=QycQ C---CQ;=0Q

mit der folgenden Eigenschaft existiert:
Fiir j € {1,...,J} existiert iiber Y; C R¥™! ein @,-Gebiet mit den Parametern
kj und m;, eine Isometrie A; := Alrj,0;,7;] und ein Index i; < j, so dass

Aj(é;) C Qi]- und Qj e Qj—l U A](@j)

Hierbei wird B der Kern und [Q)] := [L, M, I, R] die Parametermenge von 2 mit
L = [ll,...,lj] = [k?l/hrl,...,kj/hTJ], M = [ml,...,mj], I = [il,...,ij} und

R =1ri,...,7;] genannt.

Folgender Satz ist fiir Graphgebiete giiltig.

Satz 2.22. Sei 2 ein Graphgebiet mit Parametern [Q)] = [L, M, I, R] und Kern
B mit Seitenlingenvektor h := |B|. Fir ein beliebiges n € N* und f € W(Q)
existiert ¢ € Py, so dass

o f

|p,Q'

d
If = allpe <D eiln,p, 1)) - B
i=1

Das Polynom g € P, ist ndher bestimmbar. Dieses ist allerdings hier nicht von
Belang und es wird dafiir auf [45], §2| verwiesen.
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2.3 B-Splines

Bevor die Approximation mit Splines ndher betrachtet wird, werden einige not-
wendige Begriffe gegeben. Hierbei wird zuerst der univariate Fall betrachtet und
schlieklich der multivariate Fall {iber eine Tensorproduktstruktur aus univaria-
ten Anteilen gebildet.

Die Notationen und Definitionen beinhalten nicht alle Grundlagen der B-Spline
Theorie und auch auf Beweise wird hier verzichtet. Ausfiihrliche Informationen
zu den B-Splines und auch den Tensorproduktfldchen sind unter anderem in [37]
oder [§] zu finden. In [50] werden neben den Tensorprodukt-Splines eine ganze
Reihe weiterer Splinerdume betrachtet.

2.3.1 Univariate Splines

Gegeben sei ein Knotenvektor T := {¢1, ..., t;in} C R fiir m > n mit uniformen
Knotenabstand h := |t 41 —t;| fir j =1,...,m+n — 1. Es soll der Splineraum
der Ordnung n betrachtet werden. Das kanonische Definitionsgebiet des Kno-
tenvektors T ist D(T) := [t,,tmy1). Falls Funktionen tiber dem gesamten R
betrachtet werden sollen, so ist der Knotenvektor ein bi-infiniter Knotenvektor

T = {ti}iez.

Definition 2.23. Eine Funktion s : D(T) — R mit 5|, +,.,) € Pu(t;, tj11) fiir
j=1,...,m, welche an jedem Knoten t; mindestens n — 2 mal stetig differen-
zierbar ist, wird als Spline der Ordnung n bezeichnet. Die Menge dieser Splines
wird als Splineraum

Fn(T) :i={s: D(T) = R 5| 1;,1) € Pulty, tjs1) fiir j=1,...,m und
s e C(D(T)) fir alle a < n — 2}

bezeichnet. Falls ein Gebiet Q@ C D(T) betrachtet wird, so wird der Splineraum
In(T) auf dieses eingeschrinkt, das heifst,

ST, Q) == {sla: D(T) = R 8|y, € Pulty, tjn) fiirj=1,...,m
und s € C(D(T)) fiir alle o < n — 2}.

Die Basiselemente von .7, (7T") sind hier die B-Splines {b;},, welche zum Bei-
spiel tiber eine Rekursionsformel definiert sind (sieche unter anderem [37]). Die
einzelnen B-Splines haben einen kompakten Tréger supp b; := [t;, t;1,] und bil-
den tber einer einheitlichen uniformen Knotenfolge 7" an jedem Punkt in D(T)
eine Partition der Eins. Splines aus .7, (1) beziehungsweise .7,(T, Q) konnen
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beziiglich der B-Spline-Basis durch Koeffizienten {f;}7, mit f; € R wie folgt
bestimmt werden:

s(x) = Zf bi(x).

Fiir die Anwendung der Splineapproximation ist es wichtig zu wissen, wie sich
zum Beispiel Anderungen der Koeffizienten auf Splines aus dem Splineraum
n(T) auswirken. Das heifst, ob es Konstanten ¢, C' € R gibt, so dass

c[[Flloe < [I5lloe < Cl[Floo, (2.8)

wobei hier F':= (fi,..., fm) € R™ ist. Die Koeffizienten werden in der [,-Norm
und die Splines in der L.-Norm betrachtet. Der Quotient % wird als Kondition
der B-Spline-Basis cond ({b;}7,) bezeichnet. Ist diese Konditionszahl beziig-
lich des Knotenabstandes gleichméfig beschrankt, so wird die B-Spline-Basis
stabil genannt.

Satz 2.24. Gegeben sei die B-Spline-Basis {b;}7", zu dem Splineraum .7, (T).
Fiir beliebiges & € [t;, tiyn| wird mit

das zu den B-Splines b; duale de Boor-Fix Funktional definiert. Hierbei sind die
v; € P (R), 1 =1,...,m, definiert durch

[8/.

Die Dualitit des de Boor-Fix Funktionals zu den B-Splines bedeutet hier, dass
Ai(b;) = 0;; erfiillt ist. Die Ableitungen der Polynome ; lassen sich iiber eine
Produktdarstellung ausdriicken.

Lemma 2.25. Fir jedes k =0,...,n — 1 gibt es Nullstellen Ti’fj eR,

- 40 k 0
J=k+1,...on=1mit 7, , <775 <T7; s0, dass

$9(2) = (~1)k L”'y I (% — )

n—1—-Fk)!
Jj=k+1

gilt [42).

Fiir die Kondition beziehungsweise Stabilitdt der B-Spline-Basis iiber R lasst
sich folgender Satz beweisen.
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Satz 2.26. Sei {b;}icz eine beliebige B-Spline-Basis der Ordnung n auf dem
gesamten R. Dann ist die Kondition der B-Spline-Basis gleichmdfSig durch eine
Konstante M(n) beschrinkt, welche nur von n abhangig ist. Das heifit,

conde, ({b; }icz) < M(n).

Dieses Resultat wird unter anderem in [42] oder [6] bewiesen. Der Beweis soll
hier nicht dargestellt werden. Mofner hebt in seiner Arbeit zwei entscheidende
Eigenschaften hervor, welche fiir den Beweis notwendig sind (siehe [42] S.98 ff]).
Zum einen miissen die Ableitungen Q/JZ(O‘) (&) gleichmékig beschrankt sein, zum
anderen muss die Norm [|s|¢ := 20—} |s(®)(¢)| gegen die Lo-Norm abgeschiitzt
werden konnen. Beides ist erfiillt, wenn der Splineraum iiber D(7T') oder dem
gesamten R betrachtet wird. Falls allerdings 2 € D(T) und somit .7, (T, £2)
gewahlt wird, treten mit dieser herkdmmlichen B-Spline-Basis Probleme auf.
Diese konnen im Eindimensionalen meist durch eine geeignete Wahl der Knoten
umgangen werden. Im mehrdimensionalen Fall ist das nicht moglich. Daher wird
hier nur diese kurze Anmerkung gemacht und die Probleme werden im folgenden
Abschnitt néher erlautert. Der Raum, welcher eigentlich als Grundlage fiir die
Splineapproximation gewtinscht ist, ist

A

yn(T, Q) = {S Q=R :S|(tj,tj+1)ﬁQ S Pn((t],tj+1) N Q) flir ] = 1, oo,
und s € C(Q) fiir alle a < n — 2}.

2.3.2 Multivariate Splines

Das Konzept der univariaten Splinerdume lésst sich relativ einfach in den mul-
tivariaten Fall iibertragen. Hierzu werden die Eigenschaften des Tensorprodukts
(kurz: TP) ausgenutzt. Seien T; = {tgl), . ,tgmﬁm)} C R univariate uniforme
Knotenvektoren fiir Splinerdume der Ordnung n;, ¢ = 1,...,d mit Knotenab-
stand h;. Durch das kartesische Produkt der einzelnen Knotenvektoren wird ein

TP-Gitter
T=T®...9T; mit Gitterweite h = (hy,...,hq)

gebildet. Fir k € H?Zl{l, ...,m; +n; — 1} =t K werden die Gitterzellen durch
Iy = H?zl[tgki), tl(-kiﬂ)] benannt. Uber diesem Gitter wird der multivariate TP-
Splineraum .7, (1) := .7, (Th) ® ... ® S,,(Ty) der Ordnung n = (ny,...,ng)
betrachtet. Der kanonische Definitionsbereich dieses TP-Splineraumes ist da-
mit D(T) = [[*, D(T;). Eine Basis des TP-Splineraumes ist durch die TPB-
Splines
d
B](JI) = bj1(x1) T bjd(xd>7 J= (jl? S 7jd) € H{la e ami} =1,

=1
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gegeben. Der zugehorige Trager ist definiert durch

d
supp B; = ( {2k - § <k <j+n} =77, 67

i=1

Wird ein offenes Gebiet 2 C D(T') betrachtet, so wird der Splineraum .%,(T', Q)
als Einschriankung des Raumes .7, (T') auf Q definiert (siche Definition [2.23)).
Hierbei wird die Basis der B-Splines auf diejenigen reduziert, die an irgendeinem
Punkt x € € ungleich Null sind. Die Indexmenge der B-Spline-Basis iiber €2 wird
dann als
Io :={j € I| supp B; N Q # 0}

definiert.

Der Raum .7, (T') ist hier analog zum univariaten Fall fiir s : D(T) — R de-
finiert. Falls der gesamte R? betrachtet werden soll, so wird T aus bi-infiniten

univariaten Knotenvektoren T;, + = 1,...,d, zusammengesetzt. Die Indexmen-
gen K und I sind in diesem Fall Z¢.

Das de Boor-Fix Funktional ist auch im Multivariaten definiert und bildet ein
duales Funktional zu den TPB-Splines (siche [6], [§] oder [9]).
Satz 2.27. Gegeben sei die B-Spline-Basis { B; }ier. Fiir & € supp Bj wird durch

o S (el ) )

EERY
(n—1)! =

mit (n — 1)l = (ng — 1)l (ng — 1) und 93 (§) = 931 (&1) - ¥4 (Ea) ein zu den

B-Splines der Ordnung n duales multivariates de Boor-Fix Funktional definiert.

A(F) = Ay o0 () =

Die Dualitét folgt direkt daraus, dass
)‘J<Bl) = >‘j1 (bll) ’ )‘jz (bm) T >\jd (bid) = 5j1,i1 o '5jd,73d = 5.7,13

gilt. Die meisten Eigenschaften und Ergebnisse zu den B-Splines und ihren dua-
len Funktionalen sind invariant beziiglich folgender Abbildungen.

Definition 2.28. Eine a®-Abbildung (axis-aligned affine) im R? wird definiert
durch

AR>S 20 (ag*x+a)A, € R
wobei A, € {0,1}9*? eine Permutationsmatriz, as € (Ryo)? ein Skalierungsvek-
tor und a; € R? eine Translation ist. Die Multiplikation x mit dem Skalierungs-
vektor ist eine punktweise Multiplikation, das heifit,

o T d
as*x = (a15 - T1,...,045 xq) € R"

A heif$t isometrisch, falls alle Komponenten des Skalierungsvektors den Betrag
1 haben.
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Die Anwendung einer a3-Abbildung auf eine Funktion ¢ : R? — R entspricht
einer Umparametrisierung des Arguments, also A(g) := g o A~!. Die Invarianz
der B-Splines beziiglich solcher Abbildungen bedeutet zum Beispiel, dass

Ai(Bi) = A(X)A(B;) = 0i; - und - Aj(s) = A(N)A(s) (2.9)

gilt. Um dies zu zeigen, muss die affine Transformation einmal auf ¢; und dann
auf die Ableitungen der Splinefunktion angewendet werden. Dabei ergeben sich
Skalierungsfaktoren der urspriinglichen Funktionen, welche sich bei der Anwen-
dung des Funktionals auf die Splinefunktion autheben. Ein ausfiihrlicher Beweis
hierzu ist in [42], S.42] zu finden.

Auch im multivariaten Fall ist die Kondition der B-Spline-Basis iiber R? gleich-
mékig beschrankt. Dabei werden hier dieselben wichtigen Eigenschaften verwen-
det wie im univariaten Fall. Um die gleichméfige Beschrénkung der B-Spline-
Basis zeigen zu kénnen, miissen die folgenden Eigenschaften erfiillt sein:

El: Die Ableitungen @ miissen gleichméfig beschrinkt sein.

E2: Die Norm |[|s|¢ == Y, [s@(€)| muss gegen die Lo-Norm abgeschitzt
werden konnen.

Solange der Splineraum iiber R?, d > 1, betrachtet wird, ist dies unproblema-
tisch. Sobald aber auf ein krummlinig berandetes Gebiet 2 C R? eingeschriinkt
wird, kann die gleichméfige Beschrankung verloren gehen. Ist das Gitter un-
glinstig gewahlt, so kann eine der Bedingungen E1 und E2 verletzt werden.
Méfner hat in seiner Dissertation [42] gezeigt, dass in fast allen Féllen eine
Normierung der B-Splines zu einer Stabilisierung fiihrt. Dieses Thema wird in
Abschnitt 2.4l ndher betrachtet.

Unabhéngig von Normierung und Stabilitdt der Basis entsteht bei der Ein-
schrinkung auf ein Gebiet Q@ C R? d > 1, ein weiteres Problem. In dieser
Arbeit sollen Fehlerabschiatzungen der Form beziehungsweise un-
tersucht werden. Eine optimale Approximationsordnung ist allerdings nicht fiir
beliebige Gebiete gewahrleistet. Ein Beispiel hierfiir wird nun gegeben.

Beispiel 2.29. Gegeben sei das Gebiet
Q={(z,y) eR?| -1 <z <1, -1<y <]z}

Dariiber sei das TP-Gitter bestehend aus Ty = Ty = {...,—3h,—h, h,3h,...}
gelegt.
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Abbildung 2.2: Beispielgebiet fiir Approximationsprobleme mit B-Splines

Es soll die Funktion

y y=>20,2>0

flx,y):=9 -y y>0,2<0
0 y <0

mit Splines der Ordnung n = (1,1) approximiert werden. Auf dem rot mar-
kierten Streifen und sogar fiir —hA < x < h muss der in der co-Norm best
approximierende Spline den Wert 0 haben, da die hier liegenden B-Splines zum
einen Teil den Funktionswert —y und zum anderen Teil y approximieren miissen.
In diesem Bereich entsteht der grofste Fehler beziiglich der oo-Norm. Es gilt

If = slloc0 = V.
Nach der gewiinschten Fehlerabschatzung soll jedoch
If = sllco < C - (R|01 flloc + 22 f[lc2) = C -

gelten. Das heifst, dass die gewiinschte Approximationsordnung nicht erreicht
werden kann beziehungsweise fiir kleine Gitterweiten die Konstante C' beliebig
groft wird. |

Der TP-Splineraum .7, (T, Q) ist fiir die gewiinschte Approximation nicht grofs
genug. Der grofste Splineraum {iber € ist definiert durch

~

F(T,2) :={s: Q= R|s|zn0 € Po(ZxNQ) fir k € K und
5@ e C(Q) fiir alle a <n — 2}.

Das Gebiet in Beispiel ist kein Lipschitzgraph Gebiet. Die Betrachtung der
Klasse der Lipschitzgraph Gebiete ist allerdings durchaus ausreichend. Wie im
néchsten Beispiel und darauf folgenden Abschnitt gezeigt wird, gibt es
auch bei Lipschitzgraph Gebieten Probleme.
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Beispiel 2.30. Gegeben sei das Gebiet
Q= {(z,y) eR*| ~1 < <1, ~1 <y<|a[}.
Das TP-Gitter seidurch 7y = {...,-3,—-1,1,3,...} und T = {..., —h,0,h, ...}

mit h = 1/[ fiir [ € Z bestimmt. Mit den zugehdrigen TPB-Splines der Ordnung
n = (1, 1) soll erneut die Funktion

y y=>20,z>0

fla,y)=q-y y=>0,2<0
0 y<0
approximiert werden.
he <1
Q
hy =2

Abbildung 2.3: Beispielgebiet fiir Approximationsprobleme mit B-Splines

Der B-Spline auf dem rot markierten Streifen muss einerseits den Wert —1
andererseits den Wert 1 approximieren. Der zugehorige Koeffizient und damit
der Spline in diesem Bereich wird daher als 0 gewidhlt. Somit folgt

I = slloc. = 1.

Erneut sollte fur den Fehler

1 = slloco < C - (Mf|O1fllcoe + h2l|O2f o) = C - ha

gelten. Der tatsiachliche Fehler ist konstant, egal wie fein hy gewéhlt wird. Die
Konstante C' ist somit von dem Verhaltnis der Gitterweiten abhingig. |

Diese Problematik tritt nicht nur bei speziell gewéhlten Gebieten auf. Wie im
folgenden Abschnitt gezeigt wird, besteht diese Abhéngigkeit der Konstanten
von dem Seitenldngenverhéltnis der Gitterzellen generell, wenn Funktionen aus
anisotropen Sobolevrdumen approximiert werden sollen.
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2.3.3 Approximation mit Splines

In diesem Abschnitt seien durch T} = {tgl), . ,t(mi+ni)} fiir i = 1,...,d nicht

(2
notwendiger Weise uniforme Knotenfolgen gegeben. Ein Tensorprodukt-Gitter

wird durch T':=T1 ® - - - ® T;; gebildet. Mit hg wird der Seitenldngenvektor der
Gitterzelle Z bezeichnet und mit h := maxy, hy das koordinatenweise Maximum
fir das gesamte Gitter. Sei \; das multivariate de Boor-Fix Funktional und

QUf) = X()B;

J€lq

der zugehorige Quasiinterpolant. Detailliertere Informationen hierzu sind bei-
spielsweise in [9] zu finden. Der so definierte Quasiinterpolant ist aufgrund des
verwendeten de Boor-Fix Funktionals nur auf Funktionen aus C*~! anwendbar.
Um einen Operator @ : L, — Z»(T') zu erhalten, gibt es verschiedene Mog-
lichkeiten, \; zu modifizieren. Eine konstruktive Variante wird in Kapitel
vorgestellt. Dahmen, DeVore und Scherer [21, S. 393 f] stellen Bedingungen
(siehe ) an Q C D(T) und T, welche die Existenz eines Funktionals ),

garantieren, so dass durch

QU =Y N(/f)B;

je€ln

ein Operator Q : L,(Q) — .7, (T, Q) definiert ist. Die Summation verlduft iiber
alle § mit supp B; N # 0.

SelKQ:{j . ZJQQ%Q} undKQ:{kj—’nSkS]—i‘nmltj GKQ}
Weiter sei Z;(C) fiir eine Konstante C' das Rechteck mit dem selben Zentrum
wie Z; jedoch mit dem Seitenldngenvektor C' - h;.

Damit S\j existiert, muss fiir Q2 und 7T folgende Eigenschaft erfiillt sein:

Sei (2 koordinatenweise konvex ([2.6)) und es existieren (2.10)
Konstanten C, Cy > 1, so dass fiir jedes j € Kq Rechtecke
R; C Z;(Cy) NQund P; C Q existieren mit
(7) hr; > Crlhy,
(11)  Pjiberdeckt Uj_pn<k<j Zk(|n|C1) = S; maximal
in der Distanz Cy und hp, < Cflhgj.

Hierbei miissen die Rechtecke R; und P; nicht aus dem Tensorprodukt-Gitter
T sein.

Auf diesen Gebieten kann fiir Funktionen aus W} eine Abschétzung dhnlich zu

(2.5) gezeigt werden.
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Satz 2.31 (Dahmen, DeVore und Scherer, [21]). Falls Q2 und T' Bedingung
gendigen, gilt fir f € W23(Q)

d
1f = Q(f)llpo < C Y BF|ID™ £, (2.11)

=1

mit h = max h;.
j€ln

Falls Q zusdtzlich erfillt, dann gilt fir jedes f € L,(2)

If = Q()llna < Cwnlf, b, Q). (2.12)
Die Konstante C' hdngt vonn, p, Q und den Konstanten aus ab.

Beweisschema:
Firz e Z;NQ und P € P, gilt

f@)=Q(f,x) = f(x)—P(x)—Q(f — P,x)
= f(x)=P(x)— > Xlf—P)Bx(x)

J—n<k<j

Uber die Eigenschaften, welche bei der Konstruktion von M\ entstehen, zeigen
Dahmen, DeVore und Scherer, dass dann

1f = QUN)lpzine < C - |If = Plipsne.

Mit Theorem [2.13] und durch die Konstruktion, dass ein P; existieren muss,
welches S; maximal in der Distanz Cy iiberdeckt, folgt

d
If = Pllpssne < C Y BE 107 Fl,.5,00
i=1
fiir Sj 1= Uj_n<k<jZk(In|C1 (203 + 1)). Damit erhalten sie

pnzez
S ﬂQh

1f = QAN 2,00 < CZ 107"

Unter anderem {iber eine Summation iiber j folgt die gewiinschte Abschétzung.
d

Dahmen, deVore und Scherer erwéhnen, dass unter anderem diejenigen koor-
dinatenweise konvexen Gebiete Eigenschaft (2.10]) erfiillen, die in Teilgebiete
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aufgeteilt werden konnen, welche eine Kegeleigenschaft fiir einen Kegel erfiillen,
der eine Ecke im Ursprung hat und eine Koordinatenachse enthélt. Hierfiir miis-
sen allerdings die Rechtecke in 7" klein genug sein.

In der Bedingung an die Gebiete ist ein Problem versteckt, welches nicht offen-
sichtlich ist. Die Abhédngigkeit der Konstanten C' in Satz von den Konstan-
ten C7 und Cy ist nicht wiinschenswert. Das Problem hierbei wird durch die
folgenden Beispiele aufgezeigt.

Beispiel 2.32. Betragsfunktion, d = 2

Betrachtet wird ein Gebiet 2 C R2, dessen Rand in einer Umgebung U um den
Ursprung durch die Betragsfunktion beschrieben wird, das heifst,

0y = {(z,y) e Uy = |z])}-

Sei Z = [—s, s]x[—1,1] mit hy = (2s, 2]) eine Gitterzelle aus dem Tensorprodukt-
Gitter T'. Aukerdem sei Z(K) = [—sK, sK| x [-IK,IK]| mit hy ) = (25K, 2lK)
fiir eine Konstante K.

Sei R das Rechteck zu Z aus der Gebietskonstruktion (2.10). Dann miissen fiir
R die Bedingungen

(i) RC Z(K)NQ

erfiillt sein. Es lasst sich leicht einsehen, dass dann

e- =il

fiir r > 2 zu wihlen ist. Fiir die Konstante K muss damit

s l
Kl>—+ — K > 1
_K—i-K = > +

~| ®

gelten. Die Konstanten in der Fehlerabschétzung sind somit abhédngig von dem
Seitenverhéltnis der Rechtecke des Tensorprodukt-Gitters. [ |

Beispiel 2.33. Parabel, d = 2

Der Rand sei statt durch die Betragsfunktion in Beispiel durch eine Parabel
beschrieben. Durch analoge Rechnung folgt, dass auch hier K und damit C' von
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dem Verhéltnis s/l abhéngig ist. Genauer ergibt sich:

2
szax{l, ¥ ST}

Die beiden Beispiele zeigen, dass sowohl fiir ein glattes als auch fiir ein nicht
glattes Randstiick die Konstante in der Fehlerabschétzung aus Theorem [2.3]]
von dem Seitenverhéltnis s/h abhéngt. Dies ist natiirlich nicht erwiinscht, denn
die Vergrofserung des Splineraumes durch Hinzufiigen von Knotenpunkten in
nur einer Richtung (I — 0) fiihrt zu einer Verschlechterung in der Fehlerschran-
ke fiihrt.

Ist das Gebiet ein Rechteck mit zu den Koordinatenachsen parallelen Kanten, so
besteht diese Abhéngigkeit nicht. Schumaker [50], S.491] zeigt, dass die Abschét-
zung iiber Rechtecken giiltig ist. Dabei tritt eine Abhéngigkeit der Konstanten
von einem Parameter v auf. Fiir uniforme Gitter gilt allerdings immer v = 1,
sodass diese Abhéangigkeit nicht kritisch ist. Diese Tatsache wird im néchsten
Kapitel ausgenutzt.

Bei der Abschétzung iiber den Stetigkeitsmodul gibt es klare Grenzen,
die auch schon in [21] angedeutet werden. Allerdings besteht die Hoffnung, die
Abhéngigkeit von dem Gitter bei der Fehlerabschétzung der Form (2.11)) umge-
hen zu konnen.

Zusammenfassend lassen sich die folgenden drei Punkte als mogliche Proble-
me der Tensorprodukt-Splineapproximation auf beschrinkten Gebieten benen-
nen:

1. Instabilitdt der B-Spline-Basis.
2. Verlust an Approximationsordnung.
3. Abhéngigkeit von den Knotengittern.

Eine Methode, die die ersten beiden Punkte 16st, ist das Erweitern und Ankop-
peln der B-Splines. Dieses Verfahren wird in Abschnitt [2.5|geschildert. Allerdings
soll hier direkt darauf hingewiesen werden, dass das dritte Problem mit diesem
Verfahren nicht behoben werden kann.
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2.4 Normierte B-Splines

Das Problem der Instabilitdt der Basis kann in den meisten Féllen durch eine
einfache Normierung der B-Splines behoben werden.

Definition 2.34 (Mofner und Reif, [43]). Fir ein gegebenes beschrinktes und
offenes Gebiet Q@ C R? und 1 < p < oo sind die normierten B-Splines definiert

als

P .

i .
V= 1 € Ig.
Y IBillpe’

Um zeigen zu konnen, dass die Konditionszahl der normierten Basis gleichméafig
beschrankt ist, miissen die beiden Bedingungen E1 und E2 auf Seite 23| erfiillt
sein. Mofner [42, S. 104 ff; S.128 ff| hat herausgefunden, dass fiir zusammenhén-
gende Schnitte supp B; N 2 und die normierte B-Spline-Basis die Bedingungen
E1 und E2 auf Seite [23] abhingig von dem Gebietsrand erfiillt sind, falls eines
der folgenden Kriterien gilt:

K1: Eine Ecke des Triigers liegt in Q.
K2: Mindestens zwei Knoten liegen in dem Gebiet .

Fir Q := (r1,72) C R ist weder K1 noch K2 erfiillt, wenn das Gebiet Q2 keinen
der Knoten aus T' enthélt, das heifst, wenn ¢, < ry < ry < t,11 gilt. In diesem
Fall kénnte somit die Basis der normierten B-Splines instabil sein.

Beispiel 2.35 (Mofner, [42]). Gegeben sei @ = [ —¢, 1 +¢] und die Knotenfol-
geT ={...,-1,0,1,2,...}. Die B-Splines seien von der Ordnung n = 2. Diese
bilden mit den Koeffizienten F' = (1,—1) den Spline s(t) := B F..

f f . f‘l
2

Abbildung 2.4: Instabile B-Splines mit keinem Knoten im Gebiet

Fiir t € [0,1] gilt:
bfl(t) =1—t und bo(t) =1.
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Normieren der B-Splines ergibt dann:

b)) 1t b))t
v = = bo(t) = bt Iic

b_i(3—¢) 3+e

= |Fllec =1 und |[s]lco = 75

1 .
2te

Fiir ¢ — 0 gibt es keine Konstanten ¢, C' € R mit ¢||F|loc < [|8]/oc,0 < C||F |05
so dass % gleichméfig beschrankt ist. [ |

Die durch Normieren stabilisierbaren B-Splines konnen nach [43] tiber folgende
Eigenschaft beschrieben werden.

Definition 2.36. Sei 2 C R? ein offenes Gebiet. Ein B-Spline B;, i € Ig, mit
Triiger supp B; und supp By := supp B; N Q heifit a-proper, falls zwei Qua-
der beziehungsweise Rechtecke P; und R; mit Seitenlingenvektoren |P;| und | Ry
existieren, so dass fir o > 1 gilt

a) P; Csupp B C R;.
b) SRl = |B.
¢) R; und supp B; haben eine gemeinsame Ecke.

d) P; ist vollstandig in einer Gitterzelle enthalten.

Sei
BY .= {B!: B! ist a-proper}

die Menge der normierten a-proper B-Splines. Diese bildet eine stabile Basis.

Satz 2.37 (Mofner und Reif, [43]). Die Konditionszahl der normierten c-proper
B-Splines B ist beschrinkt durch

cond, BY < M,
wober die Konstante M vonn, p, d und o abhdngig ist, aber weder von T noch

von €.

Liegt ein B-Spline vollsténdig in dem Gebiet, so ist er ohne Zweifel a-proper.
Problematisch sind die B-Splines, welche den Rand schneiden. Die Beweise und
weitere Erlduterungen hierzu sind in [43] oder auch [42] zu finden, wobei im
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zweiten sogenannte substantielle B-Splines betrachtet werden. Ein B-Spline der
Ordnung n = (ny,...,ng) ist im Prinzip dann substantiell, wenn er a-proper
mit o = max; n; ist. Die von Mofner bestimmten Kriterien K1 und K2 auf Sei-
te |30] sind somit auch fiir die Eigenschaft, a-proper zu sein, relevant.

Fiir univariate Splines gibt es zwei problematische Konstellationen von Gebiet
und Knoten. In Beispiel 2.35 wurde gezeigt, dass die B-Spline-Basis instabil sein
kann, wenn kein Knoten in dem Gebiet enthalten ist. Aber auch die Platzie-
rung eines Knotens in dem Gebiet garantiert nicht, dass alle B-Splines a-proper
sind.

Beispiel 2.38. Gegeben sei das Gebiet 2 = [2—¢,2+2-¢] und die Knotenfolge
T=1{..,01,2,3,4,...}. Betrachtet wird der B-Spline by der Ordnung 4. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sei ¢ < % Es werden nun die Intervalle Ry und
Py bestimmt, welche nach Definition fiir die Eigenschaft a-proper zu sein,

/\
| @ |

0 1 2 3 4

Abbildung 2.5: Instabiler B-Spline mit einem Knoten im Gebiet

Das Intervall Fy muss vollstindig zwischen zwei Knoten liegen. Es sei daher
Py C (2,2 + 2 ¢). Weiter ist fiir Ry das kleinste mogliche Intervall [2 — ¢, 4].

Damit der B-Spline a-proper ist, muss ein o > 1 existieren, sodass | Ry| = |F|.
Nun gilt
Pl=2-c= LRl =~(2+¢) = a=-+
« o e 2
Nun ist zwar o > 1 fiir ¢ < 2 erfiillt, allerdings ist « fiir ein beliebig kleines
Gebiet 2 unbeschréinkt. Der B-Spline ist somit auch nicht a-proper. [ |

Auch im bivariaten Fall sind B-Spline-Basen unproblematisch, wenn die den
Rand 02 schneidenden Trager eines der Kriterien K1 und K2 auf Seite [30] erfiil-
len. Allerdings spielt hier die angedeutete Abhéngigkeit von dem Gebietsrand
eine wesentliche Rolle. Die B-Splines zu den in Abbildung dargestellten Tra-
gern sind substantielle B-Splines (siche [42, S.129 f]) und durch Normieren stabi-
lisierbar. Die Normierung beziiglich der L,-Norm fiihrt nicht notwendigerweise
zu demselben Ergebnis, wenn der Rand des Gebietes nicht konvex ist. In Kapi-
tel ] wird gezeigt, dass die in Abbildung veranschaulichten Fille auch bei
nicht konvexem Rand a-proper sind, wobei a von dem Gebietsrand abhéngig
ist.
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\ /
\ L

(a) Ecke im Gebiet (b) Zwei Knoten im Gebiet

Abbildung 2.6: Beispiele durch Normierung stabilisierbarer B-Splines

Bei nicht stabilisierbaren B-Splines ldsst sich nur ein @ bestimmen, welches von
der Grofse des Schnittes zwischen supp B; und €2 abhéngt. Wie ein solcher Fall
aussehen kann, wird nun verdeutlicht.

Beispiel 2.39. Sei 2 ein Lipschitzgraph Gebiet in R?. Der Schnitt supp B;? sei
konvex, sehr klein und vollsténdig in einer Zelle des Trégers enthalten (siehe

Abbildung 2.7)). Hier sei n = (n,n).

supp|B;

R

A

Abbildung 2.7: Problemfall im Bivariaten

Sei R das Rechteck aus Definition mit |R| = (r1,72) < (% by, ho). Weiter
sei P das in supp B;* liegende Rechteck mit

1
Pl=— )
| P| a(ﬁﬂb)

Diese Konstellation ist fiir das hier betrachtete Beispiel in Abbildung veran-
schaulicht.
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)

|
0 = T

Abbildung 2.8: Darstellung der Rechtecke R und

Sei ¢ eine Funktion, welche den Rand des Schnittes beschreibt und eine Lipschitz-
Bedingung mit Konstante L erfiillt. Weiter sei p(0) = ¢(¢) = 0 und ¢(&) = 2
fir ein & € (0,¢). Damit gilt:

o 2= (&) —@(0)| < L- &

o 7y =|p(&) —pe)] < L-(e—¢&)

T2 T 27’2
= =< <ege— = & —= < L.
[ Stse7

Das heiftt, damit ein solcher Schnitt entstehen kann, muss 2% < L erfiillt sein.

Da der Schnitt konvex ist, verlduft der Graph von ¢ iiber den beiden Geraden

T2 T2 T2

r)=—-x und x) = ‘X —€-

fl@) =g 9(7) = = R

und damit auferhalb des Dreiecks mit den Eckpunkten (&, r2), (0,0) und (e, 0).
In diesem Dreieck lasst sich ein Rechteck P mit |P| < (g, 73) finden. Daher folgt

e
a > max{l,—l}.
€

Dies ist allerdings fiir ¢ — 0 unbeschrankt. Fiir die Konditionszahl der B-Spline-
Basis bedeutet das, dass sie nicht gleichméifig beschréankt sein kann. |

Eine weitere Konstellation, welche durch Normierung nicht stabilisiert wird, ist
in Abbildung gegeben. Hier liegt in z-Richtung weder ein Eckpunkt noch
ein vollstandiges Intervall [¢;, ;1] in dem Gebiet. Analog zu Beispiel kann
gezeigt werden, dass o unbeschrankt ist.
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supp B;

Abbildung 2.9: Beispiel eines weiteren Problemfalls im Bivariaten

In den meisten Fillen fiihrt das Normieren der B-Splines auf beschrankten Ge-
bieten zu einer stabilen Basis. Die nicht stabilisierbaren B-Splines (siche Ab-
bildung oder treten sehr selten auf. Es ist daher moglich ohne Appro-
ximationskraft zu verlieren, diese B-Splines einfach aus der Konstruktion zu
entfernen. Allerdings hat dies zur Folge, dass die Splinerdume nicht mehr inein-
ander geschachtelt sind. Ndhere Erlauterungen sind in der Arbeit von Reif und
Méfner [43] zu finden.

Das in Beispiel 2.29 aufgezeigte Problem, dass der Splineraum .%, (T, ) fiir nicht
konvexe Gebiete zu klein ist, 14sst sich durch das Normieren nicht beheben. Die
Auflésung des Gitters muss an das Gebiet soweit angepasst werden, dass die
Schnitte supp B; N 2 zusammenhéngend sind. Approximationen auf Gebieten
wie in Beispiel sind somit immer noch nicht in ausreichender Giite moglich.
Auch die Abhéngigkeit C' = C'(hy/hy) der Konstanten in der Fehlerabschétzung
bleibt erhalten.

2.5 eB-Splines

Das Erweitern der B-Splines ist ein weiteres Verfahren, durch das versucht wird,
die Probleme der klassischen TP-Splineapproximation zu 16sen. Die hohen Kon-
ditionszahlen der B-Spline-Basen héngen vor allem mit der Konstellation von
Gebiet und Gitter zusammen. Die Untersuchungen in Abschnitt iiber die
normierten B-Splines zeigen, dass diejenigen B-Spline fiir die sehr grofsen Kon-
ditionszahlen verantwortlich sind, deren Trager ungiinstige und besonders klei-
ne Schnitte mit dem Gebiet haben. Die Erweiterung des Trégers ist somit eine
naheliegende Idee. Das Verfahren der sogenannten WEB-Splines (gewichtete er-
weiterte B-Splines) wurde von Héllig, Reif und Wipper ([32], [34] oder [35])
entwickelt, um die Splineapproximation sinnvoll fiir die Methode der Finiten
Elemente verwenden zu kénnen. Die Gewichtung, welche zur Einhaltung von
Randbedingungen eingesetzt wird, wird hier nicht naher betrachtet. Hier ist der
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Erweiterungsaspekt von Bedeutung, da dies zu einer Stabilisierung fiihrt.

Im Folgenden sei die Ordnung n der B-Splines in allen Richtungen gleich. Be-
vor das Konzept der Erweiterung vorgestellt wird, werden die kritischen und
unkritischen B-Splines unterschieden.

Definition 2.40. Gegeben sei ein uniformes Gitter T mit Gitterweite h tber
einem Gebiet Q) C RY.

1. Eine Gitterzelle Zy, k € K heifst innere Zelle, falls Z C Q). Falls
Zr N O # (0, wird sie Randzelle genannt.

2. Fin TPB-Spline B; wird als innerer B-Spline bezeichnet, falls eine innere
Zelle existiert, die im Trager von Bj enthalten ist, das heifst, falls gilt:

7, CQ: Zx C supp B;.
Ist dies nicht der Fall, so wird B; mit B;NQ # () &ukerer B-Spline genannt.

Die Menge der Indizes der inneren B-Splines sei I und die der dufSeren

B-Splines sei J.

Beispiele fiir innere und dufere B-Splines sind in Abbildung [2.40] markiert.

Abbildung 2.10: und duferer B-Spline

Die erste Uberlegung ist die d#ukeren B-Splines wegzulassen. Bei den zuvor be-
trachteten normierten B-Splines war dies ohne Verlust an Approxmationskraft
moglich. Allerdings wiirde dieses Vorgehen bei der sehr groben Einteilung in in-
nere und dufsere B-Splines zu einem Verlust an Approximationskraft am Rand
fiithren.

Statt des Weglassens der dufseren B-Splines werden diese an innere angekop-
pelt:

B,,;e = Bi—l—Zeiij firt e I, eijE]R.
jeJ
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Diese Konstruktion soll nun zu einer stabilen Basis fiihren. Der entscheiden-
de Punkt hierbei ist die Wahl der Koeffizienten e;;. Bei den hier betrachteten
uniformen Gittern miissen die Koeffizienten zwei Punkte erfiillen.

1. Lokalitétsbedingung:
Durch das Erweitern der B-Splines werden auch die Trager vergrofert.
Eine wichtige Eigenschaft der B-Splines ist aber ihr lokaler und kompakter
Trager. Durch die Wahl der Koeffizienten soll gewéhrleistet werden, dass
eine ,lokale Ankopplung geschieht.

2. Beschrinktheit:
Um eine stabile Basis zu erzeugen, miissen die Koeffizienten beschrankt
sein. Dies ergibt sich offensichtlich aus Ungleichung (2.8)), aus deren Kon-
stanten die Konditionszahl bestimmt wird.

Hollig und Reif [33] haben néher untersucht, welche Bedingungen sich im nicht
uniformen Fall ergeben und wie dann die Koeffizienten bestimmt werden kénnen.
Die Bestimmung der Koeffizienten im uniformen Fall kann vereinfacht werden.
Es wird hier die grobe Idee der Bestimmung der Koeffizienten angegeben; detail-
liertere Informationen koénnen in [32], [36] oder auch [42] nachgelesen werden.
Die Konstruktion der Erweiterungskoeffizienten beruht darauf, dass ein Poly-
nom der Ordnung n auf €2 durch die B-Spline-Basis als

p() = 3 al0)Bilx) + 3 alG) By(e)
icl jeJ

dargestellt werden kann, wobei die Koeffizienten iiber ein Polynom ¢ € P, ge-
geben sind (siche zum Beispiel [§]). Dies ist ein bekanntes Resultat. Fiir den
univariaten Fall zeigt dies zum Beispiel Schoenberg [48]. Es folgt allerdings fiir
die TPB-Splines iiber einem uniformen Gitter auch iiber die Marsden-Identitéit
(siehe [32]).

Die Koeffizienten der dufseren B-Splines sollen iiber die inneren B-Splines be-
stimmt werden. Dabei sollen die &ufieren B-Splines an eine néchstgelegene innere
Zelle Z; angekoppelt werden. Bei der Bestimmung der Koeffizienten ¢(j) wird
wie folgt vorgegangen:

1. Das Polynom g € P, ldsst sich eingeschrankt auf die Zelle Z; durch die
Koeffizienten ¢(i) fiir¢ € I(j) :=1+{0,...,n—1}¢ C I darstellen. Auf dem
Indexgitter I(j) werden dazu die Lagrangepolynome [j; ausgenutzt. Diese
sind hier als Tensorprodukt der univariaten Lagrangepolynome definiert,
so dass lj;(k) = 0; fiir ¢, k € 1(j).

Die Werte ¢(7) werden durch die Lagrangepolynome [;; interpoliert. Es gilt
dann ¢ = ;) 4(2) L.

2. Das beziiglich der Lagrangepolynome bestimmte Polynom iiber der Zelle
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Z; kann in den R? fortgesetzt werden. Um nun den Koeffizienten ¢(j) zu
erhalten, wird an der Stelle j ausgewertet, also q(7) = > ;c ;) 4(2) Lis(9)-

Um das Polynom p darzustellen, werden an jeden inneren B-Spline B; diejenigen
duferen B-Splines B; angekoppelt, fiir die 4 € I(j) gilt. Mit

lLi(g) fallsie I(j)
€ ‘—
! 0 falls 4 ¢ I(5)

gilt fiir das Polynom p und fiir x € §2:

plx) =) q() (Bi(x) + e Bj(@) :

icl jeJ

Durch das Ankoppeln an eine néchstgelegene innere Zelle Z; bleibt in den meis-
ten Fillen die Lokalitdt der B-Splines erhalten. Allerdings muss die Gitterweite
hier immer an das Gebiet angepasst werden. Ist diese bezogen auf das Gebiet zu
groft, so ist moglicherweise die Lokalitdt nicht mehr erfiillt. Ein Beispielgebiet
zeigt Mofner [42], S.68]. Durch die Konstruktionsweise héngt der Wert der Ko-
effizienten nur von dem Abstand des &ufseren B-Splines zu der inneren Zelle ab,
die fiir die Ankopplung gewéahlt wurde. Damit ist auch die zweite Voraussetzung
an die Koeffizienten gewéhrleistet. Die EB-Splines sind also fiir 2 € I durch

Bf =B+ Y e;B;  mit J(i):={j € J:iclj)}
JEJ (%)

mit den Koeflizienten

0 sonst

o {lji(j) i€ 1(j)

bestimmt.

Fiir die so konstruierten EB-Splines kann sowohl die Stabilitdt als auch eine
optimale Approximationsordnung nachgewiesen werden. Ausfiihrliche Beweise
sind zum Beispiel in [32] oder [42] zu finden. Allerdings ist zu beachten, dass
sich die existierenden Resultate immer auf die Approximation beziiglich der
klassischen Sobolevrdume H,’ beziehen. Abschdtzungen der hier gewiinschten
Form sind bisher nicht bekannt. Auch die Abhingigkeit der Konstanten
der Fehlerabschiatzung von dem Seitenlangenverhiltnis der Gitterzellen bleibt
bestehen (siehe [33]).

Damit sind zwei der genannten Probleme der TP-Splineapproximation gelost;
ein wesentlicher Punkt kann allerdings nicht behoben werden.
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Es sollte an dieser Stelle auch erwidhnt werden, dass sowohl durch das Normieren
und Entfernen instabiler B-Splines als auch durch das Erweitern die Eigenschaft
verloren geht, dass die Rdume beziiglich Verfeinerungen des Gitters ineinander
geschachtelt sind. Diese Eigenschaft ist jedoch beispielsweise bei der Verwendung
von Multigrid-Methoden von groffem Nutzen und sollte daher, wenn moglich,
erhalten bleiben.






3 Splineapproximation nach
Fortsetzung

Fiir rechteckige Gebiete Q = []7, [as, b;] mit Seitenlingenvektor § = (4, - - - , d4),
0; = b; — a; > 0, ist die Konstante in der Fehlerabschéitzung aus Theorem
unabhéngig von dem Seitenverhéltnis der Gitterzellen. Dieser Sachverhalt soll
ausgenutzt werden, um auch fiir allgemeinere Gebiete €2 eine von diesem Seiten-
verhaltnis unabhéangige Fehlerabschitzung zu bestimmen.

Gegeben sei also eine Funktion f € W;}(Q) und der zugehorige approximierende
Spline sei s € ./, (T,Q). Um eine Schranke fiir ||f — s/, o zu bestimmen, wird
folgendermafien vorgegangen:

1. Bestimmung der Gebiete  C R, fiir die ein Fortsetzungsoperator
F Q) = wP(RY) mit Flg = f existiert.

2. Abschétzung des Fehlers [|[F(f) — S|p,re < C[F(f)|up e fir S € Fn(T)
mit s = S)q.
3. Schlieflich ergibt sich folgende Abschétzung:
1f = sllpe < [|1F(f) = Slpre < CIE()lup@sy < C'| flun@)-

Dies gilt auch, falls statt R? ein Rechteck Q betrachtet wird, welches € iiber-

deckt, das heifst, fiir das 2 C @ gilt.
Die entscheidende Frage ist, fiir welche Gebiete 2 Fortsetzungen aus den aniso-
tropen seminormierten Sobolevriume existieren.

3.1 lIsotroper Fall

Zunéchst soll der isotrope Fall betrachtet werden, das heift n := (n,...,n).
Fortsetzungen fiir anisotrope Sobolevrdume mit n = (n,...,n) wurden bereits

41
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ausfithrlich untersucht. Unter anderem haben sich Burenkov [14]-[17] und Be-
sov [2] mit diesem Thema beschéftigt. Bevor dies allerdings ndher erlautert
wird, werden zunéchst die Gebiete definiert, welche im Fokus dieses Abschnitts
stehen.

3.1.1 Gebiete

Die nun definierte Klasse an Gebieten entspricht den Lipschitzgraph Gebieten.
Da in dieser Arbeit auf einige Details der Definition eingegangen wird, soll hier
eine spezielle Notation eingefiihrt werden.

Definition 3.1 (Burenkov [15]). Der Rand OS2 eines offenen Gebietes 0 C R?
gehort zu der Klasse Lip1 (02 € Lip 1) mit den Parametern s, n und L, wenn
eine endliche Sammlung offener Rechteck-Parallelepipede

V;‘:{_OOSUIU‘ < Zj <bij < 400, J= 1,...,d},
1=1,...,s, emistiert, so dass gilt:

1. Falls x € 02, dann ist die Kugel mit Radius € und Zentrum im Punkt x
Teilmenge von einem V;;

2. Falls VNV, NQ =0, dann V; NV} = 0;

3. Die Mengen QNV; sind - bis auf Permutation der Koordinaten, abhdngig
von i - von der Gestalt

QNV;, ={au < zqg < i(T), T €V}

oder

QNVi={pi(?) <z <big, €V},
wobei T = (z1,...,24-1), V" ={ai; < x; < by, j=1,...,d— 1} und
@i : Vi' = R eine Funktion mit

pi(2) —@i(y)| < Llz—yl, z,9€V;]
15t und

aig +1 < 0i(T) <bg—mn, TEV

erfillt ist.

Fiir Lipschitzgraph Gebiete existieren verschiedene Definitionen. Einen wesentli-
chen Unterschied macht hierbei die Gestalt der Mengen Q2NV; aus. Definition 3.1]
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v;, welche beziiglich einer Koordinatenachse durch den
Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion darstellbar sind. Zusammenhéngende
Gebiete 2 mit 92 € Lip1 kénnen durch eine endliche Vereinigung von Ge-
bieten dargestellt werden, welche beziiglich einer Kugel sternformig sind (|31]).
Allerdings ist nicht jedes zusammenhéngende Gebiet, welches durch eine solche
endliche Vereinigung darstellbar ist, ein Gebiet mit Rand der Klasse Lip1. In
Abbildung sind Beispiele von Gebieten veranschaulicht, die nicht zu dieser
Menge gehoren.

(a) (b)

Abbildung 3.1: Beispiele von Gebieten mit 02 ¢ Lip 1

3.1.2 Fortsetzung

Fiir Gebiete mit Rand der Klasse Lip 1 stimmt W fiir 1 < p < oo mit dem
wohlbekannten Sobolevraum H mit Norm

1F 1Ly ==Y ID%f 1l

laj<n

iberein und die Normen sind dquivalent. Nach Bemerkung gilt Wi C H.
Andererseits gilt

DDl = 1f s+ D ID%Sfllp 2 Hpr+2 197 /1l

lae|<n la|=n

Die Fortsetzung dieser beiden Rdume wird fiir 1 < p < oo zum Beispiel sehr aus-
fithrlich von Burenkov [16] untersucht. Eine Zusammenfassung seiner Hauptre-
sultate hierzu sind in [14] zu finden. In dem folgenden Satz wird mit ¢ die Metrik
(2.2) mit n; = n fir alle i = 1,. .., d bezeichnet.

. Dann

Satz 3.2. Sei Q2 ein Gebiet mit Rand der Klasse Lipl und 1 < p < oo
) = WR(RY),

existiert ein beschrdnkter linearer Fortsetzungsoperator F' : W”(
so dass (Ff) € C®(RNQ) und fiir max; a; > n gilt

lo(-) =D (Ff) [l rava < ell fllwpe
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Wie schon erwéhnt, sind vor allem Fortsetzungen in den seminormierten Sobo-
levrdumen interessant. Fiir diese Radume konnte Besov [2] eine Fortsetzung auf
den ganzen R? konstruieren. Allerdings nur fiir Gebiete, welche die schwache
unendliche n-Horn-Bedingung erfiillen. Diese Bedingung ist jedoch zu stark ein-
schrankend und daher wird hier nur darauf hingewiesen.

Die am Ende von Abschnitt erwahnten Zusammenhéange zwischen den ver-
schiedenen Sobolevraumen lassen allerdings schon vermuten, dass eine Fortset-
zung auch fiir allgemeinere Gebiete moglich sein sollte. Burenkov [16] (bezie-
hungsweise [17]) konnte dies auch fiir Gebiete beweisen, deren Rénder zu der
Klasse Lip 1 (siehe Definition gehoren. Fiir solche Gebiete kann ein Fort-
setzungsoperator konstruiert werden, falls €2 zusammenhéngend und beschrinkt
ist. Es gilt:

Satz 3.3. Sei 1 < p < o0, Q zusammenhdngend und beschrinkt mit 02 € Lip 1,

dann existiert ewn beschrinkter linearer Fortsetzungsoperator

F:wk(Q) — wiRY).

Fiir die hier vorliegenden Gebiete existiert nach Besov, Il'in und Nikol’skii [4]
fiir f € W) die Integralreprésentation . Hiermit (siche Burenkov [17,
S.92/93]) kann ein Projektionsoperator m : w?(€2) — P, definiert werden, so
dass Id — 7 : wl(Q) — Ly. Ist S : W2(Q) — WR?) der beschrinkte Fortset-
zungsoperator nach Satz , so kann fiir f € W} (Q2) ein Operator

F:=r4+5(Id—-mn)

von wp(€2) nach w?(R?) gewihlt werden. Mit dem folgenden Satz ist somit
Satz [3.3 giiltig.

Satz 3.4. Sei 1 < p < oo. Weiter sei ) beschrinkt und es existiere ein be-
schrimkter Fortsetzungsoperator S : W*(Q) — WH(R?). Fir die Existenz eines
beschrinkten Fortsetzungsoperators F @ w(Q) — wi(R?) ist es notwendig und
hinreichend, dass ein Projektionsoperator m : wy () — Py, existiert, fir den gilt:

1f = 7llp.o < ¢|flup-

Hierbei ist ¢ unabhdngig von f.

Die Notwendigkeit des Zusammenhangs von 2 ist leicht an dem in Abschnitt
aufgezeigten Beispiel ersichtlich.

3.1.3 Approximation

Nun sollen diese Fortsetzungen ausgenutzt werden, um den Fehler der Splineap-
proximation auf ) abzuschéatzen. Hierfiir wird das folgende Resultat auf dem
gesamten R? bendtigt.
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Satz 3.5. Sei .7, (T) der Raum der TP-Splines der Ordnungn € N¢. Dann gilt
fir f e WHRY), 1 <p < oo,

d
inf “f - SHPJRd S CZ ”az‘anp,Rdh?v

SEIn(T) —

wobei h; := max;ecyz, |t§j) - t£j+1)| und C' nur von n und p abhdngt.

Beweis:
Der Beweis wird fiir p < oo gefiihrt, kann aber analog fiir p = oo gezeigt werden.

Im folgenden Beweis sei Z; = Hle[tgji), tz(jiﬂ)] die j-te-Gitterzelle und weiter

Z; = [T [ gty

i=11"
Sei P € P, beliebig, dann gilt: f —Qf =f—-P+P—-Qf=f—P+Q(P—f).
Hierbei sei Q) ein Quasiinterpolant, welcher mit Satz und Anwendung eines
passenden Glattungsoperators gebildet werden kann. Damit folgt

1f = Qfllpz; < If = Pllpz; + Collf = Pll,,z
< (1+CIf = Pllp,z-

Mit Korollar [2.14] existiert ein Polynom P mit
d
1f = Pllpz, <C D N107 flly.z,| 2517
i=1

Weiter gilt, dass |Z;]; < (2n — 1)h; ist. Somit ergibt sich

d
1f = QFllp.zy < CY N0 fllyz, -

i=1
In endlich-dimensionalen Vektorrdumen sind Normen &dquivalent, das heifst, fir
r € RY gilt

d % d d %
o () < Smi<a (i)
=1 i=1 =1

Da die Rechtecke Zj sich (2n — 1)¢ =: m -mal iiberlappen, ergibt sich hieraus
die Abschétzung

1f=QfI g < D If=QFIE,,

jezd
d
< crepy Y o lorfIp , me
=1 jezd
d

< mCP O (|08 fllmahy)"

=1
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Die Ungleichung aus dem Satz ist bewiesen, wenn die p-te Wurzel gezogen und
erneut die Aquivalenz der Normen ausgenutzt wird. U

Bei genauerer Betrachtung dieses Beweises wird klar, dass Satz auch in dem
anisotropen Fall mit n := (n;,...,ny) giiltig bleibt. In der Fehlerabschétzung
muss lediglich n durch n; ersetzt werden.

Falls Funktionen f € W>(€2) mit n := (n,...,n) approximiert werden sollen, so
kann mit Hilfe von Satz folgendes Ergebnis erzielt werden.

Satz 3.6. Sei Q C R? beschrinkt, zusammenhdingend und 02 € Lip 1. Weiter
sei Sn(T) ein TP-Splineraum der Ordnungn = (n,...,n) € N¢. Dann gilt fiir
feWr( ), 1<p< oo,

d

inf ||f = sllpa < Clflun@) thl

s€In(T) P

i tz(‘jﬂ

mit h; = max;ez, |t§j) )| und C abhdngig von n, p und Q.

Beweis:
Nach Satz existiert F' : w(Q) — wl(R?). Somit gilt fiir § € S (T) mit
§|Q =S

If = slpa = I1Ff = Slpo < IEf = 5| pa-

Nun lésst sich auf den letzten Teil Satz [3.5 anwenden und es folgt

d d d
IFf = 8llpme < ¢ Y N0 Ffllpmahi < c1 [F flunay D0 < calflupioy D hE-
=1 =1 =1

O

3.2 Anisotroper Fall

Die Umsetzung der Idee, welche diesem Kapitel zugrunde liegt, ist im isotro-
pen Fall relativ einfach und direkt moglich. Im anisotropen Fall, das heifst fiir
n = (ni,...,ng), ist dies nicht der Fall. Dies liegt im Wesentlichen daran,
dass bisher kein hinreichend allgemeines Resultat fiir die Fortsetzung von den
seminormierten Sobolevraumen w?(Q2) nach wf(R?) bekannt ist. Nicht hinrei-
chend allgemein bezieht sich hierbei darauf, dass entweder die Klasse der Gebiete
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enorm eingeschrankt ist (siehe Besov [2]) oder nur in eine gewisse Umgebung von
) fortgesetzt werden kann (siehe Fain [30]). Doch auch hier ist die Abschétzung
des Fehlers der Splineapproximation auf €2 durch den Fehler auf R méglich.
Hierzu werden vorab verschiedene Gebietsdefinitionen gegeben.

3.2.1 Gebiete

Die Fortsetzung auf anisotropen Rdumen wurde vor allem von Fain und Bu-
renkov (siehe [I8|, [29] oder auch [30]) untersucht. Fain [30] verallgemeinert die
Definition und auch die Fortsetzungsmethode, welche Jones [38] fiir f € H(2)
tiber sogenannten (g, 0)-Gebieten verwendet. Fiir €, > 0 sind Lipschitzgraph
Gebiete in der Klasse der (g,0)-Gebiete enthalten. Sogar das Schneeflocken-
Gebiet ist fiir ein € > 0 ein (g, 00)-Gebiet. Das heifst, dass der Rand solcher
(¢,0)-Gebiete in starkem Mafs nicht rektifizierbar sein kann. Damit ist dies eine
sehr grofe Klasse an Gebieten und es scheint nur naheliegend, die Ideen auf die
anisotropen Sobolevrdume zu iibertragen.

Bei der Konstruktion des Fortsetzungsoperators bildet Fain [30] eine Zerlegung
von ) beziehungsweise RY\Q in bestimmte Parallelepipede. Die Menge der Par-
allelepipede iiber Q wird mit W, und die iiber RY\Q mit W, bezeichnet. Der
Operator F : Q — RN\Q wird durch

Ff = Zp,,(pff (3.1)

definiert, wobei die Summe tiber die Indexmenge der Parallelepipede aus W5
liuft. Die Funktionen ¢* € C*°(R%) haben kompakte Triger in R%\(2, deren La-
ge und Grofse von den Parallelepipeden aus W5 abhéngig ist. Auferdem bilden
die Funktionen ¢* auf R? eine Partition der Eins. Bei der Bildung der Partition
der Eins passt Fain hierbei das Verfahren von Jones [38]| beziehungsweise von
Whitney [58] auf den anisotropen Fall an.

Die Funktion p, € P, entspricht dem polynomialen Anteil der Integralreprasen-
tation (2.1)) iber einem Gebiet, welches sternférmig beziiglich eines Parallelepi-
peds in € ist.

Fain definiert eine Klasse an Gebieten, fiir die diese Konstruktion des Opera-
tors (3.1) moglich ist. Im Folgenden wird die in Kapitel definierte Metrik p

(siehe (2.2)) zugrunde gelegt. Mit o(x, 9) wird der Abstand von x € R? zu 92
bezeichnet.

Definition 3.7. Sei1 0 <e <1 und 0 < 6 < oo. Ein Gebiet Q liegt in B, 5, falls
folgende Bedingungen erfillt sind:
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1. Fiir einen beliebigen Punkt x € RI\Q mit o(x, 00) < § existiert ein Punkt
y € (), so dass

00 = o09)  wnd ofry) < L2

2. Fir beliebige x,y € Q mit o(x,y) < 0 existiert ein Bogen L C €0, der x
und y so verbindet, dass

diam L < M
€
und fir z € L
o(2,08) > emin {o(,09), o(y, 99)}
qgilt.

Ferner geben Burenkov und Fain [I§] eine Klasse an Gebieten an, welche eine
Verallgemeinerung der Gebiete mit Rand der Klasse Lip 1 (siehe Definition (3.1))
darstellt.

Definition 3.8. Sei 20 = (x1,..., 21, %i11,...,24) und
Q={zeR: 2, <p (")},

wobei () folgender Bedingung geniige:

o (z9) =0 (y) " < MY | — g™
ki

mit 2, y® e RI-1. Solche Gebiete werden spezielle Gebiete der Klasse A(n)
genannt.

Definition 3.9. Der Rand eines Gebietes @ C R? gehort zu der Klasse A(n)
(092 € A(n)), fallse > 0, N € N, M > 0 und eine endliche oder abzihlbare

Familie offener Mengen {V;} mit j =1,...,s, s € N, existieren, so dass gilt:

1. falls x € 02, dann ist die Kugel um x mit Radius € in einem der V;
enthalten;

2. kein Punkt in R? ist in mehr als N offenen Mengen V; enthalten;

3. fiir beliebiges j existiert ein spezielles Gebiet ); der Klasse fl(n) mit Kon-
stanten M, so dass V; N = Q; NS
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Zusammenhidnge zwischen den Gebieten

Im isotropen Fall entsprechen die Gebiete nach Definition [3.9] den Gebieten aus
Lip 1, das heifst
A(n,...,n) =Lip1.

Falls 9 € A(n), so geniigt Q aukerdem der starken n-Horn-Bedingung.

Famn [30] beweist einige wichtige Zusammenhénge zwischen den B. s-Gebieten
und Gebieten, welche eine n-Horn-Bedingung (siche Definitionen [2.7] - er-
filllen oder aus A(n) sind. Hier werden nun zwei davon genannt.

Lemma 3.10. Fulls eine offene Menge Q C R® der starken n-Horn-Bedingung
geniigt, so existieren € = €(em,a;,n) und 6 = 6(em,d,h,n), so dass Q) € Bes.

Hierbei bezeichnet ey die Offnung der n-Horner (siehe Definition @)

Lemma 3.11. Falls Q € A(n), dann existieren 0 < e <1 und 0 < § < 00, $0
dass Q € B, 5.

Fiir das néachste Lemma wird eine weitere Variante der n-Horn-Gebiete bendtigt
(siche Fain [30]).

Definition 3.12. Ein offenes Gebiet Q C R? gentigt der abgeschwichten n-
Horn Bedingung (2 € A(n, h)), falls eine Familie von Punkten {4}, 2o € €,
und von n-Hdérnern Va(_n, h) mit Koeffizienten a;, € und h, welche beziglich «
gleichmdf$ig beschrinkt sind, existiert, so dass

Q= (@a + Va(n, h)).

Diese Bedingung ist schwécher als die schwache n-Horn Bedingung. Auferdem
ist fiir diese Klasse das erste der B, s-Kriterien aus Definition erfillt. Aller-
dings gilt das nicht fiir das zweite Kriterium, das heifst (im Allgemeinen):

Qe An,h)# Q€ B.s.

Lemma 3.13. Fualls Q C R der abgeschwéchten n-Horn-Bedingung und dem
zweiten Kriterium in Definition mit einem €1 > 0 gentigt, dann existieren
0<e<1lund0<d<oo (abhingig von e, und den Parametern des n-Horns),
50 dass §) € B.;.

Es werden nun einige Beispiele fiir B, ;-Gebiete gegeben, bevor die Fortset-
zungen von f € W}(Q) beziehungsweise f € wj(Q) fiir Q € B. ;s untersucht
werden.
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Beispiel /Gegenbeispiel 3.14. Sei d = 2 und n = (n1,n9) und @ die Kreis-
scheibe aus Beispiel 2.11] Fam [30] betrachtet diese auch fiir B, s-Gebiete und
hier gilt

1
Q € Bz, fiir 5”1 < ng < 2n;.
[ |

Beispiel 3.15. Ein Beispiel fiir ein Gebiet, welches fiir beliebige n zu A(n) und
somit nach Lemma auch zu B, ;5 gehort, ist

R ={(z1,22) : |z1| < @, |z2| <bmita >0, b > 0}.
|

Beispiel 3.16 (fiir Lemma [3.13). Sei © das n-Horn V(n,h) mit beliebigen
Koeffizienten a;, i = 1,...,d, und € > 0. Das Gebiet {2 geniigt somit der ab-
geschwichten n-Horn-Bedingung. Auch das zweite Kriterium aus Definition

ist fir
J -1
. 9 n; /A
- m = E ) i 1
Rt YO <._1 la:(%) " )

mit A = max;<;<qn; erfiillt. Dies ergibt sich aus dem Beweis von Lemma [3.10]
(siche [30]). Damit existieren nach Lemma 0<éer<lund0<d < o0, s0
dass V(n,h) € B, 5. |

3.2.2 Fortsetzung

Die Fortsetzung im anisotropen Fall ist kaum untersucht. Die hier interessanten
Resultate liefert Fain [30]. Zum einen beweist er die Existenz eines Fortsetzungs-
operators in den gesamten R? auf den normierten anisotropen Sobolevriumen
und zum anderen die Existenz eines Fortsetzungsoperators in eine Umgebung
von 2 auf den seminormierten anisotropen Sobolevraumen.

Satz 3.17 (Fain [30]). Sei 0 < e <1,0< 0 <o00,1<p< oo und Q€ B.s.
Dann existiert ein beschrdankter linearer Fortsetzungsoperator

F:WHQ) — WHRY).
Fiir B; > n; sei p; = maxy<g<qni(Bi/n; —1). Dann gilt (Ff) € C°(RN\Q) und
lo(-, 0" D% (F f) prne < Cllflwz@

mit einer von f unabhdngigen Konstanten C'.
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Besov und II'in [3] beweisen die Existenz eines solchen Fortsetzungsoperators
fiir den Fall, dass () eine starke n-Horn Bedingung erfiillt. Dies folgt allerdings
auch aus Lemma B.101

Leider existiert fiir seminormierte anisotrope Sobolevrdume kein allgemein giil-
tiger Satz fiir die Fortsetzung in den ganzen R?. Besov [2] zeigt, dass eine solche
Fortsetzung fiir unbeschrankte Gebiete moglich ist, welche eine schwache unend-
liche n-Horn Bedingung erfiillen. Diese Klasse ist allerdings zu eingeschrénkt.
Fiir Gebiete in B, s hat Fain [30] untersucht, inwiefern eine Fortsetzung moglich
ist. Sei Q* := (J,cq B(x, A) fiir 0 < A < 0o, wobei B(z, A) eine offene Kugel in
der Metrik mit Radius A um den Punkt x bezeichne.

Satz 3.18. Falls Q € B.s fir 0 < e <1 und 0 < § < oo, so existiert fir
1 < p < oo ein beschrinkter linearer Fortsetzungsoperator

Fwp(Q2) — w;(Q€5/8).

Fiir 3; > n; sei y; := maxi<p<qgni(Bi/ni — 1). Dann gilt (Ff) € C®(Q/8\Q)
und fiir ein beliebiges 0 < A < /8 gilt

lo(-,092)" D" (F f) [l ona < C [ flun(@)-

Auch hier ist C' wieder unabhdngig von f.

Wie Beispiel zeigt, ist hier die Fortsetzung in den ganzen R? nicht mog-
lich.

Beispiele

Beispiel 3.19. In Beispiel/Gegenbeispiel wird gezeigt, dass die Einheits-
kreisscheibe @ nur dann zu B.s gehort, wenn ny/2 < n; < 2ny. Fain [30]
betont sogar, dass eine Fortsetzung von Funktionen aus W}'(Q) beziehungs-
weise wy(Q) ohne Verlust an Differenzierbarkeitsordnung unmoglich ist, falls
ne/2 < ny < 2ny nicht erfillt ist. [ |

Das folgende Beispiel zeigt, dass in Satz die Fortsetzung auf ein groferes
Gebiet im Allgemeinen nicht moglich ist.

U Q27

Beispiel 3.20 (Fain [30]). Sei d = 2. Gegeben sei das Gebiet Q = @
= 1,2 seien

wobei @)1 und @)y zwei offene Kreisscheiben mit Radien r; < 9, @
und einen Abstand 6 haben. Auf diesem Gebiet €2 sei

|0 firxe@
f(x)_{l fiierQ;
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definiert.
Klar ist, dass f € wy'(Q) fiir 1 <p < oo, denn ||0] f|lp.0 + (|05 flp.0 = 0. Weiter
ist Q € Byps. Daher folgt mit Satz [3.18] dass ein beschrénkter Fortsetzungs-

operator
F w;’l(Q) — w;’l(Q‘s/lG)

existiert. Weiter muss |Ff|w,1;1(m/16) <c- ’f|w,1,’l(ﬂ) = 0 erfiillt sein.

Fiir jeden beliebigen Punkt z € Q%0 gibt es eine zusammenhéingende Umge-
bung U, C Q16 auf der Ff € L,(U,) ist (siehe Bemerkung [2.4). Mit Satz
folgt, dass ein Polynom P € P;; mit

Pie%fl,l |Ff = Pllpu, < C|Ff|wé’1(Uz) =0

existiert. Nach Satz muss F'f € C=(Q9/16\Q) erfiillt sein. Die Funktion F f
ist somit auf U, konstant. Da weiter F' f|q = f ist, muss die Fortsetzungsfunktion
von folgender Form sein:

0 firz e Q(WG
F = 1 . 3.2
f(z) { 1 fiir o € Qg/lﬁ (3.2)

Angenommen, es existiert ein Fortsetzungsoperator auf das Gebiet Q9 = Q%/2,
Dann gibt es einen Punkt y € R? mit o(y, Q1) = o(y,Q2) = §/2. Dies steht
allerdings im Widerspruch zu der Fortsetzungsfunktion (3.2)). |

Das Beispiel zeigt auch, dass der Zusammenhang des Gebietes in Satz not-
wendig ist.

3.2.3 Approximation

Die Fortsetzungssitze existieren fiir seminormierte anisotrope Sobolevraume mit
n := (ny,...,ny) nicht in der gewiinschten Form. Allerdings gilt mit Satz [3.17]
dass ein Fortsetzungsoperator von Gebieten ) € B.s in den gesamten R? fiir
die normierten anisotropen Sobolevraume existiert. Dieses Ergebnis kann aus-
genutzt werden, um ein zu dem isotropen Fall (siehe Satz analoges Resultat
zu beweisen. Dafiir werden vorab einige zusétzliche Sétze benotigt.

Fiir Gebiete, welche eine schwache n-Horn Bedingung erfiillen, ist folgendes
Einbettungstheorem giiltig.

Satz 3.21. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet, das einer schwachen n-Horn
Bedingung gentigt. Dann gilt fiir 1 < p < oo und allen € N, dass die Einbettung

Wy (€) = Ly(Q2)
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kompakt ist.

Einen Beweis hierzu kann zum Beispiel in dem Buch von Besov, II'in und Ni-
kol’skil [4] nachgelesen werden. Unter Ausnutzung von Satz kann die Giil-
tigkeit des folgenden Satzes tiber einen Widerspruchsbeweis analog zu dem klas-
sischen Bramble-Hilbert Lemma (siehe [21] oder [27]) gezeigt werden.

Satz 3.22. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet, welches die schwache n-Horn
Bedingung erfillt. Fir 1 <p < oo und f € W}(2) gilt

i — < .
Anf 1f = Pllpo < Clflup@),

wobei C' von p, n und ) abhdngig ist.

Aus Lemmal[3.13]folgt, dass Gebiete, welche die schwache n-Horn Bedingung und
zusatzlich das zweite Kriterium aus Definition erfiillen, zu den B, 5-Gebieten
gehoren.

Definition 3.23. Sei 0 < e <1 und 0 < 0 < co. Ein Gebiet ) liegt in B,
falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Q erfillt die schwache n-Horn Bedingung.

2. Fir beliebige x,y € Q mit o(z,y) < 0 existiert ein Bogen L C ), der x
und y so verbindet, dass

diam L < M
€
und fiir z € L
o(2,08) > emin {o(x,09), o(y, 02)}
gilt.

Da nach Satz fiir Q € B; ein Fortsetzungsoperator von W' (£2) nach
W;‘(Rd) existiert, kann unter Ausnutzung von Satz der nun folgende Satz
bewiesen werden.

Satz 3.24. Sei Q C R? ein beschrimktes Gebiet in BZs. Dann existiert fir
1 < p < oo ein Fortsetzungsoperator F' WrQ) = wl(R?), so dass fir alle
f e Wn(Q) gilt

‘Ff|wg(Rd) < C |f|w’p1(Q)7

wobei C von p, n und ) abhdngig ist.
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Bewezs:
Nach Satz existiert ein Projektionsoperator 7 : WJ'(§2) — Py, fiir den gilt

1f =7 fllpe < Crlflun@)-

Nach Satz existiert ein Fortsetzungsoperator F' : W(Q) — WHR?). Sei
F:=n+F(Id—7). Dad"nf=0firi=1,...,d, folgt

|Ff’wg(Rd) < mflup@ey + 1ECf = 7 ) llwn e

d
< Cp(If =7 flba+ D10 =78 o)
i=1

d
< Co(Celflupa + D (197 fllos + 107 ) )
i=1

< Cr(Cr + Dflun@)-

Letztendlich fithren unter anderem die Sétze zu dem gesuchten Resul-
tat.

Satz 3.25. Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet Q C R? in B s und der Tensor-
produkt-Splineraum .7, (T) der Ordnung n € N Dann gilt fir f € W2 (Q),
1 <p < o0,

d

inf If = sllpe < Clflupeey D_ b

I
s€7n( i=1

mit h; = max ez, ]tz@ — t§j+1)| und C nur abhdngig von n, p und 2.

Beweis:

Wie in Satz bewiesen, existiert fiir f € W' (€2) eine Fortsetzung Ff nach
wg(Rd)‘ Im Beweis wurde sogar gezeigt, dass F f = 7f+F(f—nf) firnf € P,.
Satz[3.5]ist auch fiir anisotrope n = (ny, . .., nq) giiltig. Daher existiert ein Spline
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s € Sp(T), so dass
d
IF(f = 7f) = slpga < CY_NOFF(f = mf)lpzahi
i=1
d ~
< O IO Fflppahi (3.3)
i=1
) d
< dC|F flup e Z hi
i=1
d
< Olfluper Y hi".
i=1
Mit 5 :=s+nf € 7, (T) folgt nun
If =3lpe = IFf—3lpe
< 7f+F(f =7f) = s = 7 fllppa
= [[F(f=7f) = sllpre
und somit die gewilinschte Abschétzung. U

3.3 Fazit

Sowohl im isotropen als auch im anisotropen Fall ist es moglich, fiir bestimmte
Gebiete  eine Funktion f € W) durch einen Spline s € #,(T) so zu
approximieren, dass fir 1 < p < oo

s€ESn(T)

d
inf ||f = slpe < Cflunw > i
=1

gilt. Diese Fehlerabschéatzung ist, wie gewiinscht, unabhéngig von dem Seiten-
verhéltnis der Gitterzellen des Tensorprodukt-Gitters. Allerdings ist es nicht
moglich iiber diesen Weg eine Abschétzung zu erhalten, die der Abschitzung
komplett entspricht. Um die Fortsetzung ausnutzen zu konnen, muss
das Zusammenspiel zwischen h; und der Norm der entsprechenden Ableitung
105 f||p.0 aufgeldst werden (siehe Schritt in dem Beweis zu Theorem [3.25)).
Die Gitterweiten h; treten somit nicht einzeln mit den zugehorigen Ableitungen
in Richtung ¢ auf, sondern in der Form

d

> hn

=1
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Im isotropen Fall ist die Abschétzung fiir zusammenhéngende und beschriankte
Gebiete 2 C R? mit 09 € Lip 1 moglich. Ist die zu approximierende Funktion
aus einem anisotropen Sobolevraum mit n = (nq,...,ny), so kann die Abschét-
zung tber Gebieten (2 € BI; vorgenommen werden. Jedoch héngt die Menge
B s stark mit der Ordnung n zusammen. Wie dieser Zusammenhang aussieht,
soll an einem Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel 3.26. Sei Q := {(z,y) € R? : 2 + y* < 1} und f(z,y) = % Dann
gilt

1. f(z,y) € La(Q).

3

Fiir die Seminormen folgt somit |f|w(4,1)(m = 2 und |f|w(3,1)(ﬂ) = 00. Das be-
deutet:
f e W3t (Q), aber f ¢ W;(Q) (3.4)

Angenommen es existiert ein Fortsetzungsoperator F : W2(4’1)(Q) — W2(4’1)(R2),
dann gilt auch F € WY (R?), da WY (R?) ¢ WY (R?). Das steht allerdings
im Widerspruch zu (3.4).

= | Es kann kein Fortsetzungsoperator F : W2(4’1)(Q) — W2(4’1)(]R2) existieren!

Das Beispiel zeigt, dass eine Fortsetzung aus einem glatt berandeten Gebiet fiir
Funktionen aus einem anisotropen Sobolevraum ab einem gewissen Grad der
Anisotropie nicht mehr moglich ist. Das heiftt, je stirker die Anisotropie desto
kleiner ist die Klasse der Gebiete, fiir die eine Fortsetzung existiert.



4 Kondensierte B-Splines

In Kapitel wurden einige Varianten der klassischen Splineapproximation
samt ihrer Problematiken aufgezeigt. Dazu zédhlen auch die normierten B-Splines
(sieche Abschnitt , welche in den meisten Féllen eine stabile Basis mit op-
timaler Approximationsordnung bilden. Einige B-Splines kénnen jedoch durch
das Normieren nicht stabilisiert werden. Es wird nun die Methode des Konden-
sierens vorgestellt, welche selbst diese Problemflle stabilisiert, ohne dabei einen
anderen Nachteil zu erzeugen.

Die Idee des Kondensierens wird anhand des Beispiels [2.35] erlautert. Die Kon-
stellation von Knoten und Gebiet in Abbildung[2.4]scheint keine sinnvolle Wahl
zu sein. Die Knotenabsténde sind im Verhéltnis zu der Grofe des Gebietes sehr
groft gewahlt. Bei dem gegebenen Gebiet und unter Erhalt des Splineraumes
ware die intuitive Wahl der Knoten so, dass zwei auf dem Rand liegen und die
restlichen uniform verteilt sind. Im folgenden Beispiel wird nun untersucht, ob
die neue Wahl der Knoten zu einer stabilen Basis fiihrt. Abbildung zeigt die
beschriebene Wahl der Knoten und die zugehdrigen B-Splines der Ordnung zwei.

Beispiel 4.1. Fiir ¢t € [1 — ¢, 3 + €] gilt fiir die normierten optimierten (kon-
densierten) B-Splines b”

1 1
t—§+€ ~ :t—§—|—€.

7 _ 1 _ P
i) =1-—2—, Ht)=—=2

{

[ [
1 1 1
13 ie Lie 143

Abbildung 4.1: Optimierung von Beispiel

o7



Kapitel 4. Kondensierte B-Splines

Damit diese dieselbe Splinefunktion s(¢) = 1 — 2t wie in Beispiel erzeugen,
miissen die Koeffizienten angepasst werden. Damit gilt

F = (2e, —2¢).

Es folgt ||s]jcco = 26 = [|F||oo. Das heift, egal wie klein das Gebiet ist, gilt
ANE oo < I5]lca < C||F||oe mit ¢ =C = 1. |

Jeder einzelne Trager wird bei dem Verfahren des sogenannten uniformen Kon-
densierens so optimiert, dass die Knotenabstinde des Trigers moglichst klein
sind, der Splineraum iiber {2 allerdings nicht veréandert wird. Hierbei werden die
einzelnen B-Splines unabhéingig voneinander betrachtet. Die uniform konden-
sierten B-Splines (kurz: ukB-Splines) werden mit b beziehungsweise B gekenn-
zeichnet.

In dem folgenden Abschnitt wird das Verfahren fiir univariate B-Splines
untersucht und gezeigt, dass eine stabile Basis entsteht. Dass eine Erweiterung
in den bivariaten Fall mdoglich ist, wird in Abschnitt dargestellt. Hier wird
schliefllich auch bewiesen, dass die Approximation mit den ukB-Splines von ma-
ximaler Approximationsordnung ist. Im letzten Abschnitt werden einige Verall-
gemeinerungen prasentiert.

4.1 Univariate Splines

Die Probleme, welche entstehen, wenn nicht iiber dem gesamten R approximiert
wird, sind weitestgehend durch eine geeignete Knotenwahl zu l6sen. Grundsétz-
lich miisste somit das uniforme Kondensieren hier nicht angewandt und néher
betrachtet werden. Aufgrund der TP-Struktur, welche hier im multivariaten Fall
vorausgesetzt wird (siehe Abschnitt[2.3.2), macht es Sinn, die Idee des uniformen
Kondensierens zuerst im univariaten Fall zu analysieren. Hier wird die Metho-
de zuerst fiir Intervalle und schlieklich fiir die Vereinigung disjunkter Intervalle
untersucht.

4.1.1 Konstruktion

Gegeben sei ein Intervall Q := (ry,r2) C R. Weiter sei eine Anfangsknotenfolge
T = {t;}**" mit uniformem Abstand h gegeben, so dass Q C D(T). Die fiir
relevanten B-Splines werden mit b;(t), i« = 1,...,m, bezeichnet. Sie seien von
der Ordnung n mit Trager supp b; = [t;, tin].
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Entscheidend fiir die Stabilitat der B-Spline-Basis ist das Verhéltnis von der Tréa-
gergrofe zu dem Anteil des Gebietes in dem Trager. Das uniforme Kondensieren
optimiert dieses Verhéltnis. Fiir die Konstruktion sind drei Regeln einzuhalten.

Konstruktionsregeln 4.1.

1. Jedem B-Spline werden seine eigenen uniformen Knoten zugeordnet.

2. Der urspringliche Splineraum soll erhalten bleiben = NUR die Knoten
aufSerhalb des Gebietes diirfen verindert werden.

3. Die Knoten werden so gewdhlt, dass ihr Abstand minimiert wird.

Dieses Verfahren reduziert somit die Grofe des Tragers bei den B-Splines, welche
weniger als zwei Knoten im Gebiet besitzen. In Abbildung[4.2]sind drei Beispiele
fiir das Kondensieren dargestellt.

Q N Q
(a) (b)
b;
n B | N | |
(c) (d)
b]
T I I T T Q I é I I T T Q I

Abbildung 4.2: Anwendungsbeispiele der Konstruktionsregeln

Mofner [42, S.104 ff] zeigt, dass in Konstellationen, bei denen keine oder nur ein
Knoten im Gebiet (2 liegen (siehe Beispiel und , B-Splines existieren,
die nicht n-proper (Definition mit @ = n) sind. Hierzu zéhlen allerdings
nicht diejenigen B-Splines, bei welchen ausschlieflich der erste oder letzte Kno-
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ten in €2 liegt. Diese erfiillen Kriterium K1 auf Seite |30| und sind somit n-proper.
Wie in Abbildung in dem Schritt von nach werden die Tréger
dieser B-Splines trotzdem reduziert. Dies d&ndert jedoch nicht, dass sie n-proper
sind.

Die beiden Félle aus Abbildung |4.2(a)| und 4.2(c)| stehen beispielhaft fiir B-
Splines, welche nicht n-proper sind. Die zusammengezogenen Varianten (Abbil-
dung [4.2(b)[ und [4.2(d)|) erfiillen allerdings Kriterium K2 auf Seite [30| und sind
somit n-proper.

Das Anwenden der Konstruktionsregeln auf die Knoten jedes B-Splines wird
uniformes Kondensieren genannt. Die dabei entstehenden uniformen B-Splines
werden als uniform kondensierte B-Spline (ukB-Splines) bi,i=1,...,m, be-
zeichnet. Die Verschiebung der Knoten geschieht durch affine Abbildungen, bei
welchen entweder ein Knoten fix ist oder die neue Knotenfolge die Randpunkte
r; und ro enthélt.

Definition 4.2. Sei 2 = (r1,73) C R gegeben und b; firi € {1,...,m} ein B-
Spline aus 7,(T,Q) mit Knoten {t;};7. Der zugehorige uniform kondensierte
B-Spline (ukB-Spline) ist fiir t € Q abhdngig von Q wie folgt definiert:

1. Falls #{t; : t; € Q} =1:

mit
|t; — ] 1=1
il:z max{\tj—rﬂ, |tj—7"2’} i:2>-"7m_1’
[t; — 1o t=m

wobei t; der Knoten mit t; € ) sei.

2. Falls #{t; : t; € Q} = 0:
Z;Z(t) = bz (Lt + tn—i—l — LTQ) .
ro — 14 ro — 14
3. Falls #{t; : t; € Q} > 2:

Die normierten uniform kondensierten B-Splines werden firt € 0 definiert als

b (1) : 52 (t)

Z 1Bl
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Wie beschrieben, iiberfithrt das uniforme Kondensieren alle B-Splines in B-
Splines, welche eines der Kriterien K1 und K2 auf Seite erfiillen. Damit
ist folgende Aussage giiltig.

Lemma 4.3. Sei (2 C R ein Intervall. Die ukB-Splines sind n-proper.

Fiir B-Splines b; oder b,,, bei denen nur der erste oder letzte Tragerknoten im
Gebiet liegt, gilt nach Definition

bi(t) == b (%t— <% - 1) tj)

) 1+n firi=1
j:

mit

m firi =m

Diese B-Splines werden in dieser Arbeit Rand-B-Splines genannt. Die Abbildun-
gen 4.2(e) und [4.2(f)| zeigen den Vorgang des uniformen Kondensierens fiir b;.
Eine Abbildung von beiden B-Splines in einer Graphik und die genauere Be-
trachtung der Bereiche in 2 (siehe Abbildung ldsst vermuten, dass nur eine
lineare Transformation vorliegt.

by

Abbildung 4.3: Rand-B-Spline

Lemma 4.4. Gegeben sei der Splineraum .7, (T, 2) mit Q = (ry,r9) C R. Falls
tisn € Q (tm € Q), so ist der ukB-Spline by (by,) dber Q durch eine lineare
Transformation des urspringlichen B-Splines zu der Knotenfolge T bestimmit.
Konkret heifit das, dass firt e Q und i =1, m gilt

hnfl
- ]anfl

bi(t)

mit h = {|t1+” —nli=1

[tm — T2, i1=m

b;(t)
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Beweis:

Sei t € Q und t;, € . Fiir den ersten B-Spline, welcher einen Beitrag iiber 2
liefert, ist dann ¢ € [ry, t14,) zu betrachten. In diesem Fall ist ¢ aus dem letzten
Knotenintervall von supp b; und von supp by. Damit gilt mit der Rekursionsfor-
mel fiir B-Splines

(g1 — 1) R )

hWit) = e wmd ) (n— D hn-t

Damit ergibt sich by (t) = Z:—j by ().

Fiir den letzten B-Spline, welcher fiir €2 relevant ist, ergibt sich mit ¢,, € €0,
dass t € [t,m2) betrachtet werden muss. Die weiteren Argumente sind analog
zu dem Fall des ersten B-Splines. [l

Die Normierung der Rand-B-Splines fiihrt zu folgender Eigenschatft.

Korollar 4.5. Sei .7,(T, ) wie in Lemmal{.4| gegeben. Der Funktionswert der
normierten uniformen B-Splines b}(t) und bP,(t) ist fir t € Q unabhdingig von
der Lage der Knoten auferhalb von €. Insbesondere bedeutet dies, dass fiirt € €}
gilt 3

i(t) =05(t)  und  BL(t) = b (D).

Beweis:
Sei h = [ti4n — r1]. Dann gilt fiir ¢ € [ry, t14,] = supp by N Q nach Lemma
bi(t) = 2= by (t). Damit folgt

hn—l

Bl = 2101l
und somit ~
~ by (t by (t
i) = 20— O
b1l [b1llpe
Analoges gilt fiir b,,. O

Fiir theoretische Zwecke ist es wiinschenswert, den ukB-Splines eine einheitli-
che Knotenfolge zugrunde legen zu kénnen und nicht jeden einzelnen getrennt
betrachten zu miissen. Den in dem Einfiihrungsbeispiel erzeugten normier-
ten ukB-Splines liegt eine einheitliche Knotenfolge zugrunde. Dieses Beispiel
entspricht dem Fall in Definition [4.2] dass keine Knoten in dem Gebiet liegen
(#{t; : t; € Q} = 0). Die Knotenfolge, welche hier durch das uniforme Konden-
sieren entsteht, ist durch

T=r +hZ mith:=|r,—r|<h
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gegeben. Liegt nur ein Knoten (m = 14 n) in Q, wie zum Beispiel in Abbil-
dung [4.2(c){ und 4.2(d)), scheint es naheliegend, die optimierte Knotenfolge wie
folgt zu wéhlen:

T = t1+n + iZZ mit 71 = maX{|t1+n — 7”1|, |t1+n - T2|}.

Im Allgemeinen kann die Knotenfolgen T iiber folgende Transformation aus der
Anfangsknotenfolge 7" gewonnen werden:

~
Il
SHIS

h thyr falls t,1q € Q
T — = tn—i—l =~
h T2 falls tn—l—l ¢ Q

o= min {h7 maX{|t1+n - T1|, |t1+n - 7’2|}} falls t,,1 € 9)
rg — 11 falls t,41 & Q

Liegen mehrere Knoten in dem Gebiet €2, dann gilt h=hund T =T, das heift,
die Knotenfolge bleibt unveréandert.

Definition 4.6. Gegeben sei der Splineraum ,(T,Q)) zu einem beliebigen In-
tervall Q@ C R. Set M : R — R die_affine Abbildung, die T' auf den opti-
maerten Knotenvektor T' nach Formel abbildet, das heifit, M(t;) = t; fiir
1=1,...,m+n.

1. Durch
M[bz] = bz e} Mil
wird der B-Spline zu der Knotenfolge T definiert.

2. Firt € Q wird durch

) o Mb(t)
M) = T

der normierte B-Spline zu der Knotenfolge T definiert.

Fiir die B-Splines zu der Knotenfolge 7" und die ukB-Splines gilt der folgende
Zusammenhang.

Satz 4.7. Gegeben sei ein Intervall Q C R und der Splineraum ,(T,QY). Fir
t e gilt .
b (t) = MP[b;](t), 1=1,...,m.
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Beweis: B
Es gilt drei Fille zu unterscheiden: €2 enthélt

1. keine Knoten
2. einen einzigen Knoten
3. mehrere Knoten

der Knotenfolge T'.

1. In Definition werden alle B-Splines nach dem Fall 2 behandelt. Die
Knotenfolge, die dabei entsteht, entspricht der Folge T" nach ||

2. Es gilt t;,, € Q. Fiir die ukB-Splines gilt damit:

bi(t) := b; (%t — (% — 1) tHn)

mit
[t11n — 71| i =
h = max{|titn — 71|, [t1gn — 72|} i=2,...,m—1.
[t11n — 72| i=m

Weiter gilt fiir die affine Abbildung M:

h h
Mﬁl(t) = zt - ﬁtlJrn + t1+n7

mit h = max{|ti+n — 71|, [t14n — r2|}. Damit folgt firi =2,...,m — 1:

bi(t) = by <%t _ (% 1) tHn) — b (ML) = Mb(E).

Zwar ist b;(t) # M|[b;(t) fiir i = 1, m, allerdings folgt mit Korollar
V'(t) = MP[b](t) fiiri=1,...,m.
3. Fiir i = 2,...,m — 1 gilt b;(t) = b;(t) und da nach {.1) T = T ist,

folgt b;(t) = MIb;](t). Mit demselben Argument wie in Fall 2 gilt wieder
W(t) = MP[b](t) fur i =1,...,m.
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Im Folgenden ist es notwendig, dass den B-Splines eine einheitliche Knotenfolge
zugrunde liegt. Daher werden diejenigen B-Splines betrachtet, welche durch die
Anwendung der affinen Abbildung M und anschliefsendem Normieren entstehen.
Diese werden nun allerdings als normierte ukB-Splines I bezeichnet.

Lemma 4.8.
1. Die normierten ukB-Splines sind linear unabhdngig.

2. Die Positivitit der B-Splines bleibt bei dem uniformen Kondensieren er-
halten, das heifit, O (x) > 0 fir alle © und i.

Beweis:
1. Lineare Unabhéangigkeit
Esgilt >, fibi(x) =0 <& f; =0 fiir alle 4.

Sei z € 2, dann gilt mit f =

? .
16410

Zflgf(x) = Zfi H%(“x) = fo bi(z) =0 << fP =0 fiir alle s
i i illp,2

i

&< f; =0 fiir alle 7.

2. Weder eine afline Transformation noch eine Normieren dndern die Positivitat
der B-Splines. O

Die normierten ukB-Splines sind so konstruiert, dass der entstehende Spline auf
den einzelnen Intervallen (t;,¢;11)NQ fiir j = n,...,min P, liegt. Aufgrund von
Lemma 4.8 kann der uniform kondensierte Splineraum definiert werden als

In(T,Q) = span{gf, i=1,...,m}.

Die normierten ukB-Splines {6’} bilden eine Basis fiir diesen Splineraum.
Aufserdem gilt fiir Q = (r,72) C R, dass

~ A

F(T,Q) = F(T,Q) = Fo(T, Q).

Hierbei sei daran erinnert, dass mit .7, (T, Q) (siche Abschnitt [2.3.1)), der opti-
male Splineraum fiir €2 bezeichnet wird.

Beliebige Gebiete

Das Verfahren des uniformen Kondensierens wird nun fiir beliebige Gebiete in
R angewendet. Beliebige Gebiete in R bedeutet hier, dass diese auch aus nicht
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zusammenhéngenden Intervallen 2 = Q;U...UQy, N € N, bestehen konnen. In
diesem Fall kann es sein, dass der Tréger einiger B-Splines in mehrere Teilgebiete
hineinragt. Beispiele sind in Abbildung [4.4] mit den rot markierten B-Splines
aufgezeigt.

0 Qy 0 Qy Q3
(a) (b)
b; :
Ql QQ Qg

()

Abbildung 4.4: Beispiele fiir B-Splines iiber mehreren Teilgebieten

Die Trager dieser B-Splines konnen nicht zusammengezogen werden. Selbst wenn
die Schnitte so liegen, dass der B-Spline durch Normieren stabilisiert werden
konnte (siehe Abbildung a,b), so kann bei der Approximation ein Problem
entstehen. Die Beispiele und zeigen diese Probleme im bivariaten Fall.
Im univariaten Fall ldsst sich das Problem zwar durch eine hinreichend feine
Knotenfolge 16sen, allerdings ist das in hoheren Dimensionen nicht der Fall. Da-
her wird das Kondensieren trotzdem fiir die Anfangsknotenfolge untersucht, die
fiir das Approximieren ungeeignet ist.

Wenn es nur ein Teilgebiet geben wiirde, so wiirde einfach uniform kondensiert
und normiert werden. Daher werden nacheinander die Teilgebiete ausgeblendet.
Die B-Splines werden so kondensiert, als gdbe es nur ein Teilgebiet. Dies wird
beziiglich jedes Teilgebietes durchgefiihrt. Diejenigen B-Splines, welche mehrere
Teilgebiete schneiden, werden dabei vervielfaltigt und anschlietend lokal defi-
niert.

Konstruktionsregeln 4.2.

1. Fiir jedes Teilgebiet ), L =1,..., N, wird eine Basis aus ukB-Splines fiir
(T, 8Y) nach Definition bestimmt. Dazu werden B-Splines, welche
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einen Beitrag auf mehreren Teilgebieten liefern, entsprechend oft verviel-
faltigt.

2. Um die ukB-Splines fiir Q0 zu bestimmen, werden nun diese lokalen Basen
fir € auf das jeweilige Teilgebiet eingeschrankt.

Abbildung zeigt die drei Kopien, welche nach diesen Konstruktionsregeln
aus dem B-Spline b; in Abbildung entstehen.

Abbildung 4.5: Beispiel fiir Anwendung der Konstruktionsregeln

Hierbei ist in den oberen drei Graphiken Schritt 1 und darunter Schritt 2 dar-
gestellt.

Definition 4.9. Sei Q = U, Q mit @, = (r},rh) CR. Firie {1,...,m} mit
supp b;N8Y # 0 und t € Q; bezeichne bé’p(t den normierten ukB-Spline beziiglich
Q. Damiat wird firt € Q undl=1,..., N durch

(1) = DP(1) - X (8)

der normierte lokal uniform kondensierte B-Spline (lukB-Spline) auf Q2 definiert.

Hierbei ist
1 f’lLT’t € Ql
t) = .
X[Ql]( ) {0 sonst

Lemma 4.10. Sei Q = UN,Q; fiir Intervalle Q; C R. Die lukB-Splines sind
n-proper.

Beweis:
Bezogen auf die einzelnen Teilgebiete sind die normierten ukB-Splines l;é’p nach
Lemma n-proper. Das heifit, es existieren P! und R! mit



68

Kapitel 4. Kondensierte B-Splines

1. P! c {suppb' N Q} C R.
2. L|Rl| =|P!| fir o > 1.

3. Rl und supp l;ﬁ haben einen gemeinsamen Randpunkt. Das bedeutet, dass
fiir R := [a,b] entweder a = £ oder b = ¢!, gilt.

4. P[] fir ¢, £, € supp L.

Die Eigenschaften 1., 2. und 4. bleiben erhalten, falls der ukB-Spline Bé’p mit
X[, (t) multipliziert wird.

Bei Eigenschaft 3. ist der entscheidende Punkt, dass a = ¢! oder b = £, gilt;
auch diese Eigenschaft wird nicht beeintrachtigt. 0

Lemma [£.4] und Korollar bleiben fiir = Q; U ... U Qy und die lukB-
Splines giiltig. Daher ist folgende Definition unter Ausnutzung von Definition [4.6
moglich.

Definition 4.11. Sei 2 C R ein Gebiet mit Q = QU ... UQy fir N € N,
wobei , | = 1,..., N, disjunkte Intervalle seien. Weiter sei M; : R — R
fiurl = 1,...,N die affine Abbildung, welche T auf die fir das Teilgebiet £
optimierte Knotenfolge T) nach abbildet.

1. Der lokale Kondensierungsoperator Ko, : .7,(T, ;) — Yn(f}, ) wird fir
jedes Teilgebiet durch

Ko, [bi] == Mu[bi] - x
mit
1 f'LLTt c Ql
Xml}(t) = {O sonst

definiert. Hierbei bezeichnet M;[b;] die B-Splines zur Knotenfolge T, nach
Definition [{.6.

2. Fiirt € Q wird der normierte lokale Kondensierungsoperator definiert als

., Ko [bi)(t)
K&, [bi] () = m

Fiir die B-Splines, welche durch die hier definierten Operatoren entstehen, sind
die beiden folgenden Aussagen giiltig.
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Korollar 4.12. Gegeben sei ein Gebiet Q2 C R. Die B-Splines, welche durch An-
wendung der lokalen Kondensierungsoperatoren nach Definition [{.11] entstehen,
sind linear unabhdngig.

Beweis:

Durch K¢, werden fiir jeden Punkt ¢ € {); genau n relevante B-Splines erzeugt,
welche beziiglich einer einheitlichen Knotenfolge gebildet werden. Diese sind
nach Lemma [4.§] linear unabhéngig. Da dies fiir alle Teilgebiete gilt, sind alle
B-Splines nach Definition linear unabhéngig. O

Lemma 4.13. Gegeben sei ein Gebiet  C R und der Splineraum .7, (T, $2).
Fir t € Q sind die normierten lukB-Splines und die B-Splines, welche durch
Anwendung der normierten lokalen Kondensierungsoperatoren entstehen, gleich.

Beweis:
Jeder Punkt ¢ € ) kann einem der Teilgebiete €, | = 1,..., N zugeordnet
werden. Dort gilt

A A bi(M; (1))
B (t) = bP(t) und  KP [b](t) = ———— :
l . 16: (M () llp.
Mit Satz [4.7] gilt B2 (t) = MO g somit die Behauptung O
] E 15:(M; (D llp '

Im Folgenden werden die B-Splines als normierte lukB-Splines Ef , bezeichnet,
welche durch die normierten lokalen Kondensierungesoperatoren entstehen; die
durch die affine Abbildung M, entstehenden B-Splines M, [b;], welche beziiglich
des Teilgebietes €2; gebildet werden, werden in diesem Fall durch l;é’p benannt.
Sei k; 1= #{l : suppb;NQYy # 0} und m := )", ;. Ein Spline aus dem uniform
kondensierten Splineraum wird dann beziiglich der Basis {52}, der normierten
lukB-Splines wie folgt zusammengesetzt:

wobei I; := {i : suppb; N QY # 0}. Es gilt
Io(T,Q) C.Z(T,Q) = span{ll, k =1,...,m} C.%,(T,Q),
wobei .7,(T, Q) der Splineraum, wie in Abschnitt [2.3.1)) definiert, ist. Da die

Knoten der lukB-Splines nicht aus einer einzigen Knotenfolge stammen, werden

jedem lukB-Spline by, seine eigenen Knoten {fk,j 7;1 zugeordnet.
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Bemerkung 4.14. Fiir N = 1 entsprechen die lukB-Splines den ukB-Splines fiir
zusammenhéangende Gebiete (2 C R.

4.1.2 Stabilitat

Wie das Einfiihrungsbeispiel vermuten lésst, ist die Basis aus den normier-
ten lukB-Splines wirklich stabil. Bevor dies allerdings gezeigt werden kann, miis-
sen zuerst Funktionale bestimmt werden, welche zu diesen Basiselementen dual
sind.

Lemma 4.15. Sei 2 C R zusammenhdngend.

1. Fir jedes i€ {1,...,m} und beliebiges & € {supp b; N Q} ist durch

M = gy (D6 £

a<n

ein zu den ukB-Splines der Ordnung n duales univariates de Boor-Fix
Funktional definiert. Hierbei sind die 1; € P,(R), i = {1,...,m}, definiert
durch

n—1
i) == [ty — )
=1
zu den Knoten {t;;}"~] des ukB-Splines b;.

2. Sei \; das de Boor-Fixz Funktional mit § € {supp bi NQ}. Fir die normier-
ten ukB-Splines VY der Ordnung n wird durch

Ay = |billpa A

ein duales Funktional definiert.

Beweis:

1. Da 2 zusammenhéngend ist, liegt den ukB-Splines bi,i = 1,...,m, ei-
ne einheitliche Knotenfolge T' zugrunde. Mit Satz folgt die Dualitét
Ai(bj) = ij-

2. Es gilt

Bj ) _ ||’~?z‘||p,ﬂ 5\,(5,)
— A(b)).

Azgp = 6% 5\1 b b
) = Iblla (o) = (5 2
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Mit Teil 1 folgt, A;(B%) = 0 fiir i # j. Fiir i = j ergibt sich

1Bl

Ay (D)) = =
=\

=1.

g

Lemma 4.16. Sei Q :=UY ) CR. Firk=1,...,m und £ € {supp by, N 0}
wird durch

A = [|bellp M

ein zu den lukB-Splines der Ordnung n duales Funktional definiert. Hierbei ist
A das de Boor-Fixz Funktional mit

)= s -

j=2

zu den Knoten {fk,j}?zg des lukB-Splines by.

Beweis:

Fiir £ € {suppb, N Q} gilt, &€ € O fiir ein [ € {1,..., N} und by = b, fiir ein
i € I;. Fiir jedes Teilgebiet €2; gibt es eine emhelthche umform kondensierte Kno-
tenfolge Tl und zugehorige normierte lukB-Splines {bf 1 }ier,- Zu diesen wird nach

Lemma durch A;; := ]]bMHp,QAl,l fir £ € {supp bu NQ} ein duales Funktio-
nal deﬁniert. Da der Trager jedes Bf , auf das jeweilige Teilgebiet (2; beschrankt
ist, ist A;; ein duales Funktional fiir alle normierten lukB-Splines des gesamten
Gebietes 2. Eine Umindizierung analog zu fiihrt zu dem gewtinschten Re-
sultat. O

Um zeigen zu konnen, dass die Konditionszahl der normierten lukB-Splines be-
schrénkt ist, miissen die Ableitungen von v; gleichméfig beschriinkt sein (siehe
E1 auf Seite . Dies ist jedoch fiir beliebige Gebiete nicht notwendigerwei-
se erfiillt. Durch das Normieren kann allerdings folgendes Resultat ausgenutzt
werden (siehe auch [43]).

Lemma 4.17. Gegeben sei .7, (T, Q) fir zusammenhdngendes € := (r1,13) und
weiter gelte R =1[0,1]. Firi=1,...,m und t; =0 gilt

15l oo, 2[[0X oot < (0 — 1)

fiur allea=1,...,n—1.
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Beweis:

Uber einem zusammenhingenden Gebiet € fithrt das uniforme Kondensieren zu
einer einheitlichen uniformen Knotenfolge. Das heifst aber auch, dass die ukB-
Splines b; und die passenden dualen Funktionale 1/;1 den klassischen B-Splines
und de Boor-Fix Funktionalen zu dieser Knotenfolge entsprechen. Fiir diese ist
das Lemma erfiillt (siehe [43, Lemma 3.1|). O

Die folgenden Resultate werden fiir 2 = ,U. . .Uy und normierte lukB-Splines
nach Definition bewiesen. Fiir N = 1 zaéhlen auch zusammenhéngende
Gebiete Q = (11, 72) in die betrachtete Menge und wie schon in Bemerkung |4.14]
erwahnt, entsprechen hier die normierten ukB-Splines den normierten lukB-
Splines.

Satz 4.18. Es existieren Konstanten ¢, C > 0, so dass fiir alle Splines s aus
F(T,Q) mit s =" b fr fir Koeffizienten f, € R gilt:

¢ (max | fy[) < sup|[s(z)| < € (max|fi]).
e

Hierber sind die Konstanten abhdngig von n.

Beweis:
Sei x € ). Weiter seien ohne Beschrinkung der Allgemeinheit j = 1,...,n die
Indizes der fiir « relevanten normierten lukB-Splines. Es gilt

sup|s(z)] = sup| Y () fil < supZ\b“ )| £l

e e =1 e =1

b )I)
su = - max < n-max .
xeg ( E: 5] 2 | fi| < : | fx|

Bleibt zu zeigen, dass ein ¢ > 0 existiert mit ¢ (maxy | fx|) < maxgeq |s(z)].

IN

Fiir k = 1,...,m sei & € {suppby N Q}. Dann ist &, € {I); N Q} fiir ein

Knotenintervall I, := [ty ;,tx11), j € {1,...,n}, des lukB-Splines by. Es gilt

fil = |Ax(s)] = |rbk|rooa| ,Z )1 T () ) ()|

a<n

n—1
1 n— Ol le%
||bk||oonmax|¢ TG D 15
a=0

= o



Multivariate Splineapproximation auf Gebieten 73

Die Summe der Betrage der Ableitungen an der Stelle &, entspricht auf dem
Raum der Polynome einer Norm. Da &, € {I; N 2} und s|;, ;n0 € P, (Ix; N )

ist, sei ZZ;(IJ |5 (&,)| =: ||s|l¢, definiert.

Nach Lemma sind alle normierten lukB-Splines n-proper (sieche Definiti-
on [2.36)). Somit existieren zwei Intervalle Ry und Py mit

2. P, C {supp by NQ}.
3. P, C ['Ek,j’fk,j-i—l} fUI'j c {1, .. ,n}.

Nach sind die de Boor-Fix Funktionale a3-invariant. Da auch die L..-Norm
von den Skalierungen unabhingig ist, ist auch A; a®-invariant. Somit kann ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit Ry = [0, 1] skaliert werden. Weiter kann ange-
nommen werden, dass fk,l ein Randpunkt von R} ist.

Sei P, := [pF,pk]. Da & € {supp by N Q} beliebig ist, sei & := 1@. Damit gilt
&k € Py C Ry Die Normen || - ||g, und || - [|oo,p, sind auf dem endlichdimensiona-
len Vektorraum P, (P;) dquivalent. Da s € P, (P) ist, existiert ein ¢,, so dass
Islle, < cnlls]lco,p, - Hierbei ist ¢, nur von n abhéngig, da |Py| = L|Ry| = L.

Da {supp b, NQ} C Ry ist, gilt [|bgllocc < l|0k]oo.i,.- Weiter gilt durch die Wahl
&, € P, C Ry und unter Ausnutzung von Lemma firalle k=1,...,m

C ~ ~
il < g lslloe MBelloo i max 194 oo < e sl < e il

Damit ist gezeigt, dass ein ¢, existiert, so dass

¢t (max | fi[) < sup |s(z)].
k €

Ein entscheidender Punkt, weshalb die Abschédtzung nach unten giiltig ist, ist
die Skalierungsunabhéngigkeit der L..-Norm. Um zu zeigen, dass auch fiir L,-
Normen eine gleichméfige Beschrénkung der Konditionszahl der normierten
lukB-Splines vorliegt, wird nun eine analoge Eigenschaft benotigt.

Sei F' = (f1, ..., fa) der Vektor der Koeffizienten eines Splines s = 3", f,b7. Die
Abschitzung ¢||F||, < ||s]|pq fiir ¢ > 0 ist a’-invariant (siehe Definition .
Hierbei ist die Norm der Koeffizienten die [,-Norm und die Norm der Splines
tiber €2 die L,-Norm.
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Lemma 4.19. Sei s € 7,(T,Q) mit s = S.7, fib? und A : R — R eine
a®-Abbildung mit A(t) = at + B fir a,3 € R, welche R C R auf Q abbildet.
Weiter sei § == A(s) € .Z,(A(T), R) mit § = Zk fxb?, wobei OY den normierten
B-Spline A(by) bezeichnet. Dann gilt

LTI
1Flly = lal?1Fl,  und sl = al?[3],n.

Beweis:
Da normierte lukB-Splines betrachtet werden, wird nun zuerst untersucht wie
sich die Norm eines lukB-Splines durch Anwendung von A veréndert.

Mit der Substitution y = « - x + 3 gilt

Belpe = ( / rék@)v’dyf
_ (/R]Ek(oz-:v—i-ﬁ)‘p\&\dw)p

1 ~
= laf7[|A()|p.z-
Fiir den Spline 5 folgt damit durch einfaches Einsetzen

i=) Al = e T
; kz:: ||bk||pn st lAG) [ =
: : . L F 1
Die Koeffizienten von § sind somit fj := fi - |a| » und

m m
1E =D 1l = lal™ Y 1l” = lal M FIL.
k=1 k=1

Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit Q2 = (rq,r2). Dann ergibt sich mit der
Substitution t = - u + 3
>

lslge = [
L k=1
[ s
AT

= lal- A,z

| kllpsz

Ji . AbY @) T " || du
A [pa-1() - ]
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Satz 4.20. Set Q C R und 1 < p < oo. Es existieren Konstanten ¢, C > 0, so
dass fir alle Splines s € S, (T, Q) mit s = -, fub}

cllFllp < sllpe < CIEI,
gilt. Hierbei sind die Konstanten nur abhdngig von n und p.
Bewezs:
Sei z € Q. Um die Abschitzung nach oben vornehmen zu kénnen, wird zu

allererst die Holdersche Ungleichung fiir Summen ausgenutzt. Seien p und ¢
zueinander konjugiert, also & + o = 1. Es gilt

[s(2)] < Z Fi (@) - Xguppi, ()]

< (i )p(z%ppgk@»q)é
< <i‘fk5£ ’p>1

Die Abschitzung mit n'/9 ist moglich, da nur n B-Splines an dem Punkt x
ungleich Null sind. In die L,-Norm des Splines eingesetzt ergibt sich

Isllpe = ( / e dt);
</ﬂ (n; | (é} |fk5i(t)|p>;)pdt);
”‘i(é'f'f""/ﬂ(éﬂt))” dtf

1
= naf|Fllp.

IN

IN

Bleibt zu zeigen, dass ein ¢ existiert mit ¢ ||F'||, < [|s||,.0-

Es soll ausgenutzt werden, dass |fx| = |Ax(s)]. Da alle lukB-Splines n-proper
sind, gilt wie auch bei dem Beweis von Satz | dass fiir jeden B-Spline by,
Intervalle R;, und P, existieren mit P, C [fk,j,fkdﬂ) fiir j € {1,...,n}. Sei t3,
ein Randknoten von Rj.
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Sei A: R — R mit A(t) = |Rg|t +#,1. Dann bildet A das Intervall [0, 1] auf Ry
ab, da A(0) = #; und A(1) = |Ry| + &1 ist. Mit Lemmam gilt

cdlFllp <llslpe & cllFllp, < [AlS)lpar@),

wobei F' den Koeffizientenvektor von A(s) bezeichne. Es wird daher ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit angenommen, dass Ry, = [0, 1] und #,; = 0 ist.

Sei &, € {supp b N Q} fiir ein k € {1,...,m}, dann gilt § € {I}; N Q} fiir ein
Knotenintervall Iy, ; := [ty ;, tkj+1), J € {1,...,n} des lukB-Splines b;. Es gilt

b
(n — 1!

Die Summe der Betridge der Ableitungen an der Stelle & entspricht auf dem
Raum der Polynome einer Norm. Da sl o € Pn(Ix; N Q) ist, sei wieder

S 5@ ()] = |1s]le, definiert.

n—1
[fel = [A(s)] < ||bk||p9ma><|¢(” TG s (43)
a=0

Sei nun Py = [p¥, p§] C {I;;NQ}. In Ungleichung (4 . wird &, = p1+p2 gesetzt.
Mit der selben Argumentation wie in dem Beweis von Satz 4 erglbt sich nun,
dass ¢, , existiert, so dass ||s|le, < ¢npl|S|lp,p,- Hier ist die Konstante zusétzlich
von der gewahlten L,-Norm abhéngig.

Da {suppb, N Q} C Ry = [0,1] ist, gilt ||brllpa < [|bkllso.r,- Weiter wurde
& € P, C Ry gewdhlt und damit gilt fiir alle k =1,...,m
[l < =2 sl 190, 025 [ oy < ]
kl = (n _ 1)' p,Pr 1IVk |00, Ry, o k lloo, R = Cnp D, Py -
Fiir die letzte Abschétzung wurde hierbei ausgenutzt, dass nach Lemma
gilt, dass ||bg||ee.r, MaXaen ||77/Jk )”OORk < (n — 1)l. Von den m Intervallen P
kénnen sich maximal n schneiden, da nur n lukB-Splines iiber dem Intervall

P, C {1);NQ} einen Beitrag liefern. Weiter gilt ||s||, p, < [/s]|,.0 und schlieflich
folgt

3

m
IEIE =D el <D (cap Islnr)” < néhlslhg
k=1

k=1

-1
Das heift, fiir ¢}, , = <n% 'Cn,p) gilt

Cpl Fllp < llsllp.0-
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4.2 Bivariate Splines

Die univariaten Ergebnisse sollen nun auf den bivariaten Fall {ibertragen wer-
den. Der Gebietsanteil in den einzelnen Trégern soll unter Erhaltung des Spli-
neraumes optimiert werden. Da die B-Splines aus der Multiplikation univariater
B-Splines entstehen, wird hierzu jeder dieser univariaten Anteile einzeln kon-
densiert. Im néchsten Abschnitt wird zuerst Beispiel betrachtet. In diesem
wurde gezeigt, dass das Normieren des betrachteten B-Splines nicht ausreichend
ist, da der B-Spline nicht a-proper ist.

Nachdem die bivariate Konstruktion entwickelt ist, wird in Abschnitt nach-
gewiesen, dass sie zu einer stabilen Basis fiihrt. In Abschnitt [4.2.3|und [4.2.4] wird
schlieklich untersucht, ob die gewiinschte Fehlerabschitzung unabhingig
von dem Seitenldngenverhéltnis der Gitterzellen fiir die Approximation und de-
ren Ableitungen erfiillt ist.

4.2.1 Konstruktion

Uber einem beschriinkten Gebiet Q C R? sei .7, (T, ) der Splineraum der Ord-
nung n = (ny,ny) € N? mit dem Tensorprodukt-Gitter (TP-Gitter) T' = Ty @ Ty,
wobei

Tl = {ti}iEZ mit |ti+1 — tl‘ = hl, fir alle 7 € Z,
T2 = {Sj}jEZ mit |8j+1 — Sj| = hg, fur allej S Z,

sei. Mit
Bij(z,y) = bii(x) baj(y), (i,5) € Lo :={(i,5) € Z* : supp B;; N Q # 0},

werden die Tensorprodukt-B-Splines bezeichnet, welche fiir das Gebiet €2 re-
levant sind. Die Zellen des Gitters, welche das Gebiet schneiden, seien Zj; mit
(k1) € Kq :={(k,]) € Z* : Z}yNQ # (}. Fiir jede solche Zelle gibt es n; X ny re-
levante TPB-Splines. Der Einfachheit halber sei daher immer, wenn (z,y) € Zy
fiir beliebige (k,1) € Kq betrachtet wird, i € {1,...,n1} und j € {1,... ,no}.

In dem folgenden Beispiel wird untersucht, ob das Zusammenziehen der Kno-
ten in beiden Koordinatenrichtungen nach Konstruktionsregel [4.1] zu B-Splines
fithren kann, welche a-proper sind.

Beispiel 4.21. Gegeben sei derselbe konvexe Schnitt eines Trégers mit einem
Lipschitzgraph Gebiet € wie in Beispiel Abbildung zeigt den Tra-
ger, welcher durch das uniforme Kondensieren der Knotenfolge T} entsteht. Nun
kénnten zusatzlich die Knoten aus T, verschoben werden. Allerdings ist by ;
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durch die Lage des Schnittes mit {2 nach der Normierung unabhéngig von der
Lage der Knoten (siehe Korollar [4.5). Daher werden diese hier nicht verdndert.

Hier wird angenommen, dass ny = ny = n ist. Seien nun R und P die Rechtecke,
welche die Bedingungen aus Definition [2.36]erfiillen. Zu bestimmen ist die Grofse
von «. Fiir das Rechteck R, welches den Schnitt supp ]_;’ij N2 und eine Ecke des
Tragers enthalt, gilt:

n—+1

|R| = (a-hi,r) <( hi,hs), fiira € N.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird angenommen, dass die linke untere
Ecke von R der Punkt (0,0) sei. Die den Rand beschreibende Funktion ¢ ist
Lipschitz-stetig und erfiillt folgende Bedingungen (siche Abbildung [4.6)):

QO(O) = QD(h1) =0 und (,0(50) =T9 fir g() S (O, hl) .

2

R
supp Bl]
P
R I
N 0 E() hl 2 hl

(a) (b)

Ist 2’"2 > L, so entsteht der hier betrachtete Schnitt nicht. In diesem Fall gehort
der B Spline zu der Menge der substantiellen B-Splines [42, S.129f|, welche n-
proper sind.
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Der betrachtete Schnitt ist konvex, daher verlauft ¢ fiir alle L wie folgt:

e p(x) > = e = cg1(x) fir x € (0,&).

o o(x) = v — =: go(x) fiir x € (&, hq).

Damit ergibt sich, dass der Graph aufserhalb eines Dreiecks mit den Eckpunkten
(&o,72), (0,0) und (hq,0) liegt. Das Rechteck P mit dem Seitenléngenvektor
|P| = (%, 2) < (hy,ry) existiert somit fiir

n+1>a21.

a > max{l,a} mit 5 2

Das uniforme Kondensieren im bivariaten Fall als uniformes Kondensieren nach
Definition in den einzelnen Richtungen zu betrachten, ist offensichtlich ein
sinnvoller Ansatz. Bevor dies allerdings genauer ausgefiihrt wird, miissen die
notwendigen Bedingungen an die Schnitte supp B;; N €2 und damit an €2 ge-
klart werden. In Beispiel wurde vorausgesetzt, dass die den Rand beschrei-
bende Funktion Lipschitz-stetig ist. Dies muss hier allerdings nicht notwendi-
gerweise beziiglich z sein. Aufgrund der a?-Invarianz der B-Splines existieren
a®-Abbildungen, welche den B-Spline B;; so rotieren, dass der Rand 9$|supp Bi;
beziiglich y als Lipschitz-stetige Funktion darstellbar ist. Damit sind die Gebiete
nach Definition |3.1| ausgezeichnete Kandidaten.

Nun kann ein Tréger mehrere nicht zusammenhéngende Schnitte mit €2 besitzen.
In diesem Fall werden die B-Splines entsprechend der Konstruktionsregel
vervielfaltigt und beziiglich jedes einzelnen Schnittes kondensiert. Die einzige
Bedingung hierbei sei, dass die Anzahl der Schnitte endlich ist.

Definition 4.22. Sei Q C R% Der Rand 0Q gehirt zu der Klasse Lipy 1 mit
den Parametern s, n und L, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1. O € Lip1 (siehe Definition[3.1)).

2. Seien V, := [a],b]] x [ab, 0] fir r € {1,...,s} die Rechtecke aus Defi-
nition und p, die zugehdrigen Lipschitz-stetigen Funktionen. Bis auf
Permutation der Koordinaten abhingig von r gilt, dass fir jedes d € [a, by]
offene Intervall I;, j = 1,..., N,(d) mit N,.(d) € N existiert, so dass

N,(d)

{z: p.(z) >d} = U I, mit Slcllp(Nr(d)) =c< 00

fiir eine Konstante ¢ € R.
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Fiir den Schnitt eines Gebietes mit Rand der Klasse Lipy 1 mit einem beliebigen
TPB-Splines B;; gilt, dass es eine endliche Anzahl von Zusammenhangskompo-

nenten G, v € {1,...,u;;}, mit
_ i
supp B;; N Q2 = U G (4.4)
v=1

gibt. Beziiglich dieser einzelnen Schnitte sollen die lukB-Splines gebildet werden.
Falls eine solche Zusammenhangskomponente vollstdndig in mindestens einem
Teilgebiet QN V., r € {1,..., s}, liegt, so gilt

09|y € Lip 1. (4.5)

In der folgenden Definition wird das Anfangsgitter so gewahlt, dass dies erfiillt
ist.

Definition 4.23. Gegeben sei Q0 C R? mit Q) € Lipg 1. Weiter sei die Gitter-
weite h des Anfangsgitters so gewdhlt, dass fir (i,7) € Iq sowohl als auch
erfillt ist. Der lokal uniform kondensierte B-Spline (lukB-Spline) BZ”] wird
fur (z,y) € Qundv =1,...,u;; definiert als

By (w,y) = B () 5, (9) xie (2, 9)

mit
L fir (z,y) € GY;
0 sonst '

Xiay) (@, y) = {

Dabei bezeichne l;ll’l(x) den univariaten ukB-Spline iber {x € R: (z,y) € G};}
und E‘Q’J(y) den univariaten ukB-Spline dber {y € R : (z,y) € GI;}.

Die normierten lukB-Splines sind damit auf 2 definiert als

- BV. x,
B (x,y) = M
||B1Vj||PaQ

Es bleibt zu kliren, ob das Vervielfaltigen und getrennte Optimieren zielfiihrend
ist. In Beispiel iiberfithrt das Kondensieren den urspriinglich ,instabilen‘
B-Spline in einen B-Spline, der a-proper mit o« = «(n) abhéngig von n ist.
In diesem Beispiel wird allerdings gefordert, dass ¢ konvex ist. Aber auch die
Bedingung der Lipschitz-Stetigkeit von ¢ (Abbildung ist ausreichend.
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\ ;
]

(a) (b)

Abbildung 4.7: Beispiele konkaver Schnitte

Die hier und im Folgenden abgebildeten Trager stellen streng genommen nicht
den endgiiltigen Trager der lukB-Splines dar. Diese werden durch die Multi-
plikation mit y auf die jeweils zugrunde liegende Zusammenhangskomponente
eingeschrénkt. Fiir die Eigenschaft a-proper zu sein, sind allerdings die den B-
Spline bestimmenden Knotenpunkte interessant. Diese verandern sich durch das
Einschranken des Tragers nicht. In den Illustrationen werden daher alle Knoten
aufgezeigt.

Lemma 4.24. Sei Q C R? ein Gebiet mit Rand der Klasse Lipp 1 und sei L
die Lipschitz-Konstante. Die lukB-Splines By, (i,7) € Iq, sind a-proper mit
a = a(n, Q) abhdingig von n und der Lipschitzkonstanten L des Gebietes €.

Beweis:

Durch die a3-Invarianz der B-Splines wird ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit angenommen, dass der Rand 8Q|Gi”j beziiglich der x-Koordinate durch ¢
beschrieben wird.

Sobald ein Schnitt eine Gitterzelle vollstandig enthélt, ist der B-Spline n-proper.
Somit miissen nur Schnitte betrachtet werden, welche keine vollstandige Zelle
enthalten.

Unproblematisch ist der B-Splines auch dann, wenn die den Rand beschreiben-
de Funktion ¢ konvex ist. Die Fille, welche in Abbildung zu sehen sind,
sind substantielle B-Splines und damit n-proper. Ist der konvexe Schnitt nur
in einer Zelle enthalten, welche keine Eckzelle ist (siehe Abbildung , so ist
der TPB-Spline nicht a-proper. Allerdings zeigt Beispiel dass der entste-
hende lukB-Spline n-proper ist. Auch Schnitte von Gebiet und Tréger wie in
Abbildung erfiillen keines der Kriterien K1 und K2 auf Seite [30] Doch das
Kondensieren fiihrt dazu, dass in z-Richtung ein Intervall der kondensierten Git-
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terweite in dem Schnitt liegt. Wie der entstehende Trager aussieht, verdeutlicht
Abbildung

supp BU

AN

Abbildung 4.8: Kondensierter Trager

Es bleibt die Uberpriifung konkaver Schnitte, welche keine vollstindige Gitter-
zelle enthalten. Das sind letztendlich Schnitte wie in Abbildung gezeigt.

1.Fall:

Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit die Ecke des Tragers im Ursprung.
Die den Rand beschreibende Funktion ¢ muss folgendes erfiillen:

o 0(0)=a-hyund @(b-hy) =0firn>a, b> 1.
e a-hy—p(§) <L-&fir0<&y<b-hyundn>a, b>1.

e (&) —0<L-(b-h —&)fir0<&<b-hyundn>b>1.

h

0 hy

Abbildung 4.9: Darstellung der Rechtecke und des Schnittes fiir a, b = 1

Fiir beliebiges 0 < &y < b- hy gilt somit: a-he — L-& < (&) < L-(b-hy —&).
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Dies ist erfiillt, falls % < L gilt. Andernfalls ist entweder ¢(0) > a - hy oder
gO(b : hl) < 0.

Gesucht wird ein a, so dass fiir ein Rechteck P C GY; gilt: a|P| = (b- hy,a- hy).
Sei |P| = (&,a - hy — L - &). Dann muss

O!&)Zb'hl
Oé‘(CL'hQ—L'fo):CL'hQ

gelost werden und damit folgt o =1+ L - %

a-n2
Da % < L sein muss, gilt L - Z—Z; > 1 und somit a > 2 abhéngig von L.
2.Fall:

Der letzte Fall, der untersucht werden muss, entspricht Abbildung [£.7(b)] Sei
ohne Beschrankung der Allgemeinheit R = [0,a- hy] X [0, 5] fiir 1 < a < ny und
0 <ry <nag.

Die den Rand beschreibende Funktion ¢ muss folgende Bedingungen erfiillen:

©(0)=¢((b-hy))=0 und (&) =1y fiirein & € (0,0-hy), 1 <b<a.

Abbildung zeigt dies fiir das Beispiel aus Abbildung [4.7(b)|

)

0 hy 2h,

Abbildung 4.10: Darstellung der Rechtecke und des Schnittes fiir a = 2, b =1

Aufgrund der Lipschitz-stetigkeit von ¢ gilt:
o 2= [p(&) —¢(0)| < L-&.
o 1y =|p(&) —(-hi) [ <L-(b-hi—&).

Damit die Bedingungen dieses Falls erfiillt sind, muss 2 < &, < b-h; — % und
somit 5%21 < L gelten.
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Der Graph von ¢ verlduft iiber den beiden Geraden
g(x) =ro—L-(z—&) fiir x > & und f(x) =rs—L-(§—z) fiir v < &.

Damit ergibt sich ein Dreieck, welches vollstdndig im Inneren des Schnittes
liegt.

(50,7“2)

(& —70) &+ %0)

Abbildung 4.11: Randfreie Fliache

In diesem Dreieck lésst sich ein Rechteck P mit |P| = (%2, 2) < (222 1,) finden
und somit gilt

-h
a>max{1,a2 1-L} fir 1<a<n;und 0 < ry < ng.
T2
Da 272 < [, sein muss, gilt a > a abhéngig von L. U

b-h1 —

Die Eigenschaft a-proper zu sein, héingt daher bei den lukB-Splines auch im
bivariaten Fall nicht mehr von der Grofe des Schnittes supp B;; N Q2 ab.

Wie schon im univariaten Fall gibt es auch bivariate B-Splines, welche theo-
retisch weiter zusammengezogen werden kdnnten, wie zum Beispiel der Tréger
des B-Splines in Abbildung . Auch in Beispiel und bei dem in Abbil-
dung gezeigten Trager wire es moglich die Knotenabstéande in y-Richtung
zu verringern. Doch wie schon bei den univariaten B-Splines gilt, dass bei die-
sen Rand-B-Splines die Lage der Knoten aufserhalb des Gebietes den Wert des
normierten lukB-Splines nicht beeinflusst. Dies gilt, da die TPB-Splines Pro-
dukte der univariaten B-Splines sind und somit Korollar [4.5( auf die univariaten
Anteile angewendet werden kann.
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N

(a) Original B-Spline (b) Kondensierter
B B-Spline

Abbildung 4.12: Rand-B-Spline

Fiir einige theoretische Resultate ist es hilfreich, nicht jeden einzelnen B-Spline
mit eigenen Knoten identifizieren zu miissen. Da 02 € Lip1, kann das Ge-
biet in Teilgebiete 0, := QN V,, r = 1,...,s, aufgeteilt werden. Auf diesen
Teilgebieten kann 0€|q,. entweder beziiglich x oder y durch den Graph einer
Lipschitz-stetigen Funktion ¢, dargestellt werden. Durch eine bezogen auf die
Gebietsvariable n geeignete Wahl der Feinheit des Gitters 7" soll eine lokale TP-
Struktur erzeugt werden. Das Kondensieren wird zuerst auf den Teilgebieten
betrachtet und dann zu einem Ganzen zusammengefiigt. Um die notwendigen
Bedingungen bestimmen zu kénnen, wird zuerst ein Beispiel betrachtet.

Beispiel 4.25. Der Rand des in Abbildung dargestellten Gebietsaus-
schnittes kann durch eine konvexe Funktion ¢(z) beschrieben werden. Die Git-
terlinien der Knotenfolge T, werden als Ebene j bezeichnet. Die lukB-Splines
werden nach Definition bestimmt. Hierbei entsteht auf den unterschiedli-
chen Ebenen j in z-Richtung eine einheitliche Knotenfolge. Dies wird in den
Abbildungen [4.13(b)| und 4.13(c)| durch das rote und griine Gitter angedeutet.

o /)
Q Q | I Q| |
(a) Urspriingliche Gitter (b) lokales Gitter auf Ebene (c) lokales Gitter auf

1

Abbildung 4.13: Lokale Gitterstruktur

Es entstehen somit auf den verschiedenen Ebenen unterschiedliche univariate
kondensierte B-Splines in z-Richtung. Die B-Splines by ; liegen entweder mit
mehreren Knoten in dem Gebiet oder sind, wie in dem in Abbildung4.13(b)| rot
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markierten Teil, Rand-B-Splines. Daher wird fiir alle b, ; die Anfangsknotenfolge
T5 beim Kondensieren beibehalten. [ |

Dass die B-Splines in einer Koordinatenrichtung durch das Kondensieren unver-
andert bleiben, ldsst sich durch die Gitterweite regeln. Denn fiir die Funktion,
welche den Rand 052, := 0Q|q, beschreibt und deren Graph in dem Rechteck
V. = [a},b}] x [ab,b5] liegt, gilt nach Definition bis auf Permutation der
Koordinaten
ay +n < @ (x) <by—mn  firxz € [a],b]].

Sei das Teilgebiet so, dass ¢ : [a},b]] — R gilt. Falls hy < n gewéhlt wird, so
verdndern sich die B-Splines in y-Richtung durch das Kondensieren nicht.

Kondensieren auf (2,

Die Struktur der lokalen Gitter wird nun exemplarisch auf einem €2, : =V, N Q)
untersucht, welches folgende Grundform hat:

Q. ={0<y<ep(x),zel0,uv]} (4.6)

mit | (1) — pr(22)| < L-|z1 — 22| und V,. := [0, v1] x [0, vs]. Das Anfangsgitter
sei so gewahlt, dass

hy <n < p.(2) fir alle = € [0, vy].

Das bedeutet, dass in y-Richtung die urspriinglichen B-Splines bereits optimiert
sind und nicht verdndert werden.

Es wird zuerst der Fall betrachtet, dass ¢, eine konvexe Funktion ist. Aus dem
Anfangsgitter T' = T} ® Ty ergibt sich auf jeder Ebene j von T; eine auf das
Gebiet angepasste Knotenfolge le in z-Richtung. Diese entsteht wie in
durch folgende Konstruktion:

Sei M; := U;supp B;; und T; := {t, € R: (t,s;) € Q, fiir (k,j) € Io} fiir ein
beliebiges festes j. Mit ) := max{zx € R : (z,y) € 09, N M;} wird der grofte
Randpunkt von €2, in z-Richtung in dem Streifen M; benannt. Auferdem sei

t/ = min(T;). Dann ist die Knotenfolgen T? der lokalen Grundgitter bestimmt
durch . . 4
¥ Ko t! falls T:
le:_l'Tl__l'tinin II'lln as%#Q. (47>
h1 hl 7‘% falls 7; = @

Hierbei ist h{ < hy, der von j abhéngige uniform kondensierte Knotenabstand.
Die auf jeder Ebene von T, entstehenden Gitter werden lokale Grundgitter

T; = T/ @ Ty mit Gitterweite hj = (k] ha)
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genannt.

Ohne die Anforderung der Konvexitét ist die Konstruktion etwas komplizierter.
Ein Tréger kann mehrere Schnitte mit €2 haben. Fiir die gegebene Grundform
konnte eine solche Konstellation wie in Abbildung gegeben sein. Hier wird
ein Stiick eines Teilgebietes in Grundform betrachtet. Der rot markierte
Tréager eines B-Splines auf Ebene 7 = 2 hat mehrere nicht zusammenhéngende
Schnitte mit dem Gebiet. Da 02 € Lipy 1 (siehe Definition , gibt es auf der
Ebene j in dem Teilgebiet €2, endlich viele nicht zusammenhéngende Schnitte.
Die zugehérigen Teilstiicke von €2, werden als Q%! mit [ = 1,..., N,.(j) fiir
N,(j) < oo bezeichnet. Fiir jedes Teilstiick kann eine optimierte Knotenfolge
T7' nach bestimmt werden. Das lokale Grundgitter wird in diesem Fall
durch le gekennzeichnet.

A RNy

Abbildung 4.14: Nichtkonvexer Gebietsrand

Damit wird analog zu Definition der Kondensierungsoperator definiert.

Definition 4.26. Sei €, in der Grundform @ gegeben. Sei MR — R fiir
(1,7) € Ig, undl = 1,...,N,(j) die affine Abbildung, welche die Knotenfolge
Ty auf die Knotenfolge T nach abbildet. Weiter seien Q' die Teilgebiete
auf Ebene j.

1. Firl € {1,...,N.(j)} mit supp B;; N Q&' £ () wird der bivariate lokale
Kondensierungsoperator K1 @ S5 (T, ') — Sn(T}, Q}') definiert durch

L fir (x,y) € QY
X[QZ’Z](xay) = {0 sonst .

Hierbei bezeichnet M7 ;] die univariaten B-Splines zur Knotenfolge Tt
nach Definition [4.0,
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2. Der bivariate normierte lokale Kondensierungsoperator ist definiert als

’C 7,1 [B’L ] (ZL', y)
Iijz Bz z,Y) = = :
o Bl lr:9) = e = e

fir (z,y) € Q.

Al A

Abbildung 4.15: Kondensierte B-Splines

Wird Definition auf den B-Spline aus Abbildung [£.14] angewendet, so ent-
stehen drei neue lokal definierte B-Splines. In Abbildung4.15(a)r4.15(c)|sind die
Trager der drei kondensierten B-Splines vor dem Beschrénken auf die zugeho-
rigen Teilgebiete illustriert. Das heift, die B-Splines M2![b; ;] by, fiir [ = 1,2,3
sind abgebildet. In Abbildung sind schlieflich die durch den bivariaten

lokalen Kondensierungsoperator entstehenden B-Splines zu sehen.

Satz 4.27. Sei Q. C R? in der Grundform ({.6) gegeben. Fiir (i,j) € Io, und
ve{l,. ... u;} mit Gy = Q3 Nsupp By; # 0 gilt:

B,;’]?p(x, y) = ’C&,z [Bijl (2, y)
fiir (x,y) € Q,.
Beweis:

In den einzelnen univariaten Anteilen gilt mit Lemma und Satz [4.7] dass
diese gleich sind. O
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Damit ist der Kondensierungsoperator auf einem Gebiet in Grundform be-
stimmt und geklart, unter welchen Bedingungen die resultierenden normierten
B-Splines mit den normierten lukB-Splines iibereinstimmen. Mit diesen Ergeb-
nissen kann der Kondensierungsoperator auf Gebieten mit 02 € Lipy1 be-
stimmt werden.

Kondensieren auf 2

Durch die a3-Invarianz der B-Splines und da 992 € Lipy 1 ist, existiert fiir je-
des V, eine a®>-Abbildung A, : V, — R? so dass A,.(9,) und A,.(T) in die
Grundform iiberfithrt werden. Dort kann der Kondensierungsoperator aus
Definition angewendet werden und anschliefsend wieder in die urspriingliche
Lage transformiert werden.

Da die Teilgebiete erst durch die affine Abbildung in die Grundform tiberfiihrt
werden, muss die Bedingung he < 7 an das Anfangsgitter ein wenig variiert wer-
den. Auferdem soll fiir Z; C V, mit (k,l) € K auch jeder zusammenhéngende
Schnitt GY; mit Z N GY; # 0 fiir (i,5) € Ig und v € {1,...,u;} vollstindig in
V. enthalten sein. Dies kann iiber die Gitterweite h gesteuert werden. Die Git-
terweite h sollte so fein gewdhlt werden, dass der Splineraum .7, (7', €2) folgender
Definition gentigt.

Definition 4.28. Gegeben sei das Gebiet Q C R? mit 9 € Lipg 1 und den Pa-
rametern s, n und L. Der Splineraum (T, Q) wird k*-Raum (kondensierungs-
kompatibel) genannt, wenn die Gitterweite so gewdhlt ist, dass gilt:

a) max{hy, ha} <.

b) Fir jedes (k,1) € Kq existiert einr € {1,..., s}, so dass fir Zy C V, auch
G C V., gilt. Hierbei ist Z,?l = ZpNQ und die Menge Gy = U(i,j)elkz G’;-’j
fiir Iy :={(i, ) € Ia| Zi: C Gy firve {1,... uyt}.

Die durch eine a3-Abbildung in die Grundform gedrehte und verschobene Menge

wird durch ein ~ gekennzeichnet, das heifst,

A () = Q.
Die Indexmenge der dort wirksamen B-Splines sei (7, )) € I . Somit werden die

Teilgebiete auf Ebene 7 in der abgebildeten Menge durch Qﬁl bezeichnet. Hierbei
ist j entweder der Index ¢ oder j des urspriinglichen B-Splines. Das urspriingliche
Teilgebiet ist somit entweder /! oder Q! und wird der Einfachheit halber durch
Q! benannt.

Der Kondensierungsoperator iiber dem gesamten Gebiet kann fiir k%-Raume
angegeben werden.
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Definition 4.29. Gegeben sei ein Gebiet Q C R? mit 02 € Lipg 1. Die Git-
terweite h des Anfangsgitters T sei so gewdihlt, dass Sp(T,S2) ein k*-Raum ist.
Weiter seien A, : V., — R?, r = 1,...,s, a®*-Abbildungen, welche €, in die
Grundform @) abbilden. Fir (i,j) € lqo, beziehungsweise (1,7) € Iy und
1€ {1,...,N.(3)} mit Q' Nsupp(Bi; 0 A1) # 0 wird der normierte Kondensie-
rungsoperator definiert als

Kl Big] == A (’sz

.
QF

[Ar(Bz'j)D = KfyulBijo Ao A,
Korollar 4.30. Fiir Gebiete Q C R? mit 00 € Lipg 1 und zugehorige k*-
Splinerdume Sp(T,Y) gilt:

Die normierten lukB-Splines nach Definition und die durch Anwendung
des normierten Kondensierungsoperators entstehenden B-Splines sind iiber €2
gleich.

Beweis:
Aufgrund von Definition ist jeder Teilschnitt G} in einem der Rechtecke V.
und damit in einem Teilgebiet (%! enthalten. Auferdem gilt nach Satz

]ng;,z [A.(Byj)] = A(B/") fiir (i,j) € Iq, beziehungsweise (3,7) € I, und
ve{l,...,u;} mit Q' Nsupp(B;; 0 A7) zél”] O

Die aus dem normierten Kondensierungsoperator resultierenden B-Splines wer-
den im Weiteren der Einfachheit halber als normierte lukB-Splines ijfp mit
(i,7) € Iq bezeichnet.

Wird ein Punkt (x,y) € € betrachtet, so kann unter anderem aufgrund der
a3-Invarianz von B-Splines im Folgenden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
angenommen werden, dass (z,y) € €, ist fiir ein €2, in Grundform. Das bedeutet,
dass angenommen wird, dass b, ; unverandert bleibt. Es ist dann

o W(@)ba(y) - xey) (7, y)
17,:(-)b2,5 () - Xi6) () lp2

(4.8)

Hierbei wird die kondensierte Knotenfolge von Blfz iiber die Teilmenge Q%! mit
(z,y) € Wl n G, berechnet. Diese Knotenfolgen konnen sich auf den verschie-
denen Ebenen j unterscheiden.

Die grundlegenden Eigenschaften der klassischen TPB-Splines bleiben fiir die
normierten lukB-Splines erhalten.
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Korollar 4.31. Gegeben sei Q C R? mit 00 € Lipy 1.
1. Die normierten lukB-Splines sind linear unabhdngig.

2. Fir die normierten lukB-Splines gilt, dass B;’j’p(x,y) > 0 fiir alle (z,y)
und 1, 7.

Beweis:

1. Lineare Unabhéngigkeit

Sei (x,y) € Q, damit ist (z,y) € Q, fir ein r € {1,...,s}. Sei daher ohne
Beschriankung der Allgemeinheit Bf]?p von der Form 1)

Da (z,y) € GY; fiir ein v € {1,...,uy;} und (4, j) € I mit (z,y) € supp By ist,
gilt x(ar)(z,y) = 1. Weiter gilt [|b7;(-) b2,;() X(a7) (> ) [[po = (|61 b2
i=1,...,nyund j =1,...,ny die Indizes aus (i, j) € Io mit (z,y) € supp B;;.

p.GY,;- Seien

ny n2
Zu zeigen ist: Y Z B (z,y)ai; =0 <& ;=0 fiir alle 4, j
i=1j=

Die kondensierten Knotenfolgen der univariaten Anteile l~)” kénnen abhéngig
von j unterschiedlich sein. Diese Abhingigkeit wird hier durch den Index j
gekennzeichnet, also durch B = b'ljf by ;. Es gilt:

ny ng ny Mng b273<)

BV7p m Q5 = i
ZZ v ZZ I|b bm M
y SN
= b2,j(y)< v - Qs | - (49)
Z 2 o byl
Damit folgt
Y BiF(xy)ai; =0
i=1 j=1
y SIHG
Jj=1 i=1 91,0 92,41Ip,G;
n1 By,j T
< Z#O‘i‘:() fiir alle j
b by ; J
i=1 | 1, 2,]”p,G;’j

= dij =0 fiir alle i, j

mit &;; 1= = t—.
g Hb i b2illp,cy,
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2. Wie im univariaten Fall erhalten die ausgefithrten Anderungen die Positivitét
der B-Splines. O

Um die Lesbarkeit im Folgenden zu vereinfachen, werden einige Notationen ein-
gefiihrt.

Notationen 4.32.
Jedes Tripel {7,7,v} mit (i,5) € Igo und v € {1,...,u;;} wird einem Index
ke{l,....m}mit m =3, uy zugeordnet ({7, j,v} <> k). Damit ist

BY =BY und GY =Gy,

Durch das Einschrinken der lukB-Splines gilt supp By = Gy; jedoch sind in
dem Zusammenhang mit der Eigenschaft, dass die Trager a-proper sind, die
kondensierten Knoten von Bedeutung. Deshalb wird mit suppg By, der Triger
vor der Multiplikation mit (g, definiert. Die Menge { BV}, bildet eine Basis
fiir den uniform kondensierten Splineraum

Fn(T,Q) :=span{B?, k=1,...,m}
und es gilt 3 R
In(T,Q) C I (T,9Q) C S(T,90), (4.10)

wobei fn(T ,€2) den optimalen Splineraum {iiber einem Gebiet €2 bezeichnet
(siche Abschnitt [2.3.2). Ein uniform kondensierter Spline aus .7,(T, Q) lasst
sich wie folgt darstellen:

U5

s(ey)= Y > fuBiF(zy) =) fiBl(z,y). (4.11)

(i,j)€lq v=1 k=1

Die Gitterweite zu dem normierten lukB-Spline BZ ist hg = (hi g, hog)-

Die Zellen des uniform kondensierten Splineraumes .7, (T, Q) werden mit Z; fiir
le Kog:={leZ: ZNQ # 0} gekennzeichnet. Aus einer Zelle Z,, r € K
des Anfangsgitters entsteht nicht direkt die Zelle Z;. Es gibt zwei Punkte, die
beachtet werden miissen:

e Die lokalen Grundgitter konnen sich iiberlappen (siehe Abbildung |4.13]).

e Eine Zelle Z, kann mehrere nicht zusammenhéngende Schnitte mit €2 ent-
halten.

Seien ST, 7 =1,...,u, fiir u; € N die einzelnen zusammenhéngenden Schnitte
der Zelle Z, mit Q und K7 := {k € {1,...,m} : STN Gy # 0}. Dann wird
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mit Zl, | € Kq, die kleinste kondensierte Zelle mit ST C 7, bezeichnet. Der
Seitenlangenvektor wird definiert als

2] = min (b} = (5, 15).

4.2.2 Stabilitat

Um zeigen zu konnen, dass die normierten lukB-Splines wirklich eine stabile
Basis bilden, werden passende duale Funktionale bendtigt. Zu den lukB-Spline
kann analog zu Satz ein bivariates de Boor-Fix Funktional bestimmt wer-
den, da das de Boor-Fix Funktional auch zu verschiedenen Knotenvektoren in
den verschiedenen Richtungen definiert werden kann. Dies ist notwendig, denn
die univariaten Anteile der normierten lukB-Splines aus Definition bezie-
hungsweise besitzen jeweils ihre eigenen Knotenfolgen.

Lemma 4.33. Gegeben sei Q@ C R?* mit 0Q € Lipg 1. Sei k € {1,...,m} und
& € supp B, N Q.

1. Zu den lukB-Splines By, wird durch

Me(f) = (n _1 1)! Y (—)r e () (e

mit zﬁg(f) = 1;?1,9(51) . ~;3€(§2), (n—1)!:= (n1~— 1)! (n2~— 1)! ein duales
de Boor-Fix Funktional definiert. Hierbei sind 7}, und 1373, beziglich der
Knoten der univariaten Anteile des lukB-Splines By, definiert (analog zu

Lemmal[{.15).

2. Fir die normierten lukB-Splines Bﬁ der Ordnung n wird durch
Ay = [|Bellpos
ein duales Funktional definiert.
Beweis:
1. Analog zu dem Fall der TPB-Splines gilt mit Lemma [4.15

Me(Bj) = A ge(big) - Aog(bag) = O

2. Es gilt

NBJ ) _ HBkHILQ S\k(B])
1Bjllp.0

A(BY) = 1 Bellpa M ( = =
J ' 1B;lo
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Mit Teil 1 folgt Ax(B?) = 0 fiir k # j. Fiir k = j ergibt sich

S T

Mit Hilfe dieser Funktionale konnen nun zwei Stabilitatsresultate erzielt wer-
den.

Satz 4.34. Sei Q C R? ein Gebiet mit 00 € Lipy 1. Weiter sei (T, Q) ein
k?-Raum, das heifst, h sei hinreichend fein. Es existieren Konstanten ¢, C' >0,
so dass fir alle s € Sp(T, Q) mit s = 1| B fr nach gilt:

c|[Fllc < sup [s(z,y)] < C[|F|«.
(z,y)EN

Die Konstante sind nur abhdngig von n und der Lipschitzkonstanten L des Ge-
bietes §). Hierbei ist || F||o 1= maxy | fx|.

Beweis:
Viele Argumente verlaufen analog zu dem univariaten Fall und werden daher
nicht vollstandig wiederholt.

Es gilt
By
sup [s(z,y)] < sup (Y —=—— ) [Flloo < (n1 - 1) - [|Floo-
(z,9)€Q @w)e \ =7 | Brllc.n

Damit ist die Abschétzung nach oben unabhéngig von €2 und 7" mdoglich.

Es bleibt zu zeigen, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass

c|[Flloc < max |s(z,y)| = 8]0
(z,y)EN

Sei &, € Gy, = supp By, = supp B, N Q fiir k € {1,...,7m}. Es gilt

1 I T(n—1—v v
il = 18n(8)] < =7 1Bl mae 07 (60)1 D 1601

Fiir & € Gy gibt es eine Gitterzelle Z;, | € Kq, mit & € Z,. Da 3|Zz € ]P’n(Zl)
ist, sei wie auch im univariaten Fall: >, _ |s®)(&)] =1 ||s]l¢,-

v<n
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Nach Lemma [4.24] sind alle lukB-Splines a-proper mit « unabhéngig von der
Grofe des Schnittes mit €2 und unabhéngig von 7. Die folgenden Argumente
verlaufen analog zu dem Beweis von Satz Auch im Bivariaten ist Ay a®-
invariant. Daher sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Ry = [0, 1] x [0, 1]
und & € P, C Z; C Ry, mit |Py| - o = |Ry| fiir o = a(m, L) sei so gewdhlt, dass
Ille, < € Il Dait gilt

/

C7L ~ ~
il < G257 1Biloess - max 1 o - sl

Da Gk C Rk iSt, gllt ||Bk||oo,§2 = ||BkHoo,Gk < HBkHOO7Rk Weiter gllt
| Billoo.re = I101ab2.4X 1631 loo.re < 101 kD2 klloo.re = 1018l 0,11 1D2.8 ]l o 0,11

Durch Anwendung von Lemma auf die univariaten Anteile von By und @EIS')
folgt
el < yplslloon, < cyplisllon  fiir alle k€ {1},

Somit ist gezeigt, dass eine Konstante ¢, 1, existiert, sodass

et (max|il) < 15l

O

Lemma ist fiir Gebiete beliebiger Dimension d < oo giiltig. In dem Beweis
muss die Dimension der a*-Abbildung angepasst werden. Das heifit, es wird
A : R? — R? betrachtet mit

aity b
Aty =+ [+]:
lq Ba
Bei der Substitution in || - ||, ergibt sich damit statt des Faktors |a| der Faktor
lag| -+ - |ag| = | det(A’)|, wobei A" die Ableitung von A sei.

Lemma 4.35. Sei s € ,SZn(T,Q) iiber einem Gebiet Q C R, d < oo, und
AR — R mit A(t) = axt+ 3 fir a, B € R? eine a-Abbildung, welche
R C R? auf Q abbildet. Fir 5 := A(s) € Sn(A(T), R) analog zu Lemma
qilt
1, -~ 1.
1Fp = [ det(A)[P[[Fll,  und |Is]pe = [det(A)[> |35,z

Mit Hilfe dieses Lemmas lassen sich alle Schritte aus dem Beweis von Satz [4.20]
auf den bivariaten Fall iibertragen. Im Wesentlichen veréndern sich zwei Dinge,
welche aus dem Beweis von Satz [4.34] ersichtlich werden.
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e Die Konstante der oberen Abschétzung wird zu (nq - ng)%

e Bei der Abschétzung nach unten entsteht der Faktor (n; - ng)% und eine
Abhéngigkeit von n, L und p.

Satz 4.36. Sei Q2 C R? ein Gebiet mit O € Lipy 1 und S (T, Q) ein k*-Raum.
FEs existieren Konstanten ¢, C > 0, so dass fir alle Splines s € (T, Q) gilt:

clFlp < lsllpa < ClIE,.

Hierbei sind die Konstanten nur von n, L und p abhdngig.

Beweis:

Sei (x,y) € €. Fiir jeden beliebigen Punkt aus (2 liefern maximal n; X ny normier-
te lukB-Splines einen Beitrag. Mittels der Holderschen Ungleichung fiir Summen
gilt folgende Abschétzung:

s(zy)l < Y1 BYE.Y) - Xewpp 5, (22 0))]
k=1

1

(f fe B y)?)” (i\xwppgk@,y)\q)q

k=1 k=1

IN

m

< (m-m)t (31 Bl P)

k=1

wobei p und ¢ zueinander Holder-konjugiert sind. Fiir die Abschétzung in der
L,-Norm des Splines folgt somit

(/ \s<x,y>|pd<x,y>>’l’
(/ﬂ(n 5-(Z|fk3pxy|p) da. >)}’
< i(Zw / z,y))" d(x,y) )’lj

-~

=1

Islne

IN

= (n1-n2)7|[F|p.

Es bleibt die Abschéitzung nach unten. Es soll erneut ausgenutzt werden, dass
el = [Ak(s)] gilt.
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Alle lukB-Splines sind a-proper (siehe Definition [2.36)) mit o abhéngig von n
und L. Damit existieren wie schon bei dem Beweis von Satz [4.34] Rechtecke
Ry und P, mit «|P| = |Ry| := (r1,re). Fir P gilt weiter, dass eine Zelle
Zl C suppm Bk mit [ € Kq (sieche Notation existiert, so dass P, C Zl. Das
Rechteck R und suppg By, haben einen Eckpunkt gemeinsam. Dies sei aufgrund
von Symmetrien ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der Knoten .

Im Fall der L.-Norm konnte ausgenutzt werden, dass diese skalierungsinvariant
ist, und somit Ry ohne Probleme auf [0, 1]x [0, 1] skalierbar ist. Fiir Ay, : R? — R?

: t ,
mit Ag(z,y) = (7;;;) + (éz) gilt

Ak(0,0) ZtNk, Ak(l,l) :fk—F |Rk|,
Ap(0,1) = 4 + (7?2) : Ar(1,0) =t + (78)

und damit A ([0, 1] x [0, 1]) = Ry. Sei F' der Koeffizientenvektor von A(s), dann
gilt fiir die L,-Normen nach Lemma

clFlly < llsllpo < cllFllp, < [Als)llpar)-

Daher sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Ry, = [0, 1] x [0, 1] und #;, = 0.

Sei &, € Gy, fir k € {1,...,m}. Fir die Koeffizienten f; gilt

1 H T(n—1—v v
D | Belamax g™ G0l 315 (60l

i = M) <

Wie schon vorher entspricht die Summe der Betrdge der Ableitungen an der
Stelle § auf dem Raum der Polynome einer Norm. Fiir § € G}, existiert eine
Zelle Z;, so dass & € G N Z;. Da 5|sz~l € P,(Gy N Z)) ist, ist die Definition

> ven s (&)| = IIs]|e, moglich.
Es gilt:

1.) Das Rechteck P hat die GroRe |Py| = (£, 1). Wird &, € P, € {Gx N 7z}
gewahlt, so gilt [|slle, < cn,zpllslp.pe

2.) Da Gy, € [0,1] x [0,1] ist, gilt || Bllpo < || Bkllso.r, - Da weiter & € Ry, gilt,
folgt

| Billp.0 max [ ()] < (| Billoo e max [|55 7 |lo.r, < (n— 1)1,
v<n v<n
Aufgrund der lokalen TP-Struktur gilt ||Bk||oo7Rk < ||Z~)17k||007[071} . ||527k]|007[071].

Da 9, = 91 - Uap, ergibt sich die letzte Abschétzung durch (n — 1)! {iber die
Anwendung von Lemma [4.17] auf die einzelnen Faktoren.
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Somit folgt fiir alle k € {1,...,m}

fil < nrp - [I5llp.pi-

Fiir P, mit k € {1,...,m} gilt, dass sich héchstens n; - ns Rechtecke iiberschnei-
den, und somit fiir die Abschéitzung nach unten

m m
WL =D 15l <Y (enp - Isllpp)” < (01w m2) - &y sl o
k=1

k=1

S =

-1
Das heift, fiir ¢, ; , == ((m “ng) 'cn,L’p) gilt

L pll Fllp < llsllpe-

4.2.3 Approximation

Es wird untersucht, ob das Kondensieren, welches bei Gebieten mit 02 € Lipy 1
zu einer stabilen Basis fiihrt, auch einen Splineraum mit zufriedenstellenden
Approximationseigenschaften erzeugt. Die Probleme bei der klassischen TP-
Splineapproximation wurden in Kapitel 2|erldutert. Bezogen auf die Approxima-
tionskraft wurde unter anderem in Beispiel aufgezeigt, dass tiber Lipschitz-
graph Gebieten eine Abhéngigkeit von dem Seitenldngenverhaltnis der Gitter-
zellen besteht.

Bevor die theoretischen Resultate gegeben werden, soll das Beispiel nun
auf Basis der normierten lukB-Splines untersucht werden.

Beispiel 4.37. Gegeben sei das Lipschitzgraph Gebiet (02 € Lipy 1)
Q:={(z,y) eR’| —1<x <1, -1<y <[z}

und das Anfangsgitter T = T} ® T, wie in Beispiel Das lokale uniforme
Kondensieren fiihrt zu dem in Abbildung abgebildeten Gitter, wobei hier
nur die Zellen Z; fiir | € Kq dargestellt werden.
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Abbildung 4.16: Lokal uniform kondensiertes Gitter

Dan = (1,1) ist, ist auf jeder Zelle nur ein B-spline aktiv und fiir

Y y>0,2>0

fle,y) =4 -y y>0,2<0
0 y<0
gilt somit
h
IF = slloe = 2.
Es soll

1f = sllooe < C - (MllOrfllsc. + hal|O2f o) = C - ha

gelten. Fiir die normierten lukB-Splines ist dies fiir C' = 1/2 unabhéngig von hs
erfiillt. ]

In dem Beispiel ist die Konstante von dem Seitenlangenverhéltnis der Gitterzel-
len unabhéngig. Bevor dies allgemeiner gezeigt werden kann, sind einige Uber-
legungen notwendig.

Um den Fehler abschétzen zu kénnen, der bei der Approximation von Funktio-
nen f € W (€2) entsteht, wird ein Quasiinterpolant benétigt. Zwar existieren zu
den normierten lukB-Splines duale Funktionale, welche durch Skalierung der de
Boor-Fix Funktionale entstehen, sie konnen aber nur auf Funktionen angewen-
det werden, welche (n — 1)-mal stetig differenzierbar sind. Dies ist eine zu grofe
Einschrankung. Daher wird zuerst eine orthogonale Projektion auf P, bestimmt,
iiber die dann ein beschranktes Funktional auf L; definiert werden kann.

Da alle lukB-Splines a-proper sind, gibt es in jedem Triger supp By, = Gy ein
Rechteck Py mit |Py| = (p1,p2), welches vollsténdig in Z; N Gy, fiir eine Zelle
Z C SuUppm B mit | € Kq (siehe Notationen liegt. Damit gilt aber auch,
dass es in jeder Zelle Zl mit [ € f(g ein solches Rechteck gibt.

Seien {l} € Li(FP;) : v < n} die normierten Legendre-Polynome iiber Py, welche
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durch das Tensorprodukt der univariaten Legendre-Polynome entstehen. Fiir
diese gilt mit £, v € Ny

(ls; 1) ;:/ lgly = dp-
Py,

Uber P, wird fiir Funktionen f € L(Pg) eine Lo-Approximation basierend auf
den normierten Legendre-Polynomen durch

f= fm

v<n

definiert.

Mit dieser Konstruktion kann ein beschranktes Funktional definiert werden.

Satz 4.38. Sei Ay das zu den normierten lukB-Splines duale Funktional nach
Lemma [4.35 Fir &, € P, wird durch

M(f) = Malh) = IBillo (Y0120 )

v<n

= Bl [ (X M) s

v<n

~ Bilye [ ot
Py,

ein Funktional von Ly(Py) nach R definiert. Hierbei ist ), . M(I7) 1} = qi
ein Polynom.

Das Funktional Ay, ist zu den normierten lukB-Splines dual und durch

Ak < enpa | f Il

beschrankt.

Bewezs:
1. Das Funktional ist dual zu den normierten lukB-Splines.

Sei g € Py,. Diese Funktion entspricht ihrer Lo-Approximation. Daher gilt tiber
Py, dass Ap(g) == Ax(9) = Ax(g). Die normierten lukB-Splines sind einge-
schrankt auf eine Zelle aus P, und da P, C Z; ist, folgt:

Aw(BY) = Ae(BY) = 6.
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2. Das Funktional ist durch folgende Abschéatzung beschrankt:

k(D] < enpa | fllp.pe

Mit Hilfe der Holder-Ungleichung gilt:
Ak()] < 1 Billps llaxllo,pe [1F 1., (4.12)

wobei ¢ und p zueinander Holder-konjugiert sind. Fiir die Norm des lukB-Splines
wird die lokale TP-Struktur der lukB-Splines ausgenutzt. Es ist hilfreich, dass
alle lukB-Splines a-proper sind, denn somit existiert ein Rechteck Ry, welches
G), = supp By, = supp By, N Q vollstindig enthalt. Sei ohne Beschriankung der
Allgemeinheit Ry, = [0, 7] x [0, 7).

IBillb = lbuibasll e,

< ||l~71,k52,k”§,Rk

/R (b (2))? (o)) d(z, )
/0 " a0 / " (@) da dy

< rory.

Die letzte Ungleichung ist giiltig, da die univariaten lukB-Splines fiir Punkte
aus dem Gebiet eine Partition der Eins bilden (siehe [32], S.31]).

Es bleibt die Norm des Polynoms ¢, abzuschéitzen. Bevor die Norm berechnet
wird, soll zuerst eine kurze Uberlegung im Eindimensionalen eingeschoben wer-
den:

Seien hierzu Ly(z) = —& Lo [(2? —=1)"] - (v + %) die univariaten normier-
ten Legendre-Polynome {iber dem Intervall [—1, 1]. Dann gilt fiir die Legendre-
k

(22 h)

Y

1
Polynome iiber dem Intervall [0, h]: I¥(2) = \/%
Sei 7 € [0, h:

Mll) = oy DT ) @) )

u<n

— \nlu\ J,(n=1-p) 2 vy (1) 21— h
n—l' Vi ()\/;(Lk) ( h )
B \/5

- E Cu,n

Die Multiplikation mit I} (z) fiir beliebiges z € [0, h| ergibt:

(= \f \fLy(zz— )<h_

1
L
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Im Zweidimensionalen ist /~\k iiber dem Rechteck P, definiert. Fiir P, gilt nach
Definition 2.36] dass a|Py| = |Ry|. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei
P, = [0,p1] x [0, po] mit p; := 2, ¢ =1,2. Damit gilt

larllare = 11D M) Klg.r,
v<n
~ q q
< (X[ (wee) awn)
(=) Gum)
< (Z/ (pflpg‘l-cu,n)qd(w,y))
v<n v Pk
— (Zamaor [ den)’ = (S mloan )
v<n Py, v<n

1
< Cnplpip2) 7.
In Abschitzung (4.12)) eingesetzt folgt

1

~ Tor1 \ P 2

[Ak()] < np (—) 1fllp.pc = cnp e [ fllp,p-
P1P2

Mit diesem Funktional wird fiir die Konstruktion des Quasiinterpolanten klas-
sisch vorgegangen (siehe unter anderem [9], [32] oder [42]).

Definition 4.39. Der Quasiinterpolant @ : W' (Q2) — ST, Q) wird durch

QU =Y Au(f) By
k=1
definiert.

Um die Approximationseigenschaften der normierten lukB-Splines zu zeigen,
wird die Lokalitdt der Splines ausgenutzt. Des Weiteren wird lokal mit Polyno-
men approximiert. Die hierfiir wichtigen Eigenschaften des Quasiinterpolanten
sind Linearitdt, Reproduktion von Polynomen und Beschrénktheit.

Lemma 4.40. Fir den Quasiinterpolanten @ aus Definition [{.39 gilt:

1. Fir alle g € Py, gilt, Q(q) = q.



Multivariate Splineapproximation auf Gebieten 103

2. Sei Z,NQ) =: Zlﬂ fiirl € K. Die zugehorige Umgebung sei G = Uier, G,
wobei I == {k € {1,...,m}| Z* C Gy}. Fir alle f € W}(Q) existiert eine
Konstante cpp.qo, S0 dass

1Ry 20 < enpa - I fllpa-

Beweis:

L. Fiir g € Pp() gilt, ¢ € S (T,9Q). Mit ([.10) folgt, dass Koeffizienten f; € R
existieren, so dass ¢ = Z fJB Damit gilt mit Satz 4.38

B =S A (S BB B = A
k=1 j=1 k=1

|MSz

2. Es gilt || Byll, 20 < |IBfllp.c = | Billp.o = 1. Mit Satz 4.38| folgt dann

QN .z < D 1Al 1Bl 20 < D enpa I/ lnpe < 11 nacnpallflln:

kel; kel

Die letzte Abschétzung ist giiltig, da sich maximal n; - ny der Rechtecke Py
iiberschneiden und weiter P, C G, gilt. O

Satz 4.41. Gegeben sei Q C R* mit 0 € Lipy 1. Sei Q : W) — Fn(T,Q)
der Quasiinterpolant aus Definition . Dann gilt fiir f € W)

If = QNlpo < cnpa (R0 fllpa + ho* (1057 fllpe) -

Die Konstante cp 0 st dabei nur abhdingig von n, p und 2.

In dem Beweis wird zuerst der Fehler auf den einzelnen Zellen 7%= 7N Q
beziehungsweise auf GG, | € Kq, abgeschétzt. Ein wesentlicher Schritt ist hierbei
zu zeigen, dass ein Polynom ¢ € P, existiert, so dass

If = dallpc, < e (RO fllpa, + 7321105 fllpq,) -

Falls G; N 9Q = 0, so wird iiber einem Rechteck approximiert. Das in diesem
Fall die gewiinschte Abschitzung gilt, wurde in Abschnitt Korollar [2.14
aufgezeigt.

Falls allerdings G; N9 # 0, so gilt dies nicht ohne Weiteres. Allerdings konnen
hier die Resultate aus Abschnitt angewandt werden. Denn falls G; ein
Graphgebiet (Definition ist, so ergibt sich die gewiinschte Abschéitzung
durch Ausnutzung von Satz [2.22]
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Lemma 4.42. Sei Q C R* mit 0Q € Lipy 1 und 7,(T,Q) ein k*-Raum. Fiir
jede Teilmenge Gy C Q, | € Kq, existiert ein Kern Ry C €, so dass Gy U R; ein
Graphgebiet ist.

Beweis:

Nach Definition m gilt, dass Gy C V, fiir ein r € {1,...,s}. Damit existiert
eine a3-Abbildung A, so dass A,(Q2,) in der Grundform dargestellt ist. Der
Einfachheit halber sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit A, die Identitét,
das heifst, dass €2, schon in der Grundform gegeben sei. Nach Definition |3.1] ist
der Rand 0%, dann durch den Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion ¢, (x)
darstellbar, fiir die gilt

max{hy, he} <n < p.(2).
Da G} C €, ist, ist auch 8Qr|@l durch den Graph von ¢, darstellbar.

Per Definition ist €2, ein p-Gebiet, welches sich aus den Teilen
B, ={(z,y) € Q1 y<n}und A, :={(z,y) € Q. : y>n}

zusammensetzt. Dabei ist B, ein Rechteck mit Seitenldangenvektor | B,| = (v, n),
beziiglich dessen €2, auch ein Graphgebiet ist. Da G; C €, ist, existiert somit
ein Rechteck R; C Q, mit |R;| < (v1,7), so dass G;U R; ein Graphgebiet zu dem
Kern R; ist. ]

Die Konstellation von G; und R ist an zwei Beispielen in Abbildung {4.17(a)
und [4.17(b)| dargestellt. Im besten Fall ist R; C G, wie in Abbildung [4.17(b)
illustriert.

v v

RN e

Q, Q,

(a) (b)
Abbildung 4.17: Zwei mogliche Konstellationen von G} und /2,
Da |G| = ((2n; — 1)hy, (2ny — 1)hy) und max{h,, hy} < 7 ist, kann die GroRe

des Kerns R; sogar durch |R;| < ((2ny — 1)hy, max{hy, ha}) beziechungsweise
|Ry| < (max{hy, ha}, (2ne — 1)hs) begrenzt werden.
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Dass G} nicht unbedingt selbst ein Graphgebiet sein muss, ist durch das Beispiel
in Abbildung zu sehen. Hier gibt es zwar ein Rechteck B C G}, welches die
Randkurve 99, g, in Teilstiicke unterteilt (sieche Abbildung [4.18(a)]), jedoch ist
weder der rechte rot markierte Rand noch das gegeniiberliegende Stiick beziiglich
einer Kante von B ein Graph.

/ZK

(a) Gy zu der Zelle Z; mit (b) Kein Graph beziiglich B
Kern B, n=3

Abbildung 4.18: Kein Graphgebiet

Es sollte noch geklart werden, wie die Parameter dieser Graphgebiete sind be-
ziehungsweise wodurch diese beschrankt sind.

Korollar 4.43. Sei G, U R, fir | € Kq ein Graphgebiet nach Lemma@ und
O, 7€ {1,...,s}, ein Teilgebiet von Q so, dass G;U Ry C Q,. erfiillt ist. Dann
gilt, dass die Parameter |Gy U R)] des Graphgebietes durch die Parameter [Q,]
der Teilgebiete €2, beschrankt sind.

Beweis:

Das Graphgebiet G;UR; besteht aus dem Kern R; und einem weiteren o-Gebiet.
Wie schon in dem Beweis von Lemma [£.42] bemerkt, ist €2, ein Graphgebiet zu
dem Kern B,, aber auch ein ¢-Gebiet. Damit besteht auch €2, aus einem Kern
und einem weiteren p-Gebiet.

Da die Menge G; U R; vollstindig in €2, enthalten ist, ist die Permutation, wel-
che das Gebiet in die gewiinschte Position dreht (siehe Definition [2.21)), dieselbe
wie die der Menge (2,.. Die einzigen Parameter, in welchen sich die beiden Para-
metermengen von G; U R; und (2, damit unterscheiden, sind diejenigen, welche
durch die Grofe des Kerns und durch die Konstanten des ¢-Gebietes bestimmt
sind. Genau diese Grofen und Konstanten sind allerdings fiir das Gebiet G;U R;
beschrankt durch diejenigen des Gebietes (2,. O

Mit Hilfe dieser Resultate kann Satz [4.41] bewiesen werden.
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Beweis Satz[{. 41} ) )
Sei Zi* :== Z; N Q fiir | € Ko und G, wie in Lemma m Fiir ¢ € P, folgt mit
Lemma [4.40)

1f = Q(Nlpze < Nf —dllyz0 +1QUf = Dl 20 < cnpa - If — dllpa,-

Es sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Falls G; N 90N = 0, so gilt nach Korollar [2.14]
If = dllpa, < enpa (RO Fllpc, + 72?1107 fllp) -

Die Indexmenge hierzu wird mit K, := {l e Ko : GiNoQ = 0} bezeichnet.

2. Falls GiNOO £ 0,1 € Ky = {l e Ko : GiNoQ +# (0}, werden die vorange-
gangenen Betrachtungen ausgenutzt. Demnach existiert ein Rechteck Ry,
so dass Gy U R; nach Lemma ein Graphgebiet mit den Parametern
(G, U Ry ist. Fiir ¢ € P, gilt mit Satz

Hf - q”p,él < Hf - QHP,G_'lURl

S Cn,p,a,[GlURl] : (h’ill ||8{L1 f”p,élURl + hg‘2||8§2 f||p,GlURl) .

Um die Abschétzung des Fehlers auf dem gesamten Gebiet zu erhalten, muss
iiber alle Zellen summiert werden.

If=QNlha = D If = QI 40

lE[{Q
<Y [enpa (BP0 Pl + D52 1052 Flc)]”
lef(l
+ Z [Cn,p,oz,[@lURl} (h?l Ha?l pr,élURl _'_ h32 Ha;@ f“p,GlURl)}p
lef(z

< o (B0 fllps + 1521057 fllpe)]”-

Fiir die letzte Abschidtzung werden zwei Punkte beachtet:

i) Die Parameter des Gebietes [G;U R;] sind nach Korollar durch [Q,] fiir
r € {1,...,s} beschriankt. Dies wirkt sich auf die Konstante so aus, dass
sie durch ein ¢y o[0,] beschrinkt ist. Da es nur endlich viele Teilmengen
), gibt, existiert eine maximale Konstante.

ii) Durch die Erweiterung von ZZQ C Zl auf G, beziehungsweise G; U R; wird
iiber einigen Zellen beziehungsweise Teile von Zellen die Norm mehrfach
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betrachtet. Da G; maximal die Grofe |G| = ((2n1 —1)hy, (2ny —1)hy) und
R, maximal die Grofe |R)| = ((2ny — 1)hy, max{hy, ho}) beziehungsweise
|R;)| = (max{hi,ha}, (2ne — 1)hs) hat, konnen sich die Teilgebiete nur
¢+ (nq - ny)-mal iiberschneiden.

Die Basis aus den normierten lukB-Spline ist somit stabil und hat maxima-
le Approximationsordnung unabhingig von h. Dies gilt fiir Gebiete Q C R,
d € {1,2}, mit 092 € Lipg 1 und ein Anfangsgitter 7" mit ausreichend kleiner
Gitterweite h.

4.2.4 Ableitungen des Fehlers

Im Folgenden wird die Notation D*f = ' --- 8} f = f® verwendet. Um ab-
schitzen zu konnen, von welcher Ordnung die Ableitungen des Fehlers sind,
muss zuerst ein weiterer Sobolevraum eingefiithrt werden. Dies liegt daran, dass
auf beschriinkten Gebieten Q C R? aus f € W2 () im Allgemeinen nicht folgt,
dass f®) € W= (€2). Die moglichen Folgerungen sind in Bemerkung aufge-
fiihrt.

Definition 4.44. Sei Q) C R? undn = (n4,...,nq) € N Fiir 1 < p < oo sei
W2(Q) der Sobolevraum der Funktionen f € L,(S2) mit schwachen Ableitungen
f¥ € L,(Q) der Ordnung v < n auf Q.

Aus f € W;’(Q) folgt, dass f € W}(€), aber nicht notwendigerweise umgekehrt.

AuRerdem folgt fiir f € W2(Q) und v <n, dass f*) € Wr(Q).

Ein weiteres notwendiges Resultat ist das Folgende.

Lemma 4.45. Se: BZ der normierte lukB-Spline nach Definition . Es gilt
1B,z < enpa b b

fiir Zy mit | € Ko und | Z)| = (A%, hb) < (hi, ho)-
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Beweis:
B, = [ [P e
P HBHbQ 7
hakho g
S HBku Hzoﬂ ’ D p
1Brllp0
hikhok
< Cppahy (PR DAT2E 413
Gesucht ist nun eine untere Schranke fiir ”BkHZQ = ”Bk“Z,Gk' Da B? nach

Lemma a-proper (siehe Definition ist, existieren Rechtecke P, C Gy
und Ry, mit Gy, C Ry C suppg By = [t, treny] X [Sks Skina- Weiter gilt, dass Py
vollsténdig in einer Zelle des Gitters enthalten und |Py| = < - |Ry| ist. Sei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit P, C Gy C [tg, tri1] X [Sk, Skr1] und damit
|Ri| = (h1 g, hay) (sieche Abbildung |4.9).

In P gibt es mindestens einen Punkt p, an dem By, (p) # 0 ist, sonst wére der ge-
samte B-Spline 0. Da die B-Splines a*-invariant sind, kann eine a*-Abbildung

h t
Aa) = (o) + ()

mit A (Ry) = [0,1] x [0,1] und A~Y(B) = [0, é] x 0,
so dass gilt

Q=

] angewandt werden,

1Bllhe = [IBxll;

p’Gk

> hLdmka%(B@”ZAF

> h1,kh2,kHAk(Bk)||;A;1(Gk)

(Py) = Cp e h17kh2’k.

In (4.13) eingesetzt, folgt

IBDPI 5 < hpahii T ha

Mit diesem Resultat und unter Ausnutzung von Lemma[£.40] und Satz .41 kann
fir f € W;‘(Q) folgende Aussage getroffen werden.
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Proposition 4.46. Gegeben sei  C R? mit 09 € Lipy 1. Fir f € W2(Q) und
v <n glt

I(f = QU™ lp < cnpwa [B1 7 (1072052 fllpa + ha 107 fllpe)
+h52 7 (105207 fllpe + hig 1052 fllpe)] -

mit h; o = minlef{n(hﬁ) fiiri = 1,2. Die Konstante ist abhdngig vonn, p, v und
dem Gebiet €.

Beweis:

Sei ZlQ = Z;NQ fiir | € Ko und G; wie in Lemma . Weiter sei q € P,_,, ein
Polynom, welches f®) approximiert. Dann existiert ein Polynom p € Py, so dass
p®) = g und p die Funktion f approximiert. Weiter ist (Q(p))*) = p® = ¢. Es
gilt damit

1(F = QUN® 20 < 1FY = dll, 20 + QU = )P, 20

Abschiitzung von ||f®) — q||p72lg :
Da f € W), gilt f® € W»™(Q) und daher analog zu dem Beweis von

Satz durch Anwendung von Satz [2.22]
179 = all 20 < 15 — dllpc

S qynawiéﬂﬂﬁ](hqq_ylna?l_V{fOO pK%URl

+hy2 8527 f O, o) -

Abschditzung von ||(Q(f —p))(”)||p’ZlQ :
Mit Lemma und Korollar gilt

[Ak(f = p)l Cnpallf = Plp.p. (4.14)
enpa (PURIOT fllp.p, + 223105 f o)
enpa (BRIOT fllop, + 33 1105° fllp.p,)

fir das Rechteck P, mit |Py| = (p1x, p2x). Mit Lemma folgt

QU =)™, 22
< D NA(F =) IBD 2

kel

< npa (BT b 21107 fllpp, + h3 2By 1052 £llp.p,) -

kel;

INIAIA
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Da n; — v; > 0, gilt hZ}:’“ < BT fiir i = 1, 2. Weiter ist (hY, b)) < (hyk, hog)
fiir k € K (siche Notationen 4.32)). Somit ist

Q= 2D, 20 < cnpa (B (h) 2107 fllpcr
+hy? ™ (h) 7|05 fllpa,) -

Alles zusammen und iiber die Zellen summiert folgt

I = QU= I~ QUNYIE
ZEKQ
S Z [Cn,p,a,u,[GlURl] (th_Vl||87111_V1f(y)||p,élURl _I_ h;2_y2||a;l2_y2f(u)||p,élURl)
lEf(Q

+ Capa (A7 (hy) 21107 fllp@, + ha* ™ (h) 711052 fllpe,)]” -

Da es nur endlich viele Zellen gibt, existiert min;(hl) =: h; o und mit denselben
Argumenten wie in dem Beweis zu Satz ergibt dies

I(f = QUIN™ e < chpwa [H 7 (10705 fllpe + g 107 flIne)
+hy? 7" (1105207 fllpe + hi g 1057 fllpe) ]

Dieses Ergebnis ist nicht zufriedenstellend. Zum einen kann h;;; beliebig grofs
werden und zum anderen wire die gesuchte Abschitzung analog zu Satz [.4]]
von der Form

I(f = QUN Pl < e [BP 0P fPlpa + h52 (0527 f ]
= c[h{07 05 fllpa + 52105207 fllpe) -

Die Terme hy ¢ (|01 f|lp.0 und by ¢'[|05% f||p.0, welche in Proposition auftau-
chen, sind unerwiinscht. Die genauere Betrachtung des Beweises zeigt, dass die
Problematik bei der Abschitzung von [[(Q(f — ¢))™||, entsteht. Hierbei fiihrt
zum einen die Abschétzung der dualen Funktionale und zum anderen die
Norm der Ableitungen der lukB-Splines (siehe Lemma zu den problemati-
schen Termen. Das Problem, welches bei der Abschétzung der dualen Funktio-
nale entsteht, tritt auf rechteckigen Gebieten nicht auf. Dort sind alle B-Splines,
deren Trager durch das Kondensieren verkleinert werden, Rand-B-Splines (zur
Erkléarung siehe Seite und es gilt

BY(x,y) = BY(z,y) fiir alle k € K und (z,7) € Q. (4.15)



Multivariate Splineapproximation auf Gebieten 111

Dies ergibt sich durch Anwendung von Korollar auf die univariaten Anteile
der Rand-B-Splines. Die Eigenschaft der lukB-Splines, a-proper zu sein, ist bei
rechteckigen Gebieten nur von n abhéngig. Es gibt zwei mogliche Problemstel-
len:

1. Ecken

Abbildung 4.19: a-proper, Ecke von Rechteck

Im Fall der Ecke stimmen die Rechtecke R; und P, aus Definition [2.36
tiberein. Dies wird in Abbildung anhand einer Ecke gezeigt, gilt al-
lerdings analog in den anderen Ecken.

2. Kanten

Q

Abbildung 4.20: a-proper, Kante von Rechteck

Liegt der Trager an einer Kante, so ergibt sich fiir die Rechtecke R; und
Py, ein Grofsenverhéltnis, welches nur von n abhéngt. Fiir die in Abbil-
dung dargestellten Extremfille mit n = n; = ny gilt, a > n.

Die Abhéngigkeit der Konstanten von « oder €2 in diesem Kapitel ist bezogen
auf Rechtecke somit eine Abhéngigkeit von der Ordnung n.

Im Folgenden sei Q = Q; x Qy C R? ein Rechteck. Bevor gezeigt wird, dass hier
wirklich die erwiinschte Fehlerabschatzung giiltig ist, werden zwei Lemmata
benannt.
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Lemma 4.47. Sei Q = Q; x Qy C R? ein Rechteck mit Seitenldingenvektor
Q| = (ra,7y). Gegeben sei eine Funktion g € W]t Falls

1
~/ 9Pz, y)de =0 firalle <vi—1,y€Q  (4.16)
und )
,r_ A g(V1’7)<x7y)dy — 0 f’U,T a,lle ’)/ S Vg — 1; T € Ql (417>
) 2

mit v = (v1,v0) < n erfillt ist, so gilt

lgllp.e < - ey ll9® |-
Hierbes ist ¢, eine von p abhdngige Konstante.

Beweis:
Die Konstante ¢, sei im Folgenden eine generische Konstante. Der Beweis besteht
aus zwei Schritten.

vy,

L glbe < - g™l

2. [lg" N0 < 12 lg™ lp-

1. Nach ([4.16) gilt % le g(x,y)dx = 0 fiir alle y € Q5 und damit folgt mit
der Poincaré-Ungleichung (siehe zum Beispiel [I])

oo = / ate.)Pdzdy = [ )0, dy
2
< ¢ / 2190 () oy = cp - 72l g MO .
2

Fir alle 8 < vy — 1 gilt, dass - [, g0 (2, y)dr = 0 fiir alle y € Q.
Wiederholtes Anwenden der Poincaré-Ungleichung erlaubt folgende Ab-
schatzung:

lgllhe < -1 1g®Olha < - < -1l Ol - (4.18)

2. Nun wird nach (4.17)) vorausgesetzt, dass % o, g0 (z, y)dy = 0 fiir alle
x € Q; und daher gilt erneut mit der Poincaré-Ungleichung, allerdings
angewandt auf die y-Koordinate,

lg" P10 < e - Hllg™ Vo
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Da (4.17)) fir alle 0 < v < vy — 1 erfiillt sein soll, fithrt dies analog zu
(4.18)) zu folgender Abschatzung:

||9(V1’O)||§,Q <c¢,- T;szg(V)HZQ (4.19)

Einsetzen der Abschétzung (4.19) in (4.18) ergibt

9l < cp- 'f’Zl’f’ZQHg(””lp,Q-

In dem Beweis der Fehlerabschéitzung werden zuerst die einzelnen Zellen be-
trachtet und anschliefsend wird dies fiir das gesamte Gebiet zusammengesetzt.

Dabei ist die Abschétzung von ||(Q(g))(y)||p72lg fir Z& = Z,NQ, | € Kq von
Bedeutung. Auf Rechtecken gilt Z2 = 7 fiir alle | € Ko.

Lemma 4.48. Gegeben sei ein Rechteck Q = € x Qy C R2. Sei Zl eine
Zelle des kondensierten Gitters und G, die zugehérige Umgebung (siehe Lem-
ma der normierten lukB-Splines Bﬁ. Falls g € W;‘(Q) von der Form
g(z,y) = u(y) - 2" beziehungsweise g(x,y) = v(z) - y® fir 0 <r < vy —1 bezie-
hungsweise 0 < s < vy — 1 ist, so gilt firv <mn

1(Q(9)™ ), = 0.

Bewezs:
Da Q ein Rechteck ist, konnen durch (4.15)) statt der normierten lukB-Splines
die normierten TPB-Splines betrachtet werden.

Sei g(z,y) = v(x) - y°. Der Beweis fiir g(z,y) = u(y) - 2" verlduft analog. Weiter
sei Pk = T X gk’ Es gllt

Aelo) = 1 Billpae (0. 108

B<n
= Bullpoii (D o 0 han (3 G 50
61<n1 ﬁ2<n2

= || Billpo ik (0) Ao (y*).

Hierbei wird in dem letzten Schritt ausgenutzt, dass die Funktion y* ihrer Lo-
Approximation entspricht. Weiter kann 3° beziiglich der TPB-Splines dargestellt
werden, da s < vy — 1 < ng. Das heifst, es existieren Koeffizienten ¢; € R, so
dass y* = Ziej% cibai(y) fir y € Qy. Dann gilt

5\2’]@ (ys) = Cg.
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Weiter ist

Rl,k(@):/ <Z A ))d —: 2(z1) € R. (4.20)

B1<na

Somit ergibt sich

1@@) 7 = 1( X Aet0)82) I,

kel
Bk @)
(X 1Ble =@ - e —) .z
2115l [Billpa/ 07
B )
— (D =) e Be) .z
keh

Die Umgebung G; besteht aus den n; - ny Schnitten der B-Splines By, k € I,
mit dem Gebiet . Da dieses ein Rechteck ist, ist auch G; ein Rechteck, welches
mindestens ny - ny der Zellen ZT, TE f(g, enthalt.

Seien ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Indizes der TPB-Splines iiber
Zy gleich i = 1,...,ny und j = 1,...,ny. Die Funktionale Aw sind dann iiber
dem jeweiligen Rechteck P =1z, gjij definiert. Die Koeffizienten z(Z;;) nach
sind allein durch die Intervalle Z;; bestimmt. Diese konnen aufgrund der

Form von G so gewahlt werden, dass gilt

Zf'ﬂ:.f’ﬂ:...:finQ fiiralleizl,...,nl.
Daher sei nun z(z;;) =: z; fir i = 1,...,ny. Dann gilt
ng n2
Zzi bii(x) ¢j baj(y) = zi br () - Z ¢jbaj(y) = zibri(z) - y°.
j=1 j=1

Fiir die gesamte Summe folgt

Z 2(z)Br = y° - Z 2iby ()
i=1

kel

Damit gilt fiir v mit v # 0

ni

1) Iy = 1 (4 3 abna(@)) 1 =

=1

Auf Seite wurde erwahnt, dass auch die Norm der Ableitungen der lukB-
Splines ein Problem in sich birgt. Das besteht darin, dass nach Lemma die
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Abschéitzung von der kondensierten Gitterweite hy abhéngig ist. Auf Rechte-
cken ist das unproblematisch, da durch fiir alle k € Kq die Gitterweite
hr = h gesetzt werden kann. Allerdings ist die rechte Seite der Abschétzung
in Lemma fir TPB-Splines unbeschréankt. Dies lésst sich sehr einfach um-
gehen, indem Rechtecke betrachtet werden, deren Kanten auf Gitterlinien des
TP-Gitter liegen.

Mit Hilfe der beiden Lemmata [£.47] und [£.48] ist es moglich, folgenden Satz zu

beweisen.

Satz 4.49. Gegeben sei ein Rechteck Q := €, x Qo C R2. Das T{D—Gitter T
sei so gewdhlt, dass Q) und Qo uniform unterteilt werden. Fir f € W} (S2) und
v<n gilt

105 = QU Nl < npw (1107057 Fllpa + 157210505 0
mit etner von n, p und v abhdngigen Konstanten.

Beweis:

Da ein Rechteck betrachtet wird, kann nach (4.15) angenommen werden, dass
normierte TPB-Splines zu Grunde liegen und somit ist (h1k, hox) = (hy, ho) fiir
alle k € Kq = Kq.

Fiir Z, mit [ € Kq sei G; die zugehorige Umgebung analog zu Lemma M Da
das betrachtete Gebiet €2 ein Rechteck ist, sind alle GG; Rechtecke. Diese werden
hier mit Gl = Gl71 X GLQ mit |Gl| = (d1 . hl, dQ : hg) fur dl, dQ € R bezeichnet.

Sei ¢ € P,_,, ein Polynom, welches f®) approximiert. Es gilt

1= QN oz < 1FY = allpze + 1(QUN® = dlly.

Mit Satz gilt

17 = allpz < npar (B 1007 @ 0 + B 105772 £ ).

Es bleibt somit || (Q(f))(u) — ||,z abzuschétzen. Es existiert ein p € Py, so dass

¥)

p®) = ¢ und p die Funktion f approximiert. Da (Q(p)) = p¥) = ¢ ist, folgt

QU™ = dllpz = 1@ = 1) lp2
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Nun konnte analog zu dem Beweis von Proposition 4.46| wie folgt abgeschétzt
werden

QU =)oz < ST IR =) - 1(BD® .z

kel

N apllf = pllpp, - b hy (4.21)

kel

IN

Wenn f — p nun die Bedingungen (4.16) und (4.17) von Lemma erfiillen

wiirden, so kénnte die richtige Abschitzung vorgenommen werden. Dies ist aller-
dings fiir beliebige f € W' (Q2) nicht giiltig. Es wird nun die folgende Zerlegung
der Funktion f betrachtet

Fla) = Fla) + Y wlo) o+ Y (o)

Hierbei werden die Funktionen w;(y) und v;(x) so gewéahlt, dass

1

fEO(z y)de = 0 firalle <1y —1,y€ Gy (4.22)
di-hi Ja,,

) ) _
/ f(Vlﬁ)(x,y) dy = 0 firalley<w—1 2€Gp. (4.23)
dg . h2 él,2

Die Funktionen wu;(y) und v;(x) kénnen entsprechend gewéhlt werden, da zum
einen die Anzahl der benétigten Bedingungen der Anzahl der frei wéihlbaren
Funktionen entspricht und zum anderen eine rekursive Bestimmung méoglich ist.
Aus der letzten Bedingung in fiir f® 72~ kann die Funktion v,,_; er-
mittelt werden. Die iibrigen Funktionen werden dann nacheinander durch die
restlichen Bedingungen in (4.23)) und (4.22) bestimmt. Analog wird das appro-
ximierende Polynom p = p + 4, + v, zerlegt. Es gilt nun

QU =)oz < 1QF = 9)
+ 1@y — 1) 2 + 1 Q5 = 5,))* o

Mit Lemma [4.48| gilt, dass die beiden letzten Anteile verschwinden. Nun gilt fiir
den Restterm wie in (4.21))
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A

QU = 5) oz < S enpllf = Bllp, - " hy™

kel
Cnpllf = DllpG, - hi"hy ™
@)
< gl (F = D) llpcy = capwll(F = 0) |

IN

Hierbei wurde Lemma [{.47] ausgenutzt. Auf den letzten Term kann erneut
Satz angewandt werden. Da die Teilmengen G; maximal von der Grofe
((2ny — 1)hy, (2ny — 1)hs) sind, kénnen sich diese maximal (2n; — 1)(2ny — 1)-
mal iiberschneiden und somit folgt

10 = QN Ml < g (210705l + B2 =2105 05 ]
]

Somit konnte die erwiinschte Fehlerabschatzung iiber Rechtecken gezeigt wer-
den. Der Ubergang zu beliebigen Gebieten ist allerdings nicht direkt einsehbar.
Weder die Ausnutzung von noch die passende Aufteilung der Rechtecke
P, in Lemma ist unter der Bedingung 0f2 € Lipy 1 garantiert.

4.3 Verallgemeinerungen

In den folgenden Abschnitten, wird diskutiert, ob das Verfahren des (lokalen)
uniformen Kondensierens auch in anderen multivariaten Radumen angewendet
werden kann und ob an der Uniformitéat der Tragerknoten festgehalten werden
muss. In dem ersten Abschnitt werden die Bedingungen an die Gebiete genauer
betrachtet.

4.3.1 Gebiete

Die Theorie zu den uniform kondensierten B-Splines wurde fiir Gebiete mit
0f) € Lipy 1 entwickelt. Das heifit, es wurde vorausgesetzt, dass einerseits ein
Gebiet mit Rand der Klasse Lip 1 betrachtet wird und andererseits der Rand mit
horizontalen und vertikalen Geraden nur endlich viele Schnitte hat. Diese Be-
dingungen haben technische Griinde. Die endlichen Schnitte fiihren dazu, dass
nur eine endliche Anzahl von Vervielfdltigungen entstehen und somit .7, (7, §2)
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eine endliche Basis besitzt. Die Lipschitz-Bedingung wird vor allem benétigt,
um die a-proper Eigenschaft der lukB-Splines nachzuweisen.

Das Gebiet aus Beispiel ist kein Gebiet mit 02 € Lip 1 und mit den klassi-
schen TP-Splines kann keine optimale Approximationsordnung erreicht werden.
Fiir dieses Gebiet wird im folgenden Beispiel das Konzept des uniformen Kon-
densierens angewandt.

Beispiel 4.50. Gegeben sei das Gebiet

Q={(z,y) eR*| —1<az<1,-1<y<+|z]}

und das Anfangsgitter 7' mit Gitterweite (2h, 2h) aus Beispiel [2.29 Die B-Splines
seien von der Ordnung n = (1,1). Damit ergibt sich nach dem Prinzip des
uniformen Kondensierens das in Abbildung dargestellte Gitter.

iﬁ 77

N [
N

Abbildung 4.21: Kondensiertes Gitter

Die zu approximierende Funktion sei erneut

Y y>0,2>0

flx,y)==9-y y>0,2<0.
0 y<0

Im Fall der TPB-Splines gab es einen B-Spline, der sowohl f(—h,v/h) als auch
f(h, \/E) approximieren musste. Der approximierende Spline hatte somit den
Wert 0 und der Fehler war von der Grofe vA. Im uniform kondensierten Fall
ist der Fehler auf allen Zellen Zl von der Grofse % . 711 < h und damit

If = sl = A
|

Dieses Beispiel ldsst vermuten, dass das (lokale) uniforme Kondensieren auch
fiir eine grofsere Klasse an Gebieten zu Splinerdumen mit den gewiinschten Ap-
proximationseigenschaften fithren kann.
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Auch die Einschrankung der Anzahl der moglichen Kopien ist, nicht unbedingt
notwendig. Ohne diese Bedingung wiirde sich in eine Summierung iiber
den Index k € N ergeben. Allerdings wiirde nach wie vor gelten, dass an jedem
Punkt (z,y) € Q C R? (beziehungsweise ¢ € Q@ C R) nur ny X ny (beziehungswei-
se n) B-Splines einen Beitrag liefern. Die meisten Argumente der Stabilitatsbe-
weise sind somit analog auch fiir die unendliche B-Spline-Basis durchfiihrbar. Die
Abschétzung am Ende des Beweises zu Satz [4.36] (beziehungsweise Satz

i
> (enry lsllpr)” < (na-n2) g 1 llslyg
k=1

konnte ein Problem darstellen. Dasselbe Problem tritt auch auf, wenn die Be-
schrankung des Quasiinterpolanten (Lemma bewiesen wird. Allerdings ist
die Konstante ¢y 1, unabhéngig von k& und somit gilt diese Abschédtzung mit
dem selben Argument, dass sich die Rechtecke P, maximal (n; - ng)-mal {iber-
schneiden, auch fiir m = oo.

Auch die Abschitzung des Fehlers auf dem ganzen Gebiet ist wie in dem Be-
weis zu Satz durchfithrbar. Ein Schritt konnte allerdings problematisch
sein. Nachdem die Norm iiber §2 in die einzelnen Zellen aufgeteilt wurde, wird
folgende Abschéatzung gemacht

Y [enpa (W10 Fllpc, + 1521105 fllpe.)])”

lef(l

+ Z [Cn,p,a,[@lURl} (h“”]?/1 ”8?1 f“p,élURl + h32|’832 f”p,élURl)}p
lef(z

< [chpa (W10 fllpg + 13211057 fllpe)]”

Hier sind die Konstan}en Cpp,a,jGuuR,) VoI [ abhingig und wird iiber eine un-
endliche Anzahl von Z; summiert, so ist die Abschitzung mit ¢, , o eventuell
nicht moglich. Die Konstanten sind genau genommen das Produkt von cp ) q
aus der Beschrinktheit des Quasiinterpolanten und ¢, ,q,ur,) aus Satz .
Die Abhéngigkeit der zweiten Konstanten von [G;U R;] ist in [45], S.8] néher be-
stimmt. Da diese allerdings durch eine der moégliche Parameterkonstellationen
[©2,], » = 1,...,s beschriankt sind, gibt es eine endliche Konstante, welche alle
Konstanten ¢, j, j@,0r,) beschriankt. Somit ist auch der Approximationsbeweis fiir
m = oo moglich.

Auf die zweite Bedingung in Definition kann verzichtet werden und auch
die Bedingung 02 € Lip1 kann vermutlich gelockert werden. Die Funktionen
¢, deren Graphen den Rand der Teilgebiete €2, beschreiben, miissen nicht un-
bedingt eine Lipschitz-Bedingung erfiillen (siehe Beispiel . Notwendig fiir
die Konstruktion der lukB-Splines und der Graphgebiete in Abschnitt ist
allerdings die Bedingung

a4+ <pe)  firee a0
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mit Q. C V. = [a], b]] x [a}, bS] und auch, dass der gewéhlte Splineraum .7, (7', §2)
ein k?-Raum (siehe Definition [4.28)) ist.

4.3.2 Hohere Dimensionen

Das Verfahren des uniformen Kondensierens ist ohne Probleme auf beliebige
Dimensionen verallgemeinerbar. Doch schon ein einfaches Beispiel im R? zeigt,
dass dies nicht notwendigerweise zu einer starken Verbesserung der Stabilitét
im Vergleich zu dem Verfahren des Normierens fithren muss.

Beispiel 4.51. Gegeben sei ein Zylinder im R? und ein Gitter 7' = T1 @ T, @ T,
so dass einer der Triger suppb;, i € Z* das Gebiet wie in Abbildung m
schneidet. Hier ist der Schnitt des Zylinders mit einer der Gitterzellen 7, k € Z3
abgebildet. Eine einzelne Zelle des Trégers zu betrachten, ist in diesem Fall
ausreichend.

Z
L 5
Z
)
(a) Schnitt einer Zelle in R® mit Zylinder (b) Grund- und Aufriss

Abbildung 4.22: Beispiel in R3

Die Hohe des Schnittes sei 6 und die Breite des Streifens des Schnittes mit der
unteren Seite von Zj, sei €. Das heifst, bei dem Blick frontal in die Zelle hat der
Gebietsanteil Hohe 0 und bei dem Blick direkt von oben, sieht dieser wie ein

diagonal verlaufender Streifen der Breite € aus (sieche Abbildung [4.22(b))).

Sei |Zx| = (h1, ha, hs), dann hat der Quader R, welcher den Schnitt mit dem
Zylinder enthélt, die Seitenlédngen |R| = (hq, ho,d). Ein Quader, der vollstiandig
in dem Schnitt mit dem Zylinder liegt, ist in der Héhe durch ¢ beschréinkt. Das
Rechteck der Grundfldche muss in den Streifen im Grundriss passen. Das heiftt,
dass die Lange der Diagonalen d des Rechtecks durch € begrenzt ist. Damit sind
aber auch die Seitenldngen kleiner als €.
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Sei P ein entsprechender Quader mit |P| = (p1,p2,p3) < (g,¢,d). Fir a mit
a|P| = |R| gilt

hy h
a>max{—1,—2,1}.
€ €

Der B-Spline b; ist somit nicht a-proper. Eine geringe Hohe § stellt zwar kein
Problem dar, allerdings ist « fiir kleine € unbeschrankt.

Die folgende Uberlegung zeigt, dass auch uniformes Kondensieren nicht zu einer
gleichméfigen Beschrankung fithren kann. Die Hohe des Trégers kann durch das
Kondensieren deutlich verringert werden (siehe Abbildung [4.23). Der Grundriss
zeigt allerdings, dass das Verhéltnis p; zu h; und ps zu hs nicht verédndert werden
kann. Das a von der Grofe £ abhéngig ist, bleibt somit bestehen.

Abbildung 4.23: Kondensierter Triger in R?

4.3.3 Variante kondensierter B-Splines

Bei dem uniformen Kondensieren wird an die einzelnen Tréger die Bedingung ge-
stellt, dass sie uniformen Knotenabstand haben (siehe Konstruktionsregeln |4.1)).
Da die grundsétzliche Idee des Kondensierens ist, die Trager der B-Splines mog-
lichst stark zu verkleinern beziehungsweise den Anteil des Gebietes am Tréger zu
optimieren, wird nun diese Bedingung nicht gestellt. Jeder Trager wird einzeln
betrachtet und die Linien des Tréagers, welche aufserhalb des Gebietes liegen,

werden soweit zusammengezogen, bis sie das Gebiet beriihren. Hierbei kénnen
auch mehrfache Knoten entstehen (siche Abbildung [4.24(b))).
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N
3-fach
3-fagh
(a) Urspriinglicher Trager (b) Kondensierter Trager

Abbildung 4.24: Variante des uniformen Kondensierens

Die Implementierung dieser Methode liefert die erhofften Ergebnisse. Diese wer-
den in Kapitel [5| Abschnitt anhand eines Beispiels dargestellt. Allerdings
besteht wenig Hoffnung, alle Fille, welche bei einem vollig freien Zusammen-
ziehen auftreten konnen, theoretisch erfassen zu konnen. Bei dem uniformen
Kondensieren liegt eine lokale TP-Struktur (siehe (4.9)) vor. Wie das folgende
Beispiel zeigt, ist selbst diese lokale Struktur ohne die Bedingung der Uniformi-
tat nicht erkennbar.

Beispiel 4.52. Die in Abbildung [4.25(a)H4.25(c)| markierten TPB-Splines sol-
len kondensiert werden, ohne dabei den uniformen Knotenabstand zu erhalten.
Die jeweiligen resultierenden B-Splines sind in den Abbildungen |4.26(a)H4.26(c)|
dargestellt.

(a) (b) ()

Abbildung 4.25: TPB-Splines
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N

3-fa¢h —
: A 3fadh b ¢
| 2-fach—p
3-fa¢h T

Abbildung 4.26: Kondensierte B-Splines

Die rot markierten B-Splines sind Rand-B-Splines. Fiir diese gilt nach Korol-
lar dass sie nach Normierung unabhéngig von der Lage der Knoten au-
fserhalb des Gebietes sind. Wenn dies hier auch der Fall ist, dann ware dieser
B-Spline unproblematisch und beziiglich einer beliebigen Knotenfolge berechen-
bar. Sei by ;(z) der univariate B-Spline zu den Knoten (¢y,%s,...,t11pn,) und
Elz(x) der kondensierte B-Spline zu den Knoten (1, — h,... Jdng — h, t14m, )-
Fiir = € (tiop, — Dy t14n,) gilt

~ hM=t(ny — 1)!
buie) = —— o bia(@)
mit h := ty — t;. Damit gilt nach Normierung auch hier, dass der Wert des

B-Splines im Gebiet unabhéngig von den Knoten aufserhalb des Gebietes ist.

Die Rand-B-Splines stellen somit kein Problem dar. Allerdings ist das bei den
iibrigen B-Splines nicht der Fall. Der Vergleich der in y-Richtung kondensier-
ten Knoten des griin markierten Trigers in Abbildung und des blau
markierten Trigers in Abbildung zeigt, dass hier lokal keine einheitliche
Knotenfolge zugrunde liegen kann. Der selbe Effekt tritt auch in z-Richtung
auf, wenn statt des blauen Trégers der Trager gewéhlt wird, welcher direkt iiber
dem griinen liegt. |
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5 Beispiele

Anhand einiger Beispiele wird die Giiltigkeit der theoretischen Resultate in dem
vorangegangenen Kapitel getestet. Im Speziellen werden die drei Problempunk-
te, welche am Ende von Abschnitt benannt wurden, beziiglich der unter-
schiedlichen in der Arbeit erwdhnten Methoden untersucht.

1. Instabilitdt der B-Spline-Basis:
Uber dem Einheitskreis wird mit den verschiedenen Methoden eine kon-
stante Funktion approximiert und schliefslich werden die Konditionszahlen
verglichen.

2. Verlust an Approximationsordnung:
Uber einem Gebiet, dessen Rand nicht zu der Klasse Lip 1 gehort, wird
die Approximationsordnung der verschiedenen Methoden verglichen.

3. Abhéngigkeit von den Knotengittern:
Uber einem Gebiet mit Rand der Klasse Lip 1 wird die Abhéingigkeit des
Fehlers von dem Verhéltnis der Gitterweiten iiberpriift.

Die im vorangegangenen Kapitel in Abschnitt dargestellte Variante des
Kondensierens wird bei der Betrachtung der Konditionszahlen eingeschlossen.
Sie wird hier mit vK beziehungsweise die Basiselemente werden mit vkB-Splines
bezeichnet. Aufgrund der Problematik bei der mathematischen Umsetzung wur-
de diese Methodik allerdings nicht weiter verfolgt und somit das Duplizieren
beziehungsweise die Anwendung auf nicht-konvexen Gebieten nicht implemen-
tiert.

Die Implementierung wurde in Matlab umgesetzt. Auf eine Beschreibung der
Programme wird verzichtet. Als Grundlage diente das Programmpaket von Bern-
hard Mofner [42]. Hier sind sowohl die Auswertung der erweiterten, normierten
und klassischen B-Splines implementiert. Die Modifikation der (lokal) uniform
kondensierten B-Splines benotigt im Wesentlichen ein weiteres Programm, wel-
ches das Kondensieren ausfiihrt.

In diesem Kapitel werden mit den ukB-Splines beziehungsweise lukB-Splines,
die normierten (1)ukB-Splines bezeichnet.
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5.1 Stabilitat auf der Kreisschreibe

In dem in diesem Abschnitt beschriebenen Beispiel wird die Einheitskreisscheibe
{(z,y) € R?| 22 +y? < 1} betrachtet. Das Anfangsgitter sei hier T' = Ty ® Ty mit
Ty = {x +1k- 1Y und Ty := {yo+ k- 3} fiir k € Z beziiglich des Anfangspunktes
(70, %0) = (170-3)-

0.51

Abbildung 5.1: Anfangskonstellation

Fiir diese Konstellation sollen die Konditionszahlen der Gram-Matrix zu den

e TPB-Splines,

e normierten B-Splines (nB-Splines),

e normierten B-Splines mit entfernten instabilen B-Splines (n*B-Splines),

e eB-Splines,

e ukB-Splines und

e vkB-Splines
verglichen werden. Aus theoretischer Sicht sind die TPB-Splines und auch die
nB-Splines bei ungiinstiger Konstellation von Gebiet und Gitter instabil. Um
sehen zu konnen, wann und wie oft diese Problematik entsteht, wird das An-
fangsgitter verschoben. In diesem Beispiel wird z( dafiir in 32 gleichméafigen

Schritten auf % verschoben. Fiir die Approximation werden hier Basiselemente
der Ordnung (3,3) gewéhlt. Interessant ist nun, wie sich die Konditionszahlen
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verandern. Dies ist in Abbildung dargestellt, wobei auf der x-Achse die Ver-
schiebung der xy-Positionen aufgetragen ist.

Sowohl bei den TPB-Splines (dunkelgriiner Graph) als auch bei den nB-Splines
(tiirkiser Graph) treten, wie erwartet, sehr hohe und letztlich unbeschriankte
Konditionszahlen auf. Diese entstehen unter anderem durch die B-Splines zu
den in Abbildung markierten Trégern, die ungiinstige Schnitte mit dem Ge-
biet aufweisen.

10" 10"
—— TPB-Splines
eB-Splines
10" ——TPB-Splines 110 nB-Splines
_’J eB-Splines n*B-Splines
nB-Splines UkB—Spl.ines
n*B-Splines vkB-Splines
s ukB-Splines .
107 ¢ vkB-Splines 1 107 ¢
— =2
100 L L L L 100
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.45 - 0.5
xO—Posmon xo—Posmon
(a) Konditionszahlen insgesamt (b) Konditionszahlen im Zoom

Abbildung 5.2: Konditionszahlen iiber dem Kreis

Der Trager des B-Splines, welcher trotz Normierung zu einer unbeschrink-
ten Konditionszahl fiihrt, ist in dargestellt. Dieser entsteht im 31ten
Verschiebungs-Schritt und sorgt fiir den in der Graphik zu den nB-Splines in
Abbildung [5.2| sichtbaren Peak. Wird der ,instabile’ B-Spline einfach aus der
Konstruktion entfernt, so entsteht eine stabile Basis (hellgriiner Graph).

Die Verfahren Erweitern (roter Graph) und Kondensieren (blauer Graph) wei-
sen eine gleichmifig beschrinkte Konditionszahl auf. Auch die in Kapitel [
Abschnitt erwdhnte Variante (violetter Graph) des Kondensierens fiihrt
zu einer stabilen Basis.

Das Problem der Instabilitdt wird von mehreren Methoden behoben. Der Ver-
gleich der ukB-Splines und der vkB-Splines zeigt, dass beide Basen eine gleich-
maéakig beschrinkte Konditionszahl haben. Zwar ist die Konditionszahl der vkB-
Splines kleiner, doch sind die Grofen vergleichbar und der wesentliche Punkt
der gleichméfigen Beschranktheit ist erfiillt.
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_2—'245 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Abbildung 5.3: Kritische Trager

5.2 Approximation

Aufgrund der fehlenden Struktur der vkB-Splines wurde dieses Verfahren nicht
weiter verfolgt und die Approximationseigenschaften werden nur beziiglich der
ukB-Splines beziehungsweise im nicht-konvexen Fall beziiglich der lukB-Splines
untersucht.

In diesem Abschnitt steht die anisotrope Abschétzung des Fehlers
inf |[f = sllpa < c(h 101" fllpo + ha* (102 fllp0) (5.1)

im Zentrum. Hierzu wird anhand zweier Beispiele die Approximation mit den
eB-Splines, TPB-Splines und lukB-Splines untersucht. Reines Normieren dndert
die Approximationseigenschaften verglichen mit den TPB-Splines nicht. Das
Problem, dass Trager existieren, die mehrere nichtzusammenhéngende Schnitte
mit dem Gebiet haben und somit keine volle Approximationskraft erreichen
kénnen (siche Beispiel 2.29und 2.30)), besteht nach wie vor. Daher werden sowohl

die nB-Splines als auch die n*B-Splines nicht weiter betrachtet.

Das erste Beispiel bezieht sich auf die Problematik, dass die Approximation mit
TPB-Splines auf Gebieten, deren Rand nicht in Lip 1 liegt, zu einem Verlust der
Approximationsordnung fiihrt (siehe Beispiel @ . Die Uberlegungen in Kapi-
tel 4 Abschnitt zeigen, dass dies fiir die Approximation mit lukB-Splines
nicht zutrifft.

In dem Beispiel in Abschnitt wird schlieklich die Abhéngigkeit der Kon-
stanten ¢ von dem Seitenléngenverhéltnis der Gitterzellen untersucht.
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5.2.1 Approximationsordnung

Gegeben ist ein Gebiet G (siehe Abbildung[5.4(a)|). Dariiber werden nacheinan-
der die TP-Gitter T° = T} ® T4 mit

. ) ht . : 1
Tf:TQZ:{Eik:-h’} fir k € Z und h’zi,izl,...,fi,
betrachtet. Das heifst, die Gitterweite wird in 6 Schritten von % auf 6i4 verfeinert.

In jedem Schritt soll die Funktion
flz,y)=<y" x>0,9>0
0 y <0

approximiert werden.

0.5r
0.5f

—1‘ —0‘.5 6 O.‘S 1‘ -1 -0.5 0 0.5 1

(a) Betrachtetes Gebiet (b) Problembereich

—e—|ukB-Splines
10 '+ | —=—eB-Splines

—+—TPB-Splines
-~ ~ch?® Referenzkurve

5 L L L L
1/2 1/4 1/8 1186 1/32 1/64

05 T~ 05 10
A

Gitterweite
(¢) Zu approximierende Funktion (d) Vergleich der verschiedenen Methoden

Abbildung 5.4: Approximation der Ordnung 2
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Wird die Ordnung n = (2,2) mit n = 2 gewéhlt, ist der schraffierte Bereich
in Abbildung kritisch. TPB-Splines, deren Triger vollstindig in diesem
Bereich liegen, besitzen zwei nicht zusammenhéngende Schnitte mit dem Ge-
biet. Aufgrund der Wahl der betrachteten Funktion (sieche Abbildung [5.4(c))
ist eine optimale Approximationsordnung in der anisotropen Abschétzungswei-
se nicht moglich. Dies ist auch in Abbildung erkennbar; der griine
Graph zeigt die Approximation mit den TPB-Splines. Hierbei wurde nach einer
Ly-Approximation der Io-Fehler bei jeder Gitterweiten-Verfeinerung (h' = o)
bestimmt.

Auch die Approximation mit den eB-Splines liefert nicht die erwiinschte Kon-
vergenzrate, was im Vergleich mit der schwarzen gestrichelten Kurve deutlich
wird. Einzig das Verfahren der lukB-Splines erfiillt neben der isotropen auch die
anisotrope Fehlerabschatzung.

Dasselbe Phanomen ist bei der Approximation der Ordnung n = 3 und n = 4
(sieche Abbildung erkennbar; hier ist die Abweichung bei den Verfahren der
TPB-Splines und eB-Splines sogar noch ausgepragter.

maximaler Fehler
maximaler Fehler

—e—|ukB-Splines
—=—eB-Splines

10+ TPB-Splines
- - -ch® Referenzkurve

L L L 1 -8 L L L L
1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 101/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64

Gitterweite Gitterweite
(a) Fehler bei Ordnung 3 (b) Fehler bei Ordnung 4

Abbildung 5.5: Fehler hohere Ordnungen

5.2.2 Unabhangigkeit von den Gitterweiten

In dem vorangegangenen Beispiel konnte gezeigt werden, dass die optimale Kon-
vergenzrate iiber einem Gebiet, dessen Rand nicht zu der Klasse Lip 1 gehort,
nur von den lukB-Splines erreicht wird. Allerdings ist die Menge der Gebiete
mit Rand der Klasse Lip 1 durchaus grofs genug.

In diesem Abschnitt wird anhand der Approximation iiber dem in Abbildung|5.6]
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gegebenen Gebiet gezeigt, dass die schon in Kapitel [2] Abschnitt darge-
stellte Abhéngigkeit der Konstanten der anisotropen Fehlerabschétzung
von dem Seitenlédngenverhéltnis der Gitterrechtecke bei den lukB-Splines nicht
mehr auftritt.

Erneut soll die Funktion

—y" x<0,y>0
flz,y)=<y" 1>0,9y>0
0 y <0

approximiert werden. Fiir n = 2 ist diese in Abbildung dargestellt. Nun
wird allerdings eine Verfeinerung des Gitters betrachtet, bei welcher die Git-
terweite in einer Richtung (hs) verfeinert wird und in der anderen Richtung
(hy = 1) fixiert bleibt. Das heifit, es werden die Gitter T° = Ty ® Ts mit
Tv={. -3 -L123 1und

1
2° 2722
T2:{...,_2h2,_h270,h2,2h2,...} mlth2:§,/l/:17...76,

verwendet. In Abbildung [5.6(a)| sind die ersten drei Gitter dargestellt.

1 1 1

05 05 0.5

-0.5 0.5 -0.5

-1 -0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 05 1 = -0.5 0 05 1

(a) hg =0.5 (b) h2 =0.25 (C) hQ =0.125

Abbildung 5.6: Gebiet mit Verfeinerung von hs

In Abbildung ist der maximale Fehler (I..-Fehler) der Approximation mit
TPB-Splines, eB-Splines und lukB-Splines der Ordnung n = (n,n) firn = 2, 3,4
abgebildet. Analog zu den Ergebnissen in Abschnitt ist erkennbar, dass
nur die Methode der lukB-Splines die gewiinschte Konvergenzrate erreicht. Die
gestrichelte magenta-farbene Gerade zeigt das Wachstum des Quotienten hy/hs
an. Sowohl die TPB-Splines als auch die eB-Splines weisen die Abhéngigkeit von
diesem Quotienten auf.
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Abbildung 5.7: Abhéngigkeit der Konstanten in der Fehlerabschatzung der
Approximation

Die beiden Beispiele zeigen, dass die Approximation mit den lukB-Splines die
einzige der hier verglichenen Methoden ist, die neben einer stabilen Basis auch
die anisotrope Fehlerabschatzung liefert. Zusétzlich ist auch die unangeneh-
me Abhéngigkeit von dem Seitenldngenverhéltnis der Gitterzellen nicht langer
vorhanden.
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6 Fazit und Ausblick

Im Fokus dieser Arbeit steht die Idee, das univariate Konzept der Splineap-
proximation beziiglich der Basis aus B-Splines durch Tensorproduktbildung in
den multivariaten Fall zu {ibertragen. Dabei steht die Approximation von Funk-
tionen f aus anisotropen Sobolevrdumen W>(€) iiber beschrinkten Gebieten
Q C R4, sowie die Frage, ob eine von dem Seitenlingenverhéltnis der Gitterzel-
len unabhéngige Fehlerabschiatzung der Form

d
inf 1 = sllpe < e 3ob
it [1f = sllpe < c- DK

=1

o f

|p,Q

moglich ist, im Blickfeld.

Hierbei wurde zuerst die Problematik aufser Acht gelassen, dass die klassischen
Tensorprodukt-B-Splines eventuell Instabilitdten aufweisen, und versucht, die
Fehlerabschétzung in der gewiinschten Form fiir eine moglichst grofte Klasse an
Gebieten zu erzeugen. Auf rechteckigen Gebieten R C R? beziehungsweise dem
gesamten R? liegt die gewiinschte Abschétzung vor. Der Fehler, welcher iiber
Q) entsteht, kann durch den Fehler iiber R O € oder RY abgeschitzt werden,
wenn ein entsprechender beschrankter Fortsetzungsoperator existiert. Die Ab-
héangigkeit von dem Seitenldngenverhéltnis der Gitterzellen wird auf diese Weise
eliminiert. Jedoch kann die schone Struktur der rechten Seite der Abschétzung
nicht erhalten werden. Des Weiteren wird bei steigender Anisotropie, das heifst,
je starker die Ordnungen n;, © = 1,...,d, sich unterscheiden, die Klasse der
Gebiete €2, fiir welche ein Fortsetzungsoperator existiert, immer kleiner. Alles in
allem ist dies eine interessante Idee, welche allerdings keine ausreichende Losung
des Problems darstellt.

Im zweiten Teil der Arbeit wird schlieflich das Problem im Kern angegangen. Es
wird ausgehend von den Tensorprodukt-B-Splines in R? eine Basis konstruiert,
welche die folgenden zu 16senden Problem behebt:

Die klassischen Tensorprodukt-B-Splines weisen bei ungiinstiger Lage des Git-
ters unbeschriankte Konditionszahlen auf. B-Splines mit sehr kleinen Schnitten
zwischen Tréger und Gebiet erzeugen diese Instabilitdt. Die gewiinschte Ab-
schatzung des Fehlers wird hier nur auf einer geringen Klasse an Gebieten er-
reicht, welche unter anderem koordinatenweise konvex sein miissen. Zusétzlich
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ist nur auf konvexen Gebieten eine beliebige Wahl der Gitterweiten in den ver-
schiedenen Richtungen erlaubt. Bei nicht konvexen Gebieten fiihrt die Anhén-
gigkeit der Konstanten von dem Seitenldngenverhéltnis der Gitterzellen zu einer
eingeschréankten Menge an Gitterweiten.

Das Problem der Instabilitdt durch zu kleine Schnitte kann durch das Konzept
der erweiterten B-Splines gelost werden. Nach wie vor werden Tensorprodukt-
B-Splines verwendet; die problematischen B-Splines werden durch eine Linear-
kombination an die unproblematischen inneren B-Splines gekoppelt. Allerdings
entsteht durch die Ankopplung ein Nachteil der erweiterten B-Splines, denn diese
bewirkt, dass die Splineraume, welche durch Verfeinerungen des Gitters entste-
hen, nicht ldnger ineinander geschachtelt sind. Auch die Idee, die Tensorprodukt-
B-Splines zu normieren, fithrt meist zu einer stabilen Basis. Allerdings sind fiir
beide Verfahren die Abschéatzungen des Fehlers bisher nur fiir die klassischen
Sobolevraume bekannt und die Abhéngigkeit der Konstanten in der Abschét-
zung von dem Verhéltnis der Gitterweiten besteht noch immer.

Das neue Verfahren des (lokalen) uniformen Kondensierens behebt diese Proble-
me. Die Grundidee ist, dass jeder Tréager einzeln so zusammengezogen wird, dass
der Anteil des Gebietes in jedem Trager optimiert wird. Dies fithrt zu stabilen
B-Splines. Existieren mehrere nicht zusammenhéngende Schnitte von Gebiet
und Tréger, so wird der Tréger entsprechend oft vervielféiltigt und schliefslich
wird fiir jeden einzelnen Schnitt das Zusammenziehen durchgefiihrt. Allerdings
fithrt dies zu einer fehlenden Tensorprodukt-Struktur, was eine mathematische
Analyse der Eigenschaften der neuen Basis schwierig macht. Es hat sich jedoch
gezeigt, dass eine Kombination aus Kondensieren und Normieren dieses Problem
16st und eine lokale Tensorprodukt-Struktur erzeugt werden kann.

Hierbei ist besonders wichtig, dass die Vorteile der Tensorprodukt-B-Splines er-
halten bleiben. Das heifit, dass zum einen die einfache Struktur erhalten bleibt
und somit einfache Auswertungsverfahren mdglich sind und zum anderen die
Splinerdumen beziiglich unterschiedlicher Gitterweiten nach wie vor ineinander
geschachtelt sind. Auch die Kompaktheit der Trager bleibt gewéhrleistet.

Ein bestehendes Problem ist, dass diese Methode zwar in beliebigen Dimensio-
nen angewendet werden kann, hier allerdings schon einfache Beispiele zeigen,
dass fiir dim > 3 kein Gewinn im Vergleich zu dem Normieren erzielt wird. So-
mit ist das lokale uniforme Kondensieren ein wunderbare Methode fiir Gebiete
in R?, scheint aber in héheren Dimensionen ungeeignet zu sein.

Im bivariaten Fall bleiben beziiglich der normierten lokal uniform kondensierten
B-Splines beziehungsweise Splines im Wesentlichen drei Probleme offen:

e In der Arbeit wurde gezeigt, dass das Einschréanken des Splineraumes der
Tensorprodukt-B-Splines iiber R? auf ein Gebiet € zu einem zu kleinen
Splineraum fiihrt. Zum Beispiel fiihrt das reine Einschranken dazu, dass
die Splines auch auf einem gewissen Bereich aufserhalb des Gebietes stiick-
weise polynomial sind, was nicht notwendig ist. Der gréfite Splineraum
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iber € ist

A

Fn(T,Q2) :={s: Q>R :5|zn0 €Ppa(ZxNQ) fiir k € K und
5@ ¢ 0(Q) fiir alle a < n — 2}.

Wie hier gezeigt werden konnte, ist der Splineraum S, der normierten
lokal uniform kondensierten B-Splines fiir die zu 16senden Probleme grof
genug. Es ist allerdings nicht klar, ob er iiber nicht konvexen Gebieten
dem Splineraum .¥, entspricht.

e Anhand eines Beispiels wurde gezeigt, dass die Bedingung, dass der Rand
des Gebietes zu der Klasse Lip 1 gehort, vermutlich zu strikt ist. Interessant
wére zu Uberpriifen, wie weit diese Bedingung abgeschwécht werden und
somit die Klasse der moglichen Gebiete vergrofert werden kann.

e Ein weiterer Punkt, welcher bisher noch nicht geklart werden konnte, ist,
ob fiir beliebige {2 mit 92 € Lipy 1 und f* € W»7(Q2) die Abschétzung

inf |[(f = 8)"llpe < e (70705 fllpe + ha* |07 05° fll.0)

SESn

gilt. Dieses Resultat konnte hier zumindest fiir Rechtecke gezeigt werden.

Die Splineapproximation iiber Tensorprodukt-Gittern wird unter anderem fiir
die numerische Losung partieller Differentialgleichungen mittels der Methode
der Finiten Elemente ausgenutzt. Nun treten bei der Verwendung der klassi-
schen Tensorprodukt-B-Splines zum einen aufgrund der Instabilitdt und zum
anderen bei der Einhaltung der Randbedingungen Probleme auf. Die Methode
der weB-Splines 16st in vielen Féllen diese Problematik. Durch das Erweitern
wird eine stabile Basis erzeugt und durch eine geeignete Gewichtsfunktion kann
die Randbedingung erfiillt werden. Allerdings treten hier Probleme auf, wenn
Multiskalen-Methoden zum Einsatz kommen, da die weB-Splineraume nicht in-
einander geschachtelt sind. Diese Problematik besteht bei den normierten lokal
uniform kondensierten B-Splines und den zugehérigen Splinerdumen .%, nicht.
Es macht also durchaus Sinn, sich damit zu beschéftigen, inwiefern lukB-Splines
fiir die numerische Losung partieller Differentialgleichungen eingesetzt werden
konnen. Dazu miisste zuerst untersucht werden, wie Multiskalen-Methoden sich
auf diese Basis auswirken. Auch die Anwendung von Gewichtsfunktionen miisste
genauer betrachtet werden. Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, dass fiir
die normierten B-Splines die Gewichtung schon untersucht wurde (siche Méfsner
[42]). Vermutlich lassen sich einige Resultate analog iibertragen.

Eine weitere Idee, welche ins Auge gefasst werden konnte, ist die normierten
lokal uniform kondensierten B-Splines mit hierarchischen B-Splines (siehe [32]
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oder [39]) zu kombinieren. Durch das lokale uniforme Kondensieren und Nor-
mieren kann fiir {2 mit 9 € Lipy 1 eine stabile Anfangsbasis mit den gezeigten
Approximationseigenschaften gebildet werden. Anschliefsend kann dann je nach
gegebenen Daten beziehungsweise gegebener Funktion in dem Gebiet iiber die
hierarchischen B-Splines optimiert werden.
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