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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden Materialmodelle vorgestellt, die Kopplungseffekte zwischen makro-
und mikroskopischen Langenskalenbereiche berlcksichtigen. [@ Theorie dieser Modelle ist
in der Lage, bei einem Ubergang zu kleineren Bauteilabmessunge einen wachsenden Ein uss
mikroskopischer Materialstrukturen auf das Materialverhalten abzubilden. Ein solches Verhal-
ten wird als Langenskaleneffekt bezeichnet. Die Entwicklurg der Modelle wird im Rahmen einer
mikropolaren Kontinuumstheorie flr groRe Deformationen durchgeft hrt. Grundsatzlich lasst
sich diese Theorie auf alle Materialklassen anwenden, bei dene eine Substruktur unabhangig
von einer Ubergeordneten makroskopischen Struktur rotieren darf In dieser Arbeit konzentriert
man sich bei der Anwendung der mikropolaren Theorie auf Materialien, die elastoplastisches
Verhalten aufweisen. Darilber hinaus wird die Theorie erstmalsmit einem reibungsbehafteten
mikropolaren Kontaktmodell erweitert.

Im Einzelnen enthélt das Materialmodell fur grof3e Deformationen eine neue Formulierung
einer nicht-kompatiblen mikropolaren Plastizitat. Ausgehend von diesem Modell wird eine
Formulierung fur kleine Deformationen vorgestellt. Die Plastizitatsmodelle bertcksichtigen
sowohl isotrope als auch kinematische Verfestigung. Das Kontakhodell enthalt eine beson-
dere Formulierung der klassischen @uLomeschen Reibung, die erstmals auf mikropolare Rei-
bung verallgemeinert wurde. Alle Modellformulierungen erful len den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik und sind damit thermodynamisch konsistent.

Die entwickelten Materialmodelle wurden im Rahmen der Finit e-Elemente-Methode umge-
setzt und in geeignete Computerprogramme implementiert. Es wrden insgesamt drei ver-
schiedene Randwertprobleme mit den hier entwickelten Materialmodellen am Computer simu-
liert. Alle numerischen Beispiele haben qualitativen Char&ter und basieren auf angenomme-
nen Materialparametersatzen. Die Rechnungen ohne Kontakt dmonstrieren, dass das Mo-
dell grundsatzlich in der Lage ist, Langenskaleneffekte wederzugeben. Was Kontaktprobleme
angeht, so war das primare Ziel, eine Theorie und ihre numeristie Umsetzung herauszuar-
beiten. Dies ist auch gelungen, wie anhand eines simuliertenEindruckversuchs nachgewiesen
wurde.

Abstract

In this doctoral thesis constitutive models are presented whichtake coupling effects between
macro- and microscales into account. The theory is able to deal withan increasing in uence
of microscopic structures on the overall macroscopic behaviour when baracteristic problem
sizes are decreased. This behaviour is often referred to as lengtscale effects. The underlying
theory is developed under the assumption of large deformation micropolar continuum theory.
In principal this kind of theory can be applied to all material cl asses where a substructure is
allowed to independently rotate from the superior macroscopic body. In this work the focus
lies on the application of micropolar theory to materials which posses elastoplastic behaviour.
Further the theory is generalized in order to derive a constitutive contact model for micropolar
friction effects.

In detail the material model includes a new formulation of large d eformation micropolar
plasticity of non-compatible type. In addition a micropolar plasti city model for small deforma-
tion is derived. All plasticity models presented here take isotropic and kinematic hardening
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into account. The micropolar contact model consists of a particular formulation of the classi-
cal CouLowms friction which has been generalized to the micropolar case for the rst time. All
constitutive models are compatible with the second law of thermodynamics and are therefore
thermodynamically consistent.

The developed constitutive models were processed in the frameworkof the nite element
method and implemented into suitable computer programs. Simulations of three different
boundary value problems are presented here. These numerical exaples are of qualitative
nature and based on ctitious material parameter settings. Simulations for single body prob-
lems without contact demonstrate the ability of the micropolar plasticity models to describe
length scale effects. Concerning contact problems, the foremost ian was the development of
a theoretical model and its translation to a numerical solution pr ocedure. The achievement is
documented by a simulation of a ctitious indentation test.
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1 Einleitung

1.1 Ziel der Arbeit

Das Ziel der Arbeit lasst sich in drei Bereiche gliedern. Zum knen gilt es, ein mikropolares Mo-
dell im Rahmen nicht-kompatibler Plastizitat fur grol3e Deformationen zu entwickeln. Hiervon
ausgehend sollte als zweites Teilziel ein mikropolares Plastitdtsmodell fir kleine Deformatio-
nen gewonnen werden. In beiden Modellformulierungen sollten jeweils isotrope und kinema-
tische Verfestigung bericksichtigt werden. Schlief3lich sollein Kontaktmodell fir mikropolare
Haftung und Reibung entwickelt werden. Alle Teilziele enthalten eine theoretische Herleitung,
eine Umsetzung der Modellgleichungen im Rahmen der Finite- Eemente-Methode, Implemen-
tierung in geeigneten Computerprogrammen und Durchflihrung von Simulationen.

1.2 Vorwort

In der klassischen Mechanik wird davon ausgegangen, dass da#/erkstoffverhalten unabhangig
von der BauteilgroRe ist. Werden jedoch charakteristische Abmesungen eines Bauteils um
GroRRenordnungen geadndert, dann beobachtet man ein mechanisches erhalten, dass nicht
mehr mit klassischen Anséatzen erklarbar ist. Im Allgemeinenwird ein solches Phdnomen als
Skaleneffekt bezeichnet. Fir eine theoretische Beschreibungolcher Effekte existieren bereits
zahlreiche Ansétze, wobei es sich meist um Erweiterungen der kassischen Theorie handelt.
Eine Moglichkeit, Skaleneffekte in Materialmodellen zu bertcksichtigen, stellt die mikropolare
Kontinuumstheorie dar. Anschaulich wird davon ausgegangen, @ss ein makroskopisch homo-
gener Werkstoff auf mikroskopischer Ebene eine Textur besitzt. e Bereiche der Substruktur
durfen eigenstéandige Rotationsbewegungen ausfuhren. Vorgeddagen wurde ein solcher Ansatz
erstmals von den Bridern GsserAT[14].

Experimentell konnten Skaleneffekte vor allem anhand von Torsbnsexperimenten mit Proben
unterschiedlicher Durchmesser beobachtet werden. Auch in Vdsindung mit Eindruckversuchen
und Kratztests mit unterschiedlich grof3en Prifwerkzeugen wuden solche Effekte dokumen-
tiert. Besteht eine Abhangigkeit von aul3eren geometrischen Abmesungen, so spricht man auch
von Langenskaleneffekten.

Technologische Fortschritte bei der Miniaturisierung von Bautdlabmessungen erfordern es
zunehmend, Langenskaleneffekte in theoretischen Modellen m bertcksichtigen. Experimente
und Neuentwicklungen im Mikro- oder Nanometerbereich sind in der Regel aufwandig und mit
hohen Kosten verbunden. Mit Vorhersagen aus Modellrechnungen konten hierbei Einsparun-
gen erzielt werden.

In dieser Arbeit wird ein Materialmodell vorgestellt, bei dem ma kro- und mikroskopische Lan-
genskalenbereiche miteinander gekoppelt sind. Die Theorie isin der Lage, bei einem Ubergang
zu kleineren Problemgebieten den wachsenden Ein uss mikroskopscher Effekte abzubilden.
Die Entwicklung des Modells wird im Rahmen einer mikropolaren Kontinuumstheorie flr grof3e
Deformationen durchgefiihrt. Grundséatzlich Iasst sich dieseTheorie auf alle Materialklassen
anwenden, bei denen eine Substruktur unabhangig von einer Gbergerdneten Struktur rotieren
darf. In dieser Arbeit konzentriert man sich bei der Anwendung der mikropolaren Theorie auf
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Materialien, die elastoplastisches Verhalten aufweisen. As Vorgangerarbeiten sind die Disserta-
tionen von GRAMMENOUDIS[27] und M AkRIDIS [58] zu nennen. Im Rahmen dieser Arbeit wird
die Theorie erstmals mit einem mikropolaren Kontaktmodell erweitert.

Die Arbeit gliedert sich in sechs Kapitel. Das erste Kapitel wd nach diesem Vorwort mit
einem Abschnitt Uiber die verwendete Notation zusammen mit einer Ubersicht hau g benutzter
mathematischer Hilfsmittel abgeschlossen.

Im zweiten Kapitel wird die Kinematik der Modellgleichungen beschrieben. Man beginnt
mit der Kinematik der inneren Korpervolumina. Neben den klassischen Deformationen werden
mikropolare Rotationen und Krimmungen eingeftihrt. Es werden daraus die bei mikropolaren
Theorien Ublichen Verzerrungs- und Krimmungsmal3e gewonnen. EINGEN gibt in [23] eine
ausfuhrliche Darstellung einer mikropolaren Kinematik. Er geht dabei zun&chst von mikro-
morphen Kontinua aus und spezialisiert die Theorie dann auf den mkropolaren Fall. Im An-
schluss wird die Kinematik bezuglich der Kontakt &chen dargestellt. Bei klassischem Kontakt
sind es vor allem die Arbeiten von Laursenund WRIGGERS [50] und [85], in denen ausfihrlich
auf eine klassische Kontaktkinematik eingegangen wird. Im Algemeinen ist eine Bericksichti-
gung mikropolarer Freiheitsgrade in der Kontakt ache nicht ne u. ZHanG, WANG, WRIGGERS und
ScHREFLERUNtersuchen in [87] einen solchen Fall, wobei von kleinen Deformationen und einem
ebenen Problem ausgegangen wird. Erstmals wird in der vorliegeden Arbeit eine dreidimensio-
nale mikropolare Kontaktkinematik vollstandig unter Voraussetzung grol3er reibungsbehafteter
Deformationen thermodynamisch konsistent hergeleitet. Als Ubgaus ergiebiges Referenzwerk
bei der Entwicklung einer solchen generalisierten Kontaktformulierung erwies sich die Pub-
likation von ABBas[2], die im Rahmen der Dokumentation zu dem FE-Programm Code_Aster
erschienen ist.

In Kapitel drei werden die Materialeigenschaften vorgestelt. Grundlage hierfur ist die Ther-
modynamik. Insgesamt wird der zweite Hauptsatz standig, d.h fir jeden beliebigen zuléassigen
Prozess erflllt. Erstmals wird die Erweiterung eines genergsierten CouLomesches Kontaktmo-
dells auf den mikropolaren Fall beschrieben.

Kapitel vier enthalt eine Darstellung numerischer Methoden, die zur naherungsweisen Losung
auf die nichtlinearen Gleichungen im Volumen und auf der Kontakt &che angewendet werden.
Hierbei wird das Ziel verfolgt, Gleichungsysteme zu entwickdn, die in geeigneten Computer-
programmen implementiert und mit numerischen Verfahren gelést werden kénnen. Verwendet
wird hierbei die in der Festkdrpermechanik tbliche Finite-Elemente-Methode, kurz FEM. Bei den
Herleitungen der niten Elemente fur die hier entwickelten Modellgleichungen orientiert man
sich vor allem an der Publikation von GRammeENoupisund TsakMAKIS[29]. Es wird eine schwache
Form der gekoppelten Bilanzgleichungen eingeftihrt und die zur Gewinnung von Stei gkeitsma-
trizen notwendigen Linearisierungen angegeben. Bei der Umsizung des mikropolaren Kontak-
tmodells in eine entsprechende FE-Formulierung diente in hohen Mal3e die Publikation von
AsBAs|[2] als Orientierung.

Numerische Experimente und Analysen auf Grundlage des in Kgitel drei entwickelten Ma-
terialmodells werden in Kapitel finf prasentiert. Die Ziels etzung ist nicht eine genaue Wieder-
gabe einzelner Messwertverlaufe realer Experimente, sonder grundsatzlich zu demonstrieren,
dass das Modell in der Lage ist, eine Simulation von Langenskaleeffekten wiederzugeben.
Dabei spielen weniger absolute Ergebniswerte eine Rolle, vielmbr ist das Anderungsverhalten
zwischen unterschiedlichen Problemabmessungen fir uns von Begltung. Zunachst wird die
Simulationen zu Torsionsbelastungen &hnlich wie in den Vorgéngearbeiten von GRAMMENOUDIS
[27] und M akriDIs [58] durchgefiihrt, wobei hier sowohl Ergebnisse fur grof3e als auch fur
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kleine Deformationen prasentiert werden. Daran anschliel3endwird das Randwertproblem einer
gelochten Zugplatte simuliert. Neu sind dreidimensionale Kontaktsimulationen mit unabhangi-
gen Rotationsfreiheitsgraden sowohl im Materialvolumen, als auch innerhalb der Kontakt ache.
Hierbei wird ein Randwertproblem simuliert, dass einen sogenamten Eindruckversuch model-
liert. Ziel dabei ist nicht, ein reales Eindruckexperiment nachzubilden, sondern zu zeigen, dass
das mikropolare Kontaktmodell fir Haft- und Rotationsreibung erfol greich entwickelt und in
ein Computerprogramm implementiert wurde.

1.3 Notation, Mathematische Hilfsmittel

Wenn nicht anders genannt, werden in dieser Arbeit Tensoren zveiter Stufe kurz als Ten-
soren bezeichnet. Vektoren und Tensoren werden mit fettgedrucken Symbolen, a, b und A,
B dargestellt.

Die orthonormale Basis im dreidimensionalen Euklidischen Vekbrraum ist gegeben als eine
Familie von Einheitsvektoren e; mit i = 1,2, 3. Vektoren und Tensoren lassen sich damit auch
in Komponentenschreibweise angeben,a = ae; und A = A;;e; e;, wobei das dyadische
Produkt darstellt. In der gesamten Arbeit wird bei Komponentendarstellungen die EinsTEIN'SChe
Summenkonvention vorausgesetzt, so dass uber Indizes aufsumrart wird, wenn sie in einem
Term doppelt auftreten.

Der Einheitstensor zweiter Stufe, hier bezeichnet mit dem Synbol 1, hat beziglich der Ba-
sisvektorene; die Komponentendarstellung

1= i ei ej, (11)
wobei ; das Kronecker-Symbol mit der Eigenschaft
_ L=
N0, i8] (1.2)

symbolisiert. Ein skalares Produkt zwischen zwei Vektoren wird symbolisch mit einem Punkt
geschrieben,a b. Die Anwendung eines Tensors auf einen Vektor lasst sich kompongenweise
ausdrucken,

A[a]: Aijajei. (13)

Ein tensorielles Produkt liefert wieder einen Tensor,C = AB. Die Euklidische Norm eines Vektors
bzw. eines Tensors ist gegeben durch

kak= "3 &, (1.4)

KAk = IOA A, (1.5)

wobei das innere Produkt beziiglich Tensoren ebenfalls mit einem Puakt geschrieben wird. Die
Transposition eines Tensors ist de niert als

AT: A,Jej ei. (16)

1.3 Notation, Mathematische Hilfsmittel 7



Jeder Tensor l&sst sich additiv in einen symmetrischen Antdimit Ag = Ag,

1€ S
Ag:= > A+ AT (1.7)

und einen antisymmetrischen Anteil mit A, = A/T\,

1€ S
Ap = > A AT (1.8)
zerlegen. Bei der Spur eines Tensors wird den Koordinaten seineHauptdiagonalen eine skalare

Zahl zugeordnet. Man fuhrt die Spur Uber die Gleichung
Sp(a b)=a b (2.9)

ein. Antisymmetrische Tensoren besitzen maximal drei unabhagige Komponenten. Uber einen
Operator, hier symbolisiert mit axl (), lasst sich demnach einem antisymmetrischen TensoW
ein Vektor zuordnen,

w = axl (W),
1
Wi =3 "k Wi - (1.10)

Es ist Ublich, w als axialen Vektor zu bezeichnen. Umgekehrt kann man einem axlen Vektor
einen antisymmetrischen Tensor zuordnen. Verwendet wird hiefir das Symbol spn( ),

W= spn(w),
Wji = "ijka' (111)

Die Komponentendarstellungen in (1.10) und in (1.11) enthalt en das Permutationssymbol";,
mit der Eigenschaft

1, gerade Permutation,
"iix = . 1, ungerade Permutation, (1.12)
' 0, sonst

Wie die Spur bildet auch die Determinante Koordinaten eines Tersors auf einen Skalar ab. Man
kann zeigen, dass ein Zusammenhang zum Permutationssymbol besht, det(A) = %"ijk" parPipAig
Bezuglich eines allgemeinen TensorsA besitzt das Permutationssymbol”;;, die Eigenschaft
"iik Al Ajm Axn = "imn det(A) . In Verbindung mit dem Kreuzprodukt , dass die Komponenten-

darstellungen

a b= "ijk eh bj (S (113)
A b= "ijk Ail bj ex € (114)

besitzt, lasst sich ein weiterer Zusammenhang von antisymmetschen Tensoren und axialen
Vektoren anhand der Gleichung

W[r]=w r (1.15)

8 1 Einleitung



ausdrucken, wobeir einen beliebigen Vektor darstellt.

Eigentlich orthogonale Abbildungen Q mit der EigenschaftQ = QT und det(Q) = 1 kénnen

durch eine Exponentialreihe ersetzt werden,

w2 we
Q=1+W+ —+ —+
21 3!
= exp(W),

(1.16)
(1.17)

die aus Potenzen antisymmetrischer TensorenWW gebildet wird. Eine geschlossene Form der

Gleichung (1.16) ist als EuLer RobrIGUESFOrmel bekannt,

sin (kwk) 1 cos(kwk)
—_—Ww
kwk?

Q = cos(kwk) 1 + Wspn(wﬂ

(1.18)

Dreistu ge Tensoren werden in der Regel mit kalligraphischen Symbolen, A , B usw. beze-
ichnet. Bezlglich einer orthonormalen Basis besitztA die Komponentendarstellung A . €;

€

und einem Tensor A mit der Eigenschatt

”

A AT: Aijkei A eJ' €.

e,. Man de niert eine symbolische Verknipfung zwischen einem dreistu gen Tensor A

(1.19)

Es wird bezglich dreistu ger Tensoren dartiber hinaus ein linearer Operator L eingefiihrt, so

dass

”

L (A,B,C)[A]: AijkA € B ej C ex

(1.20)

Vierstu ge Tensoren werden mit Doppelvertikalen gekennzeichnet, A, B, usw. Der Einheits-

tensor vierter Stufe hat die Komponentendarstellung

| = ik €; ej e €.

(1.21)

Man de niert dariiber hinaus weitere vierstu ge Tensoren, die bei Anwendung auf allgemeine

Tensoren die Eigenschaften
I [A]= A,
IV [Al= Sp(A),
|trans [A] - AT
1€ S
ISYM[A] = > A+ AT |

~

1€ S
|asym[A]: E A AT

(1.22)
(1.23)
(1.24)

(1.25)

(1.26)

besitzen. Die Komponentendarstellungen ergeben sich aus (1.28bis (1.26) in Form der Darstel-

lungen
=y e e e e, (1.27)
t —
T8 = ke e e e, (1.28)
|Sym= E€ + > 1.29
-5 ikl ik € € € €, (1.29)
|asym_ E . . o S e e. e e (1 30)
- 2 ik jl il jk i j k - :
1.3 Notation, Mathematische Hilfsmittel 9



Ein allgemein isotroper Tensor vierter Stufe besitzt die Darstdlung

A= IVO| + + | + Itrans, (131)
bzw. A= [Vol+ |SYMp |asym Aysgehend von (1.31) lassen sich weitere Tensoren einfiihren
Den Deviatoranteil eines allgemeinen Tensors liefert zum Bespiel

1ol
D:= §I"° + 1, (1.32)
P-pJ[ ], (1.33)

wobei in der zweiten Gleichung (1.33) fir den Deviator die Bezeichnung ( )D eingefuhrt wird.
Vernachlassigt man den volumetrischen Anteil, dann erhalt man tber

Si= g+ L, 1+ 4, o, (1.34)
H:= SD (1.35)

einen neuen TensorH, der bei Anwendung auf zweistufe Tensoren einen allgemeinen Deviator
D li
iefert

vol trans

] (1.37)
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2 Kinematik

Fur die geometrische Beschreibung physikalischer Phanomeneerschiedener Langenskalen gilt
es, geeignete kinematische Grofl3en einzuflhren. In einer ergn Einteilung unterscheidet man
zwischen Deformationsmalfien innerhalb eines Kérpers und den redtiven Bewegungsgrofien bei
Kontaktvorgangen von mindestens zwei Korper. Aus physikaliscen Grunden ist eine weitere
Unterscheidung in reversible und dissipative Bewegungsareile sinnvoll.

Fur weiterfuhrende Literatur zu Tensorrechnung und Differentialgeometrie siehe zum Beispiel
KLINGBEIL [46], S cHADE[67], R AsHEVsKI[65], S cHuTZ [70] und M ARSDEN HUGHES[59].

2.1 Deformation eines Kaorpers

Ein Korper wird als eine Menge von materiellen Teilchen betrachiet. Um die Deformationen

eines Korpers zu beschreiben, wird jedes Teilchen mit Freiheggraden ausgestattet. In der klas-
sischen Mechanik besitzt jedes Teilchen gemal der drei Raunichtungen drei Freiheitsgrade der
Verschiebung. Bei mikropolaren Materialien wird jedes Teilchen zusétzlich mit drei unabhéngi-

gen Rotationen ausgestattet.

2.1.1 Makro- und Mikroskopische Bewegung

Die materiellen Teilchen eines KdérpersB nehmen zu einem Zeitpunkt t einen BereichR; des
dreidimensionalen euklidischen Punktraumes E ein. Der Bereich R; wird als Momentankon-
guration bezeichnet. Die Kon guration, die der Korper zur feste n Zeit t = 0 besitzt, wird
Referenzkon guration, Rg genannt. Es wird damit nicht zwischen einer Referenz- und ener
Anfangskon guration unterschieden. Da materielle Teilchen Uber ihre Position zu einem be-
stimmten Zeitpunkt referenziert werden, werden die Bezeichnungen “Teilchen” und “Punkt” als
gleichberechtigt behandelt.

Zur Beschreibung von Materialien mit Substruktur wird an jedem Punkt des Korpers ein
Mikrokontinuum angeheftet, siehe ERINGEN[22], E RINGEN UNd SuHusi [25]. Die Kon guration,
die ein Mikrokontinuum zum Zeitpunkt t und t = 0 einnimmt, wird mit Rtound Rg bezeichnet.

Die materiellen Teilchen der Makro- und der Mikrokontinua besitzen zum Zeitpunkt t die
Ortsvektorenx und ' . In der Referenzkon guration nehmen die Teilchen jeweils die Positionen
Xund ein. Man denkt sich die Ortsvektoren eines Mikrokontinuums*' bzw. stets an einem
materiellen Teilchen x bzw. X des Makrokontinuums angeheftet. Dabei besteht eine allgemeine
Abhangigkeit, die durch die Funktionen

x
1

x(X,1), (2.1)
=t (X 1) (2.2)
ausgedruckt werden kann. Die Abbildung (2.1) wird als Makrobewegung, die Abbildung (2.2)

als Mikrobewegung bezeichnet. Der makroskopische Verschiebunggktor ist de niert als die
Differenz

u=u(Xt)=x X (2.3)

1



Deformationsmal3e lassen sich tber die De nitionsgleichungen
F:.= und (2.4)

R:=

®|eQ(®

(2.5)

einfihren. Die Grol3e F bezeichnet den klassischen Deformationsgradientenﬁ bezeichnet den
Tensor einer Mikrorotation. FUr den Deformationsgradienten existiert eine polare Zerlegung:

F= RU= VR (2.6)

Die TensorenR und R stellertjegleils eigentlich orthogonale Abbildungen dar, so dassR * = RT,

R'= ﬁT und detR = det R = 1. Die als Strecktensoren bezeichneten GroRRerJ und V

besitzen die Eigenschaft der Symmetrie,U = UT und V = VT, und sind positiv de nit. Der
Deformationsgradient besitzt eine weitere Zerlegung

F= RU= VR, (2.7)

wobei mikropolare Strecktensoren anhand der De nitionen
U:=R'F, (2.8)
V= FR' (2.9)

explizit eingefuhrt werden kénnen, siehe hierzu auch ERingeN und KaraDAR[24]. Die Tensoren
U und V sind im Gegensatz zu klassischen Strecktensoren im Allgemeen nicht symmetrisch.
Die Deformationsmalfie besitzen die Eigenschaften

dx = F[dX], (2.10)
' =R[ ]. (2.11)

Gleichung (2.10) druckt die Eigenschaft des Deformationsgralienten aus, ein materielles Linien
element dX aus der Referenzkon guration in einen Vektor dx der Momentankon guration zu
uberfihren. Die Mikrorotation stellt genau wie der Deformationsg radient ein Zweipunktten-
sorfeld mit der Eigenschaft dar, einen Vektor aus der Referenzkon guration in einen Vektor

der Momentankon guration ' zu Uberfihren, Gleichung (2.11). Die Mikrorotation beschreibt

demnach eine unabhangige Starrkorperrotation, die an jedem Teichen des Makrokontinuums
angeheftet ist.

Aus Gleichung (2.10) lasst sich die Transformationsvorschrit zwischen makroskopischen Vo-
lumenelementen der Referenzkon guration dV und Momentankon guration dv herleiten. Mit
der De nition J := det(F) erhéalt man eine kompakte Darstellung in Form der Transformations-
beziehung

dv=JdV. (2.12)

Die Transformation von vektoriellen Flachenelementen da und dA zwischen Momentan- und
Referenzkon guration des Makrokontinuums ist als Formel von Nanson bekannt,

da= JFldA. (2.13)
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Wird nur der Betrag von Flachenelementen betrachtet, so ergibtsich mit der De nition
ji= JKFTL[N] k (2.14)
eine Transformationbeziehung in der Darstellung
da=jdA. (2.15)

Der Vektor N stellt einen Normalenvektor in der Referenzkon guration dar. A us physikalischen
Griunden sind nur Werte J> 0 und j > 0 sinnvoll. Mikrokontinua lassen sich ebenfalls Volumen
VP und v° bezuglich der Kon gurationen R3 und R? zuweigeng Analog der makroskopischen

Transformationsbeziehung (2.12) gilt mit der Bedingung det R = 1 der Zusammenhang

V=V  und  dv°= dV® (2.16)

VerzerrungsmalRe

Fur die Entwicklung geeigneter Verzerrungsmal3e in Makro- und Mikrokontinuum fihrt man
zunachst beliebige VektorendX und ; mit i = 0,1,2 in den Referenzkon gurationen ein. Es
werden die Eigenschaften (2.10) und (2.11) benutzt:

dx= F[dX], ';=R ;. (2.17)

Man erhalt auf die Momentankon gurationen transformierte Vekt oren dx und ' ;. Nachfolgend
wird die einfache Schreibweise und' 4, ' verwendet. Anderungen, die die Vektoren
aufgrund einer Makro- und Mikrodeformation erfahren, lassen sich durch skalare Differenz-
malde erfassen. In Analogie zu @amMENOUDIS[27] fUhrt man zwei skalare Differenzen tber die

De nitionen

="' dXx dX, (2.18)
c:="' 4 grad ,[dx] 1 Grad ,[dX] (2.19)

ein. Nach einer Gleichungsumformung unter Berlcksichtigurg der Transformationsbeziehun-
gen (2.17) erhalt man aus den De nitionsgleichungen (2.18) u nd (2.19) die Ausdricke

e S _

= U 1 [dX]="' 1 V  [dx], (2.20)
, _ E _
_ @R @R _

c= 1 RT@ 2 A=y o R' ', [dx], (2.21)

wobei noch die De nitionen (2.8) und (2.9) bertcksichtigt wurden . Anhand der Gleichungen
(2.20) und (2.21) lassen sich mikropolare Verzerrungs- und Krimmungsmalf3e sowohl in der
Referenz- als auch in der Momentankon guration einfiihren:

“=U 1, (2.22)

=1 V1, (2.23)
K :=R' % (2.24)
K := % R (2.25)
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In den allermeisten Fallen werden die Grol3en bezuglich der Refeenzkon guration mit einer
Tilde gekennzeichnet, so dass” und K die mikropolaren Verzerrungs- und KrimmungsmaRe
auf der Referenzkon guration Ry darstellen. In Bezug zu kartesischen Koordinaten kann
gezeigt werden, dass die mikropolare KrimmungK bzw. K sowohl in Referenz- als auch in
Momentankon guration bezuglich der ersten beiden Indizes antisymmetrisch ist. Diese Eigen-
schaft kann man ausnutzen, indem aus den Tensoren dritter Stfe zweistu ge axiale Tensoren
gebildet werden,

"k K it (2.26)

I
RPN

= Euiij kjl - (227)

Mit den De nitionen (2.22) bis (2.27) und dem Kreuzprodukt in de r Darstellung (1.14) lassen
sich die skalaren Differenzen nach langerer Rechnung durchdie Gleichungen

= ' [dx]=  "[dX] u€n~d & (2.28)

c="1 K "o [d]= 4, K 5 [dX] (2.29)

ausdrucken. Es kann gezeigt werden, dass eine Transformatiomer Verzerrungen und Kriim-
mungen zwischen Referenz- und Momentankon guration auf die Beziehungen

1 und (2.30)
KF 1 (2.31)

I
Al Al

K

fuhrt. Aus den verwendeten Zweipunkttensoren in den Vektortransformationen (2.17) und der
De nition der skalaren Differenz . ergibt sich ebenfalls das Transformationsverhalten der
dreistu gen Krimmungstensoren. In einer Darstellung unter Verwendung des linearen Oper-
ators (1.20) erhalt man den Zusammenhang

~

K=L RRF * K . (2.32)

Die Transformationbeziehung (2.32) liefert auf beiden Kon gura tionen Ry, R; Krimmungs-
malie, die echte Gradienten enthalten. Man bezeichnet dabei Opeatoren grad und Grad, die
ein Transformationsverhalten

gradb = Gradb F ! (2.33)

aufweisen als echte Gradienten. Der Operator grad stellt dem@ach einen echten Gradienten der
Momentankon guration dar. Der Operator Grad bezeichnet in Gleichung (2.33) einen echten
Gradienten auf der Referenzkon guration. Die Gro6l3e b ist ein beliebiger Vektor. Im Unterschied
zu echten Gradienten lasst sich anhand einer inkompatiblen, bkalen Deformation , vgl. NoLL
[62] und G rRammENOUDISUNd TsAkMAKIS[32], ein relativer Gradient de nieren,

r b= Gradb L (2.34)
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In mikropolaren Theorien stellt zum Beispiel der Tensor der Mikrorotation eine lokale Defor-
mation dar, so dass aus einer Transformationgleichungr gb := Gradb R ein relativer Gradient
auf der Momentankon guration hervorgeht. In friheren Arbeiten, siehe GRamMMENOUDIS [27]
und Makripis [58], wurde ein Operator fur die Transformation eines mikropolare n Krim-

mungsmaRes verwendet, der sich vonL R,R,F' ' in Gleichung (2.32) unterscheidet. In

GrRAMMENOUDIS [27] wird von einem Krimmungsmald ausgegangen, dass in der Re¢renzkon-
guration einen echten Gradienten enthalt. Die push-forwardTransformation wird dann mit
einem Operator

€ S’ —

K =L RRR K (2.35)

durchgefuhrt. Der Operator in (2.35) fihrt auf eine Krimmung K , die nun mit einem relativen
Gradienten in der Momentankon guration gebildet wird. Der umge kehrte Fall wird in M AkRrIDIS
[58] untersucht. Hier wird ein echter Gradient bei der Einfih rung des Krimmungsmalfies in der
Momentankon guration verwendet und tber die Transformation

K =L R,R,R [K] (2.36)

auf eine Krummung in der Referenzkon guration zurtckgefiihrt . Dabei entsteht ein Kriim-
mungsmal K , dass nun in der Referenzkon guration R  einen relativen Gradienten enthalt.

2.1.2 Geschwindigkeiten

Die Geschwindigkeit eines makroskopischen Punktes ist de nert als die materielle Zeitableitung
der Bewegung,

dx (X, 1)
X .=
dt

= V(X 1) = v(x,1) (2.37)

In De nition (2.37) bezeichnet V den Geschwindigkeitsvektor in Lagrange'scher undv in
EuLerscher Darstellung. Eine Zeitableitung des Deformationsgradenten liefert zunachst die
Gleichungen

F= g =
@
Die Ortsableitung des Geschwindigkeitsvektor in Gleichung (238) wird als Geschwindigkeits-
gradient L bezeichnet,

(2.38)

)

@
L= —. 2.39
& (2.39)

Aus der zeitlichen Ableitung (2.38) zusammen mit De nition (2 .39) ergibt sich sofort

L=FF % (2.40)
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Wenn man auf Gleichung (2.10) zurlckgreift, dann kann gezeigt werden, dass der Geschwindigkeits-
gradient die Anderungsrate eines Linienelementes auf das inienelement selbst zuruickfiihrt,

(dx) = L[dx], (2.41)

wobei fiir Linienelemente eine ibliche Notation verwendet wird. B ei der Untersuchung der An-
derungsrate mikroskopischer Rotationsbewegungen geht man von &ichung (2.11) aus, bilden
die materielle Zeitableitung und erhalt den Zusammenhang

C=R[ ]. (2.42)

Der Vektor der Referenzkon guration lasst sich durch eine RiucKransformation = R
ersetzen. Es ist sinnvoll, analog zu Gleichung (2.40) tber die & nition

= RR' (2.43)
einen mikroskopischen Spintensor einzufihren. Es kann gezeigt werden, dass der Spintensor
antisymmetrisch ist, so dass = T gilt. Damit lasst sich dem Spin  ein axialer Vektor !
zuordnen,

I = axi( ), (2.44)

wobei ! eine mikroskopische Winkelgeschwindigkeit angibt. Aus De nition (2.43) ergibt sich
die Eigenschaft des mikropolaren Spintensors, einem beliebigervektor ' der Momentankon -
guration seine Anderungsrate

= (2.45)

zuzuordnen.

Objektive Geschwindigkeiten

Es wird gefordert, dass die Raten einer Deformation von Beobachtar unabhangig sein sollen.
Geschwindigkeitsmalle, die diese Bedingung erfillen, werde als objektiv bezeichnet. Man
kann zeigen, dass forminvariante Darstellungen von und . auf objektive Ableitungen von
mikropolaren Verzerrungs- und Krimmungsmal3en fuhren (siehe zB. HaupTund TsakmMAKIS[37]

und [38]). Insbesondere gilt

- dx. (2.46)

c= ' ;( ', [dx], (2.47)

wobei objektive Verzerrungs- und Krimmungsgeschwindigkeitenanhand der Gleichungen

L=+ L und (2.48)
i

K:=K+KL K (2.49)
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de niert werden. Mit den De nitionen (2.48), (2.49) und den z eitlichen Ableitungen der Glei-

chungen (2.30), (2.31) lassen sich die push-forwardTransformationen der Verzerrungs- und

Krimmungsgeschwindigkeiten bestimmen,
i

~

pu)l

1 (2.50)
KF 1 (2.51)

pul

i
K=

Eine zeitliche Ableitung der mikropolaren Zerlegung des Deformationsgradienten, Gleichung
(2.7), fihrt zusammen mit den Gleichungen (2.50) und (2.40) auf die Zerlegung des Geschwindigkeits-
gradienten

L= + (252)
wobei man beriicksichtigt, dass™ = U gilt. Der Geschwindigkeitsgradient spaltet sich nach

Gleichung (2.52) additiv in eine objektive mikropolare Verzerr ungsgeschwindigkeit und einen
mikropolaren Spin auf.

2.1.3 Elastoplastische Zerlegung der Deformation

Im Fall von groRen Deformationen ist ein Ublicher Ansatz, den Deformationsgradienten in
elastische und plastische Deformationsanteile multiplikativ zu zerlegen (siehe z.B. KRONER[48],
Leeund Liu [52] and L ee[51]),

F=F.Fp. (2.53)
Zerlegung 2.53 ist gleichbedeutend mit der Einfiihrung einer Zwischenkon guration K. Wenn

der Vektor d% ein Linienelement in der Zwischenkon guration darstellt, da nn besitzen die De-
formationsanteile F, und F, die Eigenschaften

d& = Fy[dX],  dx= F[d&]. (2.54)

Der plastische DeformationsgradientF, transformiert demnach ein Linienelement aus der Re-
ferenzkon guration in ein entsprechendes Element in der Zwischenkon guration. Der elas-
tische Anteil F, transformiert Linienelemente aus der Zwischen- in die Momentankon gura-
tion. Aus den Transformationseigenschaften (2.54) wird deutlich, dass sowohl das plastische
als auch elastische Deformationsmal3 beztiglich einer Zwischekon guration Zweipunkttensor-
felder darstellen.

Es wird darliber hinaus gefordert, dass transformierte Volumendemente stets positiv bleiben,
so gasgdet F, > 0 gilt. Mit der Bedingung det (F) > 0 folgt sofort auch die Einschrankung
det F, > 0.

In Analogie zu der polaren Zerlegung der Gesamtdeformation, Gléchung (2.6), lassen sich
elastische und plastische Deformationsanteile zerlegen in

F.= R,Us= V.R, und (2.55)
Fo= Ry U, = V, Ry, (2.56)
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In Gleichungen (2.55) und (2.56) stellen die Feldgréfien R, und R, eigentlich orthogonale Ten-
soren dar. Wie im Fall der polaren Zerlegung des gesamten Deforrationsgradienten besitzen die
StrecktensorenU,, Ug, V,, und V, die Eigenschaft der Symmetrie und sind positiv de nit. Wird
die Zerlegung (2.53) zeitlich abgeleitet, so folgt unmittelba r, dass sich der Geschwindigkeitsgra-
dient additiv aus elastoplastischen Anteilen zusammenset so dass

L= Le+ Foly Fe 1, (2.57)
mit den De nitionen
Lei= Fe Fo ™, (2.58)
€ S,
Lo=F, F, . (2.59)

Es wird SteiNmANN [74] gefolgt, indem der Ansatz einer multiplikativen Zerleg ung auch fur die
Mikrorotation verwendet wird:

R= R.R,. (2.60)

Elastische und plastische mikroskopische Rotationstensoren welen dabei mit R, und ﬁp be-
zeichnet. Auch die elastoplastischen Anteile in Gleichung 2.60) stellen in Verbindung mit einer
Zwischenkon guration Zweipunkttensoren dar. Man kann somit ne ben einem Linienelementd®
weitere Vektoren*; mit i = 0,1, 2 in der Zwischenkon guration einfiihren und die Transforma-
tioneigenschaft der elastischen und plastischen mikropolare Rotation zusammenfassen:
“"i=R, i, 'i=Rg " . (2.61)
Far ", wird im Folgenden kurz * geschrieben. Eine Aufteilung in elastische und plastische

Rotationsanteile wirkt sich auch auf die Zusammensetzung desmikropolaren Spins aus. Mit
den De nitionen

€8
e = Re Re_, (2.62)
_€_ St
"= R, Ry (2.63)
ergibt sich die Gleichung
_ E_S;
= +R"p Re (2.64)

die eine ahnliche Struktur wie die additiven Zerlegung des Geschwindigkeitsgradienten in Glei-
chung (2.57) besitzt.

Eine “mikropolare Zerlegung” der Gesamtdeformation wurde in Gleichung (2.7) bereits einge-
fuhrt. Man erweitert diesen Ansatz auch auf jeweils elastiche und plastische Anteile, F, und
F,. Daraus ergibt sich eine Einflhrung elastischer und plastisher mikropolarer Strecktensoren
in den Gleichungen

.R. und (2.65)
oRo, (2.66)

< <l

ege
pUp =
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bzw. explizit durch die De nitionen

_ €E_S;
U= R, Fp . auf R, (2.67)
_ E_S; _ €_S;
Ue:= Re Fo Vo= Fy Ry auf R, (2.68)
_ €_S;
Vei= Fe Re auf Ry. (2.69)

Es sollen nun auch auf der Zwischenkon guration Mal3e der Verzerungen und Krimmungen
bereitgestellt werden. Dafur drickt man die skalaren Differenzen (2.18) und (2.19) durch

Grolien der Zwischenkon guration aus, _
_ €_5S
=~ U, V, ' [dg], (2.70)
n _T . I — 0
c= " RorgRetr g Ry Ry ", [df]. (2.71)

Dabei stellt r Ro einen relativen Gradienten, de niert durch r g b := Gradob ﬁ;, dar. Uber die
Klammerausdriicke in diesen Gleichungen lassen sich die Denitionsgleichungen der Verzerrun-

gen und Krimmungen auf der Zwischenkon guration gewinnen,
_ €_5S
r=U, Y, 2.72)

=T = = =T
K :=R.rgRe+rgR R, (2.73)
Der dreistu ge Tensor K besitzt &hnliche anti-symmetrische Eigenschaften wie die €nsorenK

und K und kann damit durch einen zweistu gen axialen Tensor R ausgedriickt werden (siehe
dazu das analoge Vorgehen in den Arbeiten GaMMENOUDIS[27] und M AKRIDIS [58]):

R ist axialer Tensor zuK . (2.74)
Die skalare Differenz (2.71) kann damit auch durch Gleichung
c=" RO, [dR] (2.75)

ausgedruckt werden. Mit den De nitionen (2.72) und (2.73), (  2.74) stehen die Gleichungen der
push-forwardTransformationen aus der Referenzkon guration auf die Zwischenkon guration
fest,

A= R, F (2.76)
R=R,KF" (2.77)
Anhand der zeitlichen Ableitungen der skalaren Differenzen bezlglich der Zwischenkon gu-
ration, Gleichungen (2.70) und (2.71) bzw. (2.75), kbnnen die obj ektiven Verzerrungs- und

Krimmungsgeschwindigkeiten

i
A -

AT IEAN M (2.78)
i

R:=R+RLt "R (2.79)

de niert werden. Damit konnen die Transformationsbeziehungen der objektiven Geschwindigkeiten
zusammengefasst werden:

P T
A= R, Fpl =R, F, (2.80)
o L
R=R,KF,'= R K F, (2.81)
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Inkompatible mikropolare Plastizitat, Zerlegung des plastischen
Geschwindigkeitsgradienten

Die Zerlegung des GeschwindigkeitsgradientenL besitzt auf der Momentankon guration eine

besonders einfache Darstellung in Form der Gleichung (2.52). E soll untersucht werden, ob
ein solch einfacher Zusammenhang auch fur den plastischen Ateil ﬁp hergeleitet werden kann.
Man beginnt bei den multiplikativen Zerlegungen (2.53) und (2 .60) und fihrt elastische und
plastische Differenzmalie

e.= dx " dx,
P.=n dx dX,

', ograd ,[dx] ", "",[dR], (2.82)
N PN, [dR] . Grad ,[dX] (2.83)

OT oo

ein, wobei eine additive Zerlegung der Differenzmal3e

= ®+ P (2.84)

= ot P (2.85)
angenommen wird. In den Gleichungen (2.82) und (2.83) stellt der Operator " eine relative
kovariante Ableitung dar, siehe GRAMMENOUDISUNd TsAKMAKIS[32].

Anders als im Falle des relativen Gradienten verlangt die Denition von relativen kovarianten
Ableitungen keinerlei Erfullung von Kompatibilitdts- bzw Integ rabilitaétsbedingungen. Da mit
relativen kovarianten Ableitungen gearbeitet werden soll, wird im Folgenden von einer inkom-
patiblen mikropolaren Plastizitat  geredet.

Man geht nach bekanntem Muster vor, wobei in den Gleichungen (2.8) und (2.83) die
Vektoren anhand der Transformationsbeziehungen (2.54) und (2.61) ersetzt werden. Damit
kann man die elastischen und plastischen mikropolaren Verzerungs- und Krimmungstensoren
de nieren,

“oi= U, Le "= U U, auf Rpg, (2.86)
ASEE VAR A= Uy Lo auf K, (2.87)
o= Ve V, =1 v, auf R, (2.88)
und es gilt
P=K, 2,d§t_= Ko " d8 =K, ', dx (2.89)
=Ko 1, 20Xk =K " "d& =K ' g, ,dx . (2.90)

Wie in GRammeNouDis und Tsakmakis [28] dargestellt, fihren multiplikative Zerlegungen bei
groRen Deformationen auf eine additive Zerlegung der Verzerrungen und Krimmungen:

N = N N
= e+

N (2.91)
R= R.+ R, (2.92)
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Gleichungen der Form (2.91) und (2.92) stellen in der mikropola ren Plastizitat bei kleinen
Deformationen meist den Ausgangspunkt dar, um die Gesamtvererrung in elastische und plas-
tische Anteile aufzuteilen. Bei der Gewinnung von objektiven dastoplastischen Geschwindigkeiten
geht man von den pull-back-Transformationen

€_

~

. €5
- A _
R, "oFon Ko= R, RiF, (2.93)

5=
€S . €_S;
e= R, "eFp  Ke= R, R (2.94)

aus, wobei auch beziiglich objektiver Geschwindigkeiten ein anabges Transformationsverhalten
vorausgesetzt wird. Werden die Gleichungen (2.93), (2.94) zeitlich abgeleitet, dann kdnnen
nach einer Umstellung die elastoplastischen Verzerrungs- nd Krimmungsgeschwindigkeiten
anhand der De nitionen

>
I

I,p: T A L (2.95)
A (2.96)
rép =Ko+ KL, MR, (2.97)
riie: Re+ Ry "R, (2.98)

eingefihrt werden. Uber die Gleichungen (2.91) und (2.92) er halt man die Zerlegung der
objektiven Verzerrungs- und Krimmungsgeschwindigkeiten inelastische und plastische Anteile

i i
A= A+ Ap’ (2.99)
i

R= R+ Ikp . (2.100)

Damit stehen alle Gleichungen zur Verfiigung, um die Zusammasetzung des plastischen
Geschwindigkeitsgradienten ﬁp zu ermitteln. Wird die erste Gleichung in (2.66) nach der

~

Zeit differenziert und von der Identitat ™, = Up gebraucht gemacht, dann folgt die einfache
Beziehung
i
L=+ ") (2.101)
Ein Sonderfall ergibt sich, wenn gefordert wird, dass der Tensorder plastischen Verzerrungs-
geschwindigkeit symmetrisch ist. Man zerlegt den plastistien Geschwindigkeitsgradienten ﬁp
in einen symmetrischen Dp und antisymmetrischen Anteil Wp

L,=D,+ W,. (2.102)
Fur den genannten Sonderfall ergibt sich dann der Zusammenhag
i T
Wo=", mit ~= ", (2.103)

Der Spin " » der Mikroelemente ist demnach gleich der makroskopischen platischen Wirbelgeschwindigl

W

p
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2.2 Kontaktkinematik

Um die geometrischen Beziehungen eines mikropolaren Kontaktpoblems herzuleiten, geht man
von zwei Korpern aus, die sich unabhangig von einander im Raum bewgen. Es ist Ublich,
einen der Korper alsmasterKorper, den anderen alsslaveKérper zu bezeichnen, siehe vor allem
HALLQuIsT [36], W RIGGERS[85], S cHERF[69] und L Aursen[50]. Eine solche Hierarchie folgt
zunéchst aus einer willkirlichen Einteilung. In der aktuellen Kon guration werden die von
den Korpern eingenommenen Raumbereiche mitR " und R ? symbolisiert. Fir die Rander der
Korper werden die Symbole @R " und @R verwenden. In der Referenzkon guration wird
dementsprechend die NotationenR ' und R 3, sowie @R ' und @R § benutzt. Die Voraussetz-
ung fur einen moglichen Kontakt der Korper ist nur dann gegeben, wenn auf beiden Kdrpern
freie Ober &chen existieren. Hierflr ist es zweckmaliig, festgelegte Randbereich der Kérper als
potentielle Kontakt &chen zu de nieren. Bei der Notation folgt m an Laursen[50] und wahlt
fur einen solchen Kontaktrand desmaster und slaveKorpers die Bezeichnungen ™, Sund ™,

S in Momentan- und Referenzkon guration.

Eine Erweiterung des klassischen Kontaktes besteht darin, d& an den Punkten beider Kon-
takt &chen Mikrokontinua angeheftet sind und diese bei Kontakt interagieren kénnen.

In Zusammenhang mit der Modellierung von Verschlei3 und Abrieb existieren Theorien, bei
denen sich Teilchen frei in der Kontaktschicht bewegen bzw. roteren durfen und somit nicht
den Koérperrandern angehoren, siehe Zntrowics[91], [92] und [93].

2.2.1 Makroskopische Kontaktkinematik

Seien

xM=x"(xX"t), xm2 M XmM2 ™ (2.104)
XS= xS ), x52 S, X2 S, (2.105)

die Bewegungsgleichungen fur die makroskopischen Kontaktpukte.

Kontaktzustdnde werden anhand von relativen Bewegungen zwishen den Kontakt &chen
erfasst. Als Bezugssystem fir eine Beschreibung relativer é&@vegungen wird die master
Kontakt &che verwendet. Man benetzt hierfir die masterFlache mit konvektiven Koordi-
naten . Der Ortsvektor der Flachenteilchen X™ kann somit anhand der Koordinaten
parametrisiert werden,

XM= X"( ), =1.2. (2.106)

Die Bewegung der Flachenpunkte auf der Ober &che |, ist dann gegeben durch Einsetzen von
(2.106) in die Bewegungsgleichung (2.104),

XM= x"(X"( ), t)=x"( ,1). (2.107)
Zwei beliebige Punkte der master und slaveOber achen lassen sich tber einen Differenzvektor

d=d(x%xm):=x% x" (2.108)
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Abbildung 2.1: Bewegungen und Abstandsvektor der Kontakt &chen

in Beziehung setzen, siehe Bild 2.1. Der Vektord wird als Abstandsvektor bezeichnet. Um
den Kontaktzustand an einem Punkt der Kontakt &che vollstandig zu charakterisieren, muss
zuerst gepruft werden, ob an diesem Punkt Kontakt herrscht. Eswird hierbei eine unilaterale

Prifung verwendet, indem man abhangig von einem Punkt derslaveFlache x® die Absténde zu
den Punkten der masterKontakt achen ermittelt. Fur den Abstand zwischen zwei beliebigen
Punkten gilt,

kdk= kx® x™( ,t)k. (2.109)

Kontakt kann nur an Punktenpaaren entstehen, die minimalen Abstand besitzen. Die notwendige
Bedingung flr einen minimalen Abstand zwischenmaster und slavePunkt ist dann erfillt, wenn
die Ableitung des Abstandes bezuglich der Flachenkoordinaten d@ Gleichung

@kdk
Q@ _

=0 (2.110)

fur einen festgehaltenen Punkt x* erfillt (siehe z.B. WRIGGERS[85]). Man setzt voraus, dass
die Kontakt ache ™ ausreichend gro3 gewahlt wurde und keine Kanten besitzt oder dau

aquivalent, dass mindestens ein Punkix™ existiert, an dem die Ableitung des Abstandes ver-
schwindet. Die Bedingung (2.110) stellt die Bestimmungsgleichung fir die Koordinaten  des
Punktesx™ dar, der den kleinsten Abstand zu Punktx® besitzt. Wird Bedingung (2.110) unter

Bertcksichtigung von Gleichung (2.109) ausgewertet, dann ehélt man zunachst die Gleichung
(Projektionsvorschrift )

@kdk X X & = 0. (2.111)
@ _ kx> x™( )k @ .
Seien
= () (2.112)
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Abbildung 2.2: Kontaktpunkt und Kontaktnormale

die Werte der konvektiven Koordinaten des Punktesx™, an denen die Gleichung (2.111) er-
fallt ist. Wird (2.112) in die Bewegungsgleichung (2.107) e ingesetzt, dann erhélt man den
Positionsvektor des Kontakt- bzw. Projektionspunktesx zum Zeitpunkt t:
X = xm€ IS= x™ (X5, t) (2.113)
: e @ 1), :
X:= X" : (2.114)

Fir eindeutige  stellt Gleichung (2.113) eine nicht-materielle Bewegungsgleichung einer Pro-
jektion des Punktes derslaveFlache auf die masterFlache dar. Die Eindeutigkeit dieser Abbil-
dung wurde z.B. in CurNIER, HE und KLARBRING[17] untersucht. Die partiellen Ableitungen in
der Gleichung (2.111) lassen sich geometrisch als Tangentevektoren an der Position  deuten.
Man fuhrt hierflr die Bezeichnung

@(m
a = — 2.115
@ _ ( )
ein. Senkrecht auf beiden Vektorena , = 1,2, steht die Normale n an die masterFlache ™,
% (x,1) (2.116)
n:= ——— = n(x,t), )
ka; ayk

siehe Bild 2.2. Mit Hilfe der Projektion von x* x auf n bildet man eine neue Abstandsfunktion
S x) n. (2.117)

Der Abstand g kann positive wie negative Werte annehmen oder veschwinden.
Bei der Diskussion des thermomechanischen Kontaktes zwischemwei Korpern wird in der
Regel zwischen Normal-und Tangentialrichtung unterschieden. Dementsprechend spricht man
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von einem Normal- und einem Tangentialkontakt. Als Normalkontaktzustande werden die Falle
kein Kontakt (g > 0), Beruhrung (g = 0) und Kontakt mit Durchdringung (g 0) bezeich-
net. Aus Erfahrung weif3 man, dass sich Festkorper im Kontaktfdl nicht durchdringen durfen.
Eine solche Einschréankung der Funktion g soll aber erst spéater ifForm eines Materialgesetzes
eingebracht werden.

Wahrend die Geschwindigkeit desslavePunktes durch die materielle Zeitableitung

@(S dXS
vii= — — 2.118
a ( )
gegeben ist, gilt fir die materielle Geschwindigkeiten des azigeordneten masterPunktes
€ S
n. @t (2.119)
vz ——. )
@

Die beiden Vektorenv® und v™ besitzen im Falle von keinem Kontakt unterschiedliche Angriffs-
punkte. Wegen der euklidischen Struktur des Raumes kann manjedoch den Vektor v® zum
Angriffspunkt von v™ parallel verschieben und so die Differenzv® v™ bilden. Dieser Dif-
ferenzvektor lasst sich in Normal- und Tangentialanteile zelegen. Man beginnt hierfir mit der
Identitat

vi vl=n n v¢ V" viovm o+ 1 Ve VT (2.120)

=nn v vV" +(1 n n) v V" (2.121)

entsteht (siehe Aseas[2]). Um den ersten Term auf der rechten Seite zu vereinfachen, bildet
man zunachst die zeitliche Ableitung der Abstandsfunktion (2.117):

g= —=—(x* X) n+(x* x) —. (2.122)
Diese Gleichung lasst sich wiederum vereinfachen, indem asgenutzt wird, dass der Vektor

(x®> x) stets kollinear mit der Normalen n ist, so dass die Beziehung

S

gn=(x> Xx) (2.123)

folgt. Ausn n 1 folgt %(n nN)=n n+n n=0undn n= 0, sodass der zweite Term in
(2.122) identisch verschwindet. Die Anderungsrate von g lasst sich also in Form der Gleichung

g= V> X n (2.124)
angeben. Die Projektionsfunktion x besitzt die Argumente

€ S
x=x" gdo=xMC (X51),1). (2.125)
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Die Geschwindigkeit des Projektionspunktes, die mitx bezeichnet werden soll, erhalt man durch
eine zeitliche Ableitung der Funktion (2.125),
€ S

€
. @" te xy &7
T dt @ @ a

wobei die Terme der rechten Seite der Form nach einer substantiden Ableitung gleichen. Der
erste Term auf der rechten Seite in De nition (2.126) steht im mer tangential zur masterFlache.
Es wird eine Anderungsrate der Projektionskoordinaten

S

(2.126)

@ (X51)
= — 2.127
a ( )
eingefuhrt und die relative tangentiale Geschwindigkeit des Projektionspunktes durch
Vri= o a (2.128)

de niert. Mit dieser De nition entsteht eine vereinfachte D arstellung der nicht materiellen
Geschwindigkeit des Projektionspunktes in Form der Gleichung

Xx=vr+Vvh (2.129)

Die Grol3e vy stellt somit die Differenzgeschwindigkeit von Projektionspunkt und materiellem
Masterpunkt dar. Tangenten- und Normalenvektor stehen immer senkrecht aufeinander, a

n = 0. Zusammen mit (2.124) fuhrt dies auf eine weitere Darstellung der Anderungsrate des
Normalabstandes,

g= v v" n. (2.130)

Nun ist man in der Lage, den ersten Term auf der rechten Seite wn Gleichung (2.121) als den
Normalanteil der Differenzgeschwindigkeit zu identi zier en, so dass

nn ve v" =gn. (2.131)

Dementsprechend liefert der zweite Term auf der rechten Seie von Gleichung (2.121) eine
tangentiale Differenzgeschwindigkeit, fir die die Bezeichnung v gewahlt wird,

v :=(1 n n) v v" . (2.132)
Insgesamt gilt fir die Differenz v¢  v™ in Gleichung (2.121)
vi vM=gn+v. (2.133)

Man merke, dass diese Gleichung fur alle Zustande, d.h. keirKontakt, Berihrung und Durch-
dringung gilt.

Man greift zurtick auf Gleichung (2.129) und stellt fest, dass fur die Relativgeschwindigkeit
vr = x V™ gilt. Auf der anderen Seite erhalt man aus (2.123), dassx = x* (gn) und somit

S m

vr=Vv> v' (gn), (2.134)

=v> v" gn gn. (2.135)

Mit der letzten Gleichung und (2.133) lasst sich die Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten
v und vy angeben:

S m

Vv =Vv> v gn=vy+gn. (2.136)
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2.2.2 Mikroskopischer Kontakt

Wie im Fall innerer Korperpunkte heftet man an jeden makroskopischen Punkt der Kontakt che
ein Mikrokontinuum an. Die Mikrokontinua der Kontakt a&chen werd en als dreidimensionale
Raume aufgefasst, die sich bei Kontakt durchdringen und mitenander wechselwirken kénnen.
Es werden relative Ortsvektoren an makroskopischen Kontaktpunken als Funktionen

PSS S(%(S, ,1).  und (2.137)

S
=" MOX, Lt (2.138)

eingefiihrt und die Vektoren ' und ' ° als Mikrobewegungen innerhalb der master und slave
Kontakt &che bezeichnet. Der Vektor ' stellt dabei die Mikrobewegung am Projektions- bzw.
Kontaktpunkt dar. Man de niert die Gradienten der Mikrobewegu ngen tber

R°= R (X5 1) = , ) (2.139)

R:=R™ Xt = = , 2.140
@ . @ ( )

wobei die GréRen R® und R als Mikrorotationen der slave und masterFlache bezeichnet werden.
Der Projektionsort ist eine Funktion X = X (X3,t), so dass die Mikrobewegung und -deformation
auf der masterFlache auch allgemein als Funktionen

=t (X5 L1, (2.141)
R= R™ (X 1) (2.142)
dargestellt werden kénnen. Es gelten die Transformationseigaschaften
'S=R[ ], (2.143)
' =R[ ], (2.144)
siehe Bild 2.3. Uber die De nition einer skalaren Mikrodiffere nz,
NEN , (2.145)

kann ein Maf fur die relative Mikrorotation hergeleitet werden . Um das skalare Produkt' ' °
bilden zu dirfen, denkt man sich den Angriffspunkt des Vektors' von x nach x* verschoben.
Dies ist im Euklidischen Raum immer mdglich. Auf diese Weise &llt ' ' ° ein inneres Produkt
in dem Tangentialvektorraum des Punktesx® dar. In diesem Sinne wird auch von einer Momen-
tankon guration  ®° geredet. Auch soll als inneres Produkt in dem Tangentialvektorraum
des PunktesX® verstanden werden, so dass man sinngemalf von einer Referenok guration  °

spricht. Es folgt, dassﬁ(xs, t) in Gleichung (2.144) als Zweipunkttensor von der Referenzkon-
guration ° auf die Momentankon guration  ° zu verstehen ist. De nition (2.145) lasst sich
somit bezuglich der Referenz- und Momentankon guration darstellen:

r= R'R° 1], (2.146)

I

= 1 RR 'S (2.147)
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Abbildung 2.3: Mikroskopische Kontaktkinematik

Der Klammerausdruck in Gleichung (2.146) stellt damit das Mal3 einer rotatorischen Differenz
in der Referenzkon guration ® dar. Als Bezeichnung wird

G:=R'R 1=3G6(X1) (2.148)

gewahlt, wobei das DifferenzmaR im Allgemeinen eine Funktion G = G(X5,1) darstellt. Wenn
man das skalare Maf in De nition (2.145) beziiglich der Momentan kon guration ° auswertet,
dann kann eine mikrorotatorische Differenz mit G= G(x%t) Uber eine Gleichung

€ &
G=1 R R (2.149)

eingefuhrt werden. Aus den De nitionen (2.148) und (2.149) e rhalt man das Transformations-
gesetz der mikroskopischen Rotationsdifferenz zwischen Momerdn- und Referenzkon guration
der slaveFlache,

G=R'GR’. (2.150)

Uber die Zeitableitung des skalaren Mafes, Gleichung (2.145),und den De nitionen mikropo-
larer Spintensoren

S:=R° R, (2.151)
= RR, (2.152)
fihrt man in der Momentankon guration  ° eine objektive Geschwindigkeit

i
G=G+G 5 G (2.153)
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ein. Aus dieser De nition und einer Zeitableitung von Gleichun g (2.150) ergibt sich dann das
pull-back-Transformationsgesetz der Geschwindigkeit in Form der Gleibung

- I
G=R' GR. (2.154)

Wenn von De nition (2.148) ausgegangen und die Zeitableitung g ebildet wird und zudem

I
(2.154) berucksichtigt wird, dann lasst sich die objektive Geschwindigkeit G auch durch die
mikropolaren Spintensoren ausdriicken,

i
G= S . (2.155)

i
Daraus folgt, dass die objektive DifferenzgeschwindigkeitG wie die Spintensoren °und die
|

Eigenschaft der Antisymmetrie besitzt. Man kann somit der Geshwindigkeit G bezuglich der
Momentankon gurationen einen axialen Vektor ! = ! (x%1t) zuordnen:
i
' =axl G =1°% | (2.156)

€ S
mit ! 5= axl( S)und! = axl
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3 Thermodynamik

In diesem Kapitel wird die Kinematik benutzt, um energetische Gro3en einzufiihren. Bei Kon-
taktproblemen setzt sich der gesamte Bereich aus den Teilberehen der master und slaveKorper
zusammen,

R(=RMR & (3.0)
Rg= RM[R 3 (3.2)

Die gesamte Kontakt &che kann ebenfalls in die Einzel &chen beider Kontaktkdrper aufgeteilt
werden

= Mm[ s (3.3)
= M (3.4)

Dementsprechend existieren vereinigte Teilmengen

@Rr= @RR[ @Rz= @RrN [ , (3.5)
@R, = @Rtm[ @RtS: @rR¢n [ (3.6)

bezuglich der Referenz- und Momentankon guration.

Fur die Modellierung thermomechanischer Effekte bei Kontaktvorgangen fugt man im Kon-
taktbereich eine Zwischenschicht ein. Das Materialverhalen dieser Schicht ist im Allgemeinen
nicht von den Materialien der Kontaktkérper abhangig. Es ist tiblich, die Zwischenschicht an die
slaveFlache *® zu binden.

Die Bereiche auf °, die bei Kontakt mit ™ zusammenfallen oder sich durchdringen, wer-
den als effektive (oder auch aktive) Bereiche 2. . bezeichnet. Alle nicht-effektiven (inaktiven)

eff
Bereiche der Kontakt &chen werden mit 3. . bezeichnet. Es gilt

s_ s —s s - _ .
- eff[ eff? eff eff = (3'7)

Eine Darstellung der klassische Thermodynamik kontinuierlicher Systeme ndet sich z.B. bei
TruespeLLund Turin [79]. Allgemeine Lehrbicher sind z.B. HutTeRr [41], Z IEGLER[88] und
CaLLEN [10]. Die Thermodynamik mikropolarer Kontinua wird ausfihrlich in ERINGEN [23]
dargestellt. Aufbauend auf MinpLiN's Vorgehensweise in [60] wird die Herleitung der mikropo-
laren mechanischen Bilanzgleichungen in Gammenoubpisund TsakmAkis[31] angegeben. Ver-
festigungsgesetze und das Postulat vontlusHin werden in GRAMMENouDIsund TsAKMAKIS[28] in
Zusammenhang mit einer mikropolaren Plastizitat grof3er Deformationen diskutiert. Separate
isotrope Verfestigungen in Abhangigkeit mikropolarer Verzerrungen und Krimmungen werden
in GRAMMENouDIsund TsakmAkis[33] untersucht. Eine thermodynamisch konsistente Kontakt-
theorie wird zum Beispiel in LAURSEN[50], [49], W RiGGERS[85] und S cHERF[69] behandelt. Ein
zweidimensionales Kontaktmodell fir mikropolare Materialien w ird in Z HANG, WANG, WRIGGERS
und ScHReFLER[87] beschrieben.
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Massenbilanz

Eine wichtige Zustandsgrol3e, die thermodynamischen Systemerzugeordnet werden kann, ist
die Masse. Im Rahmen einer thermodynamischen Kontinuumstheake ist die Gesamtmasse eines
Systems Uber das Integral einer Massendichte in der Momentan&n guration de niert:

Z Z

M = dm= dv. (3.8)

Die Dichte I&sst sich in mikropolaren Theorien mit einer Dichtefunktion des Mikrokontinuums
in Verbindung bringen. Man de niert zu diesem Zweck makroskopische Massendichten in der
Referenz- und Momentankon guration tber die Gleichungen

1 Z 1 Z
~ e ~0 o 0 4\,0
= dv° und = dv,, 3.9
VO Lo IV Lo (39
t t
wobei ~ = “(X)und = (x,t) sowie %= "X, )und ©°= 0 x,'  t Massendichten

bezuglich Referenz- und Momentankon guration innerhalb Makro- und Mikrokontinua darstel-
len. In der Referenzkon guration &ndern sich die Massendichten zeitlich nicht , so dass™ = 0
und ~%= 0 gelten. Die Massenbilanz oder auch Kontinuitatsgleichung sagaus, dass sich die
Gesamtmasse eines Systems zeitlich nicht andert,

Z Z

M=0,M = dv= ~dV. (3.10)

Die Gesamtmasse der Referenzkon guration ist stets gleich de Gesamtmasse der Momen-
tankon guration. Unter Bertcksichtigung von J= J divv kann gezeigt werden, dass die Bilanz
(3.10) auch eine Darstellung

Z

M = g+ divv dv=0 (3.11)

besitzt. Eine lokale Form dieser Massenbilanz gewinnt man mit Hife des Lokalisationstheorems
(siehe z.B. GurTIN [34], S. 38), so dass an jedem Punkt des Systems die Gleichung
@
—= div v 3.12
a (3.12)

gilt. Wird die Massenbilanz (3.10) bezuglich einer Transformation von Volumenelementen, d.h.
anhand der Gleichung dv = J dV, ausgewertet, dann erhalt man eine alternative Form der
lokalen Massenbilanz,

=] . (3.13)

Es wird gefordert, dass auch die Massen von Mikrokontinua erhalen bleiben. Dies wird durch
Gleichung

~0= 00 (3.14)
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€_
ausgedrickt, Woi%eigon der De nition J%:= det R Gebrauch gemacht wird. Bei mikropolaren
Kontinua gilt det R = 1, so dass man sofort die Identitaten

~0_ O’ ~0—- 0_ 0, (315)

dVP=dv®  \V=\° (3.16)
erhalt. Es wird angenommen, dass sich der Schwerpunkt der Mikostruktur stets an der Stelle

= 0 bzw. ' = 0 be ndet. Wenn von den Gleichungen
1 Z
- ~0 -
= d\°= 0, 3.17
S ~ Vo o ( )
Br
I ° dv=0 (3.18)
S . J VO RP .

der Schwerpunkte gsund' g beziglich der Referenz- und Momentankon guration ausgegan-
gen wird, dann lassen sich Uber eine Zeitableitung die einfacten Beziehungen

z

~0 dvP= o, (3.19)
AR

O dv’=0 (3.20)

0
Ri

gewinnen.

3.1 Erster Hauptsatz und Impulsbilanzen

Dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik liegt die Annahme zugunde, dass Energie eine
ErhaltungsgroRRe ist. Man formuliert hierfur die globale Bilanzg leichung

E+K =L, +0. (3.21)

Diese Gleichung ist Ausdruck des Postulates, dass die zeithe Anderungen von der GroReE,
genannt die innere Energie, und die zeitliche Anderung kinetischer EnergieK mit der Leistung
der aul3eren KrafteL , und der Warme Q im Gleichgewicht stehen.

Um aus der globalen Bilanz (3.21) eine lokale Gleichung zu gewimen, werden die globalen
GrofRen mit lokalen Dichtefunktionen in Verbindung gebracht. Man nimmt an, dass sich die
innere Energie bei Kontaktproblemen aus den Anteilen

Z Z 1
E:= edv+ —e.da (3.22)

", o

zusammensetzt, siehe @en und MARTINS [63]. In Gleichung (3.22) bezeichnet e = e(X,t) die
lokale spezi sche Dichte der inneren Energie innerhalb des Krpers e, = e, (X3 t) stellt eine
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achenverteilte Energiedichte auf dem Kontaktrand dar, siehe ScHerr[69]. Die Anderungsrate
bezuglich der De nition (3.22) gewinnt man, indem zunéchst di e innere EnergieE durch

z Z
E=  ~“edV+ e dAS (3.23)

RRr S

auf der Referenzkon guration ausdrickt. Man bildet die materi ellen Zeitableitungen, wobei
ausgenutzt wird, dass die Referenzkon guration nicht von der Zeit abhéangt,

Z Z
E= “edV+ e dA® (3.24)

RRr s

transformieren zurtick in die Momentankon guration und erhélt d ie globale Anderung der in-
neren Energie in Form der Leistungsterme

z z L
E= edv+ —e.da’. (3.25)
3 s |
In die kinetische Systemenergie gehen makro- und mikroskopishe Bewegungsanteile ein, siehe
GraMMENOUDIsuUNd TsAakMAKIS[31]:
z ( z )

v+ v+ ' dv® dv. (3.26)

1 Z
— 0 ' 0
_Jvo dv’, (3.27)
1 Z
~Z ~0
= " ( ) dVP (3.28)

beziglich der Momentan- und Referenzkon guration zu de nieren . Zwischen den Tensoren in
De nitionen (3.27) und (3.28) gilt damit die Transformationsbe ziehung

ST

R™ R. (3.29)

<-IH

Darlber hinaus lasst sich bezuglich der Momentankon guration ausnutzen, dass der mikrosko-
pische Spin einen axialen Vektor! besitzt. Will man kinetische Energien in Abhangigkeit des
Vektor ! angeben, dann ist es sinnvoll, anstatt des Tensors eine neue Grél3e

= Sp 1 (3.30)
zu verwenden. Physikalisch interpretieren lassen sich diéfensoren und ,~ als mikroskopis-
che Massentragheitsdichten. Aus diesen De nitionen ist sofot ersichtlich, dass age (gel
TragheitsmaRe die Eigenschaft der Symmetrie besitzen, = Tund =( )7, =
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Dariiber hinaus ist eine Mikrotragheit auf der Referenzkon gur ation konstant, so dass~ = 0
gilt. Man kann zeigen, dass der Tragheitstensor mit einem mikroskopischen Eigendrehim-
pulsvektor  verknupft ist, siehe z.B. ERINGEN[23], G RAMMENOUDISUNd TsAkMAKIS[31]:

= [!']. (3.32)

Unter Bertcksichtigung der Gleichungen (3.20), (3.27), (3.30) und (3.31) erhalt man schlief3lich
die kinetische Energie in Form der Gleichung

Y4 V4

1 1
K = — Vv vdv+ = I dv. (3.32)
R, 2 R, 2
t t

Wird die De nition (3.28) bertcksichtigt, dann erhalt die kin etische Energie die Darstellung

Z Z

1 1. -
K= =-"VvVdv+ =" RRdV (3.33)
R 2 R 2
R R

beziglich der Referenzkon guration. Eine Zeitableitung fihrt dann auf die Leistung der kine-
tischen Energie,

Z Z

K = "V Vdv+ " RTRAV. (3.34)
RRr RRr

Anschlie3end liefert eine Rucktransformation die Leistung de kinetischen Energie der Momen-
tankon guration,

Y4 Y4

K = v vdv+ I dv. (3.35)
Ry Ry

Bei der De nition einer Leistung der auf3eren Krafte behandelt man die gesamte Kontakt &che
als eine innere Menge von Flachenpunkten. Eine solche Zuweisog gilt unabhéangig von dem
aktuellen Kontaktzustand, so dass auch bei separierten Korper die Kontakt &che als ein inneres
Material verstanden wird. AuRRere Krafte und Momente dirfen somit an der Kontakt dche nicht

vorgegeben werden. Unter Berticksichtigung der De nition der Flache in (3.3) fuhrt man die

Leistung der aufReren Krafte durch

Z Z Z Z

L= t vda+ t. ! da+ b vdv+ b, ! dv. (3.36)
@?tn @Rtn Rt Rt

ein. Die GrolRent und t. werden als (CaucHYsche-) Spannungsvektoren und Momentenspan-
nungsvektoren bezeichnet. Bei Spannungsvektoren handelt esish um Kréfte, die auf ein Fla-
chenelement bezogen werden. Momentenspannungsvektoren stedin Momente pro Flache dar.
Im Gegensatz dazu stellen die Grof3erb und b, volumenverteilte Krafte und Momente dar, die
an einem Volumenelement im Inneren des Korpers angreifen. In @&n Leistungen der aul3eren
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Krafte kdnnen die Kontaktverhaltnisse wie folgt bertcksichtigt werden. Man ruft sich (3.6) und
(3.3) in Erinnerung und spaltet die Leistungen aller Spannungsvektoren auf,

Z Z Z Z

t vda= t vda+ t° vida’+ t™ v™da™, (3.37)
z T z&" z p

t. ! da= tc ! da+ t3!°da’+ t" 1 Mda™. (3.38)
@t @tn S m

Fur die Krafte und Momente an Punktpaaren (x5, x) vereinbart man zunachst unabhangig vom
Abstand zwischen diesen Punkten, dass das dritte KBwTonsche Gesetz gilt,

t"da"= t>da’, (3.39)
t’ da™ = t3da’. (3.40)

In inaktiven Bereichen der Kontakt &chen gilt de nitionsgem &R t>= t™ = 0 und t3 = tT" = O,
siehe z.B. SHERF[69]. Bezlglich aktiver Bereiche kdnnen insbesondere die Geskbwindigkeits-
und Spinvektoren durch die Ausdriicke

v =v" (3.41)
BUEN (3.42)

ersetzt werden. Die beiden letzten Terme in Gleichungen (3.3%) und (3.38) kdnnen damit unter
Bertcksichtigung von (3.39) und (3.40) zusammengefasst werden:

Z Z Z

t vda= t vda+ t5 v¢ v" da’ (3.43)
z z&" z

t. ! da= te ! da+ t3 (! ° 1) da’ (3.44)
@R+ @R+n s

Man setzt Gleichungen (3.43) und (3.44) in Gleichung (3.36) ein und erhalt die Leistung der
aulReren Kréafte in der Form

Z Z Z Z
L.= t vda+ t. ! da+ b vdv+ b. ! dv
@th @R 7z Rt Rt
t® gn+v da (s 1) da’. (3.45)

S S

In dieser Gleichung wurde die Differenzgeschwindigkeit v¢ v™ durch die Zerlegung (2.133)
ersetzt. Auch im Fall der CaucHYschen Spannungsvektorent® bietet sich eine solche Zerlegung
an, so dass gilt

ts n[t] n n[t]+ 1[t7

n
n n[t+(1 n n)[t7. (3.46)
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Die zweite Gleichung (3.46) legt die De nitionen eines Kontak tdruckes und zur Kontakt ache
tangential gerichteten Spannungsvektoren nahe:

p:= n t° (3.47)
tr:=(1 n n)[t9. (3.48)

Die skalare Grol3ep stellt hierbei den Kontaktdruck dar, fir den nach tblicher Vereinbarung stets
die Bedingung p O gilt. Der Vektor t; bezeichnet den tangentialen Spannungsvektor in der
Kontakt dche. Seine Komponenten lassen sich somit bezlglich detangentialen Basisvektoren
der Kontakt ache darstellen, t = t; a . Der Spannungsvektor kann geman der Gleichung

tS= pn+tg (3.49)

zerlegt werden.
Bei mikropolaren Kontinua gibt es Tensoren T (x,t) und T.(x,t) (siehe z.B. GRAMMENOUDIS
und TsAkmAkis[31]), so dass

T(x,H)[n]= t(x,n,1), (3.50)
Tc(xHIn]= te(x,n,1). (3.51)

Man bezeichnet T als CaucHyschen Spannungstensor undT. als CaucHYsche Koppelspannun-
gen. Unter Berucksichtigung der Gleichungen (3.50), (3.51) erhalt man schlief3lich fir die
Leistung der &uf3eren Krafte:

y4 4 Z Z
L,= div (vT) dv + div ! T, dv+ b vdv+ b, ! dv
Ri ZRt 7 R Ry
+ pgda® tr v da° ! da’. (3.52)

S S

Der letzte Term in der Leistungsbilanz (3.21) beschreibt die Wame, die das System mit seiner
Umgebung austauscht. Dabei setzt sich die Warme aus einem Engie uss Uber die Ober &che
des Systems und einem volumetrischen Leistungseintrag zusamen,

Z Z
Q= gda+ rdv. (3.53)
@R¢= Ri

Die GrolRe g wird als Warme ussdichte bezeichnet und der Skalar r stellt einen Warmeein-
trag aus der Umgebung an inneren Kdrperpunkten dar. Der Warme uss der Kontakt ache soll
explizit miteinbezogen werden. Dafur wird der Fluss tGber die gesamte Ober ache in die Anteile

Z Z Z Z

gda= gda+ qg°da’+ g" da™. (3.54)
@t @Rtn S m

aufgeteilt. Das CaucHYsche Fundamentaltheorem verlangt, dass

q= q n. (3.55)
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Die GroRReq heil3t Warme ussvektor. Wird die Beziehung (3.55) in den Gleic hungen (3.53) und
(3.54) beruicksichtigt, dann erhalt man die gesamte Warmeleistung in Form von Gleichung

Z Z Z z
Q= q nda+ rdv+ @g° n°da’+ g
@Rt Rt S m

m

n™ da™. (3.56)

Wenn die Kérper im Kontaktfall in Beriihrung stehen, dann sind die Flachennormalen des Punkt-
paares(x®,x) in der aktiven Zone antiparallel, n da™ = n® da®, so dass sich Gleichung (3.56)
weiter umformen lasst:
Z Z Z
Q= divg dv + rdv+ (gq° q) n®da’ (3.57)
Rt Rt s

wobei die inaktiven Bereiche der Kontakt &chen als adiabat bet  rachtet werden .

Mit den Ausdriicken fir die zeitliche Anderung der innere Energie und der kinetischen En-
ergie, sowie der Leistung der aul3eren Krafte und der Warmeleitung, Gleichungen (3.25) und
(3.35), sowie (3.52) und (3.57), erhalt man

Z Z Z
edv+ v vdv+ I dv
Rt v Ry Rt
1
+ ercdasz
y ) y z
div (vT) dv + div ! T, dv divg dv
Rt Z RtZ ZRt
+ b vdv+ b, ! dv+ r dv
z z Rt zR Z
+ pgda® tr v da° 2 ! da®+ (g° q) n°da’. (3.58)

Mit Hilfe des Lokalisationstheorems (siehe z.B. GRrTiNn [34], S. 38) lasst sich diese Gleichung
in lokaler Form angeben, wobei die Leistungsbilanz nicht nur fir das gesamte System, sondern
auch fur jeden Teilbereich gilt. Man erhalt dementsprechend zwei lokale Bilanzgleichungen,

et v v+ ! div(vT)+ div ! T. div(q)+ b v+b, ! + o, (3.59)

Tec

J pg tr v t2 ! +(g® q) nd (3.60)

Gleichung (3.59) ist im Inneren der Korper und Gleichung (3.6 0) im aktiven Bereich der Kon-
takt ache gultig.

Die mechanischen Bilanzgleichungen des Impulses und des Bhimpulses lassen sich anhand
der Gleichungen

divT+ b= v, (3.61)
divT .+ b+ ty = (3.62)
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in lokaler Form im Inneren der Korper einfihren. Der CaucHYsche 'Spannungstensor lasst sich
in symmetrische und antisymmetrische TeilspannungenT = Tg+ T, zerlegen. Aus dem anti-
symmetrischen Teil T l&sst sich Gber die De nition

ta:=2axiTa=2axIT (3.63)
ein axialer Vektor gewinnen, so dass
th ! =T (3.64)

gilt, wobei die GroRen ! und  Uber die Operation ! ; = % ik k> bzw. ! = axi( ) in
Beziehung stehen. Nach Einarbeitung der Gleichungen (3.61)und (3.62) in die Gleichungen
(3.59) und (3.60), erhélt man fur die lokalen Leistungsbilanz en

i i
e=T +T,K div(q+ T, (3.65)

1
78T PO tr v t7 ! +(g° g n (3.66)

Im Weiteren geht es darum, Materialgleichungen einzufuhren, die mit allgemeinen Prinzipien
der Kontinuumsmechanik vertraglich sind. Insbesondere wird de stéandige Erfillung des 2.
Hauptsatzes der Thermodynamik in Form einer Entropieproduktionsungleichung verlangt.

3.1.1 Entropiebilanz und zweiter Hauptsatz

Zunachst fuhrt man eine energetische Gro3e, genannt Entropie,ein. Fur eine Form der En-

tropiebilanz in der klassischen Mechanik siehe z.B. @LemaN und NoLL [13]. Die gesamte En-

tropie eines Systems wird mit mit H bezeichnet. Es wird postuliert, dass sich die Anderungsrate
der Entropie, H , aus zwei Anteilen zusammensetzt,

H=N+P, (3.67)

wobei N ein Entropie uss Uber die Systemgrenze undP die Produktion von Entropie im Sys-
tem angeben.

Die gesamte Entropie des Systems setzt man genau wie die innerEnergie aus zwei Anteilen
zusammen,

H = dv+ - .da’ (3.68)

wobei eine spezi sche Entropiedichte im inneren eines Korpers darsellt. . bezeichnet die En-
tropie achendichte auf dem gesamten Kontaktrand. Unter Bertcksichtigung bekannter Trans-
formationseigenschaften gilt fir die Anderungsrate der Entropie in der Momentankon guration
die Gleichung

H = dv+ - .da (3.69)
", ;]
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Mit dieser Gleichung ist der Term auf der linken Seite der Bilanz (3.67) bestimmt. Der erste

Term auf der rechten Seite beschreibt die Entropie, die lUber die §stemgrenze ausgetauscht
wird. Es wird angenommen, dass der Entropie uss von einer Flacten- und einer Volumen-

dichteverteilung gebildet wird,

Z z
r
N := a da+ — dv. (3.70)
@R¢n Ry
wobei = (X,t) die absolute Temperatur darstellt. Der Fluss durch@R ; kann in die Bereiche
Z z zZ Z "
a da= a da+ q_s da®+ q_m da™ (3.71)
@Rt @Rtn S m

aufgeteilt werden. Wird das CaucHYsche Fundamentaltheorem (3.55) mit einbezogen, dann
gilt insgesamt
Z z Z

q r
N = — nda+ —dv+
@R Rt s

S
q_s a n® da’®, (3.72)
wobei °und absolute Temperaturen an Punkten der Kontakt &chen bezeichnen Esiist tiblich,
vektorielle Entropie ussdichten S, S° und S anhand der De nitionen

S:= ﬂ, SS::q— S:= —, (3.73)

einzufuhren, so dass man schliel3lich den globalen Entropie usseines Kontaktproblems erhalt:

Z Z V4 € &

;
N = divSdv + —dv+ S S n®da’. (3.74)
Rt Rt S

Man nimmt an, dass die gesamte Entropieproduktion aus einem volunetrischen Beitrag und aus
einem Anteil der Kontakt dche besteht,

Z Z 1
P = dv+ - .da’ (3.75)
RI SJ

Die Grol3e bezeichnet eine spezi sche Entropieproduktion in R; wahrend . die Produktions-
dichte der Kontakt &che darstellt.

Werden die Gleichungen (3.69), (3.74) und (3.75) in die global e Entropiebilanz (3.67) einge-
setzt, dann lassen sich nach bekannter Argumentation die Glahungen

r
= divS+ —+ , (3.76)

1 1
JT C:(SS Sm) ns+ j_ 1 (3.77)
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gewinnen, wobei Gleichung (3.76) im Korpervolumen gilt und Glei chung (3.77) im aktiven
Bereich der Kontakt ache.

Als zweiten Hauptsatz fir das betrachtete System postuliert nan die Giiltigkeit von den En-
tropieproduktionsungleichungen

0, (3.78)
¢ O. (3.79)

oder in aquivalenter Form
0, = c . O (3.80)

wobei . die absolute Temperatur in der Zwischenschicht des Kontaktbere&ehs bedeutet. Eine
alternative Form der Entropiebilanzen (3.76) und (3.77) erhéal t man, indem mit der absoluten
Temperatur durchmultipliziert und De nitionen (3.80) verw endet wird,

= div(S )+ r+ S grad + , (3.81)
c c= (S S n°+ c (3.82)
Ublicherweise arbeitet man in der Plastizitatstheorie nicht mit inneren Energie sondern mit

der freien Energie. Deswegen wird an dieser Stelle eine fre2 Energiefunktionen tber die Glei-
chungen

ez + (3.83)
6= ot o . (3.84)

eingefuhrt. Zusammen mit diesen Gleichungen arbeitet man de Energiebilanzen (3.65) und
(3.66) in die Gleichungen (3.81) und (3.82) ein und erhalt

i i
=T'+T.K S grad 0, (3.85)

1
c ¢c— P9 tT \ ti ! C(Ss Sm) n® J_ c c - ¢ 0, (3-86)

wobei in (3.85) Gleichung (2.52) bertcksichtigt wird.

3.2 Materialgleichungen fur mikropolare Plastizitat

Die Materialien, die in dieser Arbeit untersucht werden, weisen im Volumen sowohl elastisches
(reversibel) als auch plastisches (irreversibles) Verhalten auf. Die Elastizitat ist an jedem Prozess
beteiligt, wahrend plastische Bewegungen erst bei materialdbhangigen Grenzbeanspruchungen
einsetzen. In Zusammenhang mit Kontakt &chen sind es Haftungs- bzw. Reibungsprozesse, die
als reversibel bzw. dissipativ angenommen werden.

Zur grundlegenden Literatur der klassischen Plastizitatsheorie zahlen Li,PMANN[53], L UBLINER
[55], CHAKRABARTY[11], N EMAFNAssSeER[61], K AHN und Huanc [43] und G urTIN, FrRIED und
ANAND [35].
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In mikropolarer Plastizitdt wird davon ausgegangen, dass eine Funktion der mikropolaren
Verzerrungs- und Krimmungstensoren, der absoluten Temperatuund ansonsten eines Satzes
plastischer innerer Variablen ist. Insbesondere soll nicht von den Geschwindigkeiten der
(Zustands-)Variablen abhangen. Zusatzlich wird vorausgesett, dass fur die Entropieunglei-
chung (3.85) die hinreichenden Bedingungen

i ]
T +T, K 0, (3.87)

Sgrad O (3.88)

gelten. Diese sind uUbliche Annahmen in der Kontinuumsmechank und separieren die Entropie-
ungleichung in mechanische und thermische Anteile. Fir denRest der Arbeit werden nur
isotherme Prozesse betrachtet. Daruber hinaus wird eine gleicférmige Temperaturverteilung

angenommen, was fur sehr langsam (unendlich langsam) ablaufede Prozesse erreicht werden
kann. Damit bleibt nur die Ungleichung

T +T.K 0 (3.89)
Ubrig. Mit = konst ist die im Weiteren dargestellte Theorie rein mechanischer Naur. Es wird
davon ausgegangen, dass bei mikropolaren Materialien die freieEnergiefunktion anhand von
1 @E
= FR,— 3.90
ax (3.90)

dargestellt werden kann. Eine reduzierte Form (fur allgemeine reduzierte konstitutive Gesetze
siehe z.B. EERTRAMUNd SvENDSEN[8]) kann aus (3.90) hergeleitet werden, siehe G RAMMENOUDIS
und TsakmAkis[31]:
€ .S
= K. (3.92)

3.2.1 Elastizitat

Man orientiert sich an einer tblichen Vorgehensweise in der klassischen Plastizitatstheorie und
nimmt an, dass sich die freie Energiefunktion eines mikropolaren Materials aus elastischen und
plastischen Anteilen additiv zusammensetzt,

. (3.92)

Aus den Gleichungen (2.91) und (2.92) ist eine elastoplastische Zerlegung der mikropolaren
Verzerrungen und Krimmungen bekannt. Man legt fest, dass derelastische Energieanteil in
Gleichung (3.92) nur von elastischen Deformationsgrof3en abhangt Beziglich der Zwischen-
kon guration K, erhalt man damit eine Funktion
€ S
e: e Ae’ ke . (393)
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Uber eine materielle Zeitableitung des elastischen Anteils 8.93) erhalt man die Gleichung

_@. ,,0@.
© @\e ¢ @e

Re. (3.94)

Eine Transformation der Ungleichung (3.89) in die Zwischenkon guration und Einsetzen der
zeitlichen Ableitung der freien Energie, Gleichung (3.94), liefert die Ungleichung

i i
trst R ~Qe o -G

@\e ¢ @e

Re ~ 0. (3.95)

Gemal des Konzeptes der dualen Variablen (Wuptund Tsakmakis[37] und [38]) de niert man
dabei Spannungstensoren auf der Referenz- und Zwischenkon guation mittels der Gleichungen

T:= —R TF7, (3.96)
Tei= —R T F, (3.97)
t:=R,T F, (3.98)
Foi= Ry TR, (3.99)

siehe auch QRammENoOUDIS [27]. Mit der objektiven elastischen Verzerrungsgeschwindigkeit,

De nition (2.96), der Zerlegung des plastischen Geschwindigkeitsgradienten, Gleichung (2.101),
und der additive Zerlegung der mikropolaren Verzerrung auf der Zwischenkon guration, Gle-

ichung (2.91), kann Ungleichung (3.95) auf die Form

-@e L. AT @cl
T @\e CE+ 1+ eT @\e P
g ~Qc ,-Qep SO
+ + + N

¢ @k, @, " ek, °
~ A T@e @e,\ T N
+ e e

@ @ ° g

+ " keST@e Q. keST " T, 0 (3.100)

@, @K,

gebracht werden. Standardargumente, siehe ©LemaN und GurTiN [12], fuhren auf die
Beziehungen

o €Aké o € .. S

, _ “ KK
f=r -2 % =R — PP T (3.101)

@ ¢ €@ g°
@ . MK @ . ", KK
t=r—°2 ' ° -~ = PP (3.102)
¢ @R P @K P’ '
e e
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Beide Ausdricke (3.101) und (3.102) stellen hyperelastische Elastizitdtsgesetze dar. Mit der
Einfihrung allgemeiner isotroper Materialtensoren vierter Stufe C und D de niert man die
freie Energiefunktion in Anlehnung an ERINGEN [23],

e § 1 1 "

e= e "eRe = 2_~Ae C " +—=RK, D K, . (3.103)

Aus dieser De nition erhalt man die Elastizitatsgesetze in Form der Gleichungen

t=C ", (3.104)
T.=D R, . (3.105)
Mit den De nitionen
Ci= 1"+ + I+ jtrans, (3.106)
D:= I+ + |+ trans, (3.107)

lassen sich die Elastizitatsgesetze auch anhand der Ausdoke

= Splede + Nt 0 (3,108
t.= Sp R, 1+ + R+ R (3.109)
darstellen. Die Grofien , und bzw. , und stellen Materialparameter fir das elas-

tische Verhalten dar. Aus der Eigenschaft allgemeiner Isotopie der Materialtensoren folgt die

Symmetrie der letzten %eiden Klamm§rausdrijcke i%GIeicg#mg(&lOO), so dass beispielsweise

T T — T T mi T T : : : :
ALE Al = ATRg AL mit A A= A AT Damit verschwinden die beiden
vorletzten Terme in Ungleichung (3.100),

€/\Ts‘r- T/\Té N
T A=, (3.110)

RiT, TR ",=o0. (3.111)

i
Auf Grund der zu *, proportionalen Terme in (3.100) ist es in der Plastizitatstheorie groler
Deformationen ublich, einen neuen Spannungstensor

€ S
Pi= 1+1T F+RI T, (3.112)

einzufihren. Die GroRe P wird in Analogie zur klassischen Plastizitat als ManpeL'scher Span-
nungstensor bezeichnet (vgl. Tsakmakis[80]). In diesem Zusammenhang wird auf den Leis-

tungsanteil RZ T I"p in Gleichung (3.100) hingewiesen, der aus makro- und mikroskopischen
GroRen gebildet wird. Bei einem Ubergang zu einer Theorie mit kleinen Deformationen ver-
schwindet der Term AT + KZ T. in der Spannung P. Mit Hilfe von (3.101) bis (3.112) reduziert
sich die Ungleichung (3.100) schlief3lich auf die mechanische Restungleichung

pr+t. R, -~ 0. (3.113)
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3.2.2 Das Postulat von L'USHIN

Zur Auswertungen der Ungleichung (3.113) greift man auf ein e Annahme der Plastizitatstheorie
zurlck, die als Postulat von llusHiN bezeichnet wird, siehe zum Beispiel Tsakmakis[81], [82]
und [83].

Die Ungleichung (3.113) legt nahe, eine Fliel3funktion f auf der Zwischenkon guration
einzufihren,

~

€ S
f=f BT, , , (3.114)

wobei mit den GréRen ; die Komponenten eines Satzes plastischer Variablen bezeichneter-
den. Unter Bertcksichtigung der Elastizitatgesetze lasssich die Flie3funktion (3.114) auch in

Abhangigkeit von mikropolaren Verzerrungen und Krimmungen angeben. Die Funktion f ist
letztendlich in Abhangigkeit der GroRen ~,” , und K, Rp sowie eines Satzes innerer Variablen g
bezuglich der Referenzkon guration darstellbar,

e 8
f=f =" KKy . (3.115)

Die Bedingung

e . &
f=f ", KKyq =0 (3.116)

wird als eine Flache im Raum der Verzerrungen und Krimmungenaufgefasst, die den Rand
des Bereiches elastischer Deformationen bildet. Wahrend plasscher Verfestigungsprozesse darf
sich die Position und Gestalt der Fliel3 &che anhand bestimmter Gesetzmalligkeiten &ndern. Das
Postulat von IlI'ushin bezieht sich auf diergeleistete plastiscle Arbeit | wahrend eines kleinen De-
formationszyklus in einem Zeitintervall tA t® mitt” < tP. Einem Vorschlag von luccresiund
SiLHAvy [56] folgend bedgutgt in diesgmgSinne ein kleiner Deformationszyklus, dass sich die
Anfangsdeformationen™ t* = ~,, K t* = K, nach einem Deformationszyklus zum Endzeit-
punkt t 5 noch immer innerhalb der Fliel3 &che be nden. In Form einer Ungle ichung erhalt das
Postulat eine Darstellung

o
| tytp = — T +T, K dt
tA e S
7 € .S 7 € . .S
. @ ek " dt+ v@. T Tukky Kdt 0, (3.117)
ta @ ta @<

wobei man die Elastizitatsgesetze (3.101) und (3.102) verwendet. Zur Umformung der Unglei-
chung (3.117) gibt es Standardschritte, die in GRAMMENoOuUDIS UNd TsakmAkls [28] ausfuhrlich
beschrieben sind. Ohne auf Einzelheiten einzugehen, wird hiereine &quivalente Darstellung in
der Form

~

z . ( € " .o S !
Tl @ AT KK @,
| tatp = . o — Gv
@egm,“p(t),RAYK"(t)S @ )
+ e @<§ KP dt 0 (3.118)
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angegeben, wobei  und t; Anfangs- und Endzeitpunkt des plastischen Fliel3ens bezeichen.
Insgesamt gilt somit t, < tg < tc < tp. Mit Hilfe einer T aAvLorEntwicklung erhalt man daraus

~

( € _on S !
lim I tA,tD _ @e A p(t)’KA!K (t) @ e ~

tC1 B tc tB @p v@~p P
@. W0 KEO @,
) t ) ) t ~
+ c AR A @. K, o (3.119)
@K, @K,
In der Referenzkon guration ergibt sich schlie3lich die Unglei chung
€ ., S € .S
@, "(®,"PO.KOK®M _ @ 1,70, KO, K1)
P = p
@édjp ()~~()S @€@K(p)~~()S
"o (1), Ka, Ky (t o (1) Ka, Ko (1) L
AL L LML (3.120)
@p @<p

Mit Hilfe der Beziehungen (3.96)—(3.99), (3.101) und (3.10 2) wird diese Ungleichung in die
Zwischenkon guration transformiert:
i i i € S i
Prg+Te Ry P+ 1o, K. (3.121)
Um aus Kp ein dimensionsloses Krimmungsmalf3 zu bilden, wird oft mit dem Produkt | Kp gear-
beitet, wobei | ein Materialparameter ist. Dieser Parameter besitzt die Dimension einer Lange

und stellt somit eine charakteristische (interne) Lange des Materials dar. Mit der Einfihrung
allgemeiner Verzerrungs- und Spannungsvektoren

| 03\ 1 . E
N
C
=k =@ DKL M= ip (3.122)
p | R | ¢
p
wird aus Ungleichung (3.121)
A A
AR M (3.123)

Diese Aussage muss fur alle zuldssigen Spannungef, erfullt sein. Notwendige und hinrei-
chende Bedingung zur Erfullung der Ungleichung (3.123) ist die sogenannte Normalenregel
zusammen mit der Konvexitat der Flie3funktion.

Normalenregeln

Mit der Flie3funktion in der Darstellung

€ S
f p,TC, i =f A, i (3124)
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ergeben sich aus dem Postulat von IlI'ushin Normalenregeln fur dieplastischen Verzerrungs- und
Krimmungsgeschwindigkeiten,

i

"= g (3.125)
bzw.

iAp: @% (3.126)

i

Ky = gc (3.127)

Diese Gleichungen kénnen nach dem noch unbekannten gemeinsanmeFaktor aufgeltst wer-
den. Der als plastischer Multiplikator bezeichnete Proportionditatsfaktor lasst sich mit den
De nitionen

i ¢ i i ¢ i i i |
s:= k" k= r“p N AE n 2R, R, (3.128)
o a o a o a a
= @ = @ @: @_ﬁ) @-Flz@‘r @T (3129)
als Quotient darstellen:
)
= —. (3.130)

Die GroRes stellt die Anderungsrate der plastischen Bogenlange dar, bezeichnet die Norm des
Spannungsgradienten der FlieRfunktion. Die Flie3- oder Normalenregel kann damit durch die
Gleichungen

iAp: E%, (3.131)

i s @

Rp= @ (3.132)
bzw.

|

N o= Eg, (3.133)

ausgedruckt werden.
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3.2.3 Verfestigungsregeln

Isotrope und kinematische Verfestigungseffekte werden tber e skalarwertiges r und eine vek-
torwertige Grof3e § beschrieben,

isotrope Verfestigung: r, (3.134)

AN

kinematische Verfestigung: 9= Rk , (3.135)
k

wobei die Tensoren”, und R, dem Raum der Verzerrungen und Krimmungen angehéren. Man
de niert die objektiven Anderungsraten in Analogie zu den objekt iven Verzerrungs- und Kriim-
mungsgeschwindigkeiten (siehe (2.78) und (2.79)):

i

= Mt Ny M (3.136)
i
kk:: kk+ kkﬁp Apkk. (3137)
Daruber hinaus wird eine Zerlegung
M= Nt Mg, (3.138)
Rp = R+ Ky, (3.139)
angenommen, so dass
i i i
"p="k* ", (3.140)
i i i
Ko =R+ Ry (3.141)

Die Anteile *4 und R4 geben dissipative GréRen im Verzerrungs- und Krimmungsraum anMan
nimmt an, dass die plastische freie Energie in isotrope und kirematische Verfestigungsanteile
additiv zerlegt werden kann (vgl. D IEGELE JAHNSON uUnd TsAKMAKIS[19]):

p(D= «in(D+ iso(t), (3.142)
wobei von den Abhangigkeiten 5
€ S
o= o+ kin "R (3.143)
ausgegangen wird. Die materielle Zeitableitung der Funktion , fahrt auf
- @ kin A + @ kin Rk+ @ iso r (3144)

T e N @Ry @

Anhand dieser Ableitungen konnen die thermodynamisch konjugieten Krafte
€ S
AL @i M Ry

= , (3.145)
7\ ~ kin ks PNk

= , 3.146
c &, ( )

i~ @ iso(r)
R:= —a (3.147)
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de niert werden. Wenn man (3.144) zusammen mit diesen De ni tionen in die Dissipationsun-
gleichung (3.113) einsetzt, erhdlt man nach langerer Rechrung

€ Si € S i i i
p N N ,T,C /\c Rp+AVAd+AC kd

TA A A T A €kkSTA Ac€kkST 7\

N
+ k k + c

s Rr 0 (3.148)

wobei es hilfreich ist in Analogie zu den Manbpel'schen Spannungen ebenfalls MnpeL'scheback-
stressegu de nieren (siehe T sakmakis[81]):
T A €kkST N

= 1 A (3.149)

o
Es sei bemerkt, dass der Leistungsanteil K, ¢ "p nurin Theorien groBer Deformationen
vorkommt. Man de niert kinematische und isotrope freie Energie funktionen anhand der Glei-

chungen

~

€ S 1 1 "
=k NoRe o= 2—~"k H * + 2—~Rk H. Ry . (3.150)
1 .
iso ~ iso(r) = 2_~ (1s0) r2. (3.151)

Aus den De nitionen der freien Energien, Gleichungen (3.150) und (3.151) und den Ver-
festigungsgesetzen (3.145) und (3.146) erhélt man die Materialgesetze der back-stress und
isotropen Spannungen,

"=H A~ (3.152)
"= He R, (3.153)
R= (s9 (3.154)

Analog zur Elastizitat werden in den Materialgesetzen der kihnematischen Verfestigung allgemein
isotrope Tensoren vierter Stufe eingefuhrt,

Hi=¢l"+ g+c I+ ¢ ¢ I (3.155)
H.:

o'+ ot I+ o g ITES (3.156)

Die Grol3en ¢, bis ¢ stellen Materialparameter dar. Aus Symmetrieeigenschafén folgt, dass in
Ungleichung (3.148) die inneren Produkte in Verbindung mit de n antisymmetrischen Spinten-
soren verschwinden:

AT AT =, (3.157)
€ St € St
Re "o 7o Ry ",=0. (3.158)
Die Dissipationsungleichung (3.148) reduziert sich damit auf den Ausdruck
€ S i € S i i i
P A+t N RN RN Ay RrO. (3.159)
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der offensichtlich von den restriktiveren Dissipationsungleichungen

P " 2+ T " R, Rro0 (3.160)
g+ Ry 0 (3.161)

erfallt wird.
Mit der Einfihrung M anbpeL'scher back-stressekann man fir die Flie3funktion unter Beriick-
sichtigung kinematischer Verfestigung einen konkreten Ausiruck annehmen, siehe z.B.oe BorsT

[9]:

q ~ ~
£ O, £ O,
fz BN 0AP L e, M T A Mk (3.162)

Cc C

Die TensorenA und A. stellen allgemein isotrope Tensoren vierter Stufe dar,

A=+ 5, 1+ 4, |t (3.163)
A.: 3+ 4 I+ g 1trans, (3.164)

3

wobei die GrolRen ; bis , Materialparameter bezeichnen. Der Spuranteil muss in diese
De nitionen nicht bertcksichtigt werden, da er bei der Anwendu ng auf deviatorische Tensoren
verschwindet. Die Grol3e k wird hau g als FlieRspannung oder Flie3grenze bezeichnet. Die
in den Normalenregeln (3.131) und (3.132) enthaltenen Gradi enten ergeben mit De nition

(3.162) die Ausdriicke

a 1 A D
=7 et ”p o (3.165)
g - %AC o "0 (3.166)

Isotrope Verfestigung

Seik, eine nicht-negative konstante Anfangs iel3spannung, so dasgur die Flie3spannung k gilt:
k=ky+ R (3.167)
Fur die FlieRfunktion aus (3.114) nimmt man die Beziehungen
€ S
f=f PT, , =f~ , =f ~ ~ K (3.168)

an, wobei

n=o P (3.169)
|
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so dass

a_ @
@\ @/\ A

(3.170)

Unter Verwendung der Vektoren (3.122) und (3.169) lasst sich Ungleichung (3.160) auch in der
Form

i
Aon N RO (3.171)
darstellen. Durch Einsetzen von (3.170) in (3.133) entsteht

h_S_ @

p= _C@A—’\’ (3172)
und damit aus (3.171)
S
NN _C@;LA Rr 0. (3173)

Es wird angenommen, dass f(0) = 0 gilt und dass f eine homogene Funktion ersten Grades ist,
so dass aus dem Theorem von &_er fir homogene Funktionen folgt:

@
NN ——— = 3.174
@" - G179

Wenn plastische Geschwindigkeiten nicht verschwinden, dan gilt stets
f=f k=0, f =k (3.175)
Dies wird in (3.173) eingesetzt, dann greift man auf (3.167) zuriick und erhalt die Ungleichung

S S
ko—+R — r 0. (3.176)

Eine hinreichende Bedingung fir die Erfullung dieser Ungleichung erhalt man durch die An-
nahme einer einfachen Differentialgleichung:

s€ 8
r=— 1 09 ) r o (3.177)

Mit Hilfe dieser Gleichung und dem Materialgesetz (3.154) zusammen mit (3.167) gelangt man
schlieRlich zur Evolutionsgleichung fur die FlieRspannung

k = S€ 0 s k ko S. (3.178)
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Kinematische Verfestigung

Um Ungleichung (3.161) zu erfillen, ist es hinreichend, die dissipativen Verzerrungs- und Kriim-
mungsgeschwindigkeiten durch die konstitutiven Gleichungen

Ny N (3.179)

i
Ry

M
M, " (3.180)

Cc

zu ersetzen. Die vierstu gen Materialtensoren M und M. mussen dafur jeweils positiv semi-
de nit sein und die Dimension einer Anderungsrate besitzen. Die Evolutionsgleichungen der
kinematischen Verfestigung ergeben sich damit aus Zerlegugen (3.140) und (3.141),

'Ak:'Ap M A = E% M~ (3.181)
[ - "
Re=R, M, ", = f% M, ", (3.182)

was einem Armstrong-Frederick-Ansatz entspricht. Die Mateialtensoren in diesen Gleichungen
lassen sich als vierstu ge isotrope Tensoren einfiihren,

(0pl8

M :
M,.:

€
s€bll"°'+ b,+ by I+ by, by I'a"S_ (3.183)
s b+ bg+ by |+ bg bg 1TaS (3.184)

(08

Hau g liegen die back-stresslensoren in Form von Deviatoren vor. Der Spuranteil kann dann in
diesen De nitionen vernachlassigt werden.

Separate makro- und mikroskopische Fliel3funktionen

Fur eine rein akademische Untersuchung, d.h. ohne physikabche Notwendigkeit, wird nun
anstatt einer Fliel3funktion fur die isotrope Verfestigung von zwei separaten Fliel3funktionen fur
makro- und mikroskopische isotrope Verfestigungen ausgegangen

~

€

f=f P ",k ,. (3.185)
€ 'S

fo=f. T ke . (3.186)

cr ¢!

Wie man zeigen, besitzt das Postulat vonilusHin auch bei einer separaten Betrachtung Giltigkeit,
so dass die Normalenregeln

[ a
AE o — (3.187)
Ro= & (3.188)
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folgen. Zur Darstellung der plastischen Multiplikatoren und . werden separate An-
derungsraten der plastischen Bogenldnge und separate Normerder Spannungsgradienten
de niert:

q r
i i @ a
si= NN, = —= — (3.189)
P P
c___ @ @
I |
s.:= R, R, = e (3.190)
P p c a. @,
Die plastischen Multiplikatoren sind damit Gber die Gleichungen
S
= -, = % (3.191)
Cc
bestimmt. Man erhélt die separaten Flie3- oder Normalenregeln ®mit in Form der Gleichungen
| s @
N= ——, (3.192)
, @
I
s @
R, = . (3.193)
PT e,

Es wird von isotropen Verfestigungsvariablen r und r, ausgegangen und eine freie Energiefunk-
tion

1 . 1 .
0= iso e = == (924 — (02 (3.194)
2 2
angenommen, so dass man anstatt (3.143) von einer Ze€rlegung
o= iso Nle *+ kin "o R (3.195)
ausgeht. Damit erhalt man separate isotrope Verfestigungsspnnungen
@ iso [Tc
R=" ——, 3.196
a ( )
@ iso [:1T¢c
R.i= " —. 3.197
c a. ( )
und aus (3.194) die Materialgesetze
R= (S0 (3.198)
Re= (9. (3.199)

Fiir die back-stressTensoren”, ™, und " _ gelten weiterhin die Beziehungen (3.145) und (3.146)
sowie (3.149). Im Gegensatz zu einer gekoppelt isotropen und eirer kinematischen Dissipa-
tionsungleichung (3.160) und (3.161) geht man nun von vier ung ekoppelten Ungleichungen
aus:

P " ", Rr 0 (3.200)
€ S
. " K, Rerg 0, (3.201)
i
“ayo0, (3.202)
i
" Ry O (3.203)
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Separate Flie3funktionen einer mikro- und makroskopischen Plasizitat lassen sich wiederum
aus einer Verallgemeinerung der klassischenvon Mises Fliel3funktion, siehe pe BorsT [9],
gewinnen,

AP LT K (3.204)

Sp

A. T. Ke. (3.205)

Die Grof3en k und k. stehen hierbei fur makro- und mikroskopische FlieRspannungen. De
Ableitung dieser Flie3funktionen jeweils nach den Spannungenund Koppelspannungen liefert

a 1 . AD

—=—A P : 3.206
@ f+k P ( )

(@ 1 " A "D
=—A, T : 3.207
@rc fC+ kc C o} c ( )

Fur separate isotrope Verfestigungen verwendet man die Bezieungen

k=ko+ R, (3.208)
ke = koo + Rg, (3.209)

wobei k, und k., positive Konstanten darstellen. Gemal3 der Vorgehensweise von3.168)—
(3.177) erhalt man die Evolutionsgleichungen fiir die isotropen Flie3spannungen

~

k = S% 0 s k ko S, (3.210)

€ .
%™ so 059 k. ke (3.211)

Cc

Ke=

C

mit positiven Konstanten %9 und (9 sowie (%9 und (9. Die Evolutionsgleichungen der
kinematischen Verfestigung lauten in Analogie zu (3.179)—(3.184):

I, i ” A_ S@ ” /\_
A=A M =& M , (3.212)
I’ I’ ” _ ” _
A\ S @c A
R,=R, M = — M . (3.213)
k p c c . @T,C c I

3.2.4 Das Materialmodell in der Momentankon guration bei kle inen elastischen
Verzerrungen

Aus Experimenten ist bekannt, dass viele Materialien einen keinen elastischen Deformations-
bereich aufweisen, wahrend im plastischen Bereich sehr grol3e Bformationen ertragen werden
konnen. Daraus ergibt sich der Ansatz, von kleinen elastischemmikropolaren Verzerrungen *,
auszugehen. Im Einzelnen geht man davon aus, dass

kU, 1k 1, (3.214)
kU, 1k 1 (3.215)
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gilt. Uber die Einfiihrung der GroRe 5
€ _
o= sup KU, 1k kU, 1k (3.216)
X2R Rt O

konnen die elastischen Variablen anhand der asymptotischen Distellungen

Us=1+0 ., Ve=1+0 .,
U=1+0 ., Ve=1+0
Fo= Re+ O R.= R+ O (3.217)

approximiert werden, wobei O das Lanpau-Symbol (“grol3 O”) darstellt. Damit erhalt man die
Naherungsgleichungen

e= Re"F.' R.R.R.Y, (3.218)
Ke= ReReF,t ReR R, . (3.219)

Die Transformation der Spannungen lasst sich dann anhand der Aproximationen

* RISR. (3.220)
=Te =
Te ReSRe (3.221)
durchfiihren, wobei durch
S:= —T, (3.222)
S.:= —T, (3.223)

der gewichtete CaucHYschen Spannungstensor und Koppelspannungstensor de niert sid. Fir
die MAaNDEL'schen §pannunggn gilt mit den Annahmen (3.214) und (3.215) die Naherungs-
beziehung P R S+ KTT Re, so dass man die Minpel'schen Spannungen beziglich der
Momentankon guratlon in Form der De nition

P:= S+ Kl S, (3.224)

einfuhrt. Die kinematischen Variablen lassen sich auf der Monentankon guration Uber die
Gleichungen

= RO RAGRY, (3.225)
Ke:= R R F.t RRyR.: (3.226)
de nieren. Fur die objektiven Geschwindigkeiten sollen analoge Beziehungen gelten:

i i |
N

|
D
>

Al

5= Ry "o F,* " R (3.227)
i — | — 1 -

= RONVED R MR (3.228)
i _ _ 0

.— 1 1

Kp:= Re ({p F.' Re f{p R, (3.229)
i _ | _
Ke:= Re R¢ F.1 Ry Ry R (3.230)
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Entsprechend fuhrt man die back-stresses

—p N 1 D D
=R RR
— T T
P-T 1 k Kk c’
-5 A 1 S N =1
c Re cFe Re cRe

_ 1 o)
p= R pFe Re pR

Die Ableitungen der Flie3funktionen ergeben sich aus den Gleichingen

1
@_1,p O
@a f+k

1 ”

a _ A S, D
@, f+k ¢
und
qQ — S
L i i 2| |
s.—E D p+I Kp Ko
a o a o
= — — +]2

@ @ @ @5

(3.231)
(3.232)

(3.233)

(3.234)

(3.235)

(3.236)

(3.237)

(3.238)

Das vollstandige Materialmodell setzt sich bezlglich der Momenankon guration aus den fol-
genden Gleichungen der Elastizitat, Plastizitdt und der Vefestigung zusammen:

S=C, p
S.=D K va, )
9¢ S5 —- € S5
f= P P A P b t S c A:. S
_s@
p @P’
i S
Kp:—@,
@s,
R = (iso)r’
k=Kky+ R,
=SSm0 o Ky S,
=H K
c=HC Kk '
i S
|k:_g M |
@
| s @ o=
Kk:—@ MC c
C

(3.239)
(3.240)

(3.241)

(3.242)

(3.243)

(3.244)
(3.245)

(3.246)

(3.247)
(3.248)

(3.249)

(3.250)
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3.2.5 Das Materialmodell bei kleinen Deformationen

Das mikropolare Plastizitatsgesetz bei groRen Deformationen, Glehungen (3.239)—(3.250),
kann mit einer Annahme, dass elastische wie plastische Defanationen klein bleiben, ver-
einfacht werden. Gerade im Hinblick auf numerischen Ldsungenplastischer Probleme bringt
eine solche Vereinfachung signi kante Geschwindigkeitsvoiteile mit sich. Man beginnt bei den
Darstellungen der Deformationsmal3e anhand von

F= H+ 1, (3.251)
R= M+ 1, (3.252)

wobei H den Verschiebungsgradienten undM den linearisierten Mikrorotationstensor bezeich-

net. Es wird nun angenommen, dass die tensoriellen Betrdge sowohder Grol3en H, M als auch
der zeitlichen Ableitungen klein sind, d.h.

kHk, H 1 und kMk, M 1. (3.253)

Bei kleinen Deformationen de niert man einen mikropolaren Verz errungstensor uber die Glei-
chung

= HT + M, (3.254)

Der Mikrorotationstensor ist in der linearen Theorie antisymmetrisch, M = M7, so dass der
Tensor M auch durch einen axialen Vektor m ausgedrickt werden kann:

m = axl(M). (3.255)

Die Grof3em stellt einen axialen Vektor der Mikrorotation dar. Der mikropolar e Krimmungsten-
sor ist de niert als der Gradient des Mikrorotationsvektors,

K= —. (3.256)

Auch bei kleinen Deformationen gilt die additive Zerlegung der Deformationsmalie in elas-
tische und plastische Anteile,

= et (3.257)

K= K¢+ Kp, (3.258)
sowie die Zerlegung in kinematische und dissipative Verzerungs- und Krimmungstensoren:

p = k& + ds (3259)
Ko = Ky + Kq. (3.260)
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Die FlieRregeln enthalten die Ausdriicke

% - f+1k T TP (3.261)
a 1 ) D

= — AC TC c 3.262

@, G (3262

s= . ot 12K K (3.263)

- 92 @.,.8 ¢ (3.264)

a’ @' @, a

wobei die Materialtensoren bereits im Zusammenhang mit grol3en Debrmationen de niert wur-
den. Das Materialmodell fur kleine mikropolare Deformationen wi rd nun zusammengefasst,

T = C, b (3.265)
Tc=(E]> K Ky, ) (3.266)
D D £ bD -D
f= T AT + T . AL T. . Kk, (3.267)
S
5= _QT, (3.268)
@r
s @
K,= ——, 3.269
T T ( )
R= (9 (3.270)
k=ko+ R, (3.271)
s€ _ S
k=— (9 {9 (3.272)
T=H (3.273)
S ” —
K= — % M7 (3.274)
¢= He Ke s (3.275)
s @f To—=
K= — & Mo . (3.276)
C

Alle in diesem Abschnitt verwendeten Materialparameter wurden bereits in Zusammenhang mit
grofRen Deformationen eingefihrt.

3.3 Materialgesetze der Kontakt &che

In Analogie zu materiellen Koérpern wird die Zwischenschicht im Kontaktbereich als Kontakt-
material bezeichnet. Dabei beziehen materielle Teilchen der Kntakt &che ihre mechanischen,
bzw. thermischen Eigenschaften aus der Stoffzusammensetzugpund Ober dchenbeschaffenheit
beider am Kontakt beteiligter Korper.
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Ahnlich wie im Fall der Materialgleichung fiir mikropolare Pla stizitat nimmt man auch fiir die
Zwischenschicht an, dass die Bedingungen

pg trv 21— . 0, (3.277)

1
j j
(S S n® 0, (3.278)

hinreichend fir die Erfullung der Entropieungleichung (3.8 6) sind. Da jedoch isotherme
Prozesse vorausgesetzt wurden, reicht es im Weiteren aus, nuttie Gultigkeit der Ungleichung

pg tr v t3 ! Jec o 0 (3.279)
mit .= konst sicherzustellen.

Es wird davon ausgegangen, dass eine Durchdringung einen plsikalisch unzulassigen Nor-
malkontaktzustand darstellt und dass im Haftungsfall keine Relativverschiebungen und -rotationen
bezuglich *® existieren. Damit wird der Ansatz verwendet, dass die freie Energie der Kontak-
tzwischenschicht verschwindet:

.= 0. (3.280)

Des Weiteren wird von den hinreichenden Bedingungen

pg O, (3.281)
tr v 0, (3.282)
! 0 (3.283)

zur Erfullung der Dissipationsungleichung (3.279) ausgegangen. Oft wird fir tangentialen Kon-

takt das CouLomBsche Reibungsgesetz und bezlglich des Normalkontaktes ein El&zgitatsge-

setz angenommen. Insbesondere hat KarerING [45] ein Potenzgesetz als Elastizititsgesetz
angenommen und die thermodynamische Konsistenz fur beide Gesee nachgewiesen. An die
Stelle eines Elastizitatsgesetzes fur den Normalkontakt tréen im Rahmen dieser Arbeit ein-
schrankende Bedingungen fir den Kontaktdruck und die Abstangfunktion. Bei klassischem
Reibungskontakt wird wie in [45] das C ouLomBsche Reibungsgesetz verwendet.

3.3.1 Normalkontaktbedingung

Das Modell fir den Normalkontakt wird anhand der Fallunterscheidung

Kein Kontakt : g>0 )  p= 0und g beliebig, (3.284)
Berihrung : g=0undp=20 ) g 0, (3.285)
Kontakt : p<O ) g=0undg=0. (3.286)

eingefuhrt, wobei eine Durchdringung mit g < 0 einen unzulédssigen Kontaktzustand darstellt.
Ein Zustand, bei dem der Kontaktdruck negativ ist, p < 0, wird in (3.286) und im Folgen-
den als Kontakt bezeichnet. Die drei Félle sind aquivalent zu den Bedingungen:

p O und g O und pg=0. (3.287)
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Diese Bedingungen, die in jedem der drei Falle (3.284) bis (3286) und damit auf der gesamten
Zwischenschicht ® gelten (siehe z.B. lLaursen[50] S.73, AeBas|[2]), werden hau g als K UHN-
TuckerBedingungen bezeichnet (Laursen [50] S.73). Auch eine Bez&hnung als HerTz
SicNnorINI-MorEAu-Bedingungen ist gebrauchlich (WRIGGERS[85] S. 57).

BerUhrung impliziert in (3.285) die Bedingung g 0, da eine negative Geschwindigkeit sofort
im nachsten Zeitpunkt eine Durchdringung, bzw. eine weitere Belastung negative Werte fur
g zur Folge hatte. Dies wére jedoch ein unzuldssiger Kontaktzusind. Bei Kontakt, (3.286),
muss g = 0 gelten, da bei einer Reduzierung des Kontaktdruckes erst im néhsten Zeitpunkt
die Bedingung g > 0 eintreten kann. In jedem der drei Falle (3.284)—(3.286) gil t somit die
Bedingung (siehe z.B. $HERF[69] S. 48):

pg=0, (3.288)

was thermodynamisch vertraglich mit (3.281) ist.

3.3.2 Reibgesetz von ©uLomB

Wenn zwei Korper aufeinander gleiten, dann wird angenommen, dass dieser Vorgang stets mit
Reibung verbunden ist. Ein einfaches Gesetz fir eine Beschreung von Reibprozessen ist unter
dem Namen GouLomesches Reibgesetz bekannt. Schondonarpo DAVINCI erkannte, dass die
Reibungskraft von der Normalkontaktkraft abhangt. 1699 formulie rte AmonTONS die Annah-
men, dass die Betrdge dieser Krafte proportional zueinander sid und dass die Geometrie der
Kontakt ache keinen Ein uss auf die Reibkraft hat. 1785 fugte CouLowms die Aussage hinzu,
dass die Reibkraft unabhangig von der Reibgeschwindigkeit ist ScHERF, [69]).

Das GuLomesche Gesetz postuliert, dass das Verhdltnis beider Kraftbetge bei Grenzhaf-
tung und ausgebildeter Reibung konstant ist. Es kann damit eineskalare GroRe eingefihrt
werden, die im Allgemeinen von dem Material und der mikroskopischen Ober &chenbeschaf-
fenheit der Kontaktpartner abhangt. Demnach stellt die Konstante  einen Materialparameter
der Kontakt &che dar, der ublicherweise als Reibkoef zient bezeichnet wird. Bei einer lokalen
Betrachtungsweise werden die Komponenten der Normalkontakt- und Reibkraft mit dem Kon-
taktdruck p und dem tangential zur Kontakt ache wirkenden Spannungsvektor t; identi ziert.

Durchdringung ist durch (3.287,2) ausgeschlossen. Bei Beritirung und Kontakt gilt somit
g = 0 und damit folgt fir diese Zustande aus (2.136):

V = V. (3.289)

Setzt man mit p < 0 Kontakt voraus, dann lassen sich die Aussagen desdbLomgeschen Reibge-
setzes wie folgt mit Hilfe eines skalaren  zusammenfassen:

Haftung : kttk< jpj) vy =0, (3.290)
Grenzhaftung oder Reibung: ktrk="jpj) 9 + 0O;vy= Tty (3.291)

wobei in jedem Fall und insbesondere beikeinem Kontakt

trg=0 (3.292)
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gilt, siehe Aseas[2]. Im Fall der Grenzhaftung gilt = 0und bei Reibung 1> 0. Die GroRRe

+ wird dabei aus der Losung der Gleichgewichtsbedingungen bestimt, siehe BeLyTscHkQ
Liu und MoraN [7] S. 580. Im Haftungs- und Reibungsfall |asst sich die Vertraglichkeit dieses
Gesetzes mit der Dissipationsungleichung (3.282) sofort zeign. Durch Einsetzen von (3.290)
und (3.291) erhalt man

Haftung ) tr vy =0, (3.293)
Grenzhaftung oder Reibung ) tr vi= 1ty ty O (3.294)

Bei keinem Kontakt gilt aufgrund der Festlegung in inaktiven Bereichen von t; = O trivialer-
weise t; vy =0.

3.3.3 Reibgesetz der Mikrorotation vom CouLoms Typ

Bei der Entwicklung eines Reibgesetzes der Mikrorotation nutzt man formell Analogien zur
klassischen @uLomeschen Reibung in der Darstellung aus dem vorherigen Abschnitt. Wie
im klassischen @uLomBeschen Gesetz fuhrt man einen Materialparameter . ein, der die Mo-
mentenspannungsvektoren im Ubergang von Haft- zu Reibrotationenbestimmt. Der Parameter

< wird als Reibrotationskoef zienten bezeichnet. Er besitzt die Dimension einer Lange. Weiter-
hin wird angenommen, dass der Kontaktdruck p den Betrag der Momentenspannungsvektoren
beein usst. In Verbindung mit einem konstitutiven Exponential gesetz wurde eine solche An-
nahme bereits in ZHANG, WaNG, WRIGGERsUNd ScHREFLER[87] verwendet. Dartber hinaus
wird in [87] von einer allgemeinen Abhangigkeit der Momentensp annungsvektoren von dem
Kontaktdruck, den tangentialen klassischen Spannungsveldren und den relativen Verschiebun-
gen und relativen Rotationsvektoren ausgegangen. Trivial isteine Abhangigkeit vom Druck
bei separierten Kérpern, dann kdnnen namlich mit p = 0 keine vom Nullvektor verschiedene
Momentenspannungsvektoren existieren, d.h. es folgt sofortt® = 0.

In Analogie zu dem klassischen @uLomeschen Gesetz (3.290) und (3.291) gilt mit einem
skalarem g beziglich der Momentankon guration ® ein einfaches Reibungsgesetz der Form

Haftrotation : kt’k < pj) I =0, (3.295)
Grenzhaftrotation oder Reibrotation :  kt?k = jpj) 9 g 0 I = gt (3.296)

wobei fur Grenzhaftrotation g = 0 und fir Reibrotation g > 0 gilt. Kontakt, d.h. p <
0, wurde jeweils vorausgesetzt. In jedem Fall und insbesondere bekeinem Kontakt ist die
Gleichung

t8g=0 (3.297)

erfullt.
Durch Einsetzen von (3.295) und (3.296) in die Dissipationsungleichung (3.283) kann die
thermodynamische Vertraglichkeit gezeigt werden:

Rotationshaftung ) t2 1 =0, (3.298)
Grenzhaftrotation oder Rotationsreibung ) ! rtS 0. (3.299)

Im inaktiven Bereich der Kontakt &che, in dem kein Kontakt herrscht, gilt t2 = 0 und damit
tt ! =0.
Cc
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Fur das in Kapitel 3 entwickelte Materialmodell ist eine analytische Losung bei beliebigen
Bauteilgeometrien und Belastungen nicht mehr mit vertretbarem Aufwand zu bestimmen. Drei
Grunde seien genannt, die in hohem Mal3e eine Lésungs ndung ershweren. Zum Einen ex-
istiert aufgrund der Plastizitat eine Abhéngigkeit von der gesamten Deformationsgeschichte.
Zum Anderen fuhrt die Formulierung mit gro3en Deformationen auf eine hohe Komplexitat
der linearisierten Gleichgewichtsbedingungen. Drittens bringen Kontaktbedingungen zusatz-
liche Nichtlinearitaten in das Gesamtmodell ein. In dieser Arbeit werden deshalb die Mo-
dellgleichungen numerisch und auf inkrementellem Wege gebst. Das Verfahren, dass hierfir
eingesetzt wird, ist die Finite-Elemente-Methode, kurz FEM

Auf die Theorie, die diesem Verfahren zugrunde liegt, soll hier nicht eingegangen werden. Es
wird auf die grundlegende Literatur, z.B. BATHE [4], H uGHES [39], K NABNER UNd ANGERMANN
[47], ScHAFER [68], Z iENKIEWICZ [89], Z IENKIEWICZ Und TAvLOR [90] verwiesen. Die Her-
leitung der schwachen Form des quasistatischen Randwertproldms und der konsistenten Li-
nearisierung im Fall von mikropolarem Materialverhalten geht auf Steinmann [74] zurick.

Auf Methoden zur numerischen Behandlung nicht-linearer Materialmodelle wird ausfuhrlich
in WRIGGERS[86] eingegangen. Die Entwicklung einer Finite-Elemente Formulierung im Rah-
men mikropolarer Modelle groRer Deformationen wird im Detail in G RAMMENOUDISUNd TsAk
MAKIs [29] diskutiert. Insbesondere ist eine Untersuchung numerischer Aspekte Finiter Ele-
mente flr mikropolare Hyperelastizitat in B AUER, DETTMER PeRIC und ScHAFER[5] und B AUER,
ScHAFER GRAMMENOUDISUNd TsAkMAKIS[6] dargestellt. Bei der Entwicklung der mikropolaren
Kontaktelemente in Zusammenhang mit einer Hybridmethode diente die Publikation von Ag-
BAS [2] als Uberaus hilfreiches Referenzwerk. Theoretische Aspete der Hybridmethode bei
Kontaktproblemen werden in KHEnous PommierR und RENARD [44] diskutiert.

Bei der Implementierung in das FE-Programm feap wurden die Handblcher von TavLor
[78], [77] verwendet. Fir einen Einbau der mikropolaren Kérper- und Kontaktroutinen in
das FE-ProgrammCode_Astewaren zahlreiche Publikationen im Rahmen der umfangreichen
Code_AsteDokumentation sehr hilfreich, die Online unter www.codeaster.orgverfugbar ist.
Besonders hervorgehoben werden die Arbeiten von Asas|[2], [3] und [1].

Bei nicht-polaren Medien wird das Fundament der schwachen Fom durch das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen reprasentiert, siehe z.B. HiGHES[39], S cHwARZz[71] und R EDDY [66].
In diesem Abschnitt wird das Prinzip der virtuellen Arbeit auf den Fall mikropolarer Kérper
generalisiert. Als weiterfihrende Literatur seien die Arbeiten von STeINMANN [74], E RINGEN
[23] und E LsAsseR[21] genannt.

4.1 Starke Formulierung eines mikropolaren quasistatischen Randw ertproblems

Fur eine vollstandige Formulierung eines quasistatischen Poblems unter Berlcksichtigung einer
Kontaktzwischenschicht ist die Vorgabe von Randbedingungen auiden freien Randbereichen
@R n notwendig, wobei die Beziehungen

@R[ @R{[ = @Ry, (4.1)
@M @R[ = @R, (4.2)
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und

@R\ @{= @R\ =@\ =, (4.3)

@M @ =@M\ =@\ =; (4.4)

gelten missen. DricHLETSchen Randbedingung auf den Bereicher@R ;' und @R " fiir die Ver-
schiebungen und mikropolaren Rotationen werden durch

u=u’, auf @R Y, (4.5)

m = m?, auf @GR ™, (4.6)

vorgegeben. Der Vektorm stellt einen axialen Vektor dar, der mit der Mikrorotation tber

R = exp(spnm) 4.7)

zusammenhangt, fir die in Form der sogenannten BbLErR-RobRrIGUESFOrmel auch eine geschlossene
Losung existiert, siehe (1.18). NeumanN'sche Randbedingungen auf den Randbereicher@?tt

und @Rttc werden durch
T[n]= t° auf @R ¢, (4.8)
T[nl=t%  auf @, (4.9)
dargestellt. Der Vektor n bezeichnet die nach auf3en gerichtete Normale an ein Flachenelment

der Korperrander. Bei quasistatischen Prozessen kdnnen in deiGleichgewichtsbedingungen
Beschleunigungsterme vernachlassigt werden, so dass bezligh R die Gleichungen

divT+ b= 0, (4.10)
divT.+ ty+ b.= 0. (4.11)

erfullt sein missen. Diese Gleichungen bilden mit den zuvor engefiihrten Randbedingungen
die starke Form des zu I6senden Randwertproblems.

4.2 Schwache Form, Gesamtfunktional

Aus der mikropolaren Impuls- (4.10) und Drehimpulsbilanz (4.1 1) werden lokale schwache
Formen durch Skalarmultiplikation mit vektorwertigen Funkti onen u (virtuelle Verschiebung)
und m (virtuelle Rotation) gebildet:

divT u+b u=0, (4.12)
divT, m+t, m+b., m=0. (4.13)
Fur das weitere Vorgehen de niert man die Funktionale
Z Z

F = divT udv+ b udy, (4.14)

A 2 Z
F .= divT, mdv+ ta mdv+ b. mdv. (4.15)

Ry Ry Ry
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Der virtuelle Rotationsvektor besitzt einen zugeordneten antisymmetrischen Tensor M (siehe
z.B. GRammENOUDISUNd TsAkMAKIS[29], G RAMMENOUDIS[27])

M= spn( m). (4.16)

Das innere Produktt, m kann damit auch in tensorieller Form geschrieben werden:
ta, m=T, M=T M. (4.17)
Mit dem Gaussschen Integralsatz und einer partiellen Integration kénnen die Funktionale
(4.14) und (4.15) durch Beitrage Uber Korpervolumen und Rand & chen ausgedriickt wer-
den. Ohne auf Details einzugehen, erwahnen wir, dass die in Katitel 3 vorgestellten Mate-

rialgleichungen erlauben, T und T, als Funktionale von u und m darzustellen. Somit hat man
insgesamt:

F=FE (um, u, m)
Z Z Z
= T grad udv b udv t uda,
A A 7l z
= T grad udv b udv t° uda t uda (4.18)
i Rz kil )
Fe
F.=E.(um, u, m)
Z Z Z Z
= T. grad mdv T Mdv b, mdv t. mda,
rak rak rak el
= T, grad mdyv T Mdv b, mdv t? mda
| Ry Ry iz Ry @R }° )
z T
t. mda, (4.19)

wobei beziiglich der Spannungsrander von (4.8) und (4.9) Gebrauchgemacht wurde. Insgesamt
mussen die Bedingungen

F (um, u, m)=0, (4.20)
Fc(um, u, m=20 (4.21)

immer erfillt sein.

4.3 Numerik der Kdrpervolumen
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4.3.1 Funktionale tiber das Korpervolumen

Fur die Funktionale der inneren Arbeiten ohne Kontaktzwischenshicht in Gleichungen (4.18)
und (4.19) schreibt man

Z Z Z
T grad udv b udv t° uda, (4.22)
A V4 Bt z
F.: T. grad mdv T Mdv b, mdv t t mda (4.23)
Ry Ry Ry @R C

F :

In dem Fall, dass kein Kontaktproblem vorliegt, verschwinden die Kontaktrander und es gilt

@[ = L (4.24)
@R[ = @R (4.25)

Die Funktionale F und F . sind damit gleich dem Gesamtfunktional, so dass

= 0, (4.26)
.= 0. (4.27)

Es wird fur den Rest des Abschnittes 4.3 tber die Numerik der Korervolumen die Annahmen
(4.350) und (4.25) beibehalten.

4.3.2 Updated-Lagrange-Methode

Aufgrund geometrischer und materieller Nichtlinearitditen muss die Lésungs ndung fur die

schwachen Formen inkrementell durchgefihrt werden. Auch beiquasistatischen Randwertpro-
blemen sind die Inkremente durch eine Zeitdifferenz t gegeben. Ausgehend von den bekann-
ten Losungen des letzten Zeitschrittes t wird eine Lésung fur de entsprechenden schwachen
Formen zum Zeitpunkt t + t gesucht. Innerhalb des gesamten Zeitintervalls erhalt man an

jedem diskreten Zeitpunkt 0 = t©@ < tM < t@ < < t® mit p= 0,1,2, ..., n eine Losung mit

den GleichgewichtslagenR (). Die Iterationsvorschrift ist durch

1P+ = () 4 ¢ (4.28)

gegeben. " bezeichnet den Endzeitpunkt. Fir die Lésung eines neuen Zeitshrittes mit R ip+1)
wird die letzte Gleichgewichtslage R () als Referenzkon guration ( updated-Lagranggbetrach-
tet. Man wird im Folgenden hierfur die verkurzten Schreibweisen R, und R, ; gebrauchen.
Damit lasst sich der Deformationsgradient und die Mikrorotation gemaf

Fio = +F < Ft, (4.29)

€ S
R+ = tR Ry, (4.30)
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zerlegen. Die zeitlichen Inkremente der Deformationen werden mit ~ (Fund .R bezeichnet.
Die GroRRen F; und R; stellen festgehaltene Deformationen des letzten Zeitschrites dar. F;,
und R, . beziehen sich auf den aktuellen Zeitschritt. Mit

ug =% X (4.31)
Upr ¢= Xpe ¢ X (4.32)

fuhrt man ein Verschiebungsinkrement innerhalb eines Zeitshrittes ein:
(U= Uy ¢ Uy (4.33)
Unter Verwendung von (1.17) erhalt das Rotationsinkrement die Darstellung
R:=exp spn . m (4.34)
wobei M einen axialen Vektor darstellt. Ersetzt man in (4.30) auch die Rotationen des

aktuellen Zeitschrittes gemal (1.17), dann lasst sich mit Bnfihrung des axialen Vektorsm,,
auch

exp spn My, ; = exp spn fm Ry (4.35)

schreiben. Damit lassen sich die Funktionale (4.22) und (4.23) zum Zeitpunktt + t durch

F uHé,exp spn My, ¢ , U, m &
=F u+ uexpspn m R, u m =0 (4.36)
und
F. Upe @i XD SPN My, U, m &
=F.u+ uexpspn m R, u m =0 (4.37)
darstellen.

4.3.3 NewtonVerfahren, Konsistente Linearisierung

Um die Bedingungen (4.36) und (4.37) zu erflllen, missen die Gleichungen (4.12) und (4.13)
fur den aktuellen Zeitschritt t + t gelost werden. Insgesamt fuhrt dies auf ein nichtlineares
Gleichungssystem, das mit dem MwtonVerfahren iterativ geldst wird. Als Iterationsindex
wird (i) verwendet. Zunachst nehmen die aktuellen Kon gurationen in der (i)-ten NEwTon
lteration R . eine Nichtgleichgewichtslage ein. Die Bedingungen (4.36)und (4.37) sind fur
eine solche Zwischenldsung nicht erflllt. Ausgehend von der lézten Newton-lteration wird
eine neue Zwischenlésung errechnet, die auf eine neue Kon guation Rt(': lt) fahrt. Bei konver-
gentem Verlauf liefert das Newton-Verfahrens in jeder neuen Iteration (i + 1) eine verbesserte

Ldsung im Sinne der Erfillung der Gleichgewichtsbedingungen Fir die in diesem Abschnitt
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verwendete Notation wird vereinbart, dass mit (i) bzw. (i + 1) indizierte Grof3en immer dem
aktuellen Zeitschritt angehdren, so dass insbesondere

RY R O (4.38)
R R (+D (4.39)

gilt. Zwischen den NewTonlterationen (i) und (i + 1) bestehen bei groRen Deformationen die
Vorschriften
Ei+1) = € (i),:s,:u)’ (4.40)

. € &
RV =" Or R, (4.41)

Fund R sind Inkremente der Deformation zwischen zwei NewTon-Iterationen (i) und (i + 1).
AulRerdem werden die Darstellungen

u* D= y®s Oy (4.42)
ey € €88
R"7=exp spn “m R (4.43)

verwendet, wobei die GroRen (uund m jeweils inkrementelle mikropolare Verschiebungs-
und Rotationsvektoren beziglich der (i)-ten NEwTon-lteration bezeichnen.

Die linearisierte Form der Funktionale (4.36) und (4.37) erh& It man aus einer TavyLoRschen
Reihenentwicklung mit Abbruch nach dem ersten Glied:

~

_ i _ . . € £ _ .
F u*d R™Y um =F u®+ Oy exp spn Om RY, u, m
- ™ - ™ = =1
=F + dF + dr =0 (4.44)
- d  __, d __, '
. - € € SS_ .
F. uDR™Y uom =F, u®+ Oy exp spn Om~ RY, u, m
- ™ - ™ = =1
_F. & L & = 0 (4.45)
P g g =0 .

Fur die in diesen Gleichungen eingefuhrten skalaren Faktore gilt 2 [0,1], 2 [0,1]. Es
gelten somit die Vorschriften

dF_ + dF_ _ F_(i) (4 46)
d d ’ '
dF_C dF_C _(|)
+ - g0 4.47
d d c (4.47)

Die rechten Seiten dieser Gleichungen stellen die Residuemar. Die Integrationsgrenzen sind
im Allgemeinen von den Skalaren und abh&ngig. Bei der Transformation der Integrations-
grenzen ist es hilfreich, gewichtete Spannungstensoren zu grwenden:

S=JT, S.=JT. (4.48)
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Es wird angenommen, dass die aul3eren Lasten in den jeweils leten beiden Integraltermen in
(4.22) und (4.23) unabhéngig von Verschiebungen und Rotationen sind. Bei einer Ableitung der
Funktionale werden diese Terme deshalb nicht weiter dargesellt. Die Funktionale, die bezlglich
der (i)-ten NewTton-lteration linearisiert werden, lauten somit

Z
F = T uD+  Oyexpspn m RY grad udvi*D, (4.49)
ZR(i+l)
— n . . —_
F.= - T. u+ Oy exp spn m R grad m
Ri+l
| o
T u®+ Oy exp spn m RY” M dvi*D, (4.50)

Mit Hilfe einer pull-back-Transformation werden diese Gleichungen auf die Momentankon gu-
ration gebracht. Da zwischenR () und R, aber keine direkte Abbildung existiert, wird zunachst
auf die Referenzkon guration zurtcktransformiert,

Z . -
. . € € . SS_,. € S :

F = S u®+ Oy exp spn Om™ RY  Grad u FOT Y oV, (4.51)

RO
_ no | e € 85
F.= S. u+ Oy exp spn Om RY grad m

RO € € 33 0

S u+ Oy exp spn Om~ RY ™M dv, (4.52)

: . € S
wobei dV = dv(i*D=det F | d.h. das VolumenelementdV, auf der Referenzkon guration
beschreibt ein Volumenelement in der Kon guration R ). Zwischen gieser Kon gugation und

der Referenzkon guration bildet der Deformationsgradient F) = F u®+ )y ab. Die
Spannungen lassen sich darstellen durch
. . € €  SS__
S=s u®+ Oy exp spn Om RY
0 € € SS
€ S € € SS_.. @xp spn Om RY
= S%F u+ Oy exp spn Om - RY, o A, (4.53)

sowie die Koppelspannungen anhand von

. . € € SS
S. uM+ Oy exp spn Om RV

SC
0 o)
€ S € €  SS__ @xp spn Om R

SC%F u®+ Oy exp spn Om - RY, X (4.54)

Unter Verwendung von der De nition

0 . & e € <& ~ € € 0 SS_(i)l
. : . —(i Xp spn m R
Vo= %F u®+  Ou exp spn Om - RY, &

(4.55)
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erhalt man die Darstellung der Linearisierung des Funktionds der inneren Krafte

™

_ y
F ds(V)

LA LI
d - gro d - =o @O 3
z ge e oSt
+ S0 @@ Ua 5  Agvi (4.56)
R () d 0
_ _TM Z -
dF dsS(Vv u .
— = V) @—.d\/('). (4.57)
d __, ro d = =0 @O

Die Linearisierung der Funktionale der inneren Koppelspannungen fiihrt auf die Gleichungen

- ™ Z

dF c — dSC(V) @ dV(')

d - _ (i) d = = @( >

B 2olO NPT
r s @2 Tt s agw
R () o
dS(Vv |
d( ) M dv, (4.58)

_ (M = =0

dF dS(V m dS(Vv |

T = C‘;( ) @m o dvy d( ) M dV@. (4.59)

= =0 R () = =0 @x (i) = =0

Die linearisierten Deformationsmale lassen sich in Form der Gleehungen

2 =f0 iy (i)
dF u'” + u Du
4 5 -2 Y (4.60)
d ax®
2 € S3 =0
dF 1 u(i)+ (i)u € S(I) @ (i)u
4 5 = 1t — (4.61)
d @x(®
=0
d € € SS_. € S_.
J76xP spn Om RY”  =spn Om RV, (4.62)
20 e e 055 13 - €
6 d %)@exp spn m R gg _ @spn;; m =0
@ @X Ik
=0 )1
€ |
+spn;  Pm Jkge, e €
(4.63)
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zusammenfassen. Mit Hilfe der Gleichungen (4.60) und (4.62) lassen sich weiterhin die Line-
arisierungen der Variationen in Form der Gleichungen

2 €
1 ,0) () (i)
d @u _@u,dF = uTH s _ @ue u (4.64)
d @ - =0 X d o @®  @x®
2 € 0 0 83 =0 0
|
d4d @m _@m,df v+ Tug _ @me®u (4.65)
d @x - =0 @ d I @ @’

angeben. Das linearisierte Funktional der schwachen Formulieung der Impulsbilanz ergibt sich
schlieflich zu

E (i) (i)
dF - @° @ vy QU o
d _ o r0 @Y @O @x®
. u My :
st -@L—@ —  dvi (4.66)
R (D) @x® @x®
und
- ™ 7 ’ . E
dF (1) € . u )
— = @S% @pn Om R" QU v
d -0 ro @’ I
[
£ @ @pn Om —(i) c @u
+ % — o0 R e F X —@((I) davi)
RO @& |
0 & 1
Z . iy
(i) €  Sar" u o
+ % @S_ spn  (Im R X @ _ dv(), (4.67)
r () @3(') @( @((I)
@x

Bezuglich der schwachen Form der Drehimpulsbilanz liefert de Linearisierung:

- = Z o g ny, FE
dF . _ @’ @ “u 0 @ u v
d _ o R () @ @x @x
-z , , . . EE
0 @m €F S0 @ (I_)u dv
RO ¢ @x - @x®
a" @ Mu _,
. — ) M dV(), (4.68)
co @ @0
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und

- ™ Z ) . E
1 l)
dF . = @353 @pn “m RO @m M v
d o ro @ R
7 !
i) @pn (')m m
* %@8—%0 N0 RO e FY & %dv(')
=30) & i
@x
2 0 a0 c @50)! 1 om
+ % _C(i) spn (I)m a g @d\/(l)
RO @&~
Z ax &
' )
RO) g @(i) @x(®
- 1
z . , !
@30) @spn MDm —(i) 0 g @ NG
[=30) @@_(i) @((i) R I i @((i) d
@( |
z O as® £ é@i(”! ’ @m
% = spn (I)m a % Td\/") (469)
=3 0] @
@x

4.3.4 Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Zur Integration der Materialgleichungen wird ein so genanntes Operator-Split-Verfahren nach
Simo und HucHEs[72], [73] verwendet. Bei der Lésung der Materialgleichunge n wird hier von
einem zweifachen Split ausgegangen. Der erste Operator wird dbei als elastischer Pradiktor
bezeichnet. Eine L6sung dieses Operators wird ausschlief3lich uer Bericksichtigung elastischer
Anteile der Materialgleichungen erhalten. Im zweiten Operator, dem plastischen Korrektor,
werden dann die inelastisch/plastischen Materialgleichungen gelést.

Bei der iterativen Losung steht zu Beginn eines Zeitschritte nicht a priori fest, an welchen
Punkten im Material plastisches Verhalten vorliegt. Vorteil der Operator-Split-Methode ist es,
dass mit der Pradiktorlosung die FlieBbedingungen an jedem Integyrationspunkt Gberprift wer-
den kénnen. Sind dabei FlieRbedingungen verletzt, dann war die Radiktor-Annahme reiner
Elastizitat falsch. Die Losungswerte des elastischen Schtes missen somit korrigiert werden.
Dafur werden im Korrektor die plastischen Materialgleichungen integriert und die Evolution der
inneren Variablen ermittelt.

Da die plastischen Evolutionsgleichungen im Allgemeinen Diferentialgleichungen darstellen,
muss die lokale Korrektur ebenfalls iterativ bestimmt werden. Hierfir wird ein implizites
Zeitschrittverfahren verwendet, dass auch unter der Bezethung EuLerRUckwarts-Verfahren
bekannt ist. Es entsteht dabei ein nicht-lineares Gleichungsystem, dass lokal mit einem New-
ToN-Verfahren gelost wird.

Ein grundlegendes Lehrbuch zur L6sung plastischer Problemst&ingen mit numerischen
Methoden ist Smo und HucHEs [72]. Speziell fur die Losung plastischer Problemstellungen
unter groRen Deformationen siehe Tsakmakisund WiLLuwelT [84]. Dartber hinaus wird das
Prediktor-Korrektor-Verfahren in WricGers[86] anhand von klassischer Plastizitat beschrieben.
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Operator (1), elastischer Prediktor

Die Annahme, dass im aktuellen Zeitschritt t+ t rein elastisches Verhalten vorliegt, ist gleich
bedeutend mit einem Verschwinden objektiver plastischer Andeungsraten. In Operator (1) wer-
den nur die Anteile der Differentialgleichungen gel6st, die unabhangig von s sind. Man erhélt
mit (2.95) und (2.97) die im ersten Operator zu l6senden Gleichu ngen:

p= pLt (4.70)
Kp= KyL+ K, (4.71)
i k=0, (4.72)
|'<k =0, (4.73)

k= 0. (4.74)

GrolRRen, die aus diesen Annahmen folgen beziehen sich auf den Zgiunktt + t und werden
im Folgenden mit einem hoch vorangestellten (1) als Prediktor- oder trial -Gré3en bezeichnet
(siehe z.B. WRIGGERS[85] S.217). Mit Hilfe von (4.29) und (4.30) lassen sich die pl astischen
Variablen anhand von

= € _S€ S 1 (4.75)
= R._ . F -, 4.75
e 'sefy U

(|)Kp = c tRS Ko FT, (4.76)
O = . tﬁé N (4.77)
Oke:= R K, F 5, (4.78)

bestimmen, wobei fur die plastische Bogenlange
Ns:= g (4.79)

gilt. Gleichung (4.75)—(4.78) stellen push-forwardTransformationen der bekannten Grél3en des
letzten Zeitschrittes t in die vorlau gen Prediktor-Grof3en des aktuellen Zeitschrittest+ t dar.
Die (1)-Spannungen lassen sich damit anhand der Gleichungen

Ws:=c ® O, (4.80)
(I)SC;: D Nk (I)Kp , gT (4.81)
Op:= s+ (1K Ok,  Os, (4.82)
M =g O N 4.83
o . F u)k S T oo
pi= 1, O 0 K e (4.84)

M = H, Ok, (4.85)

unter Bericksichtigung von (2.23) und (2.25)
M =1 OROE? (4.86)
. _ E E
K = ax @R EOF!Y  OR (4.87)
@ '
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bestimmen. Mit den vorlau gen Gré3en aus den Gleichungen (4.75)—(4.85) sind alle GroRR3en
bekannt, um anhand des Fliel3kriteriums

¢ ; d

D - € Sp D
(Df .= hp O . A Op O oot s, O . A, s, O c k() (4.88)

die Annahme des Prediktorschrittes zu Uberprifen. Wenn unterBertcksichtigung einer kleinen
numerischen Toleranz die Bedingung )0 gilt, dann war die vorlau ge Annahme korrekt.
Die vorlau ge LOosung stellt dann die endgultige Losung des aktuellen Zeitschrittes dar. Ist das
Kriterium verletzt, so dass man bei der Uberpriifung der FlieRfunktion f(0 > 0 erhalt, dann
mussen die plastischen Variablen und Spannungen unter Einhiung der Evolutionsgleichungen
korrigiert werden.

Operator (I1), plastischer Korrektor

Fur den Fall von ('f missen die Evolutionsgleichungen der Plastizitat und Verfstigung geldst
werden. Das vorliegende Anfangswertproblem wird mit Hilfe eines impliziten EuLer-Verfahrens
numerisch integriert. Als Startwerte werden die (I)-Losungen des Prediktors verwendet. Die
Ldsung liegt in Form der Gleichungen

— (1 | I [
0=, @, b, (4.89)
|
— (Il k | Il
0= (DKl Mk, tIVK, (4.90)
i
o=, M £ (4.91)
i
0= (II)Kk (I)Kk t(”) Kk (492)
0=k M Uk (4.93)
mit
o=Ng (Mg t(bg (4.94)
vor, die zusammen mit den Spannuhngen e & |
St t=C ¢ P+ t.° (4.95)
h € S [
S 17D Kt Ky (4.96)
€ S T
P 1= S «f K o Ko Se 1+t (4.97)
e & ML ke (4.98)
c o - He Koo (o (4.99)
und der FlieRfunktion
(If=0 (4.100)

ein implizites, nichtlineares Gleichungssystem bilden, das mit einem lokalen NewtonVerfahren
gelost werden kann. Am Ende des zweiten Opera&orsssteher]gdagwit B GrolRen

e Sep wPrve e Pue cw o (4.101)

P t+ t’ Kp t+ t' Kk t+r to Kk t+ t’kt+ trSt+ ¢ (4.102)
des aktuellen Zeitschrittes fest.
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4.3.5 Diskretisierung, Konsistente Tangente und lokales MwTton-Verfahren

Der gesamte BereichR g wird in eine endliche Anzahl von abgeschlossenen TeilbereicherR éf)

zerlegt. Man bezeichnet diese Teilbereiche hau g als Elemene der Zerlegung. Eckpunkte von
R éf) werden Knoten genannt. Fir jedes ElementR éf) werden ortsabhangige lokale Formfunk-

tionen (bzw. Ansatzfunktionen) N p eingefihrt, so dass sich die unabh&ngigen Variablen, d.h.
Verschiebungen und mikropolare Rotationen sowie deren Variation anhand der Linearkombina-

tionen

X NG x©

uli*+D) = Np U(F;) + Np (i)UP’ u= Ug No, (4.103)
P=1 0 Pl 11 0=1

RV = expspn®  Np Ompf & RY, m = Mg Ng (4.104)
P=1 Q=1

innerhalb der Elemente interpolieren lassen, siehe hierzu BTHE [4], W RIGGERS[86], B ELYTSCHKO
[7], S cHAFER[68], C RISFIELD[15], [16]. Kennzeichen fur das G aLerkINVerfahren ist, dass up
und up aus dem selben Funktionenraum stammen, siehe Elsésser [21]. [ Indizes P und Q
laufen tiber alle Knoten n® des betrachteten Elementes. Die GréRen Oup, ul), up, Omy,
und mp sind nicht kontinuierlich vom Ort abhangig, sondern nur noch diskr et von den Knoten
des betrachteten Elementes. In dieser Arbeit werden als Formfoktionen N, und Ng jeweils
identische Polynome fir die Verschiebungen und Rotationen und deen Variation verwendet.
Im Rahmen des Galerkin-Verfahrens stellen up und mp beliebige Koef zienten dar.

Bei simultaner Losung der mikropolaren Gleichgewichtsbedingungen erhélt man aus den
Funktionalableitungen (4.66)—(4.69) eine voll gekoppelte Ele mentstei gkeitsmatrix

Kuu Kum
K= iy emm (4.105)
mit dem Elementlésungsvektor
T )y
@= o (4.106)
Der Elementlastvektor wird aus den Funktionalen der letzten NewTon-Iteration gebildet:
Fu
Fe .= e (4.107)

Die Matrix K® enthalt Untermatrizen der Verschiebungen K", der mikropolaren Rotationen

K™ und der gekoppelten Stei gkeiten K'"™, K™, Der Elementlastvektor besteht aus den Ver-
schiebungskomponentenF! und Rotationskomponenten F™. Die Eintrage von K(® und F®

werden durch numerische Integration (meist mit dem sogenannten Gaul3-Verfahren) gewon-
nen. Bei der anschlieRenden Assemblierung wird mit Hilfe der Zuordnung von globalen und

elementweisen Knotenindizes ein Gesamtgleichungssystemreeugt:

K[ ]=F (4.108)
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Hierbei wird K als Stei gkeitsmatrix, als Losungsvektor undF als Lastvektor bezeichnet. Die
eckige Klammer bedeutet eine einfache Summation Uber raumlicle und knotenweise Indizes.
(4.108) stellt ein lineares Gleichungssystem dar, das mit geigneten numerischen Verfahren
geldst werden kann.

Die Ableitungen der Spannungen und Koppelspannungen in den Gdichungen (4.66)—(4.69),

@
C,:= G’ (4.109)

Cpi= ——, (4.110)

Cyi= —— (4.111)

C,i= —&, (4.112)

Cgi= —&, (4.113)

Ce 1= (4.114)

sowie die Ableitungen zur Bestimmung der Funktionalmatrix (4.117) innerhalb des Korrek-
torschrittes werden durch numerische Differentiation bestimmit.

Im Fall des lokalen Newton-Verfahrens mit dem Iterationsindex (k) stellt der Vektor r das
Residuum des nichtlinearen GleichungssystenA % %= b dar (siehe ScHAFER[68] S. 165):

€ S € S —

r oo = A o0 o0 p. (4.115)
Dieser Vektor wird aus den Gleichungen (4.89)—(4.93) und (4.100) gebildet. Das Lésungsinkre-
ment ist de niert durch

~

€ S
Mop:=  ofkrD) ol (4.116)

und setzt sich aus den Inkrementen der plastischen Variablen , K, , Ky, K, s zusammen. Die

Iterationsvorschrift ist durch
™

@ %
@Y 4 o0

festgelegt. Im Fall von (4.117) spricht man auch von einem diskretisierten NewtonVerfahren.
In PReussund BierBaum [64] S. 127 wird eine solche Methode in Verbindung mit einem vor-
wartigen Differenzenquotienten beschrieben. Dartber hinaus gben die Autoren eine Formel
fur die Diskretisierungsschrittweite h der Komponente j in der Newton-lteration (k) an:

€ S
Wog = 1 of). (4.117)

(k) ; " i (K € kS ©
hi? = min " o]+ "aps kr %Y K (4.118)
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wobei r wiederum den Residuumsvektor und%den Lésungsvektor bezeichnet. Nach [64] haben
sich die Werte" ,o; = 10 °und ",,s= 10 ° bewahrt und wurden auch im Rahmen dieser Arbeit
bei allen numerischen Differentiationen verwendet. Die Approximation der Funktionalmatizen
lautet damit

€ S
o+ hMe 1 ok
@i ! i) I

, (4.119)
(k)
@ %o h

wobei e; einen Koordinateneinheitsvektor mit ¢; = (0,...,1,... ,O)T darstellt. Die 1 steht dabei
an der j-ten Koordinate.

Kleine Deformationen

Bei kleinen Deformationen werden Verschiebungs- und Rotationséld tiber

D = O 4 WOy (4.120)
mi*D = mO 4 Oy (4.121)

dargestell. Die Linearisierten Verschiebungen und Rotationmalie ergeben damit

2 d € (i) (i) S3 (i)
H u'’+ u Um
4 ; 5 = @@( , (4.122)
2d € 0 0 83 0 . &
M m'/+ m .
4 - 5 =spn Im (4.123)
=0 ~
4 5 = , (4.124)
d @x

Es wird von einer allgemeinen Abhangigkeit der Spannungen undKoppelspannungen

T= T€ €u(‘)+ Oy, m® + <‘>mS,K€m(‘lt “)mSS .
€€ € S € . 8S € 8§
:T€ €H u+ Oy M m('>+S (gm K m(')+vé Om (4.125)
Te=T.. u+  OymO+  Om kK mt  Om .
€€ € S € . 8S € . SS
=T, Hu+ Oy MmO+ Om KmO+ Om (4.126)

ausgegangen, wobei es im Folgenden hilfreich ist, von der Schrdiweise

€ € € S € SS € . SS
w:=Hu+ Oy MmO+ On kKmO+ Ony (4.127)
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Gebrauch zu machen. Bei kleinen Deformationen ergeben sich die Bleitungen der Funktionale
zu

™
- Z
dF dT (W) du q 4108
R = — ay, .
d o d - - dx ( )
_ ™ =0 ZR 0
dF dT(W) @u
— = = —dv, (4.129)
- d mwm= =0 ZR d - =0 & Z
dF dT. (W m dT(W
c - (W) em ., (W) Mdv, (4.130)
_ d TM: =0 ZR d = =0 @( R d = =0
dF dT. (W m dT(W
: - o (W) @m . (W) Mdv,  (4.131)
d = =0 R d = =0 @( R d = =0

woraus schliefRlich die Anteile

“dE z (i) (i) |
dF a' @ “u du
— = . dv, 4.132
d - o R @ T (1) @( - dx \Y ( )
CdF S 0. S @u
E— = —_— n m —_—
d = =0 R @(I) Sp %(' '
Z . :
@ @pn  Om u
+ gim > % dv, (4.133)
- _ ™ 7 R !
dF . B @ @ % @m g
d o R @ T @ I@< v
z ar’) @ My
: M dv, (4.134)
o R @ T () @x
- Z , .
dF . ar() ;
= — SPpN m — av
r T . @o pn( m) .
7 _ € S
. a® @m “m  @m ;
o0 ax ax
Lo e &
——spn Im M dv
@ P
v _ € S
@I'(I) @pn (')m
a0 = M dv (4.135)
R

hervorgehen. Bei kleinen Deformationen wird ebenfalls ein Predktor-Korrektor-Verfahren zur
Ldsung plastischer Probleme eingesetzt. Prinzipiell behalterdie Gleichungen (4.70)—(4.100)
auch bei kleinen plastischen Verzerrungen und Krimmungen ilve Gliltigkeit. Eine Verein-
fachung ergibt sich aus dem Wegfall der Transformationen der phastischen Variablen (4.75)—
(4.78), da nicht zwischen Referenz- und Momentankon guration unterschieden wird. Auf
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Grund der materiellen Nichtlinearitdten besteht jedoch weiterhin die Notwendigkeit, das Sys-
tem sowohl global als auch lokal iterativ zu I6sen. Bertcksichtigtman die Materialgleichungen

(3.265) und (3.266), so mussen die Materialtangenten

@r(i)
D= —,
@ (i
@r(i)
D,:= —
@((I)

(4.136)

(4.137)

in jeder NewTon-Iteration bestimmt werden. Wie im Fall von grol3en Deformationen wi rd hierfir
ein numerisches Differenzenverfahren eingesetzt. Die Dikretisierung der Feldgrol3en und der

entsprechenden Variationen lasst sich anhand von

K X K

u(i+l) — Npug)'i' NP (i)up’ u= uQ NQ’
P=1 P=1 Q=1
X K K

mi*D = Nem@+ N Om,g m = mg No
P=1 P=1 Q=1

angeben.

(4.138)

(4.139)

4.4 Numerik des mikropolaren Kontaktmodells

Fir die starke Formulierung eines Zweikdrperkontaktproblems wird zusammengefasst, siehe

LAURSEN[50]: - " "
S € Sy € St
s s s _ s s tc s _ s
t [ ~ [ - G‘:R [ ~ [ - t?
€ € S s
m Y m m _ m_m m e m _ m
@Rt [ t [ - t [ t [ - t
sowie - - .
€ sSu € s t_ € sS“ s _ € sSt s _
t \ @t - \ t \ - @g \ — 1
€ mSu € mS[ € m U m € m m
do vV @Ryt = @R N = @R\ =,
Car™ Capes sy Sy s
€ mSrn € mStc € m_m m € métc m
oV @R, = @, \ = @R "\ =
und . .
Su Su
u=u’ auf@/= @7 | Y
0 " € SSm € mSm
m=m-, auf @R ," = S| T
St
T[n]= t° auf @R[= @R’ _ e
T[nl=t% auf@= @? °I me
sowie

divT+b=0 inRJ[R [
divT, m+ta+b.,=0 inRJ[R ™

(4.140)
(4.141)

(4.142)
(4.143)
(4.144)
(4.145)

(4.146)
(4.147)
(4.148)
(4.149)

(4.150)
(4.151)

Es folgen die starken Formulierungen der Kontaktbedingungen berziglich der slaveFlache S.
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Starke Formulierung des Normalkontaktes

Fur die Entwicklung einer schwachen Formulierung des Normalkontaktgesetzes aus Abschnitt
3.3.1 werden die Bedingungen (3.284)—(3.286) bzw. (3.287) i n einem &quivalenten Ausdruck
zusammengefasst. Gemal der drei Falle gilt

Kein Kontakt , g>0 ) p= 0und g beliebig, (4.152)
Beruhrung , g=0undp=20 ) g 0, (4.153)
Kontakt , p<O ) g=0undg=0, (4.154)

wobei p durch den gewichteten Kontaktdruck p := j p ersetzt wurde. In jedem dieser Falle gilt
(vgl. (3.287))

p O und g O und pg=0, (4.155)

wobei wiederum die Fallunterscheidung (4.152)—(4.154) und d ie Kuhn-Tucker-Bedingungen
(4.155) aquivalente Beschreibungen des Normalkontaktmodellsdarstellen. Man de niert nun
einen Multiplikator g |, (siehe AeBas[2]) anhand von

9= P+ nd (4.156)
mit einer positive Konstante . Mit der Einfihrung einer Hilfsfunktion

1, wenny< 0,

0, wenny O (4.157)

lo=lg(y) :=
de niert man noch

Sii=1ly 9, - (4.158)

Mit dieser De nition und unter Beriicksichtigung von (4.155) | assen sich fir die drei Falle
(4.152)—(4.154) notwendige Bedingungen

Kein Kontakt g>0undp=20

) 0,>0 ) Sy=0 ) S§,g=0und 1 S, p=0, (4.159)
Beruhrung : g=0undp=20

) 0,=0 ) Sy=0 ) S,g=0und 1 S, p=0, (4.160)
Kontakt : g=0undp<O

) 9,<0 ) Sy=1) S§,g=0und 1 S, p=0, (4.161)

formulieren, siehe Bild 4.1. Also gelten in jedem Fall fur (4.152)—(4.154) die notwendigen
Bedingungen

1 S, p=o. (4.163)
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g, =0 g, >0

i)

g, <0—

Abbildung 4.1: Normalkontaktgesetz mit Regularisierung. Das exakte Normalkontaktgesetz ist
durch die dicke Linie gekennzeichnet.

Um diese Gleichungen zu vereinen, teilt man die zweite Glei©iung durch einem Homogenisie-
rungskoef zienten h, 6 0 und addiert beide Gleichungen:

1
Sig+ — 1 § p=0, (4.164)
n

oder
p S, pth,g =0. (4.165)

Um die Aquivalenz dieser Gleichung mit (4.152)—(4.154) bzw. (4.155) zu zeigen wird nun
in umgekehrter Richtung vorgegangen, wobei g, als gegeben vorausgesetzt wird (siehe Asas

[2]):

(4.158) (4.165) (4.156) (4.166)
g,<0 ) S,=1 ) g=0 ) p<0 ) Kontakt, (4.167)
0,=0 ) S,=0 ) p=0 ) g=0 ) Berihrung, (4.168)
0,>0 ) S,=0 ) p=0 ) g>0 ) KeinKontakt. (4.169)

Fir den Kontaktdruck kann unter Berticksichtigung von (4.158) auch

P=S,p (4.170)

geschrieben werden.

Starke Formulierung des Tangentialkontaktes

Wie im Fall des Normalkontaktes ist nun das Ziel, eine aquivalente Darstellung des Tangen-
tialkontaktes herzuleiten. Es wird dabei der Dokumentation von Assas [2] gefolgt. Aus-
gangspunkt ist das klassische GuLome'sche Reibgesetz aus Abschnitt 3.3.2. Es werden zunéchst

4.4 Numerik des mikropolaren Kontaktmodells 81



die Falle Haftung, Grenzhaftung und Reibung betrachtet, so we sie in (3.290) und (3.291)
eingefuhrt wurden, wobei

Haftung oder Grenzhaftung oder Reibung Kontakt p<O (4.171)
gilt. Es sei noch einmal erwéahnt, dass die Fallunterscheiduiy

Haftung : ktrk< jpj) vr =0, (4.172)
Grenzhaftung oder Reibung: ktrk="jpj) 9 + 0O;vy= Tty (4.173)

und in allen Fallen
gtr=0. (4.174)

gilt. Es ist nun zweckmalig, einen Vektor durch

0 fur p= 0 Kein Kontakt und Beriihrung
" % fir p< 0 Kontakt (4.175)
zu de nieren. Aus (4.172) und (4.173) folgt dann, dass
k k 1. (4.176)
In der Tat hat man
Kein Kontakt oder Bertihrung p=0undk k=0, (4.177)
Haftung , p< Oundktik< jpj , p<Oundk k< 1, (4.178)
Grenzhaftung oder Reibung p<Oundkt:k= jpj , p<Oundk k= 1. (4.179)
Aus der De nition von  in (4.175) folgt zusatzlich, dass
tr= p (4.180)
immer gilt. Schlielich gilt fir Kontakt noch die Gleichung
vr = kvrk, (4.181)

was man mit den Beziehungen

Haftung )  Vvy=0undkvik=0 ) VT
Grenzhaftung oder Reibung ) vq= t jpij undk k=1. ) vy

kvok, (4.182)
kvk (4.183)

zeigen kann. Umgekehrt wird nun gezeigt, dass aus (4.176), 4.180) und (4.181) die Ausgangs-
form des Gesetzes (4.172) und (4.173) folgt:

k k=21undt;y= p ) k ttk= jpk k= jpj, (4.184)
k k=1und vq=kvyk ) k vik O, (4.185)
k k< lundty= p ) k ttk= .jpik k< jpj, (4.186)
k k< 1lund vy= kvqk ) vr=0, (4.187)
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so dass

(4.184) und (4.185) ) Grenzhaftung oder Reibung (4.188)
(4.186) und (4.187) ) Haftung. (4.189)

Damit wurde gezeigt, dass die Bedingungen (4.172) und (4.173) mit der Einfihrung eines
Vektors auch aquivalent in Form der Bedingungen

k k 1 und ty= p und v = kvyk (4.190)

ausgedruckt werden kénnen.

Nun wird eine zweite aquivalente Form zu dem Reibgesetz (4.172 und (4.173) hergeleitet.
Ziel ist, im Hinblick auf eine schwache Formulierung das Geset anhand von einer Gleichung
aufzustellen. Zunachst werden unter Berticksichtigung desVektors alle moglichen Kontakt-
zustande betrachtet:

Kein Kontakt , p=0undg>0 ) =0, (4.191)

Berihrung , p=0undg=0 ) =0, (4.192)

Haftung : p<Oundk k<1 ) vr=0, (4.193)

Grenzhaftung , p<Oundk k= 1undv; =0, (4.194)

Reibung , p<Ound = o und vy 6 0. (4.195)
kv k

Wie in Aseas[2] wird eine vektorwertige Multiplikatorfunktion (Regulari  sierung)
Or:= + Vvt (4.196)

eingefuhrt, wobei 1 eine positive Konstante darstellt. Mit Hilfe der Funktion

AA
|
>
vr
f
gr < —1 gr=—1

Abbildung 4.2: Reibungsgesetz von @uLoms. Das exakte Gesetz ist durch die dicke Linie
gekennzeichnet. Die Darstellung gilt fir eine eindimensionale Betrachtung.

1, wennkyk< 1,

0, wennkyk 1 (4.197)

lL=1.(y) =
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wird dann analog zu S,, in (4.158) die Grol3e

Sti=1; O (4.198)

eingefuhrt. Mit p < 0 erhalt man dann
Haftung , k k<lundv;=0 ) k grk<1 ) St=1, (4.199)
Grenzhaftung , k k=1lundv;=0 ) k grk=1 ) S$t=0, (4.200)
Reibung , kK k=1lundv;60 ) k grk>1 ) S=0, (4.201)

siehe Bild 4.2, so dass $ die eindeutige Zuordnung der Falle

Haftung, S;=1, (4.202)
Grenzhaftung oder Reibung, S;=0 (4.203)

liefert. Auf der gesamten Zwischenschicht  gilt mit (4.158) und (4.191)—(4.195) zunachst

Kein Kontakt ) S,=0 ) =0 ) 1 S, =0, (4.204)
Berthrung ) S,=0 ) =0 ) 1S, =0, (4.205)
Haftung ) S,=1 ) 1 S, =0, (4.206)
Grenzhaftung ) Sy=1 ) 1 S, =0, (4.207)
Reibung ) S§,=1 ) 1 S, =0, (4.208)
also insgesamt

1 S, =0. (4.209)

Wiederum aus (4.191)—(4.195) folgt
Kein Kontakt ) S$,=0 ) S, Syve=0, (4.210)
Beriihrung ) S,=0 ) S, Srve=0, (4.211)
Haftung ) S,=1undS;= ) vy=0 ) S, Syve=0, (4.212)
Grenzhaftung ) S,=1undS;=0 ) S, Srve=0, (4.213)
Reibung ) Sy,=1undS;=0 ) SySrve=0 (4.214)
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und

Kein Kontakt ) S§,=0
1 — =0, 4.215
) S 1 8 — (4.215)
Berlihrung ) S,=0
1 — =0, 4.216
) S St K ( )
Haftung ) S,=1lundS;y=1
1 — =0, 4.217
) S 1S (4.217)
Grenzhaftung ) S,=1lundS;=0undk k=1
1 — =0, 4.218
) S Sr K ( )
: Vr
Reib =1lundSy=0und =
eibung ) S, und St un v K
1 — =0 4.219
) S 1S (4.219)

bezuglich °. Im Fall der Reibung ist der Vektor positiv proportional zu v, siehe (4.195). Man
kann mit der Einfihrung eines Homogenisierungskoef zienten hy > 0 auch

v + hyvy

K K kvyk Kk + hpvrk (4.220)
schreiben. Dies wird in die Ausdricke aus der Fallunterschalung oben eingesetzt:
Ss 1 S & = 0. (4.221)
k + hyvok
Es ist zweckmaRig, Gleichungen (4.210)—(4.214) auch in der Form
S, Srhrvy=0 (4.222)

zusammenzufassen. Die beiden letzten Gleichungen kénnen nuwon einander abgezogen wer-
den, so dass

+ hyvy

1 h 1 —— =0. 4.223
Sh St St hrvr St  hovok (4.223)

Wird auch noch der Ausdruck aus Fallunterscheidung (4.209) hinzugenommen, dann folgt aus
dem CouLomBschen Gesetz die Gleichung:

+ hyvy
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Dass diese Gleichung eine aquivalente Form des @Lomeschen Gesetzes darstellt, Iasst sich
ebenfalls zeigen, siehe ABas [2]. Der Vollstandigkeit halber wird dieser Beweis hier kurz
skizziert, wobei die De nition (4.175) zu beachten ist. Zuerst be trachtet man

s,=0) =0, (4.225)

was unabhéngig vonvy gilt. Bei keinem Kontakt oder bei Bertihrung existieren also kene vom
Nullvektor verschiedene Spannungsvektoren der Haftung oder Ribung. Bei Kontakt mit S, = 1
wird der Fall

Ss=0 ) k gik=k + vk lundk k=1
) 1 k + ;vik k k+ kvyk
) kvik O
) Grenzhaftung oder Reibung (4.226)

untersucht, wobei in der zweiten Zeile die Dreiecksungleichung verwendet wurde. Ferner fol-
gert man ebenfalls unter der Voraussetzung § = 1:

Ss=1 ) k gik=k + tvyk<1lundhyvy=0,
) vi=0undk k<1
) Haftung. (4.227)
Damit lassen sich aus Gleichung (4.224) die Bedingungen (4172) und (4.173) zuriickgewin-

nen.
Weiterhin greift man auf (4.175) zuriick und erhéalt

0 fur g> 0,
p fur g=0.

t; = (4.228)

Mit Hilfe von S, kann nun die Materialgleichung folgenderweise verallgemeinert werden:

tr=S, p . (4.229)
Da fur den Vektor bei Kontakt
,  Sr=1,
= __ — (4.230)
k k’ Sr=0
gilt und mit (4.220) auch
) = 1!
= +hyvy St -0 (4.231)
k +htvrk’ Sr=0,

kann im Kontaktfall &quivalent anhand von

=S, + 1 S; _+hrvr (4.232)
k + hyvik
ausgedrickt werden. Diese Gleichung setzt man in (4.229) en und erhalt schlief3lich
tr=S, S p + 1 S pﬁ . (4.233)
kK + hyvik
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Starke Formulierung des Rotationskontaktes

Die Vorgehensweise aus dem letzten Abschnitt wird nun fur den &ll mikroskopischer Rotations-
reibung und -haftung generalisiert. Es wird dabei von den Gesetzen (3.295) und (3.296) der
mikropolaren Haftung und Reibung aus Abschnitt 3.3.3 ausgegangn. Fir p < 0 seien diese
Bedingungen nochmal erwéhnt:

Haftrotation , ko tk< dpi ) I =0, (4.234)
Grenzhaftrotation oder Reibrotation , k tk= pj ) 9 g 0; ! = gt° (4.235)

wobei in allen Fallen gilt

gti= 0. (4.236)
Auch bei Rotationskontakt ist es zweckmaRig, einen Vektor . durch die De nition
(
0 fur p= 0 (Kein Kontakt und Berthrung),
¢ t‘J?pj fiir p< 0 (Kontakt) (4.237)
einzufihren. Mit (4.234) und (4.235) folgt zun&chst
k k 1, (4.238)
was man mit
Kein Kontakt oder Beruhrung , p=0undk k=0, (4.239)
Haftrotation : p< Oundktik< pj
, p<Oundk k<1, (4.240)
Grenzhaftrotation oder Reibrotation , p<Oundkt’k= jpj
, p<Oundk k=1 (4.241)
zeigen kann. Aus der De nition (4.237) erhélt man weiterhin
= P o (4.242)
Bei Kontakt gilt schlief3lich
¢ ! =k 1Kk, (4.243)
was man mit den Folgerungen
Haftrotation ) ' =0undk ! k=0
) ! =k 1Kk, (4.244)
Grenzhaftrotation oder Reibrotation ) I = T jpi cundk k=1
) ! =k 1k (4.245)
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zeigen kann. Nun wird umgekehrt aus (4.238), (4.242) und (4. 243) die Ausgangsform (4.234)
und (4.235) gefolgert:

k k=1undti= . p . ) k ttk= cjpik k= dpi, (4.246)
k k=21und . ! =k !k ) k 'k O (4.247)
k k<lundti= .p . ) k ttk=  jpik k< pj, (4.248)
k k<lund . ! =k !k ) I =0, (4.249)
so dass
(4.246) und (4.247) ) Grenzhaftung oder Reibung (4.250)
(4.248) und (4.249) ) Haftung. (4.251)

Mit der ersten aquivalenten Formulierung wurde gezeigt, dass die Ungleichungsbedingung
(4.234) mit der Einfuhrung eines Vektors . auch anhand von Gleichungen ausgedruckt werden
kann.

Nun wird eine zweite dquivalente Form zu dem generalisierten CouLomgschen Gesetz (4.234)
und (4.235) hergeleitet. Ziel ist, im Hinblick auf eine schwa che Formulierung das generalisierte
Gesetz anhand von einer Gleichung aufzustellen. Die mégliche Kontaktféalle seien nochmal
zusammengefasst:

Kein Kontakt , p=0undg>0 ) <=0, (4.252)

Beriihrung , p=0undg=0 ) <=0, (4.253)

Haftrotation , p<Oundk k<1 ) I =0, (4.2549)

Grenzhaftrotation p<Oundk k=1und ! =0, (4.255)
!

Reibrotation , p<Ound .= 1 K und ! 6 0. (4.256)

In Analogie zu (4.196) wird ein vektorwertiger Multiplikator gg de niert,
Or:= ¢t r !, (4.257)

wobei i > 0 ein Regularisierungsparameter darstellt. Man de niert au ch bei Rotationskontakt
mit Hilfe von (4.197) den Wert

Syi=1; gg - (4.258)

Unter Berucksichtigung von (4.254)—(4.256) erhalt man mit p < 0O:

Haftrotation , k k<lund ! =0 ) k grk<1l ) Sg=1, (4.259)

Grenzhaftrotation , k k=21und ! =0 ) koggk=1 ) Sz=0, (4.260)

Reibrotation , k Kk=21und ! =k 'k . ) kggk>1 ) Sg=0, (4.261)
oder auch

Haftrotation , Sz=0, (4.262)

Grenzhaft- und Reibrotation , K=1 (4.263)
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Die Bedingungen (4.252)—(4.256) lassen sich mit Hilfe von S, und Si auch jeweils fir die
gesamte Kontaktzwischenschicht * formulieren:

Kein Kontakt ) S,=0 ) =0 ) 1 S, =0, (4.264)
Berthrung ) S§,=0 ) c=0 ) 1 S, =0, (4.265)
Haftrotation ) S,=1 ) 1S, =0, (4.266)
Grenzhaftrotation ) S§,=1 ) 1 S, =0, (4.267)
Reibrotation ) S,=1 ) 1S, .=0. (4.268)
Insgesamt gilt auf ° demnach:
1 S5, .=0. (4.269)
AuRerdem liefern (4.252)—(4.256) auf =
Kein Kontakt ) S,=0 ) S,Sg ! =0, (4.270)
Beruhrung ) S§,=0 ) S,S ! =0, (4.271)
Haftrotation ) S,=1lundSz=1 ) ' =0 ) S\S ! =0, (4.272)
Grenzhaftrotation ) S;=1undSz=0 ) SiSR ! =0, (4.273)
Reibrotation ) S,=1lundSz=0 ) SSR ! =0 (4.274)
und
Kein Kontakt ) S$S,=0
) S, 1S . =0, (4.275)
k .k
Berthrung ) S§,=0
) S, 1 S . ° =0, (4.276)
k .k
Haftrotation ) S,=1lundSz=1
) S, 1 S . . =0, (4.277)
k ck
Grenzhaftrotation ) S,=1lundSz=0undk k=1
) S, 1 S . . =0, (4.278)
k ok
!
Reibrotation ) Sy=1lundSg=0und .= P
) S, 1 S . < =o. (4.279)
k ck
Die Vektoren .und ! sind bei Rotationsreibung positiv proportional, siehe (4.261), so dass

mit Hilfe eines Homogenisierungskoef zienten hg > 0 die Gleichungen

! + h !
c [ R

= = 4,280
k k k 'k k .+hg 'Kk ( )
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gelten. Man kann dies in den Fallunterscheidungen oben einarbé&en und erhalt

1 e !y 4.281
S 1% o oo SO (4.281)

Es ist hilfreich, (4.270)—(4.274) in Form von
S,Sghg ! =0. (4.282)

anzugeben. Schlief3lich lassen sich die Gleichungen (4.269)(4.281) und (4.282) beziglich *°
in einer Gleichung zusammenfassen:

¢t hg !

1 S, +S, 1 Sz . Sghg ! 1st+hR!k=o. (4.283)

Es bleibt zu zeigen, dass aus dieser Gleichung das Reibungsgésen der Form (4.234) und
(4.235) folgt. Man betrachtet daftir zuerst

S,=0 ) <=0, (4.284)
was unabhangig von ! gilt. Fir den Fall S,, = 1 folgert man weiterhin

k ggk=k .+ g 'k 21undk k=1

1 k .+ g 'k k Kk+ gk 'k

k 'k O

Grenzhaft- oder Reibrotation, (4.285)

SR=0 )
)
)
)

wobei in der zweiten Zeile die Dreiecksungleichung verwendetwurde. Wiederum mit S, = 1
betrachtet man letztendlich:

S=1 ) kggk=k .+ g !'k<lundhg ! =0,
) ' =0undk k<1
) Haftrotation . (4.286)

Es lassen sich also aus Gleichung (4.283) die Bedingungen (234) und (4.235) zurtickgewin-
nen.

Wie im Fall der tangentialen Spannungsvektoren wird auch fir die Momentenspannungsvek-
toren auf ° eine Formulierung in Verbindung mit dem Vektor . hergeleitet. Man beginnt
wieder bei (4.237):

0 furg> 0
S — ’ )
t.= p . firg=0. (4.287)

Diese Materialgleichung kann mit Hilfe von (4.158) auch anhand von

=S, P . (4.288)

90 4 FEM



geschrieben werden. Weiterhin gilt fur . bei Kontakt

c k°£k’ i; é’ (4.289)
oder mit (4.280) auch
: =1,
.= kcﬁiﬁi . ::: 0. (4.290)
Der Vektor . lasst sich also durch
c+thg !
TSR ot 1 K K +hy (K (4.291)

darstellen, so dass sich schlie3lich das Materialgesetz fuden Koppelspannungsvektor in der
Form

¢t hg !
k .+ hg !k

=S Sk P c+ 1 S P (4.292)

bezuglich *® ergibt.

4.41 Funktionale des Kontaktmodells, Schwache Formen

Es wird zu den Gesamtfunktionalen (4.18) und (4.19) zurtickge kehrt und zunéchst die Integrale
Uber den gesamten Kontaktrand betrachtet. Fihrt man Variationen auf den master und slave
Kontakt &chen u®, u™, und m® m™ ein, so erhalt man:

Z Z Z

t uda= t° u®da’+ t™  u™da™, (4.293)

Z Z Z
t. mda= ti m°da’+ tt m™da", (4.294)
wobei in inaktiven Bereichen der Kontakt dche de nitionsgemaR t°= t™=0und t3=t7= 0

gilt. In aktiven Bereichen kdnnen die Variationen der Vektoren bezlglich der masterFlache
jeweils anhand von

u™, (4.295)

um
m™ m (4.296)

ausgedriickt werden. Die GroRen u™ und m bezeichnen Variationen an Projektionspunkten
X. Wird zudem von den Beziehungen (3.39) und (3.40) fir die Spannungstensoren Gebrauch
gemacht, dann lassen sich (4.293) und (4.294) bezuglich derslaveFlache ausdriicken:

z z

t uda= t u®S u™ d&’ (4.297)

Z Z
tt mda= t2 ( m® m)da’ (4.298)

S
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Im Fall des klassischen Kontaktrandes ist es sinnvoll, die Vaationsdifferenz in Normal- und
Tangentialanteile zu zerlegen:

u* u™=nn u u" +(1 n n) v u"m, (4.299)

vergleiche auch (2.121). Unter Bericksichtigung der Analoge zwischen Zeitableitung und Va-
riation (siehe ScHERF[69] S. 73) erhalt man aus (2.130) die Variation der Abstandsfu nktion

g=n u® um . (4.300)

Auf der Grundlage von Gleichung (2.132) fuhrt man die Variati on einer tangentialen Differen-
zverschiebung ein:

u=(1 n n u u"m. (4.301)
Das variationelle Analogon von Gleichung (2.133) lautet jetzt mit (4.299)
u* u™= gn+ u. (4.302)

Fur die Differenzrotation de niert man wiederum unter Berlick sichtigung der Analogie zwi-
schen Zeitableitung der Mikrorotation (mikropolarer Spintensor) und Variation des axialen Vek-
tors m in Verbindung mit (2.155) und (4.16):

m:= m° m. (4.303)

Fur eine Diskussion der Variation der mikropolaren Rotationsvekbren siehe GRAMMENOUDISUN
TsakmAkIs [29]. Mit den oben eingefuhrten VariationsgréRen und der Zerlegung des Span-
nungsvektors (3.49) erh'a% man fur die IntZegraIe (4.297)Zund (4.298)

t uda= p gda®+ ty u da’ (4.304)
Z Z S S
t. mda= t2 mda’ (4.305)

S

Durch Einsetzen dieser Integrale in die Gesamtfunktionale @.18) und (4.19) ergibt sich

F=F(uum, u m
Z( )

Z Z
= T grad udv b udv t° uda
R R @!
| t ’[{E t }
Z z F
+ p gda tr u da’ (4.306)
I {z H {z }
Gp Gr
F.=E.(um, u, m
¢= FEcl ) 5 5 5
= T, grad mdyv T Mdv b, mdv t2 mda
R R R @R
| t t {_Z t t }
z P
Stz m da®, (4.307)
I {z }
Gr
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wobei F ; und F . anhand von (4.22) und (4.23) bereits eingefiihrt wurden. Die Fu nktional-
anteile fur Normalkontakt G, klassischen TangentialkontaktG; und Rotationskontakt Gg sind
nun de niert durch

Z
G, := p gda’ (4.308)
Z
Gy = tr u da’ (4.309)
-
Gr = t mda (4.310)

Zusammen mit den De nitionen (4.22) und (4.23) erhalt man fur die Gesamtfunktionale

F.=F .+ Gg=0. (4.312)

Nun ersetzt man in (4.308)—(4.310) den Druck, den tangentialen Spannungsvektor und den
Koppelspannungsvektor durch die Materialgleichungen (4.170), (4.233) und (4.292):

Z
G,= S,p gda’ (4.313)
Z
Gy = + 1 + NV u da° (4.314)
T= SSn St p St p Kk + hy vk , :
Z
_ C+ hR ! — d S
GR_ SSn SR cP ¢t 1 SR cpk c+hR I k mda-. (4-315)
Beziiglich der Referenzkon guration ® erhalt man daraus:
Z
G, = S,p gdAd (4.316)
Z
+ hr vy
Gr = Ss Ss p +1 S p— u dAS, (4.317)
S s k + hyvqk
_ cthg ! = 4AS
C':‘R_ Ssn SR cP ¢t 1 SR Cpk c+hR I k m dA”. (4-318)

Die Gleichungen fur Normalkontakt, Tangentialkontakt und Rotationskontakt sind jeweils den
Bedingungen (4.165), (4.224) und (4.283) unterworfen. Um au f eine gemischte Variations-

formulierung zu gelangen, werden der Druck p und die Vektoren , . als neue Variablen

betrachtet. Damit ergeben sichG,, Gy und Gy als Funktionale vonu, m, p, ,  uund
m:

Gp = Gy(u,p, u), (4.319)

Gr = Gy (u,p, , u), (4.320)

Gr=Gg um,p, o, m . (4.321)
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und daher

F=F(ump, , u m). (4.322)
Fc=Fcump, o u, m. (4.323)
Im Hinblick auf die Bildung schwacher Formen der Nebenbedingungen ist es sinnvoll, die Be-

dingungen (4.165), (4.224) und (4.283) jeweils mit den Vari ationen hn1 p, p th und
cpht  skalar zu multiplizieren, so dass

1
— P S p+thg  p=0, (4.324)
n
! 1
! 1 h 1 * N v 0 (4.325)
+ — v —_— =0, :
hTSnp St Sy hy vy STk+h-|-V-|-k
1
h_R 1 Sn cP ¢ c
L 1 he ! 1 c* e ! 0. (4.326)
+ — ! = U .
hRSncp SRCSRR SRkC+hR!k c
Nach Integration dieser Gleichungen de niert man die Funkti onale der Nebenbedingungen mit
Z
1
H,(u,p, p):= = p S, p+h,g p dA®= 0, (4.327)
z >0
1
Ht(u,p, , ):= — 1 S, p dA®
shr
‘ 1
+ h_S" p 1 S Srhrvy
s 1T
+ hyvy
1 —_— dA®= 0, 4.328
7 ST k + hyvsk ( )
1
Hr um,p, c T h_ 1 S ¢P ¢ chS
s SR
£ 1
+ h_Sn cP 1 SR c SRhR !
s 'R
+ hg !
1 = dAS= 0. 4.329
R  he K c ( )

Die Funktionale der schwachen Formen fir die Gleichgewichts-und Kontaktbedingungen kon-
nen nun zusammengefasst werden:

F=F+G,+Gr=0, (4.330)
F.=F .+ Gg=0, (4.331)
H,=0, (4.332)

Ht=0, (4.333)

Hgr= 0. (4.334)

94 4 FEM



Stabilisierungsverfahren

Im Hinblick auf das eingesetzte inkrementelle Lésungsverfalen sei erwdhnt, dass im Fall von
Kontakt die Bedingung g = 0 nicht exakt erflllt werden kann. Eine &hnliche Situation exi stiert
bezuglich der Falle Haftung und Haftrotation. Hier lassen sich die Bedingungenv; = 0 und
I' = 0 numerisch nicht exakt erfillen. In den genannten Fallen kann das Gesamtfunktional
durch Stabilisierungsterme erweitert werden. Dazu wird in Analogie zu AsBAas[2] angesetzt:

Z
I p(u, u):= S, 9 gdA® (fur Kontakt), (4.335)
Z
| +(u, p, u):= S:Sr 1 pvr u dAS (fir Haftung), (4.336)
s
| g(u,m, p, m):= SiSkR R P ! m dAS, (fur Haftrotation ), (4.337)

wobei ,, und greellenicht negative Parameter sind, die geeignet gewahltwerden mussen.
Schliellich stehen alle Integralterme zur Losung des Kontaktpoblems fest:

F=F+G,+Gr+1,+1:=0,
F.=F .+ Gg+1.=0,

H,= 0,
Hy=0,
H = 0. (4.338)

4.4.2 Nichtlineare Kontaktbedingungen, Fixpunktverfahren

Bei dem vorliegenden Kontaktproblem unter Berticksichtigung von Plastizitat ist aufgrund geo-
metrischer und materieller Nichtlinearitaten der Einsatz von iterativen Losungsverfahren zwin-
gend notwendig. Insgesamt werden fir eine vollstandige Lésungder nichtlinearen Gleichungs-
systeme die folgenden Iterationsverfahren verwendet, sieheBild 4.3. In dieser Aufstellung sind
jeweils die FeldgréRen mit angegeben, so wie sie am Ende der eiranen Iterationsverfahren als
(vorlau ge) Losungen bereitstehen.

Zeitschritt (p)

Insbesondere ist die Materialantwort der hier verwendeten Materialmodelle im Kdrpervolumen
und in der Kontakt &che geschichtsabhangig. Unter dieser Voraussetzung kann eine Losung
der mikropolaren Bilanzgleichungen (siehe Abschnitt 4.3.2) und Kontaktbedingungen nur mit
einer zeitlichen Diskretisierung erfolgen. Die &uf3eren Belastungen der Randwertaufgabe wer-
den dabei inkrementell aufgebracht. Die Schleife Uber die Zeischritte stellt das aul3erste Itera-
tionsverfahren des gesamten Losungsverfahrens dar. Die Zeithrittschleife durchlauft die zuvor
festgelegte Anzahin von Zeitschritten. Dabei gilt

P = ¢y, (4.339)

4.4 Numerik des mikropolaren Kontaktmodells 95



-

w Y

Zeitschritt,
Updated Lagrange

Y

At

0 ’¢

Geometrie,
Fixpunktiteration

Y

<

(x*,%), aq, 10

>
(k)Y

Reibungsschwelle,
Fixpunktiteration

Y

7pl, 7¢ |pl

>
>y

Kontaktstatus,
Fixpunktiteration

Y

> |
)"y

Elastizitét,

Y

globales Newton-Verfahren

u, R* b, A7 Ac

%
() ¢

Plastizitéat
lokales Newton-Verfahren

nein

G+D

nein

(k+1)

p(k+1) ,p(k) I

< tol*

nein o™
(l + 1) Tu® —ut+D) <4 ll
nein RIS

(p+1)

£P) < ()

ja

€, Ky, €r, Kiy k8

Abbildung 4.3: Programmablaufplan einer Kontaktsimulation in Zusammenhang mit plastischen

Materialien.
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mit p=0,...,(n 1) und
0=tO<tW<t@< <t (4.340)

wobei t(" den Endzeitpunkt bezeichnet und t ein zeitliches Inkrement darstellt. Man sucht
nun die Lésung der FeldgroBen zum Zeitpunkt {P*1), indem man von den bekannten GréRen
des vorherigen Zeitpunktes {P ausgeht. Um die Notation zu vereinfachen, wird im Folgenden
fur t (P einfach t geschrieben.

Zur Bestimmung der Geschwindigkeitv; werden die Verschiebungen im Zeitinkrement linear
interpoliert. Mann fuhrt eine Zeit  des aktuellen Zeitinkrementes ein, wobei

t t+ t (4.341)
gilt. Mit einer GroRRe
t
‘= — 0 1, (4.342)
folgt fur die Verschiebung im Inkrement:
u =(1 )u+ Uy ¢ (4.343)
Die Geschwindigkeit ist damit durch
du d t t
I e S S
1
= U ¢ U (4.344)

gegeben. Man fuhrt zeitliche Inkremente

S

=ug, , uj (4.345)
=u" uy" (4.346)

t+ t

c
|

ein, siehe auch (4.33). Mit diesen De nitionen ist die Tangen tialgeschwindigkeit bei Beriihrung
und Kontakt (d.h. es gilt vi = v ) gegeben durch die Vorwartsdifferenzenformel

1
vi=(1 n n)—t (us ey (4.347)

siehe (2.132). Uberlegungen im Zusammenhang mit der sogenanten inkrementellen Objektivi-
tat, siehe HugHEsund WINGET [40], J AHNsON [42] und L AMMER [57] erlauben den Spintensor
wie folgt zu interpolieren:

2 €€ _S Se€€ S §
Tt

R 1 R +1 (4.348)

4.4 Numerik des mikropolaren Kontaktmodells 97



Mit diesem Ausdruck fur den zeitlich diskretsierten Spintensor ist der axiale Vektor des
Differenzspins (2.156) durch

I
v 8

e _. 8¢ __ &, _ _ ¢
t

gegeben, wobei die zeitlichen Rotationsinkremente der Kontakt &chen de niert sind als

e

R=R, , R, (4.350)

{R:= Ry, (R/. (4.351)

Geometrie (1)

Zu Beginn jedes neuen Zeitschritts sind die Paare von Kontaktpnkten (x%x);, ; noch un-
bekannt. Die Bestimmung dieser Punktpaare ist von der Lésung deGleichgewichtslageR ;,
abhangig, was auf ein nicht-lineares Problem fuhrt. Eine Mdéglichkeit zur Losung stellen Fix-
punktiterationen dar (zur Darstellung von Fixpunktiteration en siehe KNnaABNER UNd ANGERMANN
[47] S. 271). In Code_Astewird dieses Verfahren als Fixpunktiterationen der Geometrie bezei-
chnet, siehe AsBas[2]. Zu einem festen Zeitpunkt t und bezlglich eines unabhé&ngigen Punktes
x® sind die Geometrieiterationen durch die Vorschrift

s (I+1) . I€ s (I)S
(x>, %) =1 (X°,X) (4.352)

gegeben (siehe A&Bas[2]), wobei (1) den Index der Geometrieiterationen bezeichnet. f stellt
dabei eine Abbildung (auch Iterationsverfahren) dar, die in allen inneren Schleifen (k), (j),
(i) und (h) der aktuellen Geometrieiteration gebildet wird. Die Tangentenvektoren und die
Normale hangen von dem Projektionspunkt ab, so dass

aVh=a X+ ym O =12, (4.353)

nW=n xP+ ygm O (4.354)

gilt. Innerhalb der Geometrieiteration werden die Normale n und die Tangentenvektoren a
demnach festgehalten. Nach einem Durchlauf der Schleifen(k) bis (h) kann (4.352) ausgewer-
tet und neue Punktpaare ermittelt werden. Das Konvergenzkrierium ist durch

ku(l) u(I+ l)k

I
o o (4.355)

festgelegt, siehe ABsas[2]. Wenn die Norm der Verschiebungsanderungen relativ zu der Norm
der Verschiebungen aus der letzten Geometrieiteration einen éstgelegten Grenzwerttol' un-
terschreitet, dann stehen die Paare von Kontaktpunkten(x®, x) fir den betrachteten Zeitschritt
fest.
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Reibungsschwelle(k)

Die Bestimmung der Reibungsschwellen jpjund jpj der CouLomBschen Gesetze ist abhangig
vom aktuellen Kontaktdruck. Der Druck p;, . ist zu Beginn eines Zeitschrittes jedoch nicht
bekannt und damit stehen auch die Reibungsschwellen zur Bestnmung des Grenzhaftkriteri-

ums noch nicht fest. Der Kontaktdruck ist von der Losung der Gleitigewichtsbedingungen

abhangig. Aus diesem Grund missen die Reibungsschwellen itativ bestimmt werden. Die

Vorschrift der Fixpunktiteration der Reibungsschwelle bzw. das Reibkriterium bei tangentialen

Relativverschiebungen jpj und relativen Rotationen . jpj ist unter Berticksichtigung konstan-

ter Reibkoef zienten und  durch

€ S
p+ o= ¢ pl (4.356)
de niert, wobei die Abbildung f Kin allen inneren Schleifen (), (i) und (h) gebildet wird. Bei

generalisierter CouLomescher Reibung erhalt man damit die festgehaltenen Haftgrenzn fir
klassischen tangentialen und rotatorischen Kontakt:

ip®j und  jp™;. (4.357)
Das Konvergenzkriterium kann hierbei mit Kenntnis des Kontaktrucks tberprift werden,

kptr D pMk

WK tolX, (4.358)

wobei tol¥ eine konstante Abbruchtoleranz bezeichnet.

Kontaktstatus (j)

Die Bestimmung des Normalkontaktstatus (Kontakt bzw. Nicht-Kortakt oder Beriihrung) ist in
AsBAs [2] und [3] im Detail beschrieben. Die Besonderheit des verwendeten Verfahrens (a
méthode des contraintes activesst, dass die Bestimmung des Kontaktstatus von dem MwTton
Verfahren abgekoppelt wird. Prinzipiell werden die Startwerte jeder Iteration aus der Kennt-
nis der effektiven (aktiven) und nicht-effektiven (inakti ven) Kontaktzonen, :.. und _2” der
letzten Iteration (j) ermittelt. Vorlau g setzt man demnach in jeder Iteration effe ktive Kon-
taktzonen voraus (active-setStrategie, siehe DumonT [20]), so dass fir jedes Punktepaar ein
Statuswert feststeht $. Die Methode zur Bestimmung von $/*) wird im Folgenden erl4utert.

Grundsatzlich muss fir eine Berechnung von ﬁ*l) der aktuelle Druck und Abstand bekannt
sein, siehe (4.156) und (4.158). Der Kontaktdruck p‘*® und der Abstand ¢(/* ) ergeben sich
aus der vorlau gen Verschiebungs- und Druckldsung des globalen MwTton-Verfahrens. Hierbei
ist es méglich, dass die Bedingungen (4.155) aufgrund von pi*% > 0 oder gi*¥ < 0 nicht exakt
erfullt sind. In diesen Fallen lasst sich in Abhéangigkeit von dem regularisierten Multiplikator
gl* D vgl (4.156)—(4.158), iiber

~

£ RS
Sy=1lp pU*V+ | gli*h (4.359)
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g, =20
S, =1 S, =0
g, <0 g, >0 g

Abbildung 4.4: Normalkontaktgesetz mit Regularisierung. Das exakte Normalkontaktgesetz ist
durch die dicke Linie gekennzeichnet.

jedem Punktpaar mit den unzuldssigen Kontaktbedingungen trozdem ein Normalkontaktstatus
zuweisen, siehe Bild 4.4. Der Regularisierungsparameter , gibt dabei die negative Steigung
der im Bild 4.4 angegebenen Geraden |fg) = n0+ g, fuir g,, = 0 an. Der De nition (4.156)
entnimmt man, dass fur alle g, < 0 der Kontaktfall mit S, = 1 vorliegt. Im Bild 4.4 ist dieser
Bereich grau unterlegt. Beispielsweise kann ein negativerKontaktdruck zusammen mit einem
kleinen positiven Abstand der Kontaktpunkte noch als Kontakt interpretiert werden, da Druck
und Abstand einen Punkt im grauen Bereich markieren.

Wenn g, 0 qilt, folgt S, = 0. Fur das betrachtete Punktpaar gilt damit Berihrung oder
kein Kontakt. Diese Kontaktzustéande sind in Bild 4.4 durch die Gerade g, = 0 bzw. den weil3
unterlegten Bereich verdeutlicht. Hierbei flhrt die Regularisierung dazu, dass kleine Durch-
dringungen als kein Kontakt gewertete werden kdnnen, wenn eine ausreichende Zugspannung
zwischen den Kontaktpunkten herrscht. Diese Situation entspicht in Bild 4.4 einem Punkt im
weil3en Bereich mit positivem Druck und negativem Abstand.

Von einer Statusbestimmung gemaR (4.359) abweichend, wird in Code_Astedie Bestimmung
des Normalkontaktstatus wie im Folgenden erlautert, durchgefihrt (siehe Bild 4.5). In den
Teilbildern ist der slaveKorper, bzw. sein Kontaktbereich jeweils durch die obere gekrimnte
Linie angedeutet. Ein Ausschnitt desmasterKdrpers mit einer ebenen Kontakt ache be ndet
sich unterhalb desslaveKorpers. Ober &chenpunkte, die Uber die Projektionsvorschrift (2.111)
als potentielle Kontaktpaare ermittelt wurden, sind Uber eine gestrichelte Linie miteinander
verbunden. Die beiden linken Teilbilder a) und c) geben den Zustand der letzten Iteration ()
wieder, wahrend die beiden Darstellungen b) und d) auf der rechten Seite einen mdglichen
Zustand (j + 1) nach Durchlaufen der inneren Schleifen(i) und (h) wiedergeben.

* An allen Punktpaaren, an denen ein vorlau ger Kontaktzustan d Sf]j) = 0 gilt (siehe Bild

4.5,a) oben links), d.h. an allen Punkpaaren (x5,x)!) des vorlau g inaktiven Bereichs
( 3,)W, wird anstatt (4.359) der Wert

~

€ S
S,= 1, gi*d (4.360)

gebildet, wobei sich der Abstand d/* aus der Verschiebungslosung des globalen vton
Verfahrens ergibt. Zunachst werden die Punktpaare des Berehs ( Seff)(” ermittelt, an
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a) ()

starr

Abbildung 4.5: Bestimmung des Normalkontaktstatus.

denen sich der Normalkontaktzustand geandert hat (d.h. S, = Ioﬁg(“l)S = 1, siehe Bild
4.5,b) oben rechts). In der Menge dieser Punktpaare wird anschieRend das Punktpaar
gesucht, bei dem der Abstand §* < 0 am kleinsten ist. Fir dieses Paar wird dann
der neue Wert qu”) = 1 gesetzt. An allen anderen Punktpaaren des vorlau g inaktiven
Bereichs bleibt der Kontaktstatus unveréndert, d.n. $*% = s = 0. Im Bild 4.5 ist dies
ebenfalls oben rechts dargestellt.

» An allen Punktpaaren mit einem vorlau ge Kontaktzustand von S fj) = 1 (siehe Bild 4.5,c
unten links), d.h. alle Punktepaare (x% x){") des vorlau g aktiven Bereichs ( ..)", wird
anstatt (4.359) der Wert

€ S
S,= 1, pi*d (4.361)

berechnet, wobei sich der Kontaktdruck p*Y aus der Lésung des globalen MwTon
Verfahrens ergibt. AnschlieRend wird eine Untermenge aus denPunktpaaren des Be-
reichs ( é”)(')sgebildet, an denen sich der Normalkontaktzustand geéndert hat (d.h.
S, =S, pi*Y = 0, siehe Bild 4.5,d) unten rechts). In dieser Menge wird dann das
Paar gesucht, bei dem der Druck p*¥ > 0 am gréRten ist. Fiir dieses Paar wird dann der
neue Wert §/*% = 0 gesetzt, in Bild 4.5 unten rechts. An allen anderen Punktpaaen des
vorlau g aktiven Bereichs gilt weiterhin S U*1) = i) = 1,

Bei dieser Vorgehenswiese hat der Parameter ,, keinen Ein uss auf die Losung des Verfahrens.
Die Konvergenz ist erreicht, wenn die geometrische Kontaktbedigung g 0 und die Druckbe-
dingung p 0 an allen Punktpaaren eingehalten ist.
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Fixpunktiterationen, Zusammenfassung

Aus der Fixpunktiteration (j) folgt, dass S, durch SU) ersetzt werden kann. Die Funktionale
(4.316), (4.327) und (4.335) sind damit ndherungsweise dur ch

z
Gy(up, W= SPp gdA’ (4.362)
2 1 € _ S
Ho(up p)= =P SV p+h,g pdA°=0, (4.363)
z °"
| o(u, uy= s g gdA® (4.364)

gegeben. Bericksichtigt man zudem die Fixpunktiterationen (k), dann kénnen die Haftungs-
grenzen der GouLomBeschen Reibung p durch entsprechende Ausdricke mit festgehaltenem
Kontaktdruck p(¥) ersetzt werden. Im Fall der Funktionale (4.317), (4.328) und (4.336) erhalt
man somit

z
Gr(u, , w= 8 s p¥
+ 1 S 0 T ITVT s (4.365)
. D T+ vk ! '
1€ S
He(u , )= =1 sV pW dA®
S 2’ 1
=S p% 1 s sihryy
s T
+ hrv
1 S k+—thTk dAS= 0, (4.366)
7 TVT
7(u, u)= ' T PV ou : '
I 1 ( ) st (k) dAS (4.367)
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In den Funktionalen der generalisierten CouLomgschen Reibung (4.318), (4.329) und (4.337)
kann in der Haftrotationsgrenze . p der Druck ebenfalls durch p® ersetzt werden:

z
GR m, c m = S|(ql) SR Cp(k) c
+ hg ! _
+ 1 Sy p—=F m dAS, (4.368)
. ) k .+ hg !k
1€ S
Hg m, o ¢ = h_ 1 S;J) CIO(k) . LdAS
S f 1
=80 o 1 & o Khe !
s 'R
+ hg !
1 < dAS= 0, 4.369
, R S h. K c ( )
| (M, m)= SVsy g p® 1 mdASs (4.370)

4.4.3 Linearisierung der Kontaktfunktionale, NewTtonVerfahren, (i)

Die Iterationsvorschrift des Newton\Verfahrens fur die Verschiebungsvektoren und Rotationsten-

soren fasst man fir skalare = 1und = 1 anhand von
(US)(i+1) =( US)(i) + Oys= ( uS)(i) + (i)us, (4.371)
Umv(i”) = u™ Oy Oym = um Ei) + MOym o 5 (4.372)
€_S; € € = SS€.S; € € . SS€_S,
RS 2 exp spn Ims = R M - exp spn (Dms R® (I), (4.373)
_ . SS_ € £ . SS_
RI*D=exp spn  Om RY=exp spn Om RO, (4.374)

zusammen, wobei NewTton-Schritte wieder mit dem Index (i) gekennzeichnet werden. Der
Abstand ist damit durch

g(i+1) - n(I) (us)(i+l) um (i+1) (4-375)

gegeben. Die Funktionale beztglich der Kontakt &che enthalten zudem Tangential- und Rota-
tionsgeschwindigkeiten, die ebenfalls linearisiert werden mussen. In der Newton-Iteration (i)

in Zeitschritt t + t fihrt man zunachst die Verschiebungs- und Rotationsdifferereen ausgehend
vom letzten Zeitschritt t ein:

(i)tuS = (us® us, (4.376)

Oum:= €umg(') ; u[”é,T (4.377)

W= RVR (4.378)
t t

OR:= ROR! (4.379)
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Die Beriicksichtigung dieser Gleichungen in (4.371)-(4.374) fuhrt mit = 1und = 1 auf

(uS)(i+ 1) - uf+ (i)tu5+ (i)us, (4380)
€umé(l+1) _ U{n’% (u)téjm+ (Si)gm’ (4.381)
R* Y = exp spn Oms OR R, (4.382)
L € e 85
RI*D = exp spn Om 'R R, (4.383)

wobei ﬁf, ﬁt festgehaltene Rotationstensoren des letzten Zeitschrittes beeichnen. Die Tangen-
tialgeschwindigkeit (4.347) kann mit (4.380) und (4.381) d urch

(i+1) € | |S 1 h (i) i (i) i |
vi=1 0 pO— us+  (ys um+ O™ (4.384)
t
geschrieben werden. Bezuglich derslave und masterFlachen erhélt man mit (4.348)und =1
zunachst die Darstellung der Spintensoren
. 2 € € . SSs
( 9D = — exp spn Dms OR® 1
€ £ (0 Séé (i) s 1
exp spn m R +1 : (4.385)
. 2 € € SS
A+ - — ©p spn (')mw DR 1
€ £ () SS i) = 1
exp spn m R +1 (4.386)

und den Vektor der Spindifferenz in der aktuellen NEwTon-Iteration

1 (+1) = gy ( S)(i+1) A(i+1)

n € € (i) Séé (i) ps
= —taxl exp spn m R 1
€ € .~ SSs 1
exp spn  m*® OR +1
€ € . SS .
exp spn Om R1
e e 85 .
exp spn O™ 'R +1 _ (4.387)
Im Fall der Normalkontakt- und C ouLome-Funktionale erhalt man
pi*h = pM 4 Op, (4.388)
i+ = M4 O (4.389)
f:i+ 1) - (Ci) + O (4.390)
Die GroRen p, und . werden jeweils als inkrementeller Kontaktdruck, Spannungsund

Momentenspannungsmultiplikator bezeichnet. Die Zeitschrittinkremente innerhalb der letzten
NewToON-Iteration sind de niert als

Op:=pD p, (4.391)
0 = o (4.392)
O o= U (4.393)
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Diese De nitionen zusammen mit den Gleichungen (4.388)—(4.390) ergeben

p(i+ 1) — pt + (i)tp+ (')p’ (4394)
i+ = 4 (I)t + O (4.395)
(Ci+1) =+ (I)t SO (4.396)

Die Inkremente dieser GroRen werden im Gegensatz z.B. zu Ver&gebungsinkrementen nicht
Uber die Zeitschritte aufaddiert, so dass geeignete Startwete bei i = 0 im Zeitschritt t + t
ungeachtet der letzten Zeitschrittldsung jeweils

p, = 0, (4.397)
=0, (4.398)
¢ =0, (4.399)

sind. Mit = = 1 gilt damit
pi*V = Op+ p= Ops Op (4.400)
= 0O 4+ = 0O 4 0O (4.401)
(1) = (')t . <')t O (4.402)

Die Linearisierung der Funktionale der Kontaktgesetze fuihrtauf

€ S
F oD, m@+D p+D  (+D

=F u"+ Oyexpspn m RV, Op+ Op O 4 Oy m

— _TM — _TM
—g 0y @ " @
_ @TM = =0 @ = =0 M
+ @ + @ + % + & =0 (4403)
@ =0 @ =0 @ =0 @ =0
und
FC€U(i+1) m(i+1) (i+1) u mS
) ) C k) H o v
. . € _ S_(i) 0 .
=F, u+ Oy exp spn Om RY, O + O L u m
- ™ - ™ = =1
=F 0+ @ . + @ . + @GR + @r = 0. (4.404)
@ = =0 @ = =0 @ =0 @ =0
Die Linearisierung des Funktionals der Normalkontaktbedingungen fihrt auf
Ho u@ D pd p = H o u®+ Ti;)u’ Dp+  Op, p 3
. @H ,
=H FS') + _@ = 0. (4405)
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Fur das Funktional des klassischen GuLomeschen Reibungsgesetz erhalt man

~

€ S .
He ud (s0 To gy Oy O 40

_ @H ;
=H D+ =0 (4.406)
@ =0
und fir das generalisierte Reibungsgesetz der Rotationen
Hgr m(|+1), g+1)7 €c e

=Hgir exp spn Om ﬁ(i), (i)t ct ® ¢

—q0e ey (4.407)
@ =0

Die Funktionalableitungen und rechten Seiten des linearisieten Kontaktproblems lassen sich
nun zusammenfassen:

e , &
@ = =0 % = =0 ™
+ % + @ + % + & = F (i), (4408)
_ TM@ =0_ @TM =0 @ =0 @ =0
@ aF @Gy @ r i
¢ = — — =F 0 4.409
@ ==0+ @ ==o+ @ =0+ @ =0 ¢ ( )
_@-Ip |
— =H O 4.410
@ B} D ( )
@+ (i
=H O, 4.411
@ Y T ( )
@H g (i)
= H . 4,412
@ - R ( )

Die partiellen Ableitungen der Volumenfunktionale F und F . in den ersten beiden Gleichun-
gen (4.408) und (4.409) entnimmt man den Gleichungen (4.66) —(4.69). Es ist hilfreich, die
Schreibweisen

U:= @)+ (ys gm O 4 Oym (4.413)
€ €  SS€S5; € €  SS_
exp spn Oms R 7 ,exp spn Om RO (4.414)

O
i
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einzufihren. Weiterhin seien mit (4.375), (4.384) und (4.5 09) die partiellen Ableitungen
angegeben:

~

@J@(DU) () € (i) S (i)umS’ (4.415)
=0 g <
@/T@(U) :€1 "0 nu)sif (s Mym™ (4.416)
=0
§e ¢
@@( ) :—taxl 1 (.)tRs 1 (')tRS+1
=0 <
€ - N 1
i () gs OF=%
spn Oms "R "R+ 1
. <
N N — 1
1 MR 1 OR+1
~ a
S N o 1
e Omo OR - ORe1 'L @aw)
Aus den Iterationsvorschriften (4.400)—(4.402) erhalt man m it Hilfe der De nitionen
p = Op+ (p (4.418)
= 00 (4.419)
o= O 0 (4.420)
die Ableitungen:
% = () (4.421)
=0
% NG (4.422)
_ ™ =0
@ ,
@C - (1) o (4423)

Kein Kontakt: S = 0

wird SU) = 0 in die Funktionale (4.362)—(4.318) eingesetzt, dann erhalt man die nicht-trivialen
Funktionale

Z

H,= hi p pdA’= 0, (4.424)
Z 1 "

Ho= = o dAS= 0, (4.425)
£ 1

Hp= e p@ . .dAS= 0. (4.426)
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Die Ableitungen der restlichen Kontaktfunktionale verschwinden:

— ™ — ™
ce @
—* =y, &, —L =0 9 -
@ =0 @ =0 @ =0 @ =0
@Gr =0, @r = 0. (4.427)
@ =0 @ =0
In Code_Astewerden bei keinem Kontakt anstatt (4.425) und (4.429) die Funk tionale
Z
H ;= dAS= 0, (4.428)
Z S
H g:= ¢ cdA®=0 (4.429)
linearisiert, so dass
_ ™ Z
@H 1
— = = @ p dAS, (4.430)
_ g ™ =0 Z stin @ =0
T @
= — dAS, 4,431
@ =0 S @ :_P ( )
- ___ ™ Z _@ M
@H g c
= dAS. 4.432
e .. @ _ ° (4.432)
Die Linearisierung liefert schlief3lich mit (4.421)—(4.423 ):
™
- z
@H 1
—2 = — Op pdas, (4.433)
@ __, <hy
— . ™ — Z
@, = (i) dAS, (4.434)
@ ., _-
- ™ Z
@@; R = O _dAs (4.435)
=0 S
Kontakt: St = 1
Durch Einsetzen von & = 1 erhalt man aus (4.362)—(4.364) zunachst die Anteile
Z
G, = p gdA® (4.436)
Z S
H,= g pdA®=0, (4.437)
Z S
I = g gdA®, (4.438)

S
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Eine Linearisierung dieser Funktionale fuhrt auf die Gleichungen

_ ™ Z
@G
- @ g dAs (4.439)
- @ ™ =0 7 s @ =0
@H U
.~ @) D dAS (4.440)
- @ ™=0 s @ =0
@ U
o % g dAs (4.441)
=0 s =0
und schliefZlich unter Bertcksichtigung von (4.415) und (4.42 1) auf
™
— 7 .
@ac € S
5 - Op~n®  us  u™ dAs, (4.442)
™ =0 S
— Z <
@(; p () € (s (i)umS p dAS, (4.443)
™ =0 s
- Z -
_@@p = a0 ©ogs g g dA®. (4.444)
=0 S

Reibungsstatus

Um den Status des Reibungskontaktes zu erhalten, wird die Appoximation
S Y (4.445)

verwendet, wobei unter Berlcksichtigung von (4.196) gilt:

s
= 040 ] |
. Tifl RO Ques Oue Oyny (ym
= O 4 Titgl N0 n(l)éh 08 (i)tuml
+ O 4 Tit€1 n® n“’é” (ys — Oym (4.446)
Fur die tangentiale Relativgeschwindigkeit des Iterationsschrittes (i) gilt zudem
v$):€1 n® n(')gith ®us ‘”tu’“i, (4.447)
so dass man beziglich der Iteration(i) de niert:
g = O 4 Tit€1 n® n(')gh AT (i)tumi,
= 0 4+ D (4.448)
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AA
gr > 1
Haftung Reibung
|
gr =1
VT
gr = _1/| ’
Reibung
gr < —1

Abbildung 4.6: Reibgesetz nach ©@uLomemit Regularisierung. Das exakte Normalkontaktgesetz
ist durch die dicke Linie gekennzeichnet. Die Steigung der Graden mit g = 1
und gr = 1 wird Uber den Parameter ; festgelegt.

Uber den Parameter - ist eine Regularisierung des Reibungsstatus mdglich, siehe igl 4.6.
Dargestellt ist zum Einen das exakte @uLomesche Gesetz durch die breite Linie, zum Anderen
die Geraden = TVT + 07 (eindimensionale Betrachtung) der Regularisierung fir die Werte
gr = lund g; = 1. Die Geraden schliel3en wie aus dem Bild ersichtlich den Haftungsbereich
ein (im Bild als grauer Bereich dargestellt). Es lassen sichso auch kleine Wertekvﬁ)k 6 0 noch
dem Haftungsfall mit S = 1 zuordnen.

Das Entscheidungskriterium, ob Haftung oder Reibung vorliegt, folgt dann aus den Grol3en
@ und v$) der letzten NewTon-Iteration:

kg'’k< 1) sP=1) Haftung, (4.449)
kgg)k 1) S(Ti) = 0) Grenzhaftung und Reibung (4.450)

Haftung: S0 =1, ¥ =1

Man setzt §) = 1 und S = 1 in (4.365)—(4.453) ein

z

Gy = pt) u dAS, (4.451)
Z S

Hq= p® v, dAS= 0, (4.452)
Z S

| 1= + p®Wvr u dAS (4.453)

S
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Im Haftungsfall werden damit die Funktionalableitungen der A nteile

Z
G‘:GT (k) @ s
or L = dAS, 4.454
@ o L p @ o ur ( )
Cal = p® @) dAS, (4.455)
@ =0 Z S @ =0
@ T (K) @/T (U ) s
= = i dA 4.456
@ i T P @ i u ( )

gebildet. Mit (4.416) und (4.422) erhalt man daraus die linea risierten Funktionalanteile

4 «
z
@t _ p(k)i€1 N0 ,.,(I)S Mys  Ogm  gas (4.458)
@ =0 ZS t ..
% ) T p(k)it fLon0 n0° g Oy oy das (4459)
=0 s

Reibung: S0 = 1, s = 0

Im Fall der klassischen Reibung mit & = 1 und Sg) = 0 erhalt man aus (4.365)—(4.453) die
Anteile

Z
+ hrv
Gy = T T dAS, 4.460
' 7z ° g k + hyvrk - ( :
1 1 + hrv
Hr= — pl = pl_—_T°T  gas=p, 4.461
T oh P hy 7 Kk + hyvik (4.461)

Fur die Linearisierung dieser Funktionale ist es hilfreich, zunachst einen Hilfsvektor zu de nieren
(siehe AsBas|[2]):

h:= + hyvy. (4.463)
Nach Normierung dieses Vektors liefert die Ableitung

|
@ h 1 h(® h(i)'

— 1] -
@ khk -y knhik kh(Mk?2

Slf®

(4.464)
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Zusammen mit dieser Beziehung lasst sich die Linearisierug der Anteile (4.365)—(4.453) an-

hand von
7 , L
@ = ptd 1 h® o @ +hvrll) ur dAS,  (4.465)
@ - _ sk kh(k2 @ .
@ =0 ShT @ =0 I
z ’ M i "
1 pY - @ +hvr(U) dAS, (4.466)
s hr kh®k kh(k2 @ 0 L
% =0 (4.467)
=0
ausdriicken. Mit (4.416) und (4.422) erhalt man
z . .
(k) (i) a —_
@r SR L L O U- dAS
@ -0 s khk kh®k? !
|
z p() NONENON
s kh(Vk ! kh(k2
hr €1 n) n(')S (Mys  {Oym uT dAS, (4.468)
Z o
@i, .1 p(k)€ 0 > dAS
@ =0 S hT I
(k) (i) O —
S PR L L ) dAS,
shr kh®k kh®k2
|
z p( NONENON
, 1 .
s kh@k kh(k2
it €1 n® n<'>S Mys Oy dAs (4.469)
% = 0. (4.470)
=0
Reibungskriterium bei Rotationen
Um den Status des Reibungskontaktes zu erhalten, wird die Appoximation
sy g =8 (4.471)
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verwendet, wobei man mit (4.387) erhalt:

gy V= UTh+ | (+D)
= (')t o+ () . N
2 N € € o 8
+ R_taX| exp spn (N ms (I)tRS 1
e € . 88 .
exp spn (D ms (l)tRs L1
e e 8
exp spn MOm R 1
€ € 8 ?
exp spn (m (R +1 _ (4.472)
Man de niert den Multiplikator der letzten bekannten N ewton-Iteration mit = O:
gt = O ¢
2 s () ps (i) 5s 1
+ gp—axl 'R 1 R+ 1
t a
N L L
R o1 GRe1 o (4.473)

Fur das Entscheidungskriterium, ob Rotationshaftung oder -rebung vorliegt, werden demnach
die Grol3en der letzten NewTon-Iteration (i) verwendet:

kg'k 1 ) s¥=1, (4.474)
kg'k>1 ) sP=o. (4.475)

Rotationshaftung: S = 1, ) = 1

Man greift zuriick auf (4.368)—(4.370) und setzt S () = 1 und Sg) = 1 ein:

Z

Gg= PR L mdAS, (4.476)
Z S

Hg= pR 1 < dAS, (4.477)
Z S

| R = r P 1 mdAS (4.478)

S

Eine Linearisierung dieser Ausdriicke liefert die Funktiondableitungen

@3 Z _ @ ™

== = (k) - T dAY, 4.479
@ . - ch @ y m ( )

He . cp® e!© dA®, (4.480)
@ =0 Z S @ =0

@ R (k) @ ! (O) — s

Zro dAS. 4.481
@ o . R ¢ @ o m ( )
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Weiterhin ergibt sich daraus unter Berucksichtigung von (4.417) und (4.423)

z §
€ 8
_%GR - 0 0 mdas (4.482)
VA .
@Hr_ o2 O (i) (i) 5 1
@ . ch —taxl 1 R 1 R+ 1
€ S L L 1
i S S
spn  (Ims DR OR°+1
¢ N . 1(
1 DR 1 OR+1
€ w5 s 03 3
] spn  (Im 'R 'R+ 1 < dAS, (4.483)
@r_ 02 o (i) 58 (i) 58 1
@ = . R cP _t ax| 1 tR 1 tR +1
o o 1
hgs (g
spn  Om? "R "R+ 1
[ ] . o 1(
1 OrR 1 OR+1
€ w5 s 03 -
spn  (Im 'R 'R+ 1 m dAS. (4.484)

Rotationsreibung: S = 1, sV = 0

Unter Verwendung von § = 1 und S{) = 0 erhalt man ausgehend von (4.368)—(4.370)

Z
+ hg ! _
Gg = p ! o S mdAY (4.485)
7 s c R
1 1 + hg !

Hr= h_ c p(k) c h_ c p(k) K C+ h | K c dAS= 0, (4.486)

S R R [ R
| = O. (4.487)

Bei Reibrotation wird ein Hilfsvektor anhand der De nition
hoi= .+ hg ! (4.488)

eingefuhrt, wobei die Ableitung der Norm von h, die Gleichung
™

I _
h 1 h©O KO
@ h .t o, he by @ (4.489)
@ khk o kh{k kh{k? @ -
ergibt. Der relative Spin der letzten NewTon-Iteration ist dabei durch
§
0= 2oy O 1 ORs1
t
O OF 3
'R 1 R+ 1 (4.490)
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gegeben. Man erhalt damit die Linearisierungen der Reibrotatonsfunktionale

Z .
@ RO
@ - s khDk kh(k2
2 C C
@ +hg ! (O) _
4 c =X 5 m dAS, (4.491)
@ _
7 _ ™ =0
@H g - 1 p® @ . dAS
@ - hg °© @ ¢
=0 s IR =0
7 N
i .p® h(® h(cl)
shg kh(Vk khk?
: @€ hg ! (O)
+ !
4 ¢ 5 R 5 A, (4.492)
=0
@ g
— = 0. 4.493
@ . ( )
Mit (4.417) und (4.423) ergibt sich schliel3lich
z CRENO)
k I | " —
@r PP e T = dAS
@ - s khk kh(k2 ¢
C C |
Z . N
.p® hf:') hf:')
s kh{'k kh(k?
2 hg 8 N —s N —s 1¢
“Taxl 1 OR* 1 OR+1
s L 1
i (i) 5s (i) 58
spn  Om? "R "R+ 1
° <
o L 1
(i) (i)
1 "R 1 "R+ 1 N
€ S s 0a ! — s
spn m R R+ 1 m dA>,  (4.494)
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und

Z 3
@er  _ 1 Cp(k)€ (i CS _dAS
@ =0 shR
Z K CRETCNE.
1 .pW he'  he M s
PG (D12 c o AA
shr khy'k khe’k
Z . N
_p® . h() ()
s kh{Vk kh{k2
2 §e o o 1€
—axd 1 OrR* 1 OR+1
€ S _ - 1
spn - Oms OR® OR+1
. <
L N 1
1 "R 1 OR+1
-~ a~
spn€ Oy~ O  Ore1 dAS.  (4.495)
t t cdAS. (4.
@R
— =0 (4.496)
@ =0

4.4.4 Diskretisierung der Kontaktformulierung

Wesentlich ist eine Unterteilung der master und slaveKontakt achen °und ™ in diskrete
Flachenelemente( 3)(6) und ( m)(e), wobei die Eckpunkte der Elemente als Knoten bezeichnet
werden. Bezuglich der Flachenelemente werden lokale Formfurktionen eingefiihrt, N° und N™,
die wie im Fall der Volumenelemente meist Polynome eines bestimnten Grades darstellen. Die
Kontaktzwischenschicht setzt sich zusammen aus den Elemesnh ( s)(e), so dass insbesondere
die GroRen p, und . durch eine Linearkombination mit den Formfunktionen N ® dargestellt
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werden. Dartber hinaus werden diese Grélien im Gegensatz zu Vechiebungen nicht tber die
Zeitschritte aufaddiert. Insgesamt erhalt man im Flachendement (e) die Darstellung

X X X°
(us)(|+l) - N|S:> (US)g) + N|S:> (i)ulsi” us= ug Ng, (4.497)
P=1 P=1 Q=1
i+1 )((e) . )69) . )69)
um (i+1) — Nrg um g) + NTFIJ (l)ug’ um = ug Ng, (4498)
o 0 o PPl ;)l
€_S, ° _ €_S; °
RV = expospn@  Np OmsKK RV m®= ( m’)q Ny,  (4.499)
P=1 =1
0 0 @ 11 e
_ (i+1) . = ()
R = exp%}spn%} Np <')mPXE R , m = mq NG, (4.500)
pP=1 Q=1
R (i) & , X°
p(|+ ) — le:) tpP+ le:) (I)pp, p = pQ NS, (4501)
P=1 P=1 Q=1
KX xe
(i+1) = NS, (l)t o+ NS, () o, = Q g, (4.502)
P=1 P=1 =1
(i+1) x (i) X € 0 S X
1+ — S S | _ S
(0= Ny O s N . o = c o NS (4.503)
P=1 P=1 Q=1

Der Wert n(® entspricht dabei der Knotenanzahl der Flachenelemente, wobei in Allgemeinen
master und slaveElemente unterschiedliche Knotenanzahlen besitzen dirfen Im Fall eines
Flachenelementes der Kontakt &che erhalt man die Elementsei gkeitsmatrix

0 e KU K 0 Kuu™ o !
0 K*° o 0 K¢ |0 K="
KPY 0 KPP 0 0 KPY" 0
KO:=B KY 0 0 K 0 K'Y 0 , (4.504)
0 Ke® 0 0 Kee |0 Ke"
KU 0 KU K™ 0 KU™™ A
0 K™ 0 0 K™clo K ™"
den Elementlésungsvektor
0 1
mS
p
© .= é E (4.505)
C
um A
m

(4.506)
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und den Elementlastvektor

1
-
=
9 .- B E % _ (4.507)
=

In diesem Gleichungssystem existiert insbesondere eine Kopphg der Gro3en bezlglichmaster-
und slaveFlachenelemente, was anhand von horizontalen und vertikalenTrennstrichen geord-
net dargestellt wird. Fur jedes Element (e) der Kontakt &che werden die Eintrage der Matrizen
K, und F9 anhand einer numerischen Integration der materialspezi schen Gleichungen
berechnet. Anschlie3end wird bei der sogenannten Assemblierungusammen mit den Eintragen
der volumetrischen Matrizen K® und Vektoren (® und F(® ein lineares Gesamtgleichungssys-
tem

K[ ]=F (4.508)

gebildet, wobei K als Stei gkeitsmatrix, als Losungsvektor undF als Lastvektor bezeichnet
werden. Das System (4.508) lasst sich mit einem geeigneten amerischen Verfahren l6sen.

4.4.5 Kleine Kontaktrotationen

Bei kleinen Deformationen ist der Differenzspin durch die durch die Gleichung

! - (I)tms+ (I)ms (I)tm + (I)m (4.509)
t

gegeben. Mit Hilfe der De nition
€ . , . .
M:= m)P+  Omsm@+ O (4.510)
lasst sich die Linearisierung des Spins (4.509) durch

@' (M) 1€
- - m

Om 4511

darstellen.

Reibungskriterium bei Rotationen

Um den Status des Reibungskontaktes zu erhalten, wird die Appoximation
sy g =8 (4.512)
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verwendet, wobei

gg+l): (Ci+1)+ NG
= O+ O 4 Rit Oms+ Oms Om+ Om
. 1 . . _ 1 _ S
= O v r= Om Omov O s o7 Omt OmT. (4513)
Man de niert den Multiplikator der letzten N ewTon-Iteration
. . 1 : .
g = O v = Oms Oy (4.514)

t

Fur das Entscheidungskriterium, ob Rotationshaftung oder -rebung vorliegt, werden demnach
die Grof3en der letzten NewTon-Iteration (i) verwendet:

kg'k 1 ) SP=1, (4.515)
kg'k>1 ) s¥=o. (4.516)

Rotationshaftung: S = 1, S(F? =1

Eine Linearisierung von (4.476)—(4.478) liefert die Funkti onalableitungen

@G 7 _ @ ™

=R = (k) c T dAS, 4517
@ o < C p @ o m ( )

z
|

@ - p® @! M) < dAS, (4.518)
@ =0 Z S @ =0

@ R (k) @ ! (M ) — s

— = dAS. 4.519
@ o < R ¢ p @ . m ( )

Weiterhin ergibt sich daraus unter Berucksichtigung von (4.417) und (4.423)

z
%: PO mdAs (4.520)
A <
1 S
@@’;R: W=7 Oms O _dAS, (4.521)
z° <
@ g k) 1 (i) S 0] S S
5= n P — m m  mdAS. (4.522)
S

4.4 Numerik des mikropolaren Kontaktmodells 119



Rotationsreibung: S\ = 1, S(FP =0

Die Funktionale der Rotationsreibung (4.485)—(4.487) legen auch bei kleinen Rotationen nahe,
von dem Hilfsvektor (4.488) Gebrauch zu machen. Die Linearisieungen kdnnen damit durch

!
@ C 0 0w
@ -0 s k(K kh{'k?
@ +hg ' (M) _
4 c R 5 m dAS, (4.523)
@ _
7 _ ™ =0
@r S ¢ p® @ - ¢ dA°
@ =0 %hR @ =0 |
1 pW h® D
@ +hg ' (M)
4 c R 5 LdAS, (4.524)
@ =0
@ g
=R =0 4.525
o ( )
dargestellt werden. Mit (4.417) und (4.423) ergibt sich schl ief3lich
~ L]
k () i » —
@k _ P he he’ " T dAS
@ -0 + kn®k kh(Dk2 ’
Cc C
7 _ N -
(k) (1) ()
P e’ N MR® s 0n® maas (4526
s kh(l)k kh(l)kz t
z ¢ ¢
@H g 1 '
— (k) () S
= — P dA
@ =0 ~ shR ¢ ’ " ) ()]
K 1 | ” —
1 he he = dAS
shr kh(k kh{k?2 C
c Cc
7 _ N y
(k) 0] (i)
P he he 1€ 4 o o JdAS,  (4.527)
= khk kh{k? t
@ r
- 0. 4.528
& ( )
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Diskretisierung bei kleinen Rotationsdi erenzen

Bei kleinen Deformationen fuhrt eine Diskretisierung auf die Interpolationsbeziehungen

) €) )ée)
(i+1) - (i) i —
)PV = NP+ Ny Oy, us ug NS, (4.529)
P=1 P=1 Q=1
e) )((e) )(e)
m (i+1) _ m (i) i), ,m m_ m
u = NT u™ P+ NT Oyl um = ug Ng. (4.530)
P=1 P=1 Q=1
e) 2) )ée)
M)V = N (mHP+ NS Oms, me= (Mg NS, (4531)
P=1 P=1 Q=1
) €) )ée)
mi*V = Nom@O+  ND Oy m = me N (4.532)
PP P P Q Vg .
P=1 P=1 Q=1
)ée) e) Ne)
pi*D = NS Mpo+ NS Opy, p= p? NS, (4.533)
P=1 P=1 Q=1
) €) Ke)
i+1) — (i) [ —
(i+1) = ij tl o+ ij (i) - = 0 g, (4.534)
P=1 P=1 Q=1
X9 X € &
i+1) — () i —
= Ny N R = ¢ o N3 (4.535)
P=1 P=1 Q=1
Ansonsten wird auf den Abschnitt 4.4.4 verwiesen.
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5 Numerische Beispiele

Bereits einfache Probengeometrien kdnnen mit dem in Kapitel 3 beshriebenen mikropolaren
Plastizitatsmodell nicht mehr mit vertretbarem Aufwand auf a nalytischem Wege geldst werden.
Naherungsweise Ergebnisse werden deshalb unter Einsatz voromputergestizten Simulationen
gewonnen. Fur die Lésung spezieller Problemgeometrien wird die kite-Elemente-Methode
eingesetzt. Die Umsetzung der Modellgleichungen im Rahmen eeser Methode ist in Kapitel 4
dokumentiert. Implementiert wurde das Modell in den FE-Programmen feapund Code_Aster

» feap Mikropolare Plastizitat flr grof3e Deformationen,
» feapund Code_AsterMikropolare Plastizitat fur kleine Deformationen,

» feap Mikropolare Plastizitat fur kleine Deformationen, separate Flie3funktion und Verfes-
tigung,

» Code_AsterMikropolares Kontaktmodell fir kleine Deformationen.

In Tabelle 5.1 ist ein Satz von Materialparametern angegeben, @r bei den meisten Simulationen
zum Einsatz kam. Auch in anderen Arbeiten zur mikropolaren Plagizitat (vgl. z.B. GRAMME-
NouDIs [27] und M akripis [58]) wurden die in Tabelle 5.1 aufgelisteten Werte verwende t. Alle
Werte fur die Materialparameter sind angenommen und nicht etwa durch Optimierungsalgorith-
men ermittelt. Daher geben alle folgenden Simulationsergebnise nur qualitative Informationen
Uber die prinzipiellen Eigenschaften der theoretischen Modelierung an.

Es wird sich im Rahmen dieser Arbeit auf drei Randwertprobleme lonzentriert. Man be-
ginnt mit einem weithin bekannten Versuch zu Langenskalenefekten, dem Torsionsversuch mit
unterschiedlich dinnen Dréhten. Dann wird die mikropolare Plastizitat bei einer Zugbelas-
tung untersucht, wobei auch hierbei Skaleneffekte nachgewiegen wurden, wenn als Probekor-
per gelochte Platten mit unterschiedlichen Lochradien und auieren Abmessungen verwendet
werden. Bei der Darstellung der Ergebnisse konzentriert man g£h auf Simulationen mit dem
Materialmodell fir grof3e Deformationen. Dartber hinaus wird bei Ne benuntersuchungen, bei

Interne Lange | | 10 m

Elastizitat 69000 MPa 46000 MPa 3000 MPa
ON 0.01 N ON

Flie3funktion | k 70 MPa 1 || 0.75 > || 0.25

s | 10000 mm 2 | , (| 10000 mm 2
Verfestigung | (59 || 700 MPa (s | 16

Q 600 MPa c, | 80 MPa G || 0 MPa

G ON G || 0.0001 N G || ON

b, 0 MPa 1! b, || 0.0025 MPa ! | b, || 0.0025 MPa !
b, ON1? bs || 0.0025 N 1! bg || 0.0025 N 1!

Tabelle 5.1: Materialparameter der kombinierten isotropen und kinemat ischen Verfestigung fur
die Theorie mit einer mikropolaren gekoppelten Flie3funkt ion
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denen rein physikalische Effekte im Vordergrund stehen, aufErgebnisse unter Voraussetzung
kleiner Deformationen Bezug genommen.

Bei dem abschlieBenden Randwertproblem handelt es sich um eine i&ulation zur mikropo-
laren Kontaktheorie. Hierbei wird das Volumenmaterial ausschief3lich unter der Voraussetzung
kleiner Deformationen simuliert. Um der experimentellen Wir klichkeit zu entsprechen, ware
auch hier die Verwendung von grof3en Deformationen notwendig. Kontaktrechnungen verlan-
gen jedoch im Vergleich zu Simulationen einfacher Probenvolumira einen wesentlich héheren
numerischen Aufwand. Hierbei ist nicht nur die Materialantw ort im Volumen iterativ zu l6sen,
es mussen zusatzlich geometrische Kontaktzustande, Punktpjektionen und Haftungsgrenzen
uber aul3ere Programmschleifen bestimmt werden, siehe Abschnit.3.2. Mit der Verwendung
kleiner Deformationen konnte hierbei die Simulationsdauer in vertretbaren Grenzen gehalten
werden.

5.1 Torsion von diinnen Drahten

Ein wichtiges Experiment bei der Untersuchung von Skaleneffé&ten ist der Torsionsversuch.
Eine deutliche Abh&ngigkeit der Materialstei gkeit von der B auteilgrof3e wurde von FLEck
MuLLER AsHBYund HuTtcHInsoNnexperimentell nachgewiesen und in der Publikation [26] verof-
fentlicht. Bei der von FLEck et al. verwendeten Versuchsanordnung werden dinne Drahte as
Kupfer mit verschiedenen Durchmessern einer Torsionsbelastog ausgesetzt. Bei der Auswer-
tung wird ein auf den &ufReren Probenradius bezogenes Torsionsmomentiber der Scherung am
Mantel der Drahte aufgetragen (siehe Formel (5.1)) und (5.2) . Die Abbildung 5.1 wurde aus
der Publikation [26] Ubernommen. Dargestellt sind die Kurvenverlaufe fur finf verschiedene
Probenabmessungen von85 m bis 6 m Radius. Die Messkurven erstrecken sich tUber einen
grol3en plastischen Deformationsbereich. Man erkennt, dass das mgene Moment mit einer
Reduzierung des aul3eren Probenradius ansteigt. Ein solches \Mealten wird als Langenskalen-
effekt bezeichnet.

Auch Liu et al. konnten mit eigenen Experimenten die von Fleck beobachtete Skaleneffekte
nachweisen. Entsprechende Ergebnisdiagramme sind in der Falikation [54] dokumentiert.
In den Experimenten von Liu et al. wurde ebenfalls Kupfer in Form von diinnen Drahten als
Probenmaterial verwendet. Simulationen von Mikrotorsionsexperimenten bei mikropolarer
Plastizitdt groRer Deformationen sind in GRAMMENOUDIS [27], M AkRIDIS [58], G RAMMENOUDIS
und TsakmAkis[30] beschrieben.

Bei realen Torsionsexperimenten zum Langenskaleneffekt ligen die Proben hauptséchlich in
Form von langen, dinnen Dréahten vor. Bei den Simulationen im Rahnen dieser Arbeit wird
eine Probengeometrie verwendet, die einen herausgelosten Absctitt der Dréhte reprasentiert.
Die Hohe des zylindrischen Abschnitts entspricht dabei dem aufReen Radius. Unabhangig
von den Abmessungen besteht das Finite-Elemente-Netz der zyldrischen Probekdrper aus
320 Hexaeder-Elementen, deren Eckpunkte durch 445 Knotenpuakte verbunden sind. Die
Netztopologie bleibt damit zwischen den Simulationen gleich. In Bild 5.2 ist das Netz in der
Ausgangskon guration dargestellt.

Zunéchst werden funf ProbengrofRen simuliert, wobei die Radien in Tabelle 5.2 aufgeftihrt
sind. Man orientiert sich bei der Wahl der Probenradien weitgehend an den Experimenten von
FLeck et al. [26]. Auch in den Vorgangerarbeiten [27] und [58] kamen d iese Probengrdl3en
zum Einsatz. Fur die Auswertung wird ein Drehmoment nach der Formel
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Abbildung 5.1: Skalene ekte bei einem Torsionsversuch nach Experimenten va FLEcket al.
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Abbildung 5.2: Ausgangsnetz fur Simulationen einer Torsionsbelastung

Probel|{6 m

Probe2| 10 m
Probe 3|15 m
Probe 4| 85 m
Probe 5| 170 m

Tabelle 5.2: Radien und Hohen der Probenzylinder
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Z,, Z,,
M= TS Z2 r2dr+ TS*2 2 rdr (5.1)
0 0

gebildet, wobei sowohl physikalische Komponenten in Bezug auf Zylhderkoordinaten des
Cauchy'schen Spannungstensors als auch der Koppelspannungezingehen. Das Moment M
wird auf die dritte Potenz des Mantelradius r, bezogen und tber der Mantelscherung ,,

a= #rg,, (5.2)
aufgetragen. Die Grof3e# stellt dabei die Drillung dar, die sich Gber die Formel # = — berech-
nen lasst, wobei den Drehwinkel der oberen Zylinder ache und |, die Hohe der Zylinder-

probe bezeichnet. Im Fall des Zylinders, Bild 5.2, giltly = r,.

Die Belastung wird in Form von DiricHLETSCchen Randbedingungen inkrementell aufgebracht.
Dabei wird der mikroskopische Rotationswinkel an jedem der Knotender oberen Zylinder &che
dem makroskopischen Verdrehwinkel der oberen Flache gleichgestzt. Die axialen Vektoren m°
(siehe Randbedingung (4.6)) weisen in Richtung der positiven Zylinderachse. Die Grof3e des Be-
lastungsinkrementes ist so gewahlt, dass am Beginn der Simlation zunachst elastische Schritte
durchlaufen werden. An der unteren Zylinder ache werden di e Knoten festgehalten und ver-
schwindende Rotationen vorgegeben. Die Mantel &che des Zylincers ist als Spannungsrand mit
verschwindenden Spannungs- und Momentenspannungsvektoremle niert.

Im Verlauf der Simulatione wird zuerst in den Elementen an der Mantel ache das Fliel3kri-
terium erreicht. In den folgenden Schritten breitet sich der plastische Bereich nach Innen in
Richtung Zylinderachse aus, bis schlie3lich in jedem Belastagsschritt der Zylinder vollstandig
plastisch tordiert wird.

5.1.1 GrofRe Deformationen

Diagramm 5.3 fasst die Ergebnisse aus einer Serie von Torsiongaulationen bei grof3en Defor-
mationen zusammen. Dabei ist ersichtlich, dass sich zwischenlen verschiedenen Probenradien
im weiteren Verlauf der plastischen Deformationen ein ausgepagter Langenskaleneffekt ein-
stellt. Das bezogene Drehmoment vergroRRert sich dabei deutlich beieiner Verringerung der
ZylindergrofRe. Die Kurvenverlaufe der beiden gréf3ten Proben mit85 m und 170 m Radius
liegen sehr nah beieinander. Man schliel3t hieraus, dass mit zaehmendem Probenradius die
Langenskaleneffekte abnehmen und die Lésungen der klassisém Theorie angenahert werden.
Insgesamt demonstriert Abbildung 5.3, dass das Modell fir mikropolare Plastizitat grofRer De-
formationen Skaleneffekte zu erfassen.

5.1.2 Kleine Deformationen

Die Abhangigkeit von der gesamten Belastungsgeschichte filzu hohem numerischen Aufwand,
der in Zusammenhang mit gro3en Deformationen sehr lange Recheneiten zur Folge hat. Im
Gegensatz dazu wirkt sich die Theorie kleiner mikropolarer Deformationen durch eine deutlich
verkirzte Rechenzeit aus, die zum Grof3teil aus einer schnelleen Berechnung der Stei gkeits-
matrix resultiert.

Zunéchst werden anhand des Torsionsproblems Ldsungen fir kleinddeformationen mit den
Simulationsergebnissen bei grofien Deformationen aus Abschnitt 5.11 verglichen. Bis auf die
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Abbildung 5.3: Simulation einer Torsionbelastung bei gro3en Deformationen. Bezogenes
Drehmoment Uber dem dimensionslosen Scherwinkel.

kinematischen Vereinfachungen (geometrische Linearisieang) im Finite-Element selbst sind
dabei alle Simulationseingaben identisch. Insbesondere wird weder von den Materialpara-
metern aus Tabelle 5.1 Gebrauch gemacht.

In Diagramm 5.4 sind die Ergebnisse aus der Vergleichsstudianit kleinen Deformationen
dargestellt. Wieder zeigen die Momentenverlaufe ausgeprate Langenskaleneffekte. Im Unter-
schied zu den Verlaufen in Diagramm 5.3 erhalten die Kurven & einer bestimmten Scherung
eine negative Steigung. In der Plastizitat wird ein solches ¥rhalten als Entfestigung bezeich-
net. In dem hier verwendeten Modell ist jedoch keine Entfestigung eingebaut, so dass man ein
solches Verhalten als einen Effekt der geometrischen Lineasierung wertet. In Bild 5.5 sind
fur den jeweils gré3ten und kleinsten Probenradius die abgeschéatten Abweichungen tber der
Scherung , angegeben. Hierbei féllt die Abweichung bei der kleineren Probe vehaltnismaRig
kleiner aus als bei der gro3eren Probe.

Kurvenschare, wie in Diagrammen 5.3 und 5.4 dargestellt, gden Anlass, das bezogene
Moment auch in Abhéngigkeit des Probenradius aufzutragen. Hiefur wird willkirlich eine
Scherung , 0.1 festgelegt, an der das Moment abgelesen wird. Aufgrund der grol3@ Abmes-
sungsdifferenz der Proben wird auf der x-Achse eine logarithmsche Skala gewahlt. Diagramm
5.6 zeigt das Ergebnis, fur das insgesamt elf verschiedene Bbenradien simuliert und ausge-
wertet wurden. Man kann den Verlauf grob in drei Bereiche einteilen. Die Losungen fur die
grolReren Proben bilden den Bereich rechts, in dem aufR3ere Probenradie wenig Ein uss auf das
Moment besitzen. Ahnlich verhalten sich die Momente der kleingen Proben im linken Bereich,
d.h. auch hier ist der Verlauf des bezogenen Momentes annahernd¢onstant. Im Vergleich zu den
grof3ten Probenradien be ndet sich das Moment nun allerdings auf einem wesentlich hoheren
Niveau. Der mittlere Bereich ist gekennzeichnet durch einen starken Anstieg der Momente mit
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Abbildung 5.4: Torsionssimulationen unter Voraussetzung kleiner Deformdionen.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1
8
— 6pum ',//
--= 170pm 4
op O e
g 7
= S
'_q /
:
a4
<
7] o
2 .
0 T T T T -i——"l T T T | T T T T | T T T T | T T T T | T T T T
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
Ya

Abbildung 5.5: Abweichung bei der Theorie kleiner Deformationen. Als Referenz dienen Ergeb-
nisse aus der Theorie flr grol3e Deformationen.
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Abbildung 5.6: Abhangigkeit des bezogenen Momentes von dem Probenradius bei einer
Scherungvon , 0.1. An oberer Zylinder ache gilt t.= 0.

einer Reduzierung des Probenradius. Es ist erkennbar, dass fidiese Simulation der Wert der
internen Lange | (in Diagramm 5.6 als graue vertikale Linie dargestellt) inn erhalb des mittleren
Bereichs liegt, in dem der GroRReneffekt am deutlichsten ist.

In friheren Arbeiten, siehe z.B. GRammeENOUDIS[27], zeigten sich Uberschneidungen der Mo-
mentenverlaufe besonders zwischen gréf3eren Zylinderproben. Eirsolches Verhalten entsteht,
wenn der Wert der internen Lange | vergré3ert wird, ohne die restlichen Materialkonstanten zu
verandern. In einer Testreihe konnte nachgewiesen werden, @ss sich bei einer Vergrol3erung
der internen Lange bei sonst gleichbleibenden Materialkonstanen die Stelle der Uberschnei-
dung in Richtung kleinerer Scherungen verschiebt. In Bild 5.7 ist dieser Zusammenhang an-
hand eines Diagramms dargestellt. Auf der x-Achse ist der W der internen Lange | aufge-
tragen, der Uberschneidungspunkt ist dann in Form der Scherumy , auf der y-Achse abzule-
sen. In Diagramm 5.7 werden jeweils zwei Schnittpunktverlaufe dargestellt. Messwerte von
Schnittpunkten zwischen Proben mitr, = 85 mund r, = 15 m sind durch Dreiecke markiert,
Schnittpunkte zwischen r, = 170 m und r, = 85 m mit Kreisscheiben. Zur Verdeutlichung
des Verlaufs sind die Messpunkte mit Geraden verbunden. Beiiaer Verringerung der internen
Lange | vergroRert sich die Scherung Uberproportional, bei der sich Momentenverlaufe tber-
schneiden. Beispielsweise miRt man fir eine interne Langel = 1mm eine Uberschneidung
der Momentenverlaufe zwischen den Proben mit Radien = 170 m und r, = 85 m bereits
bei unter 5 % Scherung, wahrend bei einer reduzierten internen Lange von| = 10 m fir
beide Zylinderabmessungen die Uberschneidung so weit verschobeist, dass sie im gesamten
simulierten Deformationsbereich gar nicht mehr auftritt. Die Ergebnisse legen die Vermutung
nahe, dass bei einer endlichen internen Langel immer Uberschneidungen der Momentenver-
lAufe existieren.

5.1 Torsion von diinnen Drahten 129



Abbildung 5.7: Abhangigkeit des Uberschneidungspunktes von der internenLéange|. Der Uber-
schneidungspunkt wird durch die Scherung am auf3eren Radius agegeben.

Interne Lange | | 10 m
Elastizitat 69000 MPa 46000 MPa 1000 MPa
ON 0.04 N ON
FlieR3funktion | k 93 MPa 1 || 0.75 > O
3 | 10000mm 2| ,||0Omm 2
Verfestigung | (59 | 120 MPa (iso) 1 1
] 0 MPa c, || 120 MPa G || 0 MPa
G ON G || 0.003 N G || ON
b, 0 MPa ! b, || 0.001 MPa ! | by || 0 MPa !
b, ON1? bs || 0.001 N 1 bg || ON 1

Tabelle 5.3: Gekoppelte FlieRfunktion, abweichender Satz von Materialparametern.
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Abbildung 5.8: Simulationsergebnisse fur Torsion bei kleinen Deformaticven und gemischter
FlieRRfunktion mit isotroper und kinematischer Verfestigung. Die Dehnung
ist symmetrisch.

p

Eine deutlich verkirzte Rechenzeit bei kleinen Deformationen erlaubt es auch, Materialpa-
rameterdiskussionen durchzufuhren. Es soll hier eine vom Stadardsatz abweichende Parame-
terkombination angegeben werden, Tabelle 5.3. Eine Besonderheiist hierbei die Wahl , = 0
fur die Materialkonstante, die innerhalb der Flie3funktion de n Beitrag der antisymmetrischen
Cauchy'schen Spannungsanteile bestimmt. Aus der Normalenreg), Gleichung (3.131), folgt
dann die Symmetrie | = T In einem Kontext von grofRen Deformationen impliziert dies
wiederum Gleichung (2.103). In Diagramm 5.8 ist das Ergebnis fir finf verschiedene Proben-
groRen dargestellt. Der Langenskaleneffekt ist demnach auchunter der Voraussetzung |, = ;
deutlich zu erkennen.

Der erweiterte Parametersatz fur separate mikropolare Plagtitat ist in Tabelle 5.4 angegeben.
Die Simulationsergebnisse fur den Fall isotroper und kinematisher Verfestigung mit entkoppel-
ter Flie3funktion werden in Diagramm 5.9 dargestellt. Die Punkte, an denen die verschiede-
nen Grenz iel3spannungen erreicht werden, sind an den Kurververlaufen deutlich zu erkennen.
Zunéachst wird nach einer kleinen elastischen Deformation dasmakroskopische Fliel3kriterium
erreicht. Hierbei weisen die Kurvenverlaufe einen ersten Knck auf. Nach einem makros-
kopischen Verfestigungsabschnitt knicken die Kurven erneutab, wobei sich die Steigung des
bezogenen Momentes weiter verringert.

5.2 Lochplatte unter Zugbelastung

Um bei Zugversuchen einen messbaren Grolieneffekt zu erzeugen, uss nicht nur die Proben-
grol3e veradndert werden, es miussen zudem Inhomogenitaten im Defomationszustand die Bil-
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Interne Lange | | 10 m
Elastizitat 69000 MPa 46000 MPa 1000 MPa
ON 0.04 N ON
Flie3funktion | k 93 MPa 1 | 0.75 5 || O
Ke 18 MPa 3 | 10000mm 2| , | Omm 2
Verfestigung | (59 || 120 MPa (iso) I 1
E:iSO) 30 MPa éiSO) 1
] 0 MPa G || 120 MPa G || 0 MPa
(o) ON G || 0.003 N G || ON
b, 0 MPa 1! b, || 0.001 MPa ! | by | O MPa !
b, ON1 bs || 0.001 N 1 bg [ ON 1

Tabelle 5.4: Separate FlieRfunktionen.

Ifd Nr.

Probe 1
Probe 2
Probe 3
Probe 4
Probe 5
Probe 6
Probe 7

Lochradius
10 nm
100 nm
1,7 m

5 m

17 m
50 m

5 mm

Tabelle 5.5: Lochradien der Zugproben.

dung von mikroskopischen Rotationsgradienten herbeifiihren. Eire konstruktive Massnahme,
die diese Vorgabe erfilllt, ist eine Platte mit einer Bohrung als Zugprobe zu verwenden. Geo-
metrische Proportionen sowie Vernetzung der Lochplatten, sind n Abbildung 5.10 dargestellit.

Die verschiedenen Abmessungen der Bohrungen kdonnen Tabelle 5.Bntnommen werden. Die

Lange der Zugprobe entspricht jeweils dem 24-fachen, die Bree dem 10-fache und die Dicke
dem 4-fachen des Lochradius. Die Vernetzung der Platte bestdhaus 192 Hexaederelementen.
Die unteren Knoten sind fest eingespannt. An den oberen Knoten weden Verschiebungsinkre-
mente in positiver z-Richtung vorgegeben. An der unteren Platen &che werden alle Knoten

beziiglich der Verschiebungenu® festgehalten. Die axialen Vektorenm® werden an der oberen
und unteren Platten &che zu Null gesetzt. Auf dem restlichen Rand herrschen verschwindende
Spannungs- und Momentenspannungsvektoren. Wie schon im Fall dr Torsionsexperimente
werden die Schrittweiten so gewahlt, dass funf bis zehn elasische Lésungsschritte den Beginn
der Simulation bilden. Das FlieRRkriterium wird erst nach dieser Startphase in mindestestens
einem Element des gesamten Netzes erreicht.

Man beschrankt sich bei der Auswertung der Simulationsergebnise aufgrof3e Deformatio-
nen. In Abbildung 5.11 sind die Verlaufe der Lochaufweitung w = r rgy =ry in Zugrichtung
in Abhangigkeit der Gesamtdehnunge= 1 |, =l fir drei verschiede Lochradien und Platten-
abmessungen aufgetragen (r: Radius des Locheg,: Ausgangsradius des Loches, I: Lange der
Platte, |,: Ausgangslange der Platte). Man erkennt, je kleiner die Abmesungen der Zugprobe,
desto weniger weitet sich die anfangs kreisrunde Bohrung im \érhéltnis auf. Dieser Effekt ist
umso deutlicher, je gréf3er die Gesamtdehnung ist.
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Abbildung 5.9: Torsion bei kleinen Deformationen mit separaten Flie3funktionen und kom-
binierter isotroper und kinematischer Verfestigung Verfe stigung.

Diagramm 5.12 stellt die Lochaufweitung w in Abhangigkeit des Anfangsradius der Bohrung
dar. Die Werte wurden bei einer Gesamtdehunge von 0,03 abgelesen. Interessant ist, dass
der Verlauf in Diagramm 5.12 wie im Fall der Torsion in drei Bereiche aufgeteilt werden kann.
Rechts, im Bereich grof3er Proben mit Gber 40 m Bohrungsradius sind die Unterschiede der
Lochaufweitung sehr gering. Im mittleren Bereich zwischen @nem Radius von 40 m bis 100
nm fallt die Lochaufweitung stark ab. Die Messwerte fiir die kleinsten Proben bilden dann den
linken, dritten Bereich. Hier bleibt die Lochaufweitung wiede r anndhernd konstant, so dass
GrofRenunterschiede wie im Bereich der gré3ten Proben wenig Ein uss besitzen. Zusatzlich
wurde an der Stelle r, = 10 m durch eine vertikale Linie die interne Lange | des simulierten
Materials gekennzeichnet. Der Wert der internen Langel liegt im mittleren Bereich, wo der
GrolReneffekt am deutlichsten ist.

5.3 Simulation einer Eindruckbelastung

Fur das mikropolare Kontaktmodell soll nun der Nachweis erbracht werden, dass Simulationen
in Verbindung mit einem mikropolar plastischen Volumenmaterial durchfihrbar sind. Insbeson-
dere wird hierbei gezeigt, dass die Nebenbedingungen fir Normakontakt, tangentiale Reibung
und erweiterten rotatorischen Reibungskontakt eingehalten werden. Aufgrund einer begrenz-
ten Rechenleistung wurde fur diese Studie dieTheorie kleiner mikropolarer Deformationen
fur Volumen- und Kontaktmaterial verwendet.

Auf die zum Teil sehr komplexen Mechanismen (siehe z.B. A8oRr[76], S wADENER GEORGEUNd
PHARR [75]), die bei Eindruckversuchen besonders im Bereich sehr klener Problemabmessun-
gen das mechanische Verhalten beein ussen, soll hier nicht engegangen werden. Aus diesem
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Abbildung 5.10: Vernetzung der Lochplatte

Abbildung 5.11: Die Lochaufweitung w tber der Dehnung e fir drei verschiedene Lochradienr.
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Abbildung 5.12: Vergleich der Lochaufweitung w Uber verschiedene Lochradienr, bei 10%
Dehnung. Die interne Lange| ist durch eine vertikale Linie markiert.
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(a) Perspektivische Ansicht (b) Schnittansicht

Abbildung 5.13: Problemgeometrie und Vernetzung bei der Simulation eines Endruckversuchs.

Interne Lange | | 10 m
Elastizitat 69000 MPa 46000 MPa 3000 MPa
ON 0.01 N ON
Flie3funktion | k 70 MPa 1 || 0.75 > || 0.25
3 | 10000 mm 2 4 || 10000 mm 2
Verfestigung | 59 || 700 MPa (so) | 16
C 600 MPa c, || 80 MPa c || 0 MPa
Cy ON G || 0.0001 N G || ON
b, 0 MPa ! b, || 0.0025 MPa ! | b, || 0.0025 MPa !
b, ON1 bs || 0.0025 N 1! bg || 0.0025 N 1!
Kontakt h, || 100 N/mm° a || 100 N/mm*
0.4 h: | 100 s/mm 1 | 200 s/mm
c 0.00008 mm hg | 100 s r || 100 s
T |1 100 s/mm r 1 100 s

Tabelle 5.6: Materialparameter der kombinierten isotropen und kinemat ischen Verfestigung fur
die Theorie mit einer gekoppelten Flie3funktion. Erweiteru ng mit den Parametern
fur das Kontaktmodell.

Grund ist die Simulation des Eindruckversuchs nicht dazu gedcht, reale Experimente nachzu-
bilden oder Vorhersagen fiir spezielle Versuchsaufbauten und Meerialkombinationen zu geben.

Das Netz, das fur die Eindrucksimulation verwendet wurde, ig in Abbildung 5.13 jeweils
perspektivisch (5.13a) und im Schnitt (5.13b) dargestellt. Oberer und unterer Korper beste-
hen zusammen aus 1132 Hexaederelementen. Die untere Rand é&he des oberen Korpers ist
spharisch gewolbt. Willkarlich wurde fur die Simulation ein Ra dius dieser Flache von13 m
gewahlt. Es wird noch einmal betont, dass die beschriebene Netzgemetrie keinem realen Ex-
periment nachempfunden wurde. Aufgrund der gegebenen Rechaleistung wurde von einer
feineren Vernetzung abgesehen, so dass die Simulationsdauein Grenzen gehalten werden
konnte.

Die sphéarische Kontakt ache des oberen Korpers wurde alsnasterFlache de niert. Die obere
Flache des unteren Kérpers wird alsslaveFlache gewahlt und stellt damit die Kontaktzwischen-
schicht dar (zur Wahl von master und slaveFlachen siehe & Soza [18]).
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Abbildung 5.14: Last-Zeit-Funktion an der ebenen Kreis &che des oberen Eindringkorpers.

Als Materialparameter wurden grundsatzlich wieder die Werte aus den vorherigen Simula-
tionen verwendet (Tabelle 5.1), wobei dieser Parametersatz nundurch die Kontaktparameter
erweitert wurde, siehe Tabelle 5.6. Hierbei stellen die Werte fur und . jeweils Reibkoef-
zienten eines ktiven Kontaktmaterials dar. Der obere Korper w ird im Sinne eines sehr harten
Indenters als starr angenommen. Der untere Block stellt den Pobekoérper dar und wird durch
die in der Tabelle 5.6 angegebenen Konstanten fur das Volumenmadrial charakterisiert.

An allen Rand &achen bis auf die obere slaveFlache des unteren Kérpers werden die Knoten
in allen Richtungen bezuglich der Verschiebungen festgehakn. Als mikroskopische Randbe-
dingung wurde an diesen Flachen ein Spannungsrand mit vershwindenden Momentenspan-
nungsvektoren gewabhlt.

An dem oberen Korper wird an jedem Knoten der oberen ebenen Flache eia aul3ere Kraft
in vertikaler Richtung inkrementell aufgebracht. Die Last-Zeit-Funktion ist in Diagramm 5.14
wiedergegeben. Die Last ist dabei anhand des mittleren Drucks P, auf die obere Kreis ache
gegeben. AulRerdem wird eine Verschiebung dieser Knoten in horizotaler Richtung durch
DiricHLETSsche Randbedingungen verhindert. Mikroskopische Rotationsvetoren werden an
dieser Flache ebenfalls zu Null gesetzt.

In einer Schnittansicht sind die Verschiebungen in z-Richtung, also in Richtung der Bewe-
gung des oberen Korpers, dargestellt, siehe Bild 5.15. Der Bettg der Verschiebung ist farblich
gekennzeichnet. Hierbei werden auch Verschiebungen entgege der Druckrichtung gemessen,
erkennbar an den tief roten Bereichen vor allem links und rechts dicht neben dem Eindruck-
bereich. Diese Anh&ufungen (engl.pile up9g sind Merkmale von plastischem Materialverhalten.
Anhand von Bild 5.15 l&sst sich dartber hinaus tUberprifen, ob Duchdringungen zwischen den
Kontaktkorpern existieren. Dabei konnten auch bei starker VergbRerung des Bereiches der
Kontaktschicht keine Uberschneidungen festgestellt werden
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Abbildung 5.15: Verschiebungsfeld in z-Richtung.

Die Feldgrofien des Reibungskontaktes p, und . werden jeweils den Knoten der slave
Kontakt ache des unteren Koérpers zugeordnet, so dass die Darsgllung der Lésungsfelder auf
dieses Gebiet beschrankt bleibt.

In Abbildung 5.16a ist die Flachenverteilung des Kontaktdruckes p am Ende der Belas-
tungsphase bei t= 70s dargestellt. Farblich gekennzeichnete Quadrate geben den W des
Knotendruckes an. An dunkelblauen Quadraten herrscht gemaR deverwendeten Farbskala ein
verschwindender Druck. Das periodisch rotationssymmetriscle Muster in der Farbverteilung ist
vermutlich auf die sehr grobe Netzstruktur zurtickzufiihren, wobei unmittelbar ersichtlich ist,
dass eine solche Druckverteilung mit keiner realen, experinentell bestimmten Druckverteilung
vergleichbar ist. Fur solche Vergleiche musste ein wesentlic feineres Netz sowohl fiir das Volu-
men als auch die Kontaktschicht verwendet werden.

An Hand von k k, Bild (5.16b), lasst sich ablesen, ob an einem Knoten Haftung oderRei-
bung vorliegt. Besitzt eine Lange von eins,k k = 1, dann herrscht an diesem Knoten ein
Reibungskontakt oder Grenzhaftung. Ist der Betrag kleiner,k k < 1, dann haften an diesem
Knoten die Kérper aufeinander. Aus Auswertungen, die hier nidt dargestellt sind, ist ersichtlich,
dass fast ausschlie3lich Reibungskontakt Giber den gesamten Mauf der Simulation vorherrscht.
Erst bei sehr grol3er Last bilden sich Haftungsbereiche in der Mite der Kontakt ache, wie es in
Bild (5.16b) am Ende der Simulation wiedergegeben ist.

Seit; := j ty gewichteter Spannungsvektor in der Kontakt &che. Die Verteilung von ki k
kann nun aus dem Kontaktdruck und k k unter Berlcksichtigung von Gleichung (4.180) an
jedem Knoten bestimmt werden:

Kick= jpik k. (5.3)

Die Berechnung dieser Gro3en wird innerhalb despost-processingm Anschluss an die Simula-
tion durchgefuhrt. In Bild 5.16c ist das Ergebnis dieser Operaton dargestellt.

Wie im Fall der Verteilung von  steht auch die Verteilung von . unmittelbar als Knoten-
I6sungen fur eine Analyse zur Verfugung, siehe Bild 5.16d. De Reibungsfall liegt genau dann
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(a) Verteilung von p. (b) Verteilung von k k.

(c) Verteilung von kik. (d) Verteilung von k k.

. ~s
(e) Verteilung von t_.

Abbildung 5.16: Feldldsungen fur die Kontaktzwischenschicht am Ende der Simlation bei t =
70s und P, = 800N=mm?. Blickrichtung von oben.
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an einem Kontaktknoten vor, wenn der diesem Knoten zugeordnete V&tor . die Einheits-
lange besitzt, d.h. k .k = 1. Am zentrischen Knoten verschwindet der Betrag von . uber
die gesamte Simulationsdauer. Uber den Verlauf der Simulationherrscht meist rotatorischer
Reibungskontakt mit k .k = 1 an den Kontaktknoten vor, wobei auch diese Kenntnisse aus
Simulationsergebnissen gewonnen wurden, die hier nicht dargestellt werden. Erst am Ende
der Simulation bei stark ausgeweitetem Kontaktbereich erhalt man in der Umgebung des zen-
trischen Knotens einen ausgepragten Haftbereich, in denk .k < 1 gilt. Dieses Feld ist in Bild
5.16d wiedergegeben.

Die Verteilung der Momentenspannungsvektoren am Ende der Simlation ist in Bild 5.16e
dargestellt. Mit . lassen sich die Momentespannungsvektoren nach der Gleichung4.242)
bestimmen:

= cp o (5.4)

wobei Ti = | t3 gewichtete Momentenspannungsvektoren darstellen. Da es stt bei den Mo-
mentenspannungsvektoren um axiale Vektoren handelt, kann mi ihrer Richtung z.B. nach der
Regel der rechten Hand ein Drehsinn verbunden werden. Die Vetoren sind dabei konzentrisch
um den mittleren Knoten angeordnet. Denkt man sich Kreise um desen Knoten, dann zeigen
die Vektoren vornehmlich in Umfangsrichtung der Kreise.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine mikropolare Theorie zur Modellierung von Langenskaleneffekten
in der Mechanik vorgestellt. Das Materialmodell wurde beziglich groR3er und kleiner Deforma-
tionen entwickelt und enthéalt eine neue Formulierung einer ni cht-kompatiblen mikropolaren
Plastizitat. Unter anderem ist die Theorie durch eine besondereStruktur des Mandel'schen
Spannungstensors gekennzeichnet. Dartber hinaus wurde ein@eue mikropolare Kontakttheo-
rie entwickelt. Alle Modellformulierungen erfiillen den zwei ten Hauptsatz der Thermodynamik
und sind damit thermodynamisch konsistent.

Das Plastizitatsmodell bertcksichtigt sowohl isotrope als auch kematische Verfestigung.
Es wurden Versionen der Theorie mit einer einheitlichen FlieR3funktion sowie mit zwei Fliel3-
funktionen, die separaten makro- und mikroskopischen Effekten Rechnung tragen, entwick-
elt und untersucht. Das Kontaktmodell enthalt eine besondere Fomulierung der klassischen
CouLomgschen Reibung, die erstmals auf mikropolare Reibung verallgemaert wurde. Im Rah-
men dieses Ansatzes wurde von der exakten Erfuillung der Haftngsbedingung auch fir relative
Rotationsgeschwindigkeiten ausgegangen.

Das Plastizitatsmodell bezuglich der Kdrpervolumina wurde in den FE-Programmenfeap und
Code_Astermplementiert. Fur Simulationen mikropolarer Kontaktprobleme w urde ausschliel3-
lich Code_Astererwendet.

Es wurden insgesamt drei verschiedene Randwertprobleme mit én hier entwickelten Mate-
rialmodellen am Computer simuliert. Alle numerischen Beispiele haben qualitativen Charak-
ter und basieren auf angenommenen Materialparametersatzen. Nichtsdestotrotz konnten die
Rechnungen ohne Kontakt demonstrieren, dass das Modell grundgilich in der Lage ist, Lan-
genskaleneffekte wiederzugeben. Was Kontaktprobleme angehtso war das priméare Ziel, eine
Theorie und ihre numerische Umsetzung herauszuarbeiten. Diesst auch gelungen, wie man an-
hand des gerechneten Beispiels erkennen kann. Eine genauerStudie des Kontaktalgorithmus
mittels feinerer Netze verlangt viel mehr Zeit und geht Uber den Rahmen dieser Dissertation
hinaus.

Im ersten numerischen Beispiel wurde eine Torsionsbelastung beechnet. Aus realen Experi-
menten ist bekannt, dass unterschiedlich diinne Drahte untereiner Torsionslast deutliche Lan-
genskaleneffekte aufweisen. Es wurde gezeigt, dass mit denmier entwickelten mikropolaren
Plastizitatsmodell solche Skaleneffekte reproduziert werden kbnnen. Eine Auswertung ergab
einen Anstieg eines bezogenen Drehmomentes bei einer Reduzieng des Probendurchmessers.
Daruber hinaus wurde der Ein uss einer internen Lange untersucht. Es konnte gezeigt werden,
dass bei Probenradien im Bereich der internen Lange der Anstiegles bezogenen Momentes und
damit der Skaleneffekt am grof3ten ist.

Im zweiten numerischen Beispiel wurden Simulationen gelochter Platten im Zugversuch
durchgefuhrt. Fir eine Untersuchung von Skaleneffekten wurden jeweils Platten mit unter-
schiedlichen Abmessungen verwendet. Ausgewertet wurde dierelative Deformation des am
Anfang kreisrunden Loches in Plattenmitte. Die hierbei eingesetzte Modellformulierung fur
groRe Deformationen lieferte das deutliche Ergebnis, dass kleiere Lochabmessungen und Plat-
tengrolien zu einer geringeren Lochdeformation flihren. Es konnte dartiber hinaus gezeigt wer-
den, dass die Anderung der relativen Lochdeformation vergleitisweise grof ist, wenn sich der
Ausgangsradius im Bereich einer internen Lange des Materinodells be ndet.
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Die letzte Simulation diente der Untersuchung des hier entwickelten mikropolaren Kon-
taktmodells. Das gewahlte Randwertproblem modelliert einen Eindruckversuch, wobei ein
sphérischer starrer Korper in einen mikropolar plastischen Pobekdrper gedriickt wird. An-
hand von Simulationsergebnissen der FeldgréRen im Kontaktbereich insbesondere der Mo-
mentenspannungsvektoren der Haft- und Reibrotationen, wurde gezeigt, dass das Kontaktmo-
dell und seine numerische Umsetzung in der Lage ist, mikropolae Haft- und Reibungseffekte in
der Kontaktzwischenschicht wiederzugeben.

Bei der zukunftigen computergestitzten Untersuchung von Skdeneffekten mit mikropolaren
Theorien muss ein vorderes Ziel sein, die Simulationsdauer zu rduzieren. Ansatzpunkte bieten
hierbei eine geschwindigkeitsoptimierte Implementierung der Materialmodelle oder dartber
hinaus eine Parallelisierung der Materialroutinen. Wenn sich hierbei verbesserte Losungsver-
fahren ergeben, dann kdnnen sofort genauere Simulationen mit hoclau 6senden Netzen und
komplexeren Bauteilgeometrien durchgefiihrt werden. In diesem Fall ist es auch sinnvoll, das
Kontaktmodell fir grof3e Relativrotationen zu implementieren. In Kombination mit einer feinen
Netzstruktur vor allem im Bereich der Kontaktzwischenschicht sind dann Simulationen vorstell-
bar, die charakteristische Effekte von Eindruck- und Kratztestexperimenten wiedergeben. Bei
einer verkirzten Rechengeschwindigkeit ist es weiterhin cenkbar, die hier prasentierten Mate-
rialmodelle mit weiteren Effekten thermodynamisch konsistent zu koppeln. Ein Beispiel hierfir
ware die Kopplung thermischer und mechanischer Effekte in Ztsammenhang mit mikropolarer
Plastizitat sowie klassischen und mikropolaren Reibungsvorgéagen.
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Erklarung Der Lebenslauf ist in der Online-Version aus Griinden des Daterghutzes
nicht enthalten.

143






Literaturverzeichnis

[1] M. A Beas Algorithme non linéaire quasi-statique 2009. Documentation de Référence de
Code_Aster [R5.03.01].

[2] M. A BeAs Eléments de contact dérivés d'une formulation hybride conti& 2011. Documen-
tation de Référence de Code_Aster [R5.03.52].

[3] M. A Beas Formulation discréte du contact-frottement2011. Documentation de Référence
de Code_Aster [R5.03.50].

[4] K.-J. BaTHE and P. ZmMmeERMANN. Finite-Elemente-MethodenSpringer, 2002.

[5] S. BAuer, W.G. DetTMmeR D. Peric, and M. ScHAFER Micropolar hyperelasticity: consti-
tutive model, consistent linearization and simulation of 3d scale effects. Computational
Mechanics50(4):383—-396, 2012.

[6] S. BAUER M. ScHAFER P GRammENOUDIS and Ch. Tsakmakis Three-dimensional nite ele-
ments for large deformation micropolar elasticity. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering 199(41-44):2643 — 2654, 2010.

[7] T. BEeLrtscHkg W. K. Liu, and B. MoraN. Nonlinear nite elements for continua and struc-
tures. Wiley, 2000.

[8] A. BErTRAMand B. SrenpseN On material objectivity and reduced constitutive equations.
Arch. Mech, 53(6):653—-675, 2001.

[9] R. de BorsT. A generalisation of J2- ow theory for polar continua. Engineering computa-
tions, 10 (2):99-121, 1993.

[10] H.B. CaLLEN. Thermodynamics & an Intro to ThermostatisticsStudent Edition. Wiley India
Pvt. Limited, 2006.

[11] J. CHAKRABARTY Theory of Plasticity Elsevier Science, 2006.

[12] B. D. CoLeEmaN and M. E. GurTIN. Thermodynamics with internal state variables. The
Journal of Chemical Physi¢s47(2):597—-613, 1967.

[13] B. D. CoLemanand W. NoLL. The thermodynamics of elastic materials with heat conduction
and viscosity. Archive for Rational Mechanics and Analysi$3(1):167-178, 1963.

[14] E. Cosseratand F CosseraT Théorie des corps déformablea. Hermann et Is, 1909.

[15] A. CrisrieLn Non-linear Finite Element Analysis of Solids and StructureEssentials Non-
Linear Finite Element Analysis of Solids and Structures. Wilg, 1991.

[16] A. CrisrieLn Non-linear nite element analysis of solids and structuresNumber Bd. 2 in
Non-linear Finite Element Analysis of Solids and Structures. Wey, 1997.

145



[17] A. CurNIER Q.-C. He, and A. KLarBRING Continuum mechanics modelling of large de-
formation contact with friction. In M. R aous, M. Jean, and J.J. MoreAy, editors, Contact
Mechanicspages 145-158. Springer US, 1995.

[18] T. D e Soza. Notice d'utilisation du contact dans Code_AsteR011. Documentation de
Référence de Code_Aster [U2.04.04].

[19] E. DieceLg W. JansoHN, and Ch. Tsakmakis Finite deformation plasticity and viscoplas-
ticity laws exhibiting nonlinear hardening rules. Computational Mechanics25(1):1-12,
2000.

[20] D umonT G. The active set algorithm for solving frictionless unilateral contact problems. In
M. Raous, M. JeaN, and J. J. MoRrEAy, editors, Contact Mechanicspages 263—-266. Springer
UsS, 1995.

[21] R. ELsAsser Bruchmechanische Untersuchungen fir elastische mikropel&ontinua. Wis-
senschaftliche Berichte. FZKA (Forschungszentrum Karlstoe, Technik und Umwelt),
2002.

[22] A. C. ERINGEN. Theory of micropolar elasticity. In H. LieBowiTz, editor, Fracture volume I,
pages 621-729. Academic Press, 1968.

[23] A. C. ERINGEN. Microcontinuum Field Theories.: Volume 1, Foundations arsblids Micro-
continuum Field Theories: Foundations and Solids. Springer Verla, 1999.

[24] A. C. EriNgENand C. B. Karapar Polar eld theories. In A. C. ERINGEN, editor, Continuum
Physicsvolume 1V, pages 2—75. Academic Press, 1976.

[25] A. C. EringENand E. S. SsHuel. Nonlinear theory of simple micro-elastic solids—i. Inter-
national Journal of Engineering Scien¢&(2):189 — 203, 1964.

[26] N. A. FLEck G. M. MuLLER M. F. AsHBy, and J. W. HuTcHINsON Strain gradient plasticity:
Theory and experiment. Acta metall. mater, 42(2):475-487, 1994.

[27] P GrammENOUDIS Mikropolare Plastizitat. Dissertation, Technische Universitat Darmstadt,
2003.

[28] P GrammENOUDISand Ch. Tsakmakis Hardening rules for nite deformation micropolar
plasticity: Restrictions imposed by the second law of thermodynanics and the postulate of
il'iushin. Continuum Mechanics and Thermodynamic43(5):325-363, 2001.

[29] P GrammENOUDIsand Ch. Tsakmakis Finite element implementation of large deformation
micropolar plasticity exhibiting isotropic and kinematic harde ning effects. Int. J. Numer.
Meth. Engng, 62:1691-1720, 2005.

[30] P GrammeENouDIsand Ch. Tsakmakis Predictions of microtorsional experiments by microp-
olar plasticity. Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical amdjiBeering
Science461(2053):189-205, 2005.

[31] P GrammMmENOUDIS and Ch. Tsakmakis Micropolar plasticity theories and their classical
limits. part I: Resulting model. Acta Mechanical89(3-4):151-175, 2007.

146 Literaturverzeichnis



[32] P GrammENouDIs and Ch. Tsakmakis Incompatible deformations — plastic intermediate
con guration. ZAMM - Journal of Applied Mathematics and Mechanics / Zeitsctirfur
Angewandte Mathematik und Mechanik88(5):403-432, 2008.

[33] P GrammeNoubpisand Ch. Tsakmakis Isotropic hardening in micropolar plasticity. Archive
of Applied Mechanics79(4):323-334, 2009.

[34] M.E. GurTIN. An Introduction to Continuum Mechanics Mathematics in Science and Engi-
neering. Elsevier Science, 1982.

[35] M.E. GurTIN, E. RRIED, and L. ANanDp. The Mechanics and Thermodynamics of Continua
Cambridge University Press, 2010.

[36] J.O. H ALLQuisT. NIKE2D: an Implicit, Finite-deformation, Finite-elemen€Code for Analyzing
the Static and Dynamic Response of Two-dimensional SaliddCRL: Lawrence Radiation
Laboratory. Lawrence Livermore Laboratory, University of California, 1979.

[37] P HaupTand Ch. Tsakmakis On the application of dual variables in continuum mechanics.
Continuum Mechanics and Thermodynamic&(3):165-196, 1989.

[38] P HaupTand Ch. Tsakmakis Stress tensors associated with deformation tensors via duality
Archives of Mechani¢$18(2):347-384, 1996.

[39] T. J. R. HugHEs The nite element method: linear static and dynamic nite elenent analysis
Dover Civil and Mechanical Engineering Series. Dover Publicabns, 2000.

[40] T.J. R. HugHEsand J. WinGET. Finite rotation effects in numerical integration of rate consti -
tutive equations arising in large-deformation analysis. International Journal for Numerical
Methods in Engineering15(12):1862—-1867, 1980.

[41] K. HuTtTERaNd K. JoHNK. Continuum Methods of Physical Modeling: Continuum Mechanjcs
Dimensional Analysis, TurbulencePhysics and astronomy online library. Springer, 2010.

[42] W. J aHNsON. Formulierung und Integration von Stoffgesetzen zur Beseltsung grof3er Defor-
mationen in der Thermoplastizitdt und -viskoplasitzitat Dissertation, Forschungszentrum
Karlsruhe, 1997.

[43] A. S. KHaN and S. Huana. Continuum Theory of Plasticity Wiley-Interscience publication.
Wiley, 1995.

[44] H. B. KHENOUS J. PomMIER, and Y. REnarDp. Hybrid discretization of the signorini problem
with coulomb friction. theoretical aspects and comparison of some numerical solvers. Appl.
Numer. Math., 56(2):163-192, February 2006.

[45] A. KLarBRING Derivation and Analysis of Rate Boundary-Value Problems of Friagbnal Con-
tact. European journal of mechanics. A. Soligd9:53-85, 1990.

[46] E. KuinGgBEIL Tensorrechnung fir IngenieureB.l.-Hochschultaschenbticher. Bibliographis-
ches Institut, Hochschultaschenblcher-Verlag, 1966.

[47] P KnaBNERAN L. ANGeErRMANN Numerik Partieller Differentialgleichungen/ Numerical Aal-
ysis of Partial Differential Equations: Eine Anwendungsongerte Einfhrung/ an Application-
oriented Introduction. Springer-Lehrbuch. Springer Berlin Heidelberg, 2000.

Literaturverzeichnis 147



[48] E. KrRONER Allgemeine kontinuumstheorie der versetzungen und eigens@nnungen.
Archive for Rational Mechanics and Analysig4(1):273—-334, 1959.

[49] T. A. L aurseN On the development of thermodynamically consistent algorithms for ther-
momechanical frictional contact. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
177(3-4):273 — 287, 1999.

[50] T. A. L aurseNn Computational Contact and Impact Mechanics$Springer Verlag Berlin, 2002.

[51] E. H. L ee. Elastic-plastic deformation at nite-strains. Journal of Applied Physics36(1):1-6,
1969.

[52] E. H. Lee and D. Liu. Finite-strain elastic-plastic theory with application to p lane-wave
analysis. Journal of Applied Physics35(1):19-27, 38.

[53] H. L irpmANN. Eine Cosserat-Theorie des plastischen FlieRen#cta Mechanica8(3-4):255—
284, 1969.

[54] D. L1u, Y. Hg, X. Tang, H. DinG, P Hu, and P. Gao. Size effects in the torsion of microscale
copper wires: Experiment and analysis. Scripta Materialia, 66:406—-409, 2012.

[55] J. LuBLINER Plasticity Theory Dover books on engineering. Dover Publications, 2008.

[56] M. L uccHesiand M. SiLHAvy. II'yushin's conditions in non-isothermal plasticity. Archive for
Rational Mechanics and Analysjsl13(2):121-163, 1991.

[57] H. L AMMER. Thermoplastizitat und Thermoviskoplastizitat mit Schaaigung bei kleinen und
grol3en Deformationen Dissertation, Forschungszentrum Karlsruhe, 1998.

[58] D. M akripis. Die Wahl der Variablen bei der Formulierung von Stoffgeseteder mikropolaren
Plastizitat. Dissertation, Technische Universitat Darmstadt, 2009.

[59] J. E. Marspenand T. J. R. HugcHEs Mathematical Foundations of ElasticityDover Civil and
Mechanical Engineering. Dover Publications, 2012.

[60] R. D. MInDLIN. Micro-structure in linear elasticity. Archive for Rational Mechanics and
Analysis 16(1):51-78, 1964.

[61] S. NemarNAsser Plasticity: A Treatise on Finite Deformation of Heterogeneounelastic
Materials. Cambridge Monographs on Mechanics. Cambridge University Pres2004.

[62] W. N oLL. Materially Uniform Simple Bodies with InhomogeneitiesDepartment of Mathe-
matics, Carnegie Institute of Technology. Carnegie Instituteof Technology, Department of
Mathematics, 1967.

[63] J. O penand J. MarTINS. Models and computational methods for dynamic friction phenom-
ena. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineerirs:527—634, September
1985.

[64] W. Preussand F. Bersaum. Lehr- und Ubungsbuch numerische MathematilEachbuchverl.
Leipzig im Carl-Hanser-Verlag, 2001.

[65] P K. RasHEvski. Riemannsche Geometrie und Tensoranalysis: (Ubersetzung @& Russis-
chen). Hochschulbticher fir Mathematik. Deutscher Verlag der Wissaschaften, 1959.

148 Literaturverzeichnis



[66] J. ReppY. An Introduction to the Finite Element Method Engineering Series. McGraw-Hill
Education, 2005.

[67] H. S cHADE Schade: Tensoranalysis Lg Gebe-Gruyter-Lehrbuch. “de” Gruyter, 1997.

[68] M. S cHAFErR Numerik Im Maschinenbau Springer-Lehrbuch. Springer Berlin Heidelberg,
1999.

[69] O. ScHErRr Kontinuumsmechanische Modellierung nichtlinearer Koritgprobleme und ihre
numerische Analyse mit adaptiven Finite-Element-Methodebissertation, Technische Uni-
versitat Darmstadt, 1997.

[70] B. E ScHuTtz. Geometrical Methods of Mathematical Physicgniversity Press, 1984.

[71] H. R. ScHwarRz Methode der niten Elemente: eine Einfiihrung unter besonee Berlick-
sichtigung der Rechenpraxis ; mit 59 Tabellen und zahlreh Beispielen Leitfaden der
angewandten Mathematik und Mechanik: Teubner Studienbucher. Mathematik. Teubner
B.G. GmbH, 1991.

[72] J. C. Sivo and T. J. R. HucHes Computational Inelasticity Interdisciplinary applied math-
ematics: Mechanics and materials. Springer, 1998.

[73] J. C. Simo and M. OrTiz. A uni ed approach to nite deformation elastoplastic analysis
based on the use of hyperelastic constitutive equations. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineeringt9(2):221 — 245, 1985.

[74] P STeinmANN. A micropolar theory of nite deformation and nite rotation multipl  icative
elastoplasticity. International Journal of Solids and Structures31(8):1063 — 1084, 1994.

[75] J.G. SwaDENER E.P. GEorGE and G.M. PHARR. The correlation of the indentation size effects
measured with indenters of various shapes.J. Mech. Phys. Solid$0:681-694, 2002.

[76] D. TaBor The Hardness of Metals. Oxford, Clarendon Press, 195Monographs on the
physics and chemistry of materials. Oxford, Clarendon Press, 1%0.

[77] R. L. TAvyLor FEAP — A Finite Element Analysis Program, Version 8.2 Programmemal.
Department of Civil and Environmental Engineering, 2008.

[78] R. L. TaAvyLor FEAP — A Finite Element Analysis Program, Version 8.2 Theory MalnuDe-
partment of Civil and Environmental Engineering, 2008.

[79] C. TruespeLLand R. Tourin. The classical eld theoriesSpringer, 1960.

[80] Ch. T sakmakis On the loading conditions and the decomposition of deformation. In J.-P.
BoeHLErRaNd A. S. KHaN, editors, Anisotropy and Localization of Plastic Deformatigrpages
353-356. Springer Netherlands, 1991.

[81] Ch. T sakmakis Kinematic hardening rules in nite plasticity part i: A cons titutive ap-
proach. Continuum Mechanics and Thermodynamic8(4):215-231, 1996.

[82] Ch. T sakmakis Remarks on Il'ushin's postulate. Arch. Mech, 49:677 — 695, 1997.

Literaturverzeichnis 149



[83] Ch. T sakmakis Description of plastic anisotropy effects at large deformations—part i:
restrictions imposed by the second law and the postulate of II'iushin. International Journal
of Plasticity, 20(2):167 — 198, 2004.

[84] Ch. T sakmakisand A. WiLLuweiT. Time integration algorithms for nite deformation plas-
ticity. In B aaserH. (editors) HuTTER C., editor, Deformation and Failure of Metallic Con-
tinua, pages 79-106. Springer, 2003.

[85] P WRIcGcERS Computational Contact MechanicsJohn Wiley & Sons Ltd. England, 2002.
[86] P WRIGcGERS Nonlinear Finite Element MethodsSpringer, 2008.

[87] H. W. Z HANG, H. WANG, P WRIGGERS and B. A. ScHRErFLER A nite element model for
contact analysis of multiple cosserat bodies.Comput. Mech, 36:444-458, 2005.

[88] H. Z IEGLER An Introduction to Thermodynamics North-Holland series in applied mathe-
matics and mechanics. North-Holland, 1977.

[89] O. C. Zienkiewicz Methode der niten Elemente VEB Fachbuchverlag, 1987.

[90] O. C. Zienkiewiczand R. L. TavLor The Finite Element Method: Solid mechanicdlumber
Bd. 2 in Referex collection.Mecéanica y materiales. Butterworh-Heinemann, 2000.

[91] A. ZmiTROWICZ. A thermodynamical model of contact, friction and wear: | governing
equations. Wear, 114(2):135 — 168, 1987.

[92] A. Z miTrOowIcz. A thermodynamical model of contact, friction and wear: {lI} const itutive
equations for materials and linearized theories. Wear, 114(2):169 — 197, 1987.

[93] A. Z miTROowICcz. A thermodynamical model of contact, friction and wear: {11} cons titutive
equations for friction, wear and frictional heat. Wear, 114(2):199 — 221, 1987.

150 Literaturverzeichnis



