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Kapitel 1

Einleitung

Bereits 1876 erkannte Ernst Abbe [1], da8 das erreichbare Auflgsungsvermogen
eines idealen aberrationsfreien Lichtmikroskops durch die Beugung begrenzt wird.
Die Punktauflésungsgrenze

A

nsin f

d~0,6

héngt von der Wellenldnge A\ des Lichts, dem Brechungsindex n des Materials
zwischen Objekt und Objektiv und dem halben Aperturwinkel 6 des Objektivs
ab. Je grofler die numerische Apertur nsinf des Mikroskops ist, desto besser ist
seine Auflosung 1/d. Die verwendeten Kontaktole zwischen Objekt und Objektiv
weisen einen Brechungsindex n zwischen 1 und 2 auf. Die theoretisch erreich-
bare Auflosung eines Lichtmikroskops liegt daher etwas unterhalb der Lichtwel-
lenlénge.

Die vor der ersten Hilfte des 19. Jahrunderts gebréduchlichen Linsen wiesen jedoch
so hohe Farb— und Offnungsfehler auf, da8 die nutzbare Apertur auf wenige Grad
beschriankt war. Deshalb lag die Auflosung damaliger Mikroskope bei einem Viel-
fachen der Lichtwellenldnge. Bereits Anfang des 19. Jahrunderts gelangen Ross
und Amici die Entwicklung spezieller dreilinsiger Objektive mit deutlich verrin-
gertem Offnungsfehler. Die nutzbare Apertur konnte hiermit auf iiber 60 Grad
gesteigert werden. Fiir monochromatisches Licht wére mit diesen Objektiven be-
reits eine Punktauflosung im Bereich der Lichtwellenlinge moglich gewesen.

Einen wesentlichen Fortschritt stellen die von Abbe 1879 [2] eingefiihrten Apo-
chromaten dar, die aufier dem Offnungsfehler auch den Farbfehler iiber den ge-
samten Wellenléngenbereich des sichtbaren Lichts sehr gut kompensieren. Durch
die Korrektur des Farbfehlers ist die Brennweite eines Apochromaten unabhéngig

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

von der Wellenldnge des Lichts. Mit Hilfe eines Apochromaten gelang es Abbe
bereits vor mehr als einhundert Jahren, auch fiir eine polychromatische Beleuch-
tung (zum Beispiel Sonnenlicht) die theoretische Auflésungsgrenze des Lichtmi-
kroskops von etwas weniger als der Lichtwellenldnge zu erreichen.

Da fiir UV-Licht mit Wellenléingen unterhalb von etwa 150 nm bislang kein Mate-
rial mit einem geniigend hohen Brechungsindex zur Fertigung von Linsen bekannt
ist, lassen sich mit einem Lichtmikroskop keine besseren Auflésungen als 100 nm
erzielen.

Ein Ausweg aus diesem Dilemma zeichnete sich 1924 ab, als Louis de Broglie in
seiner Dissertation [3] zeigte, daB8 Materieteilchen wie beispielsweise Elektronen
auch als Materiewellen aufgefafit werden konnen. Die Wellenldnge der Elektronen
ist bereits bei einer Energie von einigen Kiloelektronenvolt um mehrere Zehner-
potenzen kleiner als die des sichtbaren Lichts. Drei Jahre spater beschrieb Hans
Busch [4], daB ein statisches rotationssymmetrisches Magnetfeld auf einen Elek-
tronenstrahl wie eine Linse wirkt. Auf diesen physikalischen Grundlagen basiert
das erste von Ernst Ruska 1933 gebaute Elektronenmikroskop [5], das mit einer
Elektronenenergie von 75 keV bereits die Auflésung des Lichtmikroskops iibertraf.

Wie von Otto Scherzer 1936 gezeigt wurde [6], ist sowohl der Offnungsfehler als
auch der Farbfehler fiir beliebige Anordnungen statischer, raumladungsfreier, ro-
tationssymmetrischer Elektronenlinsen stets positiv definit. Aus diesem Grund
gibt es im Gegensatz zur Lichtoptik in der Elektronenoptik kein nur aus Rund-
linsen bestehendes System, dessen Offnungsfehler korrigiert ist. Die Qualitét der
Objektive selbst von modernen Elektronenmikroskopen ist daher verglichen mit
modernen korrigierten Objektiven in der Lichtoptik sehr schlecht. Ihre Giite ist
mit der Giite der ersten Lichtmikroskope vergleichbar. Durch den groBen Off-
nungsfehler der Objektivlinse wird im Elektronenmikroskop die nutzbare Apertur
auf etwa

0 ~ 10 mrad

begrenzt. Deshalb kann die theoretisch mogliche Auflosung im Bereich der Wel-
lenldnge A der Elektronen (einige Picometer) nicht erreicht werden. Moderne
Elektronenmikroskope weisen eine Punktauflosungsgrenze von ungefihr 100 - A
auf. Die Auflésung ist daher zwei Groflenordnungen kleiner als die reziproke Elek-
tronenwellenlénge.

Bereits von Scherzer wurden 1947 Moglichkeiten zur Korrektur des Offnungsfeh-
lers vorgeschlagen [7]. Der seiner Ansicht nach aussichtsreichste Weg basiert auf
der Verwendung unrunder Elemente (Multipole), mit deren Hilfe sich negative
Farb— und Offnungsfehlerkoeffizienten erzielen lassen.



In vielen Versuchen konnte tatséchlich die Moglichkeit der Offnungsfehler— und
Farbfehlerkorrektur mit unrunden Elementen experimentell gezeigt werden (zum
Beispiel [8]). Eine Auflosungsverbesserung durch den Einbau solcher Korrektoren
konnte jedoch bis vor wenigen Jahren nicht nachgewiesen werden. Dies lag vor al-
lem daran, dafl die technologischen Anforderungen an die Prézision des Aufbaus,
der Justierung und der elektrischen Versorgung unterschitzt wurden.

Der Durchbruch in einem Transmissionselektronenmikroskop gelang 1997 einer
Arbeitsgruppe um Max Haider am Européischen Mikrobiologischen Institut in
Heidelberg mit einem Offnungsfehlerkorrektor, der auf Hexapolelementen basiert
9, 10]. Dieser wurde 1981 von Rose [11, 12] vorgeschlagen. Entscheidend fiir den
Erfolg war unter anderem die Entwicklung eines Verfahrens zur automatisier-
ten, computergesteuerten Justierung des Korrektors durch Stephan Uhlemann.
Die Punktauflosungsgrenze eines kommerziellen Transmissionselektronenmikro-
skops mit einer Elektronenenergie von 200 keV konnte mit Hilfe des Korrek-
tors von 2,6 A auf 1,2 A verbessert werden. Die Auflésungsgrenze wird hierbei
nicht mehr durch den Offnungsfehler sondern durch den Farbfehler des Systems
aus Objektiv und Korrektor in Kombination mit der endlichen Energiebreite der
Elektronenquelle bestimmt.

Eine weitere Steigerung der Auflésung erfordert entweder eine Verbesserung der
Monochromasie des Beleuchtungssystems oder aber — wie im Falle der Lichtop-
tik — die Entwicklung eines apochromatischen Objektivsystems mit Hilfe eines
zusitzlichen Farbfehlerkorrektors. Wie jedoch von Uhlemann gezeigt wurde [13],
sind fiir einen Farbfehlerkorrektor die Anforderungen an die Stabilitéit der Strome
und die Prézision der Justierung mit der heutigen Technologie keinesfalls zu
erfiillen.

Um bei einer Beschleunigungsspannung von 200 kV eine Punktauflosungsgrenze
von 0,8 A zu erreichen, darf die Halbwertsbreite (FWHM) der Energieverteilung
des Beleuchtungssystems 0,3 eV nicht iiberschreiten. Bislang ist es nicht gelun-
gen, Elektronenquellen zu entwickeln, die bei ausreichendem Strahlstrom diesen
Anforderungen geniigen. Weit aussichtsreicher erscheint hingegen eine Reduzie-
rung der Energiebreite bereits existierender thermischer Feldemissionsquellen mit
Hilfe eines nachgeschalteten Energiefilters, eines sogenannten Monochromators.

Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Monochromator vereinigt eine hohe
Dispersion in der Filterebene mit einem sehr kompakten Design, das nur ei-
ne geringe Verldngerung der Mikroskopsdule notwendig macht. Der Einfluf§ der
Coulomb-Wechselwirkung innerhalb des Strahls konnte durch geeignete Wahl des
Strahlengangs im Vergleich zu fritheren Designvorschlagen [14, 15, 16] reduziert
werden.
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Zur Simulation der einzelnen Elemente des Systems wird ein weiterentwickeltes
Ersatzladungsverfahren zur Berechnung elektrostatischer Felder vorgestellt, das
eine prazise Bestimmung auch der héheren Bildfehler ermoglicht. Insbesonde-
re zur Simulation von komplexen dreidimensionalen Elektrodengeometrien und
diinnen Blenden werden deutlich weniger Ladungselemente benotigt als bei der
Feldsimulation mit Hilfe von Punktladungen.

Der hier vorgestellte Monochromator kann zum einen die Punktauflosungsgrenze
eines Transmissionselektronenmikroskops mit Offnungsfehlerkorrektor auf 0,8 A
reduzieren, zum anderen ist er auch fiir Mikroskope mit abbildendem Energiefil-
ter geeignet, die einen hohen Strahlstrom bei geringer Energiebreite der Quel-
le bendtigen. Mit einem solchen Gerét 1d8t sich ortsaufgeloste Spektroskopie
im Sub—eV Bereich auch fiir Streuprozesse geringer Anregungswahrscheinlichkeit
durchfiihren.



Kapitel 2

Auflésungssteigerung eines TEM

2.1 Grenzen der Auflésung

2.1.1 Aufbau eines TEM

In einem Transmissions—Elektronenmikroskop (TEM) formt ein Kondensorsys-
tem aus magnetostatischen Rundlinsen ein paralleles Strahlenbiindel aus Elek-
tronen, die von einer Elektronenquelle emittiert werden. Mit dem Strahlenbiindel
wird der zu untersuchende Objektbereich beleuchtet. Beim Durchtritt durch das
Objekt werden die Elektronen elastisch oder inelastisch gestreut. Die aus dem
Objekt austretenden Elektronen werden anschlieSend von einem Objektivsystem
aus magnetostatischen Rundlinsen in die Bildebene abgebildet (Abbildung 2.1).

Jedes Elektron des Beleuchtungsstrahls kann durch eine einzelne ebene Wellen-
front beschrieben werden, die auf das Objekt trifft. Eine reale Elektronenquelle
ist nicht ideal punktférmig, sondern weist eine gewisse laterale Ausdehnung auf.
Daher treffen die ebenen Wellen der einzelnen Elektronen das Objekt unter unter-
schiedlichen Winkeln  zur Objektnormalen. Durch die Energiebreite der Quelle
weisen die Elektronen zudem unterschiedliche Energieabweichungen AE von der
Sollenergie Ej auf. Da aufgrund ihres Fermionencharakters nicht mehr als zwei
Elektronen denselben Zustand besetzen konnen, verschwinden alle Interferenzter-
me zwischen den Wellen verschiedener Elektronen durch die zeitliche Mittelung
iiber die Beobachtungszeit. Daher ergibt sich die Gesamtbildintensitat aus der
Summe iiber die Wahrscheinlichkeitsstromdichte der einzelnen Elektronen in der
Bildebene (inkohdrente Superposition).
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optische Achse

Feldemissions-
quelle

Kondensorblende

— Kondensorlinse

ebene Wellenfronten

(WIS IA SIS I II Y , LA ] Objekt
Af '
Gauflsche
Objektebene

Objektivlinse

\ Aperturblende
(Beugungsebene)

Endbildebene

Abbildung 2.1: Funktionsschema eines TEM
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2.1.2 Linsenfehler und Defokussierung

Fiir Elektronen, die vom Objekt aus auf der optischen Achse unter einem sehr
kleinen Winkel # starten, 1a8t sich die Bewegungsgleichung in sehr guter Néhe-
rung linearisieren. Dies wird als Gauflsche beziehungsweise paraxiale Ndherung
bezeichnet. Die Ebene, in der die Elektronen im Rahmen der paraxialen Ndherung
wieder die optische Achse schneiden, definiert dabei die Gauflsche Bildebene.

Nach Scherzer [6] werden Elektronen, die vom Objekt aus unter einem Winkel 6
zur optischen Achse hin starten, von einer magnetostatischen Rundlinse stets
so stark gebrochen, dafl ihre Bahnen die optische Achse néher bei der Linse
schneiden als die paraxiale Ndherung voraussagt. Je grofler der Startwinkel 6
gewihlt wird, desto ndher liegt der Schnittpunkt bei der Linse. Deshalb passieren
reale Elektronen die Gauflsche Bildebene mit einer lateralen Abweichung Ap vom
idealen Bildpunkt (Abbildung. 2.2).

stark aufleraxiale
Elektronenbahn

GauBlsche
Elektronenbahn

Linse Gauf3sche
Bildebene

Abbildung 2.2: Auswirkung des Offnungsfehlers

Falls das Objekt im GauBschen Fokus liegt, enthélt die Entwicklung von Ap
nach 6 nur ungerade Potenzen dritter und héherer Ordnungen. Defokussiert man
das Objekt, indem man es um die Strecke Af ndher zur Linse riickt (Abbil-
dung 2.1) , so tritt zusétzlich ein linearer Entwicklungsterm auf. Fiir die Ent-
wicklung der Abweichung Ap ergibt sich

Ap 3
=F 2.1
p = CL0+Cab+ (2.1)
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mit
C, = —-Af . (2.2)

Der Offnungsfehlerkoeffizient niedrigster Ordnung ist C. Die Abweichung in der
Bildebene wird hierbei auf die Objektebene riickbezogen. Die Konstante M be-
zeichnet die Vergréferung zwischen Objekt— und Bildebene.

Die Brennweite von Magnetlinsen héngt von der Energie E der Elektronen ab.
Die Lage der Gaulschen Bildebene der Linse variiert daher proportional zur re-
lativen Energieabweichung x = AE/E, der Elektronen von der Sollenergie E
(Abbildung 2.3). Dies entspricht einer zusétzlichen energieabhingigen Defokus-
sierung

AFE

A.fAE - Cc/{ - C’c_ (23)
Eq

des Objekts, die zur beabsichtigten Defokussierung Af fiir Elektronen der Soll-
energie hinzukommt. Die Proportionalitéitskonstante C. wird als Farbfehlerkon-
stante bezeichnet.

Gauflsche
Bildebene

Abbildung 2.3: Auswirkung des Farbfehlers

Der Einfluf der Defokussierung sowie des Farb— und des Offnungsfehlers kann
durch eine zusétzliche Phasenschiebung der Elektronenwelle in der Beugungsebe-
ne der Objektivlinse beriicksichtigt werden [17, 18, 19|

exXp (_Z:}/(Q7 Afa 037 Ccv AE)) (24)

1 AFE

1
mit 4 =27 (ZCSA?’ . 3 <Af + Ccfo) )\q2> , (2.5)
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wobei man sich normalerweise auf die niedrigste auftretende Offnungsfehlerkon-
stante C3 beschrankt. Da im Rahmen dieser Arbeit Mikroskope behandelt werden,
deren Offnungsfehlerkonstante Cy korrigiert ist, mufl auch der Beitrag sechster
Ordnung in der Raumfrequenz ¢ zur Phasenschiebung mit beriicksichtigt werden:

€xp (_17(q7Af7 C37 057CC7AE)) (26)

1 1 1 AFE
it =2 [ 2O\ + —Cs NPt — = [ A — | A ) 2.
mit 7T(6C5 q+46’3 5 f+C B q (2.7)
Die Raumfrequenz ¢ entspricht in der Beugungsebene dem lateralen Ab-
stand p = g\ f von der optischen Achse, wobei f die Brennweite der Objektivlinse
und A die Elektronenwellenlénge bezeichnet.

2.1.3 Auswirkung der Linsenfehler auf die Bildenstehung

Im Rahmen dieser Arbeit ist es fiir das generelle Verstédndnis der Bildentstehung
ausreichend, sich auf schwache Phasenobjekte zu beschrianken. Ein Phasenobjekt
andert beim Durchtritt nur die Phase, nicht aber die Amplitude oder die Frequenz
der ebenen Elektronenwellen. Bei einem Phasenobjekt treten daher nur elastische
Streuprozesse auf. Seine Wirkung kann durch eine Transmissionsfunktion der
Form

T(5) = exp(ix (7)) (2.8)

beschrieben werden. Hierbei ist p'der Koordinatenvektor in der Objektebene. Die
Phasenschiebung eines schwachen Phasenobjekts ist so klein, daf} seine Transmis-
sionsfunktion durch

T(p) = 1+ix(p) (2.9)

angendhert werden kann. Fiir die nachfolgenden Uberlegungen nehmen wir fiir
die Elektronen die GauBiférmigen Energie- und Winkelverteilungen

~ 2V32In2 1 (2/2m2(E - B\
p(E) = mexp —3 ( AF s ) ; (2.10)
-\ 2
~ 2In2 1 {v2In2p
p(B) = %—ﬁ%ﬂexp —3 (51—/2> (2.11)

an. Der Betrag des Vektors ﬁ gibt hierbei den Kippwinkel beziiglich der Ob-
jektnormalen, seine Richtung die Kipprichtung der Wellenfront an. Bei einem
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Kippwinkel von (3, ist die Winkelverteilung gerade auf die Hélfte ihres Ma-
ximalwertes abgefallen. Die Energieverteilung weist eine Halbwertsbreite (Full-
Width-Half-Maximum, FWHM) von AFE,/, auf und hat ihren Schwerpunkt bei
der Sollenergie Ey. Es 148t sich zeigen [20, 21, 22], daf fiir diese Verteilungen die
Fouriertransformierte I(¢’) des Bildes fiir schwache Phasenobjekte durch

I(7) = F(q) - L(q) (2.12)

gegeben ist. Dabei ist F' die Objektstreuamplitude und £ die Phasen—Konstrast—
Ubertragungs—Funktion (PKUF),

L(q) = — Alg) sin (vo(q, Af, C3,C5))
X Hap(q,Cy) - Hg(q, Af,Cs5,Cs)

2

. 1 W/\OCCTAE:[/Q 4

mit  H ,Ce = expy —= | ————m— )
ae(q, Ce) P (Eo 2In(2)

(2.13)

8

_ 53/2 20 ?
Hp(q,Af,C3,C5) = expy—5a | 5 | (@ALCCs)p 0 (2.14)

~4In(2)22 \ dq
’Yo(q,Afac?nCs) = ”Y(q,Af,C&CEnCc,AE:O)
N e
" N m002+E0/2

Die Konstante mq gibt die Ruhemasse des Elektrons an. Eine kreisférmige Aper-
turblende vom Durchmesser D in der Beugungsebene der Linse filtert alle Raum-
frequenzen grofler als

D

q0

heraus. Die Wirkung der Blende wird durch die Aperturfunktion A(q) beschrie-
ben, die fiir ¢ < ¢y den Wert Eins und ansonsten Null annimmt. Die Raum-
frequenz ¢ entspricht gerade einer periodischen Objektstruktur mit einer Peri-
odenlédnge von 1/g.

In der Praxis kommen zur Elektronenstatistik noch das Rauschen des Detektors
sowie zusétzlich die Ddmpfung durch Instabilititen der Linsenstrome und Deju-
stierungen der Elemente hinzu. Deshalb ist eine genaue theoretische Vorhersage
fiir den Wert der PKUF, oberhalb dessen die Raumfrequenzen in einem realen
TEM noch mit ausreichendem Signal-Rausch—Verhéltnis {ibertragen werden, sehr
schwierig. Nach empirischen Untersuchungen an einem Philips CM 200 FEG [23]
kann

L(q) > 0,3 (2.16)
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als realistische Detektionsschwelle angenommen werden.

Man erkennt am Argument des Sinus in (2.13), daB die Linsenfehler und eine
gewisse Defokussierung sogar benotigt werden, um iiberhaupt einen Bildkontrast
im Falle eines schwachen Phasenobjekts erzielen zu konnen. Fiir eine ideale Linse
und ideale Fokussierung verschwénde sin(-y,) und der Kontrast lige bei Null. Die
Phasenschiebung in der Beugungsebene durch die Bildfehler und die Defokussie-
rung wirkt analog zur Zernikeschen Phasenplatte [24] in der Lichtoptik.

Bei modernen Mikroskopen bewegen sich die Offnungsfehlerkonstanten C und Cs
in der Grofenordnung einiger Millimeter. Bei {iblichen Elektronenenergien von
100 keV bis zu 300 keV ist daher die Phasenschiebung durch Cj fiir Raumfrequen-

zen bis weit iiber (1 A)*l vernachlissigbar klein gegeniiber derjenigen durch Cj.

Der Offnungsfehler dritter Ordnung geht mit der vierten Potenz der Raumfre-
quenz ¢ in die Phasenschiebung ein. Daher beginnt der Sinus jenseits der er-
sten Nullstelle immer rascher zu oszillieren. Zwischen den Ubertragungsliicken
in Umgebung der Nullstellen werden Objektdetails abwechselnd mit positivem
und negativem Kontrast iibertragen, was zu Artefakten im Bild fiithrt. Um diese
Scheinstrukturen zu vermeiden, ist es naheliegend, die Defokussierung A f so zu
wéhlen, dafl die erste Nullstelle von sin(y) bei einer moglichst hohen Raumfre-
quenz @nq. liegt und gleichzeitig das davorliegende Frequenzband mit mdéglichst
hohem Kontrast iibertragen wird. Die Aperturblende wahlt man gerade so, dafl
nur Raumfrequenzen bis ¢4, durchgelassen werden.

Bereits 1949 wurde von Scherzer [17] unter Annahme eines idealen Punktstreu-
ers bei axialer Beleuchtung die optimalen Mikroskopeinstellungen fiir maximale
Auflosung

Af =+/\Cy , g =14 (\C5) 714 (2.17)
sowie fiir maximalen Kontrast
Af=1,21-/ACs,  ¢\B) =156 (\3C5)~1/4 (2.18)

berechnet. Der Fokus fiir den optimalen Kontrast wird in der Literatur als Scher-
zer—Fokus bezeichnet. Als Punktauflosungsgrenze fiir ein Mikroskop gibt man
heute

1
in =~y ~ 0,64 - V305 (2.19)

Amaz

an. Dies ist der kleinste periodische Objektabstand, der noch ohne Kontrastum-
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kehr abgebildet wird. Fiir die Mikroskopparameter

Cs3=1,2mm, C.=1,3mm
AFEi,=0.7¢eV, B2 =0,2mrad (2.20)
Ey=200keV, A=251x10"2m

eines Philips CM 200 FEG Mikroskops ergibt sich ein Scherzer-Fokus von
Afgep, =66 nm . (2.21)
Im Scherzer—Fokus erhilt man eine Punktauflésungsgrenze von
Qi =~ 95- X =237 A | (2.22)

also nahezu dem Hundertfachen der Wellenlédnge. Die Ausnutzung der theoretisch
moglichen Auflésung im Bereich der Elektronenwellenlénge ist allein mit magne-
tostatischen Rundlinsen aufgrund ihrer grofen Offnungs— und Farbfehler nicht zu
erreichen. In der Lichtoptik hingegen sind dank fehlerkorrigierter Linsensysteme
Punktauflésungsgrenzen im Wellenldngenbereich des Lichts moglich.

Die PKUF L(q) sowie die Dampfungsenveloppen (2.14) Hs und Hay, die sich
aus der lateralen Ausdehnung und der Energiebreite der Quelle ergeben, sind fiir
die Mikroskopparameter (2.20) in Abbildung 2.4 aufgetragen. Durch die Damp-
fungsenveloppen wird das Informationslimit vorgegeben. Das Informationslimit
bezeichnet die hochste durch das System iibertragbare Raumfrequenz ¢;;. Fiir die
Mikroskopparameter (2.20) ergibt sich unter Verwendung des Kriteriums (2.16)
das Informationslimit

g1 =6,1nm™ " | (2.23)

das einer Auflssungsgrenze von 1,6 A entspricht. Wie man erkennt, wird das
Informationslimit in diesem Fall durch die laterale Breite der Quelle beschrénkt.
Ausgehend von der PKUF lassen sich mehrere Liosungsstrategien zur weiteren
Erhohung der Auflésung finden.

2.2 Moglichkeiten zur Auflésungssteigerung

2.2.1 Erhohung der Elektronenenergie

Die auf den ersten Blick einfachste Methode zur Steigerung der Auflésung besteht
in einer Verkleinerung der Wellenldnge A\ durch Erhchung der Energie E, der
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Abbildung 2.4: Die PKUF L(q) sowie die Diampfungsenveloppen fiir die Mikro-
skopparameter (2.20) unter Scherzer—Fokus.

abbildenden Elektronen. Ein solches Hochstspannungsmikroskop mit 1250 kV
Beschleunigungsspannung wurde 1993 am MPI fiir Metallforschung in Stuttgart
installiert [25]. Seine Punktauflésungsgrenze liegt nahe bei 1 A .

Der Aufwand zum Betrieb eines solchen Mikroskops ist im Vergleich zu einem mo-
dernen 200 kV TEM grof}; da wegen der technologisch aufwendigeren Hochspan-
nungsversorgung ein eigenes Grofiraumlabor benétigt wird. Aus diesem Grund
ist es etwa zehnmal teurer als ein modernes 200 kV Gerét.

Ein gravierender Nachteil der Hochstspannungsmikroskopie ist die Zerstérung
der meisten biologischen und materialwissenschaftlichen Proben bei der Auf-
nahme. Der Grund liegt in der niedrigen , knock—on“ Schwelle von 150-300 kV.
Primaérlelektronen mit Energien oberhalb der ,, knock—on* Schwelle versetzen Ato-
me innerhalb der Probe oder schlagen sie heraus. Mit zunehmender Elektro-
nenenergie nimmt daher bei konstant gehaltenem Signal-Rausch—Verhéltnis die
Strahlenschédigung der Probe drastisch zu. Daher ist das Anwendungsgebiet des
Hoéchstspannungsmikroskops auf einige wenige strahlenresistente anorganische
Objekte beschrinkt. Aus diesen Griinden ist eine Erhohung der Elektronenenergie
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iiber 200 kV zur Auflésungsverbesserung fiir viele wichtige Anwendungsgebiete
ungeeignet.

2.2.2 Defokusserien

Nimmt man eine Serie von Aufnahmen mit jeweils unterschiedlicher Defokus-
sierung auf, so liegen bei jeder Aufnahme die Ubertragungsliicken an anderen
Stellen. Daher kann man aus einer Defokusserie die Raumfrequenzinformationen
vom Scherzerlimit ¢,,q, bis hinauf zum Informationslimit rekonstruieren. Zur de-
taillierteren Erlduterung dieses Verfahrens wird auf [26, 27, 28] verwiesen. Das
Verfahren stellt erhohte Anforderungen an die Langzeitstabilitit der Abbildungs-
parameter sowie der Probenposition innerhalb des Mikroskops, da eine ganze Se-
rie von Aufnahmen unter gleichen Abbildungsbedingungen und wohldefinierten
Defokusunterschieden benétigt wird. Aus diesem Grund ist auch die Objektbe-
lastung fiir ein zufriedenstellendes Signal-Rausch—Verhéltnis im Vergleich zum
normalen TEM deutlich hoher.

2.2.3 Off-axis Elektronenholographie

Bei der off-axis Elektronenholographie passiert nur ein Teil der ebenen Welle
das Objekt, der andere Teil lauft ungestreut am Objekt vorbei. Mit Hilfe eines
elektrostatischen Biprismas kurz vor der Endbildebene wird die Objektwelle mit
der ungestorten Referenzwelle zur Interferenz gebracht.

Bildet man die Fouriertransformation des Bildes, so erhédlt man aufler einem
Zentralbereich, der die Interferenz der Streuwelle mit sich selbst enthélt, noch
zwei Seitenbiéinder. Diese Seitenbinder entstehen durch die lineare Uberlagerung
von Objekt— und Referenzwelle. Weiterfithrende Details konnen beispielsweise in
22, 29, 30, 31, 32, 34] nachgelesen werden.

Die réumliche Trennung der Seitenbénder bewirkt, daff in der PKUF
L(q) = —A(q) exp (=ivo(q,Af, C3)) - Hap(q, Ce) - Hp(q, Af, C5) (2.:24)

fiir ein solches Seitenband anstelle des Sinus die komplexe Exponentialfunktion
auftritt. Es wird ein Mikroskop mit unkorrigierter Offnungsfehlerkonstante Cj
vorausgesetzt und deshalb der Beitrag von C5 vernachléssigt. Da der Kontrast,
mit der ein periodisches Objektdetail iibertragen wird, proportional zum Be-
trag |£(q)| der PKUF ist, treten keinerlei Ubertragungsliicken mehr bis zum In-
formationslimit auf.
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Kennt man den Defokus Af und die Offnungsfehlerkonstante Cs, so laBt sich
die Amplitude und die Phase der Wellenfunktion unmittelbar hinter dem Objekt
rekonstruieren, indem man mit Hilfe des Computers die Fouriertransformierte
des Bildes (2.12) durch die PKUF dividiert und eine Fourierriicktransformation
durchfiihrt.

Im Falle der Elektronenholographie wird anstelle des Scherzer—Fokus der soge-
nannten Lichte-Fokus [33]

Afp =0,75C3\q7 (2.25)

gewdhlt, der in dem Raumfrequenzbereich von 0 bis ¢, der bei der Rekonstrukti-
on beriicksichtigt werden soll, die Anderungsgeschwindigkeit [0vo/0g| der Phase
der PKUF minimiert:

g(Af) < g(Af) fir Af£Af, mit g(Af) = max %?

q€[0,qL]

(2.26)

Die Anzahl der zur hinreichend genauen Diskretisierung der PKUF notwendigen
Samplepunkte ist dann am kleinsten.

Dariiber hinaus minimiert der Lichte-Fokus die Dampfung durch die Quellbreite
im Raumfrequenzbereich von 0 bis ¢; und schiebt so die Begrenzung des Infor-
mationslimits durch die Quellausdehnung zur Raumfrequenz ¢; hinaus. Leider
ist dies nicht beliebig weit moglich, da Hgz im Inneren des Raumfrequenzbe-
reichs [0, ¢z] um so stérker einbricht, je grofler ¢, gewéhlt wird.

Daher ist es zum Beispiel im Falle der Mikroskopparameter (2.20) nicht sinn-
voll, fiir q;, das durch die Energiebreite der Quelle vorgegebene Informationsli-
mit gy ap = 9,3 nm~! zu wihlen (siehe Abbildung 2.4). Bei dieser Wahl bricht
namlich Hg bis auf die Detektionsschwelle von 0,3 ein und es entsteht eine Uber-
tragungsliicke. Sinnvoll ist eine Beschrinkung auf etwa ¢, = 8 nm~!. In die-
sem Fall erhélt man die in Abbildung 2.5 aufgetragenen Dampfungsenveloppen.
Das Informationslimit unter Lichte-Fokus liegt dann bei ¢; = 8 nm™!, was einer
Auflssung von 1,25 A entspricht. Fiir das normale Ruhbildmikroskop erscheint
der Lichte Fokus jedoch wegen der groBen Zahl von Ubertragungsliicken wenig
sinnvoll.

2.2.4 Offnungsfehlerkorrektur

Wie zuvor bereits dargelegt wurde, ist fiir die Auflésungsbeschrinkung
magnetostatischer ~ Rundlinsen in  erster Linie die grofle positive
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Abbildung 2.5: Der Imaginirteil der PKUF fiir Elektronenholographie sowie die
Dampfungsenveloppen fiir die Mikroskopparameter (2.20) unter Lichte-Fokus.

Offnungsfehlerkonstante C5 verantwortlich. Ist Cy mit Hilfe eines Korrekturele-
ments frei einstellbar, so kann man C3 und Af simultan unter Beibehaltung
des Scherzer-Fokus (2.18) soweit verkleinern, da8 die erste Nullstelle der PKUF
mit dem chromatischen Informationslimit ¢; g {ibereinstimmt. Aufgrund der
Abhéngigkeit der Enveloppen Hg (2.14) von 07/0q wird durch die Reduktion
von Offnungsfehler und Defokussierung auch die Dampfung durch die laterale
Quellbreite sehr viel schwicher, so da die erreichbare Auflosung mit Offnungs-
fehlerkorrektur nur noch durch das chromatische Informationslimit begrenzt
wird.

Nach dem Scherzer-Theorem [17] weisen rotationssymmetrische, raumladungs-
freie elektro— oder magnetostatische elektronenoptische Systeme stets einen posi-
tiven Offnungsfehler auf, sofern entlang der Achse das elektrische Potential stets
grofler als das Kathodenpotential ist. Eine Zone mit einem kleineren elektrische
Potential wirkt wie ein Spiegel, an dem der Elektronenstrahl reflektiert wird. Zur
Offnungsfehlerkorrektur kommen daher nur unrunde Systeme oder rotationssym-
metrische Elektronenspiegel in Frage.
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Mit Hilfe eines Elektronenspiegels lassen sich tatsichlich sowohl negative Off-
nungs— als auch Farbfehler zur Korrektur der Linsenaberrationen erzeugen
(35, 36]. Leider 148t sich dieses Prinzip aufgrund der begrenzten Isolationsfihig-
keit des Vakuums nur im Mittelspannungsbereich bis etwa 60 keV Elektronen-
energie einsetzen. Ein mit Hilfe eines solchen Spiegels korrigiertes ,, Low—Energy—
Electron-Microscope“ (LEEM) wird zur Zeit im Rahmen eines vom Bundesmi-
nisterium fiir Bildung und Forschung geférderten Verbundprojekts gebaut und
getestet [37, 38].

Auf Hexapolelementen basierende Offnungsfehlerkorrektoren fiir hohere Elektro-
nenenergien wurden unter anderem 1988 von Shao [39] und 1981 von Rose [11, 12]
vorgeschlagen. Beide Systeme erzeugen eine runde Abbildung und besitzen einen
negativen Offnungsfehler. Im Gegensatz zum System von Shao gelingt es dem De-
sign von Rose, durch innere Symmetrien die fiir die Abbildung geniigend grofler
Objektbereiche hinderlichen aufleraxialen Fehler klein zu halten.

Dieser Korrektor wurde im Rahmen des SATEM-Projekts (Sub-Angstrom-
TEM) von einer Arbeitsgruppe unter der Leitung von Haider am Européischen
Mikrobiologischen Institut in Heidelberg gebaut. In einem konventionellen Mi-
kroskop des Typs Philips CM 200 FEG konnte mit dem Hexapolkorrektor 1997
erstmals erfolgreich eine Auflésungsverbesserung nachgewiesen werden [9, 10].

Die Parameter des Mikrokops im unkorrigierten Zustand sind in (2.20) aufgefiihrt.
Der Hexapolkorrektor erhoht den Farbfehler C. um zirka 30% von 1,3 mm auf
1,7 mm, wodurch das maximale chromatische Informationslimit g;; o auf 8 nm™*
sinkt. Dies entspricht einer Aufldsung von etwa 1,25A. Fiir die Werte C5 = 21 pum
und Af = 8,2 nm wird die PKUF bis zum chromatischen Informationslimit
optimiert (Abbildung 2.6). Die Offnungsfehlerkonstante C; = 4 mm des Systems
mit Korrektor beeinfluft fiir Raumfrequenzen iiber (1A)~! die Form der PKUF
bereits merklich.

Die Démpfung durch die laterale Quellbreite ist durch den sehr kleinen Offnungs-
fehler C5 bis weit unterhalb von 1 A vernachlissigbar klein, so daf das Infor-
mationslimit nur noch durch die Energiebreite der Quelle begrenzt wird (Ab-
bildung 2.6). Im Experiment konnte die theoretisch mogliche Verbesserung der
Auflosung bis hinauf zum Informationslimit nachgewiesen werden [9].
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Abbildung 2.6: PKUF, sowie die Dampfungsenveloppen fiir das CM 200 FEG mit
Hexapolkorrektor.

2.2.5 Monochromatisierung der Beleuchtung und Off-
nungsfehlerkorrektur

Um die Auflssung auf Werte unterhalb von 1 A zu steigern, ist zusiitzlich zum
Hexapolkorrektor eine deutliche Verringerung der Farbfehlerkonstanten C. oder
der Energiebreite der Quelle notwendig.

Mogliche Korrekturverfahren fiir die Farbfehlerkonstante der Objektivlinse in
einem Hochauflosungs-TEM wurden von Uhlemann in seiner Dissertation [13]
untersucht. Die fiir einen solchen Korrektor notwendigen Anforderungen an die
Stromstabilitdten sowie die erforderlichen Feldstédrken innerhalb der einzelnen
Korrektorelemente sind mit heutiger Technologie in keinem Fall zu erfiillen.

Daher ist eine Auflosungssteigerung nur durch die Verringerung der Energie-
breite des Elektronenstrahls zu erreichen. Um eine Auflésung von deutlich un-
ter 1 A zu erhalten, ist jedoch ein FWHM AFE, /2 der Energieverteilung von
hochstens 0,3 eV erforderlich. Als chromatisches Informationslimit erhilt man
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dann etwa 0,8 A. Die PKUF fiir die hierfiir optimalen Mikroskopeinstellungen
C3=1,31 pm und Af = 3.51 nm ist in Abbildung 2.7 zusammen mit der PKUF
fiir AE,;/5 = 0,7 eV aufgetragen. Ein erfreulicher Nebeneffekt der weiteren Ver-
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Abbildung 2.7: Optimierte PKUF fiir das SATEM fiir 0,7 ¢V und 0,3 €V Ener-
giebreite der Quelle.

kleinerung von C5 und Af ist eine abermalige Verringerung der Dédmpfung durch
die laterale Quellbreite. Man kann fiir schwache Phasenobjekte fiir den Halbwerts-
radius 3/, der Beleuchtungswinkelverteilung Werte von bis zu 3, = 2 mrad zu-
lassen, ohne daf sich die Quellbreitenddmpfung nennenswert bemerkbar macht.
Das entspricht dem zehnfachen Halbwertsradius des Philips CM 200 FEG, dafl
als Grundlage fiir den Prototyp des SATEM verwendet wird.

Die natiirliche Energiebreite sowohl von thermischen als auch von kalten Feld-
emissionskathoden und die zusétzliche Energieverbreiterung durch die Elektron—
Elektron—-Wechselwirkung in Kathodennéhe (Boersch—Effekt) [65, 66] bei hinrei-
chend grofien Stromen (einige Nanoampere) setzen der weiteren Optimierung der
Energiebreite Grenzen. Ein FWHM von 0,5 eV - 0,6 eV wird fiir beide Quellty-
pen als gerade noch realisierbar betrachtet. Auch neuere Entwicklungen wie z. B.
die Quelle von Fink [40], die kohérente Elektronen aus einer monoatomaren Spitze
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emittiert, sind noch weit von der industriellen Einsatzreife entfernt. Im Dauer-
betrieb gibt es grofie technische Probleme beim Erzielen eines hinreichend hohen
Strahlstroms und bei der Haltbarkeit der Spitze. Eine aussichtsreichere Moglich-
keit ist eine nachtrigliche Monochromatisierung bestehender Quellen durch einen
Energiefilter, im folgenden Monochromator genannt.



Kapitel 3

Anforderungen an einen
Monochromator

Falls man die Elektron—Elektron—Wechselwirkung innerhalb des Strahls ver-
nachléssigt, ist der aziale Richtstrahlwert

I
T dAd9

eines Elektronenstrahls entlang der optischen Achse konstant, sofern keine Be-
schleunigung der Elektronen entlang der Achse erfolgt und keine dispersiven Ele-
mente oder beugenden Blenden im Strahlengang vorkommen [41, 42]. Der Richt-
strahlwert gibt an, wieviel Strom von einem von der Achse senkrecht durchsetzten
infinitesimalen Fléachenelement dA in den infinitesimalen Raumwinkel df2 in Rich-
tung der Achse emittiert wird. Dies gilt auch fiir Systeme mit Abbildungsfehlern,
da die Erhaltung des Richtstrahlwerts nur die Giiltigkeit der Hamiltonschen Be-
wegungsgleichungen und konservative Kréfte voraussetzt.

Raq (3.1)

Die charakteristische Grofle fiir die Giite einer Elektronenquelle im Elektronen-
mikroskop ist jedoch ihr gemittelter Richtstrahlwert

I
AAAQ ’

der angibt, wieviel Strom von der endlichen effektiven Flache AA der Quelle
in den endlichen Raumwinkel AQ) emittiert wird. Um das Objekt moglichst ho-
mogen auszuleuchten, begrenzt man mit Hilfe einer Stromselektrionsblende den
Offnungswinkel des Emissionswinkelraumwinkels AQ auf einige Millirad. Dann
sind fiir moderne thermische Feldemissionsquellen die Leuchtdichte iiber die ef-
fektiven Quellfliche AA und der Winkelstrom iiber den Emissionsraumwinkel

R:

(3.2)

21
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AQ nahezu konstant. Vernachlassigt man die Abbildungsfehler, so bleibt der ge-
mittelte Richtstrahlwert ebenfalls entlang der Achse erhalten und die Ausleuch-
tung bleibt homogen. Bei Anwesenheit von Abbildungsfehlern werden hingegen
die Zwischenbilder der Quelle durch die Fehlerkaustik verformt und aufgeweitet.
Hierdurch geht die Homogenitdt der Beleuchtung verloren und der gemittelte
Richtstrahlwert sinkt. Daher mufl der Einflufl der Abbildungsfehler beim Design
eines Monochromators mitberiicksichtigt werden.

Der Raumwinkel AQ¢y;, unter dem man ein Objektfeld vorgegebener Gréfie aus-
leuchten muf}, um ausreichend Strahlstrom zu erhalten, ist umgekehrt proportio-
nal zum Richtstrahlwert der Quelle

1
AQObj

R (3.3)

Zwischen dem Raumwinkel und dem Semikonvergenzwinkel der Beleuchtung be-
steht die Beziehung

AQObj = ﬂﬂ%/? . (34)

Da durch die Offnungsfehlerkorrektur der noch zulissige Semikonvergenzwinkel
um den Faktor 10 gegeniiber dem des unkorrigierten Mikroskops liegt (siehe vor-
hergehender Abschnitt), darf der Monochromator im Falle des SATEM den Richt-
strahlwert der Quelle allerhochstens um den Faktor 100 verkleinern.

Es ist jedoch geplant, den Monochromator nicht nur in Mikroskopen mit Off-
nungsfehlerkorrektor sondern auch in Gerédten mit einem neuartigen abbildenden
Energiefilter (MANDOLINEN-Filter [43, 44]) einzusetzen. Aufgrund der hohen
Dispersion dieses Filters erlaubt ein solches Mikroskop ortsaufgeltste Spektrosko-
pie im Sub—eV Bereich. Die erreichbare Energieauflosung wird dabei durch die
Energiebreite des Beleuchtungssystem begrenzt.

Da in der ersten Ausbaustufe dieses Mikroskops der Einsatz eines Offnungsfehler-
korrektors nicht vorgesehen ist, sind im Gegensatz zum SATEM die Anforderun-
gen an die laterale Kohérenz der Quelle nicht reduziert. Deshalb sollte der Verlust
an Richtstrahlwert durch den Monochromator so klein wie moglich gehalten wer-
den. Um mit Hilfe eines Filtermikroskops auch seltene Anregungsprozesse bei
akzeptabler Beleuchtungszeit untersuchen zu koénnen, sollte der Monochromator
auch in der Lage sein, grofle Beleuchtungsstréme zu liefern.

In der Praxis erfiahrt der Elektronenstrahl hinter der Quelle nochmals eine Ener-
gieverbreiterung von etwa AE?/BQ) = 0,2 eV durch die Instabilitdt der Haupt-
beschleunigungsspannung. Daher mufl ein Monochromator, der zwischen Quelle
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und Hauptbeschleunigung eingebaut wird, die Halbwertsbreite der Energievertei-
lung mindestens auf AE1%) = 0,2 eV reduzieren, damit die Halbwertsbreite der
Energieverteilung nach der Hauptbeschleunigung mit

2 2
AE) 5 ~ \/ Ay + AEG) =0,28 eV (3.5)
unterhalb von der in  Abschnitt 2.2.5 geforderten Halbwertsbreite
von ALy =0,3 eV bleibt. Die Quelle oder ihr Zwischenbild sollten dabei
vom Monochromator stigmatisch abgebildet werden.

Fiir die Objektbeleuchtung nach der Filterung sollte ein Mindeststrom von 1 nA
bis 3 nA im Falle des SATEM beziehungsweise von 20 nA bis 30 nA m Falle eines
Filtermikroskops zur Verfiigung stehen. Zur Filterung benotigt der Monochroma-
tor Elemente mit moglichst hoher Dispersion, um die Elektronen unerwiinschter
Energie mit Hilfe von Kreis— oder Schlitzblenden entfernen zu kénnen. Hierbei ist
zu beachten, dafl die Fertigung von Blenden unter 3 pym Durchmesser sehr auf-
wendig ist. Deshalb sollten kleinere Blendendurchmesser vermieden werden. Um
eine Energiebreite von 0,3 eV zu erreichen, mufl die Dispersion in der Filterebene
daher mindestens 10 pm/eV betragen.

Aus diesem Grund ist es sinnvoll, einen Monochromator unmittelbar hinter der
Quelle bei einer Beschleunigungsspannung von einigen Kilovolt vor der Hauptbe-
schleunigung auf 200 kV einzusetzen. Alternativ dazu kann ein energieretardieren-
des und nach der Filterung wieder beschleunigendes Design verwendet werden.
Das bedeutet, dal zumindest der Abschnitt des Monochromators, bei dem die
Elektronen auf einige Kiloelektronenvolt abgebremst werden, bei einem Potential
von nahezu 200 kV gegen Erde arbeiten muf.

Um einen Richtstrahlwertverlust zu vermeiden, muf3 der Monochromator in der
Ausgangsebene sowohl orts— als auch winkeldispersionsfrei sein. Ansonsten wiirde
das Quellbild in Dispersionsrichtung nach der Energieabweichung sortiert ausein-
andergezogen und die Elektronen wiirden je nach Energieabweichung in einen
anderen Raumwinkel emittiert. Durch die nach Energien lateral sortierte Emissi-
on wére der Einfallswinkel der Elektronen auf das Objekt proportional zu ihrer
Energieabweichung. Dies wiirde zu Bildartefakten fiihren.

Ein grofles Problem bei niedrigen Elektronenenergien und vielen stigmatischen
Crossovern im Strahlengang sind Stéfe zwischen den Elektronen durch Coulomb—
Wechselwirkung in der Umgebung der Crossover. Im Laborsystem fiihrt dies zu
einem Energieiibertrag zwischen den Elektronen (energetischer Boersch—Effekt)
und zu einer Winkelverkippung ihrer Bahn (lateraler Boersch—Effekt). Intensive
theoretische Analysen dieser Problematik finden sich in [66].
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Die nachtrégliche Energieverbreiterung durch den Boersch—Effekt ist jedoch nicht
der einzige kritische Effekt. Nach dem Boersch—Stofl weist ein Elektron eine fiir
seinen Bahnpunkt falsche Energie auf, so daf§ dieses Elektron nach dem Durchlau-
fen des Monochromators eine Restdispersion besitzt. Hierdurch wird das Quellbild
auf die gleiche Weise verbreitert wie bei einem System mit nicht verschwindender
Dispersion.

Fiir ein realistisches System, bei dem die Verteilung der Energieabweichungen
durch den Boersch-Effekt eine Halbwertsbreite von 0,1 eV aufweist, erhéht sich im
schlimmsten Fall die Halbwertsbreite der gefilterten Energieverteilung von 0,2 eV

auf etwa
v/0,12+0,22 eV 0,22 eV . (3.6)

In diesem Fall erhédlt man eine Halbwertsbreite nach der Hauptbeschleuni-
gung von AFE;,, = 0,3 eV, was nach Abschnitt 2.2.5 fiir eine Aufldsungsgrenze
von 0,8 A ausreicht.

Hingegen liegt das Bild von Elektronen, die in Umgebung der Filterebene durch
den Boersch-Effekt um +£0,05 eV an Energie gewinnen, bei einer realistischen
Restdispersion von 10 ym/eV in der Ausgangsbildebene des Monochromators
um +500 nm gegeniiber der Sollposition versetzt.

Um welchen Faktor hierdurch der Quelldurchmesser anwéchst, hingt von der
VorvergroBerung der Quelle vor dem Monochromator ab. Je héher die Vorver-
groferung ist, desto geringer sind die relative Boersch—Verbreiterung im Verhélt-
nis zum Quelldurchmesser und damit der Richtstrahlwertverlust. Wiirde man
den effektiven Crossover einer Feldemissionsquelle, dessen Durchmesser in der
Groflenordnung von 20 nm liegt, um den Faktor 10 vorvergréflern, so wiirde sich
im obigen Fall der Durchmesser des Quellbildes in Dispersionsrichtung durch den
Boersch—Effekt von 200 nm auf etwa 1200 nm vergréfern. Dadurch wiirde der
Richtstrahlwert auf 17 % des Ausgangswerts sinken. Falls man die Quelle hin-
gegen ohne Vorvergroferung in den Monochromator abbilden wiirde, fiele der
Richtstrahlwert auf etwa 2 % des Ausgangswertes ab.

Die Energieselektion funktioniert nur, wenn die zur Selektion in die Filterebene
abgebildete Quelle kleiner als die Selektionsschlitzbreite bleibt. Daher begrenzt
der durch die angestrebte Energieverbreiterung vorgegebene Durchmesser der Se-
lektionsblende von 3 pum die Quellvergrofferung. Fiir die obigen Beispielwerte
betrigt die maximal zulédssige Vorvergréferung etwa 150.

AuBlerdem sollte die Gesamtlange des Monochromators einschliefSlich des vorge-
schalteten Kondensorlinsensystems 10 cm bis 15 cm mdglichst nicht iiberschrei-
ten, um die Empfindlichkeit der Mikroskopséule gegeniiber Schwingungen nicht
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zu sehr zu erhohen. Daher sollte das Kondensorsystem idealerweise nur aus einer
Linse bestehen, die moglichst dicht vor dem Monochromator sitzt. Die erreichbare
Vorvergroferung der Quelle wird hierdurch auf etwa 10 beschréankt.

3.1 Bisher vorgeschlagene Monochromatoren

3.1.1 Wien—Filter

In einem Wien-Filter heben sich fiir Elektronen der Sollenergie die transversale
Kraftwirkung von zueinander senkrechten elektrischen und magnetischen Dipol-
feldern auf, so dafl die optische Achse gerade bleibt und trotzdem fiir Elektronen
mit einer Energie von einigen Kiloelektronenvolt eine hohe Dispersion im Bereich
von 15 ecm bis 30 pm/eV erreicht wird.

Zur Korrektor des Farb- und des Offnungsfehlers in Niederspannungs-Elektronen-
mikroskopen wurde von Rose [14] ein inhomogenes Wien-Filter mit elektrischen
und magnetischen Quadrupolfeldern vorgeschlagen. Dieses System eignet sich
auch als Monochromator, da in seiner Ausgangsebene die Dispersion verschwin-
det. In der Mittelebene wird die Dispersion hingegen maximal, so dafl die Ener-
giefilterung dort erfolgen kann.

Von Nachteil ist die Verwendung magnetischer Elemente. Da der Monochromator
bei einem Potential von nahezu 200 kV gegen Erde arbeitet, miissen die benttig-
ten Konstantstromquellen bei nahezu 200 kV gegen Erde betrieben werden. Der
hierfiir notwendige technologische Aufwand ist weit hoher als der Betrieb von
Konstantspannungsquellen fiir elektrostatische Elemente. Daher sind Monochro-
matordesigns vorzuziehen, die auf rein elektrostatischen Elementen basieren.

Ein weiterer Nachteil ist die grofle Bauldnge. Um die mindestens notwendige
Dispersion von 10 um/eV bei einer Beschleunigungsspannung von 3 kV zu errei-
chen, muf} der Abstand zwischen Eintritts— und Austrittsquellbild bereits 13,3 cm
betragen. Hierbei ist die Lénge des Kondensorsystem noch nicht mitberiicksich-
tigt. Eintritts— und Austrittsquellbild liegen dabei in der Eingangs— beziehungs-
weise Ausgangsebene des Wien—Filters, wie in Abbildung 3.1 gezeigt. Insgesamt
treten innerhalb des Filters drei stigmatische Quellcrossover auf.
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Konden. Eintritts- Austritts-
. quellbild quellbild
sorlinse
Quelle A
4|> Wien—Filter
V |
optische . ! '
Achso Eingangsebene  Ausgangsebene

Abbildung 3.1: Wien—Filter als Monochromator

3.1.2 Monochromator von Plies

Von Plies wurde 1978 ein rein elektrostatischer Monochromator vorgeschlagen,
der auf einem einzelnen Zylinderspiegelanalysator basiert [15]. Da die Filterung
bei diesem Design jedoch hinter dem Analysator erfolgt, verschwindet die Disper-
sion nicht wie gefordert in der Ausgangsebene.

Zusammen mit dem Monochromator wurde von Plies ein elektrostatisches Ener-
giefilter vorgeschlagen, dafl zwei Zylinderspiegelanalysatoren verwendet. Die opti-
sche Achse ist bei diesem System nicht mehr gerade, sondern weist die Form eines
Omegas ohne Taillierung auf (Abbildung 3.2). Die Dispersion ist in der Symme-
trieebene des Omegas am grofiten und verschwindet am Ausgang, so dafl sich
dieses System auch als Monochromator eignet. Bei einer Elektronenenergie von 3
kV ist bereits ein Abstand von 11 cm zwischen Eintritts— und Austrittsquellbild
notwendig nur um die geforderte Mindestdispersion von 10 ym/eV zu erreichen.
Die Ebenen von Eintritts— und Austrittsquellbild fallen wie beim Wien—Filter
mit den Ein— und Ausgangsebenen des Systems zusammen (Abbildung 3.2). Das
System weist fiinf stigmatische Strahlcrossover auf.

3.1.3 Monochromator von Rose

Von Rose [16] wurde ebenfalls ein rein elektrostatischer Monochromator vorge-
schlagen. Er besteht aus vier Kondensatoren aus je zwei konzentrisch angeordne-
ten Halbkugeln. Die optische Achse wird in Form eines Omegas gekriimmt. Im
Gegensatz zum Monochromator von Plies ist die Omegaform jedoch stark tail-
liert (Abbildung 3.3). Das System weist fiinf stigmatische Strahlcrossover auf.
Die Dispersion ist in der Omega—Symmetrieebene maximal und verschwindet in
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Eintritts-|  Plies-Filter  |Austritts-
Konden- bild U Ibild
sorlinse 44! i i queiibl
Quelle A : :
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. ' I
Ogtclfl(jele FEingangsebene Ausgangsebene

Abbildung 3.2: Plies—Filter als Monochromator.

der Ausgangsebene.

Das Eintritts— und das Austrittsquellbild sind virtuell. Beide Bilder liegen in der
Symmetrieebene des Omegas, so dafl im Gegensatz zum Wien-Filter und dem
Monochromator von Plies aufler dem Abstand zwischen Quelle und Eintritts-
quellbild keine effektive Verlangerung des Mikroskops durch den Monochromator
mehr hinzukommt (Abbildung 3.3). Die Dispersion in der Symmetrieebene ist
zudem mit 40 um/eV bei einer Bauldnge von nur 6 cm deutlich grofer als bei
den anderen Designs. Die Baulédnge ist der Abstand zwischen der Eingangs— und
der Ausgangsebene des Monochromators.

Bislang wurde das System nur unter Verwendung der Kastenfeldnéherung unter-
sucht, bei der die realistischen Randfelder der Elemente vernachldssigt werden.
Im Rahmen dieser Ndherung beriihren sich die entgegengesetzt geladenen Elek-
troden der Kugelkondensatorelemente. Dies erschwert die bautechnische Reali-
sierung dieses Vorschlags betréachtlich. Zur Zeit wird von der Arbeitsgruppe von
Professor Plies an der Universitdt Tiibingen versucht, dieses System experimentell

zu realisieren.
virtuelles Ein—

und Austritts-
quellbild

Konden-
sorlinse

Quelle —
~—
Ogtéfl(;}ele Eingan;gsebene Ausganlgsebene

Abbildung 3.3: Rose—Filter als Monochromator.
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3.2 Elektrostatischer Monochromator mit
astigmatischem Strahlengang

Allen bisher diskutierten Designs gemeinsam sind stigmatische Zwischenbilder
der Quelle im Strahlengang. Durch den Boersch-Effekt sind diese Designs daher
im Strahlstrom auf einige 10 nA begrenzt, wenn der Richtstrahlwertverlust nicht
zu grof} sein soll.

Um diese Beschrinkung zu iiberwinden, weist das in den folgenden Kapiteln
vorgestellte Design ausschliellich astigmatische reelle Zwischenbilder der Quelle
auf. Die Ein— und Austrittsbilder der Quelle sind virtuell. Da die Stromdichte in
astigmatischen Zwischenbildern sehr viel niedriger ist als in stigmatischen, ist eine
sehr viel kleinere Energieverbreiterung durch den Boersch-Effekt zu erwarten.

Dariiber hinaus erfiillt es alle sonstigen Anforderungen wie verschwindende Aus-
gangsdispersion, hohe Dispersion in der Filterebene sowie verschwindender Ab-
stand zwischen virtuellem Eintritts— und Austrittsquellbild. Die optische Achse
verlauft wie im stigmatisch abbildenden Monochromator von Rose in Form ei-
nes Omegas. Die hierzu verwendeten elektrostatischen Sektorablenkelemente wei-
sen geniigend grofle Absténde voneinander auf, so daf§ das System bautechnisch
weitaus weniger Probleme aufwirft, als das im vorherigen Abschnitt beschriebene
System von Rose.

Die Randfelder wurden bei der Berechnung der Elektrodengeometrien mitberiick-
sichtigt. Durch eine Monte-Carlo Simulation konnte auflerdem die Reduzierung
des Boersch-Effekts beim Ubergang von stigmatischen zu astigmatischen Cros-
sovern nachgewiesen werden.



Kapitel 4

Theoretische Grundlagen der
Strahldynamik

In diesem Kapitel wird die Coulomb—Wechselwirkung innerhalb des Elektronen-
strahls vernachléssigt. Thr Einflufl wird in Kapitel 10 gesondert behandelt. Die
Bahn jedes Elektrons wird dann allein durch die dufleren elektrischen und/oder
magnetischen Felder der elektronenoptischen Elemente des Gerétes bestimmt.
Im folgenden werden elektronenoptische Elemente mit zeitlich konstanten elek-
trischen und magnetischen Feldern vorausgesetzt. Somit kann nicht nur das elek-
trische, sondern auch das magnetische Feld im ladungs— und stromfreien Raum
wegen

rotB = c%aa—lf =0 und rotE =0 (4.1)
durch ein Skalarpotential 1) mit B= —gradi beziehungsweise ¢ mit E = —grady
beschrieben werden.

Die Bahn eines Elektrons, das entlang der Symmetrieachse mit der Sollener-
gie Ey aus der ideal justierten Quelle austritt, definiert die optische Achse des
Gesamtsystems (Abbildung 4.1). Bei Vorhandensein von elektrischen und/oder
magnetischen Dipolfeldern ist die optische Achse gekriimmt. Eine Fléche, die die
Achse enthélt, wird in der Elektronenoptik als Schnitt bezeichnet. Eine senkrecht
zur Achse stehende Fléache heifit Ebene.

In elektronenoptischen Systemen liegt der Offnungswinkel des Strahlbiindels
gewohnlich in der Groflenordnung von 1 mrad bis 10 mrad, der maximale Biindel-
durchmesser iibersteigt iiblicherweise 100 gm nicht. Deshalb ist eine Entwicklung
der Bewegungsgleichung der Elektronen um die optische Achse sinnvoll. Hierzu

29
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ideal justierte Quelle

axial emittiertes
Elektron der Sollenergie ~—

elektronenoptisches Element
mit £— und B-Feldern

Symmetrieachse optische Achse

der Quelle

Abbildung 4.1: Definition der optischen Achse

bedarf es eines der Achse angepafiten krummlinigen orthogonalen Koordinaten-
systems.

4.1 Orthogonales Koordinatensystem um eine
gekriimmte Achse

Die optische Achse eines beliebigen Systems sei gegeben durch die Raumkurve

R(Z)eR® | (4.2)
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wobei Z die Bogenlinge entlang der Achse bezeichnet. Die in jedem Punkt der
Achse {iber

dR
Ve (2) = é(2) : Tangentenvektor
Z
4% = 2)én(2) N 1 kt
E(Z) = x(2)é,(2) : Normalenvektor (4.3)
e(Z) x e,(2) = é(Z) : Binormalenvektor

definierten, zueinander orthogonalen Einheitsvektoren é;(2), €,(2) und é,(2) be-
zeichnet man als Frenetsches Dreibein [45]. Hierbei bedeutet s(Z) die lokale
Kriimmung der Achse. Der Kritmmungsradius ist durch o(2) := 1/3(2) gegeben.
Ublicherweise wird »(Z) positiv gewihlt, so daB der Normalenvektor €, stets
zum lokalen Kriimmungsmittelpunkt hin zeigt. Zwischen den Vektoren des Fre-
netschen Dreibeins gelten die Beziehungen

dey .

E(z) = %(2)571(2) )

%(g) = —x(3)E(E) +T(2)(3) (44)
dey , . I

d—;(z) = —7(2)e.(2) .

Die Torsion 7(Z) ist hierbei ein Ma$ fiir die Verwindung der Achse. Mit Hilfe des
Frenetschen Dreibeins wird ein Raumpunkt

F(E,7,2) o= R(Z) + 56.(2) + §b(2) (4.5)

in unmittelbarer Nahe der Achse durch die Koordinaten z, 3, Z eindeutig beschrie-
ben. Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien

oF oF oF

% = (1 - :TC%)G_;& — Y€, +ITE 07 =€y , 8_§ =6, (4'6>
sind jedoch wegen
or  or or or or or
—_— . — = —_— . — = —17 _ —— = T 4
0z 0y oo ez T ager T T (4.7

nur fiir verschwindende Torsion 7 orthogonal. Zur Konstruktion eines orthogona-
len Koordinatensystems aus (4.5) verwendet man als Ansatz fiir einen beliebigen
Raumpunkt

Mz, y,2) = é(z) +26,(2) +yey(z) mit z=2 (4.8)
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mit den neuen gedrehten Basisvektoren

€\ [ cos(¥(Z)) —sin(V¥(2)) €n S
() B ( sn(0()  cos@(z) J\a) + FTE (4.9)
Fiir die Funktion 9(2) ergibt sich aus den Bedingungen
or  or
0 i i, ijef{1,2,3
w; Oz, 7 hieih2 3 (4.10)
Ty =T To =Y T3 ‘= 2
fiir orthogonale Koordinatensysteme die Differentialgleichung
dd i
?(5) =7(2) und damit 9(2) =1, —|—/ 7(z)dz : (4.11)
< 0

Die Funktion ¥(z) beschreibt also einen Drehwinkel, der gerade die durch die
Torsion bedingte Verdrillung des Koordinatensystems (4.5) kompensiert. Fiir die
Koordinatenableitungen des Ortsvektors, den metrischen Tensor g;; sowie das
Linienelement ds des orthogonalen Systems (4.8) erhélt man

or or or

or  or
o= I e (1,23 , 413
10 0
g:=101 0 : p = T€y + Ye, : (4.14)
0 0 (1—3p-¢€,)*
ds® = da* + dy* + (1 — »p- €,)%dz* : (4.15)

Fiir die nachfolgenden Uberlegungen ist der Ubergang zur komplexen Schreib-
weise

: 1 _
wi=x+iy r=—-(w+w) |,
2 (4.16)
wi=r—1y y=2—i(7ﬂ—71}) )
[':=sexp (i) : komplexe Kriimmung (4.17)

sinnvoll. Hieraus ergeben sich fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen die
Beziegungen

(0, —i0,) ,  Op=0u+0s ,
(4.18)
(0, +1i0,) Oy =i (0w —0p)
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wobei die partielle Ableitung nach einem Parameter a durch den Operator

_9
~ Oa

abgekiirzt ist. Fiir die metrischen Koeffizienten und das Linienelement erhélt man
in komplexer Notation

g1:=+ygu=1, g2 = /g2 =1
ds? = dwdw + h*dz*

o - (4.19)

Der Realteil einer komplexen GroBe F' wird mit Re { F'} bezeichnet.

4.2 Multipolentwicklung der Skalarpotentiale

Zur Aufstellung der linearisierten Bewegungsgleichung der Elektronen im Koor-
dinatensystem (4.8) benétigt man die Entwicklung des elektrostatischen Poten-
tials ¢ und des magnetostatischen Potentials ¢/ in diesem System beziiglich der
kleinen Absténde w und w zur optischen Achse. Mit Hilfe der Beziehungen (4.16,
4.18, 4.20) vereinfacht sich der Laplace-Operator

1
Dp = {8901 (%aﬂcﬁo) + O, <@81290) + Oz (w&cs%p)} (4.21)
g19293 a1 g2 g3

fiir beliebige orthogonale Koordinatensysteme [46] zu

1 1
8= {0.n0u0) + 0, (00 + 0. (0.0 ) | (4.22)
in reeller und zu
Ap = % {28w (hOgp) + 205 (hdywe) + 0. (%(‘Lgo) } (4.23)

in komplexer Darstellung. Im ladungsfreien Raum gelten die Laplace—Gleichungen
Ap=0 und Ay =0 (4.24)

fiir die beiden Potentiale. Die Losung der Laplace-Gleichung (4.24) 148t sich fiir
den Laplace-Operator (4.23) in eine Potenzreihe

o(w,w,z) = Z Z b (2)w o (4.25)

A=0 p=0
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entwickeln. Die unbekannten Entwicklungskoeffizienten b, (z) sind komplexwer-
tige Funktionen von z. Da das Potential ¢ eine reelle Grofle ist, miissen sie die
Relation

BAM = bux (4.26)

erfiilllen. Setzt man den Ansatz (4.25) in den Laplace-Operator (4.23) ein, so
erhalt man fiir die Koeffizienten die Rekursionsformel

AN+ 1) (14 Dbagr g + 03, +TTA A+ 1+ 6A)byy

+ %F’b; 1 — %th_l — —TT?(p — 4\ — 14 6Ap)by 1

+ %F’bgw - %rb’;w - irﬁ(x — 4p — 14 6Ap)br_1,

— D(+ 1)(6A + Dbagss — DA+ 1)(61 + Dbar (4.27)
+ I+ 1) (B = 2)ba— 1 + T2(A 4+ 1) (31 — 2)bagru

T 1A= B agr — OO 12— Bhacr s

=0

Hierbei sind alle Koeffizienten mit negativem Index Null zu setzen. Ein Strich
an einer Grofle bedeutet deren Ableitung nach z. Falls die Koeffizientenfunktio-
nen by = by bekannt sind, kénnen alle iibrigen Koeffizienten mit Hilfe von (4.27)
aus diesen bestimmt werden. Mit Hilfe der Beziehung (4.26) und der Ersetzung
des Summationsindexes p durch v = p — A 148t sich die Reihendarstellung (4.25)
umschreiben zu

= (wo)'Ref{a,w"}  mit (4.28)
A=0 v=0
Ay = (2 — 50V)b)\’l,+>\ . (429)

Hierbei bedeutet 9;; das Kronecker-Symbol. Setzt man fiir w die komplexe Po-
lardarstellung w = pexp(i¢) ein, so lafit sich das Potential auf die Form

o0

p=> > p'Re{ayexp(—ive)} (4.30)

A=0 v=0

bringen. Der Wert des zu a,, gehdérenden Feldanteils weist eine r—fache Peri-
odizitédt beziiglich des Drehwinkels ¢ auf. Dies wird {iblicherweise als v—zdhlig
bezeichnet. Vom Achsenabstand p = |w| hingt der Feldanteil mit (2\ + v)-facher
Potenz ab. Die Koeffizienten

(I)l, = Ay — (2 - 50V)b0’1/ (431)
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werden Multipolmomente v—ter Ordnung genannt. Das Potential entlang der Ach-
se ist gegeben durch ® := &, das Dipolmoment durch ®; und so fort. Alle Koeffi-
zienten der Feldanteile mit A > 0 kénnen mit Hilfe von (4.27) und (4.29) durch die
Multipolmomente ®, und ihre Ableitungen nach z ausgedriickt werden. Fiir die
Entwicklung des elektrischen Potentials bis zur vierten Potenz im Achsabstand p,
erhélt man den Ausdruck

1 _
@ = Re{ P+ 01w + Pow® — 1 (®" — @) wiw + 3w’

s (2<1>2f R R w) o

1 -1 _ 1
+ - BT — —P! + 3<1>2FP S Ly
4 37212 g 1 6!
+ 2 Reffa} 12— Lo - Bopp) e -
16 ! 16 24

1 _ _ _ _ _
+ 1 (6<I>2r2 — 6T — 40T — & T + gcblrr? + oM
19 NT 1 2 -2 —4
—?CIDIT—7®FF w w* + ®w* + ...

Hierbei bezeichnet ® die n-te Ableitung von ® nach z. Die entsprechende Dar-
stellung fiir das skalare magnetische Potential ¢ ergibt sich durch die Substitu-
tionen ¢ — ¢ und ®,, — W, in dieser Reihe.

Das in der Elektrodynamik {ibliche Vektorpotential A und das skalare magneti-
sche Potential ¢ sind {iber

B = —grady) = rotA (4.33)
verkniipft. Mit Hilfe der Rotation

n=1  p=1rv=1 IuGv
mit g, = o
Y| 0x, (4.34)
1 : fiir nuv zyklisch
und &, = ¢ —1 : fir nur antizyklisch
0 : fiir Falle mit iibereinstimmenden Indizes
und dem Gradienten
L1
grady) = > &,—0,, (4.35)
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in krummlinigen orthogonalen Koordinatensystemen [46] und der komplexen No-
tation

A= A, +iA, (4.36)

fiir die laterale Komponente des Vektorpotentials, ergibt sich unter Beachtung
von (4.16) bis (4.20) fiir die Beziehung —grady = rotA zwischen magnetischem
Skalar— und Vektorpotential in komplexer Schreibweise

_ i O (4.37)
oA — OpA) = —— .
(0 OuA) h 0z
Das Vektorpotential ist durch die Gleichungen (4.37) nicht eindeutig bestimmt.

Aufgrund der Beziehung rot(grady) = 0 kann es durch Addition des Gradienten
eines beliebigen skalaren Feldes y

A — A+ grady (4.38)

umgeeicht werden. Es gibt daher beliebig viele Méglichkeiten, aus der Reihenent-
wicklung (4.32) des Skalarpotentials eine Reihenentwicklung fir das Vektorpo-
tential zu konstruieren. Das in [49] verwendete Konstruktionsverfahren erscheint
hierbei am einfachsten.

4.3 Bewegungsgleichung des Elektrons

Die Wellenfunktion 1 eines einzelnen Elektrons mit relativistischer Geschwindig-
keit wird, solange man quantenelektrodynamische Effekte wie Wechselwirkung
mit dem eigenen elektromagnetischen Feld vernachlissigt, durch die Dirac—Glei-
chung [47] beschrieben. Im Falle der Elektronenoptik sind Spineffekte der Elektro-
nen durch Kopplung an die &ufleren, langsam verdnderlichen elektromagnetischen
Felder der elektronenoptischen Elemente vernachléssighar klein. Ebenso kénnen
Quanteneffekte vernachléssigt werden. Daher wird das Elektron hier als klassi-
sches relativistisches Teilchen ohne innere Freiheitsgrade betrachtet. Fiir seine
Lagrange-Funktion [48] erhélt man

L= —moc?y /1 — Z—z ~ (—e) (w(ﬁ - /Y(m) . (4.39)

Hierbei bezeichnet ¢ die Geschwindigkeit des Elektrons. Der Betrag der elektri-
schen Elementarladung wird mit e bezeichnet.
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Nach dem Hamiltonschen Prinzip erfolgt die Bewegung eines Teilchens zwischen

—

zwei Punkten 7y = 7(ty) und 7 = 7(¢;) entlang derjenigen Bahn 7(t) = R(t), die
das Funktional

t1
w(r(t), v(t),t] := / L(7(t),v(t),t) dt (4.40)
extremalisiert. Die Funktion
t1
W(Fo, Fl) = Extr. / L(F, 17, t)dt (441)

to

wird Wirkungsfunktion genannt. Die Losung des Extremwertproblems ist aqui-
valent zur Losung der Euler—Lagrangeschen Differentialgleichungen

doL dL  doL Il

0, ie{1,2,3} . (4.42)

Im Falle der Lagrange—Funktion (4.39) erhilt man gerade die Lorentzsche Bewe-
gungsgleichung

d(m(v)v)

o :—e(E—l—va) , mv)=—— , FE=-Vep (4.43)

fiir klassische relativistische Teilchen mit der Ladung —e. Fiir den kanonische
Impuls p’ ergibt sich

Di = gi = P=Pun—eA | Prn = m(v)v (4.44)
Da die Lagrange-Funktion (4.39) nicht explizit von der Zeit abhéngt, ist
H:=p-v—-L
— )P4V = moc? +(—e)p (4.45)

eine Erhaltungsgrofie [50]. Trotz geschwindigkeitsabhingigem Potential ist H
identisch mit der Gesamtenergie E des Teilchens. Schreibt man den Ausdruck
als Funktion der Variablen (7, ), so erhdlt man die Hamiltonfunktion

H=H(r,p) = \/(ﬁ—i— eA)2c? + mict — e = E = const. . (4.46)
Dies ist identisch mit der relativistischen Energie-Impulsbeziehung

Efiy = (E=V)* = (princ)” + (77”0002)2 : (4.47)

kin
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Es ist sinnvoll, das Potential so zu eichen, dafl das Elektron bei ¢ = 0 ruht. Dann
ist die Gesamtenergie

2
E = Mo® e = moc® = FERruhe (4.48)
02

c2

gerade gleich der Ruheenergie Egype des Elektrons. Aus (4.48) erhdlt man

Prin = m(v)v = /2empp* mit " =g (1 T ) : (4.49)

2ERuhe

Hierbei wird ¢* als relativistisch korrigiertes Potential bezeichnet, da man im
nichtrelativistischen Grenzfall ¢* = ¢ erhélt. Der kanonische Impuls ergibt sich
hiermit zu

7= /2emop*é, — cA : (4.50)

Der Einheitsvektor €, := dr/ds zeigt tangential zur Bahn in Richtung der Teil-
chengeschwindigkeit.

Eine gegebene Lagrange-Funktion kann man durch Hinzuaddieren der totalen
Zeitableitung einer beliebigen Funktion umeichen, ohne die Losung des Hamil-
tonschen Extremalproblems zu verandern, da

5/1 <L+2—J;) dtzé/lLdt+5(f(t1)—f(tg)lzé/lLdt (4.51)

gilt. Aufgrund der Energieerhaltung (4.46) kann die Gesamtenergie als totale
Zeitableitung

%(E(t ~t))=E=H (4.52)

geschrieben werden. Als modifizierte Lagrangefunktion erhélt man

L=L+H=p7 . (4.53)

Die verkiirzte Wirkungsfunktion ist durch

t1 B t1 ™
S = Extr./ Ldt = Extr./ pUdt = Extr./ pdr (4.54)

to to T0

definiert. Mit Hilfe von

podr 2e . e -\ . 2e e -
= R — * v — —A v — * v 455
" moc ds ( ERuheSO ‘ moc )e ERuhegp moc & (455)
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erhélt man fiir die verkiirzte Wirkungsfunktion die Darstellung

S ™ — s1
2 —Extr. | -2 d7 = Extr. / nds (4.56)
S0

mocC 7 ToC

wobei s die Bogenlénge entlang einer beliebig gewahlten Bahn zwischen 7 und 73
bezeichnet. Die Funktion n ist das elektronenoptische Analogon zum Brechungs-
index in der Lichtoptik. Der Brechungsindex eines Mediums ist dort durch den
Quotienten

c

n(F) == — (4.57)

von Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ und Ausbreitungsgeschwindigkeit c,(7) des
Lichtes im optischen Medium definiert. Ubertriigt man diese Definition auf die
Elektronenoptik, so erhédlt man unter Beachtung der De-Broglie Beziehungen
zwischen Teilchen— und Wellenbild

E=FEu,=hv , p=hk , ¢ =M (4.58)

und der Definition der Teilchenwellenlénge A

- 2 h 2
pe, = hké, = h— = — A= 4.
peé e T 7 (4.59)

fiir den Brechungsindex den Ausdruck
c _ pé  péy

n=-—=c
v hv  moc

(4.60)

welcher mit (4.55) identisch ist. Die auf den ersten Blick ungewohnte Definiti-
on (4.59) rithrt daher, dafl bei Anwesenheit eines Magnetfeldes die Trajektorien
der Teilchenbahnen nicht mehr senkrecht auf den Fldchen S = const. konstanter
Wellenphase stehen, da

VS =p=m@)i—eA } @ (4.61)

gilt. Hierdurch ist der kiirzeste Abstand 27 /k zwischen zwei Wellenflachen glei-
cher Phase fiir A # 0 keine Strecke entlang einer Teilchentrajektorie mehr [51].
Es ist jedoch sinnvoller, die Wellenldnge wie in der Lichtoptik als Abstand von
zwei Wellenflichen gleicher Phase entlang einer Teilchentrajektorie zu messen,
wobei sich der Ausdruck (4.59) anstelle von A\ = 27/k ergibt. Das Extremalprin-
zip (4.56) ist das elektronenoptische Aquivalent zum Fermatschen Prinzip der
Lichtoptik, geméfl dem das Licht genau den Weg zwischen zwei Punkten nimmt,
der den optischen Weg zwischen diesen Punkten extremalisiert.
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Die Trajektorie des Referenzelektrons, die die optische Achse des Systems defi-
niert, ist im krummlinigen orthogonalen Koordinatensystem (4.8) durch (0, 0, z)
gegeben. In diesem Koordinatensystem hat das Wirkungsintegral (4.56) die Form

21 d
i Extr./ p(z)dz mit p= ne- . (4.62)

moc 0 dz

Mit Hilfe der sich aus (4.20) ergebenden Beziehung
ds = vVww' + h*dz h=1—Re{l'w} (4.63)
sowie der totalen Ableitung

dr (a.12) _ ds

- G = he, +2'é, +y'é, (4.64)

des Ortsvektors ¥ = 7(z(z),y(2), z) erhdlt man fiir den reellwertigen Integranden
des Wirkungsintegrals

= \/ 2¢ ©*(h? + w'w') — - {hA, + Re{Auw'}}
mopcC

moc? (4.65)
= /dep*(h2 + w'w') — 2ce {hA, + Re {Aw'} }
Hierbei wurde die Abkiirzung
e
€ e (4.66)

verwendet.

Die Losungen des Extremwertproblems (4.62) geniigen der komplexen Euler—
Lagrangeschen Differentialgleichung
dop  Op _
dzow' 0w

0 (4.67)

in den komplexen Variablen w = z 4 ¢y und w = z — 1y. Die zur komplexen Va-
riablen w korrespondierende Euler—Lagrange Gleichung ist gerade die zu (4.67)
komplex konjugierte Gleichung. Der Real— und der Imaginérteil von (4.67) liefert
ein System aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen fiir die unabhéngigen
reellen Bahnkoordinaten x(z) und y(z). Diese Differentialgleichungen sind ihm
Rahmen der klassischen relativistischen Mechanik exakt.
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Mit Hilfe der Beziehungen (4.37) erhélt man fiir die komplexe Bewegungsglei-
chung (4.67)

B w? 2R wd)? 1 ., (PP +ww') w de*
w = 2 / f/w 2 Il % W B 2 Lol o
2h? + w'w 2h% +w'w' 2h? + w'w' p* dz
2hh/w' 2(h? + w'w')
— I'h 4.68
2% + w'w' 2R + W' (4.68)
2(h% +w'w)?  eci )
e s ww) b WO 2 0a)

Diese Differentialgleichung enthélt sowohl w” als auch @w”. Fiir die Entwicklung
der Losung in eine Potenzreihe ist jedoch eine Form der Differentialgleichung
sinnvoll, in der nur w” vorkommt. Zu diesem Zweck ersetzt man w” mit Hilfe
der konjugiert komplexe Gleichung von (4.68). Man erhilt fiir die Bewegungs-
gleichung

W' = f(w, w0, 2)

h2 !,/ / /
= % (au-, - %a% o — % (Re{I"@} + 2Re{l@}) — hD

_ gm\F (w0 + w0y — (2% + w'i)0y ) ¥
¥
(4.69)

Sie gilt fiir beliebige krummlinige orthogonale Koordinatensysteme, ist relativi-
stisch korrekt und beriicksichtigt sowohl elektrische als auch magnetische Felder.
Die Energie der Elektronen ist dabei durch das vorgegebene Potential ¢* fest-
gelegt. Die Bewegungsgleichung fiir ein Elektron mit einer um den Betrag AFE
von der Sollenergie E, abweichenden Energie erhélt man aus (4.69) durch die
Substitution

. AU AFE
p—=e+rU mt Kk=—=

- =2 4.70
0T (4.70)

Hierbei haben die Elektronen, die in der Eintrittsebene z; mit der Sollenergie Ej
entlang der Achse fliegen, genau die Beschleunigungsspannung

U=99(z)=¢pw=0,w=0,z) (4.71)

durchlaufen. Die Groflie k beschreibt die relative Energieabweichung eines Elek-
trons von der Sollenergie.
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4.4 Potenzreihenentwicklung

4.4.1 Linearisierte Bewegungsgleichung

Fiir die folgenden Uberlegungen wird die Kompaktschreibweise
glw,...] = glw,w,w' @', ...) (4.72)
fiir beliebige von w,w,w’,w’ abhingige Funktionen verwendet. Fithrt man die
Substitution (4.70)
flw, 2] ey [w, Kk, 2] (4.73)

in der rechten Seite der exakten Bewegungsgleichung (4.69) durch und entwickelt
das Ergebnis f in eine Potenzreihe

o0

flw, Kk, 2] —Z ! (63]‘[610 Ok, z)’ﬂ 0 (4.74)

nO

in den betragsméfig kleinen Groflen w, w, w’, w’ und &, so erhélt man mit Hilfe der
Multipolentwicklung der Potentiale (4.32) die taylorentwickelte Bahngleichung

Llw, z] = olw, Kk, 2] = ZU w, K, 2] . (4.75)

Der in w, w,w’,w” lineare Anteil ist durch
Llw,z] = (9sf[fw,0,2])|5_,

A
= w”+ﬁ(¢ +ZU0\I/)

A P,
Q" + ju, 0" o L
Ty {( W)+ gy Re T (@1 vy )}} (4.76)
A o2 r . _
~ {(CIDQ +ivgWy) — 8<I>*1A ~ 1 (2®1 + ZUO\Ifl)} w

—Re{(F—i—%@) }(F—%(@ljtwo\lf ))

gegeben. Hierbei werden die Abkiirzungen

P =0 +ed> | A=1+2cD (4.77)

\/ ri_eo(b* 2c "
vo(2) = A A ed (4.78)

verwendet. Die Grofle
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ist die Geschwindigkeit eines Elektrons der Sollenergie auf der Achse.

Die Potenzreihe in w,w,w’, " und &
(o]
olw,k, z] = E oM w, K, 2]
r=0

—{Z% (82]“[611),6/@,2])} ’ﬁ_O—L[w,Z] ;

(4.79)

r=0

enthélt aufgrund der Subtraktion von L{w, z] nur noch linearen Terme in x. Alle
Entwicklungsglieder 7 ter Potenz in w, w,w’, w’ und & sind im Term o) [w, k, 2]
zusammengefasst.

Stimmt die Achse des Systems mit der Bahn eines Referenzelektrons der Sollener-
gie iiberein, mufl w” = w’ = w' = w = w = 0 Losung der Bahngleichung (4.75)
fiir Kk = 0 sein. Da dies in der entwickelten Bahngleichung fiir alle Potenzen
groBler oder gleich Eins in w”, w', @', w,w und & trivialerweise erfiillt ist, ist diese
Forderung gleichbedeutend mit dem Verschwinden der nullten Ordnung

A
0 — o (@1 +iw¥) =T =0 (4.80)

ol
von ofw, k, z|. Die Kriimmung der Achse wird somit allein durch die elektrischen
und magnetischen Dipolmomente bestimmt.

Multipliziert man beide Seiten der taylorentwickelten Bahngleichung (4.75) mit
der Potenzreihe ) 2 ¢ (") einer beliebigen Funktion in w,w,w’, @' und & durch,
so kommen zusitzliche lineare Glieder o®¢M) zu L[w, z] hinzu. Verschwindet
die nullte Ordnung ¢© nicht, so ist die als paraxiale Bahngleichung bezeichnete
linearisierte Bewegungsgleichung L{w, z] = 0 nicht mehr eindeutig bestimmt.

Eine ebenfalls hdaufig verwendete Methode zur Herleitung der paraxialen Bahn-
gleichung entwickelt zuerst p in eine Taylorreihe und wendet danach erst den
Euleroperator auf die Taylorentwicklung von p an. Bei diesem Verfahren erhélt
man einen linearen Anteil, bei dem die letzte Zeile von (4.76) fehlt. Diese Zeile
— und damit auch die Unterschiede in den paraxialen Bahngleichungen beider
Methoden — verschwindet genau dann, wenn die Achse mit einer Elektronenbahn
iibereinstimmt.

Um solche Mehrdeutigkeiten bei der paraxialen Bahngleichung zu vermeiden,
wird im folgenden eine Elektronenbahn als Achse vorausgesetzt und die komple-
xe Kriimmung I' mit Hilfe von (4.80) durch die Dipolmomente ersetzt. Fiir die
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paraxiale Bahngleichung L[w, z] = 0 erhélt man in diesem Fall

A
Liw,z] = w"+ T e (D' + vV’ ) w'
. (I)li)l A . 2
@// \Il” (b \Ij

T {< Tl gy tgge [P il

A2 L 4—A2®2 A , )
+ {W (3(1)1 + 221}0\1/1) + 32 CI)*12 — @ ((I)Q + ZUO\IIQ)} w
=0

(4.81)

4.4.2 Paraxiale Abbildung und Fundamentalbahnen

Der Real- und der Imaginirteil der komplexen linearen homogenen Differential-
gleichung (4.81) bilden ein System aus zwei reellwertigen, im allgemeinen Falle
gekoppelten, linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Daher existieren
vier linear unabhéngige Losungen w,, wg, w., ws, die den gesamten Losungsraum

w (e, 5,7,0) = aw, + Bwg + yw, + dws (4.82)

aufspannen. Diese komplezwertigen Losungsfunktionen w,, wg, w., ws werden
oft auch als Fundamentalbahnen des Systems bezeichnet. Die reellen Konstan-
ten «, 3,7,0 legen den Anfangsort— und die Anfangssteigung der Bahn in der
Startebene z; fest. Haufig wird ein spezieller Satz von Anfangsbedingungen

Wai = We(z;) = 0, wh, = w'(z) =1
wg; = wg(z;) =0, wp; = wg' (%) =1,
B B b B (4.83)
Wy 1= wy(2;) = 1, wh; = wy (2) = ¢y
/ /
we; = ws(z;) =1, wy; = ws' () = ics

fiir die Fundamentalbahnen in der Startebene z; des Systems gewdhlt. Fiir die
folgenden Uberlegungen wird dieser Satz von Fundamentalbahn verwendet.

Ublicherweise werden die Bahnen w, und wg axiale Bahnen, die Bahnen w,
und ws Feldbahnen genannt. Die Anfangssteigungen c, und c¢; der Feldbahnen
werden ebenfalls hdaufig zu Null gewéhlt. Da es jedoch manchmal sinnvoll ist,
hierfiir von Null verschiedene Werte zu wihlen, werden die Werte der Feldbahn-
steigungen nicht festgelegt. In denjenigen Ebenen 2z, in denen w,(z,.) = 0 gilt,
werden alle Strahlen, die von einem bestimmten Punkt wy = v+ id der Ebene z;
aus starten, zu einer Linie fokussiert (Abbildung 4.2). Der Mittelpunkt des Lini-
enfokus liegt hierbei an der Position yw, (zp.) +0ws(2pc). Seine Winkelorientierung
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ist gleich dem Azimuth der wg-Bahn in der Ebene 2,.. Analog hierzu entsteht in
allen Ebenen z,, in denen die wg-Bahn verschwindet, ein Linienfokus mit einer
dem Azimuth der w,—Bahn gleichen Winkelorientierung. Falls die Fokusebenen

YW~ (2be) + 10Ws (2e)

€ (zpc)

ey(zi)

Abbildung 4.2: Astigmatische Abbildung

von w, und wg zusammenfallen (z, = z,. = zps) erhilt man den Spezialfall der
stigmatischen Abbildung. Alle von einem Punkt v + 0 in der Ausgangsebene z;
ausgehenden Bahnen laufen wieder im Bildpunkt yw, (z) + idws(2,) in der Bil-
debene z, zusammen.

4.4.3 Helmholtz—Lagrange Sitze

Mit Hilfe der Variablensubstitution

4 i . AUO /
= @* X t = — /d =
u e Xw mit  x(z) TS

dz  (4.84)
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geht (4.81) iiber in

! 0 A2+2 0 2, 2.,/2 2 . 2

u +8<I>*2 D19, + O 4+ A22U"” + A2 | Dy + ivg Uy |7 b u

A2 _ , 4— A2 @2 A ' .
+{3%w2®¢r+m%@” BT @5“6¥@Q+%%@ﬂ}“62xzo

(4.85)

Durch die Drehung exp(—iy) wird gerade die Larmordrehung der Elektronen
durch das Magnetfeld B(z) = —WU’(z) auf der Achse kompensiert. Die neue Dif-
ferentialgleichung ist von der Struktur

w4+ Tu— G =0 (4.86)

mit reellem Vorfaktor T'. Auflerdem kommt die erste Ableitung von u nicht mehr
vor. Zwei beliebige voneinander linear unabhéngige Losungen u, und u, erfiillen
die Gleichungen

uy, + Tuy, = G, : (4.87)
al +Ti, = Gu, . (4.88)

Die zweite Gleichung ist dabei die zu (4.86) konjugiert komplexe Differentialglei-
chung. Multipliziert man die erste Gleichung mit «,, die zweite mit —u, und
addiert beide, so erhélt man

i, — Uy, = Gyt — Guyu, = 2ilm {Gu,a,} (4.89)

Der Imaginérteil einer komplexen Grofie F' wird hierbei mit Im{F'} bezeichnet.
Bildet man den Realteil von (4.89) und beachtet, daf8 sich die linke Seite als
totales Differential

" d

it~ = (i1, ~ ) (450
schreiben 148t, ergibt sich die Beziehung
d !~ —/ d /- —/
Re § — (w0 — wuy) ¢ = ——Re{wu, —wu,} =0 (4.91)

Die Integration liefert die Lagrange—Helmholtzschen Beziehungen
Re {u),u, —u,u,} = Chy = —Cyy (4.92)

mit den reellen Helmholtzkonstanten C,. Da die Differentialgleichung (4.86)
insgesamt wvier linear unabhéngige Losungen besitzt, existieren sechs Lagrange—
Helmholtzsche Beziehungen. Driickt man die Losungen w,, von (4.85) wieder durch
die Losungen w, von (4.81) aus, lauten die Beziehungen

Cou = VO Re {w,w, — Ww, — 2ix'w,m,} (4.93)
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Fiir den Fundamentalbahnsatz mit den Anfangsbedingungen (4.83) erhilt man

Ca'y = _C’ya = VU* ) Caﬂ = _Oﬂa =0 )
Cg(; = —C(sﬁ =VU* ) Ca5 = _Céa =0 ) (4-94)
Cy = —Csy = _2X/(Zi)*/ v, Cpy = —Cy3 =0

als Helmholtz—Konstanten, wobei
U =d*(z) (4.95)

das relativistisch korrigierte Potential auf der Achse in der Ebene z; bezeich-
net. Falls das axiale Magnetfeld B = —V¥’ in der Startebene z; verschwindet,
verschwindet wegen x’(z;) = 0 auch die Konstante Cs.

4.4.4 Nichtlinearer Anteil der Abbildung

Zur Berechnung der nichtlinearen Bahnanteile verwendet man das Verfahren der
sukzessiven Approximation. Ausgehend vom Fundamentalbahnsystem der par-
axialen Bahngleichung benutzt man die Methode der Variation der Konstanten:

w(z) = Z (a; + Gila;j, K, 2]) - w;(2) : (4.96)

=0

Hierbei werden die Parameter «, 3,7, und die Bahnen w,, wg, w., ws mit a; be-
ziehungsweise mit w;,7 = 1,2, 3,4 bezeichnet. Zur kompakteren Darstellung wird
die abkiirzende Schreibweise

glaj,...] = gla1,as,as,a4,...) (4.97)

fiir Funktionen der Parameter a1, as, az, ay verwendet. Die reellen Variationsfunk-
tionen G; werden formal in eine Potenzreihe

o0

Gilaj, k2] = > G [aj, 5, 2] (4.98)
r=0

entwickelt, wobei die Glm homogene Polynome der Stufe r in den Entwicklungs-
parametern aq, as, az, ay und s sind. Die Summe der Exponenten von aq, as, as, ay
innerhalb eines Monoms wird als Seidelsche Ordnung und die Summe der Expo-
nenten von ag, as, ag, as und k als Stufe bezeichnet [52, 53].

Falls die optische Achse mit einer Elektronenbahn iibereinstimmt, verschwindet
der Term nullter Stufe GEO) in der Summe (4.98). Der Vollstandigkeit halber
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werden jedoch bei der Beschreibung des allgemeinen Verfahrens auch mit einer
Elektronenbahn nicht iibereinstimmende Achsen mitbehandelt. Mit der Reihen-
entwicklung (4.98) ergibt sich als Potenzreihenentwicklung fiir w nach den Ent-
wicklungsparametern aq, as, az, ay und s

wlaj, K, 2 Zw laj, K, 2] (4.99)

4

mit w™ = Z (57‘1ai + GET)) w; . (4.100)

=1

Das homogene Polynom 7ter Ordnung w") wird mit Bahnstérung r—ter Stufe

bezeichnet. Es besteht aus
—1
N, = <5 tr ) (4.101)
r

einzelnen Monomen. Die z—abhéngigen Koeffizienten der Monome bezeichnet man
als Fehlerbahnen. Es gibt 15 Fehlerbahnen 2. Stufe und 35 Fehlerbahnen 3. Stufe.
Das Polynom w® hat beispielsweise die Gestalt

w! = W+ Wag O + Wary QY + Was OO + Wy K
+wgs 87 + wsy By + was B6 + W Bk + w72 (4.102)
+ Wy Y0 + Wa YR + Wss 82 + W 0K + Wiy K2

Es existiert eine Erweiterung dieses Verfahrens [54], das als zusétzliche Entwick-
lungsparameter ¢; die Starken von Stormultipolen durch die Dejustierungen der
elektronenoptischen Elemente beriicksichtigt. In diesem verallgemeinerten Fall
wird die Summe der Exponenten eines Monoms in in ai,as,as, a4, x und den
Storparametern ¢; als Rang bezeichnet. Zur Bestimmung der Entwicklungskoetf-
fizienten von (4.99) existieren zwei unterschiedliche analytische Verfahren.

Bahnmethode

Die Bahnmethode geht von der Taylorentwicklung der exakten Bewegungsglei-
chung (4.75) aus. Setzt man die Reihenentwicklung (4.99) in die Differential-
gleichung ein und sortiert nach Potenzen von ai, as,as,as und k, so ergibt sich
formal

L w2 ZL Za 2 ow™ K, 2]
= Z sOw®, . w Y k2]
r=0

(4.103)



4.4. POTENZREIHENENTWICKLUNG 49

Die Terme s enthalten dabei alle diejenigen Produkte von w®, ... wrb

und &, die genau r—ter Stufe sind. Terme, in denen w(" linear auftmtt kom-
men in s nicht vor, da diese bereits in L[ ("), 2] beriicksichtigt werden. Diese
Bedingungsgleichung muf fiir jede Entwicklungsordnung erfiillt sein:

Lw™, 2] = sMw® .. w0 k2] | r=0,...00 . (4.104)
Fiihrt man durch die Substitution
{ a;— pPa;, kK— pr } = w — g™ (4.105)
den Entwicklungsparameter (3 ein, so geht (4.99) in
w=>Y guw” (4.106)
r=0

iiber. Der Storterm s entspricht dem Taylorglied r—ter Ordnung der Entwick-
lung von ¢ nach (8

1 oo
s = FGEU[ZZ:Oﬁlw(l)7 Ok, 2]

B8=0
1) . < -

- {%Zo—“@ [zlzoﬁlw“hﬁn,d}
) k=0 B=0

Es werden nur Entwicklungsordnungen o® mit k < r beriicksichtigt, da nur diese
zu s beitragen konnen. Mit Hilfe der Beziehungen

ow

(4.107)

k) _ h (h—1 h— (k
aw(h)U( ) = ma = "0 o* ﬁ )(55’ ) B w<1)0 ) )
ok) [ﬁw(l ,ﬁﬁ,z] = BFg®) [w Mk, z}

(4.108)
und der Abkiirzung
D" = QRG{ M0, +w" )/3w<1>’} (4.109)
erhilt man fiir die Taylorentwicklung von ¢*) nach den Variablen
w@ w® w® w® . um den Entwicklungspunkt wy = Sw™) herum
o®) = exp (Z 2Re{ Dy + w ) O ny }) o B3 B, Bk, 2]
@(8) -0, i1

U"J(l)—vu)(l)

= exp (Z ﬁh—lDW) o B [Bw™), Bk, 2]

h=0

= Fexp (Z ghlp(h)> e [w(l)’ K, 2]

h=0
(4.110)



50 KAPITEL 4. THEORIE DER STRAHLDYNAMIK

Mit Hilfe dieser Taylorentwicklung ergibt sich fiir das Storglied r—ter Stufe [53, 55]

r r—k+1
1 _
o1 {az 3" 3 exp ( 3 g 1D<h>) U(k)[w(”,mZ]} (4.111)
k=0 h=0 £=0

Innerhalb der Exponentialfunktion wird nur bis zur Stufe r — k 4+ 1 summiert,
da alle Summenglieder mit A > r — k 4+ 1 nur Terme mit groBerer Stufe als r
erzeugen.

Setzt man (4.100) in (4.104, 4.76) ein und beachtet die Linearitit von Lfw, 2] in
den Variablen w” w', w, w sowie Llw;, z| = 0, so ergibt sich

4 ! 4
Lfw®, 2] = (ZGE”’wz) +> 6
i=1 i=1

4
(@ +ivg¥) Y G,

i=1

(4.112)
_l’_

2¢*
= sOw®, ... w"Y K, 2

Der Real- und der Imaginérteil dieser komplexen Differentialgleichung bilden ein
System aus zwei rellen Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Ableitun-

/
gen GET) der vier reellen Variationsfunktionen. Dieses System ist unterbestimmt,
so dafl wir noch zwei zusétzliche reelle oder eine komplexe Differentialgleichung

/
zur eindeutigen Bestimmung der GET) frei vorgeben kénnen. Sinnvollerweise wahlt
man als zusétzliche Gleichung

Y e wi=0 (4.113)

i=1

so daf} das Differentialgleichungssystem fiir die r—te Stufe

4
Z GET),'UJ; = S(T) [w(O)v s 7w(r71)7 K, Z] (4114>
i=1

1 /
Z G =0 (4.115)
i=1

eine moglichst einfache Gestalt annimmt. Subtrahiert man das Produkt von
Gleichung (4.115) mit dem Faktor v®*(w;, + 2ix'w,) vom Produkt von (4.114)

mit v ®*w,, so erhdlt man ein komplexes Gleichungssystem, dessen Realteil sich
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durch die Helmholtzkonstanten darstellen 1a8t:

4
Z G,(,T)/\/&Re {wi,u_)u — w,,u_JL — 2@'X/wﬂw,,}

S (4.116)
(19 Z G,(/”)/C,,M — V®*Re {s(”wﬂ}

v=1

Fiir beliebige Fundamentalbahnen muf§ man die Matrix C,,, invertieren, um die

Ableitungen der Variationskonstanten Gl(,r)/ zu isolieren. Im Fall der gew&hlten
Fundamentalbahnen mit den Anfangsbedingungen (4.83) sind nur die Helmholtz-
konstanten Cyy = —C, = VU* und Cps = —Csp = VU* von Null verschieden,
falls die Startebene z; innerhalb eines magnetfeldfreien Bereiches liegt. In diesem
Fall ergeben sich die Beziehungen

G((;),\/W = \/&Re{s(”wv} ,
CO'VU* = V& Re {sWw.}
GY'VU = VERe{sWas}
Gfﬁ'@ = — VO Re {sMwg}

Beachtet man bei der Integration dieser Gleichungen, dafl die Bahnstérun-
gen 7ter Stufe w fiir alle 7 # 1 in der Startebene z; verschwinden sollen, so
erhilt man nach Einsetzen in (4.100)

w®(z) = wa/ /%Re{s(r)wv} ds/ _ww/,/%Re{s(r)@a} dz
o ) a2 s | F )

+ 01 (Qwg + Pwg + yw., + dws)

(4.117)

(4.118)

Mit Hilfe dieser Formel 148t sich die Bahnstorung r—ter Stufe aus allen
vorhergehenden Bahnstérungen niedrigerer Stufe w(®, ... w1 berechnen.
Falls die Achse mit einer Elektronenbahn iibereinstimmt, so verschwindet we-
gen 59 = ¢ = 0 die Bahnstorung nullter Ordnung w(®, die ja gerade die Ab-
weichung der wahren Bahn eines mit Sollenergie in der Startebene z; axial ein-
fallenden Elektrons von der optischen Achse beschreibt. Mit

i) A2
s =g = — {4@12 + g (D + ivgﬂfl)} Uk = 5Wgk (4.119)
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erhélt man fiir die Bahnstorung erster Stufe
w = kw, + aw, + Bwg + yw., + dws (4.120)

mit der Dispersionsbahn

we(z) = wa/\/%Re{g(l)wv} ds — ww/\/%f{e{é(l)wa} dz
[ o ~(1) / [ o ~(1) - /
+ wg mRe{s Ws} dz' — ws mRe{s wg} dz

(4.121)

Die Bahn rkw, beschreibt die Abweichung von der optischen Achse axial in
der Ebene z; startender Elektronen (w(z;) = 0,w'(2;) = 0), deren Energie sich
um kFy von der Sollenergie Ey unterscheidet. Sie ist nur bei Vorhandensein elek-
trischer und/oder magnetischer Dipolfelder von Null verschieden.

Eikonalmethode

Im Gegensatz zur Bahnmethode wird bei der Eikonalmethode zuerst die reelle
Variationsfunktion p (4.65) nach Durchfithrung der Substitution (4.70) in eine
Potenzreihe

:u[wafia Z] = Z/L(T)[M,K,Z] (4122>
r=0
in w,w,w’,w und k entwickelt. Anschlieend wird der Euleroperator
e—2( Lo, —a (4.123)
A\ '

auf (4.122) angewendet. Jede Entwicklungsordnung x(") mufl dabei die Gleichung
EW =&Y =0 | r=0,...,00 (4.124)
erfiillen. Der in w, w, w’, w” lineare Anteil ist hierbei gegeben durch
1
2Ved*

Hierbei wurde L[w, z] so normiert, dafl der Vorfaktor vor w” Eins ist. Aufgrund
der Struktur der reellen Funktion p treten keine linearen Anteile in @’ und w”
auf. Mit der Definition

Liw, z] = (5“(2)){5:0 . (4.125)

pp = g — Py (4.126)
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erhélt man fiir die Taylorentwicklung der exakten Bahngleichung

1
2V eP*

In pp sind alle in w,w,w’,w" linearen Terme von p beseitigt. Die lineare
Ordnung L[w, z] der Eikonalmethode unterscheidet sich durch das Fehlen der
letzten Zeile vom L[w,z] (4.76) der Bahnmethode. Falls die Achse mit ei-
ner Elektronenbahn iibereinstimmt, verschwindet diese Zeile im Ausdruck fiir
das L]w, z] der Bahnmethode. Dann ergeben sich fiir beide Methoden die gleiche
paraxiale Bahngleichung (4.81) und somit auch das gleiche Fundamentalbahnsy-
stem w;, 1 =1,2,3,4.

Liw,z| =— Euplw, K, 7| . (4.127)

Wie bei der Bahnmethode wird die exakte Losung formal nach Potenzen der
Anfangsposition und —steigung a;,7 = 1,2, 3,4 in der Startebene z; sowie der re-
lativen Energieabweichung s entwickelt. Setzt man (4.99) in p ein und sortiert
nach den Termen gleicher Stufe, erhdlt man analog zur Bahnmethode die Ent-
wicklung der Variationsfunktion

= Z ma;, K, 2] (4.128)
r=0
mit den Stortermen r—ter Stufe
1 r r—k+1
m = m] {8@26’“ exp ( Z 6h_1D(h)) 1 ® ™) /{,Z}} (4.129)
k=0 h=0 B=0
Mit der sich aus
w=w(w® wh, )= Zw(i) (4.130)
i=0

ergebenden Beziehung Ow/0w®) =1 erhilt man fiir die Euler-Lagrange Glei-
chung

En=EWp=> "Wm" (4.131)

r=0

mit dem dem Differentialoperator

d
EW =92 =0 1 —d_q . 4.132
(d,z () ot >> ( )

Da £ die Stufe gerade um eins vermindert, ergibt sich die r—te Stufe von Eu zu

(E,M)(T) — Wy tr+1) — ’ r=20,...,00 . (4.133)
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Die 7te Stufe des Terms Eu?|._y enthilt die linearen Glieder in w™ und 148t
sich aus m® durch

(4.134)

EOm®?|, o firr=1

(r) EODNmMP firr > 1
(EN(2)|H:O) = {

bestimmen. Der Differentialoperator D) ersetzt in allen in m® vorkommenden

Produkten, die nur die BahngroBen w®, @w®, ... sowie & in erster Stufe enthal-
ten, eine GroBe w™® durch w™. Die anschlieBende Anwendung von £ sorgt
wegen r # 1 dafiir, daB alle entstandenen Anteile mit w™k, 0wk, ... wegfallen
und aus den Anteilen mit ww® ww®, . in w) lineare Terme entstehen.
Dieser Mechanismus zur Aussortierung von in k linearen Anteilen funktioniert
jedoch nicht im Falle r = 1, weswegen die obige Fallunterscheidung notwendig
wird.

Der Storterm nullter Ordnung

1 1
NET CoV/ed"

ist identisch mit dem Term nullter Ordnung (4.80) der Bahnmethode. Nur falls
man eine Elektronenbahn als Achse voraussetzt, erhdlt man fiir den Storterm
erster Stufe

(Epp)? = EWm) = ¢ (4.135)

1 (4.126) 1 (1)
_ Eun)D = — { En)V — (Eu? }
e CHE) r/ear LEM (E1)
(4.133) 1
(1) 8(1)(m(2) _ m(2)|n:0) (4.136)

2V eP*
o, A
= (=L r
(4@*2 T > Un

das gleiche Resultat (4.119) wie im Falle der Bahnmethode. Im Falle r > 1 ergibt
sich fiir die r—te Stufe der Bahngleichung (4.127)

Lw™, 2] = SOw® .. wiY g 2] | (4.137)
wobei der Storterm
1 1
SOMO D e ] = — e — o) ()
| 1=/ ) 2V/ed* P (4138)

mit m(ErJrl) — D) _ p)py @) plr+1),, (1)

wie s im Falle der Bahnmethode nur von den Bahnstérungen bis zur Stu-

fe (r — 1) abhéngt. Aus m'i™ werden durch Subtraktion von DT*+Dm® alle
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Terme linear in w+Y entfernt, da diese durch Anwendung des Operators £
ohnehin wegfallen.

Analog zur Vorgehensweise in der Bahnmethode gelangt man iiber die Variati-
on der Konstanten zur Gleichung (4.116), bei der s durch S ersetzt wird.
Integriert man die entstehende Gleichung iiber z und fithrt man zusétzlich ei-
ne partielle Integration des Differentialoperators d/dz im Ausdruck €% durch,
ergibt sich

2'=z;

- / {050y + @u%u)}mgﬂ) dz’}

Die obere Grenze des Randterms liefert keinen Beitrag zur Bahnstorung r—ter
Stufe [56] und wird daher weggelassen. Mit Hilfe der Beziehungen

(4.139)

1 — ;
Og, W'’ = w, sowie

4.140
3w(h>mg+1) = Oyoom"Y fir h# 1und h #r ( )

fiir » > 1 erhélt man die Ableitung von mp nach einem der vier Anfangswerte a,,

8aumg+1) = ZRG{ (u_)uaw(l) + w;aw(l)') mgH)
. (4.141)

+ ) (00, @) Dm " 4 (8, 0" aw(h>/m‘”1)}
h=2

Hierbei braucht man nur bis » — 1 zu summieren, weil aus mg bereits alle Terme,
die w™ und w1 enthalten, eliminiert sind. Mit Hilfe der aus (4.129) herleit-
baren Beziehung

Dgmm ¥ = 50y mr2h) (4.142)

w w

erhéilt man unter Beriicksichtigung der Beziehung

d
EWNmt) =0 = 9yam N = dz oy (4.143)

fiir die Ableitung die Form

Dy = 2Re{ (@000 + WDy ) mip ™ (4.144)

d r—1 ) o
* dz Z(ﬁww(h))ﬁw(lym( - h)}

h=2
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Mit Hilfe von (4.144) 148t sich (4.139) umformen zu

4
z : 1 : r r
G,ST)CW = 2—\/E {(9% / mSEH) dZ/ — 2Re {U_)Haw(l)/ mSEH) L }
v=1 Zi =F

)

Da simtliche Bahnstorungen w™ mit h > 1 und deren Ableitungen w®" so
gewdhlt werden, daf sie fiir beliebige Werte der a,,, ¢ = 1,2, 3,4 in der Startebene
identisch verschwinden, gilt auch

r—1
— 2Re { > (™) 0y m T2

h=2

Qg0 |y =0 . (4.146)

Deshalb verschwindet der zweite Randterm an der unteren Integrationsgren-
ze z' = z;in (4.145). Der zweite Randterm an der oberen Integrationsgrenze 2’ = z
tragt zu Bahnstorungen dritter und hoherer Stufe bei, falls sémtliche niedrigeren
Bahnstorungen nicht identisch verschwinden. Liegt die Startebene z; in einem
feldfreien Bereich und verschwindet dort die Kriimmung der Achse, erhédlt man
als einzigen Randtermbeitrag zur Bahnstérung zweiter Stufe w®

wuﬁw(l)/mg)wu‘ o :’U_JMEUﬁwgl)l (4.147)
Felder=0

Dieser Randterm trégt nur zum Farbfehler bei. Fiir den Satz von Fundamen-
talbahnen mit den Anfangsbedingungen (4.83) erhélt man als Randtermanteil
zweiter Stufe
AUk
2 N / o /
w = YW, ) We + dwg; )w , 4.148
{Rand N {( W) (B 5i) 6} ( )
da auch die Ableitung der Dispersionsbahn in der Startebene 2z’ = z; verschwin-
det. Alle mit dem Index ¢ versehenen Groflen geben den zugehorigen Wert in der
Startebene an.

Die Eikonalmethode hat den Vorteil, dafl sich abgesehen von den Farbfehlern
alle Bahnstorungen niedrigster Ordnung als ,,Gradient® eines reellen Polynoms
ergeben. Dadurch lassen sich lineare Zusammenhénge zwischen den komplexen
Fehlerbahnen ableiten lassen, die beispielsweise zur Uberpriifung von berechneten
Fehlerbahnen sehr niitzlich sind. Bei hoheren Stufen stellt jedoch die Randterm-
behandlung eine mogliche Fehlerquelle dar, so dafl sich der Einsatz der Bahn-
methode empfiehlt. Durch den Einsatz moderner Computeralgebrasysteme wie
Maple© oder Mathematica® kénnen Fliichtigkeitsfehler bei der Berechnung der
Integranden fiir die einzelnen Fehlerbahnen weitgehend ausgeschlossen werden.



Kapitel 5

Grundaufbau des
Monochromators

Um das Design moglichst einfach zu halten, ist es sinnvoll, sich auf eine tor-
sionsfreie optische Achse zu beschrinken. Diese liegt dann im Raum innerhalb
einer Ebene, die wir als zz—Ebene unseres Koordinatensystems wéhlen. Damit
ein Elektron, das lings der optischen Achse fliegt, die xz—Ebene nicht verlafit,
mufl die y—Komponente des elektrischen Feldes verschwinden. Dies ist nur dann
erfiillt, wenn in diesem System fiir das Potential

w(x,y,z) = QO(ZE, —y,z) (51)

gilt. Diese Symmetrie wird als Einschnittsymmetrie bezeichnet und ist in Abbil-
dung 5.1 verdeutlicht.

5.1 Awufbau und Anordnung der Ablenkelemen-
te

Der Monochromator sollte aus Griinden der technischen Realisierbarkeit nur aus
elektrostatischen Komponenten bestehen (vergleiche Kapitel 3). Er mufl aus di-
spersiven Elementen aufgebaut sein, da die Elektronen nach ihrer Energie rdum-
lich getrennt werden miissen, um eine Filterung zu erméglichen. In einem rein
elektrostatischen System tritt starke Dispersion nur bei Anwesenheit von Dipol-
feldern auf (siehe Gleichungen (4.119) und (4.121)). Die optische Achse ist daher
gekriimmt.

o7



o8 KAPITEL 5. GRUNDAUFBAU DES MONOCHROMATORS

Laborsystem
Y L
elektrostatisches
Element
torsionsfreie l o
optische Achse oz, -y, 2) rz—HEbene

Abbildung 5.1: Einschnittsymmetrie.

Mit Hilfe der Potentialentwicklung (4.32) 148t sich zeigen, daf§ fiir Systeme mit
Einschnittsymmetrie aufgrund der Beziehung (5.1) sémtliche Multipolkomponen-
ten ®; entlang der optischen Achse reell sind.

Aus Griinden der Stabilitdt der Mikroskopséule sowie der Justierung des Mi-
kroskops sollte der Monochromator geradsichtig sein, so dafl die optische Achse
des Systems durch den Monochromator weder versetzt noch in ihrer Richtung
geindert wird. Die Kriimmungen und Versetzungen der optischen Achse inner-
halb des Monochromators miissen daher in der Ausgangsebene wieder kompen-
siert sein.

Um die Bildfehler des Monochromators méglichst klein zu halten ist es sinnvoll,
die Elektroden symmetrisch zu einer Ebene senkrecht zur Ebene der Einschnitt-
symmetrie anzuordnen. Als Grundaufbau fiir den Monochromator wurde die in
Abbildung 5.2 skizzierte Anordnung aus zwei Paaren elektrostatischer Sektor-
feldablenker gewihlt. Beide Paare sind jeweils symmetrisch zu der gemeinsamen
Symmetrieebene z, angeordnet. Das Dipolfeld eines Ablenkers lenkt Elektronen
der Sollenergie und damit auch die optische Achse um den Winkel ¢ von der
urspriinglichen Richtung ab. Die Ablenker sind dabei relativ zueinander so po-
sitioniert, dal die Achse die Form eines Omegas aufweist. Die Ebene, die die
Achse enthélt, ist die Ebene der Einschnittsymmetrie. Sie wird im folgenden als
horizontaler {2-Schnitt bezeichnet.
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vertikaler Querschnitt horizontaler 2-Schnitt

&

Selektionsschlitz

zweiter

Ablenker

zweiter Ablenker

optische
Achse

erster

Ablenker

|
~ Symmetrieebene z

erster Ablenker

Abbildung 5.2: Aufbau des Monochomators.

5.2 Sektorfeldablenker in SCOFF-Niherung

Fiir einen toroidférmigen Ablenker mit Einschnittsymmetrie (Abbildung 5.3) ist
die Potentialverteilung um seine Mittelachse rotationssymmetrisch. Als Entwick-
lungsachse fiir das Potential wiahlt man zweckméfligerweise einen Kreis in der
Ebene der Einschnittsymmetrie mit dem Radius R und dem Mittelpunkt auf der
Mittelachse. Aufgrund der Rotationssymmetrie sind das Achspotential ® und alle
héheren Multipolmomente ®;,7 > 0 entlang dieser Achse konstant.

In Kapitel 4 wurde gefordert, daf§ die Entwicklungsachse auch gleichzeitig eine
mogliche Bahn fiir Elektronen der Sollenergie Ey = eU sein soll. Daher miissen
die Potentiale auf den Elektroden so gewéhlt werden, dafl entlang der Entwick-
lungsachse ¢ = ® = U gilt. AuBlerdem ist das notwendige Dipolmoment ®; durch
die nichtrelativistische Naherung der Bedingung (4.80)

1 . (I)l @1

S T (5:2)
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durch den Radius R und das Achspotential ® = U festgelegt.

Schneidet man einen Sektor als Ablenker aus dem Toroiden heraus, bleibt in
der inneren Zone des Sektorablenkelements — fern von der Eintritts— und der
Austrittskante — das Potential in guter Ndherung gleich dem Potential des Voll-
toroiden. Bei der Sharp Cut-Off Fringe Field Néherung (SCOFF) nimmt man
an, dafl das Potential im Sektor zwischen Ein— und Austrittskante mit dem des
Volltoroiden iibereinstimmt. An den Kanten geht das Potential abrupt in das als
konstant angenommene Potential ¢(z,y, 2) = U des Auflenraums tiber.

ogtlsche Elektroden-
chse querschnitt

Mittelachse

Ebene der
Einschnittsymmetrie

toroidférmige Elektroden

Abbildung 5.3: Toroidférmiger Ablenker.

Der Ablenker wird so justiert, daf§ die optische Achse des Systems gerade im Ab-
stand R vom Mittelpunkt des Ablenkers senkrecht auf die Eintrittsebene trifft.
Dann geht die Achse im Rahmen der SCOFF-Néaherung an der Eintrittsebene
unmittelbar in einen Kreisbogen mit Radius R iiber. Die Achse verlafit den Ab-
lenker wieder senkrecht zur Austrittsebene und im Abstand R zum Mittelpunkt
des Ablenkers. Die optische Achse setzt sich daher in SCOFF-Néaherung aus Ge-
raden und Kreishogen zusammen wie in Abbildung 5.2 gezeigt. Das Potential
entlang der Achse bleibt dabei konstant.

Die Form des Querschnittsprofils der Elektroden bestimmt die Multipolkompo-
nenten hoherer Ordnung entlang der optischen Achse und damit auch die pa-
raxialen Abbildungseigenschaften des Systems.
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5.3 Berechnung der Elektrodenformen

Fiir den Spezialfall konstanter Multipolmomente ®; = const. entlang einer Achse
mit konstanter komplexer Kriimmung I' = const. lassen sich nach [57] explizi-
te Ausdriicke fiir die Koeffizienten b,, der Potentialentwicklung (4.25) aus der
Rekursionsformel (4.27) gewinnen. Allerdings sind die in [57] angegebenen Aus-
driicke fiir die Entwicklungskoeffizienten b, fehlerhaft. Die korrekten Koeffizien-
ten lauten fiir 4 > 1 und v > 1

1 2\ (2v i a 2PN i — A — 1

e =z () () z s )

a 23w2 p4v—XA—1)-

Z q)/\ )
! = A

- (5.3)

wobei b, = Euu gilt. Die Koeffizienten fiir 4 = 0 oder v = 0 sind durch die Bezie-
hung (4.31) mit den Multipolmomenten verkniipft.

Der Spezialfall konstanter reeller Krimmung I' = » = 1/R und konstanter re-
eller Multipolmomente entlang der Achse entspricht gerade dem toroidférmigen
Ablenker mit Einschnittsymmetrie und kreisformiger Entwicklungsachse aus dem
vorhergehenden Abschnitt. In diesem Fall erhélt man fiir die Potentialentwicklung

b= S () () o

pn=0 v=0

mit den normierten reellen Koeflizienten

. . 1 2 2 “L 232 —A—1\ /@

b == o () ()] T (e LY
23+ )\ v — (2))! v—A U

K 93Xy 12
224! —-A—1 )
+ v 2R
— (20! = A U

(5.5)

Das konstante Potential entlang der Achse ist hierbei mit ®(z) = U bezeichnet.
Durch Einfithrung der normierten Grofien

“ (2 N X N ) 2 D) A

2 U ) T R ) Y R ) A U ( )
wird die Potentialberechnung vereinfacht. Sie erfolgt unabhéngig von der abso-
luten geometrischen Griffe und vom Potential entlang der Achse. Die Losung
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des normierten Potentialproblems fiir jeden Ablenker kann nachtréglich mit Hilfe
von (5.6) auf eine beliebige geometrische Grofie und ein beliebiges Achsenpoten-
tial skaliert werden.

Die geometrische Form einer Elektrode des Toroidablenkers ist durch die nor-
mierten Multipolstédrken und die normierte Elektrodenspannung

. 3S3)
Uy =L 5.7
eindeutig  bestimmt. Sollen  beispielsweise — Elektrodenspannungen — von
U SE) = (U £ AU)/U verwendet werden, so wihlt man als Elektrodenoberflachen
die aus der expliziten Reihenentwicklung (5.4) folgenden Aquipotentialflichen

fiir ¢ = Uy

5.4 Sektorfeldablenker mit realen Randfeldern

In der Realitédt geht das rotationssymmetrische Toroidpotential im Inneren des
Ablenkers allméhlich in das konstante Potential ¢ = U im Auflenraum iiber.
Der Ablenker weist im Betrieb eine endliche Gesamtladung auf. Das Potential
des Ablenkers klingt deshalb nur langsam in grofier Entfernung mit dem Inversen
des Abstands auf Null ab.

In der Praxis ist es sinnvoll, das Feld eines Ablenkers mit einem auf dem Poten-
tial U liegenden Gehéuse abzuschirmen, so dafl die Felder zweier Ablenker sich
gegenseitig nicht beeinflussen. Vor der Eintritts— und nach der Austrittskante
befinden Feldblenden mit runden Offnungen, um den Elektronenstrahl durchzu-
lassen. Jeder Ablenker kann somit als unabhéngiges Element behandelt werden.
Dies reduziert die Rechenzeit und den Speicherplatz fiir die Feldsimulation und
die Berechnung der elektronenoptischen Eigenschaften deutlich. Das Randfeld
kann durch Verinderung des Abstands der Blenden von den Kanten der Ablen-
ker beeinflufit werden.

In den Randfeldzonen geht die reale Achse nicht abrupt sondern allméhlich von
der Geraden in die Kreisbahn iiber. Hierbei verlafit ein axiales Elektron auch die
Aquipotentialfliche ¢ = U. Deshalb weicht das Achspotential ® im Randfeldbe-
reich leicht vom Sollpotential U ab. Bei der Aufstellung der paraxialen Bahnglei-
chung und der Bestimmung der Bildfehler hoherer Ordnung wird daher ® nicht
als konstant angenommen.
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Ohne Feldblenden wird die Achse durch das weit herausquellende Randfeld zu
stark abgelenkt. Daher ist die Gesamtumlenkung der Achse grofler als der Sek-
torwinkel ¢. Um die optische Achse auf die Kreisbahn mit Radius R im Inneren

des Ablenkers einzufddeln, mufl man wie in Abbildung 5.4 skizziert unter einem
endlichen Winkel und Abstand zur SCOFF-Achse in den Ablenker einstrahlen.

Durch geeignete Wahl des Abstandes d der Feldblenden von den Sektorkanten
und der lateralen Position der kreisférmigen Blendendffnungen gegeniiber der
SCOFF—-Achse kann das Randfeld so stark gedampft werden, dafl die Achse beim
Eintritt in den Ablenker zwar mit einem Versatz dx, jedoch parallel zur SCOFF-
Achse verlduft (Abbildung 5.5). Der Umlenkwinkel der optischen Achse ist dann
gerade gleich dem Sektorwinkel. Hierdurch wird die elektronenoptische Justierung
betréchtlich erleichtert. Zur Bestimmung des benotigten Blendenabstandes d und
des Strahlversatzes dx ist eine numerische Simulation des Randfeldes notwendig.

Positioniert man den zweiten Ablenker so, dal seine SCOFF-Achse gegeniiber
der SCOFF—Achse des ersten Ablenkers um 0z +dxy versetzt ist (Abbildung 5.6),
bleibt die Omega—Form der Achse erhalten.

Diejenige Ebene vor der Eintrittsblende des ersten Ablenkers, in der das Ablenk-
feld gerade auf ein vernachléssighares Maf3 (@1 < 107°) abgeklungen ist, wird im
folgenden als Eingangsebene des Monochromators bezeichnet (Abbildung 5.6).
Die zur Symmetrieebene z, spiegelsymmetrische Ebene unmittelbar hinter der
Austrittsblende des vierten Ablenkers heiffit Ausgangsebene. Die Positionen der
Eingangs— und der Ausgangsebene werden mit z, beziechungsweise z, bezeichnet.
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/.
,;
— /

Symmetrieebene z,, SCOFF-Achse |

Symmetrieebene z,, SCOFF-Achse 6\ reale Achse
x

Abbildung 5.5: Optische Achse in einem Ablenker mit justierter Feldblende.
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Abbildung 5.6: Justierung der Ablenker zur Fadelung der Achse.
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Kapitel 6

Paraxialer Strahlengang und
Dispersion

6.1 Paraxiale Bahngleichungen bei Einschnitt-
symmetrie

Zur Beschreibung der Teilchenbewegung wird im folgenden das mit der optischen
Achse mitgefithrte Koordinatensystem aus Abschnitt 4.1 verwendet. Die Orientie-
rung der Koordinatenachsen ist in der Abbildung 5.2 sowohl fiir den 2-Schnitt als
auch die Elektrodenquerschnitte eingezeichnet. Innerhalb des zweiten Ablenkers
zeigt die x—Achse vom Kriimmungsmittelpunkt der Bahn weg. Diese von der in
Abschnitt 4.1 eingefithrten Konvention abweichende Orientierung ist notwendig,
um einen stetigen Ubergang des Koordinatensystems vom ersten zum zweiten
Ablenker zu gewéhrleisten. Auch im mitbewegten Koordinatensystem fallt der
xz—Schnitt stets mit dem horizontalen (2-Schnitt zusammen.

Aufgrund der niedrigen Elektronenenergien von einigen Kilovolt kann nichtrela-
tivistisch gerechnet werden. Mit Hilfe der Substitutionen

o — O | A—1 (6.1)

erhélt man aus der in Kapitel 4 entwickelten relativistisch korrekten Theorie den
nichtrelativistischen Spezialfall. Fiir die paraxiale Bahngleichung (4.81) ergibt

sich
P’ " o2 392 @
w"*ﬁw'+{ﬁ+rq§2}w+{‘_l__2}w:0 -0

67
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Hierbei ist beriicksichtigt, dal aufgrund der Einschnittsymmetrie sowohl das Di-
polmoment ®; als auch das Quadrupolmoment o, reell sind.

Geht man mit Hilfe von (4.16) zur reellen Schreibweise iiber, so ergeben sich zwei
voneinander entkoppelte Bahngleichungen fiir den zz— und den yz—Schnitt:

x//_{_g/x/_{_ (b,/ +§(};2_% x — 0

20 10892 @ ’ 63
L 1c1>§+c1>2 o '
Y7569 10 802 @ (Y

Fiir jeden Schnitt existieren somit zwei linear unabhéngige Fundamentallésungen
T und z., beziehungsweise ys und ys. Hierbei bestehen die Beziehungen

wa = :Ea ) w’Y = ‘T'Y ) wﬁ = Zyﬂ ) w5 = Zy(S (64)

zwischen den komplexen und den reellen Fundamentallosungen. Die Entkopp-
lung der Schnitte ist vorteilhaft fiir die Formulierung der Bedingungen fiir den
astigmatischen Strahlengang.

Fiir die dispersive Bahn (4.121) erhélt man

? P
Wy /\/U x7d§+x7/ \/%ﬁxad,% : (6.5)

Die dispersive Bahn x, verlauft dabei vollstdndig im zz—Schnitt. Hierbei wur-
de ein Fundamentalbahnsatz vorausgesetzt, der die Bedingungen (4.94) an die
Helmholtzkonstanten erfiillt.

Zur Formulierung der elektronenoptischen Bedingungen ist es sinnvoll, auch die
Fundamentalbahnen symmetrisch oder antisymmetrisch zur Q-Symmetrieebe-
ne z, zu wahlen.

6.2 Dispersive Bahn und Filterebene

Vor der Eingangsebene z. des Monochromators entspricht die dispersive Bahn
der optischen Achse, da dort keinerlei Dipolfelder auftreten. Da der Monochro-
mator insgesamt dispersionsfrei sein soll, mufl die dispersive Bahn auch hinter
der Ausgangsebene z, wieder mit der optischen Achse iibereinstimmen. Dies be-
deutet, dal in der Ausgangsebene sowohl die dispersive Bahn selbst wie auch ihre
erste Ableitung verschwinden miissen. Da der Monochromator in der Symmetrie-
ebene z, eine moglichst grofle Dispersion aufweisen soll, ist dies nur durch eine
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beziiglich der Symmetrieebene symmetrische dispersive Bahn zu erfiillen. Dies ist
gleichbedeutend mit der Forderung

' (2) =0 To(zs) 0 . (6.6)

Der geforderte qualitative Verlauf der dispersiven Bahn ist in Abbildung 6.1 dar-
gestellt. Die optische Achse wurde hierbei zur besseren Ubersicht abgewickelt.

KOIideIlSOY- Symmetrieebene zg
HIse | Monochromator
|
Quelle :
> 1 "
| 2
-
J .
| I |
| |
Ze Za,

Abbildung 6.1: Verlauf der dispersiven Bahn.

6.3 Virtuelle stigmatische Abbildung mit astig-
matischem Strahlengang

Der Monochromator soll ein Zwischenbild der Quelle mit der Vergroflerung Eins
abbilden. Da auflerdem zur Minimierung des Boersch—Effekts das stigmatische
Eintrittsquellbild virtuell sein soll, mufl die Ebene z; des Eintrittsquellbildes in-
nerhalb des Monochromators liegen. Die Kondensorlinse bildet die Quelle dabei
in eine Ebene mit dem Abstand L hinter der Eingangsebene z. ab, die aber vom
realen Strahl aufgrund der Ablenkfelder des Monochromators nie erreicht wird.
Die Nullstellen der axialen Bahnen legen nach Abschnitt 4.4.2 die Positionen der
Zwischenbilder fest. Die Bahnen z, und ys verlaufen daher vor Eingangsebene so,
daBl ihre asymptotischen Fortsetzungen beide die Mikroskopachse im Abstand L
hinter der Eingangsebene schneiden. Dies ist in Abbildung 6.2 skizziert.
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Um die Energiefilterung in der Symmetrieebene z, durchfithren zu kénnen, ist es
notwendig, daf§ dort zumindest im xz—-Schnitt ein Bild der Quelle liegt. Daher
muf} die Bedingung

Ta(2s) =0 (6.7)

gelten. Die x,-Bahn verlauft somit antisymmetrisch beziiglich der Symmetrie-
ebene z;. Die gerade Riickprojektion des hinter dem Monochromator liegenden
Abschnitts der x,~Bahn schneidet die Mikroskopachse in einer Ebene 2, die sich
im Abstand L vor der Ausgangsebene befindet.

Um in dieser Ebene ein virtuelles stigmatisches Austrittsquellbild zu erhalten,
muf} auch die Riickprojektion der ysz—Bahn dort eine Nullstelle aufweisen. Dies
ist genau dann erfiillt, wenn die yz-Bahn beziiglich der Selektionsebene entweder
antisymmetrisch oder symmetrisch verlauft. Mochte man eine stigmatische Abbil-
dung der Quelle in die Symmetrieeben vermeiden, mufl die yg—Bahn symmetrisch
verlaufen. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung

yg'(zs) =0 ) (6.8)

Damit ist auch yz(zs) # 0 sichergestellt. Der prinzipielle Verlauf der axialen
Bahnen an den Schliisselstellen ist in Abbildung 6.2 ausschnittweise skizziert.
Aufgrund der Symmetrie der axialen Bahnen und Felder ist eine 1:1 Abbildung
gewahrleistet.

Koridensor— Symmetrieebene zg
1nse T ' Monochromator }
ﬂ \ . abgewickelte
N | Ach
Quelle ~ N : | : /C >
> S =
L - | | | N \\ ~ <
] | | | N T~
Yn
U 7R R — N
|<—>| | |<—>|
- 2 2 %

Abbildung 6.2: Verlauf der axialen Bahnen.
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6.4 Runde Emissionscharakteristik der Quelle

Es ist fiir die weiteren Analysen sinnvoll, auch die Feldbahnen des Systems sym-
metrisch oder antisymmetrisch zur Symmetrieebene z, zu wéhlen. Aufgrund der
linearen Unabhéngigkeit von axialer Bahn und Feldbahn kénnen nicht beide in
der gleichen Ebene eine Nullstelle besitzten. Da die z,—Bahn antisymmetrisch
verlauft, muB die x,~Bahn symmetrisch sein. Die ys—Bahn ist hingegen aufgrund
des symmetrischen Verlaufs der yg-Bahn antisymmetrisch (Abbildung 6.3).

Zusétzlich zur runden Gesamtabbildung des Systems ist es zweckméafig, bei der
Abbildung auch die rotationssymmetrische Strahlcharakteristik der Quelle zu er-
halten. Der Strahl soll hinter der Ausgangsebene im zz—Schnitt die gleiche Raum-
winkelverteilung aufweisen wie im yz—Schnitt. Ein Flachenelement der virtuellen
Austrittsquelle, das auf der x—Achse in einem Abstand d vom Quellbildmittel-
punkt entfernt liegt, mufl dazu unter dem gleichen Winkel zur Achse emittieren
wie ein Flachenelement mit Abstand d auf der y—Achse. Da der Wert der Feldbahn
den Emissionsort und die Steigung der Feldbahn die mittlere Emissionsrichtung
in einem Schnitt angibt, ist die obige Bedingung gleichbedeutend mit der Forde-
rung

_u . (6.9)

Aufgrund der unterschiedlichen Symmetrien der Feldbahnen wird das virtuelle
Eintrittsquellbild bei der Abbildung an der x—Achse gespiegelt.

Korfdensor— Symmetrieebene zg
Hse ' Monochromator :
. 1 . abgewickelte
—— | ~—~—__ | 7y Achse
> N T/
| | | L z
—
i L I ] I<—>L |
Ze ZIZ Zlf Zla

Abbildung 6.3: Verlauf der Feldbahnen.
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Kapitel 7

Analytische LOosung in
SCOFF—-Naherung

7.1 Geometrieparameter

Der Verlauf der optischen Achse wird in SCOFF-Néherung durch die in Abbil-
dung 7.1 eingezeichneten sechs Parameter

L7 Aa S> ¢7 Rl; R2 (71)

eindeutig festgelegt. Hierbei wird das Vorzeichen von L so gewihlt, dafl das Fin-
trittsquellbild fiir ein negatives L virtuell ist.

Zur Berechnung der Fundamentalbahnen und zur Formulierung der elektronenop-
tischen Bedingungsgleichungen aus Kapitel 6 wird in den folgenden Abschnitten
der normierte Parametersatz

L A S Ry
l:=—, §:=— = — =—, R:=R 7.2
Rl ) Rl ) S Rl y T Rl ) 1 gb ( )
und die normierte Bogenlange der optischen Achse
. z
5

TR

verwendet. Alle Lingen— und Abstandsparameter sind auf die Lange R des ersten
Ablenkers normiert. Die Wahl von R; als Normierungslange ist rein willkiirlich.

(7.3)

Wie in den folgenden Abschnitten gezeigt wird, konnen im Rahmen der SCOFF-
Néherung alle Bahnen und Bedingungsgleichungen analytisch angegeben werden.

73
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Durch die Wahl des normierten Parametersatzes kann man unmittelbar erken-
nen, ob eine Grofle von der Skalierung des Systems abhingt. Eine Grofle ist genau
dann unabh#ngig von der Skalierung, wenn ihr analytischer Ausdruck die Nor-
mierungslinge R = Ry nicht mehr enthalt.

. Selektions-
|l blende
S
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
L / !
Nullpunkt der virtuelles '
Bogenlange z Eintrittsquellbild : Symmetrieebene z,

Abbildung 7.1: Geometrieparameter in SCOFF-Néaherung.
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Als Nullpunkt der Bogenldnge wahlt man die Eintrittskante des ersten Ablenkers.
Die Abschnitte zwischen den Ablenkern und innerhalb der Ablenker entsprechen
den Intervallen

I :=[—1,0] : vor dem ersten Ablenker
I, =0, ¢] : im ersten Ablenker
I3 :=[¢, 0+ ¢ . zwischen dem ersten
und zweiten Ablenker (7.4)
Iy :=[p+0,0 + (1 +7)9) : im zweiten Ablenker

Is:=[1+7r)¢+0,(14+r)p+d+s] : zwischen dem zweitem
Ablenker und der
Selektionsebene

entlang der abgewickelten normierten Achse.

7.2 Paraxiale Bahngleichungen

Das Potential entlang der Achse ist in der SCOFF-Néaherung konstant. Sein Wert
betragt ® = U. Daher verschwinden alle Terme in der paraxialen Bahngleichung
die @’ oder ®” enthalten. Das Dipol- und das Quadrupolmoment sind entlang
der kreisbogenformigen Achsabschnitte in den Ablenkern konstant und aulerhalb
Null. AuBerhalb der Ablenker reduziert sich die paraxiale Bahngleichung somit
auf die Differentialgleichung fiir eine Gerade:

2" =0 : (7.5)

Die paraxialen Bahngleichungen (6.3) fiir den xz—Schnitt und den yz—Schnitt im
ersten und zweiten Ablenker lauten

51 By,
o ST =
11 Dy, ’
1 e 1 _
y+{ 2R3+ U}y 0

Hierbei wurden die Dipolstidrken mit Hilfe der Beziehung (5.2) durch die Radi-
en Ry und Ry der optischen Achse im ersten beziehungsweise zweiten Ablenker
ersetzt.

i=12 . (7.6)

Ist in der paraxialen Bahngleichung fiir einen Schnitt der Koeffizient von z oder y
positiv, so erhélt man sinus— beziehungsweise cosinusférmige Bahnen als Funda-
mentallosungen. Das Element wirkt somit in diesem Schnitt fokussierend. Im Falle
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eines negativen Koeffizienten defokussiert das Element, da die Losungen dann Li-
nearkombinationen von sinus—hyperbolicus— und cosinus—hyperbolicus—férmigen
Bahnen sind.

Ein Ablenkelement, daff nur ein Dipol- aber kein Quadrupolmoment erzeugt,
fokussiert im xz—Schnitt und defokussiert im yz—Schnitt. Um einen moglichst
achsnahen Strahlengang zu gewéhrleisten, ist es sinnvoll, das Quadrupolmoment
so zu wahlen, dafl beide Ablenkelemente in beiden Schnitten fokussieren. Hieraus
ergeben sich die Bedingungen

11 D, ; 1 .

77 < [j, <g@ . i=1,2 (7.7)

1

fiir die Quadrupolmomente @5 ;, i = 1,2 im ersten und im zweiten Ablenker.

Fiir die dispersive Bahn (6.5) erhélt man in SCOFF-N#herung

Wy / f(z :Bvdz—i—xv/ f(2)xsdz (7.8)
mit dem Integranden

0 : auBlerhalb der Ablenker
f(z) = P%l : im ersten Ablenker : (7.9)

—R% : im zweiten Ablenker

Das negative Vorzeichen im zweiten Ablenker rithrt daher, daff das Dipolmoment
bei der in Abschnitt 6.1 gewéhlten Orientierung des mitgefithrten Koordinaten-
systems im zweiten Ablenker negativ ist. Die Radien der Ablenker sind dagegen
stets positive Groflen.

Fiihrt man die normierten Parameter (7.2) ein, so miissen die paraxialen Bahn-
gleichungen auf Ableitungen beziiglich Z umgeschrieben werden. Hierbei ist es
zweckméfig, auch die Bahnparameter o, vy, 3,0 und k sowie die zugehorigen Fun-
damentalbahnen geeignet zu normieren.

Bei der Linearkombination (4.82) einer Losung aus den Fundamentalbahnen ge-
ben die Vorfaktoren der axialen Bahnen a und [ die Startwinkel an. Diese sind
invariant gegeniiber einer Skalierung des Systems. Die Vorfaktoren v und ¢ der
Feldbahnen hingegen haben die Dimension einer Lénge, da sie den Startabstand
von der Achse festlegen. Sie skalieren somit mit der Grofle des Systems. Die
Bahnparameter werden deshalb unterschiedlich normiert:

., B o= B,
b =

a =
R (7.10)
jo=

T2 o

)
R
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Jede aus den Fundamentalbahnen durch Linearkombination bestimmte Gaufische
Bahn weist die Dimension einer Liange auf und skaliert deshalb ebenfalls mit der
Grofle des Systems. Um dies bei der gewéhlten Normierung (7.10) der Bahn-
parameter zu gewéhrleisten, miissen die Feldbahnen dimensionslos sein und die
axialen Bahnen die Dimension einer Liange aufweisen. Die Fundamentalbahnen
normiert man deshalb wie folgt:

. A To(ZR . ZR
pa(e) = WER g o wER _—
B3 = mGR) L ) = wiER

Fiir die Ableitungen der normierten Bahnen werden im folgenden die Abkiirzun-
gen

B, = d;” . u=&p
: (7.12)
g, = 45, V=40
v dz ’

verwendet. Die Normierung erhélt die Helmholtzkonstante, so dafl die Vorausset-
zung (4.94) fiir die Giiltigkeit der Dispersionsformel (7.8) auch fiir die normierten
Bahnen erfiillt ist.

Mit den Definitionen

5 @2,1 1 ®2,1
L R
53 . o (7.13)
2,2 2,2
= g gl s omom otk
lauten die paraxialen Bahngleichungen im ersten und zweiten Ablenker
"+ e =0, ¢+ vg=0 (7.14)
2 2
3 + (@) =0, 4§+ <?> j=0 . (7.15)
r r

Hierbei wird fiir die Quadrupolstéirken die Giiltigkeit der Bedingungen (7.7) vor-
ausgesetzt.

Die Koeffizienten p; und ps werden als Brechkréfte im xy—Schnitt und v und 1,
als Brechkréfte im yz—Schnitt bezeichnet. Die Brechkréfte erfiillen die Beziehun-
gen

pHvi=2 . pmH=2 (7.16)

so dafl die Angabe der Brechkraft in einem Schnitt ausreicht, um die Abbildungs-
eigenschaften eines Ablenkers in SCOFF-Néherung vollsténdig zu beschreiben.
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Die allgemeinen Losungen fiir den zz— und den yz—Schnitt lauten innerhalb des
ersten Ablenkers

T1 = aysin(p2) + by cos( 2
Al ! . (ulA ) ' (ulA ) ) ay, bla C1, dl S R (717)
U1 = c1sin(112) + dy cos(v12)

und innerhalb des zweiten Ablenkers
To = ao sin(&é) + by cos(&é)
r

125 Z/Z ) a2, b27 Ca, d? eR . (718)
U = cosin(—2) + dy cos(—2)
r r

Der Ausdruck fiir die normierte dispersive Bahn

o r.(ZR)
(5) = 7.19
Z.(2) I (7.19)
lautet
T, = —1y / f(,é):?:7 dz + ., / f(é)i’a dz (7.20)

mit dem Integranden

0 : auBerhalb der Ablenker
f(z) = 1 :im ersten Ablenker : (7.21)
1

: im zweiten Ablenker

7.3 Fundamentalbahnen und dispersive Bahn

Aus den Losungen der paraxialen Bahngleichungen fiir die Einzelabschnitte lassen
sich die Gesamtlosungen von der Eingangs— bis zur Symmetrieebene z4 stiickweise
zusammensetzen. An den Ablenkerkanten miissen die Losungen stetig differen-
zierbar ineinander iibergehen. Dann ist gewéhrleistet, dafl die zweiten Ableitun-
gen der Losungen an den z—Positionen der Ablenkerkanten nur endliche Spriinge
aber keine Pole in Form einer Delta—Distribution aufweisen.

Die axialen Bahnen werden so konstruiert, dafl sie in der Ebene z; des Eintritts-
quellbildes im Abstand [ vor der Eintrittskante des ersten Ablenkers die Achse
schneiden (sieche Abschnitt 6.3). Ein negatives [ bedeutet ein virtuelles Eintritts-
quellbild. Beide Bahnen werden so normiert, daf sie in der Ebene z; die Steigung
Eins besitzen.
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Wie in Abschnitt 6.4 gefordert, werden die Feldbahnen symmetrisch beziehungs-
weise antisymmetrisch zur Symmetrieebene z; gewihlt. In der Ebene des Ein-
trittsquellbildes werden beide Bahnen auf den Wert 1 normiert. Mit diesen Bah-
nen ergeben sich die Helmholtzkonstanten (4.94). Diese sind Voraussetzung fiir
die Giiltigkeit der Dispersionsformel (7.20).

Die analytischen Ausdriicke fiir alle Fundamentalbahnen und die dispersive Bahn
sind in Anhang A angegeben.
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7.4 Bedingungsgleichungen

Da die Fundamentalbahnen in der SCOFF-Naherung analytisch gegeben sind,
lassen sich auch die vier Bedingungen (6.6), (6.7), (6.8) und (6.9) analytisch
darstellen. Mit den Abkiirzungen (A.3) und (A.5) erhilt man die Gleichungen:

1 @(3)=0:
1
( ,u17’) sin(pep) — —M12 — — My +0M;,=0 (7.22)
2 H1
—(5 + l)ﬁNgl + (Z5V1— - —) N + N lVlng =0 (723)
r T nr
3. To(25) =0

(l+d+s)M.+ (ldsm@ _ sk lmr) M,
r Mﬂ” H2

+<i—l(5+8)u1)M12+(——8(5+Z)T)M21—0

2

(7.24)

4.z (A @5(25 A( ) (£s>:

T Vo

Nc — S—N21 — 1/1((5 + S)le + (581/12 — M) NS}
X {Mc — ZILLIM12 — %(6 + Z)Mgl —+ (51/,61& — ﬂ) MS}

= { <s£ + L 1551/1—) Ny —(s+d+1)N. (7.25)
r

mr 1%5)

1
+ (l(5 + S)Vl — —) N12 + (8(5 + l)ﬁ - L) Ngl}
V1 r Uy
X {M1M12 + &le - 5#1&]\45}
T T

Dies sind vier nichtlineare Gleichungen mit sieben freien Parametern

Tal75787/j/17/j/27¢ . (726)

Da keine der Gleichungen die Normierungslinge R = R; mehr enthélt, ist das
Problem von der absoluten Skalierung unabhdngig. Um in vertretbarer Zeit alle
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’ H hochste Potenz von:
l

Bedingung 1
Bedingung 2
Bedingung 3
Bedingung 4

[N Y QS Y

0
1
1
0

== OO ®»
W DN | =3

Tabelle 7.1: Hochste vorkommende Potenzen der normierten Langen in den Be-
dingungsgleichungen.

moglichen Losungen berechnen und miteinander vergleichen zu koénnen, ist eine
analytische Auflosung des Gleichungssystems wiinschenswert.

Multipliziert man die Bedingungsgleichungen aus und beseitigt durch Umformung
alle Briiche, so treten in den vier Gleichungen die vier normierten Léngen

T7l7578 <7-27)

in Polynomform auf. Die Polynomkoeffizienten bestehen aus Produkten von
Sinus— und Cosinustermen, deren Argumente die Brechkréfte gy und po sowie
den Umlenkwinkel ¢ in unterschiedlichen Kombinationen enthalten. Am aus-
sichtsreichsten erscheint eine Auflosung des Systems nach den vier normierten
Langen. Die Brechkrifte py und ps sowie der Umlenkwinkel ¢ sind in diesem
Falle die freien Parameter des Systems.

In Tabelle 7.1 ist aufgetragen, mit welcher Potenz jede normierte Lénge in den
ausmultiplizierten Bedinungsgleichungen hochstens auftritt. Aus der ersten Be-
dinungsgleichung erhélt man einen linearen Zusammenhang zwischen ¢ und r. In
den iibrigen Gleichungen lé3t sich hiermit § durch r ersetzen. Die so modifizierte
zweite Bedingung liefert eine lineare Beziehung zwischen [ und r, mit deren Hilfe
man in Gleichung 3 [ durch r ersetzen kann. Aus der dritten Bedingung 1483t sich
dann s als Polynom zweiten Grades von r schreiben. Ersetzt mit Hilfe dieser Be-
ziehung in der vierten Gleichung s durch r, so erhélt man nach langerer Rechnung
fiir die vierte Bedingungsgleichung eine quadratische Gleichung der Form

A, g, p2)r? 4 B(@, pn, i) + C (b, pua, pr2) =0 (7.28)

Die Koeffizienten A, B und C' sind Summen von Produkten aus Sinus— und Co-
sinusfunktionen und héngen von den Brechkréaften und dem Umlenkwinkel ab.

Zu jedem Tripel [u1, pg, @] existieren mathematisch zwei Losungen fiir r. Fiir
eine gegebene Losung r sind die iibrigen Parameter s,[,0 eindeutig bestimmt.
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Sie lassen sich durch Umkehrung des oben skizzierten Weges sukzessive aus r
berechnen.

7.5 Physikalische Bedingungen an die L6sungen

Damit eine Losung iiberhaupt physikalisch sinnvoll ist, miissen die Absténde
und s sowie das Radienverhiltnis r positiv und reell sein:

o,s,reR | 0,s,7 >0 . (7.29)
Da wir eine virtuelle Abbildung der Quelle fordern muf} [ negativ und reell sein:

leR , 1<0 . (7.30)

Die Oberflache der negativen Elektrode des ersten Ablenkers darf nicht iiber die
Symmetrieebene z, hinausragen. Ansonsten durchdringen sich die Innenrdume
des ersten und des vierten Ablenkers, was physikalisch sinnlos ist. Um dies zu
vermeiden muf

(I+7)sing+dcosop+ s — rmar >0 (7.31)

gelten, wobei die normierte Grofle r,,., den groBiten auftretenden Radius der
negativen Elektrode des ersten Ablenkers bezeichnet. Die Elektrodenform und
damit auch 7,,,, wird durch die Wahl des Potentials auf der negativen Elek-
trode, der Brechkraft p; und der hoheren Multipolmomente ®;,7 > 2 bestimmt
(Abschnitt 5.3).

Im Hoch— oder Ultrahochvakuum sind in der Praxis alle Potentialgradienten bis
zu 5 kV/mm problemlos beherrschbar. Potentialgradienten zwischen 5 kV/mm
und 10 kV/mm stellen bereits deutlich erhthte Anforderungen an die Reinheit
und Glatte der Oberflichen sowie an das Vakuum. Aus diesem Grund diirfen
bei einer maximalen Baulédnge von 10 cm von der Eintrittkante des ersten bis zur
Austrittskante des vierten Ablenkers nirgends Potentialgradienten iiber 5 kV /mm
auftreten.

Auflerdem sollten bei einer maximalen Baulédnge von 10 cm die Absténde 6 und s
zwischen den Ablenkern beziehungsweise zwischen dem zweiten Ablenker und der
Selektionsblende méglichst grofl sein, damit geniigend Platz fiir die Feldblenden
vor und hinter den Ablenkern bleibt.

Um die Anzahl der bendétigten Spannungsquellen in vertretbaren Grenzen zu
halten, ist es wiinschenswert, fiir alle negativen und alle positiven Elektroden
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jeweils die gleiche Spannung gegen Erde zu verwenden. Diese Wahl ist auch aus
Griinden der Betriebsstabilitit giinstig, da dann die Spannungen fiir die verschie-
denen Ablenker nicht gegeneinander schwanken kénnen. Fordert man konstante
Elektrodenpotentiale, so skaliert die Dimension eines Ablenkers linear mit dem
geforderten Radius R der Bahnkurve. Aus bautechnischen Griinden sollten die
GroBen der Ablenker nicht zu stark voneinander abweichen. Daher sind Losungen
vorzuziehen, fiir die das Radienverhéltnis » moglichst nahe bei 1 liegt.

Die Dispersion in der Symmetrieebene sollte so grof sein, daf§ die zur Filterung
notwendige Schlitzbreite keine bautechnischen Probleme bereitet. Um die notwen-
dige Dispersion bei moéglichst kleiner Bauldnge zu erreichen, sollte die Dispersion
in der Selektionsebene normiert auf die Bauldnge des Systems sollte moglichst
grof} sein.

Um dem Boersch-Effekt entgegenzuwirken, sind Systeme mit mdéglichst wenigen
Crossovern vorzuziehen. Zwei astigmatische Crossover in verschiedenen Schnitten
sollten nicht zu dicht aufeinander folgen und die linienférmigen Zwischenbilder der
Quelle sollten mdoglichst lang sein, da hierdurch die Stromdichte in den Crossovern
und damit die StoBwahrscheinlichkeit zwischen den Strahlelektronen sinkt.

7.6 Optimale analytische Ndherungslosung

Durch die analytische Darstellbarkeit der Losungen kann der komplette dreidi-
mensionale Losungsraum in vertretbarer Zeit nach denjenigen Losungen durch-
sucht werden, die den im vorherigen Kapitel aufgestellten Kriterien geniigen. Das
beste gefundene SCOFF-System ist in Abbildung 7.2 gezeichnet.

Betragt der Bahnradius im ersten Ablenker R; = 28,66 mm, so hat das System
gerade eine Bauldnge von 10 cm. Bei einer Beschleunigungsspannung der Elek-
tronen von 3 kV erhélt man eine Dispersion von
pm

D =217
eV

(7.32)

in der Selektionsebene.

Um die Energiebreite des Strahls auf AE = 0,3 eV zu reduzieren, ist eine Schlitz-
breite von D - AE = 6,47 um notwendig. Fiir AE = 0,2 eV betriagt die Schlitz-
breite 4.31 pm. Diese Schlitzbreiten sind problemlos realisierbar. Bei der Berech-
nung der Elektrodenquerschnittsflachen wurden alle Multipolmomente ®;,7 > 2
Null gesetzt. Die Fundamentalbahnen des Systems sind zusammen mit der di-
spersiven Bahn in Abbildung 7.3 aufgetragen.
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vertikaler Querschnitt horizontaler €2-Schnitt

I Selektionsschlitz

zweiter

Ablenker

zweiter Ablenker

t
Aebrlzrﬁfer N Symmetrieebene

Yy z

erster Ablenker

Abbildung 7.2: Optimales System in SCOFF-Néherung.
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Kapitel 8

Semianalytische Simulation der
Randfelder

8.1 Anforderungen an die Feldsimulation

Um den Einflul der Abbildungsfehler auf die Energiefilterung in der Symme-
trieebene und auf die Grole des virtuellen Austrittsquellbildes zu untersuchen,
benotigt man die Fehlerbahnen (4.100) zweiter und dritter Ordnung des Systems.
Mit Hilfe der Fehlerbahnen dritter Ordnung kann man kontrollieren, wie gut die
Bildfehlerentwicklung im Falle des Monochromators konvergiert. Mit Hilfe der
Fehlerbahnen ist es auch moglich, die Toleranzen fiir Fehljustierungen der Quel-
le und der Stromselektionsblende gegeniiber dem Monochromator abzuschétzen.
Fehlerbahnen héherer Ordnung sind bei den hier auftretenden Groéflenordnungen
fir den Offnungswinkel des Biindels und die Ausdehnung der Quelle gegeniiber
den ersten beiden Fehlerordnungen vernachléssighar klein.

Die Darstellung (4.69) der Funktion f enthélt genau eine Ableitung des Poten-
tials ¢* nach der komplexen Bahnvariablen w. Somit ist die (r 4+ 1)-te Entwick-
lungsordnung des Potentials die héchste Ordnung, die noch zu o™ (4.79) und
damit auch zu s (4.107) beitrigt. Eine Fehlerbahn r—ter Ordnung (4.100) hingt
daher von allen Multipolen bis (r + 1)-ter Ordnung ab.

Zur Berechnung der Fehlerbahn dritter Ordnung werden somit alle Multipolmo-

mente bis einschliefllich des Oktupols @, benstigt. Wie man mit Hilfe von (4.31)
aus (4.28) erkennt, lassen sich die Multipole beziiglich einer Entwicklungsachse

87
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aus dem Potential durch

2 0o
Pu= 50

(8.1)

w,w=0

bestimmen. Da die Achse in der Ebene der Einschnittsymmetrie liegt, ist nur der
Realteil von @, von Null verschieden. Schreibt man (8.1) auf Ableitungen nach
2z und y um, so erhilt man die Beziehungen

®1 = 0ubluy)=0

1
Py = Z(aﬁ — ) ,

(‘T’y):O

1 8.2

Py = 2_4(35‘; — 30,0)¢ , 8.2)
(z,y)=0

1
Oy = — (02— 6020+ 9})p

192 v =0

Zur Berechnung der Bildfehler dritter Ordnung benotigt man somit alle partiellen
Ableitungen nach x und y bis zur vierten Ordnung einschliefSlich.

Verwendet man eine auf finiter Integration oder finiten Elementen basierende
Methode zur Feldsimulation, so erhélt man nur Werte fiir das Potential an dis-
kreten Gitterpunkten. Um alle partiellen Ableitungen bis vierter Ordnung zu be-
stimmen, mufl man viermal sukzessiv numerisch differenzieren. Der numerische
Fehler wéchst dabei mit jedem Differentiationsschritt an, da die zur Ableitung
bendtigten Werte zwischen den Gitterpunkten interpoliert werden miissen. Um
auch noch fiir die vierten Ableitungen hinreichend kleine relative Fehler von eini-
gen Prozent zu garantieren, mufl das Raumgitter so extrem fein gewihlt werden,
daBl die benotigte Rechenzeit drastisch anwéchst.

Fiir die gegebene Problemstellung ist das Verfahren der Ladungssimulation besser
geeignet, da es eine analytische Losung fiir das Feld im Raum liefert. Die Laplace—
Gleichung ist exakt erfiillt, die Randbedingungen jedoch nur néherungsweise.
Durch Differentiation der Ausdriicke fiir das Potential lassen sich alle benotig-
ten Ableitungen auf der Achse — also weit weg von den Réndern — mit hoher
Genauigkeit berechnen.

8.2 [Ersatzladungsverfahren

Gibt man sich die Potentiale U; auf den Oberflichen der Elektroden FE; vor, ist
die Losung der Laplace-Gleichung im Vakuum zwischen den Elektroden eindeutig
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bestimmt. Hierbei ist unwichtig, ob das Feld durch die realistische Ladungsdich-
teverteilung auf den Elektrodenoberflichen oder durch eine andere, ersatzweise
angenommene raumliche Ladungsverteilung erzeugt wird, solange seine Aquipo-
tentialflichen ¢ = U; mit den Oberflichen der Elektroden FE; iibereinstimmen.
Die Ersatzladungsverteilung mufl im Inneren der Elektroden liegen, da nach Vor-
aussetzung das Vakuum auflerhalb der Elektroden ladungsfrei ist.

Beim Ersatzladungsverfahren wird eine Nédherungslosung fiir das Potential im
Raum aus den Potentialen ¢;(7") einer diskreten Anzahl N einzelner Ladungsele-
mente konstruiert

p(r) = Z%%('F) ) (8.3)

die im Inneren der Elektroden liegen. Falls das Potential an der Position der La-
dungselemente keinen Pol aufweist, konnen sich die Elemente auch unmittelbar
auf den Elektrodenflichen befinden. Die Stérke ¢; jedes Elements kann zunéchst
frei gewéhlt werden. Es werden nur solche Ladungselemente verwendet, deren
Potentialverteilung analytisch darstellbar ist. Haufig verwendete Elemente sind
beispielsweise Punktladungen oder — im rotationssymmetrischen Fall — ringformi-
ge Ladungen.

Ziel ist es, die Stéarke jedes Elements so zu wéhlen, daf§ die Elektrodenoberflichen
durch die Aquipotentialflichen von (8.3) moglichst gut approximiert werden.
Hierzu gibt man sich soviele Kontrollpunkte 7; auf den Elektrodenoberflichen
vor, wie Ersatzladungen existieren. In den Kontrollpunkten fordert man, dafi das
Potential gleich der an die jeweilige Elektrode angelegten Spannung ist. Dies ist ei-
ne Spezialisierung des allgemeineren Falls, bei der man in jedem Kontrollpunkt 7;
einen unterschiedlichen Wert ¢; fiir das Potential fordert:

N
o= aqpil) . j=1....N . (8.4)

i=1
Hiermit ist das Problem auf ein lineares N x N Gleichungssystem zuriickgefiihrt.

Wie gut die Approximation des Potentials ist, héngt in erster Linie von der ge-
schickten Positionierung der Ersatzladungen im Elektrodeninneren ab. Um im
Falle von Punktladungen und Ringladungen eine hinreichend genaue Approxima-
tion des Potentials auf der Elektrodenoberfliche zu erreichen, darf der Abstand
der Ersatzladungen hochstens von derselben Groflenordnung sein wie der Abstand
einer Ersatzladung von der Elektrodenoberfliiche. Bei sinnvoller Wahl der Ersatz-
ladungspositionen ist die Matrix A;; = ¢;(7;) gut konditioniert. Deshalb reicht
selbst bei einigen tausend Ladungen der Gaufi—Algorithmus mit Pivotisierung zur
Losung des Gleichungssystems aus.
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Bereits bei rotationssymmetrischen Systemen wie dem elektrostatischen Dioden-
spiegel in [58] werden zirka 3000 Ringladungen zur hinreichend genauen Feldsi-
mulation bendtigt. Die Zahl der notwendigen Punktladungen fiir die Simulation
eines nicht rotationssymmetrischen Objekts liegt nochmals deutlich iiber diesem
Wert. Besonders zur Simulation der Ein— und Austrittsblenden ist eine grofie An-
zahl von Punktladungen notwendig, da aufgrund der geringen Dicke der Blenden
(einige Millimeter) die Punktladungen nur einen geringen Abstand zur Blendeno-
berfliche aufweisen diirfen. Infolgedessen miissen sie sehr dicht gewahlt werden.

8.3 Lineare Approximation der Flichenla-
dungsdichte

Um die Anzahl der notwendigen Ladungselemente zu reduzieren, wurde fiir die
Feldsimulation der Ablenker ein modifiziertes Verfahren verwendet. Die Ober-
flichen der Elektroden, der Feldblenden und der Abschirmungen werden durch
ein Netz aus Dreiecken approximiert. Die Fldchenladungsdichte wird durch eine
an den Kanten der Dreiecke stetige und iiber die Dreiecksflichen lineare Ladungs-
verteilung angendhert (Abbildung 8.1). Es sind wesentlich weniger Dreiecke als
Punktladungen notwendig, um das Potential ebener oder schwach gekriimmter
Oberflaichenbereiche mit nur langsam variierender Ladungsdichte zu simulieren.
Dies gilt insbesondere fiir diinne Blenden, da in diesem Fall die Punktladungen
besonders dicht gewihlt werden miissen (siehe auf dieser Seite oben).

An die Stelle der Ladungsstidrke eines Finzelelements treten die Werte der
Fléchenladungsdichte in den Vertices (Knotenpunkten) des Dreiecksnetzes. Die-
se bestimmen eindeutig die lineare Verteilung der Flichenladungsdichte eines
Dreiecks. Wie im Verlaufe dieses Kapitels gezeigt wird, existiert ein analytischer
Ausdruck fiir das Potential eines einzelnen Dreiecks mit linearer Ladungsvertei-
lung.

Diese Methode der Feldsimulation wurde 1985 von Eupper [59] im Rahmen seiner
Dissertation entwickelt. Allerdings wurden von Eupper nur die zur Bestimmung
des elektrischen Feldes notwendigen ersten Ableitungen angegeben, so dafl die
sukzessive Berechnung der Fehlerbahnen zweiter und dritter Ordnung allein mit
diesen Ergebnissen nicht moglich ist.

Das Potential im Raum 148t sich bei Kenntnis der relativen Flédchenladungs-
dichten o; in Einheiten einer frei wihlbaren Grundeinheit ¢ in den Vertices
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Oberflichenladungsdichte
an den Vertices:
o; - o

7 Knoten des Dreiecksnetzes

Abbildung 8.1: Lineare Approximation der Fldchenladungsdichte

75,1 =1,..., N durch die Linearkombination
N
p(r) = Z%’%’(F) (8.5)
i=0

aus ,, Basisfunktionen“ ¢;(7") berechnen. Die i—te Basisfunktion ist das Potential,
daf sich ergibt, wenn die Flichenladungsdichte im Vertex 7; den Wert o (7;) = o®
annimmt und in den benachbarten sowie allen iibrigen Vertices 0 C/m? betriigt.
Der Verlauf der Flachenladungsdichte der i—ten Basisfunktion ist in Abbildung 8.2
skizziert.

Die i—te Basisfunktion ist die Summe der Potentiale aller Dreiecke, die den Ver-
tex 7; als Eckpunkt besitzen (siche Abbildung 8.2). Die Fliachenladungsdichte
eines solchen Dreiecks betriigt im Eckpunkt 7 gerade ¢(® und in den iibrigen
Eckpunkten 0 C/m?. Uber die Dreiecksfliche verlduft die Ladungsdichte line-
ar. Ein Dreieck mit einer solchen Ladungsverteilung wird als Elementardreieck
bezeichnet. Sein Potential ist analytisch angebbar (Abschnitt 8.4).

Als Kontrollpunkte fiir das Potential kann man die Vertices 7; selbst wihlen, da
das Potential in den Dreiecksecken endlich und wohldefiniert ist. Die Werte o;
der relativen Flachenladungsdichten lassen sich dann aus dem linearen N x N
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Vertex 7 Ladungsdichteverteilung der
i—ten Basisfunktion

Abbildung 8.2: Flidchenladungsdichte der i—ten Basisfunktion.

Gleichungssystem

N
pi=Y owlf) . G=1l...N (8.6)
=1

bestimmen, wenn man die Potentialwerte ¢; in den Vertices vorgibt.

8.4 Potential eines Elementardreiecks

Die Eckpunkte des Dreiecks seien beziiglich des Laborsystems durch die drei
Koordinatenvektoren 7, 7 und 75 gegeben (Abbildung 8.3). Die Vektoren

Ti=T-T it j , 4,j=123 (8.7)

sind die Verbindungsvektoren zwischen den Eckpunkten. Fiir die Flachenladungs-
dichten in den Ecken wéahlt man

op=0 |, 0=0 und o3=00 : (8.8)
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~  Dreieckssystem optische

Achse

€.
mitgefithrtes
Koordinatensystem

Laborsystem

Abbildung 8.3: Wahl der Koordinatensysteme zur Berechnung des Potentials eines
Elementardreiecks.

Das Potential des Dreiecks 148t sich besonders einfach in dem in Abbildung 8.3
eingezeichneten Dreieckssystem €3, €, €; beschreiben. Koordinatenangaben im
Dreieckssystem werden mit einer Tilde kenntlich gemacht. Der Ursprung dieses
Systems fillt mit dem Eckpunkt 73 zusammen. Die Basisvektoren €; und €j liegen
innerhalb der Ebene des Dreiecks, der Basisvektor €3 steht senkrecht auf der Drei-
ecksebene. Der Vektor €; ist parallel zum Verbindungsvektor 775, der Vektor &
steht senkrecht dazu. Die Basisvektoren lassen sich aus den Verbindungsvektoren
berechnen:

FQ - 771 — 7713 - (513 : é}c) 55:

\/7“%3 — (@3- &)

€z

9 ey—

(8.9)

A
|
AR
X
S

| =7

Ein Raumpunkt mit einem Ortsvektor R im Laborsystem wird im Dreieckssystem
durch den Ortsvektor

Tl
I

R— 7 (8.10)
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beschrieben. Die Koordinaten XY, Z des Ortsvektors R lauten im Dreieckssy-
stem

X = (ﬁ—@) &, V= (ﬁ—%) & , Z= (ﬁ—@,) & . (8.11)
Die lineare Flachenladungsdichte

1+Z :innerhalb des Dreieck
0'([%,@) = O'(g) — 0—(0)5-(?]) mit OA'(:&) _ { + d mnerhna es Drelecks

0 : sonst
(8.12)
erfiillt die Bedingungen (8.8). Hierbei bezeichnet
d = 385 =\ 15 — (F1383)° (8.13)

den Abstand des Eckpunkts 73 von der Verbindungslinie 5. Aus der Flachen-
ladungsdichte 1:#8t sich das Potential ¢(®) im Raum durch Integration iiber die
Dreiecksflache Ax bestimmen:

(0) .
o8 _ 40 / _ a(7) didi
R

2 (8.14)

(0)

g / / didj

47r60 — g1 2
\/ —:v Y—g) 7

Dieses Integral 148t sich analytisch vollstdndig auswerten, wie in [59] gezeigt wur-
de. Das Ergebnis der Auswertung sowie eine kompakte Methode zur Berechnung
aller partiellen Ableitungen des Potentials bis zur vierten Ordnung sind in An-
hang B aufgefiihrt.

&.l‘ﬁx

8.5 Elektrisches Feld und Multipolmomente

Um die Bahn eines Referenzelektrons durch den Ablenker berechnen zu koénnen,
bendtigt man das elektrische Feld E aller Einzeldreiecke im Laborsystem. Hierzu
mufl man die partiellen Ableitungen erster Ordnung im Dreickssystem in die
partiellen Ableitungen erster Ordnung im Laborsystem umrechnen. Mit Hilfe der
Beziehung

3 3
:i'zgml = _)3 + Z 11~3] _»5;3 = {i'j = Z i’z(ng é)xl) Fgé}cﬂ
i=1 j=1 i=1 (8.15)
0z, .
= - = (€3,€3,)
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erhalt man

Op») D)
EY) = = e . i =1,2,3 8.16
(3 8@7{ ; a:zj (e ]6 7,) ) ? ’ ) ( )
fiir das elektrische Feld eines Elementardreiecks. Die Koordinaten z, 7,2 und
Z,1, 2 im Labor— beziehungsweise Dreieckssystem werden hier mit z;,2 =1,2,3

und 7;,7 = 1, 2, 3 bezeichnet.

Zur Berechnung der Multipole entlang der optischen Achse miissen alle partiellen
Ableitungen des Potentials bis vierter Ordnung im mitgefithrten Koordinatensy-
stem aus den partiellen Ableitungen bis vierter Ordnung im Dreieckssystem be-
stimmt werden. Die Umrechnung wird dadurch erschwert, dafl die Basisvektoren
é;(z) und €,(z) nicht konstant sind, sondern von der Bogenldnge z entlang der
Achse abhéngen. Alle partiellen Ableitungen beziiglich des mitgefithrten Koor-
dinatensystems €,(z), €y, €,(z) an einer bestimmten Bogenlédngenposition z der
Achse sind fiir das Potential eines Elementardreiecks durch

Oy - -~ Oy :Z"'Zaa:«i_...a:ij(e“efi)”‘<€wﬂ6fk) ;.. ,8=1,23
(8.17)

mit den partiellen Ableitungen im Dreieckssystem €3, €}, €; verkniipft. Dies 148t
sich durch sukzessive Anwendung der Beziehung (8.16) zeigen, die sowohl im
Laborsystem als auch bei festgehaltener Bogenldnge z im mitgefithrten Koor-
dinatensystem gilt. Die partielle Ableitung einer Funktion f nach z ist hierbei
definiert als ihre Ableitung entlang des tangential an der gekriimmten Achse ange-
hefteten Basisvektors €, des mitgefithrten Koordinatensystems bei festgehaltener
Bogenldnge. Dies ist nicht gleich der totalen Ableitung nach der Bogenlidnge, da
die Anderung der Basisvektoren des mitgefithrten Koordinatensystems durch die
Kriimmung der Achse vernachlissigt wird. Aus den partiellen Ableitungen nach
x und y lassen sich die Multipole mit Hilfe von (8.2) berechnen.

Zur Berechnung der Fehlerbahnen zweiter und dritter Stufe wurden mit Hilfe
des Computeralgebrasystems Maple© die Storglieder s und s® nach Glei-
chung (4.111) bestimmt. Die Storglieder hingen aufler von den Multipolen
®;, i =1,2,3,4 selbst auch von den totalen Ableitungen

@/’ @//’ @/1/’ @///17 @/17 @/117 @/27 @/2/ (818)
von ®,®; und ®, nach der Bogenldnge z ab. Mit Hilfe von
d d d )
%gx(z) = —x(2)e.(z) Eéy(z) =0 , %gz(z) = x(2)Ey(2) , x= ﬁ

(8.19)
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148t sich die Beziehung

d
—dzaiﬁg‘32¢(A) = ai@jnaﬁﬂgo(m + n%@i“@é”@?‘lgo(m — z%a;—lag’ag“go(ﬂ)
(8.20)

aus (8.17) herleiten. Mit dieser Gleichung erhélt man fiir die Ableitungen der
Multipole (8.18):

= (000
" _ 2
o7 = (8 —|—%E)) ‘(my) 0o
" _ (83 +3%a a + %/8 . 282) SO(A)‘(z,y)ZO )
" — (a;l + 6%337822 +45/0,0, + 3%2&3
—4:202 + (5" — 5°)0, — 33/ 0.) '™ [
¥ = (00O, . (8.21)
o7 = ((9 82 + 207 — 2%32 — 8 — 50, w(A)‘(x,yFO ’
1
R Y
o - i (0202 — 207 — 4300, + 0"
— 50,0 + 2502 — 2°0; — 2:/0,0.) | |

8.6 Bestimmung der Achse und der Fundamen-
talbahnen

Die Differentialgleichung

—

mor(t) = —eE(7(t)) (8.22)

fiir die Berechnung einer Elektronenbahn 148t sich zusammen mit den paraxialen
Bahngleichungen (6.3) und der inhomogenen Differentialgleichung

o o 507 D, o, U
el coL 22l 0 12 8.23
x+2¢>$+{4®+8®2 <I>}5’j 7 20 © (8:23)
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fiir die Dispersionsbahn zu dem linearen Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung in der Zeit ¢ umschreiben:

Fo= 0
e —
So_ g
G B
(2) = v
(ta) = wvzd
Koy o’ 5P? d,
(.’I/'O/) = —U —ﬂfa/ {_ —_l — _} xa:| )
20 4 8 P2 )
(xv) = oz )
. Ko4 " 592 P
/ — _ _ ! — ° a1 22
(/) Ulet T {4 3R D }xv} ’ (8.24)
(mﬁ) = oz, ,
@) 58 @) U
Ty = —U|—=x — - — = T+ = :
|12 4 8 P2 [0} 20 ¢
(ys) = vys :
. Ko4 P 192 P
/ e e -1, T2
(ya) = Uyzs' )
. Kl P 192 P
/ - | =y sz -, F2
(ys') U_Qq)ya +{4<I> 8<I>2+<I>}y5}

Der Ort 7 und die Geschwindigkeit v des Referenzelektrons werden im Labor-
system angegeben. Mit Hilfe von (8.5) la8t sich das elektrische Feld aus den
Feldbeitrigen (8.15) der einzelnen Elementardreiecke bestimmen.

Die optische Achse des Monochromators liegt in der Ebene der Einschnittsym-
metrie. Das mitgefiihrte Koordinatensystem ist so orientiert, dal der Basisvektor
e, senkrecht auf der Ebene der Einschnittsymmetrie steht. Die iibrigen beiden
Basisvektoren des mitgefithrten Koordinatensystems lauten

U
€, =- €r = €y X €, : (8.25)
v
Mit Hilfe dieser Basisvektoren 14t sich der Beitrag eines Elementardreiecks zu

den Multipolmomenten und ihren Ableitungen mittels (8.2), (8.17) und (8.21)
berechnen. Das jeweilige Gesamtmultipolmoment ergibt sich durch Summation

N
O = ;0" (8.26)
=1
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aus den Einzelbeitréigen.

Zur Losung des Differentialgleichungssystems (8.24) wurde der in [60] beschriebe-
ne Integrator achter Ordnung mit Schrittweitensteuerung von Dormand & Prince
verwendet.



Kapitel 9

Bestimmung des realistischen
Designs

9.1 Parameterabhingige Triangulierung der
Elektroden

Jeder Ablenker ist hinsichtlich seiner Geometrie und damit auch seiner Fléichen-
ladungsdichte und Potentialverteilung symmetrisch beziiglich des zz-Schnitts
(Ebene der Einschnittsymmetrie) und beziiglich der in Abbildung 5.5 eingezeich-
neten Symmetrieebene z,,. Deshalb geniigt es, den in Abbildung 9.1 skizzierten
Teilbereich zu triangulieren, da man aus ihm die iibrigen drei Abschnitte durch
Spiegelung erzeugen kann. Es ist zweckméfig, beide Ablenker bei der Simulation
jeweils auf

R=1 und U=1 (9.1)

zu normieren. Hierbei bezeichnet R den Radius der SCOFF-Bahn. Die Achse 7(2)
und alle Bahnstérungen w(®(z),7 > 0 eines Ablenkers kénnen mit Hilfe von

I 7(ZR
r(z) = —(R )
4 9.2
()¢ 5 w?(ZR) . (52
w (Z) = T s 1 >0

aus den Ergebnissen 7(2) und @ (2),i > 0 fiir den normierten Ablenker berech-
net werden. Hierbei bedeutet 2 = z/R die normierte Bogenlidnge. Fiir die Um-
rechnung der Fundamentalbahnen und der dispersiven Bahn gelten (7.11) und
(7.19).

99
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Symmetrieebene z,,

Ehene der des Al/)lenkers triangulierter

: Bereich

Einschnittsymmetrie

Abbildung 9.1: Triangulierter Teilbereich des Ablenkers.

Bei der numerischen Optimierung des Designs miissen verschiedene Ablenkergeo-
metrien mit voneinander abweichenden Geometrieparametern simuliert werden.
Daher wurde eine Routine entwickelt, die fiir beliebige normierte Geometriepara-
meter und Elektrodenpotentiale alle Elektroden und Blenden automatisch trian-
guliert. Eine solche Triangulierung ist fiir den ersten Ablenker in den Abbildun-
gen 9.2 und 9.3 dargestellt.

Von der CEOS GmbH in Heidelberg, die zur Zeit den Monochromator realisiert,
wurde gefordert, dafl ein Mikroskop auch bei abgeschaltetem Monochromator
noch betrieben werden kann. Hierfiir ist es notwendig im ersten Ablenker eine
Bohrung mitzuberiicksichtigen. Die Bohrungslocher des ersten und des vierten
Ablenkers weisen den gleichen Durchmesser wie die Blendendffnungen auf. So-
wohl die Bohrungen als auch die Blendenoffnungen liegen auf einer Achse. Daher
kann der Strahl den Monochromator auch in ausgeschaltetem Zustand ungehin-
dert passieren. Im Falle des zweiten und dritten Ablenkers sind keine Bohrungen
notwendig. Da fiir die Feldberechnung die Symmetrie von Abbildung 9.1 vor-
ausgesetzt wird, mufl man bei der praktischen Realisierung des Ablenkers ein
zusétzliches Loch von Durchmesser der Bohrung in die negative Elektrode boh-
ren. Dieses Loch sitzt auf einer Achse mit dem Loch der Austrittsblende. Die
Anordnung der Bohrungslocher ist in Abbildung 9.4 eingezeichnet.

Die obere und die hintere Abschirmung werden ebenso wie die Blende und die ka-
stenférmige Feldabschirmung vor der Blende auf das Beschleunigungsspannung U
von Elektronen der Sollenergie gelegt. Die Abschirmungen verhindern, dafl das
Feld um die Blende herum greift. Die hintere Abschirmung ist weit vom Elek-
tronenbiindel entfernt, so daf§ ihr Einflufy auf das Feld in der Region des Strahls
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obere Abschirmung

Blende
positive Elektrode Blendensffnung

negative Elektrode

Bohrung  pintere Abschirmung

Abbildung 9.2: Seitenansicht der triangulierten Region des ersten Ablenkers.

vernachléassigbar klein ist. Die exakte Geometrie der Abschirmung ist daher fiir
die Feldsimulation nicht relevant. Beim Bau des Monochromators konnen die
hinteren Abschirmungen nicht auf die in Abbildung 9.2 gezeigte Weise realisiert
werden, da dann die Elektronen im ausgeschalteten Zustand nach Passieren des
Lochs gegen die hintere Abschirmung prallen wiirden. Es ist sinnvoller, die Elek-
troden des ersten und des vierten Ablenkers als Ganzes abzuschirmen.

Freie Geometrieparameter sind die Blendendicke, der Abstand d der Blenden von
den Elektrodenflichen, der Abstand der Blendenoffnungen vom Ablenkermittel-
punkt, die Radien der Blenden und der Bohrungen, die Héhe der Elektroden, der
Abstand zwischen den Elektroden und der oberen Abschirmung und der Sektor-
winkel ¢. Die Querschnittsform der Elektroden wird mit Hilfe von (5.4) berechnet.
Hierzu benotigt man die Brechkrifte p; der Ablenker im xz—Schnitt und die nor-
mierten Elektrodenspannungen U }(Ei) (5.7). Bei der Berechnung des realistischen
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Boh
negative Elektrode ohrung

hintere Abschirmung
obere Abschirmung /

positive Elektrode

U\

& / \

Blende Blendendfinung

Feldabschirmung

Abbildung 9.3: Unteransicht der triangulierten Region des ersten Ablenkers.
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Abbildung 9.4: Aquipotentiallinien im ersten Ablenker.
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Designs wurden fiir beide Ablenker die normierten Elektrodenspannungen
vV =15, U)=05 (9.3)

angenommen. Fir eine Beschleunigungsspannung von U = 3 kV weist die nega-
tive Elektrode eine Potentialdifferenz von 1,5 kV gegeniiber der Quelle auf. Im
Falle der positiven Elektrode betréigt die Potentialdifferenz zur Quelle 4,5 kV. Es
ist sinnvoll, die Potentialdifferenzen bei beiden Ablenkern gleich zu wéhlen, weil
dann zwei Konstantspannungsquellen eingespart werden kénnen.

Die Triangulation der Einzelflichen wird mit Hilfe des Programmpaketes triangle
von Shewchuk [61] durchgefiihrt. Dieser Triangulator erlaubt die flexible Anpas-
sung der Dreiecksdichte iiber die Fléche. Dies ist wichtig zur hinreichend genauen
Approximation der Ladungsdichte an den Elektrodenkanten. Nach [62] besteht
in unmittelbarer Umgebung von zwei rechtwinklig aneinanderstoflenden Ober-
flichen die Beziehung

o~ p 3 (9.4)

zwischen der Ladungsdichte o und dem Abstand p von der Kante. Die Fléchenla-
dungsdichte divergiert zur Kante hin. Um die Flachenladungsdichte hinreichend
genau approximieren zu kénnen, mufl die Dreiecksdichte dem Verlauf (9.4) an-
gepaflt zu Kanten hin immer dichter gewahlt werden. An allen Kanten der Elek-
troden und der Blende, die dem Biindel nahe kommen, wird die Triangulierung
auf diese Art verfeinert (siche Abbildung 9.2 und 9.3) Alle tibrigen strahlfernen
Kanten werden nicht feiner trianguliert.

Die Aquipotentiallinien des simulierten Feldes in der Ebene der Einschnittsym-
metrie sind fiir den ersten Ablenker in Abbildung 9.4 dargestellt. Fiir die Feldsi-
mulation wurde hierbei die Ablenkergeometrie des in Abschnitt 9.4 iterativ be-
stimmten realistischen Designs gewéhlt. Die Beschleunigungsspannung U betragt

dabei 3 kV.

9.2 Justierung der optischen Achse

Zur Bestimmung der optischen Achse wird durch numerische Integration des Dif-
ferentialgleichungssystems (8.24) die Bahn eines Elektron der Sollenergie Ey = eU
durch das Feld des Ablenkers berechnet. Um einen symmetrischen Verlauf der
Achse zu garantieren, startet das Elektron auf der SCOFF-Achse von der Sym-
metrieebene z,, des Ablenkers aus (sieche Abbildung 9.5). Die Geschwindigkeit ist
dabei tangential zur SCOFF-Achse.
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Wie in Abschnitt 5.4 beschrieben, wird die Position der Blenden von den Elek-
troden solange variiert, bis die reale Bahn parallel zur SCOFF-Bahn mit einem
Versatz dz aus dem Ablenker tritt. Die Justierung erfolgt dabei in zwei Schritten.

Zuerst bleibt die Mitte der Blendenoffnung auf die SCOFF-Achse zentriert. Bei
jeder Anderung des Abstandes d miissen die Triangulation der Geometrie und
die Fldchenladungsdichte neu berechnet werden. Das Iterationsverfahren zur Be-
stimmung des Abstands basiert dabei auf der Regula falsi.

Im zweiten Schritt wird die Lage der Blendenoffnung auf die reale um dx zur
SCOFF-Achse versetzte Achse zentriert, wodurch sich das Feld in Umgebung
der Blende geringfiigig &ndert. Ausgehend vom berechneten Blendenabstand aus
dem ersten Schritt, wird solange nachiteriert, bis die Achse erneut parallel zur
SCOFF-Achse verlauft. Der im zweiten Schritt berechnete Achsversatz unter-
scheidet sich nur unwesentlich (einige Prozent) vom Achsversatz vor der Nachi-
teration mit korrigierter Position der Blendendffnung. Die Zentrierung der Blen-
denoffnung auf die reale Achse erleichtert die Justierung des Ablenkers beim Bau
des Monochromators.

Da die Bewegungsgleichung fiir rein elektrische Felder invariant gegen Zeitumkehr
ist, durchlaufen Elektronen bei Umkehrung der Flugrichtung dieselbe Flugbahn.
Die optische Achse verlauft daher innerhalb des Ablenkers genau dann symme-
trisch, wenn man mit dem Versatz dx parallel zur SCOFF-Achse einstrahlt. Die

SCOFF-Achse

Blenden/

/ ’
Symmetrieebene z,,

Abbildung 9.5: Justierung der Ablenkerachse.
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Losung des Differentialgleichungssystems (8.24) liefert aufler der optischen Achse
auch alle benotigten Fundamentalbahnen, die dispersive Bahn sowie alle notwen-
digen Multipolkomponenten und deren Ableitungen entlang der Achse. Die An-
fangsbedingungen fiir die Fundamentalbahnen und die dispersive Bahn sind dabei
zweckméfBigerweise nicht wie in Kapitel 6 gewéhlt. Wenn sichergestellt ist, dafl
die Fundamentalbahnen in einem Ablenker linear unabhéngig sind, lassen sich die
Fundamentalbahnen und die dispersive Bahn auf beliebige Anfangsbedingungen
durch Linearkombination umrechnen. Die Bahnen des gesamten Monochromators
lassen sich aus den Bahnen der einzelnen Ablenker durch geometrische Skalierung
und Linearkombination bestimmen.

Die normierten Multipolkomponenten

Py = FR? . A=1,2,4,3 (9.5)
sind in Abbildung 9.6 fiir den ersten Ablenker des in Abschnitt 9.5 vorgestellten

realistischen Designs aufgetragen.

Die normierten Multipolstéarken <i>>\, A > 0, aus denen bei der Triangulation mit
Hilfe der Potentialentwicklung (5.4) die Oberflichen der Elektroden berechnet
werden, lauten fiir diesen Ablenker

o W o
- (5.2) D (91)

b, 92 @y

1 R 7 7.13 (96)
by = 053883 o oy 2\ [Tod,=140042 |

o, = 0 fir \>2 .

Da im Innenbereich des Ablenkers der Einflul der Randfelder klein ist, ist zu
erwarten, daf§ durch die Ladungssimulation die Werte (9.6) in der Symmetrie-
ebene mit hoher Genauigkeit reproduziert werden. Mit Hilfe der Werte in der
Symmetrieebene 148t sich daher die Giite der Feldsimulation testen.

Man erhélt aus der Ladungssimulation des Ablenkers fiir z = 2, die Werte

Psim) (Zm) = 1,00044 )
(i)gsim) (zm) = 1,99956 ;
L™ (z,) = 0,52633 < oy =1,40487 (9.7)
O™ (z,) = 2,78x107% |
(2m)

3,70 x 1072
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Symmetrieebene z,,

Eintrittsblende Elektroden | Austrittsblende
I

Abbildung 9.6: Normierte Multipole d;,i=1,2,3,4 entlang der justierten Achse
des ersten Ablenkers. Die Achse ist hier abgewickelt dargestellt.
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Der relative Fehler betrigt fiir ® und ®; nur Bruchteile eines Promilles. Die
Brechkraft wird auf 3 Promille genau reproduziert. Das relativ starke Oktupol-

moment @fim) rithrt vom Einflu8 der oberen Abschirmung her.

Die starken dufleren Hexapol- und Oktupolpeaks entstehen durch den schrigen
Verlauf der realen optischen Achse gegeniiber der SCOFF—-Achse im Bereich des
Randfeldes. Die mit zunehmender Multipolordnung stérker ausgeprégten inneren
Peaks werden durch die Bohrungslocher verursacht.

9.3 Synthese des Gesamtsystems

Die Bestimmung des realistischen Designs ist ein iterativer Prozef. In jedem
Schritt wird aus dem Satz der normierten Geometrieparameter [, 9, s, ¢, r,
und pp ein Gesamtsystem berechnet und bewertet. Im ersten Schritt sind die
Geometrieparameter durch die SCOFF Losung gegeben (siche (7.2), (7.13) und
Abbildung 7.1). Bei einem realen Design kommen noch zusétzliche Konstrukti-
onsgroflen wie die Dicke der Feldblenden, der Durchmesser der Blendenoffnungen
oder die Hohe der Monochromatorelektroden hinzu. Beim Bau des Monochroma-
tors ist es sinnvoll, fiir diese Konstruktionsgrofien , glatte“ Werte — beispielsweise
Vielfache eines Millimeters — zu wéhlen. Diese sollen auch wéhrend der Opti-
mierungsprozedur von der SCOFF-Losung zum realistischen Design konstant

bleiben.

Die absolute Gréfle des Monochromators wird durch zwei Randbedingungen ein-
geschrinkt. Zum einen soll die maximale Bauldnge von der Eintrittskante des er-
sten zur Austrittskante des vierten Ablenkers ca. 10 cm nicht iiberschreiten. Zum
anderen wird die Ausdehnung senkrecht zur Mikroskopachse durch die Gréfle des
Vakuumtopfes der Quelle beschrinkt, sofern das Vakuumsystem der Quelle nicht
komplett neu konstruieren werden soll. Der Monochromator wurde bei der Itera-
tion unter Einhaltung dieser Randbedingungen so grof wie méglich gewihlt, um
bei gegebener Beschleunigungsspannung eine moglichst hohe Dispersion in der
Symmetrieebene zg zu erzielen. Wie jedoch in Kapitel 10 gezeigt wird, ist die-
se Strategie wegen der Auswirkungen des Boersch—Effekts nicht in allen Féllen
sinnvoll. Vielmehr sollte die Dispersion nur so grof§ gewahlt werden, dafl die Kon-
struktion des Selektionsschlitzes noch problemlos moglich ist. Die Dispersion des
mit Hilfe dieser Strategie bestimmte Systems (siehe néchsten Abschnitt) liegt
jedoch genau in der gewiinschten Gréfenordnung.

Mit Hilfe der normierten Geometrieparameter o, s, ¢, r, p; und ps wird der
grofitmogliche Radius R; der SCOFF-Achse des ersten Ablenkers bestimmt,
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der die Randbedingungen noch einhélt. Hierbei wird als Ndherungsannahme die
SCOFF-Geometrie vorausgesetzt. Die Versidtze dx; und dxs der realen Achsen
gegeniiber den SCOFF-Achsen (Abbildung 5.6) werden dabei vernachléssigt, da
sie vor Durchfiihrung der Feldsimulation und Justierung der Achse noch nicht
bekannt sind. Da die Verséitze in der Groflenordnung von 0,1 mm liegen, ist der
durch ihre Vernachlédssigung gemachte Fehler bei der Bestimmung von R; klein.

Zur Feldsimulation und zur Justierung der Achse werden beide Ablenker so ska-
liert, da3 die SCOFF—-Achse jeweils einen Radius von Eins aufweist. Eine fest
vorgegebene Lange p; entspricht im Falle des ersten und des zweiten Ablenkers
den normierten Lingen

@E” = Z—Zl beziehungsweise ]31(2) 22 = rpRzl
Dies sei im folgenden anhand eines konkreten Beispiels erlautert. Die Dicke der
Feldblenden beider Ablenker sei unabhéngig von der Geometrie und Skalierung
des Monochromators mit 3 mm fest vorgegeben. Fiir eine Geometrie mit einem
Radienverhéltnis von r = Ry/R; = 1.14 errechnet man aus den Randbedingun-
gen an die Monochromatorgréfie einen maximalen Radius des ersten Ablenkers
von Ry = 21 mm. Die zur Simulation des ersten und des zweiten Ablenkers ver-
wendeten normierten Dicken ¢t der Blenden lauten dann

9.8)

3 3
@) = 21“;1121 =0,1429 bezichungsweise 2 = 1’14% =0,1253

(9.9)

Mit Hilfe der normierten Geometrieparameter und der normierten Konstrukti-
onsgroflen p; ), j = 1,2 ist die Geometrie beider Ablenker vollstindig definiert.
Die Simulation der Felder, die Bestimmung der Fundamentalbahnen und der dis-
persiven Bahn sowie die Justierung der optischen Achse wird fiir beide Ablenker
wie in den beiden vorherigen Kapiteln beschrieben durchgefiihrt. Versetzt man
beide Ablenker um den Wert dx; + dxo lateral zueinander (sieche Abbildung 5.6),
so verlauft auch die reale Achse omegaférmig.

Beriicksichtigt man die Versétze, so erfiillt das Design moglicherweise die Randbe-
dingungen an die Monochromatorgrofie nicht mehr, da bei der Berechnung von R;
die Versétze vernachlassigt werden. Wenn dies der Fall ist, mufl das Verfahren mit
einem entsprechend verkleinerten R; wiederholt werden. Es geniigt nicht, einfach
die Ablenker und die Bahnen umzuskalieren, da bei einer Anderung von R; sich
auch die normierten Konstruktionsgréfien pgj ),i = 1, 2 verdandern. Deshalb ist eine
erneute Simulation beider Ablenker erforderlich.

Die Fundamentalbahnen und die dispersive Bahn des zweiten Ablenkers werden
mit Hilfe von (7.11) und (7.19) um den Faktor r skaliert. Anschlieend wird
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hieraus durch Linearkombination ein neuer Satz von Fundamentalbahnen und
dispersiver Bahn so bestimmt, dafl die Bahnen stetig differenzierbar an die Bah-
nen des ersten Ablenkers anschlieSen. Hierbei wird fiir den Abstand zwischen den
Elektrodenkanten beider Ablenker o angenommen.

Im néchsten Schritt wird durch Linearkombination aus den so gewonnen Bah-
nen des Gesamtsystems ein neuer Satz von Fundamentalbahnen und dispersiver
Bahn konstruiert, der die in Kapitel 6 beschriebenen Anfangsbedingungen erfiillt.
Beide axialen Bahnen schneiden die Mikroskopache im Abstand |{| hinter der Ein-
trittskante des ersten Ablenkers (Ebene des virtuellen Eintrittsquellbildes) und
weisen eine Steigung von Eins auf. Die Feldbahnen z., und ys sind symmetrisch
beziehungsweise antisymmetrisch zur Symmetrieebene gewéhlt. Sie sind so nor-
miert, dal ihre Asymptoten in der Ebene des virtuellen Eintrittsquellbildes den
Wert Eins aufweisen. Die dispersive Bahn und ihre Steigung verschwindet in der
Eingangsebene des ersten Ablenkers.

Erfiillen die Fundamentalbahnen die vier Bedingungen (6.6), (6.7), (6.8) und
(6.9), so ist die vorgebene Geometrie hinsichtlich ihres paraxialen Strahlengangs
als Monochromator tauglich und die Iteration kann abgebrochen werden. Fiir
die Startgeometrie der optimalen SCOFF-Losung ergeben sich jedoch zum Teil
betréchtliche Abweichungen der realen Fundamentalbahnen vom geforderten Ver-
lauf.

9.4 Iterative Bestimmung des realistischen De-
signs

Im folgenden werden die Werte der linken Seiten der vier Bedingungsgleichun-
gen (6.6), (6.7), (6.8) und (6.9) mit f;,i = 1,2,3,4 bezeichnet. Die im letzten
Abschnitt dargestellte Prozedur 148t sich mathematisch durch die Funktion

ﬁ: (176757r7¢7ﬂ17ﬂ2) - (fl>f27f37f4> (910)

beschreiben. Die Berechnung eines moglichen Monochromatordesigns ist dquiva-
lent zur Bestimmung einer Nullstelle dieser Funktion. Hierzu wird ein mehrdi-
mensionales numerisches Newton—Verfahren verwendet [63].

Sei eine einmal stetig differenzierbare Funktion

f:R™ — R" (9.11)



9.4. ITERATIVE BESTIMMUNG DES REALISTISCHEN DESIGNS 111

und ein Schatzwert
7™ e R™ (9.12)

fiir eine Nullstelle der Funktion gegeben. Im Falle des Newton—Verfahrens wird
der néchste Naherungswert

1) 2) | A7) (9.13)

8

fiir die Nullstelle durch Losen des linearen n x n Gleichungssystems

FE™) + J@AZ™ =0 (9.14)
bestimmt. Die Matrix J ist die Jacobimatrix der Funktion f Ihre Komponenten
Jij sind durch die partiellen Ableitungen der Komponenten f;,i =1,... ,n der
Funktion nach den Parametern x;,j = 1,... ,n gegeben:

o Ofi L
Jij(Z) = o, (7) : (9.15)

Ist — wie im vorliegenden Fall — keine analytische Darstellung fiir die Funktion f
bekannt, werden die partiellen Ableitungen durch die Differentialquotienten

. filzo, ... ;zj+Axy, oo xy) — filzo, .o X, o, Tp)
Jii(T) ~ ( J j A; j

J

(9.16)

approximiert. Hierbei mufl Az; entsprechend dem Verhalten der Funktion bei
Anderung von z; klein genug gewahlt werden. Ob das Newton—Verfahren konver-
giert, hingt davon ab, wie gut die Ndherungslosung gewéhlt wurde.

Da die Funktion F' nur vier Ergebniswerte liefert, kann man unter den sieben
Funktionsparametern vier zu variierende Parameter fiir das Newton—Verfahren
frei wéhlen. Die iibrigen drei bleiben konstant. Die vier gewédhlten Parameter
werden im folgenden mit z;,7 = 1,2, 3,4 bezeichnet. Zur Bestimmung der Jaco-
bimatrix sind fiinf Auswertungen der Funktion F an den Positionen

2@ = (2 ,To, T3, Tq)l
. (21,2, 23, 24) (9.17)
e = (zy,...mF Axg o a)T i=1,23,4

des Parameterraums notwendig.

Zur Minimierung der Rechenzeit wére es giinstig, als Variationsparameter z;
die Groflen [,6,s,r zu wihlen. Bei den Funktionsauswertungen F (x(_é)) und
F (xa)),i € {1,2,3,4} zur Berechnung des Differentialquotienten fiir einen Para-
meter z; € {l,, s, 7} bleiben die Brechkrifte der Ablenker fi1, po und ihr Umlenk-
winkel ¢ konstant. Wéahlt man zusétzlich den Radius R; fiir alle Funktionsauswer-
tungen gleich, bleiben auch die normierten Konstruktionsgréofien konstant. Dies
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bedeutet, dafl die Geometrien der einzelnen Ablenker einschliefSlich der Blenden
bei allen Auswertungen gleich bleiben. Daher ist fiir alle Funktionsauswertungen
nur noch eine Justierung der Achse pro Ablenker notwendig.

Die Rechenzeit zur Bestimmung der Fundamentalbahnen und der dispersiven
Bahn des Gesamtsystems aus den Ergebnissen fiir die Einzelablenker betragt
auf einer Digital ALPHAStation 500/500 nur wenige Sekunden. Die Justierung
der Achse und die Berechnung der Bahnen und der Multipolmomente fiir beide
Ablenker erfordert hingegen eine Rechenzeit von etwa einem Tag.

Bei den Auswertungen F (SEG)),Z' = 1,2, 3,4 verwendet man den Radius R;, der

sich bei der Auswertung F (x&))) aus den Randbedingungen an die Monochro-
matorgrofle ergibt. Da sich bei diesen Auswertungen jeweils ein Parameter z;
um Agz; gedndert hat, werden moglicherweise die Randbedingungen an die Mo-
nochromatorgréffe nicht mehr eingehalten. Diese Abweichungen sind jedoch im
allgemeinen vernachlédssigbar, da die relative Parameterénderung sehr klein gegen
Eins gewéhlt wird:

|4

<1 . (9.18)

Leider konvergiert das Newton—Verfahren fiir die Parameterwahl [, ¢, s, r nicht,
wenn man die SCOFF-Losung als Startwert verwendet. Es zeigt sich, daf§ das
Newton—Verfahren nur fiir die Parameterwahl [, i1, 0, ¢ konvergiert. Da jede
Variation der Parameter py, us und ¢ eine erneute Simulation der Ablenker er-
fordert, wird jeder Newton—Schritt extrem zeitaufwendig. Die Rechenzeit von der
SCOFF-Losung bis zum realistischen Design liegt in der Gréfenordnung von
Wochen.

Aus konstruktionstechnischen Griinden soll die Ausdehnung des Monochroma-
tors, den die CEOS GmbH baut, senkrecht zur Mikroskopachse 11 c¢m nicht iiber-
schreiten. Wie sich im Verlauf der Newton-Iterationen zeigt, wird die maximale
Grofle durch diese Forderung und nicht durch die Beschrinkung der Baulinge
auf 10 cm vorgegeben.
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9.5 Berechnetes realistisches Design

Fiir die Konstruktionsgrofien

Hohe der Elektroden : 35,0 mm
Abstand zwischen Elektroden und oberer Abschirmung : 2,5 mm
Dicke der Blenden 3,0 mm
Durchmesser der Blendenoffnungen ;3,0 mm
Durchmesser der Bohrungen ;3,0 mm
Beschleunigungsspannung U o 3,0kV
Potential der negativen Elektroden 1,5 kV
Potential der positiven Elektroden o 45kV

wurde von der SCOFF-Losung aus startend ein realistisches Design berechnet.
Bei einem Radius des ersten Ablenkers von

Ry = 22.50 mm (9.19)

weist bei diesem Design die Innenfléche der negativen Elektrode des zweiten Ab-
lenkers einen maximalen Abstand von 10,62 cm von der Mikroskopachse auf. Die
Forderung nach einer maximalen Ausdehnung des Monochromators senkrecht zur
Mikroskopachse von 11 cm ist somit erfiillt. Die Bauldnge von der Eintrittskante
der Eintrittsblende des ersten Ablenkers bis zur Austrittskante der Austrittsblen-
de des vierten Ablenkers betragt 7,45 mm. Die Anordnung der Ablenkerelektro-
den ist in 9.7 abgebildet. Um die Elektroden besser erkennen zu kénnen, sind die
Blenden und die Abschirmungen weggelassen. Die Abbildungen 9.2 und 9.3 zeigen
die zur Ladungssimulation verwendete Triangulierung des ersten Ablenkers.

Die Fundamentalbahnen des realistischen Design sind in Abbildung 9.8 aufgetra-
gen. Die Dispersion in der Symmetrieebene betrigt

pm
e
Wie in Abschnitt 2.2.4 dargelegt wurde, reicht fiir das SATEM eine Reduzierung
der Energiebreite des Strahls auf ein FWHM von 0,3 eV aus, um eine Punk-
tauflssung von deutlich unter 1 A zu erzielen. Dies entspricht einer Schlitzbreite
von 4,9 pm. Da durch Instabilititen der Beschleunigungsspannung hinter dem
Monochromator noch eine nachtréagliche Energieverbreiterung auftreten kann, for-
dern wir im folgenden eine Energiebreite unmittelbar hinter dem Monochromator
von 0,2 eV. Hierfiir ist eine Schlitzbreite von 3,2 um erforderlich. Dies ist tech-
nologisch problemlos beherrschbar. Fiir alle nachfolgenden Uberlegungen gehen
wir von einer Energiebreite nach der Filterung von 0,2 eV aus.

D =16,35 (9.20)
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Abbildung 9.7: Anordnung der Elektroden des realistischen Designs.

9.6 Qualitit der Energiefilterung

Wie in Kapitel 3 dargelegt, ist die Vorvergroflerung der Quelle bei Verwendung
eines einlinsigen Kondensorsystems auf etwa 10 beschrinkt. Das von der CEOS
GmbH in Heidelberg konzipierte Beleuchtungssystem bildet die Quelle mit einer
Vorvergroferung von 6 in die Ebene z; des virtuellen Eintrittsquellbildes ab.

Der effektive Durchmesser der verwendeten thermischen Feldemissionsquelle be-
tragt etwa 20 nm, solange man nur mit denjenigen Elektronen beleuchtet, die

unter einem Winkel von hochstens einigen Millirad zur Achse emittiert werden.
Das virtuelle Bild der Quelle in der Ebene z; hat nach der Vergréflerung einen
Durchmesser von 120 nm. Deshalb gilt fiir die Parameter v und o

7,0 € [-60 nm, 60 nm]| (9.21)
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Abbildung 9.8: Fundamentalbahnen, dispersive Bahn und Positionen der astig-
matischen Crossover des realistischen Systems.
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Da der Monochromator im xz—Schnitt bei der Abbildung von der Ebene z; in die
Ebene z; um den Faktor z.,(z;) = 0,7 vergroflert, betrigt in der Selektionsebe-
ne die Breite des Gauflschen Bildes der Quelle im zz-Schnitt 84 nm. Das sind
nur 2,6 % der Breite des Selektionsschlitzes fiir eine Energiebreite von 0,2 eV. In
der Realitéit weisen die linienférmigen Bilder der Quelle aufgrund des Einflusses
der Bildfehler eine deutlich grofiere Breite auf.

Ist die Breite der linienférmigen Bilder sehr klein gegeniiber der Schlitzbreite, so
besitzt der Strahl nach Passieren der Blende nahezu in Abbildung 9.9 gezeigte
Energieverteilung fiir ein ideales, unendlich diinnes Linienbild der Quelle. Hier-
bei wurde fiir die Quelle eine gauBformige Energieverteilung mit einer FWHM
von 0,7 eV angenommen.

dN | 0,2 eV
dE ‘ i Energieverteilung
‘ nach Filterung durch

den Monochromator

Energieverteilung

der Quelle \

=

Abbildung 9.9: Energieverteilung nach der Filterung fiir eine ideal punktformige
Quelle unter Vernéchlédssigung der Bildfehler des Monochromators.

Liegt die Linienbreite dagegen aufgrund der Abbildungsfehler des Monochroma-
tors oder aufgrund der gewéhlten Vorvergroflerung in der Groflenordnung der
Schlitzbreite, so werden dadurch die scharfen Rénder der Energieverteilung auf-
geweicht. Wie in Abbildung 9.13 dargestellt, kann dann auch ein Teil der Elektro-
nen mit einer Energicabweichung |AE| > 0,1 eV, deren GaufBisches Bild bereits
vollstandig auf der Blende liegt, den Schlitz passieren. Dafiir werden einige Elek-
tronen mit |[AFE| < 0,1 eV herausgefiltert.
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Stimmen die Schlitzbreite und die Breite der Linienbilder gerade iiberein, pas-
sieren nur noch Elektronen der Sollenergie E, die Schlitzblende ohne Verluste.
Die Verteilungsfunktion besitzt dann den in Abbildung 9.10 gezeigten Verlauf.
Das FWHM dieser Verteilung liegt dann bei 0,2 eV. Wird die Linienbreite je-
doch deutlich grofler als die Schlitzbreite, wird die Verteilung breiter und flacher.
Die FWHM der Verteilung wéchst dabei drastisch an. Daher muf} sichergestellt
sein, daf3 die Breite der Linienbilder der Quelle von der selben Gréflienordnung
oder kleiner ist als die Breite des Selektionsschlitzes. Diese Problematik wird im
néchsten Abschnitt fiir das berechnete realistische Design diskutiert.

ideale Energieverteilung

/ nach der Filterung

dN |

dE

reale Energieverteilung
nach der Filterung

=

Abbildung 9.10: Reale Energieverteilung nach der Filterung falls die Breite der
linienférmigen Quellbilder in der Gréf8enordnung der Schlitzbreite liegt.

In einem hochauflésenden TEM wird ein Strom von ein bis drei Nanoampere zur
Beleuchtung des Objekts benotigt. Bei einer GauBférmigen Energieverteilung der
Quelle mit einem FWHM von 0,7 eV weisen 74 % der Elektronen eine zu ho-
he Energieabweichung |AFE| > 0,1 eV auf und werden daher ausgefiltert. Somit
bendétigt man einen Strom in der Eingangsebene des Monochromators von etwa
I, = 10 nA um in der Ausgangsebene geniigend Strom fiir die Beleuchtung des
Objekts zu erhalten. Es muf} allerdings sichergestellt sein, dafl zwischen dem Mo-
nochromator und dem Objekt kein zusétzlicher Verlust an Strom mehr auftritt.

Es existieren jedoch auch spezielle Abbildungsmodi, fiir die ein hoherer Beleuch-
tungsstrom von einigen zehn Nanoampere wiinschenswert ist. Im Idealfall sollte
der Monochromator daher Eingangsstréme von 10 nA bis etwa 100 nA akzeptie-
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ren, ohne daf} die Qualitit der Filterung negativ beeinflufit wird und der Rich-
strahlwert zu stark sinkt.

Fiir thermische Feldemissionsquellen 148t sich fiir Emissionswinkel im Bereich von
einigen Millirad ein Winkelstrom jq von etwa

(9.22)

problemlos erreichen. Blendet man Hilfe einer Stromselektionsblende im Konden-
sorsystem alle Elektronen mit Emissionswinkeln gréfier als

I,

TJa

Qg = (923)

aus, so erhélt man gerade den Strom I, in der Eingangsebene. Bei einer Vorver-
groflerung von M = 6 entspricht dies einem Semitffnungswinkel des konvergenten
Biindels von

aQ

maxr — 31 9.24
s = 32 (9:24)
bei Eintritt in den Monochromator. In Abbildung 9.11 ist das Kondensorsystem
und das Prinzip der Stromselektion schematisch dargestellt.

Bei einem Winkelstrom von (9.22) und einer Vorvergrofierung von M =6
entspricht ein Eingangsstrom von 10 nA einem Semi6ffnungswinkel
VON Qpee = 0,54 mrad. Fiir einen Eingangsstrom von 100 nA betrdagt der
Semioffnungswinkel o, = 1,72 mrad. Die Parameter o und 3 sind somit durch

a, f €[—0,54 mrad; 0,54 mrad] fiir I, =10 nA beziechungsweise

9.25
a, 3 €[—1,72 mrad; 1,72 mrad] fir I, =100 nA (9:25)

begrenzt.

9.7 Einflul der Bildfehler bei idealer Justierung

Wie in Kapitel 6 eingefiihrt, wird die Eingangsebene des Monochromators mit z,
die Ausgangsebene mit z,, die Ebene des virtuellen Eintrittsquellbildes mit z;, die
Ebene des virtuellen Austrittsquellbildes mit z; und die Symmetrieebene mit zg
bezeichnet. Schreibt man die Beziehung (4.118) auf den reellen Fundamental-
bahnsatz ., z.,yg, ys des realistischen Designs um, so erhélt man fiir die reellen



9.7. EINFLUSS DER BILDFEHLER BEI IDEALER JUSTIERUNG 119
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Abbildung 9.11: VorvergroBerung der Quelle und Stromselektion.

Bahnstorungen 2" im 2z-Schnitt und v im yz-Schnitt

2 (z) = xa(z)/z \/%Re {5(”} xydZ — x,y(z)/z \/%Re {S(T)} To dZ :
y(z) = yﬁ(Z)/Z\/gIm{s(’")}yadi — ys(2) /Z\/glm{s(”}yﬁdi

(9.26)

falls > 1 gilt. Der Realteil und der Imaginirteil von s wurde mit Hilfe des
Computeralgebrasystems Maple®© fiir 7 = 2 und » = 3 nach dem in Abschnitt 4.4.4
beschriebenen Verfahren bestimmt. Man erhélt jeweils zwei homogene Polynome
der Stufe r in «,, 3,0 und k. Die Polynomkoeffizienten

kpw(2) o v €{a,y, 0,0, k} (9.27)

r Parameter

héngen dabei von der Integrationsvariablen Z (Bogenldnge entlang der Achse) ab.
Sie sind Produkte aus den Multipolkoeffizienten ®;, den Bahnstorungen

AR TICN 1<li<r (9.28)
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niedrigerer Stufe und den Ableitungen dieser Groéflen. Der Koeffizient k,, des
Polynoms Re{s®} zweiter Stufe hat beispielsweise die Gestalt

o, P P,
kaa - {@ - E} xa/xa - f%malajal
305 3 P, L2 D, D" L s o3
2® 32 3 64 2 | 128 b3 (9.29)

16 @2 16 P 32 @2

370, dy, 3P 3 cpflcpf}
— ToLa

Alle anderen Koeffizienten sind nach dem gleichen Schema aufgebaut.

Die Fehlerbahnen im zz— und im yz—Schnitt (siche Abschnitt 4.4.4) lassen sich
mit Hilfe der Integrale

4 q) i zZ (P i
Ch..(z) = xa(z)/ \/ i k. ,xydZ — xv(z)/ \/ i ky. xo dZ ,

r o i r [ i
Ch..e(2) = ys(2) 7 Fneys dZ — ys(2) 7 Fn.cyp d2

aus den Koeffizienten bestimmen. Hierbei steht &, _, fiir einen Koeffizienten des
Polynoms Re{s™} und k,_¢ fiir einen Koeffizienten des Polynoms Im{s™}. Fiir
den Zusammenhang zwischen den Bahnstorungen und den Fehlerbahnen erhélt
man

(9.30)
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oL c— Coara + Cg@ﬁﬂ + Cayoﬂ/ + 0,6’555

+ Co vy + Cs500 + Copars + Covk + Crpkl
y(2) = Cagaﬂ + Castd + Cﬂ'yﬁfy + 07575

+ Cﬁﬁﬂ/ﬁ? + Céﬁaﬁ )
l'(S) = Caaaaaa + Caﬁﬂaﬁﬁ

+ Caowaoz’y + Cgmﬁﬁv + Caﬁgaﬁé

+ Coyyayy + Coss0dd + Cpy5870

+ Coy 1y + Cro5709

+ Coarnaak + Cgp 88K

+ Coynayk + Cas B0k (9.31)

+ Cyeyvk + Cs5,00K

+ Connakk + Cypykk + CrprkkK ,
y® = Caapaaf + ChpBpp

+ Caasaad + Cgps 830 + +Copya 3y

+ Ca,y(;ofyé + ngﬁ'y’y + +Cg(s§ﬁ5(5

+ 0775’)/’75 + Cs55000

+ Coprafr + Cosr0k

+ Cpy Bk + Cls70K

+ CpunBrk + CsppOKK

Die Werte der Fehlerbahnen in einer bestimmten Ebene werden Fehlerkoeffizien-
ten genannt.

Da z,(z5) = 0 und ys(zs) = 0 gilt, vereinfachen sich die Ausdriicke fiir die
Fehlerkoeffizienten in der Symmetrieebene zu

Zs 3

C,u...z/(zs) - - xw(zs)/ \/ E k,u...z/xa dz )
Zs (I) )

Ch.c(zs) = yp(zs) 77 Fon..eys 42

Die Werte einer Fehlerbahn in der Ebene z; des virtuellen Austrittsquellbildes
werden bestimmt, indem man die Fehlerbahn von der Ausgangsebene z, des
Monochromators in die virtuelle Ebene des Austrittsquellbildes zuriickprojiziert.
Dies ist in Abbildung 9.12 am Beispiel der Fehlerbahn C,, schematisch darge-
stellt.

(9.32)
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Mit Hilfe der Beziehungen

Talzp) =0 x(zp)=1 ,  yslzr)=0 ,  ws(zy)=-1 (9.33)

erhalt man

Za @
Cu(zp) = — /\lﬁkumyxa dz ,
Za T )
Cn...g(zf) = /\lﬁkn...gyﬂ dz

fiir die Werte der Fehlerbahnen in der Ebene des virtuellen Austrittsquellbildes.

(9.34)

Kondensor- Symmetrieebene z,

linse 'Monochromator Caa(?)

—
Quelle ﬁ : Ci‘(m:(z Q ll’ 7 —
> _

abgewickelte
Achse

Abbildung 9.12: Fehlerbahn in der Ebene z; des virtuellen Austrittsquellbilds.

Die Multipolmomente, die Fundamentalbahnen und alle Ableitungen dieser Gro-
Ben verlaufen entweder symmetrisch oder antisymmetrisch zur Symmetrieebene
des Monochromators. Deshalb sind auch die Koeffizienten %, und k,¢ der Poly-
nome Re{s®} beziehungsweise Im{s®} entweder symmetrisch oder antisymme-
trisch zur Symmetrieebene. Teilt man die Polynome in jeweils zwei Anteile mit
symmetrischen beziehungsweise antisymmetrischen Koeffizienten auf

Re {3(2)} = Re {8(2)}(+)+Re {5(2)}(_) ,

B (9.35)
Im{3(2)} = Im{s(Q)}(+)+Im {5(2)}( ) ,
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so gelten die Beziehungen

/\/%Re{s@)}(ﬂxadé =0 ,
/\/gRe{sm(‘)xadz - 2/\/%1%(%{8@}(‘)%& ,

/ %Im{s(z)}(ﬂygd% = 2/\/glm{s<2>}(“yﬁdz ,

(9.36)

zwischen den Fehlerintegralen bis zur Symmetrieebene und bis zur Ausgangsebe-
ne. Der Index (+) steht dabei fiir den symmetrischen, der Index (—) fiir den an-
tisymmetrischen Anteil. In der Ebene z; verschwinden daher aufgrund von (9.34)

alle Fehlerbahnen im zz—Schnitt mit symmetrischen Koeffizienten k:ff)y und al-

le Fehlerbahnen im yz—Schnitt mit antisymmetrischen Koeffizienten ké_)g Die

tibrigen Fehlerkoeffizienten zweiter Stufe hangen wegen (9.32),(9.34) und'(9.36)
iber

Chu(zp) = QM im xz-Schnitt
7 () 9.37
Ce(2s) (9.37)
und O, ¢(z5) = 98375 iy yz—Schnitt
95(28)

mit den Fehlerkoeffizienten in der Symmetrieebene z; zusammen.

Die Korrektur mit Hilfe der Symmetrie funktioniert nicht fiir die Fehlerbahnen
dritter Stufe, da in die Koeffizienten von s® auch die Fehlerbahnen zweiter Stufe
eingehen. Diese weisen keine Symmetrie beziiglich der Symmetrieebene zg des
Monochromators mehr auf.

Skaliert man das realistische Design aus Abschnitt 9.5 soweit herunter, dafl der
Radius R; der SCOFF-Bahn des ersten Ablenkers Eins betrégt, erhélt man die in
Anhang C angegebenen normierten Fehlerkoeffizienten zweiter und dritter Stufe.

Die Bahnstorungen zweiter und dritter Ordnung fiir das realistische System mit
von Eins verschiedenem Radius R; ergeben sich aus den normierten Fehlerkoef-
fizienten sowie den normierten Bahnparametern

G=a , A=g . B=f L d=g . k=s (939)
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zu

i (9.39)
i = R{Cisdaa+.}

Mit Hilfe von (9.21),(9.25) und (9.19) &8t sich zeigen, daf fiir einen Strom von
100 nA in der Eingangsebene die Betrige der Bahnparameter &, 4, 3,9 durch

max{|a|} = max{|3|} =1,72-107° |

R 9.40
max{|9y|} = max{[d|} = 2.67-107° (9.40)

beschréankt sind. Fiir die folgenden Betrachtungen nehmen wir eine Selektions-
schlitzbreite von 3,2 pym an, was einer Energiebreite von 0,2 eV entspricht. Die
Breite der Liniencrossover im Bereich des Schlitzes sollte moglichst klein ge-
geniiber der Schlitzbreite sein. Dann ist sichergestellt, daf3 die gefilterte Ener-
gieverteilung scharfe Rénder besitzt (siche Abschnitt 9.6). Im Bereich des Selek-
tionsschlitzes betriagt die maximale relative Energieabweichung der Elektronen

0,1eV
3000V

max{|i|} = ~3,33-107° (9.41)

Im folgenden werden alle Fehlerkonstanten, die nur von den normierten Winkel
& und B abhingen, als Offnungsfehlerkonstanten bezeichnet. Die maximal auf-
tretenden normierten Winkeln sind um den Faktor 1000 grofler als die maximal
auftretenden normierten Achsabstéinden und um den Faktor 50 grofler als die ma-
ximale relative Energieabweichung. In der Selektionsebene sind zudem sowohl fiir
die zweite als auch die dritte Stufe die Offnungsfehlerkonstanten deutlich gréfer
als alle iibrigen Fehlerkonstanten (siehe Anhang C). Fiir jede Stufe konnen daher
alle noch von &,3 oder & abhingigen Fehler gegeniiber den Offnungsfehlern ver-
nachlissigt werden. Der Beitrag der Offnungsfehler dritter Stufe betrigt nur etwa
1% des Beitrages der Offnungsfehler zweiter Stufe. Dies ist ein Indiz dafiir, daB
die Fehlerentwicklung konvergiert. Die grofitmogliche Abweichung Ax von der
paraxialen Abbildung im xz—Schnitt, die in der Selektionsebene auftreten kann,
ist daher fiir einen Eingangsstrom von 100 nA in guter Naherung durch

Az ~ Rymax{|Csad?} = 1,9 pm (9.42)

gegeben. Die Breite des Liniencrossovers wichst aufgrund des Offnungsfehlers
um 2Azx auf etwa 3,8 yum an und ist somit von derselben Groflenordnung wie
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. Selektionsschlitz
Selektions- 32
blende < HM
3,8m T

L —

) . Gauflsches Bild
Breite des Bildes di? (3(1316(13186 ﬁl-lr Anteil der Elektronen

l?'ei Beriicksichtigung des IAE|>0,1eV mit [AE| > 0,1 eV
Offnungsfehlers |Cqqaa] nach Passieren der

Selektionsblende.

Abbildung 9.13: Breite eines Liniencrossovers unter Beriicksichtigung des Off-
nungsfehlers verglichen mit der Breite des Selektionsschlitzes.

die Breite des Selektionsschlitzes von 3,2 pm. Dies ist nach dem Kriterium von
Seite 117 tolerabel. Die Groflenverhéltnisse sind in Abbildung 9.13 dargestellt.

Bei einem Eingangsstrom von 10 nA hingegen betrégt die Linienverbreiterung
mit 0,38 pm nur etwa ein Zehntel der Selektionsschlitzbreite. Die gefilterte Ener-
gieverteilung weist daher weit schérfere Rénder bei 0,1 eV auf.

Die qualitativ schlechte Filterung bei 100 nA I&8t sich nur durch eine Verrin-
gerung der Offnungsfehlerkonstanten Ca und OgﬂA zweiter Stufe in der Selekti-
onsebene verbessern. Ohne die paraxiale Abbildung zu beeinflussen, kénnen die
Offnungsfehlerkonstanten zweiter Stufe mit Hilfe von Hexapolfeldern beeinflufit
werden. Da man zwer Offnungsfehlerkonstanten C’W und éﬁﬁ beeinflussen muf3,
benotigt man mindestens zwer frei einstellbare Hexapole. Die bendtigen Hexapol-
felder kann man entlang der Achse innerhalb der Ablenker durch entsprechen-
de Formung der Elektrodenquerschnitte erzeugen, ohne daf§ dadurch zusétzliche
Bauelemente nétig sind. Gibt man die normierten Hexapolmomente @gz),i =1,2
fiir beide Ablenker vor, so lassen sich die zu ihrer Erzeugung notwendigen Elek-
trodenformen mit der in Abschnitt 5.3 beschriebenen Methode bestimmen.



126 KAPITEL 9. BESTIMMUNG DES REALISTISCHEN DESIGNS

Um einen guten Startwert fiir die notwendigen normierten Hexapolstirken
@g),i = 1,2 beider Ablenker zu erhalten, geht man von den berechneten Off-
nungsfehlern C,, und Cgg des realistischen unkorrigierten Systems aus und iiber-
lagert im Inneren der Ablenker ein konstantes SCOFF-Hexapolfeld:

i=1,2

- (scorr), =@ )0 :auBlerhalb des Ablenkers
Py (2) = @3- .
1 :innerhalb des Ablenkers

(9.43)

Da die Fehlerkoeffizienten C,, und Cpg linear von einem zusétzlichen konstanten
Hexapolfeld abhéngen (vergleiche Gleichungen (9.34) und (9.29)), erhélt man den
linearen Zusammenhang

CD (2,) =Caalzs) + 0P A + 0P A,

A exr A 2 2 (944)
Cg; N(2) =Cy5(2) + OB, + 9B,

zwischen den normierten Offnungsfehlerkoeffizienten ohne und mit SCOFF-
Hexapolen innerhalb der Ablenker. Aus dem linearen Gleichungssystem
CHer(2) = 0 und é%“(zs) = 0 lassen sich die Schiitzwerte fiir die normierten
Multipolstarken unmittelbar bestimmen. Es handelt sich hierbei um eine Néhe-
rung, da dem durch die Einfithrung der Hexapole geinderten Randfeldverlauf im
Vergleich zu Abbildung 9.6 nicht Rechnung getragen wird.

Verwendet man die so gewonnenen Hexapolstéarken und die Parameter des realist-
schen unkorrigierten Systems fiir einen weiteren Iterationsprozef§ zur Bestimmung
des realistischen Design (sieche Abschnitt 9.4), so erhilt man ein System mit um
den Faktor 10 reduzierten Offnungsfehlerkonstanten in der Selektionsebene.

Daher weist die Energieverteilung nach der Filterung des korrigierten Systems
auch fiir einen Eingangsstrom von 100 nA noch scharfe Rédnder auf. Wie im
nédchsten Abschnitt jedoch dargelegt ist, erfordert das korrigierte System eine
weitaus prézisere Justierung der Quelle und der Stromselektionsblende.

In der Ebene des virtuellen Austrittsquellbildes sind die Offnungsfehler zwei-
ter Ordnung aufgrund der Monochromatorsymmetrie fiir jedes System korrigiert.
Von den verbleibenden Fehlern dominieren die Beitrdge der Farbfehler Csiak

und C’BRB,‘%:
Az ~ Rymax{|Cardi|} =148 4 nm ,

o (9.45)
Ay ~ Rymax{|Cs. Bk} = 5,8 nm

Die Ausdehnung der virtuellen Quelle vergroflert sich damit in z—Richtung von
120 nm auf 120 nm+2Axz = 416 nm. Die VergroBerung in y—Richtung ist hingegen
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vernachlassigbar klein. Hierdurch vergroflert sich die effektive Quellfliche etwa
um den Faktor vier. Der Richtstrahlwert hinter dem Monochromator betrégt
daher ein Viertel des Richtstrahlwerts vor dem Monochromator, wenn man den
Einflufl des Boersch—Effekts zunéchst vernachléssigt. Dies ist weit unterhalb der
zuliissigen Reduzierung des Richtstrahlwerts im SATEM (vergleiche Kapitel 2).

9.8 Justiertoleranzen

In der Praxis ist es nicht moglich, die Quelle und die Stromselektionsblende be-
liebig genau relativ zum Monochromator zu positionieren.

Liegt das Zentrum der Quelle entlang der z—Achse versetzt in einem Abstand r
von der Mikroskopachse, so liegt der Mittelpunkt des virtuellen Eintrittsquellbil-
des an der Position

Yo:i=—M-r (9.46)

aulerhalb der Mikroskopachse, wobei M die Vergroflerung der Quelle in die Ebene
des virtuellen Eintrittsquellbildes bezeichnet. Der Mittelpunkt des Akzeptanzin-
tervalls (9.21) des Monochromators fiir den lateralen Abstand v wird daher um
~o verschoben. Dies ldf3t sich beriicksichtigen, indem man in allen Fehlerbahnen
die Ersetzung

Y= 7+% (9.47)

vornimmt. Analog zu einem Quellversatz fithrt ein Versatz des Mittelpunktes der
Stromselektionsblende in x-Richtung von der Achse weg zu einer Verschiebung
des Mittelpunktes des Winkelakzeptanzbereichs fiir o (9.25) fiir die verschiedenen
Strome um einen Winkel ay. Dies wird durch die Ersetzung

a— o+ ag (9.48)

beriicksichtigt. Die entsprechenden Dejustierungen entlang der y—Achse werden
durch
0 —d + 0
B =6+ Bo
beschrieben. Eine Abweichung der Beschleunigungsspannung vom Sollwert U um

den Wert AU bewirkt eine Verschiebung der relativen Energieabweichung x eines
Elektrons von der Sollenergie um ko = AU/U, was durch

(9.49)

K — K+ Ko (9.50)
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beriicksichtigt wird.

Um zu untersuchen, welchen Einflul diese Dejustierungen auf die Qualitit der
Filterung ausiiben, betrachten wir zunéchst nur die Fehlerbahnen zweiter Stufe.
Es geniigt, sich auf die Bahnstorung ) des zz-Schnitts zu beschrinken, da in
diesem Schnitt die Filterung erfolgt. Um die Betrachtung zunéchst unabhéngig
von der gewahlten Skalierung des Monochromators zu halten, gehen wir zu nor-
mierten Bahnparametern (9.38) und zu normierten Bahnstorungen (9.39) iiber.

Fiithrt man die obigen Substitutionen im Polynom fiir die normierten Bahnstérun-
gen £ (9.31) durch, erhilt man nach Ausmultiplizieren zusitzliche konstante
und lineare Terme in &, %, ﬂ 6 und &. Der konstante Term weist die Struktur

XO(OACO7§/O7BO780) +XHO(OA(07;YO)’%0 —"_XI%OI%O'%(% (951)

auf. Dieser Term gibt den Abstand an, um den das Spektrum in der Selektions-
ebene aufgrund der Dejustierungen verschoben ist. Da der Term von ko abhéngt,
kann man die Lage des Spektrums im zz—Schnitt durch Variation der Beschleu-
nigungsspannung verdndern. Hiermit 148t sich auch ein lateral nicht exakt posi-
tionierter Selektionsschlitz ausgleichen.

Bei der Diskussion der linearen Terme ist zu beachten, dafl die maximal auftre-
tenden normierten Winkel &, B um den Faktor 1000 grofler als die normierten
Achsenabstéande ‘y,g und um den Faktor 50 gréfler als die relative Energieabwei-
chung & sind (siche Seite 124).

Die Breite des Liniencrossovers in der Selektionsebene wird deshalb durch die
Terme

X4 (G, 30, o) mit X4(Go,%0, ko) = Caalio + CA’&&% + Carko
llIld XB(B(), 50)6 Il’llt XB(B(), 50) = OBBBO + C'ngo
(9.52)

bestimmt. Die iibrigen linearen Terme sind gegeniiber diesen vernachléssigbar.

Der durch den ersten Term hervorgerufene Versatz ist proportional zum Startwin-
kel & in der Ebene der virtuellen Eintrittsquelle. Dies entspricht einem Versatz,
der entsteht, wenn die axiale Bahn x, des xz—Schnitts in der Selektionsebene
keine Nullstelle mehr besitzt. Der erste Term entspricht deshalb einer Defokus-
sierung im xz—Schnitt. Die Gaufsche Bildebene fallt fiir diesen Schnitt nicht mehr
mit der Selektionsebene zusammen sondern liegt davor oder dahinter. Um diesen
Fehler auszugleichen muB man durch Anderung der Fokussierung der Konden-
sorlinse die Lage der Ebene des virtuellen Eintrittsquellbildes so verschieben, dafl
der Monochromator diese Ebene wieder in die Selektionsebene abbildet.
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Der zweite Term erzeugt einen Versatz im zz Schnitt abhéingig von einer Ande-
rung des Startwinkels im yz—Schnitt (,45 Grad Astigmatismus®). Dieser Fehleran-
teil verkoppelt beide Schnitte und 148t sich nicht durch Fokussierung beseitigen.
Es ist geplant, die Stromselektionsblende beim Bau des Monochromators piezo-
elektrisch verschiebbar auszulegen. Dann 148t sich die axiale Fehljustierung der
Stromselektionsblende kompensieren und Bo = 0 kann eingestellt werden. Der
noch verbleibende Versatz

Az =R, {%505’} (9.53)

bestimmt dann die Justiertoleranzen des Systems. Wie man zeigen kann sind die
aus der dritten Stufe der Fehlerentwicklung entstehenden Justierfehler gegeniiber
dem Einflufl der Bahnstorung zweiter Stufe vernachléssigbar.

Das System mit niherungsweise korrigiertem Offnungsfehler weist einen etwa um
den Faktor drei grofleren normierten Fehlerkoeffizienten CBS auf als das unkorri-
gierte System. Daher muf} die Quelle im Falle des korrigierten Systems um den
Faktor drei genauer positioniert werden als im Falle des unkorrigierten Systems.
Fiir das unkorrigierte System aus Abschnitt 9.5 ergibt sich bei einer Vorvergréfie-
rung von M = 6 und einem Eingangsstrom von 100 nA ein maximal zuléssiger
Versatz der Quelle von 46 um von der Achse, wenn man fiir den Winkelstrom der
Quelle 0,3 mA /srd annimmt. Fiir einen Eingangsstrom von 10 nA ist ein deutlich
grofferer Versatz von 148 pum zuléssig. Das korrigierte System erlaubt hingegen
nur Fehljustierungen der Quelle von 16 pm beziehungsweise 49 pym. Leider ist
bislang nicht bekannt, wie genau man die Quelle justieren kann. Deshalb hat
sich die CEOS GmbH zum Bau des unempfindlicheren unkorrigierten Systems
entschieden.
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Kapitel 10

Einfluf3l des Boersch—Effekts

10.1 Coulomb—Wechselwirkungen im Strahl

Bisher wurde angenommen, dafl man die Coulomb—Wechselwirkung der Elektro-
nen im Strahl untereinander vernachlidssigen kann. Diese Annahme ist jedoch
bei niedrigen Elektronenenergien von nur einigen keV insbesondere in der Umge-
bung von Strahlcrossovern nicht mehr giiltig. Dort wird der mittlere Abstand der
Elektronen sehr klein, und bei den niedrigen Energien verweilen die Elektronen
aufgrund ihrer geringen Geschwindigkeit lange in der Wechselwirkungszone.

Um die Auswirkungen der Coulomb—Wechselwirkung zu verstehen, betrachten
wir zunéchst ein konvergentes, um die optische Achse rotationssymmetrisches
Elektronenbiindel im feldfreien Raum. In der Ebene des Strahlcrossovers weist
der Strahl seinen kleinsten Durchmesser auf (siche Abbildung 10.1). Wir grei-
fen nun zwei Elektronen heraus, die vor Passieren des Crossovers die gleiche
kinetische Energie besitzen und betrachten den Coulomb—Stof§ in ihrem Schwer-
punktsystem. Im Schwerpunktsystem haben die Geschwindigkeiten der beiden
Elektronen stets den gleichen Betrag und zeigen in entgegengesetzte Richtung.
Damit im Laborsystem beide Elektronen die gleiche Energie aufweisen, miissen
ihre Geschwindigkeitsvektoren im Schwerpunktsystem senkrecht auf dem Vektor
der Schwerpunktsgeschwindigkeit stehen.

Durch den Stofl wird im Schwerpunktsystem zwar nicht der Betrag der Geschwin-
digkeitsvektoren gedndert, wohl aber ihre Richtung. Transformiert man nach dem
Stof} zuriick ins Laborsystem, so weisen beide Teilchen unterschiedliche Energi-
en auf. Ebenso hat sich der Winkel zur optischen Achse geéindert, unter dem die

131
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Teilchen die Crossoverebene verlassen. Dies ist in Abbildung 10.2 veranschaulicht.

Strahlbiindel

Crossover

Trajektorie ohne
Coulomb—Wechselwirkung

Abbildung 10.1: Stigmatischer Strahlcrossover im feldfreien Raum.

Stof3 vor dem Stof} nach dem Stof3

6\ #’ S~

e

—m  Geschwindigkeit im Schwerpunktsystem
— = Geschwindigkeit des Schwerpunktes im Laborsystem
Geschwindigkeit im Laborsystem

Abbildung 10.2: Energieiibertrag und Winkelverkippung durch den Boersch—
Effekt.
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Die Anderung der kinetischen Energie wird in der Literatur mit energetischem be-
ziehungsweise longitudinalem Boersch-Effekt bezeichnet. Die Winkelverkippung
heifit lateraler Boersch—Effekt.

10.1.1 Lateraler Boersch—Effekt

Da die Strahlverkippung in unmittelbarer Umgebung des Crossovers erfolgt,
andern sich im wesentlichen nur die Winkel der Elektronen zur Achse nicht aber
ihre Durchtrittsorte durch die Crossoverebene. Da die Crossover innerhalb des
Monochromators in die Ebene des virtuellen Austrittsquellbildes abgebildet wer-
den, hat der laterale Boersch—Effekt nahezu keine Auswirkungen auf die Breite
der virtuellen Quelle. Durch die Strahlverkippung wird jedoch der Raumwinkel
verdndert, in welchen die Elektronen von der virtuellen Quelle emittiert werden.
Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 10.3 dargestellt.

Strahlverkippung
Aa

Semioffnungswinkel /
des Strahlbiindels N\ /

Crossover wo
Strahlverkippung
auftritt N\ N

Abbildungsfelder des
Monochromators

Abbildung 10.3: Verdnderung des Emissionsraumswinkels durch Strahlverkip-
pung.

Mit Hilfe einer von Weidenhausen, Spehr und Rose [64] abgeleiteten analytischen
Néaherungsformel fiir stigmatische Crossover erhélt man als Schétzwert fiir die
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Wurzel der mittleren quadratischen Winkelverkippung

VvV (Aa?) = 0,036 - ag : (10.1)

wenn man eine Beschleunigungsspannung von U = 3 kV, einen Strom von
100 nA, einen Crossoverdurchmesser von 120 nm und einen Semitffnungswin-
kel des konvergenten Biindels von ay = 1,72 mrad annimmt. Der Einflufl des
lateralen Boersch—Effekts auf den Richtstrahlwert ist fiir diesen Crossover ver-
nachléssigbar, da die Aufweitung des Emissionswinkels nur in der Groflenordnung
einiger Prozent liegt.

Die verwendeten Parameter stimmen mit dem konvergenten Biindel {iberein, dafl
fiir einen Eingangsstrom von 100 nA in den Monochromator eintritt (siche Ab-
schnitt 9.6). Da die realen Crossover im Inneren des Monochromators &hnliche
Einstrahlwinkel bei einer deutlich verringerten Stromstirke aufweisen, stellt die
obige Abschiitzung eine obere Grenze fiir die Aufweitung des Emissionswinkels
durch den Monochromator dar. Die Winkelverkippung kann somit vernachléssigt
werden.

10.1.2 Longitudinaler Boersch—Effekt
Verbreiterung der Energieverteilung

Theoretische Analysen zum longitudinalen Boersch—Effekt wurden von Rose und
Spehr [65, 66] und von Jansen und Leeuwen [67, 68] fiir stigmatische und gekreuz-
te astigmatische Crossover im feldfreien Raum durchgefithrt. Von Spehr wurden
1985 die abgeleiteten analytischen Abschétzungsformeln beider Arbeitsgruppen
tibersichtlich zusammengestellt [69].

Um eine Obergrenze fiir die Auswirkung des Boersch—Effekts auf die Energiebreite
zu bestimmen, betrachten wir zunéchst das stigmatische System von Rose [16].
Aufgrund der geringeren Stromstédrken in den astigmatischen Zwischenbildern
ist der longitudinale Boersch—Effekt des im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten
Monochromatortyps auf alle Félle kleiner als der des Systems von Rose.

Wie in Abschnitt 9.6 gezeigt wurde, entspricht ein Strom von 100 nA bei einer
VorvergroBerung der Quelle von M = 6 einem Semioffnungswinkel des konvergen-
ten Biindels von a,,q; = 1,72 mrad. Hierbei wurde ein Winkelstrom der Quelle
von jo = 0,3 mA /srd angenommen. Der Durchmesser dg des virtuellen Eintritts-
quellbildes betrdagt 120 nm fiir einen effektiven Quelldurchmesser von 20 nm.
Wihlt man den ersten und den zweiten Halbkugelkondensator des Systems von
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Rose gleich grof}, so weist das reelle Bild der Quelle in der Selektionsebene den
gleichen Durchmesser und den gleichen Semikonvergenzwinkel auf. Fiir die Wur-
zel aus dem Erwartungswert der quadrierten Energieabweichung erhélt man mit
den Formeln von Spehr und Rose

(AE)?) ~0.72 eV . (10.2)

Wie von Spehr und Rose gezeigt wurde, weist die Energieverteilung durch den
Boersch—Effekt einen sehr breiten Sockel auf, da ein geringer Anteil der Elek-
tronen sehr stark gestreut wird. Diese Elektronen tragen aufgrund der Quadrie-
rung der Energieabweichung zu /((AE)?) tiberproportional stark bei. Sinnvoller
erscheint hingegen die Angabe eines Energieintervalls AFE, ¢, innerhalb dessen
sich n % aller Elektronen befinden. Sowohl von Spehr und Rose als auch von
Jansen et. al. wurden analytische Naherungsformeln fiir A F5q9, hergeleitet. Man
erhélt die Werte

(Spehr)
AFE ~ 0,28 eV ,

(Jansen) __
AELm ~ 0,20 eV

(10.3)

Zieht man den breiten Sockel der sehr stark gestreuten Elektronen ab, so ist der
Verteilung nédherungsweise gauBformig. Fiir eine GauBverteilung ergibt sich die
Halbwertsbreite AE , (FWHM) zu

AEl/Q ~ 1, 75AE50% . (104)
Man erhélt somit die Abschédtzungen

AESPH) 049 eV

1/2

(10.5)
AE ™ 0,35 eV

fiir die Halbwertsbreite der Energieverteilung durch den Boersch—Effekt im Cros-
sover in der Selektionsebene fiir den Monochromator von Rose.

Die Halbwertsbreite der Energieverteilung (FWHM) durch den Boersch—Effekt ist
deutlich grofler als die angestrebte Breite der Verteilung in der Ausgangsebene.
Der Effekt der Filterung wird somit im Rahmen der verwendeten analytischen
Néherung durch den Boersch—Effekt wieder zunichte gemacht.

Bei dieser Betrachtungsweise wurde jedoch der Einflufl der Dispersion in der Fil-
terebene vernachléssigt, durch die die stigmatischen Quellbilder nach der Energie
sortiert auseinandergezogen werden. Hierdurch sinkt die Stromdichte in der Selek-
tionsebene und ein verringerter Boersch—Effekt ist zu erwarten. Leider existieren
jedoch keine analytischen Naherungsformeln fiir diesen Fall, so dal keine Aussa-
ge moglich ist, ob die zu erwartende Reduktion des Boersch—Effekts grof§ genug
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ausfillt, um noch eine Filterung auf ein FWHM von 0,2 eV bei einem Strom in
der Eintrittsebene von 100 nA zu ermoglichen. Um eine genauere Abschitzung
des Boersch-Effekts zu erhalten, die auch die Wirkungen der ablenkenden Fel-
der und der dispersiven Bahn mit einschliefit, ist eine Monte—Carlo Simulation
notwendig.

Bei einem Eingangsstrom von 10 nA erhélt man als Abschédtzungen fiir die Halb-
wertsbreiten der Energieverteilung
(Spehr)
AE, /5 ~0,1eV ,

(Jansen) __
AU % 0,07 oV

(10.6)

Durch den longitudinalen Boersch Effekt kann somit die Halbwertsbreite der
Energieverteilung nach der Filterung von 0,2 eV hochstens auf

AEy 5 7~ /0,22 40,12 eV = 0.22 eV (10.7)

anwachsen. Die Energieverbreiterung durch den longitudinalen Boersch—Effekt
ist daher bei solch kleinen Strahlstromen vernachléssigbar.

Vergroflerung der Quellfliche

Die Energieverbreiterung durch den Boersch—Effekt kann nicht nur die Energie-
filterung wieder zunichte machen, sondern auch die Flidche der virtuellen Quelle
in der Quellaustrittsebene des Monochromators deutlich vergréfiern, was einen
Richtstrahlwertverlust zur Folge hat.

Der Monochromator ist so konstruiert, daf§ die dispersive Bahn hinter der Aus-
gangsebene identisch verschwindet. Ein Elektron, dafl mit einer Energieabwei-
chung AFE von der Sollenergie entlang der optischen Achse in den Monochro-
mator eintritt, tritt auch wieder entlang der optischen Achse aus dem System
aus (Abbildung 10.4). Hierdurch wird eine Aufweitung des Quellbildes durch Di-
spersion vermieden, allerdings nur unter der Voraussetzung, dafi die Energie der
Elektronen entlang ihrer Flugbahnen konstant bleibt.

Erfolgt zwischen zwei Elektronen eine Coulomb-Streuung beim Durchtritt durch
ein Zwischenbild der Quelle, so dndern dort beide ihre Energie. Dadurch flie-
gen die Elektronen nicht mehr entlang ihrer Solltrajektorien sondern entlang von
parasitiren dispersiven Bahnen. Eine solche Bahn startet vom Ort des Stofles
aus mit der Richtung der Solltrajektorie. Sie verschwindet im Gegensatz zur di-
spersiven Bahn des Monochromators hinter der Ausgangsebene nicht. Dies ist in
Abbildung 10.4 skizziert.
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Abbildung 10.4: Vergréferung der Fliache der virtuellen Austrittsquelle durch den
longitudinalen Boersch-Effekt.

Die zu einem Zwischenbild in der Ebene z, gehtrende parasitére dispersive Bahn
x,.® 148t mit Hilfe der Linearkombination

2:® = 2, + Pz, + 4Pz, (10.8)

aus der dispersiven Bahn und den Fundamentalbahnen des xz—Schnitts bestim-
men. Die Koeffizienten a® und ) ergeben sich aus den Bedingungen

2 (z,) =0 und  2,P'(2,) =0 . (10.9)

Das virtuelle Austrittsquellbild von Elektronen, die durch den Boersch—Effekt
eine Energieinderung um AE®) erfahren, besitzt den Abstand AE®) . 2, (z;)
von der optischen Achse (Abbildung 10.5). Die mittlere Emissionsrichtung dieses
Quellbildes ist dabei gegeniiber der optischen Achse um den Winkel z, ) (z)
verkippt.

Die Verbreiterung der Quelle im xz—Schnitt wird durch die Halbwertsbreite der
Energieverteilung aufgrund des Boersch—Effekts und den Wert der parasitéren
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dispersiven Bahn in der Ebene des Austrittsquellbildes bestimmt. Ein Design

parasitére dispersive Bahn :c,({p )

Zwischenbild
der Quelle

| optische Achse

Ebene des virtuellen  Ausgangs-
Austrittsquellbildes ebene

Abbildung 10.5: Zusammenhang zwischen der parasitidren dispersiven Bahn und
der Position und Emissionsrichtung des virtuellen Quellbildes.

sollte deshalb nur so grofl gewahlt werden, dafl der Selektionsschlitz von seiner
Breite her noch problemlos realisiert werden kann. Ein System grofier zu wéhlen
ist nicht sinnvoll, selbst wenn die bautechnischen Randbedingungen dies zulassen
sollten. Zusammen mit der Dispersion in der Selektionsebene nehmen namlich
auch die parasitdren Dispersionen in der Ebene des Austrittsquellbildes linear
mit der absoluten Gréfle des Monochromators zu.

Fiir das in Abschnitt 9.5 vorgestellte unkorrigierte System erhélt man fiir die
vier Liniencrossover bis zur Selektionsebene die in Tabelle 10.1 angegebenen pa-
rasitdren Orts— und Winkeldispersionen in der Ebene der virtuellen Austritts-
quelle. Die Crossover sind dabei nach der Reihenfolge ihres Auftretens von der
Eingangsebene aus durchnumeriert. Der vierte Crossover liegt in der Selektions-
ebene. Die Ortsdispersion D, und die Winkeldispersion D, sind mit der para-
sitdren dispersiven Bahn des normierten Systems iiber

~(P) (5 ~(P) (2

i Fai) (éf M pa =) U(Zf ) (10.10)
verkniipft. Es geniigt, sich auf die Crossover bis zum Selektionsschlitz zu be-
schrinken, da aufgrund des stark verringerten Strahlstroms hinter der Selekti-
onsebene der Beitrag der Crossover hinter dem Selektionsschlitz gegeniiber dem
Beitrag der Crossover in der ersten Hélfte des Monochromators vernachléssigt
werden kann.

D, =

Eine Abschétzung fiir die groite iiberhaupt mogliche Aufweitung des Emissions-
winkels der virtuellen Austrittsquelle durch die parasitire Winkeldispersion ist
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Crossover || D, [%} D, [%\a}d}
1 14,3 0,12
3 _676 0716
4 _2579 0,12

Tabelle 10.1: Parasitdre Orts— und Winkeldispersionen des unkorrigierten Sy-
stems der vier Liniencrossover bis zum Selektionsschlitz.

durch
Aam(m s AE?;?G}LT) . DS.C’Tossove?") — 07 08 mrad (1011)

gegeben. Dies ist gegeniiber einem Semitffnungswinkel des Quellbiindels von
1,72 mrad vernachlissigbar. Der Emissionswinkel der Quelle bleibt somit durch
die auftretenden Winkeldispersionen nahezu unbeeinfluf3t.

Das Quellbild fiir Elektronen, die durch den Boersch—Effekt eine Energieverschie-
bung von nur 0,05 eV erfahren, liegt hingegen bereits in einem Abstand von

Ad ~ 0,05 eV - 25, o% = 1250 nm (10.12)
€

von der optischen Achse entfernt, wenn der Energieiibertrag im Crossover der Se-
lektionsebene erfolgt ist. Dies ist etwa das zehnfache des Quellbilddurchmessers
ohne Beriicksichtigung des Boersch—Effekts. Nimmt man fiir die Verteilung der
Energieabweichungen durch den Boersch—Effekt eine Halbwertsbreite von 0,05 eV
an, fithrt das zu einer Vergroflerung der Quellfliiche um eine GroBlenordnung. Hier-
durch wird auch der Richtstrahlwert um den Faktor 10 kleiner. Die Vergrofierung
der Quellfliche ist somit der begrenzende Effekt. Da die Quellfliche nur im xz—
Schnitt verbreitert wird, ist hinter dem Monochromator ein Stigmator notwendig
um die linienférmig aufgezogene Quelle wieder zu stigmatisieren.

Um eine moglichst genaue Abschitzung fiir die Vergroflerung der Quellfléiche
zu erhalten, ist eine realistische quantitave Abschéitzung der Grofle des Boersch
Effekts mit Hilfe einer Monte—Carlo Simulation notwendig, die auch die Ablen-
kerfelder und die Dispersion entlang des Weges beriicksichtigt. Die in Abschnitt
10.1.2 mit Hilfe von analytischen Néaherungsformeln durchgefiihrte ,,worst case*
Abschétzung geniigt hier nicht.
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10.2 Monte—Carlo Simulation

10.2.1 Erzeugung des Elektronenensembles

Man erzeugt mit Hilfe eines Zufallsgenerators zunéchst ein Ensemble von N
Elektronen vor der Eintrittsebene des Monochromators. Die Elektronen werden
dabei innerhalb eines konusférmigen Volumens verteilt, das einem Ausschnitt
des konvergenten Biindels vor Eintritt in den Monochromator entspricht (Abbil-
dung 10.6).

Blond Monochromator
ende zur
Stromselektion Kon‘den_ Virtuelles Eintl"itts—
&rlmse quellbild
ama$
7/\ C -
optische
Achse Elektronenensemble

Abbildung 10.6: Geometrie eines Elektronenensembles vor Eintritt in den Mono-
chromator.

Die Orte der Elektronen innerhalb des Konus werden mit Hilfe eines Zufallsge-
nerators nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung

—L . innerhalb des Konusvolumens

Ty, z) = { AAG) 10.13
p(,9,2) {0 : aullerhalb des Konusvolumens ( )

erzeugt, wobei A(z) fiir die Querschnittsfliche des Konus an der Achsenposition z
steht (Abbildung 10.7) und Al die Lange des Konus bezeichnet. Diese Verteilung
entspricht einem homogen ausgeleuchteten Raumwinkel bei zeitlich konstantem
Strom. Die Richtung der Geschwindigkeit der Elektronen wird per Zufallsgenera-
tor so gewahlt, dafl ihre Trajektorien durch das virtuelle Bild der Quelle verlaufen.
Die Durchtrittsorte durch das virtuelle Quellbild wahlt man gleichverteilt. Fiir
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konusférmiges Volumen .
des Elektronenensembles (,y)~ Positionen

gleichverteilt
\ inneres Konusdrittel y

? ry—Ebene
|
|

Biindelachse
Querschnittsfliche A(z)

Abbildung 10.7: Radumliche Verteilung des Elektronenensembles.

die Energie der Elektronen wird eine Gaufverteilung mit einer Halbwertsbreite
(FWHM) von 0,7 eV und einem Mittelwert von Ey = eU angenommen.

Der Semikonvergenzwinkel des Biindels sowie der Durchmesser der virtuellen
Quelle wird wie auf Seite 118 beschrieben aus dem Winkelstrom jq der Quel-
le, dem gewiinschten Eingangsstrom /. in den Monochromator, dem Durchmesser
der Quelle und der VorvergréfSerung M bestimmt. Die Lange Al des Konus erhélt
man fiir eine vorgegebene Anzahl N von Elektronen aus dem Strahlstrom I, und
der Beschleunigungsspannung U':

_ Ne(v)

. 2eU
T mit (v) = ”m—o . (10.14)

Hierbei ist (v) die Geschwindigkeit von Elektronen der Sollenergie.

Al

Die im realen Strahl vorhandenen Elektronen vor und hinter den Stirnflichen
des Konus werden nicht mitberiicksichtigt. Daher fehlen den Elektronen in der
Umgebung der Stirnflichen Stofipartner. Dies fiihrt in der Energieverteilung zu
unrealistischen Artefakten. Aus diesem Grund werden bei der Energiestatistik
nur Elektronen beriicksichtigt, die sich im inneren Konusdrittel befinden (Ab-
bildung 10.7). Um N fiir die Energiestatistik relevante Elektronen zu erhalten,
mufl man daher ein Ensemble von 3N Elektronen durch den Monochromator
hindurchpropagieren.
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Um den Boersch—Effekt so realistisch wie moglich zu simulieren, mufl man dieses
Ensemble unter Beachtung der Coulomb—-Wechselwirkung aller Elektronen un-
tereinander durch die mit Hilfe der Ladungssimulation gewonnenen realen Felder
des Monochromators bis zur Selektionsebene hindurchpropagieren.

Leider ist die Bestimmung der elektrischen Felder im Falle des in Kapitel 8 vor-
gestellten Verfahrens zur Ladungssimulation sehr zeitintensiv. Es ist mit vertret-
barem Rechenzeitaufwand nicht moglich, ein Ensemble von mehreren Hundert
Elektronen bis zur Mittelebene hindurchzupropagieren. Soviele Elektronen sind
jedoch fiir eine ausreichende Statistik der Energieverteilung notwendig. Daher
wird die Simulation des Boersch—Effekts nur fiir die ersten drei astigmatischen
Crossover unter Annahme eines vereinfachten Feldmodells durchgefiihrt.

10.2.2 Vereinfachtes Feldmodell

Durch die Wahl des Umlenkwinkels ¢ = 27 geht der erste Ablenker in einen
torusformigen Ablenker iiber. Fiir das rotationssymmetrische Feld eines Toro-
idablenkers existiert die Reihenentwicklung 5.4 um die SCOFF-Achse, die eine
wesentlich schnellere Bestimmung des elektrischen Feldes erlaubt als die Ladungs-
simulation. Da die ersten beiden Crossover innerhalb des Feldes des ersten Ab-
lenkers liegen (siehe Abbildung 9.8), lafit sich eine gute Abschitzung fiir den
longitudinalen Boersch—Effekt innerhalb dieser Crossover gewinnen, indem man
das Elektronenensemble durch das Feld des torusférmigen Ablenker propagiert.

Da der Toroidablenker keine Eintrittsfliche aufweist, ist es nicht moglich, das im
vorigen Kapitel beschriebene konusférmige Elektronenensemble vom feldfreien
Raum aus in den Ablenker hineinzupropagieren. Um eine verniinftige Startver-
teilung fiir die Propagation durch den Toroidablenker zu gewinnen, erzeugt man
zundchst ein konusférmiges Elektronenensemble, dessen hintere Stirnfliche mit
der Ebene der Eintrittskante des ersten Ablenkers zusammenfillt (Abbildung
10.8). Dieses Ensemble entspricht einem Ausschnitt des Strahls bei ausgeschalte-
tem Monochromator. Durch die Felder des ersten Ablenkers wird die Geometrie
dieses Strahlabschnitts verformt.

Um die Positionen 7; der Elektronen bei eingeschaltetem Ablenker ndherungswei-
se zu berechnen, bestimmt man zunéchst die laterale Position und die Richung,
die die Elektronen des konusférmigen Ensembles bei Passieren der Ebene der
Eintrittskante innehatten. Anschlieend ermittelt man mit Hilfe der Fundamen-
talbahnen und der dispersiven Bahn des Ablenkers die von diesen Positionen
aus startenden Trajektorien der Elektronen in linearer Ndherung. Hierbei ist es
sinnvoll, die SCOFF-N&aherung zu verwenden, da hierfiir die Bahnen analytisch
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bekannt sind. Mit Hilfe der Trajektorien bestimmt man die Orte und Geschwin-
digkeiten der Elektronen bei eingeschaltetem Feld (Abbildung 10.8).

virtuelles Eintrittsquellbild ) o
Trajektorie im

feldfreien Raum
SCOFF Achse

positive Elektrode
des Toroidablenkers !

/negative Elektrode

\ [\
\
\ / \
, e des Toroidablenkers
/ A\
A
/ |
- LA / ' S - »

\ T
Ebene der Eintritts-
kante des ersten

Ablenkers

Trajektorie in
GauBscher Nidherung |

durch die SCOFF Felder verformtes

Ensemble in gaulscher Naherung
e konisches Ensemble fiir

den feldfreien Raum

Abbildung 10.8: Erzeugung des Startensembles aus dem konusférmigen Ensemble
fiir den feldfreien Raum.

Der Betrag der Geschwindigkeit ¥ eines Elektrons bei eingeschaltetem Ablen-
kerfeld 148t sich aus seiner Gesamtenergie und seiner Position 7 mit Hilfe der
Beziehung

]. -,
E = B+ Epo = §m0'z~)2 — ep(F) (10.15)
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bestimmen.

Zur Propagation des Elektronenensembles durch das Feld des Toroidablen-
kers wird der in [60] beschriebene Differentialgleichungsloser achter Ordnung
mit Schrittweitensteuerung von Dormand & Prince verwendet. Dabei wird die
Coulomb— Wechselwirkung zwischen den Elektronen beriicksichtigt.

Die Energieabweichung eines Elektrons aufgrund des Boersch—Effekts ist die Dif-
ferenz zwischen der Gesamtenergie Ey des Elektrons am Ende und der Gesamt-
energie £; am Anfang der Propagation

AE=E;—E . (10.16)

10.2.3 Vergleich zwischen stigmatischem und astigmati-
schem Strahlengang

Mit Hilfe des im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen Verfahrens wurde der
Boersch—Effekt fiir einen Toroidablenker mit astigmatischem und einen Toroidab-
lenker mit stigmatischem Strahlengang fiir Eingangsstrome im Bereich von 10 nA
bis zu 100 nA untersucht. Hierbei wurden die Simulationen fiir jeden Stromwert

fiinfmal mit jeweils unterschiedlichen Startwerten fiir den Zufallsgenerator wie-
derholt.

Im astigmatischen Fall wurde die Brechkraft p; im xz—Schnitt vom ersten Ab-
lenker des in Abschnitt 9.5 vorgestellten Systems verwendet. Im Falle des stig-
matischen Ablenkers gilt = 1.

Es wurden N = 500 statistische relevante Elektronen pro Simulation gewéhlt. Die
Elektronen wurden soweit durch den jeweiligen Toroidablenker propagiert, dafl
im Falle der stigmatischen Abbildung zwei Crossover und im Falle der astigma-
tischen Abbildung drei Crossover beriicksichtigt wurden (siehe Abbildungen 10.9
und 10.10). Dies entspricht der Anzahl der Crossover vor der Selektionsebene
im System von Abschnitt 9.5 beziehungsweise im stigmatischen Design von Rose
(siche Abschnitt 3.1.3).

Im astigmatischen Fall stimmt im Gegensatz zu den ersten beiden Crossovern
die Lage des dritten Crossovers im Toroidablenker nicht mehr mit der Lage des
dritten Crossovers des realen Systems iiberein. Im realen System liegt dieser Cros-
sover bereits innerhalb des zweiten Ablenkers und ist deutlich weiter vom zwei-
ten Crossover entfernt (vergleiche Abbildungen 9.8 und 10.9). Hierdurch ist die
Stromdichte in der Zwischenzone niedriger als bei der Simulation. Daher ist fiir
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Abbildung 10.9: Propagation durch einen Toroidablenker mit astigmatischem
Strahlengang.

das reale System ein etwas reduzierter Boersch-Effekt zu erwarten.

Die Breite AFE5qy der Verteilung der Energieabweichungen AE von der Start-
energie (10.16), innerhalb derer 50 % aller Elektronen liegen, ist in Abbildung
10.11 fiir den stigmatischen und den astigmatischen Fall iiber dem Strom in der
Eingangsebene aufgetragen. Fiir die Halfte der statistisch relevanten Elektronen
gilt

AFE € [-AEs%/2, AE50%/2] : (10.17)

Man erkennt, dafl ein stigmatisches Design fiir hohe FEingangsstrome im Bereich
von 50 nA bis zu 100 nA einen nahezu doppelt so groBlen Boersch—Effekt aufweist
als ein astigmatisches. Fiir niedrige Eingangsstrome (10 nA bis 20 nA) hingegen
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Abbildung 10.10: Propagation durch einen Toroidablenker mit astigmatischem
Strahlengang.

sind beide Arten der Strahlfithrung gleichwertig.

Die ersten drei Crossover fokussieren abwechsend im xz—Schnitt und im yz—
Schnitt. Auflerdem weisen sie etwa gleiche Léangen auf. Durch den Wechsel der
Orientierung ist die Stromdichte zwischen dem ersten und zweiten Crossover so-
wie zwischen dem zweiten und dritten Crossover deutlich hoher als die Strom-
dichte im Bereich zwischen dem dritten Crossover und dem Crossover der Se-
lektionsebene, die beide gleich orientiert sind. Der Selektionscrossover ist zudem
langer als die ersten drei. Daher ist in diesem Crossover nochmals ein deutlich
niedrigerer Boersch—Effekt zu erwarten.
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Abbildung 10.11: Breite des Bereichs der Verteilung der Energieabweichungen, in
dem 50 % der Elektronen liegen, aufgetragen iiber dem Eingangsstrom.

Nimmt man dennoch an, dafl ein Boersch—Effekt von der gleichen Groflenordnung
wie in den drei ersten Crossovern auch in der Selektionsebene auftritt, so erhélt
man als ,, worst—case“ Abschéitzung fiir die Breite dP) der Quelle bei Beriicksich-
tigung der parasitdren Dispersionen

dg(,;B) _ 17 75 . AEég;zzgm) . D£4.Crossover) + dQ + IAT 7 (1018)

wobei dg den Durchmesser der virtuellen Quelle bei idealer Gauscher Abbildung
bezeichnet. Die zusétzliche Verbreiterung der virtuellen Quelle durch die Bildfeh-
ler zweiter Stufe betrigt dabei das doppelte der maximal moglichen Abweichung
Az eines Strahlelektrons von der Gauflschen Bahn aufgrund der Bildfehlerfehler
zweiter Ordnung (siehe Abschnitt 9.7). Der Faktor 1,75 dient zur Umrechnung
von AFEsgy auf die Halbwertsbreite AE,/; (siche Gleichung (10.4)), da die Ver-
teilung nahezu gaufiférmig ist.

Fiir einen Strom in der Eingangsebene von 100 nA und den in Abschnitt 9.6 an-
genommenen Werten fiir die Vorvergréfferung und den Winkelstrom erhélt man
eine Zunahme der Fldche der virtuellen Quelle um den Faktor 26. Realistischer
diirfte die Annahme sein, dafl der Boersch—Effekt im Selektionscrossover klein ge-
gebeniiber dem Effekt der ersten drei Crossover ist, so daf anstelle der parasitidren
Ortsdispersion des Selektionscrossovers die kleinere parasitiare Ortsdispersion des
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ersten Crossovers zur Abschéitzung verwendet werden kann. In diesem Fall ergibt
sich eine Vergroflerung der Quellfliche um den Faktor 16.

Das System von Rose weist bei einer dem astigmatischen Design vergleichba-
ren Bauldnge von 6 cm (Abstand zwischen der Eingangsebene des ersten zur
Ausgangsebene des vierten Halbkugelkondensators) eine Dispersion in der Se-
lektionsebene von 40 pum/eV auf, sofern die Radien der Halbkugelkondensatoren
gleichgrofl gewihlt werden. Bei dieser Wahl betrégt die parasitdre Restdispersion
des stigmatischen Selektionscrossovers in der Ebene der virtuellen Austrittsquelle
ebenfalls 40 pm/eV. Als ,worst case” Abschétzung erhilt man eine Vergrofierung
der Quellfliche um etwa den Faktor 60. Um denselben Faktor wie das astigma-
tische Design zu erreichen, mu3 man den Monochromator von Rose auf eine
Baulénge von 2,4 cm verkleinern. Hierdurch wachsen aber auch die Anforderun-
gen an die Justiergenauigkeit der einzelnen Elemente sowie an die Justiergenau-
igkeit der Quelle und des Kondensorsystems gegeniiber dem Monochromator. Da
bislang nur SCOFF-Rechnungen zu diesem Design vorliegen, ist auch nicht be-
kannt, welchen Abstand man zwischen den Elektroden des ersten und denen des
zweiten Halbkugelkondensators zulassen darf. In diesen Zonen lassen sich mogli-
cherweise sehr hohe Spitzenfeldstdrken bei der Realisierung des Designs nicht
vermeiden, da sich im Rahmen der SCOFF-Naherung die Elektroden beriihren.
Jede Verkleinerung des Designs erhcht die Spitzenfeldstiarken und verschéarft da-
mit diese Problematik.

Fiir einen Strom in der Eingangsebene von 10 nA, wie er fiir den Einsatz im
SATEM benétigt wird, erhélt man im Falle des astigmatischen Systems als ., worst
case” Abschéitzung eine Vergroflerung der Quellfliche um den Faktor 7, wodurch
der Richtstrahlwert auf 14 % des Ausgangswerts sinkt. Dies ist ein fiir den Einsatz
im SATEM vollig ausreichender Wert, da nach Kapitel 3 aufgrund des Offnungs-
fehlerkorrektors der Richtstrahlwert sogar auf 1 % absinken darf,



Kapitel 11

Zusammenfassung

Die Punktauflosungsgrenze eines Transmissionselektronenmikroskops kann durch
Korrektur des Offnungsfehlers des Objektivs deutlich verbessert werden. Von der
Arbeitsgruppe um Max Haider wurde 1997 erstmals erfolgreich ein Offnungsfeh-
lerkorrektor fiir diesen Mikroskoptyp realisiert [9, 10]. Dieser Korrektor wurde
1990 von Rose vorgeschlagen [12]. Die Punktauflosungsgrenze eines konventionel-
len Mittelspannungsmikroskops mit einer Elektronenenergie von 200 keV konnte
mit seiner Hilfe von 2,6 A auf 1,2 A reduziert werden.

Die Auflésung wird dabei nicht mehr langer von der Qualitdt des Abbildungs-
systems sondern von der Energiebreite der Quelle begrenzt. Um eine Punkt-
auflssungsgrenze von unter 1 A zu erreichen, muB die Halbwertsbreite der Ener-
gieverteilung (FWHM) der Elektronenquelle von heute 0,7 eV auf mindestens
0,3 eV verringert werden. Trotz vielversprechender Ansétze ist es bis heute nicht
gelungen, Quellen zu entwickeln, die eine derart hohe Energieschéirfe bei ausrei-
chend hohem Strahlstrom (einige Nanoampere) aufweisen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde deshalb ein Monochromator fiir Elektronenquel-
len entworfen, der ein virtuelles Zwischenbild der Quelle mit einer Vergroflerung
von Eins abbildet, dabei jedoch alle Elektronen mit einer zu grofien Energieab-
weichung herausfiltert. Um eine ausreichend hohe Dispersion fiir die Filterung zu
erzielen, darf die Energie der Elektronen innerhalb des Monochromators einige
Kilovolt nicht iiberschreiten. Bei einem Mikroskop mit einer Beschleunigungs-
spannung von 200 kV mufl der Monochromator daher bei einer Spannung von
nahezu 200 kV gegeniiber Erde (dem Objektpotential) arbeiten. Der Betrieb von
Konstantstromquellen fiir magnetische Bauelemente ist auf einer so hohen Span-
nung gegen Erde technologisch weit aufwendiger als der Betrieb von Konstant-
spannungsquellen fiir elektrostatische Elemente. Das vorgestellte System arbeitet
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aus diesem Grund rein elektrostatisch. Der Monochromator wurde fiir eine Halb-
wertsbreite der gefilterten Energieverteilung von 0,2 eV ausgelegt, um auch die
Verbreiterung der Energieverteilung durch die Instabilitit der Hauptbeschleuni-
gung aufzufangen.

Ein Monochromator sollte so aufgebaut sein, dafi sowohl die Orts— als auch die
Winkeldispersion hinter dem Monochromator wieder verschwinden. Hierdurch
wird eine Verbreiterung des Austrittsquellbildes und eine Aufweitung des Emis-
sionswinkels durch die verbliebene Energiebreite vermieden, so dafl der Richt-
strahlwert der Quelle im Rahmen der linearen Abbildungstheorie erhalten bleibt.

Infolge der niedrigen Elektronenenergien ist ein Monochromator anfillig ge-
geniiber einer Energieverbreiterung des Strahls aufgrund von Coulomb-Stéfien
zwischen den Elektronen (Boersch-Effekt). Der Boersch-Effekt tritt vor allem in
der Region von Strahlcrossovern auf, da dort die Elektronendichte am grofiten
ist. Wie in Kapitel 10 gezeigt wurde, ist der entscheidende Effekt nicht, dafl der
Boersch-Effekt die Energiefilterung wieder zunichte macht. Vielmehr weisen die
Elektronen, deren Energie innerhalb des Monochromators durch den Boersch Ef-
fekt verdndert wurde, eine parasitidre Restdispersion in der Ebene des Austritts-
quellbildes auf. Hierdurch wird die Fléache der virtuellen Quelle vergrofiert. Dies
fithrt insbesondere bei hohen Stromen zu einem drastischen Verlust an Richt-
strahlwert.

Der Monochromator besteht aus zwei Paaren von sektorférmigen, elektrostati-
schen Ablenkern, die jeweils symmetrisch beziiglich der zentralen Symmetrieebe-
ne angeordnet sind (Abbildung 7.2). Die von den Ablenkern erzeugten Dipolfelder
kriitmmen die Mittelachse des Elektronenbiindels omegaférmig. Die Energieselek-
tion erfolgt in der Symmetrieebene. Dort ist die Dispersion mit einem Wert von
16,35 pm/eV maximal.

Die Berechnung eines realistischen Systems erfolgte dabei in zwei Schritten. Durch
Vernachlédssigung der Randfelder (SCOFF-Niherung) konnen analytische Néhe-
rungslosungen fiir die Monochromatorgeometrie angegeben werden. Hierdurch
war es moglich, in vertretbarer Rechenzeit den gesamten Losungsraum nach einer
optimalen Losung abzusuchen. Im zweiten Schritt wurde mit Hilfe eines Iterati-
onsverfahrens ausgehend von dieser SCOFF-Losung als Startwert die tatséchliche
Elektrodengeometrie berechnet. In Abhingigkeit davon, ob die Offnungsfehler in
der Selektionsebene mit Hilfe von Hexapolfeldern korrigiert werden oder nicht,
ergeben sich zwei verschiedene Systeme. Im Falle des korrigierten Systems wer-
den die Kriimmungen der Ablenkerelektroden so verdndert, daf§ auler den zur
Gauflschen Abbildung notwendigen Dipol- und Quadrupolfeldern auch die zur
Korrektur erforderlichen Hexapolfelder entlang der Achse erzeugt werden. Daher
sind keine zusétzlichen Bauelemente fiir das korrigierte System notwendig.
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Die Simulation der Felder erfolgt mit Hilfe einer Ersatzladungsmethode. Der Ver-
lauf der optischen Achse wird durch Raytracing bestimmt. Zur Feldsimulation
werden alle Bauelemente trianguliert (Approximation durch ein Dreiecksnetz).
Die Flachenladungsdichte wird durch eine an den Kanten der Dreiecke stetige
und iiber die Dreiecksflachen lineare Ladungsverteilung angenéhert. Der Vorteil
dieser Methode ist, dal das Potential eines solchen Dreiecks im Raum analy-
tisch darstellbar ist. Deshalb lassen sich alle partiellen Ableitungen des Poten-
tials mit hoher Genauigkeit bestimmen. Zur Berechnung der Bildfehler zweiter
und dritter Stufe werden zum Beispiel alle partiellen Ableitungen bis zur vierten
Ordnung benétigt. Im Vergleich zur Feldsimulation mit Hilfe von Punktladun-
gen ist die Verwendung von Dreiecken bei ausgedehnten Bauteilen ohne komplexe
Oberflachenstruktur (zum Beispiel diinne Blenden) giinstiger, da deutlich weniger
Ladungselemente benétigt werden.

Um den Boersch—Effekt zu minimieren, wurde der Strahlengang so gewéhlt, dafl
innerhalb des Monochromators nur astigmatische, linienférmige reelle Bilder der
Quelle (Crossover) auftreten. Zudem ist sowohl das Eintritts— als auch das Aus-
trittsquellbild virtuell. Die bisher vorgestellten Systeme [14, 15, 16] weisen alle
stigmatische Bilder der Quelle auf, in denen die Stromdichte deutlich gréfer ist
als in astigmatischen Zwischenbildern.

Mit Hilfe von Monte-Carlo Simulationen konnte gezeigt werden, dafl bei grofien
Stromen im Bereich von 50 nA bis 100 nA die Energieverbreiterung durch den
Boersch-Effekt fiir ein System mit stigmatischen Crossovern fast doppelt so grof3
ist wie fiir ein System mit astigmatischen Crossovern. Im Bereich niedriger Stréme
(10 nA bis 20 nA) sind stigmatische und astigmatische Crossover hingegen nahezu
gleichwertig.

Entscheidend fiir die Grofle der Quellverbreiterung und damit die Groéfle des
Richtstrahlwertverlusts ist jedoch nicht allein die Stéirke des Boersch—Effekts in
den Crossovern, sondern auch die Grofle der zu jedem Crossover korrespondieren-
den parasitdren Restdispersion in der Ebene des Austrittsquellbildes. Je kleiner
die Restdispersionen sind, desto geringer ist auch der Verlust an Richtstrahl-
wert. Daher sind die absolute Grofle des Monochromators und damit auch der
Absolutwert der Dispersion in der Symmetrieebene so gewahlt, dafl die Energie-
selektionsblende technisch noch problemlos realisiert werden kann (Schlitzbreite
etwa 3 pum). Generell sind Systeme mit einer hoheren Dispersion in der Mittel-
ebene nicht sinnvoll, weil in solchen Systemen auch besonders hohe parasitére
Restdispersionen auftreten.

Bei einem Strom von 100 nA in der Eintrittsebene des Monochromators wird die
Fliache der Quelle in der Austrittsbildebene fiir das korrigierte und das unkorri-
gierte System etwa um den Faktor 26 vergroflert, wodurch der Richtstrahlwert



152 KAPITEL 11. ZUSAMMENFASSUNG

auf etwa 4 % des Ausgangswerts absinkt. Hierbei sind sowohl die Verbreiterung
durch den Boersch-Effekt als auch die Verbreiterung durch die Bildfehler zweiter
Ordnung beriicksichtigt. Der Richtstrahlwert des von Rose 1990 vorgeschlagene
Design [16] betrigt bei gleicher Bauldnge nur etwa 40 % dieses Werts. Der im Rah-
men dieser Arbeit konzipierte Monochromatortyp eignet sich daher besonders fiir
Anwendungen, die grofie Beleuchtungsstrome in Verbindung mit einer geringen
Energiebreite der Quelle benétigen. Er erméglicht bei akzeptabler Beleuchtungs-
zeit auch ortsaufgeloste Spektroskopie im Sub—eV Bereich fiir Anregungsprozesse
geringer Wahrscheinlichkeit.

Bei einem Eingangsstrom von 100 nA sind die Akzeptanzwinkel, die der Mono-
chromator verarbeiten muf3, bereits so grof}, dal fiir das unkorrigierte System
durch den EinfluB der Offnungsfehler die Breite der Liniencrossover in der Se-
lektionsebene in der Gréflenordnung der Breite des Selektionsschlitzes liegt. Des-
halb weist die Energieverteilung keine scharfen Rénder mehr auf, aber die gefor-
derte Halbwertsbreite der Energieverteilung von 0,2 eV ist jedoch gewihrleistet.
Die Rénder der Energieverteilung des korrigierten Systems sind dagegen deutlich
schérfer.

Mit Hilfe der Bildfehlerkoeffizienten zweiter und dritter Stufe wurden fiir bei-
de Systeme die Toleranzen gegeniiber einem lateralen Versatz der Quelle und
der Stromselektionsblende abgeschéitzt. Das unkorrigierte System erweist sich als
weitaus unkritischer gegeniiber Fehljustierungen des Beleuchtungssystems als das
korrigierte.

Zur Zeit wird von der CEOS GmbH in Heidelberg das unkorrigierte System kon-
struiert und gebaut. Der Monochromator soll zunéchst in einem Mikroskop mit
einem neuartigen hochdispersiven Energiefilter eingesetzt werden, das ortsauf-
geloste Energieverlustspektroskopie im Sub—eV Bereich erlaubt. Auch ein Einsatz
in einem Mikrokop mit Offnungsfehlerkorrektor ist geplant.



Anhang A

Fundamentalbahnen und
dispersive Bahn in SCOFF
Naherung

Fiir die axiale Bahn im zz—Schnitt und deren erste Ableitung erhélt man

zZ+1 s zel
Lcos(p12) + (1/p1) sin(py 2) czel
Leos(yu6) + (1/pm) sin(p1¢) e
+(2 = 9){cos(iue) — i sin(m o)}
{(1/ 1 — 10p) sin(p11.¢)

o +(l +0) cos(u19)}

Ta(2) = ¢ x cos(ua(2 — (¢ +6))/r) czely

+(r/ p2) {cos(p1¢) — Ly sin(p1¢) }
x sin(pa(2 — (¢ +9))/r)

(L+0)Mc+ (1/p — 10p) Ma
+(r/ p2) Moy — rl(py/ p2) M
+{ M, — (L +0)(p2/r) Moy — luy Mo czely
+ (papa/r — pa/(par)) M}
Xx(zZ—=1+mr)e¢—19)
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( 1 D ZE [1
—lpy sin(p12) + cos(p1 2) czely
—luy sin(py @) + cos(p1 ) D2 el
s —(p2/m){(1/ 1 — 1op1) sin(p1 ¢)
Lo (2) = +(1 4 8) cos(pup)} . (A2)
x sin(pg(2 — (¢ +6))/r) L zely
+{cos(p¢) — lpy sin(pn¢)}
x cos(pa(2 — (¢ +0))/r)
MC - (l + 5)(“2/71)]\4—21 - l,ulM12 = ]’5
|+ (Opapa/T — pa/(par)) M
Hierbei wurden die Abkiirzungen
M. = cos(p10) cos(pz0) M = sin(p1¢) sin(u20) (A3)
My == sin(p19) cos(pag) My = cos(p1¢) sin(pa¢) '
verwendet. Die Intervalle /;,i = 1,... ,5 sind in (7.4) definiert. Fithrt man in den
Formeln fiir z, und 2/, die Ersetzungen
1 — p2 vy — Uy (A4)

durch, so ergeben sich die Ausdriicke fiir die axiale Bahn g3 im yz—Schnitt und
deren Ableitung 7. Die Abkiirzungen (A.3) gehen durch die Ersetzungen in die
Abkiirzungen

N. := cos(v10) cos(veep) Ny = sin(v1¢) sin(n¢)
Nip := sin(v10) cos(vz0) Noy := cos(v1¢) sin(vz9)
iiber.

Nach Abschnitt 6.4 muf die Feldbahn %, im xz-Schnitt symmetrisch und die
Feldbahn gs im yz—Schnitt antisymmetrisch zur Selektionsebene z; gewéhlt wer-
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den. Man erhélt fiir die Feldbahn im xz—Schnitt und ihre erste Ableitung
(e, + G+ D{ Mg+ (/1) Moy — Spy (po/T)M,} = 2€ 1,

{cos(ua¢) — O(uz/r) sin(uzg)} cos(pn(é = 2)) . o o p
—pi2/ (par) sin(pa¢) sin(p (¢ — 2)) '

B5(2) = - x { {cos(i0) — d{pm/r) siniua0)} el
! +(2 = ) (p2/r) sin(p29)
cos(pa(0 + (L +7r)p — 2))/r) L z2ely
\ 1 2 eI
(A.6)
([ jy My + (paa/7) Moy — Sy (paa /) M, L 2¢ ]
pa{cos(p29) = 0(pua/r) sin(pad) } sin(u(d = 2)) . 5 I,
. +(p2/r) sin(p20) cos(pa (¢ — 2))
,(8) = a x (o /1) sin(pz0) C ZEe 3
(po/r)sin(pa(0 + (1 +1r)p — 2)) /1) czely
(0 c zel;
(A7)

mit dem Normierungsfaktor

C’y:Mc_ {ﬂ—l(;/,(,l%}MS_llLth12_<l+6)M2M21 . (AS)

mr r
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Die Ausdriicke fiir die Feldbahn im yz—Schnitt und ihre Ableitung lauten

( {N. — sv9/TNoy — v1(s + 0)N1o el
+(0siva)r — i Jn) N HE + 1) + ¢5 ' !
—{(6 + ) cos(vap) + (r/vy — dsvy /1) sin(vep) }
XCOS(VI((b_'%)) - el
—1/1v1{cos(120) — s(vy/r) sin(vy¢)} '
o 1 X sin(vy (¢ — 2))
Us(2) = o X
J —{(0 + 8) cos(190) + (1/vy — dsve /1) sin(1ad)} sl
+(2 — ¢){cos(ra9) — s(va/r) sin(1ep)} ' 3
—scos(va(d+ (L+1)p — 2))/r) e
—r /vy sin(va(§ + (1 +1)p — 2))/7) ' !
L 2= {(I+7)p+0+s} : 2€ 1
(A.9)
( NC—S(VQ/T)Ngl—V1(8+6>N12 el
+(dsvyve /T — 111 /19) Ny ) !
—v1{(0+5) cos(v20)+ (1 /va— s /1) sin(ve¢) }
X sin(v1 (¢ — 2)) s
. +{cos(1ap) — s(v/r) sin(r0)} 2
Gi(2) = — x x cos(vi (¢ — 2))
5
cos(va) — s(va /1) sin(vad) D 2 el
—s(va/r)sin(ve(d + (1 +1)p — 2)) /1) sl
+cos(va(0 + (L+ 1) — 2))/7) !
L 1 D ZE ]5
(A.10)
mit dem Normierungsfaktor
cs=—(s+d+1)N.+ {Vll(s—{—(5) — l}ng
" (A.11)
+ {23(5 +1) - L} Noyy + {ﬁs + 40 lséulﬁ} N
r Vo mr 1%} r
Alle Fundamentalbahnen sind so skaliert, daf§ sie in der Ebene Z = z; = —[ des

Eintrittsquellbildes die Anfangsbedingungen (4.83) erfiillen.
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Ersetzt man mit Hilfe der paraxialen Bahngleichungen (7.14) die in den Integran-
den von (7.20) vorkommenden Fundamentalbahnen durch ihre zweiten Ableitun-
gen, so kann man die Integrale direkt durch Ableitungen der Fundamentalbahnen
an den Ein— und Austrittskanten der Ablenker ausdriicken. Fiir die normierte Di-
spersionsbahn und ihre Ableitung ergibt sich

0 czel
(/{1 + 24 (2) 35 — Ta(2)2, } czely
(/) {2a(2) (@, — 2y) — 35 (2) (302 — #0a)} ¢ 2€ 5
Tx(2) = , X ) (A.12)
(/i) (@ = 250) + (r/ i) T} +r/py 5 p
—Zy 5){(1/M1)( — &) + (r/2)il) '
Fa(2{(1/ 1) (2, %1) = (/)@ = &5)}

| —i’v( ){(1/M1)( — &) = (r/p3)(Fpa—20g)}

( 0 Tz S Il
(/) {a, (2) 20y — 26(2), ) rrel
(U2 () iy — ) — 34 (2) iy — #0)} ¢ 2 € Iy

2 (2) =4 . . (A.13)
&, (U 18) (@ — 3) + (r/ )5 el
—i (2){(1/u1)( — &) + (2} '
B (D (1/ ) (2, f’ﬂ) = (/)@ = &)}
[ — 24 (2 ){(1/u1)( =) = (r/p3) (Fha — 03)}
mit den Abkiirzungen
=1l (%) i:’w = :%’7(22) , 1=1,2,3,4 (A.14)

fiir die Werte der ersten Ableitungen der axialen Bahn und der Feldbahn im
xz-Schnitt an den Positionen

2120 s 22:¢ s 23:¢+5 s 24:(1+T)¢+5 <A15)

der Eintritts— und Austrittskanten der Ablenker.
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Anhang B

Potential eines Elementardreiecks

Die analytische Auswertung des Integrals (8.14) ist in [59] ausfiihrlich beschrie-
ben. Hilfreich zur Darstellung des Ausdrucks fiir das Potential ist die Abkiirzung

[f]:= (f(ar,b1,¢1) — flar, by, c2)) — (f(ag, by, c1) — flaz, ba,c2)) . (B.1)

Die Funktion f héngt dabei von den Parametern

a, = 7”2:;% , by = alf/ - X , ¢ = -Y
P (B.2)
as = 12 z by = aY -—-X o = —(Y+4d)

ab, die die Geometrie des Dreiecks vollstéandig charakterisieren. Die Hohe d des
Dreiecks ist in (8.13) definiert. Man erhélt fiir die modifizierte Potentialfunktion

Are
~(n) _ 0 (A
S = S0 (B.3)
den Ausdruck
. 1.~
6 = —{(V + 4] + B]} (B.4)
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mit den Funktionen

~ - _ ZZ
Ala,b,c, Z) = carsinhaf——i_b — Z arctan —= be —a
V2% +c Z\/Z2+02+(ac+b)2
b 1+ a? b
= arsinh (1+a )C~+ ¢ ,
1+a \/(1+a2)Z2+b2
- 2 b Z? b
B(a,b,c, 7)) = < arsinhaf—+ + —- artanh—= act
2 V224 2 \/ZZ+c2+(ac+b)2

1

——— /222 b)?
+2(1+a2){\/ SRR

- 1 2
- 2((1 + a*)Z* + b?) arsinh (1+a )Cj— ab } :
Vi+a \/(1+a2)Z2+b2

(B.5)

Die Koordinaten X,Y, Z geben die Position des Potentialaufpunkts im Dreiecks-
system an. Sie lassen sich mit Hilfe der Bezichungen (8.11) aus den Koordinaten
im Laborsystem bestimmen. Die geometrische Bedeutung der Parameter by, bs, ¢;
und ¢y ist in Abbildung B.1 dargestellt. Die Funktionen A und B sind auch in
der Dreiecksebene (Z = 0) wohldefiniert, wenn man von hebbaren Singularitiiten
entlang der in Abbildung B.1 eingezeichneten Geraden absieht, die weiter unten
diskutiert werden. Auch alle partiellen Ableitungen nach b und ¢ bleiben in der

Dreiecksebene wohldefiniert.

Zur Berechnung aller fiir die Fehlerbahnen bis zur dritten Stufe benotigten Mul-
tipolmomente benotigt man die partiellen Ableitungen bis zur vierten Ordnung
des Potentials eines Elementardreiecks. Zur Minimierung der Rechenzeit ist dar-
auf zu achten, daf sich alle partiellen Ableitungen aus moglichst wenigen gleichen
Untertermen darstellen lassen. Um moglichst kompakte Ausdriicke bei den parti-
ellen Ableitungen zu erhalten, ist es sinnvoll, die Funktionen A und B durch die
modifizierten Funktionen A und B

Ala,b,c,Z) = sgn(Z)ZA(a,b,¢) B(a,b, ¢, Z) = sgn(Z)Z*B(a, b, ¢)

auszudriicken, die von den normierten Parametern
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Abbildung B.1: Geometrische Bedeutung der Parameter by, by, ¢c; und cs.

abhédngen. In den Funktionen Aund B

ac + bc —a
A(a,b,¢) = ¢arsinh———— — arctan
Vit 1+ &+ (e + D)
b (1 +a®)é+ab
V1 + a? V14 a2+ b2 ’
L. ;2 c+ b 4+ b
= i 2E + 1 artanh o (B.8)

2 vite 2 \/1+52+(a5+13)2

+m{5\/l + &+ (aé + b)?

- L(l + @ + b?) arsinh

(14 a?)é+ab
V1+a?

V14 a2+ b2
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kommt Z nicht mehr explizit vor. Mit Hilfe der Beziechungen

G v d _a &
0X Z Y Y/ 7 (B.9)
L
ox Y A S A/

und den Definitionen (B.6) erhélt man fiir die partiellen Ableitungen erster Ord-
nung der Funktionen A und B nach den Koordinaten XY, Z die kompakte
Darstellung:

0 - | 0A

Al = —sen(2) |22 ,
aX[ ] sgn(Z) P

) - [ a4 oA
8_17[A] = sgn(Z) _ag % :
) . a4 94

- (B.10)

0 - 10B

=[B] = —|Z2||—= 7
0X ob

) - oB 0B
—[B] = |Z||o—= — = :
oY I ob oc
g = 7 |2ap-328 9B
07 I ob oc

Die partiellen Ableitungen héherer Ordnung von [A] und [B] ergeben sich durch
sukzessive Anwendung der obigen Ableitungsformeln. Alle partiellen Ableitungen
von B, die mindestens eine Ableitung nach ¢ enthalten, lassen sich mit Hilfe der
Beziehung

OB _0A

durch die partiellen Ableitungen von A ausdriicken. Fiir die partiellen Ableitun-
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gen erster Ordnung des Potentials — also fiir das elektrische Feld — erhélt man

5(8) 7 N A N 3
0 i) [,y [0] S ToB))
0X d 0b 0b
o™ sgn(Z) | 5.« -| 0B OB - 0A  0A
— = ZIA+ 7 = — — d) la— — —
oY d A+ “ob ~ oe ( +)aab oc
(&) 7 N _ _OA N 3
0077 _senlZ) )y gy A i _ 041 4 7 lap o328 28
YA d b oc b oc
(B.12)
Die benétigten partiellen Ableitungen von A und B lauten
DA 1 (14 a®)é+ab
— = —— arsinh————=— ,
ab 1+CL2 ,/1+a2+b2
A — arsinh aé+ b
oc ~ M ATe
OB 1 ~ " ab L (1+a®)é+ab
— = 1+ ¢+ (ac+b)? — arsinh————— ,
ob 1—|—a2{\/ ( ) V1+a? \/1+a2+52}
o5 _ 0
oc  oe
(B.13)

Die Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen weisen viele gemeinsame Unterterme
auf, die jeweils nur einmal berechnet werden miissen. Dies setzt sich auch bei den
héheren partiellen Ableitungen fort.

Die kompakte Darstellung iiber die modifizierten Funktionen A und B eignet sich
zwar gut zur Berechnung der Ableitungen, die auftretenden Ausdriicke sind je-
doch durch die Verwendung der auf Z normierten Parameter (B.7) in der Ebene
des Dreiecks (Z = 0) nicht definiert. Es ist daher sinnvoll, die partiellen Ablei-
tungen zur numerischen Auswertung wieder auf den Parametersatz a, b, ¢ anstelle
von a, l~), ¢ umzuschreiben.

Alle partiellen Ableitungen der Funktionen A und B nach den Parametern b
und ¢

O'A b e o'B
= 9bigem

Ay -

. > B.14
v b =0 (B.14)
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sind in der gesamten Dreiecksebene (Z = 0) mit Ausnahme der in Abbildung B.1
eingezeichneten Linien wohldefiniert und von Null verschieden. Aus (B.6) ergeben
sich die Zusammenhénge

l+m/~l o
8~l — = sgn(Z2) 2 ay, ,

al+mB o
_ = sgn(2) 2426,
ghoan BT

zwischen den partiellen Ableitungen der Funktionen A, B, A und B. Mit Hilfe
von g, und [, erhilt man fiir die Ableitungen erster Ordnung des Potentials

o5(D) 1 ¢ ~

R (USRI )

o) 1 -
a d {[aoo] + [aBio = Bor] + (Y + d) [acp — @01]} v (B.16)
A -

8;;2 = é% {(Y + d) [cgo — baig — cap] + [2600 — bBio — Cﬁm]}

Die zur Darstellung benétigten Funktionen lauten
Qoo = A((I,b, ¢, Z) )

(1+ a?®)c+ ab
\/(1 +a2) 22 + b2

1 il
a1p = —— arsin
10 1+ a?

ac+b
V22 + 2

600 :B((I,b,C7Z) ’

ap; = arsinh

1 - ab (1+a*)c+ab
By = Z2 4+ 2+ (ac+ b)? — arsinh 5
10 1+a? \/ V14 a? \/(1+a2)22+62
Bo1 = cap

(B.17)

Mit Hilfe des am Beispiel der partiellen Ableitungen erster Ordnung demon-
strierten Verfahrens lassen sich kompakte Ableitungsformel auch fiir die hoheren
partiellen Ableitungen bestimmen. Schwierigkeiten bei der Auswertung in der
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Dreiecksebene bereiten alle partiellen Ableitungen, bei denen nach Z differen-
ziert wird. In diesen Féllen treten Terme der Struktur

1

A
auf. Die Funktion C setzt sich hierbei aus Linearkombinationeq von «y,, und G,
mit Polynomen in a, b und ¢ als Vorfaktoren zusammen. Fiir Z = 0 ist es daher
nicht moglich, alle bendtigten Terme [ay,,] einzeln zu berechnen und hieraus die
partiellen Ableitungen zusammenzusetzen, da die einzelne Terme fiir Z — 0 nicht
notwendigerweise mit der Ordnung n gegen Null gehen. Es 1a8t sich jedoch stets
zeigen, dafl fiir das Gebiet auflerhalb des Dreiecks die Gesamtfunktion C'/Z"
einen endlichen Grenzwert fiir Z — 0 besitzt und somit die partielle Ableitung
existiert.

€] (B.18)

Liegt der Potentialaufpunkt auf einer der vier Geraden in der Ebene des Dreiecks
(Z = 0), die durch b; = 0,7 = 1,2 und ¢; = 0,7 = 1,2 definiert sind (Abbildung
B.1), treten Divisionen durch Null bei der Auswertung der Ausdriicke von ay,y,
und [, auf. Mit Hilfe von Grenzwertbetrachtungen l&8t sich jedoch zeigen, dafl
auflerhalb der Fldache des Dreiecks sdmtliche auftretenden Singularitdten hebbar
sind. Es lassen sich Ersatzausdriicke fiir das Potential entlang der Geraden her-
leiten. Alle partiellen Ableitungen sind somit — wie von der Physik gefordert —
aulerhalb des Dreieck auch entlang der vier Geraden wohldefiniert.

Bei der Berechnung der partiellen Ableitungen wird gepriift, ob der Potentialauf-
punkt in der Dreiecksebene und auf einer der vier Geraden liegt. Ist dies der Fall,
wird die Ableitung mit Hilfe des entsprechenden Ersatzausdrucks berechnet.

Aus der Laplace-Gleichung

2@ 9238 92pA)

0X? o oz
lassen sich Verkniipfungen zwischen den partiellen Ableitungen héherer Ordnung
ableiten, mit deren Hilfe der Rechenaufwand deutlich reduziert werden kann.
Dies ist besonders vorteilhaft bei der Berechnung partieller Ableitungen, die Dif-
ferentiationen nach Z enthalten. Wie weiter oben gezeigt wurde, erfordert eine
direkte Berechnung dieser Ableitungen innerhalb der Dreiecksebene Ausnahme-
behandlungen. Mit Hilfe der Laplace—Gleichung kénnen einige dieser Ableitungen
unmittelbar aus partiellen Ableitungen nach X und Y berechnet werden, fiir die
solche Ausnahmebehandlungen nicht erforderlich sind.

0 (B.19)

Verwendet man als Kontrollpunkte fiir das Potential die Vertices der Triangula-
tion, so benotigt man zur Berechnung der Matrixwerte ¢;(7;) des linearen Glei-
chungssystems (8.6) das Potential eines Elementardreiecks in allen Eckpunkten.
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Fillt der Potentialaufpunkt R mit einem Eckpunkt zusammen, so gilt fiir die
Parameter by, by, ¢4 und cs

R:T_’i & bh=0,c=0,2=0 ,
R:FQ =4 ble,CQZO,Z: s (BZO)
R:ng, = blzo,bgzo,cle,Zzo

Mit Hilfe von Grenzwertbetrachtungen erhdlt man aus (B.4) fiir die Werte des
Potentials in den Ecken

(A) = d
gA(m) = - ———— 1 sgn(ar — az)(ar — ap)?
21+ )2 1+ aa
X {al (arsinh# + arsinh(al)) —\/1+a? ]
a1 — A

+(a1—a2)\/l+a%\/l+a§} ,

@(A) (73) = g {arsinh(ay) — arsinh(a;)}
(B.21)

Vertauscht man im Ausdruck fiir das Potential im Eckpunkt 7 die Parameter a;
und a, und multipliziert das Ergebnis mit —1, so erhélt man den Ausdruck fiir

das Potential im Eckpunkt 775:

PPN = — &) (fl)]aw@ _ (B.22)



Anhang C

Bildfehler des realistischen
Designs
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ANHANG C. BILDFEHLER DES REALISTISCHEN DESIGNS

‘ Ebene z, ‘ Ebene z¢ ‘

‘ Ebene z, ‘ Ebene z¢ ‘

Caa | —28,801 0 Caaa | 228,890 | —429,662
Cyp | —14,422 0 Caps | 162,336 | —263,552
Cay 8,030 | 25,347 Caay | —159,963 | 160,612
Cj 3,332 10,518 Ciase | —27,702| —7,043
Css | —0,574 0 Caps | —18,510| 133,300
Css | —0,647 0 Cass 37,413 | 167,215
Cin | —2,852 0 Clss 2,766 | 20,702
Cai | 14,078 | 44,439 Ciss 2,584 | 31,025
Chi | —2,228 0 Ciss | —3,156 0,449
C,p | —14,707 0 Cus | —0,934| —2,426
C.s 5,711 | —10,518 Caan | —91,350 | 281,594
Css 3,431 | —6,537 Cipn | —9,472| —81,896
Cix 1,079 1,763 Case | 54,981 | 285,007
C.s | —0,293 0 Ciase | —13,988| —45,171
Cs. | —1,375 0 Cisn | —8,932 | —10,796
Csso | —1,451 | —7,494
Casi | 51,091 | 260,204
Cirr | —19,621 | —34,400
Cira | —16,351 | —24,707
Caap | —114,622 | 263,494
Cipp | —16,076 | 43,696
Cias | —35,261| 11,336
Ciss 8,701 | —17,191
Caps 0,418 | —82,846
Cass 20,317 | —31,029
Ciss 2,285 | —20,235
Ciss 5,061 0,315
Coos | —2,754 0,498
Csss 0, 874 0, 550
Cape | 128,693 | —145,252
Cosr 26,996 | 45,175
Cien | —22,740 | —26,322
Cun | —5,643 7,835
Ciun | —29,457| —97,755
Csin | —9,387 4,981

Tabelle C.1: Normierte Fehlerkoeflfizienten zweiter und dritter Stufe des realisti-

schen Systems.
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