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Abstract: In §1 we introduce hereditarily finite sets by the rules = @ and a,b = a{b} (i.e.
from the premises a,b derive a{b}). The relation ‘C’ between those sets can be introduced by
the rules
= 0PCec
bec = bec{d} (where bec := 0{b} C¢)
b=d = bec{d} (where b=d := bCd,d Cb)
aCcbec = a{b}Cc (if a Z0).

We can write {a,b} for §{a}{b}, e.g. The hereditarily finite sets satisfy the axioms of ZFC
without the axiom of infinity. In §2 we transcribe those axioms into Skolem form. In §1 we partly
argue informally. To justify those argumentations, in §3 we investigate an obviously consistent
rule system in which the theory of hereditarily finite sets is deducible. However, that rule system
is not a formal one. It containes a rule with infinitely many premises. In §4 we sketch well-known
facts of elementary proof theory that lead to the following result of Jacques Herbrand [3]: If
Y, Va Fx is an inconsistent (finite) list of formulas in Skolem form, then there exists a tuple
S1,.-.,8k (k> 0) of terms such that 3, F'sy, ..., Fsy is inconsistent. (Those formulas and terms
are supposed to belong to a pertinent formal language.)

The main part of this paper is §5, containing a consistency proof of a modification, zfc*, of ZFC.
In this proof we make use of the mentioned result of Herbrand and the fact that the hereditarily
finite sets satisfy ZFC without the axiom of infinity. This proof will also be discussed with regard
to the second incompleteness theorem of Gddel. In §6 we draw some general conclusions from
zfc* concerning extensions of the natural numbers.

In §7 we introduce extensions of the usual set @ of rational numbers and give some introductory
examples of Nonstandard Analysis.

§8 (Appendix) containes an interpretion of the rule system investigated in §3 by means of
dialogue games.

Note: Wilhelm Ackermann [1] has proved that Zermelo-Fraenkel set theory in which the axiom
of infinity is replaced by its negation is equiconsistent to Peano’s first order arithmetic. The latter
theory has been proved to be consistent by Gerhard Gentzen [2].
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§1. Ein Modell von ZFC ohne Unendlichkeitsaxiom

Ausgehend von der leeren Menge () konstruieren wir schrittweise ‘erblich-endliche’ Men-
gen {ai,...,a,} aus ihren Elementen a;, falls diese schon konstruiert sind. (Genauer
gesagt konstruieren wir Schreibfiguren zur Darstellung derartiger ‘€-Mengen’.) Dabei
fassen wir {ai,...,a,} als Abkiirzung fiir ({a;}{az}...{a,} auf. Die Konstruktionsre-
geln lauten
= 0 (Beginn mit ()
a,, b = a{b} (Ubergang von a und b zu a{b}).

a und b fungieren hier als Eigenvariable, d.h. als Variable fiir jeweils schon konstruierte Figuren.
Auch im Folgenden diene der Regelpfeil ‘=’ zur Mitteilung der Erlaubnis, die Konklusion des
betreffenden Regeleinzelfalles herzuleiten, nachdem dessen Prémissen hergeleitet worden sind.
Zur Trennung mehrerer Pramissen verwenden wir doppelte Kommata ¢,,” (da einfache Kommata
in Pramissen und Konklusionen mancher in §3 - §5 angefithrten Regeln vorkommen).

& sei die Klasse der so konstruierbaren Schreibfiguren, die wir £-Konstante oder (bez.
(=) abstrahierend) £-Mengen nennen. Wir konstruieren nun eine Sprache iiber £-Mengen:
E-Terme seien diejenigen Schreibfiguren, die nach den Regeln zur Konstruktion von &-
Konstanten zuziiglich der Erlaubnis, mit Variablen (z.B. &y, &1, &2, ... ) zu beginnen, kon-
struierbar sind. £-Konstante sind also geschlossene £-Terme (d.h. solche, in denen keine
Variablen vorkommen). - £-Formeln seien die atomaren Formeln o C f mit £-Termen
a, B, sowie mit F, G stets auch = F, (F'A G) und Vz F. Weitere £-Terme und E-Formeln
soll es nicht geben. - Geschlossene Formeln (d.h. solche, in denen keine Variablen frei vor-
kommen) einer Sprache nennen wir deren Aussagen.

Zur Mitteilung dieser Figuren verwenden wir Metavariable, und zwar
fiir Variable: Uy Uy Wy Ty Yy 2y L] - v
fir £&-Konstante: a,b,c,d,aq,...;
fiir £-Terme: a, B,7,a1,...,c(x),...;
fiir £&-Aussagen: A, B,...; fiir Formeln: F,G.

Die in einer Formel durch verschiedene Metavariable mitgeteilten Variablen seien stets
voneinander verschieden. Abkiirzungen (mit =" als Definitionszeichen):

{a1,...;an} = 0{ar}...{an}
aef = {a}Cp
aCfCy = aCf ABCy
a=0 = aCpfCa
(FVG) = =(-FA-G)
(F—G) = =(FA-G)
(F-G—H) = (F>G)ANFANG— H) etc.
Jx F = =Vx-F.

Diese Abkiirzungen mogen auch fiir spéter eingefithrte Terme bzw. Formeln gelten.



‘=" bezeichne die gestaltliche (buchstibliche) Gleichheit von Schreibfiguren. Fiir spe-
zielle Negate schreiben wir kurz o € B, ¢ 5, # 8 bzw. a # (. Ferner verwenden wir
geldufige Konventionen zur Klammerersparnis.

Eine Aussage der Form a C b bedeute, dass sie nach den folgenden Regeln (€)1 - (C)4
herleitbar ist; d.h. wir stellen die ‘Behauptungsregel’ auf: Behaupte ¢ C b nur dann, wenn
diese Aussage nach den folgenden Regeln herleitbar ist:

()1 = (Cec

(©)2 bec = bec{d}

(9)3 b=d = becd}

(©)4 aCec,bec = af{b} Cc (fir aZ0).

Fiir komplexe Aussagen stellen wir vorlaufig folgende ‘Behauptungsregeln’ auf:
Behaupte A A B nur dann, wenn man A behaupten darf und B behaupten darf (d.h.
wenn diese Behauptungen nach den hier angegebenen Regeln nicht verboten sind).
Behaupte Yz Az nur dann, wenn man Ac fiir beliebige £-Mengen ¢ behaupten darf.
Behaupte — A nur dann, wenn es (nach den hier angegebenen Regeln) verboten ist, A zu
behaupten.

In §3 werden wir diese Regeln durch prizisere Regeln eines sog. Halbforma-
lismus ersetzen. Die Ausfilhrungen in §3 gehdrenen also systematisch an den Anfang
unserer Untersuchungen.

Die angegebenen Behauptungsregeln sind umkehrbar (da wir keine weiteren aufstellen).
Das heifst: Ist eine atomare Aussage a C b nach den Regeln (€)1 — (C)4 herleitbar, dann
darf man sie behaupten. Darf man A sowie B behaupten, so auch A A B. Darf man Ac
fiir beliebige £-Mengen ¢ behaupten, so auch Vr Az. Ist es verboten, A zu behaupten, so
darf man — A behaupten. Da man jeweils entscheiden kann, ob a C b nach den Regeln
(©)1 — ()4 herleitbar ist, sind Aussagen dieser Form stabil (d.h. man darf von =—a C b
auf @ C b schlieken). Daher sind bekanntlich alle £-Aussagen stabil, sodass man im
Bereich dieser Aussagen die klassische Logik anwenden darf.

Wir wollen zeigen, dass die £-Mengen die Axiome ZFC von Zermelo und Fraenkel
aufser dem Unendlichkeitsaxiom erfiillen.

1.1. Lemma: a{b} Z (0, insbesondere b ¢ (), also
cCh & c=0 & c=0.

Beweis: b € () kommt nicht als Konklusion der Regeln (C)1 - (C€)4 vor. Daher ist
a{b} C 0 auch nicht nach (C)4 herleitbar. [

1.2. Lemma: bec{d} <> bec Vv b=d.

Beweis: b € ¢{d} kann nach (C)2 oder (C)3 (und auch nur nach diesen Regeln) aus
der Pramisse b € ¢ oder aus b = d gefolgert werden. O



1.3. Lemma: a{b} Cc < aCcAbeec.

Beweis: Fiir a = () ist 1.3 wegen (C)1 dquivalent mit b € ¢ + b € ¢. Nun sei a Z ().
Dann steht zur Herleitung von a{b} C ¢ nur (C)4 mit den Pramissen a C cund b € ¢
zur Verfligung. O

1.4. Lemma: aCc — aCc{d},

Der Beweis ergibt sich durch Induktion iiber (die Konstruktion von) a aus
) C ¢{d} und Folgendem:

a{b}Cc¢c — alc Abec (nach 1.3)
— aCc{d} N bec{d} (Induktionsannahne und (C)2)
— a{b} C {d} ((©)4). O

1.5. Korollar: &-Terme c(x) sind invariant beziiglich (=):

a=b — c(a) = c(b).

Der Beweis gelingt durch Induktion iiber die Konstruktion der £-Terme. Denn nach
1.4, (€)3 und ()4 gilt:

aCcAb=d — aCc{d} Nbec{d} — a{b} Cc{d}, also
a=cANb=d — a{b} =c{d}. O

1.6. Lemma: aCblc — aCec.

Beweis durch Induktion iiber a: Fiir a = 0 gilt a C ¢ nach (C)1. Von nun an sei
a £ (. Im Falle b = 0 gilt a € b nach 1.1, also (¢ € b C ¢ — a C ¢). Fir
b#ZPund c =0 gilt b € ¢ nach 1.1, also (a Cb C ¢ — a C ¢). Nun setzen wir
a = aj{az}, b=0b1{b2}, ¢=c1{c2}, und machen folgende Induktionsannahmen:

(a) a1 CbCec — a1 Cec.

(b1) {as} Cby Cc — {az} Ce.
(b2) ag =by =cy — ag = ca.

() {as} S {b2} C 1 — {az} C 1.

(BeaChtev dass die Trlpel (a17 b, C)v ({a2}7 b1, C)a (a27 ba, 02)7 (027 ba, CLQ), <{a2}7 {b2}7 Cl)
kiirzer als (a, b, c) sind.)

Ferner machen wir die Annahme a C b C ¢, und haben zu zeigen: a C c.
Nach 1.3 erhalten wir: a1 C b, as € b sowie by C ¢ und by € c.
Wegen a; C b C ¢ folgt a3 C ¢ nach (a).

Nach 1.2 folgt ferner ao € by oder as = ba, sowie bg € ¢; oder by = co.



Im Falle as € by C ¢ erhalten wir as € ¢ nach (bl).

Nun sei as = by € ¢1. Nach (C)3 erhalten wir ag € {b2} C ¢1, also a2 € ¢; nach (c),
also ag € ¢ nach (€)2.

Im tibrigen Falle ag = by = co ist ay = cp nach (b2), also wieder as € ¢ nach (C)3.
Jedenfalls haben wir a; C ¢ (s.0.) und as € ¢, also a C ¢ nach (C)4. O

1.7. Lemma: Ve(x€a — z€b) < aCh,
also auch Ve(zx€a <> z€b) < a=h.

Beweis: (+) folgt aus 1.6. Wir beweisen (—) durch Induktion iiber a:
Fir a = 0 gilt a C b nach (C)1. Nun sei a := a;{az}. Ind.ann.: 1.7 gelte fiir a; statt
fiir a (i = 1,2). Vorausgesetzt sei ferner Vo (z € a — x € b). Nach (C)2 erhalten wir
Ve (r € ay — = €a — =z €b),also a; C b nach Ind.ann. Ferner gilt as = ay nach
Ind.ann., also as € a nach (C)3, also ag € b, also insgesamt a C b nach (C)4. O

1.8. Satz: Fiir alle £&-Formeln Cz, in denen nur die Variable x frei vorkommt, und alle
a, b gilt:
a=b — (Ca + Cb).

Beweis: Aus 1.5 und 1.6 erhdlt man: a =b — (c(a) C d(a) <> c(b) C d(b)). Daraus
folgt 1.8 durch Induktion iiber den Aufbau von Cx. [

1.9. Lemma: aC{b} <> a=0V a={b}.
Beweis:
aC{b} — a=0V Ix(zrca A z=0)
— a=0Vbea
— a=0 vV {b} Ca; also
aC{b} & a=0Va={b} (s.(9)1). O
Definitionen, rekursiv:
alU = a
aUb{c} = (aUb){c}
Uye@ cly) = 0

UyEa{b} C(y) = Uy@a C(y) U C(b)
Va = UyEa Yy
0

an =
R (anb){c}, falls cea
anbic} = {amb’ e c o
PO = {0}

P(a{b}) = UyE’Pa{ya y{b}}

Hinweis: Hiernach sind z.B. Terme der Formen a U z,|J, ¢, ¢(y), Pz noch nicht definiert.



1.10. Satz: Ve (z€aUb <» z€a V z€b).

Beweis durch Induktion iiber b: Fiir b = ) gilt:

zeall) < z€a <> xzca Vel (daxd¢0).

Aus 1.10 als Ind.ann. folgt ferner:

r€aUb{c} « z € (aUb){c} < r€aUbV ar=c
< zeaVaxebVaor=c < xz€aVozeb{c. O

1.11. Satz: V(2 € Uye, c(y) < Ty €a x €c(y)),
speziell: Ve (x € Va + Jy(z €y € a)).

Beweis durch Induktion iiber a: 2 € J,pc(y) <> 2 €0 « Ty el z € c(y).

2 € Uyeq c(y) U c(b)

z € Uyeac(y) V z € c(b)

Jyca xzec(y) Vxeceb) (nachInd.ann.)
Jycaxzec(y) VIy=>bzeccly)

Jy €a{b} zec(y). O

T e UyEa{b} C(y)

T

1.12. Satz: Vz(z€anb < x€a N z€D).

Beweis durch Induktion iiber b: z €anN & z€0 & z€a AN z 0.
Fiir ¢ € a (also a{c} = a) folgt aus der Ind.ann.:

reanb{c} < ze(anb)fc < zcanbV z=c
—~ (x€ea Nzeb) Vao=c
<~ zea{c} N zeb{c}

—~ x€a N zeb{c} (wegen a{c}=a).
Nun sei ¢ ¢ a. Dann gilt nach Ind.ann.:

re€anb{c} < xz€anNb < xc€a Nze€b
— z€a N xeb{c}
— x€a N (xebV z=c)
— (reaNzxeb) V(rea Nz=0c)
— (x€ea Nzeb) Vcea
— z€a Nz€Eb (da c¢a) O

1.13. Satz: Vz (x € Pa < x Ca).



Beweis durch Induktion iiber a: Fiir a=0 gilt: z € P) < z € {0} + zC0
(da @ C z). Ferner folgt aus der Ind.ann.:

reP@(}) © oeU,epalyuibh
< JyePa xe{yy{b}} (1.11)
< JyCa (zr=y VvV x=y{b}) (Ind.ann.)
— xCa V zCaf{b} (1.2, 1.7)
— z Ca{b} (1.4)
— x=zNa{b}
— x=zNa V z=(zxNa){b} (Def. N)
— JyCa (z=y V z=y{b}) (y ‘fur anz). O

Zusammenfassung (auch ohne die Funktionssymbole V, P): Fiir alle z, a, b gilt:

]
z€{a,b} < x=aVr=>b
r€Va <+ Fy(x€ye€a), also YuFvVr(zev+ Jy(z €y € u))
re€Pa < xCa, also VuJoVe (x € vz Cu).

(Die beiden zuletzt rechts angefithrten Aussagen lassen sich auch ohne Heranziehen der
rekursiven Definitionen von V und P beweisen.) Unser ‘Modell’ erfiillt somit die ZF-
Axiome der leeren Menge, der Paarmenge, der Vereinigungsmenge und der Potenzmenge
sowie 1.7 und 1.8 als Gleichheitsaxiome. Nun zeigen wir, dass unser Modell auch folgende
Ersetzungsaxiome erfiillt.

1.14. Satz: Cuv sei eine E-Formel, die eine (evtl. partielle) Abbildung aus £ in sich
beschreibt, d.h. fiir die gilt:

Yu,v,w (Cuv A Cuw — v =w).

Dann gilt fiir beliebige a:  JyVo (v €y « Ju € a Cuv).

Beweis durch Induktion iiber den Aufbau von a: Zunéchst gilt
Vo (Fu e Cuv « v € (). Nun machen wir die Ind.ann.: Vo (Ju € a Cuv > v € ¢).
Im Falle Jv Cbv diirfen wir ferner C'bd annehmen. Dann gilt fiir alle v

Ju e a{b} Cuv < Ju(ueca A Cuv) V Ju(u=>b A Cuv)
< Juea Cuv vV Chv
< veEc V v=d (wegen Cbhd)
<~ v e c{d}.

Im anderen Falle =3v Cbv gilt fiir alle v

Ju € a{b} Cuv < Fueca Cuv vV Chv
< Jueca Cuv
< wvee U



Fiir logische Untersuchungen ist es zweckdienlich, 1.14 wie folgt als das Ersetzungs-
axiomenschema zu notieren, wobei Guv fiir Formeln steht, in denen aufer u und v
noch weitere Variable ‘..." frei vorkommen diirfen:

V... (Yu,v,w (Guw A Guw — v=w) —
— Ve dyVo (v ey < Juez. Gu)).

Fiir Formeln Guv der Gestalt Gu A v = v erhilt man insbesondere das
Aussonderungsaxiomenschema:

V.. VedyVo (vey < vex A Gu).

Das Auswahlaxiom ist fiir endliche Mengen bekanntlich erfiillt. Fiir £-Mengen erhalten
wir dies einfach so: ¢ # () sei eine £-Menge nichtleerer, einander elementefremder Mengen.
c hat die Gestalt {c1{d1},...,cp{dr}} mit ¢;{d;} N¢;{d;} =0 fiir 1 <i < j < k. Dann
hat die Menge {di,...,dx} mit jedem Element ¢;{d;} von ¢ genau ein Element gemein.

Um das néchste Axiom beweisen zu kénnen, definieren wir zunéchst rekursiv die ‘Tiefe’
Ta beliebiger E-Konstanten a: T0 := 0; T(a{b}) := max{Ta,Tb+1}. Dann erhilt man
a Cb— Ta < Tb durch Induktion iiber die Regeln (C)1 —(C)4. (Wir setzen hier voraus,
die natiirlichen Zahlen und ihre Anordnung seien bereits bekannt. Vgl. [6], S.150ff.)

Das Fundierungsaxiom lautet: Vy (y #0 — Jx €y yNa = 0).

Beweisskizze: Wiirde a; dieses Axiom nicht erfiillen, so gidbe es eine unendliche ‘Vorgin-
gerfolge” a1 3 as 3 az > ... von &-Konstanten; fiir sie wire Ta; > Tas > Tag > ... |
was aber unmdglich ist. [J

§2. Mengentheoretische Axiome in Skolemscher Normalform

Um den angestrebten Widerspruchsfreiheitsbeweis von ZFC zu ermdglichen, formen wir
die bisher formulierten mengentheoretischen ‘Axiome’ um. Dazu legen wir eine lexiko-
graphische Anordnung (=) aller £-Konstanten zugrunde, und reden diesbeziiglich von
frihesten E-Konstanten. Die erwdhnte Umformung kann man nach folgender allgemei-
nen Methode durchfithren: Man fiihre zunéchst jedes ‘Axiom’ in eine prénexe Normalform
iiber, etwa Jyo Va1 Jy1 Ve Jy2 A(yo, 1, Y1, T2, Y2), wobei A(yo, 1, Y1, T2, y2) quantorenfrei
ist. Daraufhin fithre man neue Terme fo, fi(x1), fa(z1,22) folgender Art ein:

fo kennzeichnet das fritheste yo mit Vay 3y; Voo Jya A(yo, 21, Y1, T2, Y2);

fi(x1) kennzeichnet das fritheste y; mit Voo Jy2 A(fo, 1, y1, T2, Y2);

fa(x1, 22) kennzeichnet das fritheste yo mit A(fo, 1, f1(x1), 22, y2).

(Die Existenz solcher frithesten Konstanten ist i.Allg. nur indirekt beweisbar.) Das ur-
spriingliche Axiom werde dann ersetzt durch Vo, z2 A(fo, 21, fi(21), x2, fa(z1,22)).
Aus dieser Aussage in ‘Skolemform’ (‘Skolemscher Normalform’, d.h. ohne Einsquanto-
ren) folgt das urspriingliche Axiom sogar rein logisch, also ohne Bezugnahme auf die
Bedeutung der Terme fy, fi(x1), fa(z1.22).



Die erwdhnten Terme fy, fi(x1), fa(z1, 22) sind geméfs folgender Skizze zu verstehen:
Fir &-Formeln Fy, fiir die dy F'y gilt - d.h. fiir alle Werte der darin frei vorkommenden
Variablen gilt - sei

YFy .= Fy AN Vz(Fz —y < 2),

wobei y < z zu lesen ist als “In der erwihnten lexikographischen Anordnung steht y vor
z oder fallt mit z zusammen”. (Dabei mége z nicht in Fy vorkommen.) Im Falle 3y F'y
gilt (klassisch) die Existenz und Eindeutigkeit:

JyYFy A Yy,z(YFyA *Fz — y = 2)

Wegen des Vorkommens der Zeichen ‘=<’ und ‘=’ nehmen wir hier also eine Erweiterung
der oben eingefithrten Sprache iiber £&-Mengen zu Hilfe.

Nun kénnen wir den p-Term py F'y (gelesen: “das fritheste y mit F'y”) wie folgt ein-
fithren: Mit der Abkiirzung ¢ := py F'y setzen wir Pq := Jy (YFy A Py) fir atomare
E-Formeln Py. Fiir beliebige £-Formeln Ay erhalten wir dann bekanntlich (unter Varia-
blenbedingungen)

Aq < Jy YFy AN Ay) < Yy(YFy — Ay), also
Yy Ay — Aq — Ty Ay.

Dies gilt auch fiir - noch einzufithrende - Formeln Agq, in denen mehrere pu-Terme evtl.
ineinandergeschachtelt vorkommen (cf. [7], [8], 3.10).

Anmerkung: Die Formel ¥ F'y ist allerdings nicht invariant beziiglich der Mengengleichheit (=);
denn fiir verschiedene Darstellungen b, ¢ derselben £-Menge kann nicht sowohl ®F'b als auch Fc
gelten. Dennoch ist z.B. Jy (YFy A Ay) invariant bez. (=), wenn Fy und Ay dies sind.

Mit Hilfe von p-Termen py Fxy...xny mit n > 0, fiir die Vaq, ..., 2, IyF a1 ... 20y
gilt und in denen keine kiirzeren p-Terme vorkommen, kénnen wir n-stellige Funktionen

durch Symbole der Form f := Azy,..., 2, py Fz1...2z,y darstellen. Die Axiome von
ZFC in Skolem-Form lassen sich nochmals derart umformen, dass in ihnen Terme der
Form f(zi,...,x,) an Stelle von p-Termen py Fzx;...x,y vorkommen.

ZFC, sei das so formulierte System dieser Axiome ohne das Unendlichkeitsaxiom.

§3. Ein halbformales Regelsystem
fiir die Lehre von erblich-endlichen Mengen

Die in §1 etwas informell durchgefiihrten Untersuchungen wollen wir nun auf eine stren-
gere Grundlage stellen. Zu diesem Zweck werden wir einen Halbformalismus H aufstellen,
in dem alle in §1 erhaltenen Resultate herleitbar sind. Zunéchst fiihren wir Terme und
Formeln ein, mit denen H operiert:

L-Terme seien: ), die bisherigen Variablen, mit o, 7 auch o{7} und mit 7, ..., 7, auch
f(r,...,m) fir jedes Funktionssymbol f = Az puy F(z,y) mit £ = z1,...,z, und einer



L-Formel F(z,y) (s.u.), in der weder Funktionssymbole noch das Symbol =< stehen und
fiir die Va 3y Y F'(z,y) nach den Regeln des unten angegebenen Systems H herleitbar ist.
Weitere L£-Terme soll es nicht geben. £-Konstante seien geschlossene £-Terme.

Das Klammernpaar {, } zdhlen wir nicht zu den Funktionssymbolen. £-Terme
sind also ‘funktionssymbol-frei’. Die in §1 eingefiihrten £-Konstanten sind £-Konstante.

Zum Aufbau von Formeln werden wir die zweistelligen Priadikatoren ‘C’ und ‘=<’ (fiir
die lexikographische Anordnung von £-Konstanten) sowie den einstelligen Priadikator N
verwenden. N soll auf diejenigen Elemente von & ‘zutreffen’, welche auf noch anzugebende
Weise die natiirlichen Zahlen darstellen.

Als atomare L-Formeln bezeichnen wir ¢ C 7, ¢ = 7 und N7 mit £-Termen o, 7.
Aus ihnen werden die iibrigen £-Formeln wie {iblich mittels A, =,V aufgebaut. Auch fiir
L-Formeln F,G seien FFV G, F — G und dx F wie auf S. 2 fiir £&-Formeln definiert.
L-Aussagen seien geschlossene £-Formeln. In §3 sagen wir jedoch einfach “Formel” statt
“L-Formel” und “Aussage” statt “L-Aussage”. (Letztlich interessieren wir uns jedoch nur
fiir (=)-freie Aussagen. Ist die Formel F(x,y) =-frei, so ist dies auch der Term py F(z,y).)

Als Metavariable verwenden wir nun: a, b, ¢, d fiir £-Konstante; p, ¢ fiir £-Konstante;
A, B, C, D fiir Aussagen; P (wie “prim”) fiir atomare Aussagen; Az fiir Formeln, in denen
hochstens die Variable x frei vorkommt; und I'; A, A, IT fiir Listen Cj. --- . C, von Aus-
sagen C; mit n > 0 (also auch fiir die ‘leere Liste’). (Zur Trennung der Glieder C; dieser
Listen verwenden wir den Punkt statt des Kommas.) Wie wir sehen werden, konnen diese
Listen fiir n > 2 als Cy V...V C, gelesen werden.

Der Halbformalismus H habe folgende (teils weiter unten angefiihrte) Schlussregeln (vgl.
(O)1 - (C 4) in §1):

= PCc
TbeebCd,T.becdCb = T.becld)
laCe,,T'bec = T.a{b} Cc (fallsa #0)
= b¢0
T.bde, D.bZddgb = TD.bécld)
IaZecbé¢c = T.a{b}Lc (fallsa#0)
r = A (falls ' C A, s.u.)
rraAa = I.-—A
A, T.B = T.(AAB)
[.~A.-B = TL.-(AAB)
fiir alle c: ' Ac = TI'.VzAx (s.u.)
''-Ac = T.-VzAzx

Dabei bedeute I' C A, dass jedes Glied von I" ein Glied von A ist. Jede Instanz (Einzelfall)
der vorletzten Regel habe unendlich viele Pramissen, namlich (bei gegebener Liste I". Ax)
fiir jede £-Konstante ¢ die Aussagenliste I'. Ac. Da man nicht alle diese Listen herleiten
kann, erlaube jede Instanz dieser Regel, ihre Konklusion I'.Vz Az herzuleiten, nachdem
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man ein effektives Verfahren beschrieben hat, das fiir jedes eingegebene c¢ eine spezielle
Herleitung von I'. Ac anzugeben vorschreibt (vgl. §7). Diese Regel heifse daher halbformal
(vgl. [6], p. 66 - 69).

Instanzen von Schlussregeln nennen wir kurz Schliisse.

Die in den Zeilen 3 bzw. 6 angefithrte Bedingung “falls a # (/" hat zur Folge, dass
die Liste I'.a{b} C ¢ bzw. I".a{b} Z c in keinem anderen Schluss von H als Konklusion
vorkommt. - Weitere Regeln von H seien:

= N0
I''Na = T.Na{a}
= - Na{b} (falls a #b)
I =-Na = T.-Na{a}

= - Np (falls p ¢ &).
Erlduterung: Setzt man a' := a{a}, so kann man mit leerer (d.h. fehlender) Liste T’
nacheinander folgende Aussagen herleiten: N, N0, N@*+ N@T++ ... . D.h. N ‘trifft
7z’ auf folgende Darstellungen natiirlicher Zahlen: ¢, *, 0T+, 0T+ ... . Wir nennen

diese Darstellungen auch Nummern.

Auferdem moge H noch folgende Schliisse enthalten:

= a=0b, falls a = b bewiesen worden ist,
= aAb, falls a =b widerlegt worden ist,

und zwar auf eine gegebene Weise derart, dass das Symbol ‘<’ eine lexikographische
Anordnung aller £-Konstanten darstellt.

Im Folgenden schreiben wir F'(z,y) fiir <-freie £-Formeln, fiir die Vo JyYF(z,y) in H
herleitbar ist. Wie in §2 sei wieder

YF(z,y) = F(z,y) N Vz(F(z,z) — y=2z)

gesetzt. Demgeméf sei py F(z,y) zu lesen als “die fritheste £-Konstante y mit F(z,y)”,
wobei sich “die fritheste” auf die lexikographische Anordnung (=) bezieht. Dennoch
kommt das Symbol ‘=<’ nicht (expizit) in py F'(z,y) vor. Alle £-Terme sind also <-frei.

Fiir Funktionssymbole f := Az py F'(z,y) mit £L-Formeln F(z,y) der soeben beschrie-
benen Art (sie diirfen auch 0O-stellig sein, d.h. z darf fehlen) und atomare £-Formeln
P(y), die nicht mit N beginnen, wihlen wir als Regeln von H:

.3y (“F(cy) A Ply)) = T.P(f(0))
L.Vy—(YF(c,y) A Ply)) = T.2P(f(c))

Kommen in P(f(c)) weitere Funktionssymbole vor, so kénnen diese Regeln auf mehrere

Weisen angewandt werden. Um Fragen, die sich daraus ergeben, zu eriibrigen, schréanken
wir diese Regeln auf den Fall ein, dass in P(f(c)) kein weiteres Funktionssymbol rechts
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von f steht. (Dies gelte fiir U(a, b) statt a Ub und N(a,d) statt a N b.) Bekanntlich sind
jedoch die angegebenen Regeln auch ohne diese Einschrinkung zuléssig (s. 3.10).

Weitere Regeln mégen nicht zu H gehdéren.

F4 I’ bedeute, dass I' in H herleitbar ist. Eine Schlussregel heife in H zuléssig, wenn
fiir jede ihrer Instanzen gilt: Sind alle ihre Pramissen in H herleitbar, so ist dies auch
ihre Konklusion. Die Worte ‘herleitbar’ und ‘zuldssig’ beziehen sich hier in §3 auf H.

Die leere Liste ist nicht herleitbar, und Aussagen der Form b € () kommen nur in den
Instanzen b € ) = b € 0 und I = b € () mit leerem I' der Regel (I' = A fir ' C A) von
‘H als Konklusion vor, sind also nicht herleitbar. Daher ist H konsistent. Nach dem noch
anzufithrenden Schnittsatz ist insbesondere die Regel

IA, A-A=T.A

zuléissig, und zwar auch fiir leere Listen I', A. Daher sind fiir keine Aussage A sowohl A
als auch = A herleitbar, d.h. ‘H ist ‘widerspruchsfrei’.

In §1 haben wir mehrere Funktionen rekursiv definiert, und zwar mit Hilfe von Glei-
chungssystemen, die sich darstellen lassen in der Form

h(a,0) = f(a)
h(a,b{c}) = g(a,b,c,h(a,b)),

wobei f und g bereits definierte Funktionen sind. Der Term h(z,y) mit Variablen z,y
wird dadurch jedoch nicht definiert. In der Definitionen von h(a,b{c}) interessiert uns
der Fall b = ¢ besonders. Weitere Beispiele rekursiver Definitionen:

a+0 = a
a+b{c} = (a+b)"
a-@ = 0
a-b{c} = a-b+a
VO = 0
V(b{c}) = VbUec.
Fiir Nummern a, b haben a +b und a- b die {ibliche Bedeutung. Fiir Nummern ay,...,a,
kénnen wir auch max{ai,...,a,} statt V{ai,...,a,} schreiben.

Jede der hier betrachteten Gleichungen hat die Form s := r. Sie sei eine Abkiirzung
fiir die beiden Regeln

'3y (“(y=r)APly) = L.P(s)
Vvy—=(¥(y=r)AP(y)) = T.=P(s).

In ihnen stehe P(y) wieder fiir atomare £-Formeln, die nicht mit dem Symbol N beginnen,
und in denen rechts der Variablen y kein Funktionssymbol steht. Ist eine solche Formel
ist invariant bez. (=), d.h. gilt fiir sie by Vy,2z (y = z A P(y) — P(z)), dann gilt auch
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Fy P(r) < Jy(Y(y = ) A P(y)). Somit sind fiir sie, falls s := r gesetzt worden ist,
folgende einfacheren Regeln in H zuldssig:

IP(r) = T.P(s)
F'=P(r) = T.=P(s).

In der Definition von aNb{c} werden noch die beiden Fille c€a und c¢ a unterschieden.
An die Stelle der zuletzt angefilhrten mogen daher die folgenden Regeln treten:

cea, I'P((anb){c}) = T.Planb{c})
cta,, ''Planb) = T.P(anbc})
cea,, ' P((anb){c}) = T.=Pland{c})
cta,, '=Planb) = TI.=Planb{c}).

3.1 Satz: Fiir alle Aussagen A, in denen keine Quantoren vorkommen und
Funktionssymbole héchstens in atomaren Teilaussagen der Form Np stehen,
gilt F4 A oder Fyy = A (mit “oder” im effektiven Sinne).

Beweis: Wir verwenden folgende rekursive Definition der ‘Linge’ # von £-Konstanten
und von atomaren Aussagen, in denen keine Funktionssymbole vorkommen:

#0:=1; Fa{b}:= #a+ #b+1;
#(a = b) = #(a Cb) = #a+ #b; #Nc:= #c.

Bekanntlich gilt -9 a < b oder 3y a A b. Wir beweisen nun 3.1 fiir die iibrigen atomaren
Aussagen der gen. Art durch eine Induktion iiber deren Linge: Zuldssig sind die Regeln:

= (Cec
= af{b} £ 0
Bhce = {b)Celd)
bCd,dCb = {b}Ccld)
WY Zenbgd = {b}Zcld)
{0} Zc,, dzb = {b} £ c{d}
aCec,, {b} Cc = a{b} Cc (fallsa#0)
aZc = a{b}ZLc (falls a # 0)
PhZe = alt}ge
= NO
Na = Na{a}
= - Na{b} (falls a #b)
-Na = -Na{a}
= - Np (fiirp ¢ &).

Aus der Induktionsannahme (Ind.ann.), fiir alle atomaren Aussagen @ mit #Q < #P
gelte Fyy Q oder 3y = Q, folgt (nach den angegebenen Regeln) 3 P oder 3 — P.

Damit ist 3.1 fiir atomare Aussagen der gen. Art bewiesen. Daraus ergibt sich 3.1 auch
fiir quantorenfreie komplexe Aussagen der gen. Art wegen der Zuléssigkeit folgender
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Regeln durch Induktion nach der Anzahl der Vorkommnisse von Junktoren in A:

A = ———A
A = -A
A, B = AAB
A = - (AAB)
-B = - (AAB).

3.2 Lemma: Fiir alle Aussagen A gilt Fy A. = A.

Beweis: Fiir atomare Aussagen A der in 3.1 genannten Art folgt 3.2 aus 3.1 nach der
Regel: T' = A (falls T' C A). Ferner sind folgende Regeln zuléssig (wobei wir durch den
linken ‘=" der zweiten bzw. dritten Zeile zwei bzw. unendlich viele Regeln zusammen-
fassen):

A—-A = A —-—A
A-A,, B-B = A—-(AANB),, B.-(AANB) = (AANB).-(AAB)
Fiir alle ¢: Ac. - Ac = Fiir alle ¢: Ac. ~Ve Ax = Va Az.—Vr Ax
Jy (VF(e,y) AN P(y)- Yy = (YFlc,y) NP(y)) = P(f(c).-~P(f(0))

dabei sei f := Az py F(z,y) mit einer Formel F(zx,y) ohne Funktionssymbole, und P(y)
stehe fiir atomare Formeln, die nicht mit N beginnen und in denen kein Funktionssymbol
rechts von y steht.

Somit ergibt sich 3.2 durch Induktion iiber den wie folgt definierten Rang Rg A von
Aussagen A: RgP := 1 fiir atomare Aussagen P, in denen keine Funktionssymbole
vorkommen oder an deren Anfang N steht,

Rg—-A = RgA+1
Rg(AANB) = RgA+RgB+1
RgVx Az = RgAD+1
RgP(f(c)) = RgIy(YF(c,y) NP(y))+1 (fiir fund P(y) wie oben). O

2V

Lemma: Zuléssig sind folgende Regeln (z.T. ‘Umkehrungen’ von Regeln von H):
-——A="T.4
I'(ANB) = T.A,,T.B (2 Regeln)
IN-(AAB) = I'-A-B
I'VzxAz = T. Ac
F'bec{d} = I''bec.b=d
Fa{p}Cc = T.aCc, Ibec
r'beh =T
I''Na{a} = I'.Na
I''Na{b} = T (falls a #b)
I'"A.B & T.(AV B)
I''Ac = T'.Jz Ax

=3

PR ANa AR ) (o8 o ‘e
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1) I-A,T'.-B < TI.-(AVB) (3 Regeln)

(m) firallee: I''=Ac & I''=3z Az

(n) T.P(f(c)) = I'.Jy(YF(c,y) A P(y)), falls P(y) atomar ist
und in P(y) kein Funktionssymbol rechts von y steht.

Anmerkungen: (1) Nach dem folgenden Lemma 3.4 sind auch entsprechende Regeln
fiir Negate der in (e), (f), (h) hinter dem linken I" angefiihrten Aussagen zulissig.

(2) Wegen der Zuléssigkeit von (c¢), (a) ist auch die Regel A -+ B = — A. B und somit
nach dem schon erwihnten Schnittsatz der modus ponens A,, A — B = B zuléssig.

Definition: A — A entstehe aus A durch Fortlassen aller Glieder von A, die = A sind.

Um die Beweise von (a) — (f), (h) und (n) zusammenzufassen, beweisen wir:

3.4 Lemma: A habe nicht die Gestalt = Vz Bz. Fiir jeden Schluss von H der Gestalt
LA (iel) =T.A

(mit einer oder mehreren Priamissen I'. A;), der nicht die Form IV = A mit I" C A hat,
sind folgende umgekehrten Schliisse zuldssig:

I'A = T.A; (fiir i€l).

Beweis: I A; (i € I) = TI'. A sei ein Schluss von H. Da auch (I'—A).A; = T.A;
ein Schluss von H ist, geniigt es zu zeigen, dass

A= (T—A).A (fir iel)

zuldssig ist. Wir tun dies durch Pramisseninduktion, indem wir zeigen, dass fiir jeden
Schluss A; (j € J) = A von H (mit keiner, einer oder mehreren Pramissen A;) und alle
i1 € I folgender Induktionsschritt zuldssig ist:

Zu A; = A mit Ay C A: Wegen (A1—A).A; € (A—A). A; ist auch
(A1—A).A; = (A—A). A; ein Schluss von H.

Zu Schliissen von ‘H der Gestalt A.II; (j € J) = A.B (die nicht die Form I' = A
mit I' C A haben): Fiir B # A sind wegen ((A.II;)—A). A; € (A—A). A;.1I; folgende
Schliisse zuldssig:

Fiir B= A und ¢ € [ ist auch I = J und II; = A; (da nach Voraussetzung A nicht die
Gestalt = Vx Az hat), sodass folgende Schliisse zuléssig sind:

(AT —A) A GeT) = (A A)—A)A; = (A—A)A; = ((A.A)—A). A;. O
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Beweis von (g): Fiir A :=T.bel gilt A—be ) C T, sodass A—bed = T zuliissig ist.
Es geniigt also, die Zuldssigkeit von A = A—be () zu zeigen. Dies folgt durch Priamis-
seninduktion daraus, dass fiir jeden Schluss IT; (i € I) = II von H der Induktionsschritt
I;,—bel (i €I)=I—bel zulissig ist. - Beweis von (i): analog. O

Beweise zu (j) - (m): Folgende Regeln sind zuléssig:

Zu (j): T.A.B e T.-~A. =B o T.(nAA-B) & T.(AVB).

Zu (k): T.Ac = I'.-—Ac = I'.=Voe-Az = I.3z Az

Zu(1): T.~A,T.-B & [.(~AA-B) & [.-~(=AA-B) & [.-(AVB).
Zu (m): Firallec: I''-Ac & I'Ve Az & I =Vo-Ar & -3z Az. O

3.5 Schnittsatz: Zuldssig ist die ‘Schnittregel’

r.c, A =r.(A--0).

Beweis: In ihm werden wir folgende Definition verwenden:
B heifse einfacher als C, wenn (1) oder (2) gilt (zu ‘#’ und ‘Rg’ s.0.):
(1) RgeB=RgC =1und #B < #C.
(2) In RgB < RgC.

Zur Induktion iiber den Formelaufbau verwenden wir die Induktionsannahme:

IA: Fiir alle B, die einfacher als C sind, ist I". B,, A’ = I".(A’—=B) fiir alle I'". A’
zuléssig.

Falls C' ein Negat ist, C = = A, sind - wegen A C (A——-—A). == A und
(I.=A)——=A CT - folgende Regeln zulissig:

T -A, A = (A——A).-=A, T.-A
:>(a) (A—_\ﬁA).A,, r.-A
=14 (A———=A). ([.=A)—~ A)
= T (A——!—!A).

Von nun an machen wir folgende beiden Voraussetzungen:
V1: C sei kein Negat.
V2: =y I.C.

Wir haben zu zeigen, dass A = I'. (A—=C) fiir beliebige A zuléssig ist. Dazu zeigen
wir, dass fiir jeden Schluss A; (i € I) = A von H auch der ‘Induktionsschritt’
I''(Aji—=C) (iel) = I'.(A—=C) zuldssig ist.

Fiir jeden Schluss der Gestalt A; = A mit A; C A ist auch A;——=C C A—-C,
sodass der Induktionsschritt I'. (A;——C) = TI'.(A—=C) ein Schluss von H ist.

Fiir Schliisse von H der Gestalt @ A.A; (i € I) = A.D lautet der Induktionsschritt
I ((A.A)—C) (iel)=T.((A.D)—=C). Wegen (A.A;))——C C (A—=C). A; ist der
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Schluss I'. ((A.A;)——=C) = T.(A—=C).A; zuldssig. Daher geniigt es, die Zuléssigkeit
von I'. (A—=C).A; (ielI) = TI'.((A.D)——=C) zu zeigen.

Fir D # - C folgt dies aus der Zuléssigkeit der Schliisse
N(A—-C).Ai(iel) = T.(A—=C).D = T'.(A.D)——=C).

Somit brauchen wir die Zuléssigkeit des Induktionsschrittes nur noch fiir D = - C zu
beweisen. Wegen A——C C (A. - C)—=Cist I'. (A—=C) = T. ((A. = C)——C) zulissig.
Daher brauchen wir nur noch zu zeigen, dass folgender Schluss zuldssig ist:

I.(A——C).A; (i €I) = I.(A—=C).

Zue A.A= A.——A. Den Fall C = - A haben wir schon behandelt.

Zue A.=m A ~-B= A.-(AADB) mit C = AA B: Nach V2 gilt - I". (A A B), also nach
(b) auch 3 T'. B und F4 T'. A; also sind zulédssig:

I.(A—~C).wA. =B =4 T.(A—=C).~ A =4 T.(A—=C).

Zu e A.—~Ac = A.~VzAx mit C = Vo Ax: Wegen 3 T'.Vz Az gilt nach (d) auch
Fy I Ac. Zuldssig ist also der Induktionsschritt: I'. (A——=C). mAc =4 . (A—=C).

Zue Abd¢c, Ab#d= Ab¢ c{d} mit C =0b¢€ c{d}: Wegen Fy I'.b € c{d} gilt
nach (e) ki I'.b € ¢.b = d. Ferner gilt z.B. (A—=C).b ¢ c)—b¢ c C A——C. Zulissig
sind also:

T.(A—-C).béc, I.(A——=C).b#d
=4 T.b=d (A—~C), T.(A—=C).b#d (da FT.b=d.bec)
= T-(A==C).bCd, T.(A==C).dCb, T.(A==C).dZb.bZd
= T.(A==C).dgZb, T.(A—=C).dCh
=TA T. (A——!C).

Zue AaZ c.b¢ c= A a{b} £ cmit C =a{b} C cund a # 0: Wegen by I'.a{b} C ¢

gilt nach (f) auch 4 I'.b € ¢ und k3 I'.a C c. Daher sind nach TA zulissig:
I'(A—=C).aZcbé¢c = T.(A—=C)aZc = I.(A—=C).

Zu e = b¢ () mit C =b e (): Hierbei ist A leer. Nach V1 gilt k4 T'.b € 0, also nach (g)

Fy T, di by T.(A==C).

Zu ¢ = —Naf{b} mit a #b; = -Npmitp ¢ &, = a £ b, falls a < b widerlegt:
Analog.

Zu e A.=Na = A.-Na{a} mit C = Na{a}: Wegen 4 I'.Na{a} gilt nach (h) auch
1 I'. Na. Zuléssig ist nach IA also I'. (A——=C).~-Na=T.(A—=0C).

Zu o A NVy—(YF(c,y)ANP(y)) = A. =~ P(f(c)) mit C = P(f(c)), P(y) wiein (n). Wegen
Fo L. P(f(c)) gilt nach (n) auch b I'. Jy (YF(c,y) A P(y)). Zuldssig ist nach TA also
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(A —--0C).Vy=(YF(c,y) N P(y)) = T.(A—==C). (Im Falle f(c) = anb{c} sind
dabei die Félle c€a und c¢¢a zu unterscheiden.) O

Wir setzen nun ¥ := = Cy. --- .= C, fir ¥ = C4, ..., C, (mit Kommata, die als “und”
zu lesen sind) und schreiben X - A statt 3. A. Zuléssig sind u.a. folgende Regeln. Nach
ihnen ist 3 A genau dann herleitbar, wenn aus den Gliedern von ¥ (als ‘Annahmen’) A

herleitbar ist, und zwar nach entsprechenden ‘Regeln des natiirlichen Schliefens’ (RnS,
vgl. G. Gentzen) (vgl. 4.4).

= AR A
= F@Cc
YFA = THA (falls ¥ C'T)
YFbelh) = XUFHA
YFbecvb=d & YFbec{d}
YFaCec,,XFbec & Yta{b}Cc
YFA,YXYFB & YXHAAB
firallec: X FAc & Y FHVrAx
>FA = YXFAVB
B = YXHAVB
YFAVB, S Ar-D, 2, B-D = YX+D
YFAc = Y FdxAx
YFdx Az, firallec: ¥, Ac-D = YX+D
,ArB = YX+A— B
YFA,YX+FA—-B = XFB
S,AFL = YE-A (fir L:=0¢€0)
YFA,YXF-A = XFL
YF-—A = YFA

Die Zulédssigkeit dieser Regeln erhilt man leicht nach den Regeln von H und 3.2 -
3.5. Z.B. die Zulissigkeit der ‘Beseitigungsregel’ fiir ‘3’ ergibt sich so: Sind ¥'. 3z Ax
und Y. = Ac, D fir alle ¢ herleitbar, so nach 3.3(m) auch ¥'. =3z Az, D, also nach
dem Schnittsatz auch ¥'. D. Die Zuléssigkeit der Beseitigungsregel fiir ‘v’ erhilt man
analog. [J

Somit sind auch alle Schlussregeln, die wir in §1 angewandt haben, in ‘H zuldssig. Dies
kann man im Einzelnen nachpriifen. Daher erhalten wir:
3.6: Alle einzelnen Ergebnisse aus §1 sind in # herleitbar.

Zur Vereinfachung der Beweise der Herleitbarkeit einiger Ergebnisse von §1 in H kann
man auch folgende Lemmata verwenden:

3.7 Fiir Aussagen A der in 3.1 gen. Art gilt: Ist A = B zuléssig, so gilt -y A — B.
3.8.1 Ist I''A=T.B fiir alle I' zuléssig, dann gilt -y A — B.

3.82 Ist I'. A;. Ay = I'. B fiir alle I' zuléssig, dann gilt F4 Ay V Ay — B.

3.8.3 Ist I'. Ay ,, I'. Ay = T". B fiir alle I zuléssig, dann gilt 4 A1 A Ay — B.
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Beweise: Zu 3.7: Ist A = B zuléssig, so sind diesauch A = A — Bund - A = A — B,
und nach 3.1 gilt Fyy A oder Fyy = A. - Zu 3.8: Man setze 1. ' = A, 2. ' = - 4;
(1=1,2), und 3. I' = = A;. -~ As und wende 3.2, 3.3 und H an. O

Ein Funktionssymbol f := Az uy F(z,y) stellt nur im Falle by Vz JyYF(z,y) eine
totale Funktion dar. Daher zeigen wir:

3.9 Satz: Fiir alle Formeln B(z,y) gilt Fy Vz (Jy B(z,y) — JyYB(z,y)).
Zuldssig ist also die Regel: I'.Va Jy B(z,y) = T'Vz IyYB(z,y).

Beweis: Jede £-Konstante ist aus hochstens den drei Buchstaben ), {,} aufgebaut.
Die aus ihnen gebildeten Worte lassen sich wie folgt lexikographisch anordnen: Zu-
erst kommen die Worte aus nur einem Buchstaben, dann aus zwei Buchstaben, dann
aus drei Buchstaben, usw., und zwar bei gleicher Buchstabenzahl wie Worte in einem
gewthnlichen Lexikon angeordnet. Die Einschrinkung (<) dieser Ordnung auf die &-
Konstanten ist isomorph zur iiblichen Ordung (<) von IN, erlaubt also Anwendungen
der Ordnungsinduktion. Somit erhalten wir Fy Yy [Vz (2 < y — Az) — Ay] — Vy Ay.
Durch Einsetzen von — By fiir Ay und Anwendung der klassischen Logik folgt daraus
bekanntlich k3, Jy By — Jy (By AVz (Bz — y = z)), und noch allgemeiner 3.9. O

Fiir atomare £-Formeln P(y), die nicht mit N beginnen, und Funktionssymbole f :=
Az py F(z,y), fir die by Vz 3y F(z,y) gilt, hatten wir folgende Regeln aufgestellt:

I3y (YF(c,y) N P(y)) = T.P(f(c))
L.Vy=(YF(c,y) A Ply)) = T.2P(f(c))

Dabei ist noch vorausgesetzt, dass f das in P(f(c)) am weitesten rechts stehende Funk-
tionssymbol ist. Nach 3.8.1 gilt also Fy Jy (YF(c,y) A P(y)) — P(f(c)) und
Py Vy = (YF(cy) A P(y)) = = P(f(¢)), also insgesamt

P P(f(c) ¢ 3y ("F(cy) A P(y)).

Ist aber ¢(y) ein £-Term t(y), in dem mindestens ein Funktionssymbol steht, dann gilt
auch Fy Nt(f(c)) < Jy(YF(c,y) A Nt(y)) (da beide Seiten ‘falsch’ sind). Demgeméf
definieren wir:

Definition: Eine Formel (ein Term) heifse stabil, falls sie (=<)-frei ist und in ihr (ihm)
keine Teilformeln der Gestalt Na(y) mit einem offenen (d.h. nicht geschlossenen) £-Term
a(y) steht. (Die (<)-Freiheit haben wir in diese Definition aufgenommen, damit alle
stabilen Formeln invariant bez. (=) werden. £-Terme sind ohnhin (=<)-frei.)

3.10 Satz: Fiir alle stabilen Formeln A(y) und alle £-Konstantentupel p passender Stel-
lenzahl bzw. alle £-Konstanten ¢ (da diese aus £-Konstanten mit Hilfe von Funktions-
symbolen aufgebaut sind) gilt:

Yy (YF(p,y) — Ay)) < A(f(p)) < Fy (VF(p,y) A Aly)),

also Fo Yy A(y) — A(q) — Jy A(y).
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Beweis (nach [7] 170-175): Wie wir gesehen haben gilt

Fn P(f(e)) < Fy ("F(e,y) A P(y))

fiir alle stabilen atomaren L-Formeln P(y) unter der Voraussetzung, dass f das in
P(f(c)) am weitesten rechts stehende Funktionssymbol ist. Nun zeigen wir, dass die-
se Voraussetzung- auch fiir N-freie P(y) - entbehrlich ist. In H herleitbar sind

P(g(d), f(c)) Jy (YF(c,y) A P(g(d),y))
Jy (YF(c,y) A3z (*G(d, 2) A P(z,y)))
Hy, (*G(d,2) N YF(c,y) A P(2,9))

Tt

32 (*G(d,2) A3y (YF(c,y) A P(z,y)))
32 (ZG(d, 2) A P(z, £(0).
P(f(0), f(¢)) < Fy("F(c,y) A P(f(c)y)
< y(UF(ey) N3z (F(c2) A P(z,y))
< Fy,z2(YFley) A *F(c,2) AP(z,y))
A Hy,Z( ( ) y—Z/\P(Z,y))
o OF(ey) Ny=yAPy,y))
< Jy(F(ey) A Py,y)-
Wir setzen nun voraus, dass A(y) A B(y) bzw. = A(y) bzw. Vo A(z,y) mit z # y stabil
ist. Dann sind dies auch A(y) und B(y) bzw. A(z,y). Ferner machen wir die Ind.ann.,

in H seien herleitbar:

A(f(c)) < Fy(F(cy) NAy))
B(f(c)) « F(F(cy)ABy)).

Dann sind in H auch folgende Aussagen herleitbar:

A(f(c)) N B(f(c)) Jy (YF(c,y) N A(y)) A3z (PF(c, 2) A B(2))
3y, 2 (VF(c,y) N* F(c,z) AN A(y) A B(z))
3y, 2 (VF(c,y) Ny =2 AN Ay) A B(z))

Jy (VF(c,y) AN A(y) A B(y)),

rTTe

~A(f(0)) Yy - (YF(c,y) AN Aly))
Yy (YF(c,y) — —~Aly))

Jz(*F(c,z) N—A(z)) (da Fy F27%F(c, z))
FzVy (YF(cy) »y=2— = A(y))

Zeile 2,

L11lTe

“F(eu) > Vo A, f(0)) © Vody(F(ey) A Az, y))
Ve Iy (y = u A Az, y))
“F(c,u) ANVx A(z,u))

Jy (YF(c,y) AVz Az, y))
JyVx (YF(c,y) A Az, y))
Zeile 1 rechts].
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Fiir alle stabilen Formeln A(y) folgt daher aus dem Gezeigten durch Induktion iiber
deren Aufbau die Herleitbarkeit von

A(f(e) < Fy(VF(c,y) AAy)
sowie von A(f(e)) < —=A(f(0)
< Yy (UF(c,y) » = A(y)) (s.0.),
also von A(f(c)) < VYy(UF(c,y) — Aly)).

Die bisherige ‘Voraussetzung’, dass ¢ keine Funktionssymbole enthilt, kénnen wir fallen-
lassen; denn weil in g(y, p) weniger Funktionssymbole vorkommen als in g(f(c),p), sind
nach zugehoriger Induktionsannahme in H herleitbar:

A(g(f(e),p)) < Fy(UF(cy) A A(g(y,zg))
< Wy (F(cy) N3 (Z Y, p,2) A A(z))
< 32y (F(cy) A (7272))AA(2))
< J2(CG(

(c
G(f(e),p,2) NA(2)). O

z

3.11 Korollar: Fiir stabile Formeln A(z,y) und f(z) := pu (Jy A(z,y) — A(z,u)) gilt

by Vo (FyAz,y) — Az, f(z))).

Beispiel: durch zweimalige Anwendung von 3.11 erh&lt man fiir passende f, g:
F3 Vg Jyr Vg Jyo A1, Y1, T2, y2) — Var, 22 A(z, f(71), 9(21, 72)).

§4. Bekannte logische Hilfsmittel

Zugrundegelegt sei eine formale Sprache, die wie £ (aus §3) aufgebaut ist; es kommt
jedoch nicht darauf an, welche (nicht-logischen) Symbole sie enthélt. Hier in §4 verstehen
wir unter Termen, Konstanten und Formeln solche, die dieser Sprache angehoren.

Als Metavariable verwenden wir nun:
fir Terme: o,7,01,71,... ;
flir atomare Formeln: P;
fir Formeln: F,G, H,Fy,...,Fx,...;
fiir A-Listen (s.u.): X, T;
fiir v-Listen (s.u.): I', A.

An Stelle der von G. Gentzen eingefithrten (klassischen) Sequenzen Hi,...,H, F
G1,...,Gy, verwende ich im Folgenden (um Schreibarbeit zu sparen) i.Allg. nur deren
vor bzw. hinter dem Zeichen ‘+’ stehenden Formellisten Hy, ..., H, bzw. G1.Go.--- .G,
(mit dem Punkt statt des Kommas). Es wird sich herausstellen, dass - fiir n > 1 bzw.
m > 1 - das Komma in Hy, ..., H, als ‘A’ und der Punkt in G1.Ga. - -- .G, (wie bisher)
als ‘v’ gelesen werden kann. Dementsprechend nenne ich Listen der Form Hy, ..., H, mit
n > 0 A-Listen und Listen der Form Gi. --- .Gy, mit m > 0 V-Listen. Die leere A-Liste
(n = 0) ist von der leeren V-Liste (m = 0) zu unterscheiden.
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I' € A und entsprechend ¥ C T seien wie in §3 definiert.

Definition: Ist u = wuq,...,u, mit voneinander verschiedenen Variablen u; und o =
O1,...,0n, so entstehe Ty aus ' dadurch, dass man in T' zuerst alle gebundenen Vor-
kommnisse von Variablen, die in ¢ (frei) vorkommen, durch Variable, die weder in I noch
in g oder u vorkommen, ersetzt und im so erhaltenen Resultat fiir ¢ = 1,...,n alle freien
Vorkommnisse von u; simultan durch o; ersetzt. (Bei der erwihnten ‘Umbenennung’ der
in F' gebundenen Variablen sind gleiche bzw. verschiedene Variable durch gleiche bzw.
verschiedene Variable zu ersetzen.) Fiir Formeln F' sei F) entsprechend definiert.

Wir schreiben jedoch auch Fx statt F, F7 statt (Fz)? und Fy statt (Fz)i.
Beachte, dass kein Vorkommnis einer Variablen in 7 in F'7 gebunden ist.

Definition: K sei der ‘Logik-Kalkiil’ mit den folgenden Regeln:

= P-P (fiir atomare P)
r = A (falls T' C A)
rrk = I'-—F
rr,,I'G = T.(FAG) (mit zwel Pramissen)
[~F-~G = [~(FAG)
INFy = I'VzFx (falls y neu, s.u.)
I'-Fr = TI'-VzFx

Die Variablenbedingung “y neu” bedeute, dass y nicht in der Konklusion frei vorkommt.

IC ist wvollstindig in dem Sinne, dass in ihm alle allgemeingiiltigen V-Listen herleitbar
sind. Dabei heife G;. ... .Gy, allgemeingiiltig genau dann, wenn die Formel G;V...VG,
allgemeingiiltig ist.

Definition: Fx I' bedeute, dass I' in K herleitbar ist.

4.1 Lemma: Fir alle Formeln F' gilt Fx F.- F.

Der Beweis gelingt durch Induktion iiber den Aufbau von F (vgl. Beweis von 3.2).
0.

4.2 Lemma: In K zulissig ist die Regel ' = I'y (fiir u, o wie oben).

Beweis durch Préamisseninduktion: Fiir jeden Schluss I'; (i € I) = I' von K (mit keiner,
einer oder zwei Pridmissen ;) ist der ‘Induktionsschritt’ (T;)g (i € I) = 'y zuliissig.

Wir zeigen dies nur fiir Schliisse der Form
IFy = I'Vz F

in denen y nicht frei in I'.Vx F’ vorkommt, aber alle Glieder von u in I'.Vx F' frei vorkom-
men. (Also ist y kein Glied von u.) Ferner komme z weder in I'.Vz F' noch in ¢ vor. Der

g

zur simultanen Substitution % gehérige Induktionsschritt lautet

2. (FY)22 = TZ.(Vz F)2.

T/yu
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Bei der zu 3y gehorigen Umbenennung der gebundenen Variablen sei x in # umzube-

nennen, und es sei F' := FZ. i kommt nicht in F,u oder ¢ vor. Daher ist (FY),3 =

(FY)ya = (Fi); Der Induktionsschritt ist also identisch mit

(R

= T'2.Vi 2,
ist also ein Schluss von K. [
4.3 Lemma: In K zuldssig ist die Regel
I'VuHu = I'.Ho (fir Ho := (Hu)J).
Beweis: Fiir jede V-Liste I' entstehe ['° aus I' dadurch, dass man jedes Glied von I, das
= Vu Hu ist, fortldsst. Es geniligt zu zeigen, dass I' = I'°. Ho zulissig ist. Wir beweisen
dies durch Induktion dber die Lange der Herleitung von I'. Zu diesem Zweck ersetzen

wir in den Schliissen von K jede Liste I' durch I'°.Ho. Dadurch erhalten wir folgende
Induktionsschritte, die in K zuldssig sind:

= P-PHo (fiir atomare P)
[°.Ho = A°.Ho (falls T C A)
[°F.Ho = I°-—-F.Ho (s.u.)
[°.FHo, I°G.Ho = TI°(FAG).Ho (su.)
°~F~G.Ho = TI°~(FAG).Ho
I[°.Fz.Ho = TI°VzFz.Ho (fiir Vo Fax # Yu Hu; s.u.).
I*Hz.Ho = I°.Ho (fiir Vo Fr = Vu Hu; s. 4.2)
I'°-Fr.Ho = TI°~-VzFz.Ho.

In den Prémissen ist das Glied F,G oder Fz fortzulassen, falls es = Vu Hu ist. Fiir
die drittletzte Zeile lautet der urspriingliche Schluss I'.F'y = I'.Vz Fz. Falls y in ¢ vor-
kommt - und somit in der Konklusion I'°.Vz Fx. Ho des Induktionschrittes I'°. F'y. Ho =
I°Vx Fx.Ho frei vorkommt, ist dieser evtl. nicht zuldssig. Aus der Herleitung der ur-
spriinglichen Préamisse I'. F'y erhédlt man jedoch eine - ebenso lange - Herleitung von I'. 'z,
indem man in jener alle freien Vorkommnisse von y durch eine Variable z ersetzt, die
weder in der Herleitung von I'. F'y noch in ¢ vorkommt. Dann ist der zu I'.F'z = I'Vx Fx
gehorige angegebene Induktionsschritt zuldssig. [

Zuléssig sind auch die Umkehrungen der Regeln von K, in deren Konklusion —— F,
(F'AG) oder = (F A G) angefiihrt ist. Dies ergibt sich nach dem Muster der Beweise von
3.3, 3.4. In K ist auch die Schnittregel

I.F,, A—F = T.A

zuldssig. Der Beweis dafiir verlduft nach dem Muster des Beweises des Schnittsatzes 3.5,
jedoch einfacher. Dazu benédtigt man die Umkehrbarkeit der erwdhnten Regeln von K.
In seinen Beweis einzufiigen ist nur noch der Induktionsschritt zur Regel = P.— P; er
lautet: = I'.(P.m P — = G) mit einer Formel G (statt C), fir die V2: k¢ I'.G wie im
Beweis von 3.5 vorausgesetzt ist. Er ist offenbar zuldssig in K.
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Fiir Formeln F,G verwenden wir wieder die Abkiirzungen: FV G = = (= F A= G);
F - G:=~(FAN-G); 32 F := -V~ F. Wie leicht zu zeigen ist, sind in K folgende
Regeln zuldssig: I'.(F V G) & I.F.G (vgl. 3.3(j)) sowie I'.(F — G) <& I'.= F.G, nach der
Schnittregel also auch I'.F,, I'.(F — G) = I'.G (vgl. modus ponens).

Definitionen:

Fiir Formeln F sei ~— F := F. Beginnt F' nicht mit ‘=’, so sei ~F := - F.
Fir ' =Gy. - .Gy, sei IV =~G1,...,~Gp (ISV ~Gi N A NGm)
Fir ¥=Hy,...,H, sei ¥ =~Hy. -+ . ~H, (i.Sv. ~H; V...V ~Hp,).

Y i T bedeute: Aus den Gliedern von ¥ ist I" in K plus Schnittregel herleitbar (d.h.
I' ist nach den Regeln von K, der Schnittregel und = H; (i = 1,...,n) herleitbar).

4.4 Lemma: X g I gilt genau dann, wenn g X'.T.

Beweis: Sei ¥ = Hy,...,H,. Zu (—): ¥ g T gilt genau dann, wenn die ‘Sequenz’
3 I nach folgenden Regeln herleitbar ist:

= X+ H; (fir i=1,...,n)
= XYFP-P
YFI = XFA (fallsT' C A)
YFTF = YFTI.—F
YFTF,YXFT.G = YFTL(FAG)
SFLAF-G = SFD~(FAG)
YFT.Fy = XYHIWVzFzx (falls y neu)
YFEI-Fr = YFI-VeFx
SEFI.G, TFA-G = S, TFT.A (‘=-Schnitt?).

Ersetzt man in diesen Regeln jede (als Pramisse oder Konklusion vorkommende) Sequenz
der Form X - T" durch ¥'.T", so erhilt man in K zuldssige Induktionsschritte. Daraus folgt
4.4(—) durch Préamisseninduktion.

Zu (+): Sei b X'.T'yalso b T'. ~Hy. -+ . ~Hp. Wegen ¥ b H; (i < n) folgt
Y bx I durch n-fache Anwendung der Regel X-Schnitt (s.o., mit leerem T). O

Definition: ¥ heilfe widerspruchsvoll genau dann, wenn ¥ Fx G und ¥ Fx =G fiir
eine Formel G gilt.

Aus 4.4 und der Zuldssigkeit der Schnittregel folgt:

4.5 Lemma: Y ist widerspruchsvoll genau dann, wenn Fx Y.
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Definition: W sei der Kalkiil mit den Regeln

= P,—-P (fiir atomare P)
¥ = T (falls X C T)
S F = %, -F
Y,0F,, ¥,-G = X, -(FAG)
YL FG = X, (FAG)
¥,~Fy = X ,~VzxFz (falls y neu)
X, Fr = X VzxFx

Wir werden zeigen, dass in W alle widerspruchsvollen A-Listen - und nur diese - herleitbar
sind.

Definition: Fyy ¥ bedeute: In WV ist X herleitbar.
4.6 Satz: (a) Wenn Fx ', dann Fyy IV,

(b) Alle widerspruchsvollen A-Listen sind in W herleitbar.

Beweis von (a) durch Pramisseninduktion in KC: Ersetzen wir in den Schliissen von K
jede Liste I' durch I", so erhalten folgende Induktionsschritte, die in W zuléssig sind.
(Dabei beachte man, dass IV, ~F = I, = F in W zuléssig ist.)

= NP,NﬂP
' = A (falls T C A)
V,~F = I',~—aF
['~F, T nG = T~ (FAG)
[V~ Fomm G, = T ~— (FAG)
I',~Fy = TI'.~VzFz (falls y neu)
I'~-Fr = TI'/,~-VzFux.

Zu (b): Ist ¥ widerspruchsvoll, dann gilt Fx X' nach 4.5, also Fyy X" nach (a), und daher
auch Fyy 3. Denn ist z.B. ¥ =Vx Hz, = (FAG),~— F,soist X" =Va Hz,- (FANG), F,
sodass X = ¥ nach der dritten Regel von W zulissig ist. [J

4.7 Lemma: Wenn by ¥, dann gilt Fx 3'; also ist dann ¥ widerspruchsvoll (nach 4.5).

Beweis durch Pramisseninduktion bez. W: In K zuléssig sind folgende Induktionsschritte:

= ~P. ~=P
¥ o= T (falls ¥ C T)
Y.~F = Y. ~—-F
Y omnF LY G = Y~ (FAG)
Y. ~F~G = Y~ (FAG)
Y.~=oFy = Y.~=VexFz (falls y neu)
Y. ~Fr = Y.~VzFuz. O

Formeln in Skolemform haben die Gestalt Vz; ... Vap F' (k > 0) mit einer quantorenfreien
Formel F. Wir nennen Listen derartiger Formeln kurz allprinex. Wir wollen zeigen,
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dass jede allpridnexe A-Liste, die in W herleitbar ist, sogar ohne Anwendung der Regel
Y, -Fy = %, -Va Fz (d.h. der vorletzten Regel von W) herleitbar ist.

Definition: W™ entstehe aus W durch Fortlassen der Regel Y, —=Fy = X, =V Fx .
4.8 Lemma: Fiir allprdnexe A-Listen X gilt:

Ist ¥ herleitbar in W, so auch in W™ (und natiirlich umgekehrt).

Beweis durch Pramisseninduktion: X sei allprdnex und in W herleitbar. Dann kommt
in X kein Glied der Form —Vxz Fz vor, sodass ¥ die Konklusion eines Schlusses von W™
ist, dessen Pramissen (falls vorhanden) ebenfalls allprinex sind. Sind diese Pramissen in
W~ herleitbar, so ist auch ¥ in W~ herleitbar. O

4.9 Theorem (nach Herbrand): Gilt k- X, Vu Hu, dann gibt es ein Termtupel 7, ..., 7%
(k > 0), fiir das auch k- 3, Hry, ..., Hry gilt (fir H; := (Hu)li).

Beweis: X° entstehe aus X durch Fortlassen aller Vorkommnisse von Vu Hu als Glied
von Y. Wir zeigen zunéchst allgemeiner:

(*)  Gilt Fyy- 3, dann gibt es ein Termtupel 71, ..., 7, mit - X° Hry, ..., H7y.

Der Beweis gelingt durch Prémisseninduktion, denn in W™ sind Induktionsschritte fol-
gender Gestalt mit Q = Hry, ..., H7r, zuléssig:

= P,-PQ (z.B. mit leerem 2)
.0 = T°.Q (falls ¥ C T)
.0, F = ¥°,0,-—F
0,0, 0F, £°,09, -G = 3¥°,Q1,Q,~(F AG)
Y0 FG = TI°Q,(FAG)
X0 Fr = X°,QVxFux (falls Vo Fxr # Yu Hu)
¥, Q0,Hr = X°, QO Ht (s.u.).

In den Pramissen ist das Glied F,G oder F'1 fortzulassen, falls es = Vu Hu ist. In der
letzten Zeile steht der Induktionsschritt zu X, HT = X, Vu Hu. Aus (*) erhalten wir 4.9,
da wegen ¥° C ¥ der Schluss ¥°,Q = ¥, Q zu W~ gehort. O

4.10 Korollar: Gilt - X, Vu Hu und ist X, Vu Hu geschlossen, dann gibt es ein Kon-
stantentupel s1,...,s; (k> 0) mit k- X, Hsq, ..., Hsg.

Beweis: ¥, Vu Hu sei geschlossen, und * sei eine Substitution aller in 71, ..., 7, vorkom-
menden Variablen durch Konstante (z.B. (). Dann ist der Schluss ¥, Hry,...,H1 =
Y, Hr{,...,H1} in W~ zuléssig (vgl. 4.2). Daraus und aus 4.9 folgt 4.10 [

Aus 4.6(b), 4.8, 4.10 und 4.7 erhilt man sofort:

4.11 Korollar: Ist X, Vu Hu allprianex, geschlossen und widerspruchsvoll, dann gibt es
ein Tupel s1,..., s, von Konstanten, fiir das auch ¥, Hsq, ..., Hs; widerspruchsvoll ist.
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§5. Die Widerspruchsfreiheit einer Modifikation von ZFC

In §1 hatten wir gezeigt, dass die £-Mengen die Axiome von ZFC ohne das Unendlichkeits-
Axiom erfiillen. ZFC, sei das System dieser Axiome in Skolemform. Sie seien in der in
§3 eingefiihrten Sprache £ formuliert. Zur Formulierung eines Unendlichkeitsaxioms in
Skolemform benétigen wir noch ein neues Individuensymbol W. Durch Einfiigen von W in
die Konstruktion der Terme und Formeln von £ entstehe die Sprache L. Unter Termen
und Konstanten verstehen wir nun solche, die dieser Sprache Ly angehoren.

Hinweis: Die Zeichen {, }, €, C und U werden wir auch in der Metasprache auf tibliche
Weise verwenden.

Fiir beliebige Konstante schreiben wir r, 5,71, s1,...; fiir Elemente von £ wie bisher
a,b,c,d,ay,...; fir Terme o, 7,01, 7T1,... .- Wie in §1 setzen wir

{Ula"'vgn} = (D{Ul}{an}
cer = {o}CrT
c=7 = oCTt ANTCoO

ot = ofo}.

Die folgende Charakterisierung von C durch € mége in Skolemform zu ZFC, gehoren:
Ve,y(x Cy < Vz(z €x — 2z €y)).
Ferner zahlen wir folgendes Axiom zu ZFCs:
Ve,y,z (x € y{z} < z €y V z=2).
Aus ZFC, (d.h. aus endlich vielen Elementen von ZFC,) sind somit in I herleitbar:

Vo,y(z=y < =€ {y})
Ve,y(x =y <> Vz(z €24y € 2))
Vo,y(z eyt < z€y V x=1y).

Damit konnen wir das Unendlichkeitsaxiom so formulieren:

eV AVz(zeV -zt el).

Hinweise: 1. Die einzigen Schliisse von ‘H mit leerem I', deren Konklusion mit N beginnt
(s. §3), sind: = N und Na = Na™. Mittels 3.8.1 erhilt man daher

Fy A(0) AVz (A(z) — A(2h)) = Vo (Nz — A(z)).
2. Fiir Konstante r, in denen ¥ oder ein Funktionssymbol vorkommt, gilt r» ¢ &, also
Fu Nr. Jede Aussage der Form r € &£ oder Fy Nr impliziert also, dass r W-frei und
funktionssymbol-frei ist. (Zur Erinnerung: Die Klammern {, } in Termen z&hlen wir nicht
zu den Funktionssymbolen.)
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Definitionen: Die Konstanten @, (0%, 0+ 0T+ .. nennen wir Nummern. (Sie sind
genau diejenigen Konstanten r, fiir die Fy Nr gilt.) Ferner setzen wir

INo := 3y (Ny Ao =y).

Die folgenden Lemmata dienen zur Vorbereitung eines Widerspruchsfreiheitsbeweises.
Die Beweise der meisten dieser Lemmata sind in anderer Form bereits bekannt.

5.1 Lemma: Wenn ¢ N{ay,...,a,}, dann Fy Na; (i < n);
also Fy Vz,yINy Az € y = INz) (nach 3.1).

Beweis durch Induktion iiber n: Im Falle 3, NO{aq, ..., an—1,a,} gilt
4 Nay, und a, = {a1,...,a,—1}, also nach Ind.ann. auch k4 Na; fiir ¢ <n. O

5.2 Lemma: 4 Ne A a€c — aCc alsoby Vy(INy =y CP(y)).

Beweis durch Induktion iiber die Herleitung von Ne: Wegen 9, a ¢ 0 gilt
der Ind.anfang k3 a € ) — a C (), und aus der Ind.ann. -y a € b — a C b folgt:

Fya€bt - a€bVa=b— aCbCbr. O

5.3 Lemma: Zu jeder L-Konstanten r gibt es eine Nummer £ mit -y k & r.

Beweis: Wir verwenden hier x, A, u als Variable fiir Nummern. Nach 3.10 geniigt es zu
zeigen, dass fiir alle a € & gilt Fy IKVA (A D kK — A ¢ a), und zwar durch Induktion iiber
die Konstruktion von a. Der Ind.anfang ist trivial. Die Ind.ann. F¢ VA(AD k = A ¢ a)
impliziert Fy VAD k [A € a{b} > A=b—

S VYu 2 AT (nea{bt wponpda—p=b=xep) = u2 A" n¢a{db}],
also Fy YA Dk (A ¢ a{b} VVu 2 AT u ¢ a{b}), also
Fo VA Dk A ¢ a{b} VIK' Vu 2D K ué¢a{b}. O

Definition: Fiir b € £ und Konstante s entstehe s? aus s durch Einsetzen von b fiir ¥.

5.4 Lemma: Kommt ¥ in s vor, so gilt Fy Ns® — b C s°.

Beweis durch Induktion iiber die Konstruktion von s : ¥ komme in s vor und es gelte
2 Nsb. Daher kommt in s?, also auch in s, kein Funktionssymbol vor. Steht ¥ am Anfang
von s (d.h. ist s = U oder s = W{s1}...{s,}), dann ist s* = b oder s’ = b{s8}...{sb},
und daher gilt Fy b C s?. Anderenfalls hat s die Gestalt 0{s;}...{s,} und ¥ kommt
in s; fiir ein 4 < n vor. Dann ist s® = 0{s%}...{s%}. Nach 5.1 gilt also I3 Nsb. Nach
Ind.ann. erhalten wir 4 b C s? € s® und somit (nach 5.2) 3 b C sb. O

5.5 Lemma: Jede in K herleitbare V-Liste quantorenfreier £-Aussagen ist auch in H
herleitbar.

Beweis: Ist die Konklusion eines Schlusses von K quantorenfrei, so sind dies auch alle
seine Pramissen. Jede in IC herleitbare quantorenfreie V-Liste I von £-Aussagen hat also
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eine quantorenfreie Herleitung in K. Diese ist auch eine Herleitung nach den Regeln von
H plus 3.2. O

Definitionen: o CIN := Vz (z € 0 — INz).
(Vorsicht: o C IN ist nicht quantorenfrei.) Im Folgenden sei z := x1,...,z, mit n > 0.

[H] sei die Menge aller Aussagen Vz C(x) mit je einer quantorenfreien £-Formel C(z)
derart, dass 3 C(r) fiir alle £-Konstanten-n-tupel r := rq,...,r, (die auch Funktions-
symbole enthalten diirfen) gilt.

[H(P)] sei die Menge aller Aussagen Vz C(z, ¥) mit je einer quantorenfreien L£-Formel
C(z,v) derart, dass Fy Vv (vCIN — C(r,v)) fiir alle £-Konstanten-n-tupel r gilt.

Offenbar ist [H] C [H(¥)]. (Man betrachte ¥-freie Formeln C(z, ¥) = C(z).)
Hinweis: Alle in H herleitbaren stabilen £-Aussagen gehoren nach 3.10 zu [H].

(Def.-Wiederholung: Eine £-Formel (ein £-Term) heike stabil, wenn sie (<)-frei ist und
in ihr (ihm) keine Teilformel der Gestalt Na(x) mit einem offenen £-Term a(x) steht.)

Beispiele:
1. Vz (Nz — Nz) gehort zu [H], da fiir alle £-Konstanten r gilt by (Nr — NrT).

2. Gilt ¢ Vo, y,v (N2 — A(z,y,v)) und ist A(z,y,v) quantorenfrei und stabil,
dann gilt 4 Yo CIN (¢gev — A(q,r,v)) fir alle g, r. Also gehort
Ve e U VyA(z,y, ¥) zu [H(T)].

3. Nach 5.2 gilt by Vo (INz — x C Pz — Vz C x), also gilt
H(U)|Fe Ve e ¥ (x CPxAVx Cx).

4. Bekanntlich gilt 9 Vz,y (INt ANy — 2 -y =y - x), also gilt
HW)] ke Ve,yeV z-y=y-x.

Manche Axiome von [H (V)] folgen aus den iibrigen.

Definition: Wir setzen ® := VN PV¥ und Nz := Nz1 A... ANz, fiir n > 0.
zfc* sei folgende Aussagenmenge:

zic* = [H(V)]U{Vz (Nz — dé(z)€®): Fy Vz (Nz — INo(z))}.
Dabei steht §(z) fiir £L-Terme.

Bemerkungen: 1. Fiir §(z) = = enthélt zfc* das Axiom Vz (Nz — z € @), abgekiirzt
N C ®. 2. Das Unendlichkeitsaxiom lautet fe® AVz (z€® — 2T €P).

Statt dessen gilt aber vermutlich nur zfc* b 0€P AVe (Nz Az €® — 2T €P).

Insofern ist zfc* eine abgeschwéchte Version von ZFC, die sich jedoch in anderer Hinsicht
als ‘starker’ als ZFC erweisen wird. (Daher **’ in ‘zfc*’.)

5.6 Theorem: zfc* ist widerpruchsfrei.
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Beweis: Wir nehmen an, zfc* sei widerspruchsvoll, kurz: -y zfc*, d.h. es gebe (endliche)
A-Listen H(V) C [H(¥)] und Vz; (Nz; — 0i(z;) €®) (i € I) mit

)
wobei by Vz; (Nz; — INo;(z;)) fir alle i € I.

cd) (i eI,

Nach 4.11 bleibt dieses Axiomensystem widerspruchsvoll, wenn man in ihm jedes Axiom
Va C(z, V) von H(V) durch endlich viele geeignete Axiome der Gestalt C(r, ¥) substitu-
iert (wobei ¥ in r vorkommen kann). Bei dieser Substitution entstehe die (quantorenfreie)
Liste H(¥)* aus H(¥). Somit gilt

Fyw H(W)*, Vz; (Nz; — 6i(z;) €®) (i € I).
Ebenfalls nach 4.11 gibt es Konstanten-Tupel s, ; (i € I,j € J;) mit
Fw H(P)*, (Ns;; — di(s;;)€®) (i € 1,5 € Jy).

Im Falle I/3; Ns;; sei Fj; := = Ns;;; dabei sei s}; das im Tupel s,; am weitesten links
stehende Glied desselben, fiir das /3 Nsj; gilt. Im Falle b3, Ns;; sei Fjj = 6;(s;;) € ®.
Kommt W in s;; vor, dann gilt t/3 Ns,;. Daher und nach 3.1 ist Fj; fiir alle 1 € [,j € J;
definiert. Wegen Fj; b (Ns;; — di(s;;) €®) erhalten wir -y H(W)*, Fi; (i€ 1,5 € Jy).
Dieses Ergebnis lisst sich durch Permutation der Aussagen Fj; so schreiben:

Fw H(\IJ)*,—!NTl,...,ﬂNTm,alE(I),...,CLHE(I).

Dabei gilt 4 IN a, fiir ¢« < n. aq,...,a, sind also U-frei. Daher und wegen ® := VNPV
gilt fiir beliebige £-Konstanten b (an Stelle von ¥) auch

Fyw H(b)*, =Nt ... =Nrb ay€bnNPb,...,a,€bNPh.

Nach 5.3 gibt es Nummer s mit Fy k¢ 70 U...Ur) Ual U...Ua.
Fiir eine solche Nummer x setzen wir nun

b:=aU...Ua} U{sT}.
Nach 4.5 erhalten wir
Fe (H®D)*) . Nrb oo Nrb ay ¢ bNPb.--- .a, ¢ bNPb.

Diese Liste ist quantorenfrei und W-frei, also nach 5.5 auch in H statt K herleitbar. In H
herleitbar sind aber auch die Aussagen a1 €bNPb,, ..., a, €bNPb. Wegen 4 b C IN
sind auch alle Glieder von H(b)* in H herleitbar (vgl. die Def. von [H(¥)]). Daher erhalten
wir durch mehrfache Anwendung von 3.5:

o Nob.oo Npb

m

Nach 3.1 und 3.5 gibt es also ein ¢+ < m mit Fy Nri-’ . Fiir dieses i ergibt sich Folgendes:
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Wegen /3 Nr; (s.0.) ist 7? # 7;. Also kommt ¥ in r; vor. Nach der Def. von b und
wegen 3 Nr? erhalten wir 3 k* € b C r? (nach 5.4), also Fy & € k* C r? (nach
5.2). Wegen F Nrf kommen in rf, also auch in r;, keine Funktionssymbole vor. Also
hat 7; die Gestalt 0{r;1} ... {ry} oder W{ri1}...{r;}. Daherist v = 0{r%}...{r%} oder
P =b{rb} ... {r%}. Wegen by r € r? und -y K ¢ b gibt es ein j < £ mit by k = ri?j. Fiir
dieses j gilt Fy Nri-’j (nach 5.1). Kéme W in r;; vor, erhielten wir ¢ k1 € b C r% (nach

5.4), also by kT € K, was falsch ist. Also kommt ¥ nicht in r;; vor. Also gilt rfj =0

1]
also Fy Kk = r?j € 7“?

, was der Wahl von s widerspricht. [

Zur Problematik: Aus dem sog. Zweiten Unvollstindigkeitssatz von Godel folgt ins-
besondere: Falls eine Kodierung (bekannter Art) der Aussage ,,ZFC ist widerspruchsfrei
aus ZFC herleitbar ist, dann ist ZFC widerspruchsvoll. Obwohl wir eine Modifikation
der angefiihrten Aussage bewiesen haben, stellt sich die Frage, ob der hier angegebene
Beweis von 5.6 in entsprechend kodierter Form als eine Herleitung aus ZFC darstellbar
ist. Zu diesem Beweis gehort aber auch die Untersuchung des in §3 angefiihrten Halbfor-
malismus H (mit einer Schlussregel mit unendlich vielen Prémissen). # ist jedoch nicht
‘beweisdefinit’, d.h. es gibt kein effektives Verfahren, das fiir jede angebliche Herleitung
in H zu entscheiden gestattet, ob sie tatsédchlich eine Herleitung in H ist. H ist also nicht
ersetzbar durch einen Kalkiil (dessen Regeln je nur endlich viele Pramissen haben).

§6. Allgemeine Folgerungen aus zfc”.

Von nun an schreiben wir einfach ‘zfc* I’ statt ‘zfc* Fx’, lassen also den Index ‘K’ fort.
Zur Vereinfachung von Formeln setzen wir ferner

ceN = No,
c€IN = INg,
NC® = Vy(yelN —yed).
Vai,...,2x €IN F = Vaxi,...,25 (z1€INA... Az €N — F).

6.1 Satz: (a) zfc*FIN C ®.
(b) zfc* FVz (ze® — o C @), also zfc* - P CPOAVD C O.
(c) B(z1,...,xx) sei eine stabile £-Formel (k > 0).
Gilt by Vzq,..., 2 €IN B(x1,...,x%), dann gilt auch
e FVxy, .. 2, €D Bz, ..., xk).
(¢’) Fir stabile £-Formeln B mit Fy B gilt auch zfc* - B (nach (¢) mit £ = 0).
(d) Zu jeder stabilen Lg-Formel B(z,y) gibt es einen Ly-Term g(z) mit
e = Vz 3y B(z,y) < B(z, g(x))).
(e) Fiir £L-Terme d(x), die invariant beziiglich (=) sind, gilt:
Wenn k3 Vz (z€IN — 6(z) €IN), dann zfc* - Vy(y€IN — 6(y) € ®).

Beweise: (a) zfc* - Vy (INy — 3z (Nx Ay =2x) = y € D).
(b) zfc" Ve (z e PYNVY -2 C WAz Cpyys Pr CPY =2 CYNPY).
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(c) Yy A(z,y) sei eine Skolemform von B(z). Nach Voraussetzung gilt
F Yz eIN Yy A(z,y), also auch Fy Yo C INVzev Vy A(z,y).
Wegen [H(¥)] C zfc* folgt daraus zfc* Ve W Vy A(z,y), also zfc* - Vzed B(z).
(d) B(z,y) sei eine stabile Ly-Formel. Dann gibt es eine stabile £-Formel A(z, u,y) mit
B(z,y) = A(z, ¥, y). Nach 3.11 ist Vz, u (Jy A(z, u,y) — Az, u, f(z,u))) mit passen-
dem Funktionssymbol f in H herleitbar, also auch aus zfc*. Daraus folgt
zfc* =Vx (Jy Az, U, y) — A(z, ¥V, f(z,¥)) und somit (d).
(e)
Aus g Vz(ze€IN — §(z)€IN) folgt nacheinander
by Vz (zeN — 0(x) €IN),
zfc* 5 Ve (zeN — §(z) € @) (Axiom),
zfc* =Yy Va (y = 2zeN = §(y) = d(z) €9),
7fc* Wy (Fz (y = 2€N) — 6(y) € D),
zc* Yy (yelN — 6(y)e®). O

Im Folgenden behandeln wir einige arithmetische Fragen. Dabei schreiben wir
0,1,2,... fiir 0,0%, 07", ..., ferner (zwischen Elementen von IN bzw. ®), < statt € und
< statt C.

6.2. Satz (zur Induktion in ®): Fiir alle stabilen £-Formeln A(z,y), gilt
(a) zfc* F Yy [A(0,y) AVu (A(u,y) = A(uT,y)) = Veed Az, y)].
(b) zfc* EVy[Vv € @ (Vu <v A(u,y) — A(v,y)) = Veed Az, y)]

y)
»Y)I-
(c) zfc* Yy [Fred A(z,y) — WED (A(v,y) AVu < v = A(u,y)))-

Beweis: (a) Fiir Formeln Azy := A(xz,y) wie in 6.2 setzen wir
f(y) = f(y) == puVa[A0y) A (Auy — Auty) — (Nz — Azy)].
Da H aufser den angegebenen keine weiteren Regeln, in denen N steht, enthilt, ergibt
sich nacheinander:

Fy Vy [AOy AVu (Auy — Auty) — Vo (Nz — Azy)],

oy Vy Ju[A0y A (Auy — Auty) — Vo (Nz — Azy)],

P Yy, @ [A0y A (Af(y)y — Af(y)Ty) = (Nz — Azy)] (nach 3.10),
Fa Yo €IN Yy [AOy A (Af(y)y — Af(y)Ty) — Azyl,

zfc* Ve e ® Yy [AOy A (Af(y)y = Af(y)Ty) — Azy] (nach 6.1(c)) ,
zfc* FVr e ® Yy [A0y A Vu (Auy — Auty) — Axyl.

(b) erhdlt man analog. (c) folgt (mit = A(...) an Stelle von A(...)) bekanntlich aus (b).
O

‘Geschachtelte Induktion’: Fiir stabile Azy kann man nun mittels 5.8 aus zfc* z.B.
Folgendes herleiten und in Beweisen mancher arithmetischer Aussagen anwenden:

A00 AVy (AO0y — AOyt) AV (Az0 — Axzt0) A
AVz,y ((Axy — AzTy) — (Azy™ — Aaz+y+)) — Vy € dVr e d Axy.

Listen o1,...,0, und Tupel (o1,...,0,) hatten wir bisher als informelle Schreibweisen
verwendet. Im Folgenden sollen jedoch Paare, Tripel usw. etwa nach Kuratowski wie
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folgt mengentheoretisch definiert sein: (o,7) := {{o},{0,7}}; (0,0,7) := ((0,0),7),
usw. Das karthesische Produkt M; x ... x M} von Mengen M; sei wie iiblich definiert.
Es ist wieder eine Menge, die als {y: 3z1 €My ... Jzpe My y = (x1,...,2%)}
geschrieben werden kann. Wir definieren noch rekursiv

MY .= M und MEHDX .= k> o pr,

6.3 Lemma: Fiir alle Nummern p,v gilt by p = v oder Fy p < v oder ¢ 1 < v,
und daher (nach 6.1(c)) zfc* FVz,y e ® (z =y V a2 <y V y <x).

Bekannter Beweis: Wir setzen Auyv :=pu=v V p <v V v < u und nehmen an, es
gdbe Nummern p, v mit Fy = Apv. Dann gibt es ein kiirzestes pg mit Fy v - Apor und
ein kiirzestes vy mit g —Aporg. Wegen Fy 1o =0 V 0 < pound F 0 =19 V 0 < 1y
gilt vy # 0 # pp. Daher schreiben wir k™ statt up und AT statt vy. Da die Léingen von
kT und A* minimal sind, folgt

(1) Fuk=AV K<AV A<EK
(2) Fyur=AT Ve<AT VAT <k
(B) FurT=XAV T <XV A<kT.

Um obige Annahme zu widerlegen, zeigen wir, dass daraus ¢ AxTAT folgt.

Wegen Fy £ = A = kT = AT = AxTAT und (1) diirfen wir aus Symmetriegriinden
4 £ < A annehmen. Wegen (3) haben wir drei Félle zu unterscheiden:
Fa kT = A o kT = AT o et < AT o ArTAT,
Foy kT < A= kT < AT — ArTAT.
Fu A< KT 2 A< KV A=k —.ocr & <k (Widerspruch zum Fundierungsaxiom).
Somit gilt F3 AxTAT, also gy Apv fiir alle Nummern u, v. Nach 3.1 folgt daraus 6.3. O

6.4 Satz In H herleitbar sind

(a) VeelN z<uz (nach 1.7)
(b) Vz,y,z€IN (z<y<z—x<z2) (nach 1.6)
(c) Ve,yeN (z<y<z—z=y) (nach 1.7)
(d) Ve,yeN (z<ycx<yAz#vy)

(e) Ve,yelN (x <y ax<yVze=y)

(f) Ve,ye N (z<y VvV y<ux).

(g) Ve,y eIN (z <y 2zt <y™h)

(h) Vz,yelN (z<y<+azt <yh).

Beweisskizzen: Beachte, dass nach 5.2 gilt by Vz,y€IN (z <y — x < y).
a(d)(=):52,xda. (+):xdy—=e3y<aVe=y—yyrLyVr=y.
Zu(e)(=): o<y =yyy LT —2e3x<yVae=y. (<):52
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Zu (f): 6.3, (e). Zu (g):

K<A — Vae(x<kt s2<k<solVe=r—x<))
kT <
(e) kP <AVET =\
kT <At (da A< At)
kT <X\ (wie gezeigt)
k<A

LTl

(h) folgt aus (e) und (g). O

6.5 Lemma: F3 VzeIN V(zT) =2 also FgVyeIN(y#0—V(y)t =y).

Beweis durch Induktion: Anschaulich geht dies so: Es gilt 0 €1 €2¢€...enent.
Hier ist € transitiv. Aus der Ind.ann., dass n auch nur die links von ihm stehenden
Elemente hat, folgt, dass dies auch fiir n* gilt und daher n das grofte Element von n™
ist, also n = V(nt) ist. O

Folgende Aussagen sind bekanntlich in der Peano-Arithmetik und somit in H herleitbar:

Vo,y,2€IN [(z+y)+2z = o+ (y+2) A (z-y)-z2 =xz-(y-2)]
Ve,y € IN [az+y:y+az A :zz-y:y-a:]
Ve,ye N z-z+y-z = (x+vy)- 2.

Aus 6.4(h) folgt durch Induktion nach z die Herleitbarkeit in H von:

Ve,y,2€IN (z<y+z+z<y+z)
Ve,y,z€IN (0<z—= (z<y+x-2<y-z)).

Nun definieren wir noch rekursiv a—0 := a; a—b" := V(a—b) und erhalten

Fy Ve elN z—1=Vx
FyVo,y €N (z<y—z+ (y—z) =19).

Beweis durch Induktion nach z (Skizze): Ind.anfang: Vy > 0 0+ (y—0) = y.
Ind.ann.: Vy (x <y — x + (y—x) = y). Fiir y = 0 bzw. y = 2T folgt daraus:
2t £ 0bzw. 2T <2t a2t + (T2 T) = 2+ 1+ (z—2)=2+1=2".
Hierzu ist noch z*~2% = 22 durch Induktion iiber x zu zeigen:

20T =V(T-0) =V(t) =2 =2-0;

2t =Vt 2t =rdann. V(z—2) = z—2T. O

Nach 6.1(c) entstehen aus den in 6.4 und danach angefiihrten Aussagen aus zfc* her-
leitbare Aussagen dadurch, dass man in ihnen ‘€IN’ durch ‘€ ®’ ersetzt.
7Z.B. gilt zfc* FVr,y,2€® (z- 2+ y-z=(x +y) - 2). Jedoch ist z.B.
Vz,y,2€® (x -z +y -2 € ®) nicht aus zfc* herleitbar (wegen z-1+1-1=2z").

6.6 Lemma (zum Beweis von 6.7): Fy Va #0 Jy€a Ve €a y ¢ x.
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Beweis: Auf S.7 hatten wir die ‘Tiefe’ T' rekursiv so definiert: T(0) := 0,
T(a{b}) := max{T'(a),T'(b) + 1}. T hat die Eigenschaft Fy Vz,y(z Cy — Tz < Tvy).
Wir haben folgende Annahme zu widerlegen: 4 a # 0 AVy €a 3z (y €x € a). Zunichst
zeigen wir, dass aus ihr folgt: Fyy VneIN Vy € a Ty+n < Ta, und zwar durch Induktion
iiber n. Der Ind.anfang folgt aus der Definition von 7. Nun machen wir die Ind.ann.
Fy VYyea Ty +n < Ta. Aus ihr und obiger Annahme folgt
FyVy€a Jz (yexc€a N Ty+n+1<Tx+n < Ta). Aus dem Gezeigten folgt speziell
Fy VYy€a Ta =Ty + (Ta—Ty) < Ta, was falsch ist. O

Abkiirzung: Q:=V(P).

6.7 Satz: (a) Aus zfc* folgt, dass Q das grofite Element von @ ist, und QT = ®.
(b) Ist s(x) ein N-stabiler £-Term und gilt Fy Vz €IN s(z) CIN, so folgt aus zfc*, dass
jede nicht-leere Teilmenge von s(€2) ein grofites Element hat:

" EV2(0£2Cs(Q) = Fyez Ve(zez =z <y)).

Beweis: (a) Aus 6.6 folgt nach 6.1(c’) speziell
zfc* Iy ed Ve (r€P wy ¢z =y £ T —63,640) T < Y)-
D.h. aus zfc* folgt: ® enthilt ein groktes Element m. Fir dieses m folgt aus zfc*:

Ve(zeQ — Jy (rey e ®) - Jy(reyCm) - zem), also QCm.
Ve(zem sz eme® -z e€Q), also mCQ, m=Q, Qed, ferner
Vi(r e QF w2€QVa=Q =43 2 € @), also Q7 C O,

Vi(re® —ax<m=Q =402 €QVar=0—=2cOQh), also Q" =a.

(b) Vorausgesetzt sei 2 VneIN s(n) C IN. Aus 6.6 folgt dann wie oben
Fy VneNVz (0 # 2 C s(n) —» Jyez Vo (z€z — = < y)), also nach 6.1(c)
zfc* FVned® Vz (0 # 2 Cs(n) —» Jyez Ve (z€z — x < y)), speziell

" EV2(0#£2Cs(Q) > TyezVae(zez—ax<y)). O

6.8: Analogon zum Leibniz’schen Prinzip:

(a) Ist B(y) eine stabile £-Formel und gilt -y n€INAVy€IN (y > n — B(y)), dann gilt
nach 6.1(a,c) auch zfc* Fned® AVyed (y > n — B(y)), also nach 6.7(a) insbesondere
zfc* = B(€). Grob: Was in H fiir ‘fast alle’ Nummern y gilt, das folgt aus zfc* fiir Q.
(b) Fiir stabile £L-Terme s(z) und stabile £-Formeln B(z) gilt also:

Wenn kg VzeIN s(z)€IN A Vze€IN B(z), dann zfc* - Vre® B(s(z)), speziell

zic* = B(s(Q)).

Wir konnen 6.1(c) wie folgt verallgemeinern:
6.9 Satz: Sei s(z) ein stabiler £-Term und B(z) eine stabile £-Formel.

(a) Gilt F¢ Vz€IN s(z) CIN und ¢ Vz € IN B(z), dann gilt zfc* - Vz € s(Q) B(z).
(b) Gilt F Vz€IN s(z) CIN und Fy Vz CIN B(z), dann gilt zfc* - Vz Cs(2) B(zx),
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also speziell zfc* = B(s(f2)).
(c) Fiir s(z) wie in (a) gilt insbesondere: zfc* F Vr,yes() (z<yVez=yVy<x).

Beweis. (a,b) Nach Voraussetzung gilt ¢ Vz€IN Vz € /C s(z) B(z), also
(nach 6.1(c)) zfc* FVze® Vo € /C s(z) B(z). Hierin kann man ( fiir z einsetzen.
(c) Man wende (a) auf die Formel B(z,y) = (r <yVax=yVy<z)an 0O

Definition: s€IN := Vzest (z=0 VvV z=V(x)").

Im Kontext von zfc* sagen wir, jede Ly-Konstante stelle eine Menge dar, oder kurz,
sie sei eine Menge. Ist (allgemeiner) K ein Symbol derart, dass o € K fiir jeden Term o
eine Lyg-Formel ist oder als neue Schreibweise fiir eine Lg-Formel definiert ist, so sagen
wir, K stelle eine Klasse dar, oder kurz, K sei eine Klasse. Klassen, die keine Mengen
sind, sind auch keine Elemente von Mengen. Sie diirfen nicht (wie Mengen) fiir Variable
eingesetzt werden.

N, IN und *IN sind also Klassen, aber keine Mengen. *IN ist N-frei (entgegen dem
Augenschein).

6.10 Satz: (a) Fy Vo (x€IN < z€*IN), also zfc* FIN C*IN.
(b) Fiir stabile £-Formeln A(z) gilt: Wenn ¢ Yz €IN A(z), dann zfc* - Vz €*IN A(z).
(c) Fiir stabile £-Terme s(x) mit -y Yz €IN s(z) €IN gilt auch zfc* FVzeIN s(z)€*IN,
sowie zfc* FVxe® s(x)€*IN, also speziell zfc* - s(2) €*IN.
(d) Fiir stabile £-Terme s(x) mit 3 Yz €IN s(z) CIN gilt auch
zfc* FVzelN s(x) C*IN und zfc* Ve ® s(x) C*IN, also speziell zfc* F s(£2) C*IN.
(e) A(IN) sei eine Aussage derart, dafs jedes Vorkommnis von IN in A(IN) in einer
Teilformel von A(IN) der Gestalt Vx€IN B(x) oder 3z €IN B(x) steht.
A(*IN) sei stabil. Dann gilt: Wenn F4 A(IN), dann zfc* = A(*IN).
(f) Fiir stabile £-Formeln A(z,y) gilt

zfc* EVy [3z €N A(z,y) — FveIN (A(v,y) A Vu <v - A(u,y))]

Beweis: (a) Zu kg IN C*IN: Jede Nummer n # 0 hat die Form n = V(n)*, und alle
Elemente von n \ {0} haben dieselbe Form. - Zu 4 *IN C IN:

Fu0#£se N — s=Vs)T =Vs{Vs} = VsCs A Vses —

— Vr(ze(Vs)t 2z €VsVer=Vs - z€s — z€sT)
— Vo (ze(Vs)T — z€st - =0V z= V)"
— VSEIN = pngann Vs € IN —,_ g+ s€EN.

(b) - (d) folgen aus aus (a) und 6.1(c’).

(e) Nach (a) gilt by V/3z€IN B(z) + V/3z€*IN B(x), also:

Wenn 9 A(IN), dann ¢ A(*IN), also (nach 6.1(c”)) zfc* = A(*IN).
(f) folgt aus (e). O

Um eine ‘Vergroéfserung’ von der Menge ® kennen zu lernen, die ebenfalls eine Menge ist
und evtl. an die Stelle der Klasse *IN treten kann, definieren wir zunéchst fir a,b,c € €
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noch rekursiv die Potenz durch a° := 1 und a’{¢ := 4P - a sowie die ‘Superpotenz’

(‘Tetration’) durch % := 1 und *{¢}q := al’®). (Z.B. ist 2a = a".) Fiir alle Nummern
k, A > 2 sind in H herleitbar: kT, AT < K4+ XA < k- A < k) <. Fiir £ > K1,...,6m;
A> A, Ay myn € IN und K := max{k,m, \,n} + 1 sind ferner in H herleitbar:

(K14t hm) - A+ o+ X)) <k-m-A-n< K4

K

(Kp v b)) A < (RN = AT < ema{m AN o KT = S
R« A meifn
(k{2 < kP2 < (mitn)pe
Wir betrachten nun durch £-Terme f(z) mit x := (z1,...,xy) dargestellte Funktionen.

Die Schreibweise f: D — IN sei wie iiblich zu verstehen; dabei sei D eine L-Konstante
(die in H eine Menge darstellt) oder die Darstellung einer ‘Klasse’; im ersten Falle ist
z €D eine L-Formel; im zweiten Falle sei z € D eine Abkiirzung fiir eine £-Formel.

Eine solche Funktion f: D — IN mit D C IN** heife héchstens exponentiell, wenn
fiir eine ‘feste’ Nummer ¢ und x := max{z1,...,zx, ¢} Folgendes gilt:

FyVzeD f(z) <z

Hochstens exponentiell sind z.B. die durch z,27, 2 + y,2—y,x - y,2Y, 2! dargestellten
Funktionen.

Wir werden in H folgende Abschitzungen anwenden:

1) (Fe)("™) < By, (i) H(z) < P

Beweise durch Induktion: Zu (i): (%)™ = 1(") =1 < 0y,

ket
<Ind.ann. JJ( ") = ktltng,

(b)) = ()W) = g('2) (") < g (")
Zu (ii): Yo)=1= %= O,

F) = () <pngann () < e =0, O

6.11 Satz: Gilt o h: D — IN A D CINVX A j,m € IN, ist h N-stabil und aus hochstens
exponentiellen Funktionen nur durch Verkettung aufgebaut, so gibt es zu jeder Nummer
m eine Nummer n mit

zfc* FVz (z € DN (MQY* — h(z)€™Q).

Die Klasse |J,¢cn ™2 ist also abgeschlossen gegen sukzessive Anwendungen héchstens
exponentieller Funktionen.

Beweis: Zunichst sei Fy D C IN7X, by fi : D — IN fiir i < k,
Fuog: [ilD] x ..o x fy[D] = IN; 2= (z1,...,2), = :=max{x,...,z;,{},
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y = max{yi,...,yk, '}, n:=max{ny,...,n;} und f(z) := max{f1(z),..., fr(z),?}.
Dann gilt

Wenn by Vi <k VzeD fi(x) < ™x A VyEDg (yl,...,yk)<yy,
dann by Vz € D g(fi(z),..., fr(2)) < flz)f@ < ()™ .

also by Vz e D g(fi(z),..., frlz)) < 2.

Durch Induktion iiber den Funktionenaufbau folgt: Fiir alle Funktionen h mit
Fo h: D — IN A D C IN”*, die aus hochstens exponentiellen Funktionen nur durch
Verkettung aufgebaut sind, gibt es zu jeder Nummer m eine Nummer n mit

Fy Vz e IN Vo e DN ("2)7* h(z) < " < "(™z) <) ™z, also nach 6.8
zic* = Vx (z € DN (MQ)* — h(z) < ™Q). O
Anmerkung: Wegen
> =0 S, z) < (n+1) - max{f(0,z),..., f(n,z)} und
[T—o f(u,2) < max{f(0,2),..., f(n,2)}"*!

kann man 6.11 auch auf Funktionen anwenden, die mit Hilfe von >  und [] aufgebaut
sind.

§7. Erweiterungen der Klasse aller rationaler Zahlen.
Einfache Beispiele aus der Nichtstandard-Analysis

Rationale Zahlen lassen sich durch Tripel natiirlicher Zahlen darstellen. Wir schreiben
diese Tripel in der Form Q mit v # 0 und definieren zunichst eine Aquivalenzrelation
~ durch

k=X K =N

~ — = ks V+Nv=kv+XV (v #£0).
v v

Die zugehorigen Aquivalenzklassen lassen sich reprisentieren durch teilerfremde Briiche
der Formen

-0 A 0— A\
Fart bzw. ——:= (v, A #0).
v v v v
Dementsprechend definieren wir die ‘Klasse’ *Q durch
re*Q = re (N> Adz,ye*N [(r= % Vor= —%) A z,y" teilerfremd |.
Yy Yy

Die sich in zfc* ergebenden Elemente von *IN bzw. *Q (genauer: auf andere Weise ein-
gefiihrte Analoga dieser Elemente) heifen hypernatiirliche bzw. hyperrationale Zahlen.
Die Operationen +, —, - in *@, die Division (aufer durch 0), sowie die Relationen < und
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< in *Q seien wie iiblich definiert. (*Q,0,1,+,-, <) ist ein angeordneter Korper. Er ist
abgeschlossen beziiglich dieser Operationen. Fiir £ € *IN identifizieren wir x mit 7 und
betten damit *IN in *@ ein. Zur Vereinfachung setzen wir noch

g g

0" 1
Der Einfachheit halber reden wir von nun an informell, als redeten wir iiber ein Modell
von zfc*; d.h. jede Behauptung einer Ly-Aussagen sei zu verstehen als die Behauptung,
dass diese Aussage aus zfc* herleitbar ist. D.h. wir lassen i.Allg. den Hinweis ‘zfc* -’ fort
(aufer zum Vergleich mit ‘).

Ein Element Hu;*/\ von *Q heike standard-rational, wenn b3 k, A\, € IN. Die (hier)

Klasse aller standard-rationalen Zahlen bezeichnen wir wie iiblich mit Q. Fiir a,b € *Q
setzen wir a &~ b := Vk € N |a — b| < 1. Dann stellt ~ eine Aquivalenzrelation dar.
Ein Element & von *Q heifie infinitesimal, wenn 0 # h ~ 0. (Z.B. ist § infinitesimal.)
a heike endlich (oder ‘beschrénkt’), wenn 3n € IN |a| < n. Ferner stehe n >> 1 fiir

ne*IN A VmeIN n>m (d.h. ne*IN\IN).

Wir behandeln nun einige einfache Beispiele aus der Nichtstandard-Analysis.
Zunichst betrachten wir durch £-Terme f,, darstellbare Folgen von Elementen von *Q.
Cauchy-Folgen seien diejenigen Folgen, fiir die gilt:

1
VkeIN €N Vm,ne*IN (m,n >0 = |fm — fol < E)’
Diese Bedingung impliziert sofort die Konvergenz gegen fq im folgenden Sinne:

1
VkeIN FeIN Vme*IN (m >4 — |fi — fo| < %).

Grundsétzlich identifizieren wir eine Funktion f: D — T mit ihrem Graphen
{(z,y)e DXT:y = f(z)}. Dieser ist eine rechtseindeutige Relation, also eine Menge oder
Klasse. Ist s(z) ein N-freier Ly-Term mit z = z1,...,Z,, so ist die Funktion {(z,y) €
D xT: y=s(z)} genau dann eine Menge, wenn D eine Menge ist.

Voraussetzung: Alle im Folgenden betrachteten Funktionen f: D — *Q haben die
Form flf%ﬁ mit f;: D — *IN. Dabei sei f; (fiir i = 1,2,3) durch einen stabilen £-Term
3
fi(x) dargestellt. (Es wiirde geniigen vorauszusetzen, dass die f; durch stabile Lg-Terme
fi(z, ¥) (d.h. fiir die f(z,y) stabil ist) darstellbar sind.)

Eine Funktion f heife standard-stetig bei a := (ay,...,a;), wenn a € D C (*Q)**
und es zu jeden standard-rationalen € > 0 ein standard-rationales § > 0 gibt, sodass fiir
alle z := (x1,..., ) mit z € D gilt

|ty —a1] <6 A oo Az —ak] <5 = |f(z) — fla)] <e.

7.B. sind die Funktionen 4, —, - sowie 0 # x +— 1 : x und z — 2" standard-stetig. Ferner
sind alle aus standard-stetigen Funktionen durch Verkettung aufgebauten Funktionen
ebenfalls standard-stetig.
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Eine Funktion f: D — *Q heike Cauchy-stetig bei a € D C (*Q)**, wenn fiir alle
z € D gilt
TiRG AN ANz ap— f(z) = f(a).
Alle bei a standard-stetigen Funktionen sind erst recht dort Cauchy-stetig. Denn ist f

z.B. 1-stellig und standard-stetig bei a und ist |z — a| ~ 0, so gilt fiir alle ¢ > 0 auch
|x —a| < d(e), also |f(x) — f(a)| < €, also insgesamt |f(x) — f(a)| = 0.

Um zu beweisen, dass auch umgekehrt jede bei a Cauchy-stetige 1-stellige Funktion
dort auch standard-stetig ist, beachten wir, dass fiir Gi(h) := 1 — | f(a+ h) — f(a)] gilt

fla+h)— f(a) =0 < VkeIN Gg(h) > 0.
Somit geniigt es, folgendes Prinzip (mit ; statt € und 7 statt 6(¢)) zu beweisen:

Cauchy’sches Prinzip: Fiir stabile G: D —*Q mit {h€*Q: h~ 0} C D gilt

Vh (h~0— G(h) >0) — €N Vh (|h]| <% — G(h) >0).

Beweis: Fiir M := {p €*IN: Vh(|h| < i — G(h) > 0) und po = min M gilt

Vh(h~0 — G(h) >0) —

Vi €*IN\IN VR (|h] < % — VYmelN |h| <L - h~0 = G(h) >0)
*IN\INC M, also M # (), also uo existiert (nach 6.2(c)), poe M C*IN
Vi < po, also Vg €*IN\M C IN, also puo € INNM

HeIN Vh (|h] < 3 = G(h) >0). O

L1Lll

Wir betrachten noch einmal Folgen f:*IN —*Q. Ersetzt man im letzten Beweis iiberall
fla+h)— f(a) durch f, — b, ferner h durch %, also h ~ 0 durch n>>1, so erhélt man
folgende Nichtstandard-Charakterisierung der gewShnlichen Konvergenz:

1
VREN IHEN Ve IN (n> 0= |fo —bf <) & ¥n>>1 fu b

Ganz analog zeigt man: f ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn Vm,n>>1 f,, = f,.
(Dies geht zuriick auf Euler (1734) und Cauchy (1821).)

Zwischenwertsatz: Seien a, b, b—a €*IN endlich und f sei (Cauchy-)stetigin [a,b] C Dy;
ferner sei f(a) < ¢ < f(b). Dann gibt es ein x € [a, b] mit f(zg) ~ c.

Beweis: Fiir y € [0, 1] setzen wir g(y) := f(a+y(b—a))—c. ng sei das kleinste n€*IN
mit 2 €[0,1] und g(2) > 0. (no existiert nach 6.10(f).) Dann ist g(“%&*) < 0, also
0 < g(g) < g(F) — g("?{l) ~ 0 (wegen der Stetigkeit von g), also g(@¥) ~ 0, d.h.
fla+@0b—a))~c 0O

Vom angeniherten Maximum: Seien a,b,b — a € *IN endlich und f sei stetig in
[a,b] € Dy. Dann gibt es ein zo € [a, b] mit Yz €[a,b] YCEIN f(z) < f(zo) + -
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Beweis: O.B.d.A. sei [a,b] = [0, 1] und f stetig in [0, 1]. Wir erhalten nacheinander

£

FyVneN 3m <n Vk<n f(E) < f(2)
< f() (nach 6.10(e))

<
2fc* - ¥ne*N 3m < n vk <n f(£)
2 FIM<QVE<Q f(E) < f(m
Fy YnelN Vze0,1] 3k <n
zfc* V2 e0,1] 3k < Q £ < nach
zfc" F3Im < QVze(0,1] Ik < Q f(z) ~ f(
zfc* = 3Im < Q Vzel0,1] VLN f < f(

~—

<f
k

n ST
xﬁk

:\+
*3 IA
x>
A

Dl S

©

+IA 2

) (nach Zeile 3)

NM—\\ O
—~
OoIE

)
)

3\3

Wir setzen noch

Differentiation und Integration: Fir f,g: D —*Q mit D C*Q und a,a +w € D
bzw. [a,b] C D setzen wir

fla+w) - f(a)

fa) = T2 I,
b b2—1
/ g(z)dr = Y g(pw) - w
a pn=af)

Anmerkung: Falls g(a) und g(b) endlich sind, gilt

b2 bQ2—1

Yo gluw)-w =Y g(uw) - w = (g(b) - g(a)) - w = 0.

pn=a2+1 u=af)

Analog zum Hauptsatz der Differential und Integralrechnung gilt

bQ2—1

/f dx—zf pr D) Z WD)y ey - s
u=a)
we [ oy /Hw<yisz S gl) -2 — g8
— z)dx = z)dzx - Q = w) w-N= .
Yy ag ) g M:ngN g

f heike differenzierbar bei a, wenn a,a +w € D, f’(a) endlich ist, und fiir alle infini-
tesimalen h mit a + h € D gilt

) F@E 1) = £(0)
o) e REEZIE,

In diesem Falle ist f Cauchy-stetig bei a.
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f heife integrierbar in [a,b], wenn [a,b] C D und fiir alle Unterteilungen I,..., I,
von [a, b] infinitesimaler Langen dx, und beliebige £, € I, gilt

b n
/ f(z)dx =~ Z f(&u)dzy.
a =1

Kettenregel: Ist f differenzierbar bei a und g differenzierbar bei f(a), so ist auch go f
differenzierbar bei a, und es gilt

(gof)(a)~g'(f(a)) - f(a).

Beweis: Wir setzen dy := f(a + h) — f(a). Fiir alle infinitesimalen h ist auch
dy = f'(a) - h = 0. Im Falle dy # 0 folgt daraus

g(f(a+h)})l—g(f(a)) _ g(f(a)+dg;—g(f(a)) ) del ~ ¢(f(a) - f'(a).

Im Falle dy = 0 ist f'(a) = 0, also ¢'(f(a)) - f'(a) = 0 und
g(f(a+h)) —g(f(a)) =0, also auch (go f)'(a) = 0. Insbesondere ist also
9(f

9(f(a+w)) = g(f(a))

w

(gof)(a)= ~ g (f(a) - f'(a). O

Satz von Rolle: Seien a,b,b — a € *IN endlich, a<b. f sei stetig in [a,b] und differen-
zierbar in Ja, b[. Ferner sei f(a) = f(b). Dann gibt es ein ¢ €]a, b[ mit f'(¢) ~ 0.

Beweis: O.B.d.A. sei wieder [a,b] = [0,1]. Folgende 3 Fille konnen eintreten:
1. Alle Funktionswerte f(%) mit 0<k <Q sind = f(0). 2. Einer dieser Werte ist > f(0).
3. Einer dieser Werte ist < f(0). Wir behandeln nur den 2. Fall.
Nach 6.10(e) gibt es ein m < Q mit Vk < Q f(&) < f(%2). Im 2. Fall ist 0 < m < Q,
also insbesondere f(%Z) > f(™=1). Wir setzen ¢ := % und erhalten nacheinander

Fl©) > fletw), f(e) =Ltz <

0< flO—flemw) _ fle—w) ~ f'(c),
vYnelN 0 < % Sf/( )+ 1, also f'(¢)~0. O

Exponentialfunktion und Logarithmus: Fiir 2,6 €*Q und b > 0 setzen wir

Q b
M dx
expr = — und Inb:= / —
=0 e 1

Zunéichst zeigen wir, dass fiir alle z,y €*Q gilt

expr-expy =~ exp(z +v),

speziell expz-exp(—z)~exp0 =1, also exp(—z) ~

expx’
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Beweis: Bekanntlich gilt fiir alle standard-rationalen x, y:

lim ( : f—iw):o.

n—>oo ol V! vl
V v=0 v=0

D.h. fiir einen stabilen £-Term 0(k,x,y) (der also invariant bez. (=) ist) gilt
Fy VEEN Va,yeQ §(k,z,y) € N und

v

Fu Yk EN Yo,y @ (n 2 0k a,y) = [ Sig 5 - Xl U — Yo R < 1),

Wegen Q = V() folgt nach 6.1(e)
i FVEEN Ve, yeQ §(k,z,y) < Q sowie

v

zfc* FVEeEIN Vo, yeQ (Q>5 (k,z,y) ‘Zu 0T 'ZS:O%_ZiZ:O (zt!y)y| < %>,

also zfc* FVkelN Vo, ye@Q ‘expx -expy — exp(x —i—y)‘ < % O
Fir x <ne€lN ist expr < expn =exp(l+...+1) ~expl-...-expl = (expl)"
endlich; denn wie {iblich erhalt man exp1 < 3.
Nun zeigen wir: Fiir endliche x €*Q ist exp’(z) =~ exp z.

Hierzu definieren wir eine Funktion f durch f(z,n) = >_0_ Z.. Somit ist
expz = f(z,Q) und exp’ z = f'(z,9). - Fiir alle z € Q C IN*¥ ist in H herleitbar

pn—1
flz,n) = fl(z,n) = > % - ZZ:% Wu!
v —_ v n
= 20T~ 2w—0 T = T

Fiir z := [|z|] := kleinste ganze Zahl > |z|, und n > 2z gilt also

/ P 1Y TNy - 222
Py | f(2,m) — fl(z,n)] < nl T 1222 (2241)-(22+2)-....n
< 211 1
(22)! 2 2 22 )
222 22) 1 22~ 1 4lso

= EolenE T @)l 2w < @l n
)2z

+ (22

Wegen zfc* =VkeIN Ve e Q Q > kT - (( )) folgt daraus

1

#fc* FVk € N Vo € Q |expx —exp' z| = |f(x,Q) — f/(2,9] < o

Fiir endliche x €*Q ist also exp’(x) ~ exp z, also

/
(Inoexp)(z) ~ In'(expx) - exp’(z) = exp' () ~ EPT
expr  expx
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Fiir endliche b € *Q folgt
b b
In(expb) = / (Inoexp)’(z)dx ~ / 1-dx =b.
0 0

Einige weitere praktisch wichtige Funktionen sowie 7w kénnen durch folgende Definitio-

nen simuliert werden:
Q 2p . Q 2p+1

N _1\px e _1\@_x
cosz =3 o(—1) o ST = > p—o(—1) Cpri)!
Q (=nr y2htt
)

p=0 p+1 m:=4-arctanl.

arctany = Y

Ich hoffe somit, dass auch weitere Ausfithrungen von Laugwitz in [4], [5] im Rahmen
von zfc* nachvollzogen werden kénnen. Dazu sind weitere detailierte Untersuchungen
erforderlich. Da uns jedoch gewdhnliche reelle (standard) Zahlen nicht zur Verfliigung
stehen, kann der Standardteil endlicher Elemente von *@® hier nicht definiert werden.
(Bei Laugwitz enthilt jede ‘Monade’ {z : x ~ a} einer endlichen Nichtstandard-Zahl a
genau eine gewohnliche reelle Zahl, die der Standardteil von a genannt wird.)

Daher versuchen wir nun, in unserem Kontext einen Ersatz fiir reelle Zahlen zu
finden. Es liegt nahe, hierfiir die Monaden endlicher Elemente von *@ zu nehmen. An
ihrer Stelle verwenden wir einfach die Symbole Sa mit Symbolen « fiir endliche Elemente
von *Q und § als ‘Abstraktor’, und definieren zunéchst

Sa=Sb : = a=0b.

Die Abstraktion besteht (nach Lorenzen) darin, dass man nur mit (=) vertrégliche For-
meln und Terme, in denen das Symbol S vorkommt, einfithrt. Demgeméf definieren wir
(mit a, b, ¢ fiir endliche Elemente von *Q):

Sa=0 = a~=0
Sa>0 = FkeN a>4% (+» a>0Aa®0)
SaoSh = S(aobd) fur oe{+,—,-,:}
|Sa| = S|a]
f(Sa) = Sf(a) fiir weitere Funktionen f, die mit ~ vertréglich sind.
Sa>Sb = S(a—b)>0
Sa<Sb = Sb—a)>0.

(Dazu beachten wir, dass die Operationen +.—,-,: (# 0) und (z — |z|) Cauchy-stetig
und somit vertréglich mit ~ sind.) Die algebraischen Gleichungen ergeben sich wie im
folgenden Beispiel:

Sa(Sb+ Sc) = S(a(b+c¢)) = S(ab+ ac) = SaSb+ SaSc.

Ferner erhalten wir leicht

Sa=0V Sa>0V S(—a)>0
- (Sa=0 A Sa>0)

- (Sa=0 A S(—a) >0)

= (Sa>0 A S(—a)>0

Sa>0 A Sb>0 — S(a+b)>0
Sa>0 AN Sb>0 — Sa-Sb>0.
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Nun sei S die Klasse aller (neuen) Konstanten der Form Sa mit endlichen Elementen a
von *Q. (S, +, -, <) ist also ein angeordneter Korper. Fiir ¢, € Q gilt Sq= Sr — q¢=r-.
Daher kénnen wir fiir ¢ € Q einfach ¢ statt Sq schreiben und damit Q in S einbetten. Zu
jedem Sa €S gibt es ein n€IN mit a <n < n+1, also Sa < n+ 1. Somit ist der Kérper
S archimedisch angeordnet.

Fiir Folgen f, die durch stabile Terme f(x), darstellbar sind, gilt:
Wenn VkeIN €N Vm,ne*IN (m,n > € — |Sfn —Sfn| <1/k),
dann Vk€IN €N Yme*IN (m,n >0 — |Sfm — Sfal < 1/k).
Wegen des Vorkommens von *IN im Antezedens ist es uns jedoch noch nicht gelungen, IR
durch S zufriedenstellend zu simulieren.

Dennoch lassen sich einige Sdtze in S iibertragen. Z.B. aus dem Zwischenwertsatz folgt:
Seien a,b,b — a€*IN endlich und f sei (Cauchy-)stetig in [a, b] C Dy; ferner sei
f(Sa) < Se < f(Sb). Dann gibt es ein « mit Sz €]Sa, Sb[ mit f(Sz) = Sc. - Beweis:

f(Sa) < Sce< f(Sb) — Sc—Sf(a) >0 A Sf(b)—Sec>0
S 0ge—fa)>0 A0 f(b)—c>0
= fla) <c < [f(b) A f(a) #cs f(b)
(Zwischenwertsatz) — Jz€la,b] (f(z)~c A (zxa— fla) = f(z) =)
— Jz€la,b] (f(x)=c A z#a A (desgl) z D))
— Elxe]ab[( (Sx)=Sc AN asx#Db)
— 3z (Sx€lSa, SH[ A f(Sz) = Sc). O

Obiger Satz vom angeniherten Maximum lautet: Seien a, b€ *IN endlich und f sei stetig in
[a,b] C Dy. Dann gibt es ein x¢ € [a, b] mit Vx e [a,b] YCeIN f(z) < f(zo) + é
Aus der Bedingung V/€IN f(z) < f(zo) + 7 folgt aber =3¢ f(z) — f(xo) > ¢, d.h.
—~5(f(x) = f(x0)) > 0, d-h. f(Sz) < f(Szo).

Die Formeln z€(a,b] und z € ]a,b| lassen sich jedoch nicht iiberall durch Sz € [Sa, Sb] bzw.
Sz €]Sa, Sh| ersetzen.

Satz von Rolle: Seien a,b,b — a€*IN endlich, a<b. f sei stetig in [a, b] und differenzierbar in
Ja, b]. Ferner sei f(Sa) = f(Sb). Dann gibt es ein ¢ € |a, b[ mit f'(Sc) = 0.

Im Falle a =~ ¢ konnen wir Sa in die Monade {z : z =~ ¢} als deren ‘Pseudo-Standardteil’
einfiigen durch die Definitionen
Sa~c
cr Sa = a=c

Sa ~ Sc

Wegen ¢ ~ ¢ hat jede Monade einen Pseudo-Standardteil und dieser ist eindeutig
bestimmt; denn im Falle Sa =~ ¢ und Sb = ¢ gilt a = ¢ =~ b, also a =~ b, also Sa = Sb.
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Eine Menge hyperrationaler Zahlen

Da die Klasse *Q keine Menge ist, definieren wir - mit © := ) - noch die Menge
Q = {ze(07)¥: 3k, AT €0 ((z = L= —i) A Kk, AT teilerfremd)}.

Die Operationen +, —, - in Q, die Division (aufer durch 0), sowie die Relationen < und <
in Q seien wieder wie iiblich definiert. (Q,0,1, +, -, <) erfiillt die Axiome fiir angeordnete
Korper - aufer der Abgeschlossenheit gegen +, —, -, :. Fiir « € ©7 identifizieren wir x mit
% und betten damit O in Q ein.

Offenbar ist © das grofste und —© das kleinste Element von Q.
é ist das kleinste positive Element von Q.

Satz: ﬁ ist der kleinste Abstand zwischen zwei verschiedenen Elementen von Q.
(Q ist also diskret, obwohl +% € Q fiir alle z,yT €Ot gilt.)

Beweis: ﬁ — % = ﬁ. - Aus Symmetriegriinden geniigt es, nicht-negative Ele-

mente von Q zu betrachten und folgende Annahmen widerlegen:

k. m k 1
- < —<-4+———, 0<km<0O, 1</ n<0O.
(Sw ST ety TEhmES ishns
Aus ihnen folgt
kn<€m<kn+€7n
eO\-1)
Im Falle ¢ = n folgt (indem man durch n dividiert) weiter
E+1<m<k+ n <k+ ! 1< ! as falsch ist
m —_ — —, W ist.
- 0O-1) — 0-1’ e-1’

Daraus folgt: £ #n, fn < O(O —1), kn < fm < kn+ 1, kn < kn: Widerspruch. O

Satz: Jede nicht-leere Teilmenge von Q hat ein groftes und ein kleinstes Element (und
damit eine obere und eine untere Grenze).

Beweis: Durch Multiplikation der Elemente von Q mit deren ‘Hauptnenner’ O! ent-
stehen ‘ganze Zahlen’, die zwischen —0-0! und +©-0©! (je einschlieklich) liegen. Durch
anschliefende Addition von ©-©! entstehen daraus ‘nichtnegative ganze Zahlen’” < 200!,
die in derselben Reihenfolge angeordnet sind wie die urspriinglichen Elemente von Q. -
Wir zeigen nacheinander (1) - (3).

(1) Yy(0<y<O© —3z y-z=0I).

Beweis: Fy VnelN Vy (0 <y <n — 3z y-z =n!) (durch Induktion bez. n), also
zfc* FWVne®tT Wy (0 <y <n — 3z y-z = n!) (nach 6.9(a) mit s(Q) = 6F = (2Q)™),
speziell (1).

46



(2) VMOAMCQ—3FyeM Ve(zeM—az<y)).

Beweis: Fiir z,yt € O gibt es nach (1) ein z mit SFel= y%-y*z =72 < 0.0
1. Fall: M C Q enthalte mindestens ein Element p > 0. Wir betrachten die Menge
M :={p®!:pe MAp>0} Wegen M’ C (0-0!)" existiert nach 6.7(b) das Maximum
m von M'. &; ist das Maximum von M.
2. Fall: M # () enthalte nur negative Elemente. Ahnlich wie im 1. Fall existiert das

Maximum m’ von {p+ © : p € M}. Dann ist m’ — © das Maximum von M.
(B) V2z(0£AMCQ—3zeM Vax(zeM — z < x)).

Beweis: Ist y das grofte Element von {x € Q: —x € M}, so ist —y das kleinste
Element von M. O

Hat eine Funktion f: D — Q mit D C Q** die Form flf%f?, und sind ihre Komponen-

3
ten f; aus hochstens exponentiellen Funktionen nur durch Verkettung zusammengesetzt,
so erfiillt f nach 6.11 fiir jede Nummer m die Bedingung

Va (z€ Dy N (M) = fz) € QN | (M)*).
nelN

(Wegen ™Q) < © ist [J,en(""02)** € Q.) Anwendungen derartiger Funktionen f auf
Argumente aus D N J,,cp (™€) fithren also nicht aus Q hinaus. Der ‘Mangel’, dass
(Q,0,1,+,-, <) nicht abgeschlossen ist beziiglich 4, und weiterer Funktionen f, stort
also in der Praxis nicht.

§8. Anhang: Dialogische Interpretation des Halbformalismus H

In §3 haben wir beschrieben, wie nach den Regeln von H mit (V-)Listen C;.Cs.---.C),
von Aussagen der Sprache £ zu operieren ist. Fiir beliebige dieser Listen schreiben wir
wieder I, T'g, I'q, . . . . (Zur Trennung solcher Listen verwenden wir von nun an das einfache
Komma an Stelle von ‘,, ’.)

Die in H herleitbaren Listen sind genau diejenigen, die ein ‘Proponent’ P in bestimmten
Dialogspielen gegen beliebige ‘Opponenten’ verteidigen kann (vgl. [6] S.67). H ist (wie
erwihnt) nicht beweisdefinit. Demgegeniiber hat jedes der im Folgenden behandelten
Dialogspiele den methodischen Vorteil, dass nachpriifbar ist, ob in ihm die Spielregeln
nicht verletzt worden sind, ob es vollendet worden ist und ob im letzten Falle P ge-
wonnen hat; d.h. sie sind ‘dialogisch-definit’. Es kommt allerdings darauf an, ob es eine
Gewinnstrategie gegen beliebige Opponenten gibt.

Unter einem Schluss verstehen wir im Folgenden einen Schluss von H.

Ein #H-Dialog um eine Liste I'g beginnt damit, dass ein Proponent P sie (d.h. deren
Herleitbarkeit) durch Angabe eines Schlusses P(I'g) mit der Konklusion I'g verteidigt.
Daraufhin sind ein Opponent O und P abwechselnd am Zuge. Hat P im Verlaufe dieses
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Dialogs einen Schluss P(I') mit der Konklusion I' gew&hlt, so wéhlt O darauf hin eine
Pramisse A von P(I'). Danach wihlt P einen Schluss P(A) mit der Konklusion A.

Um zu erreichen, dass jeder H-Dialog nach endlich vielen Schritten zu einem Gewinn
oder Verlust seitens P fiihrt, vereinbaren wir zunédchst: Hat P eine Liste I'y, durch einen
Schluss I'gy1 = 'y mit I'yr1 C 'y verteidigt, so sei es fiir P verboten, anschliefend I'y41
durch Tpio = Tjyq mit Tpyo C T'gpyq zu verteidigen. (P hitte dann aber T'y sogleich
durch I'yyo = I'y, verteidigen diirfen.)

Hat P einen Schluss = A ohne Prémissen angegeben, dann habe P gewonnen. Er habe
verloren, falls er nicht mehr ziehen kann. Hat P auf diese Weise gewonnen oder verloren,
so sei der Dialog vollendet.

Jeder H-Dialog hat also die Form I'g, P(T'g), ..., s, P(T'k), Tk41,... . Dabei ist T'y41q
eine von O zu wéhlende Prémisse von P(I';) (falls vorhanden).

Im Falle Ty 11 & Ty entsteht T'yy1 aus 'y dadurch, dass man das letzte Glied von
I’y durch ein oder zwei ‘einfachere’ (s. Beweis von 3.5) Glieder ersetzt, und im Falle
Tii1 CTyist Tgyio € Ty (nach der obigen Vereinbarung). Daher gewinnt oder verliert
P den Dialog nach endlich vielen Schritten.

Definition: Eine H-Gewinnstrategie fiir 'y sei eine Vorschrift P, die bei jeder Eingabe
einer Liste I' einen Schluss P(T') von H mit der Konklusion I" oder Error auszugeben
vorschreibt, sodass Folgendes fiir jedes mit der ‘These’ I'g beginnende Tupel I'g, 'y, ...,y
gilt: Wenn P(T'%) fiir jedes k < m ein Schluss mit der Konklusion I'y und T'yyq eine
Pramisse dieses Schlusses ist, dann ist auch P(I'),) # Error.

Mittels einer Gewinnstrategie P fiir I'g ldsst sich (von unten nach oben fortschreitend)
ein Baum B mit der Wurzel T'y (unten) wie folgt erzeugen. Dabei ist P zuerst auf Ty
anzuwenden und danach auf alle Pramissen von Schliissen, die P jeweils schon angegeben
hat, in einer noch zu beschreibenden Reihenfolge anzuwenden. In B endet dann jeder
Zweig (oben) mit der Konklusion eines Schlusses von ‘H ohne Pramissen.

Um die erwdhnte Reihenfolge der Anwendungen von P iibersichtlich darzustellen, be-
zeichnen wir I'g kurz mit 0 und fiir jede schon mit v bezeichnete Liste die Prémissen von
P(7) (soweit vorhanden) in lexikographischer Anordnung mit 70,~1,+2,.... Wir ordnen
die Resultate wiederholter Anwendungen von P nach der Anzahl der Vorkommnisse von
Ziffern 0,1,2,... in ihren Bezeichnungen, bei gleicher Anzahl nach der Summe der darin
stehenden Ziffern, und bei gleicher Summe lexikographisch. Auf diese Weise entstehe der
Baum B aus folgendem Schema durch Fortlassen von Bezeichungen nicht vorhandener
Pramissen:

00000, . ..

0000; 0001, 0010, 0100; 0002,0011,0020,0101, 0110, 0200; . . .

000; 001, 010; 002, 011, 020; 003, 012, 021, 030; . .. (Priimissen von P(00), P(01),...)
00,01,02,03,... (Prédmissen von P(0))

0 (d.h. Ty).
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Von oben nach unten gelesen stellt B eine Herleitung von I'g dar, in der aber die Préamissen
einer Liste in der dariiber stehenden Zeile i.Allg. ‘verstreut’ stehen. - Jede in B angefiihrte
Liste 14sst sich in folgender diagonalen Reihenfolge in endlich vielen Schritten erreichen:

0; 00; 01, 000; 02, 001, 0000; 03, 010, 0001, 00000 . . .

In dieser Folge stehen hinter jedem ihrer Glieder I' auch alle Pramissen von P(I').

Nun betrachten wir die Vorschrift, alle Glieder dieser Folge nacheinander aufzuschrei-
ben, und zwar wie in der schon angegebenen Tabelle angeordnet. Z.B. nach 7 Schritten
erhilt man ggf.

0000
000, 001
00, 01, 02
0.

V sei diese Vorschrift. Nach ihr ist eine Liste nur dann in die Tabelle einzutragen, wenn
sie die Konklusion eines Schlusses ist, dessen Pramissen ebenfalls (i.Allg. spéter) in die
Tabelle einzutragen sind. Somit ist V eine Herleitungsvorschrift von 'y in einem etwas
liberalisierten Sinne, d.h. nach der es fiir Schliisse (mit endlich oder unendlich vielen
Pramissen) erlaubt ist, ihre Konklusion herzuleiten, nachdem beschrieben worden ist,
wie ihre Pramissen herzuleiten sind (also i.Allg. schon bevor sie hergeleitet worden sind).

Ist umgekehrt eine derartige Vorschrift V zur Herleitung von I'g in H gegeben, und wird
durch P jeder nach V herzuleitenden Liste I' genau ein Schluss P(I") mit der Konklusion
I' effektiv zugeordnet, dessen Prémissen (falls vorhanden) ebenfalls nach V herzuleiten
sind, so ist P eine Gewinnstrategie fiir I'g. (Fiir weitere I' sei P(I") nicht definiert.)

Um dies zu zeigen, betrachten wir irgendein mit I'g beginnendes Tupel T'g,I'1, ..., Ty,
derart, dass I'gy 1 fiir jedes k < m eine Pramisse von P(T'y) ist. Dann sind auch 'y, Ty, ..., T,
nach V herzuleiten, also P(I';,) ein Schluss mit der Konklusion I'y,, also P(I'y,) # Error.
(Zu weiteren Fragen zu halbformalen Systemen s. [9] VI.)
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