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ABSTRACT

In the 1960s J.S. Bell developed inequalities, which have to be fulfilled
by all local realistic theories but can be violated in quantum theory
by entangled states. Recently, these Bell inequalities and their implica-
tions have recieved a lot of attention, especially after the Nobel prize
in physics 2022 has been awarded to Clauser, Aspect and Zeilinger
for their advancements in quantum theory. Thereby, the fundamen-
tal difference of quantum theory and all classical theories has been
demonstrated experimentally.

This dissertation investigates Bell inequalities under the presence of
imperfect detectors and also evaluates other criteria of entanglement
for different families of quantum states.

First, the theoretical basis and construction of Bell inequalities is de-
scribed in detail and the implications of imperfect detection on these
inequalities are discussed. Based on this, for bi- and tripartite systems
the necessary efficiency and dark count probabilities of the involved
detectors, which still allow for the violation of a Bell inequality is
analyzed. To achieve this, the measurement correlations which are
possible in quantum theory are obtained by a semidefinite program
and do not rely on special states or measurements.

In contrast to this, the second part revolves around individual states
and their partition into separable and entangled states. For several
families of quantum states, different criteria used in quantum infor-
mation theory are tested for their ability to distinguish separable from
entangled states. For some families it is also investigated which states
can violate some Bell inequalities.

Therefore, this dissertation expands our knowledge regarding the
use of Bell inequalities under the presence of imperfect detectors as
well as relations between different criteria for entanglement and their
significance.
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ZUSAMMENFASSUNG

Spétestens seit der Physik-Nobelpreis 2022 an Clauser, Aspect und
Zeilinger fiir ihre Leistungen in der Quantenforschung verliehen wur-
de, sind die in den 1960er Jahren von J.S. Bell entwickelten Bellschen
Ungleichungen und ihre Vorteile einer breiten Offentlichkeit bekannt.
Ihre Forschungsarbeiten fiihrten zu experimentellen Nachweisen der
Verletzung Bellscher Ungleichungen, was lokal realistische Theorien
ausschliefSt und damit einen fundamentalen Unterschied zwischen
der Quantentheorie und allen klassischen Theorien offenbart.

In dieser Arbeit wird zunéchst die Bedeutung und Konstruktion Bell-
scher Ungleichungen behandelt und betrachtet, welche Auswirkungen
nicht-perfekte Detektoren auf die so hergeleiteten Bedingungen haben.
Darauf aufbauend wird fiir bi- und tripartite Systeme untersucht, bis
zu welcher Effizienz und Dunkelzdhlrate der verwendeten Detektoren
es bei optimaler Auswahl der Quantenzustdnde und Observablen
moglich ist, eine Bellsche Ungleichung zu verletzen. Dazu werden die
in der Quantentheorie moglichen Korrelationen unabhédngig von kon-
kreten Zustanden und Observablen durch semidefinite Optimierung
bestimmt.

Im zweiten Teil wird die Situation von der anderen Seite betrachtet.
Nun sind Quantenzustidnde vorgegeben und die Frage lautet, welche
dieser Zustdnde verschrankt sind und ob sie sogar eine Bellsche Un-
gleichung verletzen konnen. Fiir die Beantwortung des ersten Teils
der Frage werden verschiedene aus der Quanteninformationstheo-
rie bekannte Bedingungen fiir separable Zustiande diskutiert und
ihre Effizienz bei der Unterscheidung von verschrankten und separa-
blen Zustdnden verglichen. Der zweite Teil wird beantwortet, indem
Messungen am Zustand simuliert werden und die erhaltenen Korre-
lationen der Messergebnisse mit Bellschen Ungleichungen getestet
werden.

Damit leistet diese Dissertation einen Beitrag fiir das Verstdandnis
von Separabilitdt, Verschrankung und Bellschen Ungleichungen sowie
deren Zusammenhang.
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EINLEITUNG UND UBERBLICK

1.1 EINLEITUNG

In den letzten Jahrzehnten hat sich das Gebiet der Quanteninformati-
onstheorie enorm weiterentwickelt und die Verschrankung von Quan-
tensystemen wurde fiir viele Anwendungen als eine der wichtigsten
physikalischen Ressourcen identifiziert [7, 12, 55, 60]. Deshalb wurden
verschiedene Kriterien entwickelt, die separable von verschrankten
Zustdnden unterscheiden konnen. Dabei kénnen einige Kriterien wie
z.B. solche basierend auf positiven Abbildungen [36, 39] oder der
Kreuznorm [4, 66] die Mengen der separablen und verschrankten Zu-
stinde exakt unterscheiden, sind aber nicht einfach mathematisch zu
bestimmen. Gleichzeitig wurden algebraische Bedingungen hergeleitet
[40, 81], wie z.B. die Peres-Horodecki-Bedingung, welche priift, ob eine
partielle Transposition der Dichtematrix eines Zustands auch wieder
ein Zustand ist [39, 59]. Diese Bedingungen sind leicht zu berechnen
und teilweise auch experimentell implementierbar [41, 73], aber in
vielen Fillen nur notwendige Bedingungen fiir separable Zustinde,
sodass es auch verschriankte Zustiande gibt, die diese Bedingungen
erfiillen.

Uber die Jahre wurden dabei einige qualitative Zusammenhénge,
welche Bedingungen fiir die Erfiillung anderer Bedingungen implizie-
ren, hergeleitet. In dieser Dissertation werden verschiedene Zusam-
menhdnge quantitativ untersucht. Dazu wird jedem Quantenzustand
iiber seine Dichtematrix p und das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt ein
Punkt im euklidischen Vektorraum zugeordnet. Damit wird aus der
konvexen Menge der Dichtematrizen ein konvexer Korper im euklidi-
schen Vektorraum, dem ein Volumen zugeordnet werden kann. Jede
Bedingung definiert eine Untermenge in diesem Korper, fiir deren
Punkte sie erfiillt ist und der Volumenanteil, den diese Untermenge
an der Menge aller moglichen Quantenzustdande hat, zeigt an, wie gut
die Bedingung die separablen Zustinde eingrenzt.

Um diese Volumenanteile zu bestimmen, wird eine Monte-Carlo-
Simulation durchgefiihrt. Dabei werden N zuféllig verteilte Quanten-
zustdnde generiert und jeweils getestet, ob sie eine gegebene Bedin-
gung erfiillen. Bei k Zustdnden, die die Bedingung erfiillen, wird das
Volumenverhiltnis als R = k/N abgeschétzt.

Fiir die Erzeugung der zufillig verteilten Quantenzustinde wird
dabei ein Hit-and-Run-Algorithmus [49, 50, 79] verwendet. Es stellt
sich heraus, dass dieser im Gegensatz zu anderen Methoden der
Erzeugung von gleichméfig verteilten Punkten [9, 30, 43, 75] deut-
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lich effizienter ist [71]. Bei der Ausfithrung des Algorithmus muss
fiir zufallig generierte Punkte im euklidischen Vektorraum entschie-
den werden, ob diese einem Quantenzustand zuzuordnen sind, also
die Dichtematrix p nur positive Eigenwerte hat. Dafiir werden New-
tonidentitdten [33] und die Vorzeichenregel von Descartes [14] auf
charakteristische Polynome der Matrizen angewendet, die durch diese
Punkte definiert werden [13, 27, 42, 44, 45]. Dadurch werden in der
Berechnung weniger Operationen benétigt, als bei der vollstandigen
Bestimmung der Eigenwerte von p.

Mit dieser Methode konnen die Volumenanteile der akzeptierten
Quantenzustidnde fiir verschiedene Bedingungen bestimmt werden
und damit sowohl einige bekannte Werte [48, 52, 74, 77] reprodu-
ziert als auch viele bislang unbekannte Werte ermittelt werden. Un-
tersucht werden hier die Peres-Horodecki-Bedingung [37, 59], die
Reduktionsbedingung [16, 34], die Majorisierungsbedingung [32] und
Bedingungen, die auf der Rényientropie [67] basieren. Dabei werden
verschiedene bipartite Systeme betrachtet, bis hin zum Quantensystem
aus einem Qutrit und einem vierdimensionalen Qudit.

Eine Herangehensweise an die Unterscheidung von verschrankten
und separablen Zustdnden aus experimenteller Sicht bieten die Bell-
schen Ungleichungen [6]. Diese schranken die klassisch moglichen
Korrelationen von gemeinsamen Messungen bei verschiedenen Partei-
en ein, konnen aber im Rahmen der Quantentheorie verletzt werden [5,
20, 29, 31, 84]. Neben diesem Test eines fundamentalen Unterschieds
zwischen klassischen Theorien und der Quantentheorie hat die Verlet-
zung von Bellschen Ungleichungen auch konkrete Anwendungen, z.B.
fiir Sicherheitsgarantien in Quantenschliisselaustauschprotokollen [3,
25].

Nur wenn die Verluste und Fehler in den Detektoren hinreichend
gering sind, ist eine solche Verletzung moglich, was die Frage aufwirft,
wie gut die Detektoren mindestens sein miissen. Dazu wird ein De-
tektormodell vorgestellt, das fiir alle Detektoren eine Effizienz # und
eine Wahrscheinlichkeit spontan auszulésen § annimmt. Abgesehen
von der Anzahl der moglichen Messeinstellungen und Messergebnisse
werden keine weiteren speziellen Annahmen {iiber den Messaufbau
gemacht, was einer abstrakten Betrachtung des Messvorgangs wie
in[10, 23, 46] entspricht.

Um herauszufinden, ob bei bestimmten Detektorparametern eine
Bellsche Ungleichung verletzt werden kann, miissen alle moglichen
Quantenkorrelationen gegen alle Ungleichungen getestet werden. Dies
fiihrt zu dem Problem, dass das Bellpolytop, welches alle klassisch
moglichen Korrelationen enthélt, nur in seiner Vertexdarstellung ein-
fach zu bestimmen ist. Um die Bellschen Ungleichungen zu erhalten,
miisste es in seine Halbraumdarstellung tiberfiihrt werden, was ein
sehr rechenintensives Problem ist [62]. Fiir einzelne Punkte kann man
diese Umwandlung umgehen, indem mit einem linearen Programm
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gepriift wird, ob der Punkt im Bellpolytop liegt [87]. Fiir die Men-
ge der Quantenkorrelationen gibt es jedoch bislang keine klare und
einfach zu beschreibende Abgrenzung wie fiir das Bellpolytop [26,
57], sodass extremale Punkte dieser Menge nicht ohne weiteres er-
mittelt werden konnen. Aus den Zusammenhidngen zwischen den
Messoperatoren lassen sich jedoch mathematische Einschrankungen
der Quantenkorrelationen konstruieren, was zu einer Hierarchie semi-
definiter Programme fiihrt, die diese Quantenkorrelationen eingrenzen
[54]. Bei Vorgabe einer Richtung im Raum der Korrelationen kann
damit der in diese Richtung extremale Punkt in der Menge der Quan-
tenkorrelationen bestimmt werden. Das heifst, dass fiir eine Bellsche
Ungleichung der im Rahmen der Quantentheorie maximal erreichbare
Wert bestimmt werden kann. Damit werden fiir Systeme mit zwei und
drei Parteien mit je zwei Messeinstellungen die Detektorparameter
bestimmt, die fiir die Beobachtung der Verletzung einer Bellschen
Ungleichung mindestens benotigt werden.

Fiir Clauser-Horne-Shimony-Holt- (CHSH) [20] und die Collins-
Gisin-Ungleichung [19] wird per Monte-Carlo-Simulation fiir Zwei-
Qubit-Zustande untersucht, wie grofs der Anteil der Zustande ist, die
diese Ungleichungen verletzen konnen. Dabei ist bekannt, dass die
Bellschen Ungleichungen die separablen Zustdnde nicht exakt von den
verschrankten Zustdnden abgrenzen [85]. D.h. es gibt verschrankte
Zustande, die ausschliefdlich Korrelationen erzeugen, welche auch in
einer klassischen Theorie beobachtet werden kénnen. Es zeigt sich,
dass ein grofser Anteil der verschriankten Zustinde in diese Kategorie
fallt.

1.2 AUFBAU DER ARBEIT

In Kapitel 2 werden die Bellpolytope und Bellschen Ungleichungen
eingefiihrt und gezeigt, wie sich die Menge der moglichen Quanten-
korrelationen bestimmen ldsst. Ein Modell fiir nicht-perfekte Detek-
toren wird aufgestellt und die benétigten Detektorparameter fiir die
Verletzung einer Bellschen Ungleichung fiir bi- und tripartite Systeme
ermittelt. Dazu wird zum einen beschrieben, wie fiir einen vorgege-
ben Punkt getestet werden kann, ob dieser im Bellpolytop liegt, zum
anderen wie fiir eine gegebene Bellsche Ungleichung ihre maximale
Verletzung durch ein Quantensystem bestimmt werden kann.

In Kapitel 3 wird dann die Perspektive gewechselt und betrachtet,
welche Zustdnde p verschrankt sind. Dafiir werden die verschiedenen
betrachteten Arten von Zustdnden definiert und mehrere Bedingun-
gen erldutert, die von allen separablen Zustdnden erfiillt werden. Ein
Algorithmus zum effizienten Generieren von zuféllig verteilten Quan-
tenzustinden wird verwendet, um in Monte-Carlo-Simulationen fiir
alle Kombinationen aus Zustandsarten und Bedingungen jeweils den
Anteil der Zustidnde, die die Bedingung erfiillen, an allen Zustanden
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zu bestimmen. Fiir Zwei-Qubit-Systeme wird zusétzlich bestimmt, wel-
cher Anteil der Zustande die CHSH- oder Collins-Gisin-Ungleichung

verletzen kann.
Die Erkenntnisse und ein Ausblick auf noch offene weitergehende

Fragestellungen werden in Kapitel 4 diskutiert.



WAHRSCHEINLICHKEITSPOLYTOPE UND
BELLSCHE UNGLEICHUNGEN

Dieses Kapitel behandelt Konstruktion und Einsatzmoglichkeiten
von Bellschen Ungleichungen fiir bi- und multipartite Systeme. Die-
se schranken die moglichen Korrelationen von Messergebnissen bei
gleichzeitiger Durchfithrung der Messungen bei mehreren Parteien
ein. Nach einer kurzen Einfithrung in die benétigten Grundlagen wird
erldutert, wie man Bellsche Ungleichungen fiir beliebige physikalische
Systeme prinzipiell aus klassischen lokal realistischen Theorien herlei-
ten kann. Dabei wird sich zeigen, dass diese Ungleichungen auch fiir
Szenarien, die iber die urspriinglich von J.S. Bell [6] betrachtete Situati-
on hinausgehen, ein Polytop beschreiben, das sogenannte Bellpolytop.
Zu diesen Polytopen wurden in der Vergangenheit immer wieder
Untersuchungen durchgefiihrt, siehe unter anderem [11, 58, 62, 86].
Aufbauend auf den Methoden und Ergebnissen meiner Master-Thesis
[68] werden danach nicht-perfekte Messvorgidnge und ihr Einfluss
auf die Moglichkeit der Verletzung Bellscher Ungleichungen durch
Quantenzustdnde betrachtet. Wesentliche Ergebnisse und einige Ab-
bildungen in diesem Kapitel wurden bereits in [69] verdffentlicht.

2.1 VERSTECKTE VARIABLEN

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Bellschen Ungleichungen
ist die Frage, ob Messergebnisse durch eine lokal realistische Theorie
beschrieben werden kénnen [24]. Der Begriff realistisch bezieht sich
dabei auf die Annahme, dass alle physikalischen Objekte durch ihre
Eigenschaften beschrieben werden und Messungen an den Objekten
Teile dieser Eigenschaften aufdecken bzw. das Messergebnis durch die
Eigenschaften festgelegt wird.

Lokal ist die Theorie, wenn sich Anderungen an den Eigenschaften
der Objekte nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten
konnen. Diesen Ansatz kann man sich so veranschaulichen, dass es
versteckte Variablen gibt, die alle Eigenschaften eines Objekts und da-
mit das Ergebnis jeder am Objekt moglichen Messung festlegen. Mit
diesem Ansatz konnen Ungleichungen fiir Korrelationen konstruiert
werden, die sich bei der gleichzeitigen Durchfiihrung von Messung
von Objekten an verschiedenen Orten ergeben [6]. Gleichzeitigkeit
bezieht sich dabei darauf, dass die Messungen raumartig getrennt
stattfinden miissen, wie in Abb. 2.1 dargestellt. Ist diese Bedingung
nicht gegeben und eine Messung wird nach der anderen Messung
durchgefiihrt, kann die Information, welche Messeinstellung im ersten
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Messvorgang gewdahlt wurde, die versteckten Variablen vor der zwei-
ten Messung beeinflussen und die Bellschen Ungleichungen verlieren
ihre Giiltigkeit.

ct

Ea Ep

A P B

Abbildung 2.1: Ablauf des Messvorgangs fiir zwei Parteien in einem
Minkowski-Diagramm. Die horizontale Achse gibt dabei den
Ort an, die vertikale Achse steht fiir die Zeit. Bei P wird
ein Zustand erzeugt und teilweise zu A und teilweise zu B
geschickt. Beide Parteien wihlen eine Messeinstellung aus
(W4, W), bevor die Information tiber den erzeugten Zustand
bei Thnen ankommt, um auszuschliefSen, dass diese Infor-
mation Einfluss auf die Auswahl der Messeinstellung hat.
Danach stellen sie ihr Messgerit entsprechend ein (M4, Mp)
und erhalten im Zeitraum (E4, Ep) ein Messergebnis. Der
Vorgang ist vollstandig abgeschlossen, bevor die Information
iiber die gewihlte Messeinstellung bei der jeweils anderen
Partei ankommen konnte.
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2.2 POLYTOPE

Wie sich im ndchsten Abschnitt zeigen wird, konnen die moglichen
Korrelationen von Messungen im Rahmen einer lokal realistischen
Theorie als konvexe Polytope dargestellt werden. Ein konvexes Polytop
‘P im n-dimensionalen Vektorraum IR" ist durch seine Vertices 7; € R"
vollstandig bestimmt und durch die konvexe Hiille dieser Vertices
gegeben. D.h. ein beliebiger Punkt 4 € IR" ist Teil von P, wenn eine
Darstellung

k
i= Zwiz_)}, mit w; > 0 und Zwi =1 (2.1)
i=1 i
existiert.
Alternativ kann ein konvexes Polytop auch iiber seine Halbraumdar-
stellung definiert werden. Dabei werden Ungleichungen gegeben, die
jeweils den Raum in einen Halbraum, der die Ungleichung erfiillt und
einen, der sie verletzt, aufteilen. Die Seitenflichen eines Polytops, fiir
deren Punkte bei diesen Ungleichungen Gleichheit gilt, werden auch
Facetten genannt. Die Frage, ob ein Punkt @ im Polytop enthalten ist,
wird dadurch beantwortet, ob alle Ungleichungen erfiillt sind. Im ein-
fachsten Fall geniigen n + 1 Ungleichungen, um ein endliches Gebiet
einzugrenzen. Es konnen aber auch wesentlich mehr Ungleichungen
notig sein, um ein bestimmtes konvexes Polytop zu beschreiben.
Ein Beispiel fiir ein Polytop ist ein 3-dimensionaler Wiirfel. Dieser
kann mit (x,y,z)T € R3 in der Vertexdarstellung durch seine 8 Eck-
punkte

0 1 0
=0, %2=[0]|,T3=]1]|,0= ,
0 0 0
0 1 1 1
Us=|1],06=|0|,07=]1|,0s= |1
1 0 1

oder in der Halbraumdarstellung durch die 6 Ungleichungen

x<1, y<1, z<]1,
—x<0, —y<0, —-z<0

dargestellt werden.
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2.3 KLASSISCHE MESSUNGEN IN MULTIPARTITEN SYSTEMEN

Hier und im Rest der Arbeit werden stets diskrete Messungen mit
einer endlichen Anzahl an Resultaten betrachtet. D.h. jede der N
Parteien hat Zugriff auf ein System S, das sie mit einer Messung
x € M;s testen kann. Das Ergebnis a € A, dieser Messung tritt mit
einer Wahrscheinlichkeit P(a|x) auf. Hierbei bezeichnet Mg die Menge
der moglichen Messeinstellungen fiir das gegebene System und A, die
Menge der moglichen Resultate einer Messung x. So kénnte z.B. das
System aus einem einzelnen Photon bestehen, das auf einen Aufbau
aus Polarisationsfilter und Einzelphotonendetektor trifft. Die Messung
x bezeichnet dann den Winkel der Ausrichtung des Filters beziiglich
einer vorher festgelegten Achse. Die moglichen Ergebnisse A, € {0,1},
entsprechen den Beobachtungen ,, der Detektor 16st nicht aus “ und
,der Detektor 16st aus “.

X

\

A

\’

a

Abbildung 2.2: Zwei Parteien A und B fithren die Messungen x,y durch und
erhalten jeweils das Ergebnis a bzw. b.

T~ | |

Ohne weitere Einschrankungen konnen bei N Parteien die erhal-
tenen Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse a;, unter der Bedingung
dass jeweils Einstellung x; vorgenommen wurde,

P(ay, ..., an|x1, ..., Xn) (2.2)

grundsitzlich abhédngig von allen Einstellungen x; sein und diese
Korrelationen P(a|x) miissen nur die trivialen Bedingungen fiir Wahr-
scheinlichkeiten erfiillen:

P(alx) >0, Z P(ay, ... an|x1, ..., xy) = 1. (2.3)

ay GAxl,...

Um die Darstellung tibersichtlich zu halten, wird im Folgenden
davon ausgegangen, dass allen Parteien die gleichen Messeinstellun-
gen M mit jeweils gleichen Ergebnissen A zur Verfiigung stehen.
Da die Betrachtung abstrakt bleibt, ist dies bereits erfiillt, wenn die
Anzahl der Messeinstellungen und Ergebnisse fiir alle gleich ist. Un-
terschiedlich grofle Mengen an Messungen und Ergebnissen konnen
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aber nach derselben Methode behandelt werden. Bei der Beschreibung
des N-partiten Experiments im Rahmen einer klassischen realistischen
Theorie, kann zwischen zwei Arten von theoretischen Beschreibungen
unterschieden werden. Zum einen kann diese deterministisch sein,
zum anderen probabilistisch. In einer deterministischen Beschreibung
gibt es eine Transferfunktion F, den Zustand des gemessenen Systems,
die jeden Eingabewert in einen eindeutigen Ausgabewert tiberfiihrt,
d.h.

a=F(x), xe MV, ac AN, (2.4)

Bei einer statistischen Beschreibung wird der Zustand F durch eine
Zufallsvariable beschrieben, die durch eine normierte Wahrschein-
lichkeitsverteilung P(F) > 0 mit ). P(F) = 1 gegeben ist. Diese
Wahrscheinlichkeitsverteilung P(F) erzeugt tiber die Relation

P(alx) =} P(F)d(a, F(x)) (2.5)
F

bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(a|x).

Hierbei ist 6(a, F(x)) = 1 fiir a = F(x) und sonst 0. Diese bedingten
Wahrscheinlichkeiten beschreiben die Wahrscheinlichkeit, das die N
Parteien ein Ergebnis a € AN erhalten, wenn die Messeinstellung
x € MY gewihlt wird. Sie liegen dabei in einem Wahrscheinlichkeits-
polytop, dessen Vertices durch F gegeben sind [87].

Wenn die Parteien nun ihre Messungen raumartig voneinander ge-
trennt durchfiihren, wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, darf das Ergeb-
nis jeder Partei nur noch von der eigenen Messung abhidngen, da sonst
die fiir eine Anderung des Resultats nétige Veranderung des lokal
vorliegenden Zustands mit Uberlichtgeschwindigkeit kommuniziert
werden miisste. Diese Einschrankung auf raumartig getrennte Mes-
sungen kann berticksichtigt werden, indem jede Partei eine eigene
Transferfunktion

a=(F(x)--, Fn(xn)) (2.6)

bekommt. Mit dieser Lokalitdtsbedingung ergeben sich die bedingten
Wahrscheinlichkeiten der statistischen Theorie zu

P(a|x) = Z P(F1, s ,FN)é(Cll,Fl(Jq)) s 5(HN,FN(XN)). (27)
Fi, Fn

Diese bedingten Wahrscheinlichkeiten entsprechen einem Poly-
top mit den lokalen Transferfunktionen als Eintrdge der Vertices
(F,---,FN), das damit die moglichen Korrelationen in einer lokal
realistischen statistischen Theorie beschreibt [87].

Dieses Polytop ist das Bellpolytop und fiir jeden experimentellen Auf-
bau kann mit der beschriebenen Methode dessen Vertexdarstellung
gefunden werden [58, 62, 87]. Durch Umwandlung in die Halbraum-
darstellung erhdlt man die definierenden Ungleichungen des Bellpoly-
tops, die verallgemeinerten Bellschen Ungleichungen. Im Gegensatz
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zur systematisch moglichen Konstruktion der Vertexdarstellung, ist
die Umwandlung in die Halbraumdarstellung ein schweres mathema-
tisches Problem, das nur in niedrigen Dimensionen, d.h. fiir wenige
Parteien, Messeinstellungen und Ergebnisse vollstandig gelost werden
kann. Zusétzlich ergeben sich die Bellschen Ungleichungen aus einer
rein klassischen Betrachtung und werden dadurch interessant, dass sie
durch Quantenzustinde verletzt werden konnen. Dies ist aber nur fiir
einen Teil der Ungleichungen, die das Bellpolytop definieren, der Fall.
Daher sind bei der Suche nach Bellschen Ungleichungen weite Gebiete
noch kaum erforscht. Im Folgenden werden nicht nur die Ungleichun-
gen, die zwingend benétigt werden, um das Bellpolytop zu definieren,
als Bellsche Ungleichungen bezeichnet, sondern alle Ungleichungen,
die den Raum so aufteilen, dass das Bellpolytop vollstindig im von
der Ungleichung definierten Bereich liegt.

2.4 DARSTELLUNG VON BELLSCHEN UNGLEICHUNGEN

Da die Bellschen Ungleichungen den Raum der bedingten Wahrschein-
lichkeiten in zwei Halbrdume aufteilen, ergibt sich als allgemeine Form

Y ciP(ay,...anx,..xy) <C (2.8)

a1, AN, X1, XN

bzw. fiir zwei Parteien

Z cZgP(a,b]x,y) < C. (2.9)
a,b,x,y

Wegen ), . P(ai,...,an|x1,...,xy) = 1 kann in dieser Darstellung
sogar immer C = 0 gewdhlt werden, was aber eine weniger iibersicht-
liche Darstellung zur Folge haben kann.

Bei zwei moglichen Messergebnissen werden vor dem Hintergrund
von Spin-3-Messungen und der Definition a; € {—1,1} die Bellschen
Ungleichungen oft mit Hilfe der Erwartungswerte

E(x1,...,xN) = Z aiay...anP(ay, ..., aN|x1,...,xn) (2.10)
ay aN

ausgedriickt.

Auflerdem gibt es die Moglichkeit, fiir die Zusammenfassung von
Wahrscheinlichkeiten die Lokalitdtsbedingung zu nutzen. Da das Mess-
ergebnis einer Partei nicht von der gewidhlten Messeinstellung der
anderen Parteien abhdngen darf, konnen lokale bedingte Wahrschein-
lichkeiten

P(a;, x;) = 2 P(ay,...,aN|x1,...,xN) (2.11)

A1y i—1,8i41,--- /AN

definiert werden.



2.4 DARSTELLUNG VON BELLSCHEN UNGLEICHUNGEN

2.4.1 Beispiele fiir Bellsche Ungleichungen

2.4.1.1  Die CHSH-Ungleichung

Die vermutlich bekannteste Bellsche Ungleichung wurde 1969 von
Clauser, Horne, Shimony und Holt aufgestellt [20]. Sie beschreibt
die klassischen Korrelationen fiir ein bipartites System mit je zwei
Einstellungen und Ergebnissen und ist fiir x; € {my, m|} und

xp € {my, m}} durch

E(my, mp) + E(mq, mby) + E(m), my) — E(my,mh) <2 (2.12)

gegeben.

2.4.1.2 Die Clauser-Horne-Ungleichung (CH)

Diese Ungleichung fiir zwei Parteien nutzt lokale Wahrscheinlichkei-
ten und ist durch

P(ay, az|my, my) + P(ay, az|my, mh) + P(ay, az|m}, my) (2.13)

—P(ay, ap|my, my) — P(ay|my) — P(az|mz) <0
fiir eine beliebige aber innerhalb der Ungleichung feste Wahl von a4,
und a, gegeben. Sie ldsst sich mit den oben angegebenen Zusammen-

hédngen sowie durch Umbenennen der Einstellungen und Ergebnisse
in die CHSH-Ungleichung tiberfiihren [19].

2.4.1.3 Die Collins-Gisin-Ungleichung (CG)

Wenn jede der beiden Parteien aus drei Messungen x; € {mgl), mgz)’ m§3) I3

Xy € {mgl), mg), m§3)} wiahlen kann, die jeweils zwei mogliche Ergeb-
nisse haben, ergeben sich neue Ungleichungen. Neben Variationen der
CHSH-Ungleichung haben Collins und Gisin [22], aufbauend auf [63],

tiir diesen Fall die Ungleichung

E(m{",m$) + Em,m") — E(m{", m{V) — E(m{", m?)
—E(mgz),mél)) - E(mgz),méz)) - E(mgz),mg‘%)) - E(m?),méz)) (2.14)
—E(my) — E(mi?) — E(my) — E(m{”) -4 <0

hergeleitet.

11
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2.5 BESTIMMEN VON QUANTENKORRELATIONEN

So wie das Bellpolytop angibt, welche Korrelationen mit lokal realis-
tischen Theorien erreicht werden konnen, kann man auch die Frage
stellen, welche Korrelationen in der Quantentheorie moglich sind [18].
Eine Antwort darauf haben Navascues et al. mit ihrer Hierarchie se-
midefiniter Programme (SDP) gegeben [54], die hier kurz vorgestellt
wird. Fiir jede Stufe der Hierarchie muss eine positiv semidefinite
Matrix I' = 0 gefunden werden, deren Eintrdge mit den bedingten
Wahrscheinlichkeiten P(a,b|x, y) (bei zwei Parteien) verkniipft sind.
Fiir die Konstruktion dieser Verkniipfungen werden projektive Mes-
sungen mit den Projektionsoperatoren Eﬂ,x fiir alle Messergebnisse
betrachtet. Zum Beispiel erhdlt man fiir einen beliebigen biparti-
ten Zustand |i) die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(a,b|x,y) =
<¢’Ea,xﬁb,y’¢>-

Diese Wahl der Messoperatoren ist immer moglich, da bei diesem
Ansatz die Dimension des betrachteten Quantensystems nicht einge-
schrankt ist. Fiir die Projektionsoperatoren gelten dabei die Beziehun-
gen

Z E\"{z,x =1,
a

Ea,xEAa/,x = 5u,a’Ea,x; (2.15)

Fiir die n-te Stufe der Hierarchie werden alle Produkte aus n Pro-
jektionsoperatoren, z.B. Ea,xﬁb,yﬁb/,y/ fiir n = 3 in der Menge S zusam-
mengefasst. Fiir einen beliebigen Zustand |¢) wird eine Matrix I tiber
ihre Eintrége I';; = (|S!S|¢) mit S; € S definiert. Aus den Beziehun-
gen fiir die Projektionsoperatoren ergeben sich dann K algebraische
Relationen der Form

YR = bZ g P blx,y) = g(P) , ke {1, K} (216)
i,j ab,xy

fur die Eintrdge von I' und die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(a,b|x,y).

Fiir n — oo sind Korrelationen P(a, b|x,y), die von keinem Quanten-
system erzeugt werden kénnen, nicht in der Lage, all diese Relationen
zu erfiillen bei gleichzeitig positiv semidefinitem I' [54]. Daher kann
die Suche nach extremalen Quantenkorrelationen P(a, b|x,y) tiber die
aus den algebraischen Relationen der Projektionsoperatoren erhal-
tenen F und ¢ in ein Optimierungsproblem umgewandelt werden.
Um beispielsweise die maximal mogliche Verletzung einer Bellschen
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Ungleichung Y-, ., c./P(a,b|x,y) < C zu finden, wird fiir jede Stufe
der Hierarchie das semidefinite Optimierungsproblem

max cVP(a,blx,
P(ablxy) a,;c:,y ab ( ’ ]/)
tr((FR)TT) = ¢ (P(a,blx, 1)) (2.17)
T>0.

mit Hilfe der MATLAB-Toolbox SeDuMi [80] gelost.

2.6 AUSWIRKUNGEN FEHLERBEHAFTETER DETEKTOREN

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich Fehler in den Messun-
gen auf die Korrelationen der lokal realistischen Theorien auswirken.
Insbesondere wird hierbei der Fall betrachtet, dass nach Auswahl der
Messvariablen x einer von zwei Detektoren auslost und damit das
Messergebnis produziert. Damit gibt es die Fehlermoglichkeiten, dass
bei der Messung kein Detektor auslost, d.h. die Effizienz # < 1 und
dass ein Detektor unabhidngig vom gemessenen Zustand auslost.
Im einfachsten Fall mit zwei Parteien und zwei Eingabemoglich-
keiten , d.h. |X| = 2 werden mit diesen Fehlern aus urspriinglich
zwei moglichen Messergebnissen A;gea; = {1,2} die vier Ergebnisse
A ={®,1,2,DC}, wobei @ fiir den Fall, dass kein Detektor auslost
und DC fiir den Fall, dass beide Detektoren auslosen, steht.
In einem Bellexperiment, bei dem der Polarisationszustand von Pho-
tonen gemessen wird, kann dieses Szenario dadurch realisiert werden,
dass ein polarisationsabhdngiger Strahlteiler verwendet wird und an
jedem der beiden Ausgédnge ein Photodetektor zum Einsatz kommt.
Jeder der beiden nicht-perfekten Detektoren bei beiden Parteien
wird durch zwei Parameter # und J charakterisiert die fiir alle Detek-
toren gleich sind. Dabei ist 7 die Effizienz, also die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Teilchen detektiert wird. § steht fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Detektor spontan ausldst, obwohl kein Teilchen ankommt.
Dementsprechend werden die bedingten Wahrscheinlichkeiten der
Messergebnisse fiir jede Partei lokal transformiert. Der Zusammen-
hang der fehlerbehafteten Ergebnisse a € A von den Ergebnissen bei
perfekten Detektoren a'® € Ajj.a ist dabei iiber

(1—1n)(1-6)? a=Q, Ereignis A

Pqé(a|a(id)) _ (1—n)(1—-10) a # al@, Ereignis B
' S1—(1—-7n)(1-9)) a=DC, Ereignis C
(1-6)(1—(1-n)(1-96)) a=al™, Ereignis D

(2.18)

gegeben.

13
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P,V;(a\a(id)) ist hierbei die Wahrscheinlichkeit, das Ergebnis s a im
System mit fehlerbehafteten Detektoren zu messen, wenn eine Mes-
sung im perfekten System das Ergebnis a(®) geliefert hatte.

Dabei haben die Ereignisse A, B, C, D folgende physikalische Bedeu-
tung:

e A: das Teilchen wird nicht registriert und es 16st kein Detektor
spontan aus,

e B: das Teilchen wird nicht registriert, aber der andere Detektor
16st spontan aus,

e C: das Teilchen wird registriert und der andere Detektor 16st
spontan aus oder das Teilchen wird nicht registriert und beide
Detektoren 16sen spontan aus,

e D: das Teilchen wird registriert und der andere Detektor 16st
nicht spontan aus oder das Teilchen wird nicht registriert aber
derselbe Detektor 19st spontan aus.

Damit sind fiir dieses Modell die idealen bipartiten bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(a(®,b()|x,y) mit den gemessenen bipartiten be-
dingten Wahrscheinlichkeiten P(a, b|x,y) iiber

P(a,blx,y) = Z Pms D)By (0[P (@D, b0 |x, y). (2.19)

mit a,b € A und (@, plid) ¢ Ad) verkniipft. Dieses Fehlermodell
kann auch so betrachtet werden, dass es einen Detektionsapparat gibt,
in dessen Inneren die Messung perfekt ablauft. Ein Experimentator
hat aber nur Zugang zum Auferen des Apparats und beim Ubergang
vom Inneren zum beobachtbaren Aufleren wird die von den Fehlern
vorgegebene Transformation angewendet.

Die gemessenen Zustdnde haben dabei nur Einfluss auf die Ergebnis-
se der inneren Box. Deshalb gibt es eine Grenze fiir die Fehler der
Detektoren, ab der kein Quantenzustand mehr eine Bellsche Unglei-
chung verletzen kann. Wird zum Beispiel = 0 gesetzt, erhdlt man
trivialerweise nur Korrelationen, die auch bei einer Beschreibung des
Vorgangs mit versteckten Variablen erzielt werden konnen.

2.6.1 Verletzung Bellscher Ungleichungen bei fehlerhaften Detektoren

2.6.1.1 Betrachtung fiir konkrete bedingte Wahrscheinlichkeiten

Um einen erfolgreichen Belltest durchzufiihren, also Verschrankung
nachzuweisen, muss eine Bellsche Ungleichung im Rahmen eines
quantenphysikalischen Experiments verletzt werden. Das heift, es
muss eine Menge von bedingten Wahrscheinlichkeiten P(a,b|x,y) ge-
funden werden, die einerseits Quantenkorrelationen beschreibt und
andererseits auflerhalb des Bellpolytops liegt. Der aus allen bedingten
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Wahrscheinlichkeiten P(a, b|x,y) fiir einen experimentellen Aufbau
zusammengesetzte Vektor wird im Folgenden P genannt.

Fiir die Uberpriifung, ob P au8erhalb des Bellpolytop liegt, wird das
lineare Programm aus [87] verwendet. Dabei werden zunichst die
Vertices V; des Bellpolytops, wie in 2.3 beschrieben, aus den Transfer-
funktionen der involvierten Parteien bestimmt. Die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten Pg, welche durch eine konvexe Summe dieser Vertices
gegeben sind, d.h. Pp =} ; wiP\(,l ), mit w; > 0und ) ; w; = 1, sind dann
im Bellpolytop enthalten. Fiir beliebige Wahrscheinlichkeiten P sucht
das lineare Programm den Punkt im Bellpolytop, der am nédchsten an
P liegt und gibt den Abstand zwischen diesem Punkt und P in der
1-Norm an.

Bei der Betrachtung von nicht-perfekten Detektoren wird dabei das in
2.6 vorgestellte Detektormodell angewendet, um P aus P4 zu erhalten.
Fiir Korrelationen P4, die fiir perfekte Detektoren, d.h. 7 = 1 and
0 = 0, auflerhalb des Bellpolytops liegen, kann nun bestimmt wer-
den, wann die transformierten Wahrscheinlichkeiten P ins Bellpolytop
eintauchen und damit keine Bellsche Ungleichung verletzen kénnen.
Dazu wird ¢ fixiert und # verkleinert oder alternativ # fixiert und 4
vergroflert, bis der Abstand zwischen P und dem Bellpolytop auf 0
abgefallen ist. Allerdings kann es fiir die so bestimmten Parameter
andere P4 geben, deren P nach Beriicksichtigung der Fehler weiterhin
auflerhalb des Bellpolytops liegt.

2.6.1.2 Eingrenzen der moglichen Quantenkorrelationen

Deshalb wird die Hierarchie semidefiniter Programme (SDP) aus 2.5
genutzt, um fiir vorgegebene Parameter # und 6 Quantenkorrelationen
P4 zu finden, die eine Bellsche Ungleichung verletzen. Dazu wird Gl.
(2.17) um die Transformation aus Gl. (2.18) ergéanzt, sodass sich das
semidefinite Programm

max ) c/P(a,blx,y)

Piiay ab,xy
s.t. P(a,blx,y)= Y. Pys(ala®)P, 5(b]p0)P(alDp(D)|x, y)
alid) p(id)
tr((FO)T) = g(k)(P(id))
r>=o.

(2.20)

ergibt. Fiir jede Hierarchiestufe erhdlt man mit dem semidefiniten
Programm eine obere Schranke fiir den durch Quantenzustdnde ma-
ximal erreichbaren Wert der linken Seite der Bellschen Ungleichung,
die sich mit hoheren Stufen immer weiter dem exakten Wert annidhert.
Dies liegt daran, dass sich das semidefinite Programm mit hoheren
Stufen von aufien den tatschichlichen Quantenkorrelationen nihert.
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Besonders fiir niedrige Stufen der Hierarchie gibt es damit Korrelatio-
nen, die alle Bedingungen des Programm:s erfiillen, aber nicht durch
Quantenzustiande erreicht werden konnen [54].

Im Gegensatz zum Testen eines einzelnen Punkts bekommt man mit
SDP demnach zwar die beste in der Quantentheorie mogliche Verlet-
zung einer Bellschen Ungleichung, aber es findet kein Abgleich mit
allen Punkten des Bellpolytops statt.

2.6.1.3 Erzeugen neuer Bellungleichungen

Dadurch kann es passieren, dass es fiir dieselben Detektorparameter,
bei denen eine Bellsche Ungleichung nicht mehr verletzt wird, eine
andere Bellsche Ungleichung gibt, die noch verletzt werden kann. Um
dies zu priifen, werden die Wahrscheinlichkeiten P, welche maximale
Verletzung fiir eine Ungleichung zeigen, genutzt, um neue Bellsche
Ungleichungen zu generieren. Dazu wird mit dem linearen Programm

1 (2.21)
0 , V= (v1;..500)
, vi: Vertex i des Bellpolytops.

die Bellsche Ungleichung erzeugt, welche beim Einsetzen von P den
maximalen Wert generiert.

Die erste Nebenbedingung begrenzt dabei den Betrag der Koeffizi-
enten ¢/, da der optimale Wert sonst gegen unendlich gehen wiirde.
Die zweite Nebenbedingung sorgt dafiir, dass die Koeffizienten ei-
ne Bellsche Ungleichung darsellen und das gesamte Bellpolytop im
erlaubten Halbraum liegt. Die Wahl von b = 0 schlief3t dabei keine
Ungleichungen aus, wie in Abschnitt 2.4 erldutert wurde. Diese Me-
thode liefert typischerweise keine Elemente der Halbraumdarstellung
des Polytops. Um eine solche Facette mit dem linearen Programm
(2.21) zu bekommen, muss P sehr nah am Polytop liegen, was durch
Anpassen der Detektorparameter erreicht werden kann.

Eine umfangreiche Suche nach optimalen Bellschen Ungleichungen
mit dieser Methode hat gezeigt, dass alle erhaltenen Ungleichungen
equivalent zur Clauser-Horne (CH) Ungleichung sind [19], siehe GL
(2.13) und die Erlduterungen im Abschnitt 2.4 zur Aquivalenz von
Bellschen Ungleichungen.

2.6.2  Exakte Bestimmung der benotigten Detektorparameter

Wie bereits erwdhnt, liefert das semidefinite Programm obere Ab-
schdtzungen fiir den Raum der Quantenkorrelationen. Damit konnen
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Abbildung 2.3: Notwendige Detektionswahrscheinlichkeit # in Abhéngig-
keit von der Wahrscheinlichkeit, dass ein Detektor spontan
auslost ¢ fur zwei Parteien mit ja zwei Messeinstellungen.
Unterhalb der dargestellten Kurve sind die Detektoreffizi-
enzen zu gering, sodass kein Quantenzustand eine Bellsche
Ungleichung verletzen kann. Uber der Kurve ist dies dagegen
moglich, wenn geeignete Quantenzustdnde und Messungen
verwendet werden. Die untere Schranke, die mit dem se-
midefiniten Programm und der CH-Ungleichung besimmt
wurde, ist in rot dargestellt. Die obere Schranke fiir die Para-
meter, die aus den Quantenzustdnden und Messungen von
Eberhard [23] berechnet wurde, ist in blau dargestellt. Da
die beiden Schranken bis auf die numerische Genauigkeit
der Methode tibereinstimmen, sind dadurch die kritischen
Parameterkombinationen gegeben. Ergebnis aus [68].

Bellsche Ungleichungen auch fiir schlechtere Detektoren noch verletzt
werden und die Methode liefert nur eine untere Schranke fiir die
benotigte Effizienz 17 bzw. eine obere Schranke fiir die erlaubte Dun-
kelzahlwahrscheinlichkeit 6 der Detektoren. Allerdings zeigte sich mit
der CH-Ungleichung fiir das bipartite System mit zwei Messungen
beim Ubergang von der 2. zur 3. Stufe der Hierarchie bereits keine
Verdanderung der Ergebnisse mehr. Daher liegt die Vermutung nahe,
dass die in der 2. Stufe erhaltenen Grenzen fiir die Detektorparameter
bereits identisch zu denen fiir Quantenzustinde sind. Diese Grenzen
sind in Abb. 2.3 durch rote Kreuze dargestellt.

An den Ergebnissen kann allerdings nicht abgelesen werden, ob es
Quantenzustdnde gibt, die die gegebenen Korrelationen erreichen und
wie diese experimentell umgesetzt werden konnen. Deshalb werden
die minimal benétigten Detektorparameter aus der anderen Richtung
eingeschrankt, indem man sich dem Rand der moéglichen Quanten-
korrelationen von Innen nahert. Dazu werden aus den von Eberhard
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[23] definierten Quantenzustdnden und Messungen die Wahrschein-
lichkeiten Pr berechnet, die offensichtlich von einem Quantensystem
erreicht werden konnen, welches aber potentiell nicht optimal ist.
Fiir diese Wahrscheinlichkeiten kann wieder das lineare Programm
(2.21) verwendet werden, um die relevanten Detektorparameter zu
bestimmen. Die so erhaltenen Grenzwerte fiir Detektorparameter, die
die Verletzung einer Bellschen Ungleichung zulassen, sind als blaue
Kreise in Abb. 2.3 dargestellt. Die oberen und unteren Schranken fiir
die Detektorparameter sind also im Rahmen der numerischen Genau-
igkeit identisch und geben damit die kritischen Detektorparameter
an, welche den Parameterbereich, in dem Verletzungen von Bellschen
Ungleichungen durch Quantenzustdnde moglich sind, vom Bereich,
in dem dies nicht moglich ist, trennen.

2.6.3 Erweiterung zu tripartiten Systemen

Um die kritischen Detektorparameter fiir ein Bellexperiment mit drei
involvierten Parteien per SDP zu bestimmen, muss zunéchst eine
geeignete Bellsche Ungleichung gefunden werden. Dabei wird ei-
ne Beobachtung aus dem vorherigen Abschnitt verwendet, in dem
die CH-Ungleichung optimal war. Diese ist dquivalent zur CHSH-
Ungleichung, wenn die beiden fehlerbedingten Messergebnisse mit
einem der urspriinglichen Ergebnisse zusammengefiihrt werden, so-
dass es wieder nur zwei mogliche Messergebnisse gibt. Dies wird
nun verwendet, um die Anzahl der zu betrachtenden Messergebnisse
zu reduzieren und die Bellschen Ungleichungen fiir das System aus
drei Parteien mit je zwei Messeinstellungen und Ergebnisse nutzen zu
konnen. Dies entspricht einer Uberfithrung der Ungleichung in einen
hoherdimensionalen Raum, der sich durch die zusétzlichen Messer-
gebnisse ergibt [61]. Alle nicht ineinander tiberfiihrbaren Bellschen
Ungleichungen dieser Art sind in [78] aufgelistet und von dort ent-
nommen. Wie zuvor wurde auch versucht, bessere Ungleichungen zu
generieren, jedoch war keine der so erzeugten Ungleichungen besser
als die bekannten. Fiir das tripartite System sind die Ergebnisse des
semidefiniten Programms ab der 3. Hierarchiestufe konstant und in
Ubereinstimmung mit [46] ist fiir § = 0 die benotigte Detektoreffizienz
n = 0.6 etwas kleiner als fiir zwei Parteien, bei denen die Grenze bei
n =2/3 liegt.

Die benotigten Detektorparameter fiir bi- und tripartite Systeme und
Larsson-Zustidnde sind in Abb. 2.4 dargestellt. Im Gegensatz zu den bi-
partiten Zustdnden und Messungen von Eberhard liefern die von Lars-
son verwendenten Zustdnde nur fiir 6 = 0 oder # = 1 die optimalen
Parameter. Fiir andere Werte ist dagegen eine deutliche Abweichung
zu erkennen, was bedeutet, dass bei der Verwendung dieser Zustande
die Detektoren etwas besser sein miissen, als fiir eine optimale Wahl
von Quantenzustdnden notig wére.
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Abbildung 2.4: Notwendige Detektionswahrscheinlichkeit # in Abhéngig-
keit von der Wahrscheinlichkeit, dass ein Detektor spontan
auslost ¢ fiir zwei und drei Parteien mit je zwei Messeinstel-
lungen. Unterhalb der dargestellten Kurve sind die Detek-
toreffizienzen zu gering, sodass kein Quantenzustand eine
Bellsche Ungleichung verletzen kann. Uber der Kurve ist
dies dagegen moglich, wenn geeignete Quantenzustiande
und Messungen verwendet werden. Fiir § = 0 werden mit
2/3 bzw. 3/5 die aus [46] bekannten Werte reproduziert. Da-
mit sind die Bedingungen an die Detektoreparameter bei
mehr involvierten Parteien etwas schwécher. Die Kurve fiir
die Larsson-Zustiande kann dabei nicht durch einen einzel-
nen Zustand erreicht werden, sondern es wurde jeweils der
minimale Wert fiir die Detektorparameter aus allen Larsson-
Zustidnden gewihlt.

2.7 ZUSAMMENFASSUNG

Ausgehend von den Ergebnissen meiner Master-Thesis [68] konnten
fiir das tripartite System obere und untere Schranken fiir die Detek-
torparameter, die bendtigt werden um eine Bellsche Ungleichung zu
verletzen, angegeben werden.

Wiéhrend das Bellpolytop direkt aus den Parametern des betrachteten
Messvorgangs, d.h. der Anzahl der Parteien, Anzahl der Messein-
stellungen und Anzahl der Messergebnisse, betimmt werden kann,
ist die Konstruktion der zugehorigen Bellschen Ungleichungen ein
mathematisch schweres Problem. Fiir einzelne Punkte kann deren Be-
stimmung umgangen werden, indem mit einem linearen Programmm
direkt getestet wird, ob der Punkt im Inneren des Bellpolytops liegt.
Um das semidefinite Programm nutzen zu konnen, das alle aus Quan-
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tensystemen resultierenden Punkte abdeckt, werden jedoch konkrete
Ungleichungen benétigt. Die numerische Suche nach optimalen Un-
gleichungen hat dabei gezeigt, dass im hier vorliegenden Fall von
Fehlern, die ausschliefilich von den potentiellen Ergebnissen eines
perfekten Systems und nicht von den gewédhlten Messeinstellungen ab-
hédngen, spezielle Ungleichungen ausreichen, um die untere Schranke
der Detektorparameter mit dem semidefiniten Programm zu bestim-
men. Diese Ungleichungen fiir vier Messergebnisse zeichnen sich
dadurch aus, dass sie dquivalent zu Ungleichungen fiir zwei Mes-
sergebnisse sind, wenn man drei der Messergebnisse, darunter die
beiden aus den Fehlern resultierenden, zu einem zusammenfasst.
Fiir n Parteien liefert das semidefinite Programm ab der n-ten Hier-
archiestufe keine weiteren Einschrankungen der moglichen Korrela-
tionen. Dies kann daran liegen, dass ausschlieflich Systeme mit zwei
moglichen Messeinstellungen betrachtet werden und fiir die Quan-
tenkorrelationen nur zwei Messergebnisse relevant sind. Deshalb ist
es naheliegend, dass bereits ein niedrigdimensionales Quantensys-
tem ausreicht, um alle Quantenkorrelationen zu erreichen. Fiir diesen
Fall niedrigdimensionaler Quantensysteme geniigen wenige Stufen
der Hierarchie fiir eine vollstindige Charakterisierung der moglichen
Quantenkorrelationen [54].

Zur Berechnung der oberen Schranke wurden Zustinde und Mes-
sungen betrachtet, die Larsson [46] fiir die Herleitung der benétigten
Detektoreffizienz 1 bei § = 0 eingefiihrt hat. Es zeigt sich, dass diese
fiir abweichende Wahrscheinlichkeiten, dass ein Detektor spontan aus-
16st, 6 > 0, nicht optimal sind. Damit bleibt die Frage offen, welche
Quantenzustdnde in multipartiten Systemen am resistentesten gegen-
iiber solchen Fehlern sind.

Dies ist relevant, da die Verletzung Bellscher Ungleichungen bei be-
stimmten Quantenschliisselaustauschprotokollen fiir die Garantie der
Sicherheit relevant ist [1, 72] und damit Zustidnde, die eine Verletzung
zeigen konnen, besonders interessant sind.



ANTEIL DER SEPARABLEN ZUSTANDE IM RAUM
ALLER ZUSTANDE

Im vorherigen Kapitel wurden Bellungleichungen betrachtet, die fiir
Korrelationen von Messergebnissen definiert sind. Damit kann anhand
der Verletzung einer Ungleichung direkt durch Messungen verifiziert
werden, dass verschriankte Zustdnde vorgelegen haben. Wenn nun
statt den Messergebnissen ein bestimmter Zustand, definiert durch
seine Dichtematrix p, vorliegt und man wissen mochte, ob dieser
Zustand verschrankt ist, konnen die Bellungleichungen nur indirekt
angewendet werden. Denn erst durch die Kombination mit Messun-
gen ergeben sich die benétigten Korrelationen und es ist fiir jeden
beliebigen Zustand p mdglich, diese so zu wihlen, dass die Ergebnis-
se keine Bellungleichung mehr verletzen. Daher ist auf diesem Weg
eine Optimierung iiber alle moglichen Messkombinationen nétig, um
herauszufinden, ob ein vorgegebener Zustand eine Bellungleichung
verletzen kann und damit nachweislich verschrankt ist.

Allerdings ist Separabilitidt eine mathematische Eigenschaft des Zu-
stands p, wodurch tiber die Jahre viele notwendige Bedingungen
gefunden werden konnten, die von separablen Zustanden erfiillt wer-
den und vergleichsweise einfach zu berechnen sind. In diesem Kapitel
werden einige dieser Bedingungen naher betrachtet. Insbesondere
wird ein effizientes Verfahren weiterentwickelt, zufillige Zustande aus
dem Raum aller moglichen Quantenzustdnde auszuwéhlen, die dann
auf Erfiillung verschiedener Bedingungen tiberpriift werden. Dadurch
ist es moglich, die verschiedenen Bedingungen auf ihre Qualitdt zu
testen, d.h. wie gut sie den Raum der moglichen Zustdnde einschran-
ken und welcher Anteil der Zustande zwar die notwendige Bedingung
erfiillt, aber nicht separabel ist.

Einige wesentliche Ergebnisse und Abbildungen dieses Kapitels sind
in den Veroffentlichungen [70, 71] enthalten.

3.1 NOTWENDIGE BEDINGUNGEN FUR SEPARABLE ZUSTANDE

Um einen Uberblick {iber die in diesem Kapitel verwendeten Bedin-
gungen und ihre Beziehungen zueinander zu bekommen, miissen
zundchst einige Grundlagen definiert werden. Ausgehend vom end-
lichdimensionalen Vektorraum C”", dessen Elemente in der kanoni-
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schen Basis durch alle n-Tupel komplexer Zahlen dargestellt werden,
erhdlt man mit dem Skalarprodukt

n
n 2
(x,y) = Zflyi = (X1,%X2,.-.,%n) |, VxyeC’, (3.1)
i=1
Yn

welches antilinear im ersten und linear im zweiten Argument ist, einen
Hilbertraum. Hierbei ist Z die komplex konjugierte zur komplexen
Zahl z € C. ||x|| bezeichnet die Norm (x, x)!/? eines Elements x € C".
Durch Festlegen einer kanonischen Basis kann der Raum der n x n Ma-
trizen mit komplexen Eintrdgen M, (C) mit den linearen Operatoren
des n-dimensionalen Hilbertraums identifiziert werden. Vor diesem
Hintergrund wird im Folgenden nicht zwischen linearen Operatoren
und ihrer Darstellung als Matrizen M,,(C) unterschieden. Die Adjun-
gierte einer Matrix A, d.h. die komplex konjugierte Transponierte von
A, ist die eindeutige Matrix A', welche fiir alle x, y € C" die Relation
(ATx,y) = (x, Ay) erfiillt. Die Spur Tr{A} von A € M,,(C) ist durch
die Summe ihrer Diagonalelemente gegeben und unabhéingig von der
Wahl einer Orthonormalbasis.

Ein Quantenzustand bzw. Dichtematrix p ist eine selbstadjungierte
positiv semidefinite Matrix mit Spur 1, die auf C" wirkt, d.h.

p=p" p=0, Te{p}=1 (3-2)

Die Dichtematrix p o5 eines bipartiten Systems ist auf dem Hilbertraum
C"4 @ C" definiert, wobei 114 und np die Dimensionen der jeweiligen
Untersysteme A und B sind. Fiir Dichtematrizen p(4) auf C"4 und
oB) auf C" ist p4) ® p(B) ein Tensorproduktzustand. Separabel ist
ein Zustand p4p genau dann, wenn man ihn als konvexe Summe aus
solchen Produktzustdnden schreiben kann:

A
PAB = ZPI«P,E '@ pl((B), =0, Y p=1 (33)
k k

Aus diesen Definitionen ergibt sich direkt, dass sowohl die allgemei-
nen Quantenzustdnde als auch die separablen Zustinde eine konvexe
Menge bilden. In 3.4.0.1 wird sich zeigen, dass fiir eine bestimmte
niedrigdimensionale Teilmenge der bipartiten Zustande diese beiden
Mengen als Polytope dargestellt werden konnen. Fiir allgemeine Zu-
stinde hoherer Dimension bleibt die genaue Form der beiden Mengen
jedoch unklar.

Dichtematrizen, die sich nicht in der Form (3.3) schreiben lassen,
werden verschrankte Zustande genannt. Ein direkter Test auf das Vor-
liegen von Verschrankung aus der Definition miisste alle Zerlegungen
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des Zustands in die beiden Unterrdaume beriicksichtigen bzw. aus-
schlieflen und ist daher sehr anspruchsvoll. Deshalb wurden in den
letzten Jahrzehnten verschiedene einfacher zu berechnende Bedingun-
gen hergeleitet, die im Folgenden vorgestellt werden.

3.1.1 Peres-Horodecki Kriterium

Diese Bedingung, die aufgrund der verwendeten mathematischen
Operation auch positive partial transpose criterion genannt wird (im
Folgenden "PPT"), ist relativ einfach zu tiberpriifen. Zunachst wird
eine partielle Transposition durchgefiihrt, was dem Tausch einiger
Eintrdge der Dichtematrix entspricht. Danach wird gepriift, ob die
so erhaltene Matrix weiterhin positiv semidefinit ist, was fiir alle
separablen Zustdande der Fall ist [59]. Die partielle Transposition von
Teilsystem A fiir ein endlichdimensionales bipartites Quantensystem
im Hilbertraum C"4 @ C"8 ist {iber

(ij| (ta @ 1B)pap [kI) = (kj| p |il). (3-4)

definiert. Dabei ist 74 die Transposition von Teilsystem A und Ip die
Identitét tiber System B. |i), |k) und |j),|l) sind Basisvektoren von
System A bzw. B. Equivalent konnte man auch nur System B transpo-
nieren. Man beachte, dass im Allgemeinen zwar p’ # p, die Erfiillung
der Bedingungen aus Gl. (3.2) aber nicht durch die Transposition be-
einflusst wird. Da ein separabler Zustand als konvexe Kombination
aus Produktzustinden geschrieben werden kann, ist somit auch

T
(Ta @ Ip)pas =) _ Pk (P;((A)> ®p,((B), pe=0, Y pr=1 (35
X k

ein separabler Zustand und erfiillt daher PPT.

Fiir die bipartiten Systeme 2 x 2 und 2 x 3 (siehe 3.2 fiir eine Ubersicht
der betrachteten Systeme) ist PPT auch eine hinreichende Bedingung
[39]. Fiir hoherdimensionale Systeme geht diese Eigenschaft verloren
und es treten verschrankte PPT Zustidnde auf, auch als gebundene
Verschrankung bekannt [35].

3.1.2 Reduktionsbedingung

Bei dieser Bedingung wird anstelle der Transposition eines Teilsystems
dieses komplett ausgespurt. D.h. durch Anwenden der partiellen
Spuren werden die Teilsysteme p4 = Trg{pap} und pgp = Tra{pas}
betrachtet. Mit den Einheitsmatrizen I,, und I, auf C"4 bzw. C"5
lautet die Reduktionsbedingung, die von allen PPT-Zustdnden und
damit auch allen separablen Zustanden erfiillt wird [34]

pA®@ Iy —pap >0 und I,, ® pp —pap > 0. (3.6)

Fiir bipartite 2 x N-Systeme ist diese Bedingung dquivalent zu PPT
[16].
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3.1.3 Majorisierungsbedingung

Anstatt wie beim vorherigen Ansatz die Eigenwerte der Differenz aus
lokalen Zustianden p4, pp und dem gemeinsamen Zustand p4p auf
Positivitdt zu testen, werden bei der Majorisierungsbedingung die
Eigenwerte von p4, pp und pap direkt verglichen. Alle Zustdnde, die
die Reduktionsbedingung erfiillen, erfiillen auch die Majorisierungs-
bedingung [32].

Dabei wird ein Konzept aus der Mathematik verwendet, wonach ein
Vektor A € R" von einem Vektor ji € R" majorisiert wird, dargestellt
durch A < ji, wenn

k k
YA <Y u, 1<k<n (37)

YA =Y (38)

gilt. /\iL sind dabei die Eintrdge von 7\, wobei die Koordinaten so
angeordnet sind, dass alle Al-i nach ihrer Grofle absteigend sortiert
sind.

Fiir alle separablen Zustdnde gilt [56]

Alpap) < Apa) und A(pap) < Alpp), (3.9)

wobei A(p) die Eigenwerte von p enthilt. Das Problem der ungleichen
Dimensionen kann durch Hinzufiigen von Nullen zum kiirzeren Vek-
tor gelost werden. In der Praxis gentigt es jedoch, die ersten ny — 1
(ngp — 1) Eintrdge zu priifen, da die Eigenwerte alle positiv sein miis-
sen und in Summe 1 ergeben. Per Definition ist auflerdem n4 < n4p
(ng < nap). Ab k = ny (k = np) ist also die jeweils rechte Seite in
Gl. 3.7 fiir (3.9) gleich 1 und die Bedingung damit fiir alle weiteren
Summen erfullt.

3.1.4 Bedingungen mit Rényientropien als Grundlage

Die Rényientropie einer Dichtematrix p ist fiir positive reelle Zahlen «,
« # 1 definiert tber [67]

1
Sa(p) = mlnTr{p“}. (3.10)
Dabei gibt es die Sonderfille der von-Neumann-Entropie fiir
lim S, (p) = —Tr{plnp}, (3.11)
x—1
und

Seo(p) = —Inlpl, (3.12)
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wobei || - || die Operatornorm bezeichnet, die fiir Dichtematrizen im-
mer dem grofiten Eigenwert entspricht, da diese diagonalisierbar
sind. Ahnlich zu den beiden vorherigen Bedingungen gilt fiir alle
verschrankten Zustinde

Sa(pa) < Su(pap) und Sy (pB) < Sa(paB) (3.13)

und alle entropiebasierten Bedingungen werden erfiillt, wenn ein Zu-
stand die Reduktionsbedingung einhilt [82].

Zusitzlich ist die Bedingung fiir Se(pp) erfiillt, wenn der Zustand
pap die Majorisierungsbedingung einhilt. Denn das bedeutet, dass die
grofiten Eigenwerte von p4 und pp jeweils grofier sind als der grofite
Eigenwert von p 45, womit die Bedingung fiir « = oo direkt eingehal-
ten ist. Gleichzeitig kann man daran erkennen, dass die Majorisie-
rungsbedingung restriktiver ist, da dort auch alle weiteren Eigenwerte
berticksichtigt werden miissen.

Fiir weitere Betrachtungen besonders interessant ist der Spezialfall
der von-Neumann-Entropie (¢« = 1), da vermutlich nur Zustdnde
fiir dichte Kodierung verwendet werden konnen, die die zugehorige
entropiebasierte Bedingung (3.13) verletzen [12].

3.1.5 Zusammenhinge der Bedingungen

In den vorherigen Abschnitten wurden die verschiedenen betrachteten
Bedingungen vorgestellt und aufgezeigt, wie diese zusammenhéngen.
Diese Zusammenhinge sind in Abb. 3.1 zur Ubersicht dargestellt.

Es gibt weitere Bedingungen, die von separablen Zustanden erfiillt
werden, z.B. basierend auf einer Neuanordnung der Matrixelemente
von p nach einem anderen Verfahren als bei PPT [17]. Dies wird hier
nicht ndher betrachtet, um die Ergebnisse tibersichtlich und vergleich-
bar zu halten. Fiir das erwdhnte Verfahren mit der Neuanordnung
der Matrixelemente gibt es beispielsweise Zustdnde, die diese Bedin-
gung erfiillen, aber PPT verletzen [66] und umgekehrt [17]. Anders
als bei allen hier betrachteten Bedingungen gibt also keinen direkten
Zusammenhang iiber eine Hierarchie, welche Bedingung restriktiver
ist.
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Verschrankte
Zustande
A

2% 2
2x3

A
Cheduktion Y—=(Sa(p), a >0
G @

Abbildung 3.1: Beziehungen zwischen den betrachteten Bedingungen. Solide
Pfeile zeigen an, dass bei Erfiillung einer Bedingung auch
die Bedingung, auf die der Pfeil zeigt, erfiillt sein muss.
Gestrichelte Pfeile gelten nur im angegebenen Spezialfall. Bei
Pfeilen in beide Richtungen sind die Bedingungen dquivalent.
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Wie gut die im vorherigen Abschnitt eingefiihrten Bedingungen geeig-
net sind, separable von verschrankten Zustdnden zu unterscheiden,
kann auch mafigeblich von den betrachteten Zustdnden abhéngen.
Dieser Abschnitt gibt einen Uberblick iiber alle im weiteren Verlauf
verwendeten Klassen von bipartiten Quantenzustdnden, angeordnet
nach der Dimension der zugrunde liegenden Qudits sowie der Anzahl
der freien Variablen bei der Beschreibung des Zustands. Durch diese
kann der Zustand alternativ auch als Vektor in R¥ dargestellt werden.
Fiir die allgemeinsten Zustidnde, die sich aus einem 7 4-dimensionalen
Qudit und einem ng-dimensionalen Qudit zusammensetzen und nicht
weiter eingeschrankt werden, wird die Bezeichnung n4 x np verwen-
det, also beispielsweise 2 x 3 fiir Zustinde mit einem Qubit und einem
Qutrit. Die Dichtematrix dieser Zustiande kann in der Form

nA—l

Iy
AX”B
PAB = Z T z' ”B

1 nB—l nA—lnB—l

er et L Lot

(3.14)

geschrieben werden, wobei Ti(A) und Tj(B) normierte Generatoren der
Liegruppe SU(n4) bzw. SU(np) sind.

3.2.1  Qubit-Qubit-Zustinde (2 x 2)

In diesem Fall ist n4 = ng = 2 und als T; werden die Paulimatrizen
{ox, 0,0, } verwendet.

o (oY _fo iy, _(1 0 .
i 107 \i o))" \o -1/ '

3.2.1.1 Belldiagonale Zustinde

Belldiagonale Zustdnde sind die einfachsten hier betrachteten Zu-
stinde und konnen durch drei reellwertige Parameter vollstandig
beschrieben werden. Sie bilden eine d = 3 dimensionale konvexe Men-
ge im linearen Unterraum der selbstadjungierten Matrizen mit Spur 1,
der durch

»M%
I\J\H

Z a; 0’ Z.B) (3.16)
i=xy,z

mit 2; € R gegeben ist.
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3.2.1.2  X-Zustinde

Die sogenannten X-Zustdnde sind insbesondere fiir die Quanteninfor-
mationsverarbeitung interessant [64]. Sie zeichnen sich dadurch aus
dass ihre Eintrége in der Dichtematrix wie ein X geformt sind:

pu 0 0 puy
0 0
p= b2 b2 : (3.17)
0 p3x2 p33 O
par 0 0 oy
Dadurch ist d = 7 und sie sind von der gewihlten Basis abhidngig. Im
hier betrachteten Fall ergibt sich als Darstellung

1
px = *+§Zf1i M; (3.18)

M=oV IP My =Y 0P, My =M 0P,

My =0 @ Uy(B)/ Ms = Uy(A) 2 ol?, Mg = (Ty(A) ® Uy(B), (3.19)
My = O'Z(A) Y O'Z(B).

3.2.1.3 Rebit-Rebit-Zustinde

Eine weitere interessante Untermenge sind Dichtematrizen, die aus-
schliefilich reellwertige Eintrdge haben aber trotzdem Verschrankung
ermoglichen[15]. Fiir diese ist d = 9 und sie kénnen durch

1
p= Z+§ZﬂiMi (3-20)

mit a; € R dargestellt werden. Um die Bedingung zu erfiillen, dass
die Matrix nur reelle Eintrdge hat, ist die Basis dabei durch

Ml = IZ(A) ® U)EB)I M2 = IZ(A) ® UZ(B)I M3 = O)EA) ® IZ(B)z

My= oY oll?, Ms =0 20, Mg =0 @0lP), (321)
M7 = 0']§A) ® O'y(B), Mg = O'Z(A) & o,SB), Mg = (TgA) ® U'Z(B).

gegeben. Die Verschrankung wird dabei durch den Beitrag von M; =

O'y(A) ® (Ty(B) ermoglicht, wie sich spéter zeigen wird.
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3.2.2  Qubit-Qutrit-Zustinde (2 x 3)

In diesem Fall ist ng = 3, daher werden in Gl.(3.14) fur Tj(B) die
Gell-Mann-Matrizen 7; verwendet:

010 0 —i 0 1 0 0
’)/1:100/’)/2_1 017320—10/
000 0 0 0 0 0
001 0 —i 000
Ya=10 0 of, 5= 1|0 Y% =10 0 1], (3.22)
100 i 0 010
00 0 1100
’)’7:00—1'/78%010
0 i 0 00 -2

3.2.2.1  Teilmengen mit d= 12 und 24

Es werden zwei verschiedene konvexe Teilmengen der Qubit-Qutrit-
Zustdande mit unterschiedlichen Dimensionen betrachtet. Im Gegen-
satz zu den verschiedenen besonderen Teilmengen fiir Qubits haben
diese keine bekannten speziellen Anwendungsgebiete. Trotzdem eig-
nen sie sich gut, um das Verhalten der verschiedenen Bedingungen
aus 3.1 sowie die numerischen Berechnungen zu iiberpriifen. Denn
wiéhrend fiir das vollstindige Qubit-Qubit-System noch d = 15 gilt,
ist fiir allgemeine Qubit-Qutrit-Zustdnde bereits d = 35, was einen
erheblichen Mehraufwand beim zufélligen Auswéhlen der Quanten-
zustdnde bedeuten kann.

Die hier betrachteten konvexen Teilmengen (I),(II) der Dimension
d =12 und d = 24 sind

1 4
() p=g¢+5 zvx,i @

(3-23)

3.2.3 Zustinde aus einem Qubit und einem g4-dimensionalen Qudit (2 x 4)

Fiir das 4-dimensionale Qudit entsprechen die Tj(B) fur GL (3.14)
wegen C? ® C? = C* der Basis fiir Zwei-Qubit-Systeme, d.h. sie
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konnen aus den 15 moglichen Kombinationen von {I, 0y, 0y,0;} ®
{I, Ox, 0y, 0.} abztiglich I; konstruiert werden und das System lésst
sich dann durch

s (4) (A) o 1(B) (B) 1(A) o, —(B)
=+ — T oL +——) T L RT
8 Zﬁi—%{,z i i 4 \/ig j 2 j
) 5 (3.24)
(A) (B)
+ — Vij0; QT
Zﬁ ig,z ]'Z; Z J
mit Ti(A),T].(B) Vij € R darstellen. Damit bilden diese Zustinde eine

d = 63-dimensionale konvexe Menge im 63-dimensionalen Unterraum
der selbstadjungierten Matrizen mit Spur 1.

3.2.4  Qutrit-Qutrit-Zustinde (3 x 3)

Bei der Konstruktion dieser Zustinde werden auch fiir die Ti(A) in Gl.
(3.14) die Gell-Mann-Matrizen -y; verwendet und es ist d = 80.

3.2.5 Zustinde aus einem Qutrit und einem 4-dimensionalen Qudit (3 x 4)

Dies sind die Zustande mit der hochsten hier betrachteten Dimension
d = 143. Das Auswerten von noch hoherdimensionalen Zustianden
erscheint nicht sinnvoll, da der Zeitaufwand fiir die numerischen Be-
rechnungen hier bereits hoch ist und die Skalierung der Bedingungen
aus 3.1 mit der Dimension aus den bis zu diesem Punkt erzielten
Ergebnissen bereits gut erkannt werden kann.
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Um bestimmen zu konnen, wie grofs der Anteil der Zustdnde ist,
welche die verschiedenen Bedingungen aus 3.1 erfiillen, muss zu-
néchst gekldart werden, wie ein solcher Anteil definiert werden kann.
Dazu wird im Folgenden der generelle mathematische Rahmen fiir
die Beschreibung von Quantenzustdnden im n-dimensionalen Hil-
bertraum durch Elemente einer konvexen Menge im reellwertigen
n? — 1-dimensionalen euklidischen Vektorraum beleuchtet. Dieser
n? — 1-dimensionale Vektorraum ist analog zur im vorherigen Ab-
schnitt verwendeten Beschreibung der Quantenzustiande. Die Bedin-
gung, dass Quantenzustdnde positiv semidefinit sind, wird dabei in
Ungleichungen {iberfiihrt, die sich aus der Anwendung von Newton-
identitdten [33] und der Vorzeichenregel von Descartes [14] auf das
charakteristische Polynom von selbstadjungierten Matrizen mit Spur
1 ergeben. Der in diesem Abschnitt erlduterte Ansatz findet sich auch

bei [13, 27, 44, 45].
3.3.1 Eingrenzung der Quantenzustinde in einem euklidischen Raum

Der n?-dimensionale Vektorraum M,,(C) bildet zusammen mit dem
Hilbert-Schmidt Skalarprodukt (A, B)ys = Tr{ATB} mit A, B € M, (C)
einen n?-dimensionalen Hilbertraum. Eine Orthonormalbasis von
M,,(C) mit dem Hilbert-Schmidt Skalarprodukt ist durch die n x n
Matrizen {(E;)ap}1<ijab<n Mit (Eij)ap = 0iadjp gegeben, wobei 64, 67y
Kroneckerdeltafunktionen sind.

Wie im vorherigen Abschnitt zu sehen, kann aus den nz—1 spur-
losen orthonormalen [44] Generatoren T; = Tf, 2 < i < n?der
Liegruppe SU(n) in Kombination mit der entsprechend normierten
Einheitsmatrix Ty := I,/ /n eine geeignete Basis fiir den Unterraum
der selbstadjungierten Matrizen A € M,,(C) konstruiert werden. Mit
dieser Basis kann eine selbstadjungierte Matrix A tiber die Relation

[65]

2 2 2

n n
A= Y (T, AusT; = ) Tr{TA}T, =) aT; (3-25)
/ i i

=

Il
—_

mit n? unabhéngigen reellen Parametern 4; € R,1 < i < n? iden-
tifiziert werden. In dieser Basis ist die Norm ||A||gs von A durch

n2

1Allfs = (4, A)us = } (T3, 4)7 (3.26)

i=1

gegeben.
Diese Wahl ist nicht eindeutig und es konnten auch andere ortho-
normale Basen gewdahlt werden[8], allerdings ist die hier vorgestellte
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Basiswahl sehr vorteilhaft fiir das weitere Vorgehen, das die Auswahl
zufdlliger Zustdnde und die Bestimmung von Volumenverhaltnissen
vorsieht.

Im Unterraum der selbstadjungierten Matrizen sind die Quantenzu-
stainde durch die Teilmenge der positiv semidefiniten Matrizen mit
Spur 1 gegeben. Demnach muss a; = 1/+/n gelten, um die Bedingung
der Spur zu erfiillen. Um effizient zu priifen, ob A positiv semidefinit
ist, wird zunichst das charakteristische Polynom p 4 (&) betrachtet, d.h.

pa(@) = det(Zl, — A) = Y (—1)kcMen* (3.27)
k=0

n
=1, "=, V= Y Ar,--
i=1 1<i<j<n (3.28)

O Y

wobei A; € R (1 < i < n) die Eigenwerte von A bezeichnet. Die

Koeffizienten cl(n) sind symmetrische Funktionen dieser Eigenwerte

und konnen iiber die Newtonidentitdten mit Spuren von Potenzen des
linearen Operators A, d.h. py = Tr{ A¥}, verkniipft werden [33]:

p1= an)r

k-1 ,
pe= Y (~)M e p i+ (1) ke, 1<k<n,
1
=Y (D" pe sy, k>

i=1

(3-29)

[ey

Fiir eine selbstadjungierte Matrix A mit Tr(A) = 1 konnen die Koeffi-

zienten cf") rekursiv aus diesen Newtonidentititen konstruiert werden
und man erhalt

(ol =1,
1 1
cgn)zi—ipzr
1.1 1 (3.30)
3 T 2P2T 3Py
C(”)—i_l _|_1 +12_1
4 T g gPrT 3P gha T gbe

Das charakteristische Polynom p4(¢) einer selbstadjungierten Matrix
hat nur reelle Nullstellen [65]. Damit ist p4 (&) gemafl Gl. (3.30) ein
Polynom mit reellwertigen Koeffizienten, sodass die Vorzeichenregel
von Descartes [14] angewendet werden kann, um A auf positive Semi-
definitheit zu priifen. Diese Regel besagt, dass die Anzahl der reellen
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Nullstellen des Polynoms p (&) der Anzahl der Vorzeichenwechsel
in der Koeffizientenabfolge entspricht. Deshalb muss wegen Gl. (3.27)
gelten, dass

A}O@c,@}O, vVkeo,1,...,n. (3.31)

Aus GL. (3.30) folgt, dass eine selbstadjungierte Matrix A mit Spur 1
genau dann ein Quantenzustand, also zusitzlich positiv semidefinit
ist, wenn

11
7 2P2/ ’

1 1 1

6 EPZ + gPS 20, (3-32)

11 1 1, 1
— — — — — — >
24 g2 Tapatghi— =0

gilt. Diese Bedingungen konnen in Ungleichungen umgewandelt wer-
den, die nur von den reellen Parametern a; abhdngen und bieten damit
eine Alternative zur Berechnung aller Eigenwerte der zugehorigen
Matrix. Vor allem fiir niedrigdimensionale Raume ergibt sich dadurch
eine erhebliche Beschleunigung der Bestimmung, ob ein neu generier-
ter Vektor 4 die Dichtematrix eines Quantenzustands beschreibt oder
nicht.

Fiir hoherdimensionale Systeme ab 2 x 3 ist dieses Umschreiben in
Ungleichungen der 4; nicht mehr moglich bzw. mit einem grofien rech-
nerischen Aufwand verbunden, sodass sich kein Vorteil mehr ergibt.
In diesen Fillen miissen trotzdem nicht alle auftretenden Potenzen
von p explizit berechnet werden. Stattdessen kann ausgenutzt werden,
dass

Tr (A . B) = Zﬂi]‘bﬁ (333)
Lj

gilt und damit numerisch sehr effizient berechnet werden kann. Fiir
die Ermittlung aller benétigten Spuren miissen also nur die ersten
n/2 Potenzen von p bestimmt werden.

3.3.2  Auswahl zufillig verteilter Quantenzustinde

Der néchste Schritt auf dem Weg zur Bestimmung der Volumenan-
teile, welche Zustdande, die die Bedingungen 3.1 erfiillen, im Raum
aller Quantenzustdnde einnehmen, ist die Erzeugung von zufélligen
Quantenzustdnden. Dazu werden im Folgenden die Quantenzustdnde
p mit ihrer eindeutigen Beschreibung @ = (ay,as,...,a,2_1)7 € R? mit
d = n? — 1 entsprechend dem vorherigen Abschnitt identifiziert, d.h.

p=—+ Z a;T;. (3-34)
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Dieser Zusammenhang wird genutzt, um die Hilbert-Schmidt-Norm
der Differenz zweier selbstadjungierter Matrizen mit Spur 1 A und B
mit dem euklidischen Abstand in R"*~! zu verkniipfen

n2—1
A= Bllas = || ), (& —b)T;
iz

HS

wobei a;,b; € Rund T; (1 < i < n?> —1) eine orthonormale Basis
selbstadjungierter n X n Matrizen wie in Eq. (3.25) ohne die Einheits-
matrix ist. Das Auffinden von zufillig verteilten Quantenzustdnden
fiir die Bestimmung der Volumenanteile per Monte-Carlo-Simulation
vereinfacht sich dadurch zum Auswiéhlen zufélliger Punkte im ]R”Zfl,
die einen Quantenzustand reprasentieren.

Ein erster Ansatz dafiir basiert auf der Beobachtung, dass 4 = 0 dem
maximal gemischten Zustand p = I,,/n entspricht und aus Symme-
triegriinden in gewisser Weise mittig in der konvexen Menge der
Quantenzustiande K liegt.

Durch die Erzeugung von zuféllig verteilten Punkten auf Kugelschalen

[9, 30, 53] mit ansteigendem Radius r = 4/ ﬁ;l a% bis zum maximalen
Radius rmax = V11 — 1/4/n erhdlt man gleichmiBig verteilte Punkte in
einem Raum, der alle Quantenzustinde einschliefst, wenn die Anzahl
der erzeugten Punkte in jeder Kugelschale abhdngig vom Radius und
der Dimension des Raums angepasst wird [43, 75]. Dieser maximale
Radius fiir Quantenzustdnde ergibt sich nach Einsetzen des Beitrags
ap = 1/+/n der Identitdt in die erste Bedingung aus Gl. (3.32), wonach

> ) af=r (3.36)

gilt.

Aus Mehtas Lemma [51] folgt aufierdem ein Radius rmin unterhalb
dem alle Zustidnde separabel sind und dementsprechend nicht weiter
iiberpriift werden miissen. Das Lemma besagt, dass eine selbstadjun-
gierte Matrix A mit

Tr{A%} < n% (3:37)

1

positiv ist. In Verbindung mit der Invarianz der Hilbert-Schmidt-Norm
unter der fiir die Peres-Horodecki-Bedingung notwendigen partiellen
Transposition und unter Berticksichtigung des Vorfaktors der Iden-
titdt erhidlt man daraus den minimalen Radius 7yin = 1/ \/m .
Zustinde mit r = ||d@|| < rmin sind daher eine Teilmenge der ver-
schrankten Zustande [7, 51].

Dieser Ansatz stof3t jedoch bei hoherdimensionalen Systemen schnell
an Grenzen. Da mit ansteigender Dimension immer mehr Punkte in
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den dufieren Kugelschalen generiert werden miissen, um eine gute Ab-
deckung des Raums zu erreichen, wachst die dafiir notige Rechenzeit
exponentiell an und es werden nur sehr vereinzelt Quantenzustande
gefunden, sodass eine Abschdtzung der Volumina tiber Monte-Carlo-
Methoden ungenau wird (Fluch der Dimensionalitit) [71, 89]. Aufserdem
ist ¥min eine Grenze fiir PPT Zustiande, also nur fiir 2 x 2 und 2 x 3
Systeme auch fiir separable Zustiande giiltig. Dies fallt jedoch kaum
ins Gewicht, da der Anteil der Zustdande mit 7 < rmin mit steigender
Dimension exponentiell gegen o geht und damit kaum Einfluss auf
die Gesamtzeit der Berechnung hat.

Aus diesen Griinden wird hier ein anderer, effizienterer Algorithmus
verwendet und weiterentwickelt, der schnell neue Punkte in der kon-
vexen Menge der Quantenzustidnde K generiert. Diese Punkte sind
dafiir nicht vollstindig unabhédngig und eine gleichmafiige Verteilung
ergibt sich erst nach ausreichend vielen Schritten.

3.3.3 Hit-and-Run-Algorithmus

Dieses Verfahren wurde zur Erzeugung von gleichmaéfiig verteilten
Punkten in beliebig begrenzten Gebieten entwickelt [79]. Die grund-
legende Funktionsweise ist, dass man mit einem Punkt 4; in der
betrachteten Menge G startet, eine zuféllig orientierte Gerade durch
diesen Punkt zieht und aus allen Punkten auf der Geraden, die in
G liegen, zuféllig den ndchsten Punkt 4;,; auswéahlt. Dazu wird ein
zufalliger Punkt auf der Geraden als Kandidat ausgewdhlt, getestet
ob dieser in G liegt und dementsprechend akzeptiert oder ein neuer
Kandidat aus derselben Geraden ausgewdhlt. Dies wird wiederholt,
bis die gewiinschte Gleichméfiigkeit der Verteilung erreicht ist. Dass
K eine konvexe Menge ist und der Abstand zwischen zwei Punkten in
K nie 24/(n — 1) /n tberschreiten kann (3.36), vereinfacht die Suche
nach dem nédchsten Zustand erheblich. Nur Punkte auf der Geraden,
deren Abstand 2/(n — 1) /n nicht iiberschreitet kommen dadurch als
Kandidaten fiir den nidchsten Punkt in Frage. Zusitzlich ist nach dem
Testen eines Punkts, der nicht in K liegt, sicher, dass auch alle in diese
Richtung noch weiter entfernten Punkte nicht Teil von K sein kénnen.
Damit wird die Strecke, aus der Kanditaten fiir den niachsten Punkt
ausgewdhlt werden konnen, mit jedem Fehlversuch verkleinert, bis
ein Punkt in K gefunden wird. Auch konvergiert die Verteilung durch
die Konvexitdat von K wesentlich schneller gegen eine gleichméfiige
Verteilung als im allgemeinen Fall, der z.B. disjunkte Gebiete enthalten
kann, wodurch fiir viele aufeinanderfolgende Schritte ausschliefilich
Punkte aus einem Gebiet erzeugt werden und nur selten ein Sprung
in ein anderes Gebiet stattfindet.

Die Wahl des Startpunkts ag € K ist fiir den Erfolg des Algorithmus
nicht entscheidend [49], in allen Berechnungen wird dafiir der voll-
standig gemischte Zustand 7 = 0 genommen und die Auswertung
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erst ab dem zweiten erhaltenen Block von Ergebnissen gestartet. Je
nachdem, wie hdufig die Zwischenergebnisse der Berechnung gespei-
chert wurden, werden damit die ersten 2000 — 100000 generierten
Zustande nicht in der Auswertung berticksichtigt, wodurch der Start
im Inneren des Raums der separablen Zustdnde keinen Einfluss auf
die Ergebnisse hat.

Fiir die Erzeugung der Geraden wird die Mullermethode [53] ver-
wendet, um einen zufélligen d-dimensionalen Vektor zu erzeugen,
der dann als Richtungsvektor der Geraden dient. Bei dieser Methode
wird ein Vektor mit d normalverteilten Zufallsvariablen erzeugt und
dann normiert. Wichtig ist dabei, dass beide Richtungen der Geraden
berticksichtigt werden und nicht nur der Strahl, der sich aus Start-
punkt und zufélligem Richtungsvektor ergibt. An Abb. 3.2 kann man
erkennen, dass die Verteilung sonst nicht gleichméafig wird, sondern
mehr Punkte in den dufleren Bereichen generiert werden. Bei Betrach-
tung nur einer Richtung ist es fiir einen Punkt nahe am Rand der
Menge genauso wahrscheinlich, noch weiter an den Rand zu riicken,
wie die Auswahl eines neuen Punkts im restlichen Polytop. Dieses
Problem tritt nicht auf, wenn die vollstindige Gerade betrachtet wird,
da die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten dann vom Verhiltnis der
jeweiligen Streckenldngen abhiangen.

Die Entscheidung, ob ein generierter Punkt in K liegt, d.h. ein Quanten-
zustand ist, wird dabei mit Hilfe der zuvor hergeleiteten Bedingungen
getroffen. Fiir das Auffinden von zufilligen Zustdnden aus der Menge
der Quantenzustiande K wird also folgender Hit-and-Run-Algorithmus
verwendet:

e 1. Initialisiere #; = 0 und setze j = 1.

e 2. Generiere n?> — 1 normalverteilte Zufallsvariablen x; und kon-
struiere daraus den Vektor d = Xi€i/\/ ¥ xi2 auf der n? — 1-

dimensionalen Einheitskugel. €; sind hierbei die kanonischen
Basisvektoren.

e 3.Setze r = 2¢/n —1/+/n und das Intervall [ = [—r,7].

¢ 4. Erzeuge ein zufilliges A aus der gleichférmigen Verteilung
tiber I.

e 5. Falls d; + Ad € K, setze djy1 = dj+ A, j — j+1und gehe

zuriick zu Schritt 2. Andernfalls setze [ = [A,r] bzw. [ = [—7,A],
sodass die 0 im Intervall vorhanden ist und gehe zuriick zu
Schritt 4.

3.3.4 Fehlerbestimmung

Die im vorherigen Abschnitt erlduterte Methode liefert zwar langfris-
tig gleichméafig verteilte Zustdnde im Raum aller Quantenzustdnde,
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Abbildung 3.2: Darstellung eines Schritts des Hit-and-Run-Algorithmus.
Ausgehend vom Zustand @; wurde mit einem zufélligen

Richtungsvektor d eine Strecke durch diesen Punkt erzeugt.
Nachdem einige Kandidaten fiir neue Zustinde gleichmafig
zufillig aus dieser Strecke ausgewédhlt wurden, die jedoch
aufierhalb von G lagen, ist die rot markierte Strecke fiir die
Auswahl neuer Kandidaten tibrig geblieben. Nach der Festel-
lung, dass der zufillig gewdhlte Vektor 4,1 in G liegt, wird
dieser tibernommen und das Verfahren wird an diesem Punkt
mit einem neuen zufélligen Richtungsvektor fortgesetzt.

die einzelnen gewihlten Punkte sind jedoch durch die Konstruktion
nicht unabhingig voneinander. Da in jedem Schritt ein gleichformig
verteilter Wert entlang einer zufélligen Richtung erzeugt wird, wird
der nédchste Punkt tendenziell eher in der Ndhe des Ausgangspunkts
generiert. Wenn also nach der Erzeugung von N Quantenzustdnden k
davon eine bestimmte Bedingung erfiillen, kann die Standardabwei-
chung o des Verhiltnisses R = £ nicht einfach iiber vk/N abge-
schatzt werden.

Stattdessen werden die erzeugten Punkte in Blocken der Grofse Np
zusammengefasst. Damit wird das Generieren von kg Zustdnden in
einem solchen Block, die die gewdhlte Bedingung erfiillen, zu einem
Bernoulliexperiment mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit von R. Fiir
viele ausreichend grofie Blocke geht die so erzeugte Verteilung in eine
Gaufverteilung iiber, deren Mittelwert durch kg = R - Np gegeben
ist. Die Standardabweichung der Verteilung ist g und hidngt von
der Grofse der gewdhlten Blocke sowie dem Grad der Abhédngigkeit
der einzelnen in den Blocken enthaltenen Zustiande ab. Im Folgen-
den wurde eine Blockgroe von Ny = 10° verwendet. Da fiir die
Ergebnisse nur die Standardabweichung des Mittelwerts o relevant
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ist, fliefst die Anzahl der generierten Blocke Nj in die Berechung der
Standardabweichung 0z = 03/Nj ein.
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Die in diesem Kapitel bisher vorgestellten Bausteine werden nun
zusammengefiihrt, um zu analysieren, welcher Anteil der Quantenzu-
stande fiir die verschiedenen Systeme aus 3.2 die unterschiedlichen in
3.1 vorgestellten Bedingungen erfiillt.

Die Auswahl der Quantenzustinde wird mit dem Hit-and-Run-Al-
gorithmus wie in 3.3.3 beschrieben durchgefiihrt. Zu Beginn gibt es
jeweils eine Ubersichtstabelle mit den Verhiltnissen R und der zugeho-
rigen Standardabweichung oz, sowie je nach System eine Diskussion
weiterer Untersuchungen.

Fiir die entropiebasierte Bedingung sind die Sonderfille « — 1 und
« — oo betrachtet. Berechnet wurden jedoch bis zum 2 x 4-System
zusitzlich die Volumenverhiltnisse fiir die Bedingungen mit « ¢
{1.05,1.15,1.5,1.7,2,2.5,3,4,5,8,10,15,20}. Die daraus gewonnenen
Erkenntnisse sind nach den Vorstellungen der einzelnen Systeme
zusammengefasst. Fiir diese Berechnungen wird jedoch viel Zeit beno-
tigt, weshalb eine geringere Anzahl Zustdande generiert und getestet
werden konnte. Dadurch wurde es auch notwendig, in diesen Fallen
kleinere Blockgrofsen Ny zu verwenden, dabei ist fiir 2 x 2-Systeme
Np = 20000 und fiir 2 x 3-Systeme Np = 50000. Es hat sich gezeigt,
dass dies auch ausreichend ist, damit die Effekte der nicht unabhin-
gigen Generation von neuen Zustinden in den Blocken nicht mehr
relevant sind, bzw. nur auf die Breite der so erzeugten Verteilung
Einfluss nehmen. Im Rahmen der Untersuchungen hat sich schnell ge-
zeigt, dass PPT entweder dquivalent zu anderen Bedingungen ist, oder
aber den Raum der Quantenzustinde deutlich stirker einschrankt.
Deshalb wurde fiir alle Systeme ein Durchlauf durchgefiihrt, bei dem
nur PPT getestet wurde und dadurch wesentlich mehr Zustande ge-
neriert werden konnten. Die Anzahl der fiir die Bestimmung des
Volumenverhiltnisses R betrachteten Quantenzustiande ist jeweils in
der Tabelle angegeben.

3.4.0.1 Belldiagonale Zustinde

R OR N
PPT 0.499998 0.000014 5.5-10°

Reduktion  0.49957 0.00032 1.1-107

_n

Majorisierung  0.49957  0.00032

Seo(p) 0.49957 0.00032 "
S1(p) 0.95874 0.00016 "

Tabelle 3.1: Volumenverhiltnisse zwischen Zustédnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und allen Belldiagonalen Quantenzustianden.
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Die Belldiagonalen Zustidnde haben den Vorteil, dass sie sich im
dreidimensionalen euklidischen Raum darstellen lassen, wodurch es
moglich ist, die verschiedenen Bereiche grafisch darzustellen. Es ist
bekannt, dass die Belldiagonalen Quantenzustidnde in diesem Raum
einen Tetraeder bilden und die separablen Zustiande ein Oktaeder in
dessen Inneren formen [47, 88]. Die Form der Menge der separablen
Zustdnde kann man nachvollziehen, indem man die PPT Bedingung
anwendet, die fiir Zwei-Qubit-Zustande dquivalent zur Separabilitat
ist. Die partielle Transposition spiegelt dabei den Tetraeder entlang
y — —y und die Positivitat bedeutet, dass nur der Schnitt des gespie-
gelten mit dem urspriinglichen Tetraeder die Menge der PPT-Zustinde
darstellt. Die beiden Mengen sind in Abb. 3.3 dargestellt. Durch diesen
Zusammenhang kann der Anteil der separablen an allen Quantenzu-
standen fiir Belldiagonale Zustdnde analytisch zu R = 0.5 bestimmt

werden.
a, (0.5,0.5,-0.5)
& ay

ay

(-0.5,-0.5,-0.5)

/ (0.5,-0.5,0.5)

(-0.5,0.5,0.5)

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der konvexen Menge separabler
belldiagonaler Zwei-Qubit-Zustdnde (roter Oktaeder) in der
konvexen Menge aller belldiagonaler zwei-Qubit-Zustande
(blauer Tetraeder). Der dreidimensionale euklidische Raum .
(3.16). Die vier Eckpunkte entsprechen dabei den vier maxi-
mal verschrankten Bellzustdnden.

Neben den bekannten Abhéngigkeiten der Bedingungen sind hier
auch die Majorisierung- und Reduktionsbedingung identisch. Dies
kann man wie folgt erkennen. Durch die Konstruktion der Belldiago-
nalen Zustdnde (siehe Gl. 3.16) ist p4 = /2 und wegen preq =
pa ® I, — p unterscheiden sich p und preq dadurch, dass alle a;
das Vorzeichen wechseln. Aufserdem kann man die Eigenwerte von
p durch A = 1/4+ f({a;}) und die Eigenwerte von pgeq durch
ARed = 1/4 — f({a;}) darstellen. Daraus ergibt sich, dass die Re-
duktionsbedingung Ageq > 0 und die Majorisierungsbedingung A < 3
identisch sind.
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3.4.0.2  X-Zustinde

R OR N
pPPT 0.4000003 0.000022 4.1-10°
Reduktion 0.40012 0.00022  4-107

_n

Majorisierung  0.64698  0.00026

_n

Seo(p) 0.64698  0.00026

S1(p) 0.977216  0.000089

Tabelle 3.2: Volumenverhiltnisse zwischen Zustidnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und allen Zwei-Qubit X-Zustanden.

Auch fiir die X-Zustdnde ist das Verhiltnis von separablen zu allen
Zustdnden analytisch bekannt und durch R = 0.4 gegeben [52]. Die-
ser Wert konnte durch die Monte-Carlo-Simulation gut reproduziert
werden. Im Gegensatz zu den Belldiagonalen Zustanden wird hier
aber deutlich, dass die Majorisierungsbedingung schwécher als die
beiden vorherigen Bedingungen ist und ein erheblicher Anteil der
verschriankten Zustdnde durch diese Bedingung nicht von separablen
Zustanden unterschieden werden kann.

3.4.0.3 Rebit-Rebit-Zustinde

R OR N
PPT 0.453111 0.000027 4.1-10°

Reduktion 0.45375 0.00082  5-10°

Majorisierung  0.80868  o0.00077 "

"

Seo(p) 0.80868  0.00077

_n

S1(p) 0.99267  0.00016

Tabelle 3.3: Volumenverhiltnisse zwischen Zustédnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und allen Rebit-Rebit-Zustdanden.

Wie fiir die beiden vorherigen Arten von Zustdnden ist auch fiir
die Rebit-Rebit-Zustdnde das Verhaltnis von separablen zu allen Zu-
stinden analytisch bekannt und ist hier durch R = 0.453125 = 29/64
gegeben [48]. Die Majorisierungsbedingung schneidet hier noch etwas
schlechter ab und wird von weniger als der Hilfte der vorhandenen
Quantenzustinde verletzt.

3.4.0.4 Allgemeine Zwei-Qubit-Zustinde

Das ermittelte Verhiltnis von separablen zu allen Zwei-Qubit-Zustanden
passt gut zum analytischen bestimmten Wert R = 8/33 ~ 0,24242
[77] und anderen numerischen Resultaten, z.B. R = 0.242 4 0.002 von
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R OR N
PPT 0.242444 0.000028 4.1-10°
Reduktion  0.24244 o0.00017 1-108
Majorisierung  0.78464  0.00024 "
Seo(p) 0.78464  0.00024 — "
S1(p) 0.995278 0.000036 "

Tabelle 3.4: Volumenverhiltnisse zwischen Zustdnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und allen Zwei-Qubit-Zustanden.

Shang et al. [74] und R = 0.24262 + 0.0134 von Milz et al. [52]. Es zeich-
net sich bereits ab, dass fiir hohere Dimensionen die Majorisierungs-
und entropiebasierten Bedingungen immer weniger Zustinde als
garantiert verschrankt klassifizieren, obwohl ein kleiner werdender
Anteil an Zustdnden separabel ist.

Fiir alle 2 x 2-Systeme sind die Volumenanteile R fiir die Majori-
sierungsbedingung und S (p) identisch, da p4 und pp je zwei Ei-
genwerte haben, deren Summe jeweils eins ergibt. Damit ist fiir die
Majorisierungsbedingung nur der grofste Eigenwert relevant, was
genau der Bedingung fiir S (p) entspricht.

3.4.0.5 Qubit-Qutrit-Zustinde

R OR N
PPT 0.19368  0.00029  2-107
Reduktion 0.19384 0.00029  — "
Majorisierung  0.19384 0.00029 — "
Seo(p) 0.19384 0.00029 T "
S1(p) 0.9999625 0.0000055 "

Tabelle 3.5: Volumenverhéltnisse zwischen Zustdnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und den speziellen Qubit-Qutrit-Zustdnden (I)
mit d = 12.

Fiir die allgemeinen Qubit-Qutrit-Zustande ist PPT dquivalent zur
Separabilitdt und der Anteil der verschrankten Zustdnde an allen Zu-
standen liegt bereits bei iiber 97%. Dieser Wert ist mit dem ermittelten
Fehler nicht vereinbar mit einer von Slater aufgestellten Vermutung,
dass R = 32/1199 ~ 0.026688 ist [76], passt aber sehr gut zu einem
anderen numerischen Ergebnis von Milz et al., die einen Wert von
R = 0.02700 £ 0.00016 festgestellt haben [52].

Die Majorisierungsbedingung und insbesondere die Bedingung, die
auf den von-Neumann-Entropien beruht, wird im Kontrast dazu von



3.4 ERGEBNISSE

R OR N
PPT 0.022292 0.000062 7 -107
Reduktion  0.02226  0.00016 1.1-107
Majorisierung  0.02226  0.00016 !
S (p) 0.02226  0.00016 — "
S1(p) 0.999933 0.000012 "

Tabelle 3.6: Volumenverhiltnisse zwischen Zustdnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und den speziellen Qubit-Qutrit-Zustanden (II)

mit d = 24
R OR N
PPT 0.026972 0.000041 3.3-108
Reduktion 0.02673  0.00013 1.1-107
Majorisierung  0.86168  0.00067 "
S (p) 0.86746  0.00066 "
S1(p) 0.999909 0.000018 "

Tabelle 3.7: Volumenverhiltnisse zwischen Zustidnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und allgemeinen Qubit-Qutrit-Zustanden mit
d = 35.

den meisten Quantenzustinden erfiillt, sodass mit diesen Bedingun-
gen nur einen Bruchteil der Zustidnde als verschrankt klassifiziert
werden kann.

Interessant sind in dieser Hinsicht die betrachteten Teilmengen der
Zustande in linearen Unterrdaumen der Dimension d = 12 und d = 24.
Fiir diese sind alle Bedingungen bis S« (p) dquivalent und sind da-
mit alle geeignet, die separablen und verschrankten Zustiande exakt
voneinander abzugrenzen. Das System (II) in einem 24-dimensionalen
Unterraum der allgemeinen Zustidnde enthélt dabei sogar einen klei-
neren Anteil an separablen Zustidnden, trotz der deutlich niedrigeren
Dimensionalitédt. Dies zeigt, dass die Definition der Zustdnde einen
wesentlichen Einfluss auf die Struktur der verschiedenen Mengen hat.

3.4.0.6  Qubit-vierdimensionales-Qudit—Zustinde

Diese Zustdnde mit d = 63 sind die ersten in dieser Auflistung, bei
denen das Phdnomen der gebundenen Verschrankung auftritt. Obwohl
der Anteil der Zustidnde, die PPT erfiillen, bereits sehr klein ist, sind
darin noch zusétzliche verschrankte Zustidnde enthalten. Mit den hier
vorgestellten Methoden ist es jedoch nicht moglich, den Anteil dieser
verschrankten PPT-Zustdnde zu bestimmen.

Die Reduktionsbedingung liefert wie erwartet das gleiche Ergebnis
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R OR N
PPT 0.0012936  0.0000043 1.2 -10°
Reduktion 0.001229  0.000060 2.5-107
Majorisierung  0.8824 0.0023 "
Seo(p) 0.8877 0.0022  — "
S1(0) . -

Tabelle 3.8: Volumenverhiltnisse zwischen Zustdnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und allen 2 x 4-Quantenzustdnden.

wie PPT, da es sich um ein System der Art 2 x N handelt.

Fiir die auf der von-Neumann-Entropie basierende Bedingung wurde
trotz der Erzeugung von iiber 10° zufilligen Zustdnden kein einzi-
ger gefunden, der diese verletzt. Da die Bedingung der Gaufsschen
Verteilung der Teilergebnisse damit nicht wie in 3.3.4 gefordert er-
fullt werden kann, ist hier keine Fehlerabschitzung angegeben. In
den folgenden Systemen wurde dasselbe beobachtet, weshalb diese
Bedingung dort nicht mehr aufgefiihrt wird.

Daran kann man erkennen, dass die Zustiande, die mit dieser Bedin-
gung als verschrankt klassifiziert werden konnen, einen verschwin-
dend kleinen Anteil am Raum aller Zustdnde haben. Die Ursache
daftir ist vermutlich, dass diese Zustinde in der Nihe von verschrank-
ten reinen Zustdnden liegen, also in den Randbereichen der konvexen
Menge (vgl. Abb. 3.3) und diese mit zunehmender Dimension einen
kleiner werdenden Anteil der Gesamtmenge ausmachen.

3.4.0.7 Allgemeine Qutrit-Qutrit-Zustinde

R OR N

PPT 0.0001041 0.0000011 1.2 -10°
Reduktion 0.64852 0.00033 "
Majorisierung  0.995733  0.000035 "
Seo(p) 0.995733  0.000035 "

Tabelle 3.9: Volumenverhiltnisse zwischen Zustédnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und allen Qutrit-Qutrit-Zustdnden.

Wie zuvor kann hier gebundene Verschrankung auftreten, sodass
der Anteil der separablen Zustiande kleiner als der mit PPT bestimmte
Wert ist. Zusétzlich sind hier PPT und die Reduktionsbedingung nicht
dquivalent, was sofort einen erheblichen Einfluss auf den Nutzen der
Reduktionsbedingung fiir die Unterscheidung von separablen und
verschrankten Zustdanden hat.
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3.4.0.8 Allgemeine Zustinde aus einem Qutrit und einem vierdimensiona-
len Qudit

R OR N
PPT 6.0-107% 4.0-107® 3.5-10°
Reduktion 0.5743 o.oo11 "

"

Majorisierung  0.99861 0.00058

_n

Seo(p) 0.99861  0.00058

Tabelle 3.10: Volumenverhiltnisse zwischen Zustédnden, die die jeweilige Be-
dingung erfiillen und allen 3 x 4-Quantenzustdnden.

Fiir diese Zustiande mit d = 143 stofst diese Methode bei der Analyse
der Volumenanteile an ihre Grenzen. Zum einen wird das Finden von
neuen Zustdnden mit steigender Dimension immer aufwendiger, zum
anderen miissen immer mehr Zustdnde gefunden werden, um eine
gleichmiflige Verteilung der Punkte zu erreichen. Gleichzeitig steigt
die Dimension der zugehorigen Dichtematrix, mit der verschiedene
Berechnungen durchgefiihrt werden miissen, um die Bedingungen
aus 3.1 zu Uberpriifen. Wie man an der Tabelle ablesen kann, wurden
bei der Erzeugung von 3.5 - 108 zufilligen Quantenzustinden nur 21
Zustinde gefunden, welche die PPT Bedingung erfiillen. Der Anteil
der Zustdnde, die die Reduktionsbedingung erfiillen ist im Vergleich
zum 3 X 3-System kleiner, aber anhand der Ergebnisse ldsst sich nicht
abschétzen, ob dieser Wert fiir hohe Dimensionen gegen 0 geht wie
bei PPT, oder ob es einen festen Grenzwert gibt.

3.4.1 Dauer der Berechnungen

Um einen Uberblick iiber die Auswirkung der Dimension auf die
zur Berechnung benotigten Zeiten zu bekommen, ist in Tab. (3.11)
aufgefiihrt, wie viel Zeit die Auswahl eines neuen Quantenzustands
mit anschlieSender Auswertung der fiinf in den obigen Tabellen auf-
gefiihrten Bedingungen in Anspruch nimmt. Dazu wurden jeweils 10°
Zustande generiert und {iberpriift.

Aus der Tabelle wird deutlich, dass die Dimension n der zugrunde
liegenden Dichtematrix p einen wesentlich grofieren Einfluss auf die
Laufzeiten hat, als die Dimension d des euklidischen Raums. Fiir ho-
here Dimensionen steigt die benttigte Rechenzeit pro Zustand stark
an, was neben den grofleren zu verarbeitenden Matrizen auch daran
liegt, dass es langer dauert, einen neuen giiltigen Quantenzustand zu
finden. Wahrend Schritt 4 des Hit-and-Run-Algorithmus aus 3.3.3 fiir
die Belldiagonalen Qubit-Qubit-Zustande im Schnitt 0.77 Punkte au-
Berhalb der Menge der Quantenzustinde generiert, bevor ein giiltiger
Zustand gefunden wird, liegt dieser Wert fiir das 3 x 4-System bei ca.
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System Dimension d tin ms
2 x 2, Belldiagonal 3 0.050
2 x 2, X-Zustinde 7 0.055
2 x 2, Rebit-Rebit 9 0.061
2 x 2, allgemein 15 0.069
2x3, (I 12 0.29
2 x 3, (I) 24 0.40
2 x 3, allgemein 35 0.43
2 x4 63 1.02
3x3 80 1.75
3x4 143 6.51

Tabelle 3.11: Durchschnittlich benétigte Zeit fiir die Erzeugung eines Zu-
stands mit anschliefendem Test des Zustands auf Erfiillung der
Bedingungen aus 3.1.

160. Fiir eine zuféllige Richtung ist der Abstand bis zum Rand der
Menge der Quantenzustdnde also wesentlich kiirzer als der maximale
Abstand zu den am weitesten entfernten Quantenzustianden.

3.4.2 Entropiebasierte Bedingungen

Fiir Systeme bis zur Dimension d = 63 wurde fiir die auf der Rényien-
tropie basierende Bedingung fiir verschiedene Werte & > 1 untersucht,
welcher Anteil der Zustdnde diese Bedingungen erfiillen. In Abb. 3.4
und 3.5 sind die Ergebnisse dargestellt. Wie bereits aus den zuvor
gezeigten Ergebnissen vermutet werden konnte, zeigt sich hierbei,
dass die Bedingung fiir S,(p) mit « — oo das kleinste Verhiltnis R
der Volumina liefert und damit die separablen Zustinde am besten
eingrenzt. Die in den obigen Tabellen gegebenen Werte fiir S, (p) ent-
sprechen damit der unteren und oberen Grenze fiir alle Verhiltnisse
R, die aus entropiebasierten Bedingung mit « > 1 folgen.

In der Ubersicht nicht zu sehen ist, dass dies nicht nur fiir den darge-
stellten Durchschnitt tiber alle Zustdande gilt, sondern sogar fiir jeden
einzelnen Zustand individuell. D.h. fiir jeden Zustand, der die Bedin-
gung fiir 5,(p) erfiillt, ist auch die Bedingung fiir Sg(p) erfiillt, wenn
« > B. Die Allgemeingiiltigkeit dieser Vermutung ist naheliegend,
jedoch gilt sie zundchst nur fiir die hier beobachteten Zustdnde und
erlaubt keine direkten Riickschliisse auf die Beziehung dieser Bedin-
gungen. Es konnte auch Zustande geben, fiir die die Beobachtung
nicht gilt, die aber im betrachteten Raum kein Volumen einnehmen
und damit beim Auswahlprozess nicht vorkommen. So nehmen bei-
spielsweise die reinen Zustiande kein Volumen im Raum ein, da sie
immer auf dem Rand der konvexen Menge liegen.
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Abbildung 3.4: Anteil R der Qubit-Qubit-Zustande, welche die auf der
Rényientropie basierende Bedingung erfiillen, an allen Quan-
tenzustanden fiir die verschiedenen betrachteten Teilmengen.
Fir « — oo ist R minimal und es werden mehr Zustinde
korrekt als verschrankte Zustinde erkannt. Nur den markier-
ten Punkten liegen Messwerte zugrunde und die Fehler sind
kleiner als die Breite der Linien.

In Abb. 3.4 folgen die Verhiltnisse fiir die Rebit-Rebit-Zustdande als
Funktion von 1/« einem etwas anderen Verlauf als die restlichen Sys-
teme. Dies deutet auf eine besondere Stellung dieser Zustdande hin,
die mit R = 29/64 auch einen fiir ihre Dimension d = 9 hohen Anteil
an separablen Zustianden enthalten.
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Abbildung 3.5: Anteil R der n x m-Zustande, welche die auf der Rényientro-

pie basierende Bedingung erfiillen, an allen Quantenzustan-
den fiir die verschiedenen betrachteten Systeme. Fiir « — oo
ist R minimal und es werden mehr Zustdnde korrekt als
verschrankte Zustande erkannt. Nur den markierten Punkten
liegen Messwerte zugrunde und abgesehen vom 2 x 4-System
sind die Fehler kleiner als die Breite der Linien. Fiir noch
hoherdimensionale Systeme ist nur der Wert fiir # — oo an-
gegeben, da dieser optimal ist und die Darstellung durch die
zusétzlichen Kurven nahe 1 nur uniibersichtlicher wird.
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3.4.3 Anteil der PPT-Zustinde

10_8 T T T T T
25 20 75 100 125

d

Abbildung 3.6: Anteil R der PPT-Zustdnde an allen Quantenzustédnden fiir
die unterschiedlichen allgemeinen Systeme der Dimension
d. Die statistischen Fehler sind in schwarz dargestellt und
nur fiir das 3 x 4-System mit d = 143 grofler als die zur
Markierung verwendeten Punkte. Da die ersten beiden Werte
mit d = 15 und d = 35 den Qubit-Qubit- und Qubit-Qutrit-
Zustanden entsprechen, ist in diesem Fall R auch der Anteil
der separablen Zustdnde an allen Quantenzustidnden, in ho-
heren Dimensionen ist der Anteil der separablen Zustidnde
kleiner als der hier ermittelte Wert.

Der Anteil der PPT-Zustdnde an allen Quantenzustianden fallt ex-

ponentiell mit der Dimension des betrachteten Systems ab, was auch
schon in [90] fiir separable Zustiande beobachtet wurde. Da die PPT-
Zustdnde fiir hohere Dimensionen, d.h. ab dem 2 x 4-System mit
d = 63, auch verschriankte Zustidnde enthalten, hat die Menge der
separablen Zustdnde sogar einen noch kleineren Anteil an allen Zu-
stinden als hier angegeben.
Im Gegensatz dazu werden die Majorisierungs- und Entropiebasier-
ten Bedingungen fiir hohe Dimensionen von einem immer grofler
werdenden Anteil der Zustinde erfiillt. Wahrend also in hohen Di-
mensionen nahezu alle gemischten Quantenzustiande verschrankt sind,
wird nur ein verschwindend kleiner Anteil von diesen Bedingungen
als verschriankt erkannt.
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3.5 ANWENDUNG BELLSCHER UNGLEICHUNGEN

Bisher wurden in diesem Kapitel verschiedene Bedingungen, die di-
rekt mit den Dichtematrizen p der Quantenzustdnde iiberpriift werden
konnen, betrachtet. Wenn experimentell {iberpriift werden soll, ob ein
verschrankter Zustand vorliegt, ist p allerdings typischerweise nicht
direkt verfiigbar. Stattdessen kommen dann die Bellschen Ungleichun-
gen aus Kap. 2 zum Einsatz. Fiir diese ist bekannt, dass es verschrankte
Zustande gibt, die nur Korrelationen erzeugen, welche auch in einem
lokal realistischen Modell moglich sind [85]. In diesem Abschnitt wird
untersucht, welche verschrankten bipartiten Qubit-Qubit-Zustdnde be-
stimmte Bellsche Ungleichungen verletzen kénnen. Dazu werden die
CHSH-Ungleichung (2.12) und die Collins-Gisin-Ungleichung (2.14)
betrachtet.

Die Messungen, die fiir den Ubergang von der Dichtematrix zur Dar-
stellung der bedingten Wahrscheinlichkeiten notwendig sind, werden
hier durch A; = v; - ¢ und B; = w; - 0 beschrieben. Dabei sind v;, w;
Einheitsvektoren und ¢ der Paulivektor (ax,ay, U'Z)T, da nur Qubit-
Qubit-Zustinde untersucht werden.

3.5.1 Die CHSH-Ungleichung

Wenn die Dichtematrix des allgemeinen Zwei-Qubit-Zustands in der
Darstellung (3.14) gegeben ist und man eine Matrix C, mit den Ko-
effizienten v;; (i, j € {x,y,z}) definiert, kann die CHSH-Ungleichung
(2.12) auch wie folgt geschrieben werden:

—2 < 2(01,Cp (w1 +ws)) +2 (02, Cp (w1 —wy)) < 2. (3.38)

Unter Ausnutzung der Orthogonalitdat der Vektoren w; 4+ w, und
w1 — wy kann hergeleitet werden [38], dass die CHSH-Ungleichung
genau dann vom Quantenzustand p eingehalten wird, wenn

1
AM+A <= (3-39)

4
gilt, wobei A; und A, die beiden grofiten Eigenwerte der Matrix C;Cp
sind. Fiir solche Zustidnde gibt es also keine Messeinstellungen, die in
einer Verletzung der CHSH-Ungleichung resultieren.
Wieder bieten sich die Belldiagonalen Zustande (siehe (3.16)) fiir
eine grafisch anschauliche Darstellung an. Fiir diese Zustdnde wird

Gl (3.39) zu

1 1 1
r LTSy gta<y (3.40)

a,zc + a§ <
Diese drei Ungleichungen definieren den Schnitt von drei zueinan-
der senkrechten Zylindern, einen sogenannten Steinmetzkorper [2] .
Wie in Abb. 3.7 zu sehen, enthélt der Steinmetzkorper nicht nur alle
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Abbildung 3.7: Darstellung des Steinmetzkorpers aus (3.40) in Kombination
mit den konvexen Mengen aller separablen Zustdnde (inne-
rer Oktaeder) sowie aller Quantenzustiande (Tetrader) jeweils
fiir die Belldiagonalen Zwei-Qubit-Zustdande. Bei Erfiillung
der Ungleichungen (3.40) kann die CHSH-Ungleichung nicht
verletzt werden. Es sind deutlich Bereiche zu erkennen, die
verschrankte Zustdnde enthalten aber innerhalb des Stein-
metzkorpers liegen. Aufierdem gibt es Bereiche auSerhalb des
Tetraeders, also kann man aus der Erfiillung der Ungleichun-
gen alleine nicht darauf schliefen, dass ein Belldiagonaler
Quantenzustand vorliegt.

separablen Zustidnde, sondern auch einen Anteil der verschrankten
Zustande.

Mit Hilfe des Hit-and-Run-Algorithmus kann wie in den Abschnit-
ten zuvor das Volumenverhiltnis Rcysy von Quantenzustinden, fiir
die es Messeinstellungen gibt, mit denen sie die CHSH-Ungleichung
verletzen konnen und allen Quantenzustinden bestimmt werden. Die
auf diese Weise numerisch berechneten Verhiltnisse sind in Tabelle
3.12 fiir die Zwei-Qubit-Zustande aus Abschnitt 3.2 aufgelistet.
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N RcusH  0cHsH
Belldiagonale Zustdande 5.4-10° 0.087021 0.000010
X-Zustiande 4-10° o0.057276 0.000015
Rebit-Rebit-Zustinde 4-10° 0.011082 0.000008
Allgemeine Zwei-Qubit-Zustinde ~4-10° 0.008221 0.000008

Tabelle 3.12: Numerisch berechnete Verhiltnisse Rcpsyy zwischen Quanten-
zustanden, die Gl. (3.39) verletzen und allen Quantenzustanden
fur die Zwei-Qubit-Zustdnde aus Abschnitt 3.2. N ist die Anzahl
der generierten Zustdnde.

Wenn man die Ergebnisse in Tabelle 3.12 mit den in Abschnitt 3.4

erhaltenen Verhiltnissen vergleicht, féllt auf, dass nur ein kleiner Teil
der verschréankten Zustdnde durch das Testen der CHSH-Ungleichung
als verschriankt erkannt werden kann. So ist zum Beispiel fiir Belldia-
gonale Zustdnde genau die Halfte aller Zustdande verschrankt. Damit
konnen bei einem idealen Belltest etwa 17,4% der verschriankten Zu-
stinde die CHSH-Ungleichung verletzen. Fiir die anderen Arten von
Zustanden ergeben sich fiir dieses Verhéltnis Werte von 0.0955 fiir X-
Zustande, 0.0203 fiir Rebit-Rebit-Zustdnde, und 0.0108 fiir Allgemeine
Zwei-Qubit-Zustinde. Damit konnen die meisten verschriankten Zwei-
Qubit-Zustidnde selbst bei idealen Messungen die CHSH-Ungleichung
nicht verletzen.
In der Praxis konnen Belltest aber nicht fiir alle moglichen Messein-
stellungen durchgefiihrt werden. Stattdessen muss die Menge der in
Frage kommenden Einstellungen begrenzt werden, was die Menge der
messbar verschrankten Zustdnde weiter einschrankt. Damit ergibt sich
die Frage, ob es eine kleine Menge von bestimmten Messungen gibt,
mit denen zumindest ein grofer Teil der verschrankten Zwei-Qubit-
Zustdnde, die prinzipiell die CHSH-Ungleichung verletzen konnten,
detektiert werden kann. Bei genauerer Betrachtung des Steinmetzkor-
pers aus Abb. 3.7 fillt auf, dass jede Tangentialebene des Korpers
eine CHSH-Ungleichung fiir eine bestimmte Wahl von Messeinstel-
lungen ist. AuSerdem befinden sich alle Zustdnde, welche die CHSH-
Ungleichung verletzen konnen, in der Ndhe der Vertices des Tetraeders
mit allen Belldiagonalen Quantenzustidnden. Dort schneiden sich auch
die drei Zylinder, die den Steinmetzkorper bilden, in einem Punkt,
wodurch die Tangentialebenen dort nicht eindeutig definiert sind. Fiir
jeden dieser 4 Schnittpunkte konnen drei verschiedene Tangentialebe-
nen konstruiert werden und es erscheint plausibel, dass mit diesen
Ebenen ein Grofiteil der Zustiande, welche die CHSH-Ungleichung
verletzen konnen, detektiert werden kann. Aus den Ebenen werden
Ungleichungen dhnlich zu Gl. 3.40 konstruiert und man erhalt

1 . . .
|a;| + |aj| < 7 fori#j and i,je{xyz}, i#]j (341)
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als Bedingung, dass keiner der 12 Belltests zu einer Verletzung con
CHSH fiihrt. Auch hierfiir wurden mit dem Hit-and-Run-Algorithmus
die Volumenverhiltnisse R, zwischen Zustinden, die eine der Un-
gleichungen 3.41 verletzen und allen Zwei-Qubit-Zustdnden bestimmt.
Die Ergebnisse sind in Tab. 3.13 aufgefiihrt, wobei zusitzlich berechnet
wurde, welcher Anteil aller CHSH-verschriankter Zustinde mit dieser
Strategie aufgedeckt werden kann.
N R12m O1am Rlzm /CHSH
Belldiagonale Zustdnde 5.4-10° 0.075387 0.000013 0.8663
X-Zustande 4-10° 0.006104 0.000006 0.1066
Rebit-Rebit-Zustande 4-10°  0.001766 0.000004 0.1594
Allgemeine Zwei-Qubit-Zustinde ~ 4-10°  0.000044 0.000001 0.0054

Tabelle 3.13: Numerisch berechnete Verhiltnisse R;,m zwischen Quantenzu-
stinden, die mindestens eine der Gln. (3.41) verletzen und allen
Quantenzustinden fiir die Zwei-Qubit-Zustidnde aus Abschnitt
3-2. Riym/cusay = Riam/Rcensp gibt an, welcher Anteil aller
Zustande, die die CHSH-Ungleichung bei beliebigen Messein-
stellungen verletzen konnen, auch eine Verletzung bei einem der
12 gewéhlten Belltests zeigen. N ist die Anzahl der generierten
Zustinde.

Die 12 gewdhlten Ungleichungen decken fiir Belldiagonale Zu-

stinde noch einen guten Anteil von 86,63% der Zustdnde auf, die
CHSH verletzen konnen. Fiir die anderen Zwei-Qubit-Systeme fallt
der Nutzen der Ungleichungen allerdings schnell ab und fiir allge-
meine Zwei-Qubit-Zustdnde liegt dieser Wert nur noch bei 0,54%.
Das bedeutet, dass die Auswahl der Messeinstellungen gut auf den
Zustand abgestimmt werden muss, da sonst keine Verletzung der
CHSH-Ungleichung beobachtet werden kann.
Aufierdem stellt sich insgesamt die Frage, ob es andere Ungleichungen
gibt, mit denen eine bessere Eingrenzung der separablen Zustdnde
moglich ist, sodass ein grofserer Teil der verschrankten Zustande die-
se Ungleichung verletzt. Im ndchsten Abschnitt wird deshalb die
Collins-Gisin-Ungleichung [22] als moglicher Kandidat fiir eine solche
Verbesserung untersucht. Fiir diese Ungleichung wurde gezeigt, dass
es verschrankte Zustinde gibt, die sie verletzen, nicht aber CHSH
und umgekehrt [22]. Mit dem hier vorgestellten Ansatz kann getestet
werden, welche der beiden Ungleichungen einen grofieren Teil der
verschrankten Zustdnde aufdeckt.
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3.5.2 Collins-Gisin-Ungleichung

Mit der allgemeinen Darstellung des Zwei-Qubit-Zustands (3.14) kann
die CG-Ungleichung (2.14) folgendermafien geschrieben werden:

0<2+ <Z)1 + vy, TFEA)> + (wy + wo, T(SB)> + <ZJ1,Cp (w1 + wy + ZU3)>
+ <’02, Cp (w1 + wy — ’LU3)> + <’03, Cp (w1 — w2)> .
(3-42)

Zusitzlich zur Matrix C, aus dem vorherigen Abschnitt enthélt diese

Ungleichung die 6 Parameter TP(A) = (TJEA),Ty(A),TZ(A))T und TP(B) =

(T,EB), Ty(B), TZ(B))T aus der Darstellung von p.

Genau wie bei der CHSH-Ungleichung ist nun das Minimum der
rechten Seite der Ungleichung tiiber alle moglichen Messeinstellun-
gen gesucht. Dieses Minimum definiert die Oberfldche einer kon-
vexen Menge und alle Zustdnde in dieser Menge konnen die CG-
Ungleichung nicht verletzen. Durch Anwenden der Cauchy-Schwarz-

Ungleichung

[y < lIxllllyll, xyecC” (3-43)

kann tiiber die Einheitsvektoren vq, v, und v3 minimiert werden, was
zur Ungleichung

2+ (wy +wy, Tp(B)> + <v1,Cp (w1 + w2 + ws3) + TP(A)>

+ <02,Cp (w1 +wy —w3) + TFSA)> + <v3,Cp (w1 — w2)> >

s (A)/ (3-44)
22+ (wi+wy, T ) —||Cp (w1 + w2 +ws3) + 1, ||

—[1Cp (w1 + ws — ws) + TV | = [|Cp (w1 — w2) |

fiihrt, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn die Skalarprodukte auf
der linken Seite den kleinstmoglichen Wert annehmen.

Fiir Belldiagonale Zustdnde kann wegen T,&A) =0 und rfSB) = 0 die

Ungleichung (3.44) weiter minimiert werden, indem der Wert
1Cp (w1 + w2 +w3) || +[|Cp (w1 + w2 — w3) || + |Gy (w01 — w02) ||
(3-45)

uber alle Einheitsvektoren wq, wy und ws maximiert wird.
Aus der Definition der Norm ||x|| = 1/(x, x) erhdlt man

1Cp (w1 + w0 +aw3) | = 1/IICy (w1 +w2) [[2 + || Coaws|2 + 2(C (w1 + w3), Cows),

1Co (w1 + w2 — w3) || = \/HCP (w1 + w2) |2+ [|Cows > — 2(C, (w1 + w2) , Cpws).
(3.46)
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Damit wird das Maximum von
1Cp (w1 + w2 +ws) || + |Cp (w1 + w2 — ws) || (3-47)

genau dann erreicht, wenn C, (w; +w;) L C,ws ist. Wegen w; +
wy 1L wyq — wy konnen in diesem Fall die Einheitsvektoren durch
einen Winkel « € [0, 71/2] und zwei zueinander orthogonale Einheits-
vektoren ¢ und ¢’ zu

w1+ wy = 2ccosa,
w, —wy = 2 sing, (3.48)
w1+ wy L w3.

parametrisiert werden. Damit reduziert sich Gl. (3.45) zu

2\/4HCPCH2 cos? & + ||Cows||? + 2sina||Coc'||, (3.49)

und das Maximum im Bezug auf den Winkel « ist durch

\/(4|le€||2 +1Coe'?) (4l1Coell* + 1Cowsll?)
1Coell

(3-50)

gegeben.

Fiir Belldiagonale Zustande ist CECP = diag(a2, 115, a2) und das Ma-
ximum wird erreicht, wenn w3 || ¢’ und beide Vektoren die Eigenvek-
toren des zweitgrofiten Eigenwerts von C;Cp sind. Damit vereinfacht

sich (3.45) zu

4| Coc? + [|Coe’|>

[ Ban)
was zu den 6 Ungleichungen
4a? + a?
0<2— IW L aza>a (352)
1

mit i, 7,k € {x,y,z} fithrt.

Diese Ungleichungen definieren einen konvexen Korper, der grofSer
als der aus den CHSH-Ungleichungen erhaltene Steinmetzkorper ist
und diesen vollstindig enthélt. Der Korper fiir die CG-Ungleichung
ist in Abb. 3.8 dargestellt.

Fiir die Bestimmung des Verhéltnisses Rcg zwischen Zustdnden,
die potentiell die CG-Ungleichung verletzen kénnen und allen Bell-
diagonalen Zustdnden wird wieder der Hit-and-Run-Algorithmus ver-
wendet. Der dabei erhaltene Wert Rcg = 0.03677 4= 0.00001 ist deutlich
kleiner als Rcpsy. Damit wird deutlich, dass die CHSH-Ungleichung
fiir Belldiagonale Zustdande besser darin ist, Verschrankung zu messen,
als die CG-Ungleichung. Es zeigt sich allerdings, dass dies fiir allge-
meine Zwei-Qubit-Zustinde im 15-dimensionalen Raum nicht mehr
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Abbildung 3.8: Darstellung des konvexen Korpers, der sich aus den Unglei-
chungen (3.52) ergibt in Kombination mit den konvexen Men-
gen aller separablen Zustdnde (innerer Oktaeder) sowie aller
Quantenzustdnde (Tetrader) jeweils fiir die Belldiagonalen
Zwei-Qubit-Zustande. Fiir Zustdnde innerhalb des Korpers
kann die CG-Ungleichung nicht verletzt werden.

der Fall ist. Dies konnte daran liegen, dass die CG-Ungleichungen
auch auf die Information zugreifen kann, die in TF(,A) und TF(,B) enthal-
ten ist. Die CHSH-Ungleichung nutzt diese Information nicht und fiir
Belldiagonale Zustdande sind diese beiden Vektoren 0.

Im Fall der allgemeinen Zwei-Qubit-Zustdnde konnen die zuvor
berechneten Vereinfachungen nicht angewendet werden. Deshalb wird
fuir jeden durch den Hit-and-Run-Algorithmus generierten Quantenzu-
stand fiir zufdllige Messungen getestet, ob damit eine Verletzung der
CG-Ungleichung moglich ist. Da dies sehr zeitaufwandig ist, wurden
nur 10° Zustdnde pro Durchlauf erzeugt. In Abb. 3.9 sind die Anteile
der Zwei-Qubit-Quantenzustinde, die die CG-Ungleichung verlet-
zen Rcg, die CHSH-Ungleichung verletzen Rcpsy und mindestens
eine der beiden Ungleichungen verletzen, fiir unterschiedlich viele
zuféllige Messeinstellungen m aufgetragen. Die einzelnen Punkte ste-
hen dabei fiir unterschiedliche Durchldufe mit jeweils 10° getesteten
Zustanden.

Wie erwartet liefert die Kombination aus beiden Ungleichungen den
hochsten Wert, da es Zustdnde gibt, die eine der beiden Ungleichungen
verletzen aber nicht die andere [22]. Im Gegensatz zur Situation bei
den Belldiagonalen Zustinden kann hier die CG-Ungleichung fiir
einen grofleren Anteil aller Zustdnde Verschrankung nachweisen.
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Abbildung 3.9: Anteil der Zwei-Qubit-Quantenzustiande, welche die CG-Un-
gleichung (R¢g), die CHSH-Ungleichung (Rcpsy) oder min-
destens eine der beiden Ungleichungen (Rcgchsh) verlet-
zen konnen. Fir jeden Punkt wurden m zufillige Messein-
stellungen ausgewahlt und 10° Zusténde auf Verletzungen
von Ungleichungen getestet.

36 ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Kapitel wurde eine Methode zur effizienten Erzeugung
zuféllig verteilter Quantenzustdnde entwickelt. Diese Methode ba-
siert auf einem Hit-and-Run-Algorithmus fiir die Auffindung zuféllig
verteilter Punkte in Teilmengen des R" sowie auf der Nutzung von
Newtonidentitdten und der Vorzeichenregel von Descartes, um zu
entscheiden, ob ein neuer Punkt einem Quantenzustand entspricht.
Aus den so erhaltenen Zustinden konnen verschiedene Volumen-
verhéltnisse berechnet werden, mit denen angegeben wird, welcher
Anteil aller Zustdande eine bestimmte Bedingung erfiillt. Das Ziel ist
hierbei vor allem die Bestimmung des Anteils der separablen, bzw.
verschriankten Zustiande an allen Quantenzustianden. Da diese Klassifi-
zierung jedoch ein mathematisch schwer umzusetzendes Problem ist,
werden verschiedene aus der Quanteninformationstheorie bekannte
Bedingungen, die von allen separablen Zustdnden erfiillt werden, fiir
einige Klassen von bipartiten Zustdnden untersucht.

Dabei stellt sich heraus, dass der Anteil der separablen Zustiande min-
destens exponentiell mit der Dimension des Quantenzustands abfallt
und die PPT-Bedingung, welche fiir 2 x 2- und 2 x 3-Systeme die sepa-
rablen Zustiande exakt beschreibt, als einzige der betrachteten Bedin-
gungen diesem Verhalten folgt. Fiir Qubit-Qubit-Systeme konnten da-
bei die analytisch bekannten Werte der Volumenverhéltnisse R = 0,5
fiir Belldiagonale Zustdnde, R = 0,4 fiir X-Zustande [52], R = % fiir
Rebit-Rebit-Zustande[48] und R = % [77] fur allgemeine Zustdande
reproduziert werden. Im Fall der 2 x 3- und 2 x 4-Zustdnde konnten
mit R = 0.026969 £ 0.000042 bzw. R = 0.001294 £ 0.000004 vorherige
numerische Abschitzungen verfeinert werden [52]. Neu sind die hier
gefundenen Volumenanteile der PPT-Zustdnde von R = 0.0001025 £+
0.0000012 fiir Qutrit-Qutrit-Zustinde und R = 6.0 +4.0 - 1078 fiir
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3 x 4-Zustande, wobei der gewdhlte Ansatz insbesondere fiir das 143-
dimensionale 3 x 4-System langsam an seine Grenzen stofst.
Aufierdem waren bisher die in Abschnitt 3.4 gegebenen Volumenan-
teile der Zustande fiir die Reduktions-, Majorisierungs-, und entropie-
basierten Bedingungen nicht bekannt. Fiir diese zeigt sich, dass sie
insbesondere in den hoherdimensionalen Systemen nur von einem
kleinen Teil aller verschrankten Zustdnde verletzt werden. Bei den
Bedingungen, die auf der Rényientropie basieren, kann auflerdem fest-
gestellt werden, dass ein hoherer Parameter « die separablen Zustande
besser eingrenzt.

Fiir Qubit-Qubit-Zustinde kann angegeben werden, welcher Anteil
der Zustidnde die CHSH-Ungleichung bei jeweils optimalem Messauf-
bau verletzen kann. Im 15-dimensionalen allgemeinen Fall ist dies nur
fiir etwa 1% der verschriankten Zustande der Fall. Die CG-Ungleichung
kann dagegen von einem deutlich grofseren Anteil an Zustdanden ver-
letzt werden, bleibt aber auch im einstelligen Prozentbereich. Un-
klar bleibt, ob Ungleichungen mit mehr Messeinstellungen und -
ergebnissen, die mit den Methoden aus Kap. 2 erstellt werden kénnen,
bessere Werte liefern. Denn fiir den Ubergang vom Raum der Zu-
stinde in den Raum der bedingten Wahrscheinlichkeiten, fiir den
die Bellschen Ungleichungen gelten, sind konkrete Messanweisungen
notwendig. Fiir die CG-Ungleichung konnten diese fiir den Spezialfall
der Belldiagonalen Zustdnde analytisch verallgemeinert werden, fiir
hoherdimensionale Systeme oder weitere Ungleichungen bleibt dieses
Problem jedoch offen.



FAZIT UND AUSBLICK

In Kapitel 2 wurden fiir bi- und tripartite Systeme mit zwei Mess-
einstellungen pro Partei die Detektorparameter bestimmt, die fiir die
Verletzung einer Bellschen Ungleichung notig sind. Dabei hat sich
gezeigt, dass die Hierarchie semidefiniter Programme [54] in diesem
Fall bereits in niedrigen Stufen konvergiert und damit sehr gut fiir die
Eingrenzung der Quantenkorrelationen geeignet ist.

Die Ergebnisse decken sich mit [46] und erweitern diese um die Be-
trachtung von spontanen Auslésungen der Detektoren.

Dabei hat sich zwar gezeigt, dass Ungleichungen, bei denen die von
den Fehlern verursachten zusétzlichen Messergebnisse mit einem der
urspriinglichen Messergebnisse zusammengefasst werden, optimal
sind, dies beruht jedoch nur auf Beobachtungen und ein analytischer
Beweis oder ein Gegenbeispiel stehen noch aus. Aber auch mit dieser
Annahme ist fiir eine Erweiterung auf vier Parteien eine umfassende
Suche nach Bellschen Ungleichungen nétig, da diese auch fiir den
einfachsten Fall von zwei Messeinstellungen und -ergebnissen nicht
vollstandig charakterisiert sind.

In Kapitel 3 werden die Peres-Horodecki-Bedingung [37, 59], die
Reduktionsbedingung [16, 34], die Majorisierungsbedingung [32] und
Bedingungen, die auf der Rényientropie [67] basieren, fiir eine Viel-
zahl von Quantensystemen quantitativ charakterisiert.

Dabei hat sich gezeigt, dass fiir zuféllige gemischte Zustdnde nur die
Peres-Horodecki-Bedingung ein guter Indikator fiir Verschrankung ist.
Die anderen Bedingungen werden in hochdimensionalen Systemen
von nahezu allen Zustanden erfiillt, obwohl der Anteil der separablen
Zustande exponentiell abféllt und gegen 0 tendiert [21]. Eine Ausnah-
me bildet die Reduktionsbedingung, fiir die offen bleibt, ob der Anteil
der Zustdnde, die diese Bedingung erfiillen, fiir hohe Dimensionen
gegen einen bestimmten Wert strebt.

Fiir die auf der Rényientropie basierenden Bedingungen konnte der
Zusammenhang gefunden werden, dass sie mit dem Parameter «
geordnet sind, wobei die Bedingung mit S, (p) alle Bedingungen mit
kleinerem « einschliefst.

Neu ist auflerdem die Betrachtung von 3 x 3- und 3 x 4-Systemen, die
durch die effizientere Erzeugung von zufilligen Quantenzustdnden er-
moglicht wird. Fiir das 3 x 4-System kommt die verwendete Methode
jedoch langsam an ihre Grenze, da die Erzeugung neuer Zustinde mit
steigender Dimension immer ldnger dauert und fiir eine gleichméfSiige
Verteilung auch immer mehr Zustdnde gefunden werden miissen.
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FAZIT UND AUSBLICK

Bei der Untersuchung, welcher Anteil der Zwei-Qubit-Systeme die
CHSH- und CG-Ungleichungen verletzen kann, hat sich gezeigt, dass
dies nur fiir einen kleinen Teil der verschrankten gemischten Quanten-
zustande moglich ist. Fiir allgemeine Qubit-Qubit-Zustidnde konnte
dabei die CG-Ungleichung, die drei Messeinstellungen vorsieht, von
deutlich mehr Zustdnden verletzt werden als die CHSH-Ungleichung.
Daraus ergibt sich die spannende Frage, ob bei der Verwendung von
Bellschen Ungleichungen mit noch mehr moglichen Messeinstellun-
gen weitere Zustdnde diese Ungleichungen verletzen konnen und
wo die Grenze liegt, wenn alle theoretisch moglichen Ungleichungen
betrachtet wiirden. Auflerdem konnten verallgemeinerte Messungen
(POVMs) betrachtet werden, was zusitzliche Freiheiten beim immer
notigen Ubergang vom Raum der Quantenzustinde in den Raum
der bedingten Wahrscheinlichkeiten bietet. Dieser Ubergang ist ein
essentieller Punkt aller Untersuchungen von verschrankten Zustanden
und ihrer Moglichkeit, eine Bellsche Ungleichung zu verletzen.
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