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Zusammenfassung

Die Euler-Bernoulli-Theorie der Balkenbiegung in der Technischen Mechanik geht davon aus, dass das Materi-
alverhalten isotrop elastisch ist und dass ebene Querschnitte auch unter Belastung eben, starr und senkrecht
auf der deformierten Balkenachse bleiben. Es ist bekannt, dass diese Theorie unter Inkonsistenzen leidet. Zum
Beispiel ergibt sich aus der angenommenen Kinematik, dass die Scherdehnung in der Ebene der Biegung und
damit auch die zugehorige Schubspannung identisch verschwinden. Dies hat aber zur Folge, dass die Gleichge-
wichtsbedingungen i. A. nicht erfiillt werden konnen. Jahrzehnte lang wird die Euler-Bernoulli-Balkentheorie
mit Erfolg zur Lésung praktischer Probleme eingesetzt. Als formale Rechtfertigung fiir die Inkonsistenz wird
das Argument gebracht, dass der dabei gemachte Fehler fiir schlanke Balken vernachlassigbar klein ist.

Eine konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir klassische Elastizitdt wurde in der jiingsten Literatur unter
der Annahme transversaler Isotropie mit geometrischen Zwangsbedingungen vorgeschlagen. Die Begriindung
flir die transversale Isotropie liegt in der angenommen Geometrie, infolge deren das Materialverhalten entlang
der Balkenachse elastisch und senkrecht dazu starr ist. AuBerdem stellt die Undeformierbarkeit in der Ebene
senkrecht zu der Balkenachse eine geometrische Zwangsbedingung dar. Die konsistente Euler-Bernoulli-
Balkentheorie wurde auch auf Stoffgesetze der expliziten Gradientenelastizitat erweitert.

In der vorliegenden Arbeit werden diese Ansétze der konsistenten Euler-Bernoulli-Balkentheorie weiter
verallgemeinert um Stoffgesetze der impliziten Gradientenelastizitdt zu erfassen. Insbesondere wird ein
Materialgesetz betrachtet, dass sowohl Laplace-Ableitungen der Dehnung als auch Laplace-Ableitungen der
Spannung enthilt. Solche Modelle konnen als Gegenstiicke von Stoffgesetzen fiir viskoelastische Festkorper
interpretiert werden. Von spezieller Bedeutung in der Gradienten Elastizitat ist das Problem der korrekten
Randbedingungen. An dieses Problem wird in der Arbeit mithilfe geeignet formulierter variationeller Methoden
herangegangen. Zur Demonstration der aufgestellten Balkentheorie in der impliziten Gradientenelastizitat wird
ein eingespannter Balken unter Streckenlast diskutiert und die Ergebnisse mit entsprechenden Ergebnissen
infolge klassischer Elastizitat und explizierter Gradientenelastizitit verglichen. Dariiber hinaus wird ein
Vergleich mit Ergebnissen infolge Finite Elemente Berechnungen gezogen.







Abstract

The Euler-Bernoulli theory of beam bending in engineering mechanics assumes that the material behavior
is isotropically elastic and that plane cross-sections are rigid and remain plane and perpendicular to the
deformed beam axis even under load. It is well known that this theory suffers from inconsistencies. For
example, it follows from the assumed kinematics that the shear strain in the plane of the bending and thus also
the associated shear stress vanishes identically. This implies that the equilibrium equations can not be satisfied
generally. For decades, the Euler-Bernoulli beam theory has been used successfully to solve practical problems.
As a formal justification, the argument is made that the inconsistencies for slender beams are negligibly small.
A consistent Euler-Bernoulli beam theory for classical elasticity has been proposed in the latest literature
by assuming transverse isotropy with geometric constraints. Transverse isotropy is justified by the assumed
geometry, which implies elastic material behavior along the beam axis and rigid body material properties
in the planes perpendicular to the beam axis. In addition, identically vanishing deformation in the plane
perpendicular to the beam axis represents a geometric constraint. The consistent Euler-Bernoulli beam theory
was also developed for constitutive laws of explicit gradient elasticity.

In the present work the consistent Euler-Bernoulli approach is further generalized to capture constitutive
laws of implicit gradient elasticity. In particular, a material law is considered that involves both Laplace
derivatives of the strain and Laplace derivatives of the stress. Such models can be interpreted as counterparts
of material laws for viscoelastic solids. Of special importance in gradient elasticity is the problem of the correct
formulation of the boundary conditions. This problem is tackled in the thesis by employing appropriately
formulated variational methods. To demonstrate the established beam theory in implicit gradient elasticity;
a beam clamped in one side under line load is discussed and the results are compared with corresponding
results due to classical elasticity and explicit gradient elasticity. Moreover, a comparison is made with results
obtained from finite element calculations.
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1 Einleitung

Die Balkenbiegung ist von grundlegender Bedeutung, z.B. in der Technischen Mechanik, der Strukturanalyse,
der experimentellen und der numerischen Mechanik. In den letzten Jahrzehnten wird ein besonderes Au-
genmerk auf Anwendungen in Mikro- und Makrosystemtechniken gelegt (siehe z.B. Thai et al. [52]). Es ist
allgemein bekannt, dass Grol3eneffekte fiir das Werkstoffverhalten von kleinskaligen Strukturkomponenten,
wie z.B. Balken und Platten in der Mikrosystemtechnik, eine wesentliche Rolle spielen. Die klassische Elastizi-
tatstheorie ist nicht in der Lage, solche Grof3eneffekte wiederzugeben. Géngige Elastizitdtstheorien, welche die
Erfassung von GroReneffekten im Materialverhalten ermoglichen, sind die mikropolare, die mikromorphe, die
Gradienten- und die nicht lokale Elastizititstheorie. Es gibt eine betrdchtliche Anzahl von Arbeiten, die sich
im Rahmen dieser nicht klassischen Elastizitatstheorien mit der Biegung von Balken befassen. Von Bedeutung
fiir die hier vorliegende Arbeit sind unter anderem die Arbeiten von Papargyri-Beskou et al. [41], Lam et al.
[31], Park und Bao [42], Ma et al. [37], Li et al. [34], Kong et al. [29], Lazopoulos und Lazopoulos [32],
Reddy [45], Akgoz und Civalek [1], Xu und Shen [55], Li und Batra [33], Liang et al. [35], Ansari et al. [4],
Sherafatnia et al. [48], Yaghoubi et al. [57], Dehrouyeh-Semnani et al. [16], Ebrahimi et al. [19], Niiranen et
al. [40], Shaat et al. [47].

Einfache Modelle der Gradientenelastizitét sind besonders attraktiv, da sie mit symmetrischen Cauchy-Spannun-
gen formuliert werden und im Vergleich zur klassischen Elastizitdt meist nur wenige zuséatzliche Materialpara-
meter bendtigen. Seien zunéchst ¥ die Cauchy-Spannung, e die infinitesimale Dehnung, C der Elastizitatstensor
und A der Laplace-Operator. Eine Ausfiihrliche Erlauterung der Notation folgt im Abschnitt 2. Hier werden
Modelle betrachtet, die mit Hilfe der Spannung, der Dehnung und deren Ableitungen ausgedriickt werden
und die als Verallgemeinerungen des klassischen Elastizitatsgesetzes

2ij = Cijmn Emn (1.1
angesehen werden kénnen. Als Modelle der expliziten Gradientenelastizitat werden Stoffgesetze der Form
Yij = fij(ew, Ableitungen von e;) (1.2)
bezeichnet, wéhrend Stoffgesetze der impliziten Gradientenelastizitat der allgemeinen Gleichung
fii(Xki, €1, Ableitungen von Xy, ;) = 0 (1.3)

geniigen. Unter Ableitungen sollen in den Formeln (1.2) und (1.3) Ableitungen beziiglich des Ortes verstanden
werden. Besonders einfache Modelle der expliziten und der impliziten Gradientenelastizitét sind jeweils die
Gesetze

Eij = Cijmn Emn — C2 Cz’jmn (Afz‘)mn (KG-Modell) (14)

und
Zij — Cl(Az)i]’ = Cijmn Emn — C2 Cijmn (Aé)mn (3-PG—Modell) , (15)

wobei ¢, co Materialparameter sind. Die beiden Gradientenelastizitatsgesetze (1.4), (1.5) sind durch die
Arbeiten von Altan und Aifantis [3] und Gutkin und Aifantis [27] eingefiihrt bzw. allgemein bekannt geworden.




Das explizite Gradientenelastizitdtsmodell (1.4) ist der Ausgangspunkt vieler Balkentheorien und kann als Spe-
zialfall der Gradientenelastizitdt vom Toupin/ Mindlin-Typ (siehe Mindlin [39]) angesehen werden. Zusétzlich
haben Brose et al. [10, 11, 9], unter Verwendung nicht klassischer Thermodynamik, eine Analogie zwischen
Modellen der Gradientenelastizitat und linear viskoelastischen Festkorpern hergestellt. Gemal$ dieser Analogie
ist Gleichung (1.4) innerhalb der Gradientenelastizitit das Gegenstiick des Kelvin-viskoelastischen Festkorpers.
Die Kurzschreibweise KG-Modell in Gleichung (1.4) steht daher fiir Kelvin-Gradientenelastizitats-Modell.

Stoffgesetze der impliziten Gradientenelastizitdt der Form (1.5) werden zunehmend als Sonderfélle der nicht
lokalen Elastizitdt von Eringen interpretiert (siehe z.B. Yan et al. [58], Xu et al. [56], Ceballes et al. [13], Lim
et al. [36]).

Im Allgemeinen wird die nicht lokale Elastizititstheorie von Eringen haufig verwendet, um die Biegung von
Balken zu modellieren (siehe z.B. Eltaher et al. [20], Fernandez-Séez et al. [23], Koutsoumaris et al. [30],
Pisano et al. [43], Shaat et al. [46], Thai et al. [52] und die dort zitierten Referenzen). Eine andere Art der
Anndherung an das Modell (1.5) wurde von den Autoren Brose et al. [9] vorgeschlagen. Einerseits interpretier-
ten sie (1.5) als Sonderfall der mikrostrukturierten Elastizitidt von Mindlin (dquivalent dazu die mikromorphe
Elastizitdt von Eringen). Andererseits stellten sie unter Verwendung nicht klassischer Thermodynamik eine
Analogie zwischen Gleichung (1.5) und dem 3-Parameter-Festkorper der linearen Viskoelastizitit her. Die
Abkiirzung 3-PG-Modell in Gleichung (1.5) steht fiir 3-Parameter-Gradientenelastizitdts-Modell.

Die Euler-Bernoulli-Balkentheorie in der klassischen Mechanik nimmt an, dass das Materialverhalten isotrop
elastisch ist. Weiterhin wird angenommen, dass ebene Querschnitte des Balkens eben und senkrecht zur
verformten Balkenachse bleiben und dass sich die Form der Querschnitte nicht dndert (siehe z.B. Bauchau und
Craig [5] Abschnitt 5.1 und 5.4.2). Das bedeutet, dass die Querschnitte eine Starrkorperbewegung ausfithren.
Diese Theorie weist die bekannte Inkonsistenz auf, dass der Dehnungszustand nach diesen Annahmen z.B.
immer eine verschwindende Schubspannung impliziert, was fiir allgemeine Biegebeanspruchung nicht korrekt
ist. Dies wird in der Technischen Mechanik ignoriert, und eine nicht verschwindende Schubspannung wird
durch die Gleichgewichtsgleichungen eingebracht. Solche Inkonsistenzen werden in Kauf genommen, mit der
Begriindung, dass die Schubspannungen fiir schlanke Balken vernachlassigbar klein sind (siehe z.B. Bauchau
und Craig [5] Kapitel 5.4.2 und Janecka et al. [28]). Nahezu alle Euler-Bernoulli-Biegetheorien in klassischer
und Gradientenelastizitét sind inkonsistent oder werden auf Basis von eindimensionalen Variationsprinzipien
formuliert, sodass solche Theorien nur Schnittkriafte ohne Bezug zu Spannungen behandeln.

Eine konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorie, fiir das klassische Elastizitatsgesetz (1.1) und das KG-Model
(1.4), wurde zum ersten Mal in Sideris und Tsakmakis [50] vorgeschlagen. Die Inkonsistenz wird beseitigt,
indem das Materialverhalten als transversal isotrop angenommen wird, unterworfen an (interne) geome-
trische Zwangsbedingungen. Es wird gezeigt, dass alle Ergebnisse der klassischen Vorgehensweise auch im
Rahmen der konsistenten Formulierung giltig bleiben. Dariiber hinaus bietet die konsistente Formulierung im
Fall des Gradientenelastizitdtsmodells (1.4) die Moglichkeit, Verteilungen von Spannungskomponenten zu
bestimmen. Ein typisches Merkmal der Theorie von Sideris und Tsakmakis [50] ist, dass das Potential der
inneren Krifte die Querschnittsfliche des Balkens enthilt. Neuere Uberlegungen zeigen jedoch, dass auch
dquivalente Formulierungen ohne Querschnittsflichen im Potential fiir die inneren Kréfte moglich sind. Dieser
Aspekt wird im Rahmen dieser Arbeit untersucht werden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir das 3-PG-Modell der
Gradientenelastizitit (1.5) herauszuarbeiten. Die resultierende Theorie soll eingesetzt werden, um das Biegen
von Kragtragern zu diskutieren. Die berechneten Ergebnisse sollen mit Ergebnissen verglichen werden, die mit
Hilfe des KG-Modells und der klassischen Elastizitdt berechnet werden. Die Ergebnisse des KG-Modells sollen




mit einer konsistenten Euler-Bernoulli-Balkentheorie berechnet werden, welche die Querschnittsfliche des
Balkens im Potential fiir die inneren Krafte nicht enthélt. Dariiber hinaus soll ein Vergleich mit Ergebnissen
durchgefiihrt werden, die mittels 3D Finite-Elemente Berechnungen fiir das 3-PG-Modell durchgefiihrt werden.
Inhaltlich ist die Arbeit folgenderweise aufgebaut. In Kapitel 2 werden die Notation und wichtige Grund-
annahmen der Arbeit erldutert. Modelle der Gradientenelastizitdt konnen einerseits als Sonderfalle der
mikromorphen Elastizitdt betrachtet werden. Der dafiir notige thermodynamische Rahmen ist die klassische
Thermodynamik. Andererseits konnen Modelle der Gradientenelastizitdt im Rahmen einer Theorie mit inneren
Variablen behandelt werden. Der dafiir geeignete thermodynamische Rahmen ist eine nicht konventionelle
thermodynamische Theorie. Die verwendete nicht konventionelle Thermodynamik wurde von der Literatur
iibernommen und wird kurz in Kapitel 3 skizziert. Fundamental fiir die gesamte Arbeit ist die mikromorphe
Elastizitit. Die Grundgleichungen dieser nicht klassischen Theorie inklusive Randbedingungen werden in
Kapitel 4 umrissen. In Kapiteln 5 und 6 werden jeweils zwei alternative Herleitungen des KG-Modells (Kapitel
5) und des 3-PG-Modells (Kapitel 6) vorgestellt. Die Entwicklung und Diskussion einer konsistenten Euler-
Bernoulli-Balkentheorie fiir das 3-PG-Modell ist der Gegenstand der Untersuchungen in Kapitel 7. Aul3erdem
werden in diesem Kapitel vergleichende Diskussionen mit Balkentheorien fiir die angrenzenden Fille der
klassischen Elastizitdt und des KG-Modells durchgefiihrt. Ein Vergleich der Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir
das 3-PG-Modell mit Finite-Elemente Berechnungen ist im Kapitel ebenfalls enthalten. Die Arbeit schlief3t in
Kapitel 8 mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick tiber mogliche Forschungsarbeiten zur Klarung
noch offener Fragestellungen ab.







2 Notation und Grundannahmen

Es werden nur statische Probleme betrachtet und die Deformationen werden als klein angenommen, sodass
zwischen der Referenz- und der Momentankonfiguration nicht unterschieden wird. Sofern nicht explizit etwas
anderes erwidhnt wird, nehmen alle Indizes die Werte 1, 2, 3 an und es gilt die Summationskonvention fir
doppelt vorkommende Indizes.

Alle tensoriellen Komponenten beziehen sich auf ein kartesisches Koordinatensystem {z;}, das die ortho-
normale Koordinatenbasis {e;} induziert. Jeder Tensor A wird durch seine Komponenten 4; ; = (A);.j
identifiziert und es wird A; (j1)., fir den symmetrischen und A; ;). ,, fiir den schiefsymmetrischen Teil von
A beziiglich der Indizes j und k geschrieben. Insbesondere stellen v; und 4;; jeweils die Komponenten eines
Vektors v und des Kronecker Delta Symbols dar. Fiir Tensoren zweiter Stufe A, vierter Stufe K, fiinfter Stufe A
und sechster Stufe a sind Transpositionen jeweils durch (AT);; .= Aji, (KT)ijr = Kiaijs (AD)ijkim = Akimij
und (aT)ijklmn = Amnijk definiert.

Sei B ein materieller Korper, der den Raum V' im dreidimensionalen euklidischen Punktraum einnimmt. Die
materiellen Punkte des Korpers B werden durch die Ortsvektoren & = z;e; identifiziert. Die Zeit wird mit ¢
und der nach aufden gerichtete Einheitsnormalenvektor zur Flache 0V, die den Raum V einschlief3t, wird mit
n bezeichnet. In der Regel werden fiir eine Funktion y von z1, 22, ... dasselbe Symbol fiir die Funktion und
fir die abhédngige Variable benutzt, d.h. y = y(z1, 22, ...). Wenn jedoch y als Funktion von unterschiedlichen
Satzen von unabhéngigen Variablen darstellbar ist, dann werden jeweils unterschiedliche Funktionssymbole
verwendet. Ist z.B. y eine Funktion von x1, xg, ... und gilt 1 = z1(21, 22, ...), T2 = x2(21, 22, ...), SO werden die
Notation y = f(x1,x2,...) = g(z1, 22, ...) benutzt.

Fiir eine Funktion f(«,t), mit x € V U dV, wird die Notation

. Of of
= — a =

f at ) Zf aml
verwendet. Die Gradient- und Divergenzoperatoren werden mit grad bzw. div bezeichnet, sodass fiir Tensoren
zweiter Stufe S und Tensoren dritter Stufe p gilt

= fa 2.1

(grad S);;, = 9 Sj ,  (divp)je = Oipj - (2.2)
Fiir die Laplace-Ableitung A f gilt

Af =divgrad f = 0,0, f . (2.3)
Fiir jedes € 0V sind die Normalableitung D f(x) und die Flachenableitung D; f(z) definiert durch

Df = nlalf, (24)

Weitere Angaben zur Notation werden an geeigneten Stellen im Text gemacht.







3 Nicht konventionelle Thermodynamik

Dieser Teil der Arbeit fasst die wesentlichen Erkenntnisse von Alber et al. [2] und Brose et al. [11] zusammen
und bildet die Grundlage fiir den Beweis der thermodynamischen Konsistenz der KG- und 3-PG-Modelle in
den Kapiteln 5 und 6.

Es wird angenommen, dass Strahlung, chemische Reaktionen und elektromagnetische Effekte nicht vorhanden
sind. Dann lautet die lokale Form der Energiebilanz fiir einen materiellen Korper B (erster Hauptsatz der
Thermodynamik)

é=wyg — 0iqi (3.1

wobei e die innere Energie pro Volumeneinheit, wg; die Spannungsleistung pro Volumeneinheit (stresspower)
und g der Warmeflussvektor ist. Toupin [53] schlug die Moglichkeit vor, dass g mehr als nur den Warmefluss
beinhaltet. Dies wurde von Dunn und Serrin [18] und Dunn [17] weiter ausgefiihrt.

Grundlegend in der konventionellen irreversiblen Thermodynamik ist die Hypothese des lokalen Gleichge-
wichtszustands. Diese Hypothese geht davon aus, dass sich jeder materielle Punkt des materiellen Korpers
B wie ein einfaches homogenes System im Gleichgewicht verhilt. Dies impliziert eine absolute Temperatur
6 > 0 und eine Entropie pro Volumeneinheit 7, die jedem Punkt zugeordnet werden kann. Die freie Energie
pro Volumeneinheit ist definiert durch

Yi=e—0n (3.2)
so, dass das Energiegesetz (3.1) dquivalent durch
wst — & — 0i) = nb — ig; = 0 (3.3)

ausgedriickt werden kann. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik wird in Form der Clausius-Duhem-
Ungleichung angenommen, die besagt, dass die Entropieproduktion ~ nicht negativ ist,

y=i+0($) =0 . (3.4)

Eine dquivalente Umformulierung dieser Ungleichung ergibt sich durch Beriicksichtigung von (3.3):
. 1
— (10 + ) + 1w = 5000 > 0. (3.5)

Mit Hilfe der Coleman-Noll-Vorgehensweise [14, 15] lasst sich daraus fiir bestimmte Klassen von Materialien
die Potentialbeziehung
_ _aﬂ (3.6)
= "0 '

gewinnen.




Betrachtet wird nun eine Klasse von Materialien, die rdumlich nicht lokale Materialeigenschaften besitzt.
Nun soll zum Beispiel angenommen werden, dass die Funktion der freien Energie ¢) nicht nur von den in
der klassischen irreversiblen Thermodynamik zuldssigen Zustandsgrofsen abhingt, sondern auch von den
rAumlichen Gradienten dieser Grofsen. Da Gradiententerme auf Nachbarschaftseffekte hinweisen, ist die
Hypothese eines klassischen lokalen Gleichgewichtszustandes im Allgemeinen dann nicht mehr gerechtfertigt.
Nach der klassischen irreversiblen Thermodynamik kann die Existenz der absoluten Temperatur # und der En-
tropie 1 jedoch nur fiir Gleichgewichtszustande bewiesen werden. In Anlehnung an die klassische irreversible
Thermodynamik kann dieses Problem konzeptionell wie folgt gelost werden.

Es wird angenommen, dass der Zustand jedes materiellen Punktes von B zu jedem Zeitpunkt mit einem
homogenen materiellen System im Gleichgewicht assoziiert werden kann, welches als verallgemeinerter assozi-
ierter lokaler Gleichgewichtszustand oder -system bezeichnet wird. Die klassische Thermostatik gewéahrleistet
fiir das verallgemeinerte assoziierte Gleichgewichtssystem die Existenz der absoluten Temperatur 6(x,t)
und der Entropie 7(x, t). Diese sollen fiir jeden Punkt « und zu jeder Zeit t mit denen des realen Materials
iibereinstimmen. Mit v;, wobei I = 1, ..., Ny ist, sollen die Komponenten der Zustandsvariablen und mit £,
wobei J = 1, ..., Ny ist, die Komponenten der zeitlichen und rdumlichen Ableitungen von v; bezeichnet
werden und fiir die freie Energie des realen Materials soll

Y =(vr,£7,0) (3.7)

angenommen werden. Fiir die Zwecke der vorliegenden Arbeit geniigt es anzunehmen, dass Zeit- und Raum-
ableitungen von 6 nicht in £ ; enthalten sind.

Es wird angenommen, dass die Massendichte p und die Materialgleichung fiir die freie Energie Gleichung
(3.7) des fiktiven lokalen Gleichgewichtssystems mit denen des realen Materials iibereinstimmen. Sowohl
fiir das reale Material als auch fiir den zugehorigen fiktiven Gleichgewichtszustand wird postuliert, dass die
freie Energie ¢) und die innere Energie e die Gleichung (3.2) erfiillen. Mit anderen Worten: Nicht nur die freie
Energie, sondern auch die innere Energie ist in beiden Systemen identisch. Sei q ein allgemeiner Energie- bzw.
Warmeflussvektor und w,; die Spannungsleistung jeweils fiir das reale System, sodass die Energiebilanzen (3.1)
und (3.3) fiir das reale Material gelten. Jetzt wird eine Energiebilanz fiir das fiktive zugehorige Gleichgewichts-
system eingefiihrt, indem ¢ fiir dieses (homogene) System als neue Zustandsvariablen betrachtet werden,
die unabhéngig von vy, 6 sind. Es wird zum Beispiel angenommen, dass ¢;; und 0y¢;; als Zustandsvariablen
in die Materialfunktion von ¢ eingehen. Dann wird Oye;; fiir den verallgemeinerten zugehorigen lokalen
Gleichgewichtszustand als neue, unabhingige kinematische Variable betrachtet. Diese zusatzliche Zustandsva-
riable wiederum erzeugt zuséatzliche Spannungen hoherer Ordnung, sodass die in die Energiebilanz fiir den
fiktiven assoziierten lokalen Gleichgewichtszustand eingehende Spannungsleistung w,; im Allgemeinen von
wg verschieden sein wird. Der Energie- bzw. Warmefluss fiir das fiktive Gleichgewichtssystem wird mit 0;g;
bezeichnet und damit wird fiir dieses System die Energiebilanz

&= We — O], VN We — 1) — 07 — 0 — 9;g; = 0 (3.8)
postuliert. Werden die Spannungsleistung w’, und der Energie- bzw. Warmeflussvektor q' durch
w;t = Wsp — Wst (3.9

q’ =q- q (3.10)
definiert, dann wird aus den Gleichungen (3.1) und (3.8) die Gleichung

wh, = 0iq) . (3.11)




) %

Weiter wird angenommen, dass w(; und q' in N Teile w/, 1) und q’( ) additiv zerlegt werden kénnen:
W = Wy(ry + W) + o + Wy (3.12)

9 =qy) + g + -+ (3.13)

und es werden die Gesetze

w;t(l) = @‘qh)i )

/ /
Wgp(2) = 0iq 2)i
st(2) (2)i (3.14)

w;t(N) = aiQZN)i

postuliert. Um die Theorie zu vervollstédndigen, miissen noch einige konstitutive Gleichungen fiir w/, i) und q’
angegeben werden. Dabei kann es sein, dass neue Variablen einbezogen werden.

Die physikalische Idee hinter diesen Gleichungen ist, dass die Energie- bzw. Warmeflussvektordifferenz q’
zwischen dem aktuellen und dem verallgemeinerten lokalen Gleichgewichtszustand aus N verschiedenen
Teilen zusammengesetzt sein kann, die mit entsprechenden Energietragern in Beziehung gesetzt werden
konnen. Diese Tréager bieten die Moglichkeit, einen gewissen Energie- bzw. Warmetransfer in mechanische
Leistung zu erzeugen, ohne die innere Energie zu beeintrichtigen, wie aus den Gleichungen (3.9) - (3.14)
hervorgeht. Die angenommene Ubertragung muss bei der Entropieproduktion beriicksichtigt werden, und
daher wird postuliert, dass fiir das fiktive lokale Gleichgewichtssystem

y=10+0 <q€i) >0 (3.15)
gilt. Daraus ergibt sich mit den Gleichungen (3.8)
. . o 17
~(n+ )+ a0 =0 . (3.16)

Die Ungleichung (3.15) (bzw. (3.16)) ist die Anpassung der Clausius-Duhem-Ungleichung (3.4) fiir den
verallgemeinerten assoziierten fiktiven lokalen Gleichgewichtszustand, die auch fiir das reale Material gelten
soll. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass das Konzept des verallgemeinerten assoziierten lokalen
Gleichgewichtszustands die Existenz der absoluten Temperatur und der Entropie induziert und die Einfithrung
der Ungleichung (3.15) oder (3.16) motiviert. Diese Ungleichungen kénnen mit den bekannten Methoden
der Kontinuumsthermodynamik ausgewertet werden. Wie bereits erwahnt, wird in dieser Arbeit davon
ausgegangen, dass alle Materialfunktionen nicht von zeitlichen und rdumlichen Ableitungen von 6 abhéngen.
Mit Anwendung der Coleman-Noll-Vorgehensweise [14, 15] folgt, dass fiir die Entropie

oY (vr,&7,0)

50 (3.17)

n=-
gilt. Diese Potentialbeziehung wird im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit verwendet. Abschliel3end
sei angemerkt, dass der Hauptunterschied dieses thermodynamischen Ansatzes zu anderen Ansédtzen zum
gleichen Thema in den Energieiibertragungsgleichungen (3.9)-(3.14) besteht, die in anderen Theorien nicht
postuliert werden.







4 Das mikromorphe Kontinuum

Das Mikrokontinuum von Mindlin [39] und das mikromorphe Kontinuum von Eringen [22] sind im Wesentli-
chen gleich zueinander. Daher werden im Folgenden beide als mikromorph bezeichnet. Fiir ein umfassendes
Studium der expliziten als auch der impliziten Gradientenelastizitit ist die Einbeziehung des mikromor-
phen Kontinuums von zentraler Bedeutung. Dieses Kapitel stellt wesentliche Grundziige des elastischen
mikromorphen Kontinuums in einer Form bereit, die zweckméRig fiir die nachfolgenden Kapitel ist.

4.1 Grundlagen des mikromorphen Kontinuums

Ein mikromorphes Kontinuum ist ein makroskopischer Korper, der das Volumen V' im dreidimensionalen
Euklidischen Raum einnimmt und dessen Punkte mit Ortsvektoren x identifiziert werden. An jeden Punkt x
wird ein Mikrokontinuum angeheftet, das nur homogene Deformationen erfahren kann (siehe Mindlin [39]).
Der Mikro-Verschiebungsgradient wird mit ¥ bezeichnet und seine Komponenten ¥;; hdngen nur vom
betrachteten makroskopischen Punkt & und der Zeit ¢ ab, ¥;; = V;;(«, t). Der Makro-Verschiebungsvektor ist
u = u(x,t) = u;e; und die Komponenten des Makro-Dehnungstensors € = e(x, t) sind

1
€ij = i(ﬁluj + @ul) = 8(2%) . 4.1)
Zusatzlich werden ein relativer Verschiebungsgradient v = ~(x, t)
Yij = Oiuj — Wi; (4.2)

und der Gradient k := gradW¥
Rijk = &\Iljk (43)

eingefiihrt. Es wird postuliert, dass neben den Komponenten u; auch die Komponenten ¥;; unabhingige
kinematische Freiheitsgrade darstellen. Dies impliziert auf der einen Seite, dass die Cauchy’sche Spannung X
i.A. nicht symmetrisch ist und auf der anderen Seite, dass hohere Kréfte (sog. Doppelspannungstraktionen T)
und hohere Spannungen (sog. Doppelspannungen ) existieren. Die Traktion T ist ein Tensor zweiter Stufe
mit Komponenten 7;;, wahrend die Doppelspannung ein Tensor dritter Stufe mit Komponenten f;;;, ist. Die
Spannung ¥ wird in Anteile 7 und o gemaf3 der Gleichung

Eij =T+ 0y 4.4
zerlegt. Fiir statische Probleme und vernachlassigbare Volumenkrifte gelten die Bilanzgleichungen

81-21-]- =0 , (4.5)
@',uijk + ok = 0 . (4.6)

Ist ¥ eine Rotation, so reduziert sich das mikromorphe Kontinuum auf das sogenannte mikropolare Kontinu-
um. Fiir das mikropolare Kontinuum stellt (4.6) eine Gleichgewichtsbedingung fiir Drehmomente dar. Die
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Spannung 7 kommt in der Bilanzgleichung (4.6) nicht vor und sie ergibt sich fiir das mikromorphe Kontinuum
als symmetrisch,
Tij = Tji . (47)

Die Randbedingungen zu den partiellen Differentialgleichungen (4.5), (4.6) konnen mit Hilfe der Bilanz
der mechanischen Leistung ermittelt werden. Im Falle der Statik ist diese Bilanz dquivalent zu den Gleichge-
wichtsbedingungen und besagt, dass die Leistung der inneren Kréfte gleich zur Leistung der duf3eren Kréfte
ist. Aquivalent dazu ist, dass die virtuelle Arbeit der duferen Kriifte gleich zur virtuellen Arbeit der inneren
Krafte ist. Die letztere Aussage ist bekannt als Prinzip der virtuellen Arbeit.

Um dieses Prinzip aus den Gleichgewichtsbedingungen herzuleiten, wird die Gleichung (4.5) mit der virtuellen
Verschiebung du; und die Gleichung (4.6) mit dem virtuellen Mikro-Verschiebungsgradient 6 ;;, multipliziert.
Anschlief$end wird iiber das Volumen V integriert und die Ergebnisse zueinander addiert:

/ (8ZEU)5UJCZV + / (Omijk + ajk)étlljde =0 . (4.8)
\% \%4
Mit Hilfe partieller Integration wird daraus
/ 81(2”(51@)6”/ +/ 8Z(szk5\lfjk)dv = / [Ewé(azu]) - Ujk(s\l’jk + Mijké(ai\lfjk)]dv (4.9)
\%4 \%4 14

erhalten. Die Anwendung des Gaufd’schen Satzes und die Beriicksichtigung der Gleichungen (4.4), (4.8),
(4.1), (4.2) und (4.3) fithren dann zu

/ (niEijéuj + ni,ul-jkéllljk)dS = / (7‘@'(56@' + Uz‘jd’}/ij -+ uijkémjk)dv . (4.10)
oV 14

Schliellich werden der Spannungsvektor ¢ und die Doppelspannungstraktion 7' definiert durch

tj = nzZU N (411)
Tik = niftiji (4.12)

und aus (4.10) wird das Prinzip der virtuellen Arbeit
/ (tj5Uj + T]kétlljk)ds = / (7’@'56@‘ + O'ij(S%j + /Lijkéliijk)dv (4.13)
ov 1%

erhalten.
Das Oberflachenintegral auf der linken Seite ist die virtuelle Arbeit der &ul3eren Kréfte, wahrend das Volu-
menintegral auf der rechten Seite die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte angibt. Demzufolge stellt

Wst = Tij€ij + 0455 + MijkRijk (4.14)
die Spannungsleistung dar.

Die virtuelle Verschiebung du; verschwindet auf dem Teil 0V, des Randes 9V, auf dem Verschiebungsrand-
bedingungen vorgegeben werden. Ahnlicherweise verschwindet 0W;; auf dem Teil 0V von 0V, auf dem
Randbedingungen fiir ¥;; gelten. Die linke Seite von (4.13) legt dann nahe, die Randbedingung insgesamt
wie folgt zu setzen:

Entweder ¢; oder w; und (4.15)
entweder 7j; oder W, (4.16)
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miissen auf 0V vorgeschrieben werden. Kennzeichnet 0V; den Teil von 0V wo t vorgegeben wird und oV
den Teil von OV wo T vorgegeben wird, so gilt OV, N dVy = 0, OV, U dVy = 9V, OVg N OVyr = O und
0Vy U0V = 0V. Diese Aufteilungen des Randes 0V gelten sinngemél? fiir alle weiteren in dieser Arbeit
verwendeten Randbedingungen.

4.2 Elastisch mikromorphes Kontinuum

4.2.1 Lineare Elastizitatsgesetze

Ein elastisches mikromorphes Kontinuum ist charakterisiert durch die Existenz einer freien Energie pro
Volumeneinheit N

P = 7/)(5,% H) . 4.17)
Ferner wird angenommen, dass die Materialfunktionen fiir 7, o und g auch nur von ¢, 4 und  abhéngen und
dass die konventionelle Thermodynamik der geeignete Rahmen zur Behandlung des elastischen mikromor-
phen Kontinuums ist. Nun werden isotherme Deformationsprozesse mit gleichformig verteilter Temperatur
betrachtet. Damit reduziert sich der zweite Hauptsatz (3.5) auf

Im Hinblick auf die Gleichungen (4.14) und (4.17) ergibt sich daraus
¢\ . oy \ | AW
o . R y P > . .
(Tz] 86”‘) Eij + (Uzj 87@]) ’Yz] + (/hjk aﬁijk) Rijk 2 0 (4 19)

Gemal} der Argumentation von Coleman und Noll [15] kénnen &, 1[) (bzw. 4) und & im betrachteten Punkt
beliebig vorgegeben werden. Da 7, o, u nicht von €, 4 und & abhéngen, miissen die Klammerausdriicke in
(4.19) verschwinden, um die Ungleichung fiir jeden beliebigen, zulédssigen Prozess zu erfiillen. Dies fiihrt zu
den Potentialbeziehungen (Elastizitdtsgesetze)

o
ij = ) 2

Tij De (4.20)

_ o0
Oij = le ) (4.21)

o
Hijk = 8"5ijk (4.22)

und zur Gleichung '

ws =P . (4.23)

Damit trigt die gesamte Spannungsleistung zur zeitlichen Anderung von ¢ bei (nichts wird dissipiert).
Seien Cjii, Bijkts @ijkimns Dijkim, Fijkim und G;j1; jeweils Komponenten von Elastizitatstensoren mit folgenden
Symmetrieeigenschaften:

Cijrt = Crij = Cijirry (4.24)
Bijri = Briij (4.25)
Qijkimn = Amnijk (4.26)
Dijkim = D(ijykim (4.27)
Fijkim = Flij)kim (4.28)
Gijur = Gijrt) - (4.29)
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Die Annahme (vergleich Mindlin [39])

~ 1 1 1
Y =1(e,7, k) :igz’jcijklgkl + i%‘sz‘jkl')’kl + S ijkBijktmn Simn

Yij DijkimBEkim + €ijFijkimbkim + YijGijkirl (4.30)

ist der einfachste Ansatz, der zu linearen Elastizititsgesetzen fiihrt (der Elastitatstensor D besitzt keine
Symmetrieeigenschaften):

oY
Tpg = 87 :Cpqij&'j + ’YijGiqu + ]:qulm"{klm
€pg
=Cpyij€ij + (G")pgijVij + Fpgkimbkim (4.31)
o)
Opg = 7 :quklgkl + qukl’}’kl + quklmﬁklm ’ (432)
Dpq
o
fpgr = o—— =€ijFijpgr + Vij Dijpgr + 8pgrimnKimn
Okpgr

=(FD)pgrijij + (D) pgrijVij + Qpgrimnkimn - (4.33)

4.2.2 Mikromorphe Elastizitat mit rotationsfreien Mikro-Deformationen

Fiir das weitere Vorgehen ist der spezielle Fall wichtig, bei dem nur die symmetrischen Anteile von ¥ und ~
die Materialfunktionen beeinflussen. Um dies zu erreichen, wird festgelegt, dass die Elastizitatstensoren in
(4.30) neben den Eigenschaften (4.24) - (4.29) zusétzlich die folgenden Symmetrien aufweisen:

Bijki = Bij(ky (4.34)
Qijkimn = Qjkl(mn) (4.35)
Dijkim = Diij)k@im) (4.36)
Fijeim = Fijk(im) (4.37)

Gijki = Gajyrr - (4.38)

Insgesamt besitzen dann die Elastizititstensoren die Eigenschaften:

Cijkt = Crii = Clijykr) (4.39)
Bijki = Briij = Bujyny (4.40)
Qijkimn = &mnijk = &i(jk)(mn) > (4.41)
Dijkim = D(ij)k(im) > (4.42)
Fijkim = Flij)k@m) - (4.43)
Gijkl = Gajyrty - (4.44)

Bemerkung Die postulierten Eigenschaften der Elastizitatstensoren in Gleichungen (4.34) - (4.38) sollten
wie Grenzprozesse verstanden werden. Beispielsweise entspricht die Gleichung (4.34) dem Grenzprozess
Byjjx) — 0. Beim Durchfiihren der Grenzprozesse, die von den Gleichungen (4.34) - (4.38) festgesetzt werden,
entsteht ein “Grenzsystem* von Gleichungen, dessen Kompatibilitat iiberpriift werden muss. Beispielsweise ist
zu priifen, ob das Grenzmodell mit dem zweiten Hauptsatz vereinbar bleibt und ob die Grenzspannungen
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auch Potentialbeziehungen erfiillen. Es ist auch zu iiberpriifen, ob die Grenzwerte der Randbedingungen mit
dem Grenzsystem kompatibel sind. Diese Bemerkung gilt fiir jegliche Art von Grenzprozessen von Materialpa-
rametern.

Bei den Grenziibergéngen gemal} Gleichungen (4.34) - (4.38) gehen die Materialfunktion von ¢ in Gleichung
(4.30) und die Formeln fiir die Spannungen in Gleichungen (4.31) - (4.38), in

= 1 1 1
Y = p(€ij, Vig)s Kik)) =5€iiCijrent + 5V Bimt V) + SHi(k) igktmn i (mn)

+ Y(i5) Dijkimbrm) + €ijFijkimbrm) + V(i) Cijki€rl (4.45)

Tog =Cpais€ij + (6" )pai V(i) + Fpartmbik(im) (4.46)

Opg = O(pq) =Cpaki€kl + BpakiV(kt) + PpgkimBk(im) (4.47)
Hpar = Lip(ar) =(F paris€is + (DT )parig¥(is) + Bpgrimnkit(mn) (4.48)

liber. Fiir die Spannungen bestehen weiterhin Potentialbeziehungen, allerdings in Verbindung mit der Funktion

(VR

qu = T(pq) = gpq 5 (4.49)
o0
qu = O'(pq) = m s (4.50)
o
Hrar = tptar) = g (4.51)
und der Cauchy’sche Spannungstensor ¥ wird symmetrisch:
Yij = Tij + 04 = B (4.52)
Ferner geht die Spannungsleistung w,; in Gleichung (4.14) in
Wst = Tij€ij + iV (ij) T MijkRi(ik) (4.53)
iiber und es gilt weiterhin
d=
v = — . 5
Wst = tw (4.54)

Infolge der letzten Gleichung bleibt auch der zweite Hauptsatz (siehe Gleichung (4.18)) stets erfiillt. SchlieRlich
ist aufgrund der Symmetrieeigenschaft p;;x = ju;(;x) sofort ersichtlich, dass die Gleichung (4.10) in

/ (niEij(Suj+ni,uijk5\11(jk))dS:/ 51fj)vdv (4.55)
ov \%4

tibergeht. Da ¥;;,) nirgendwo auftritt, besagt die letzte Gleichung, dass die unabhangigen kinematischen
Freiheitsgrade des Systems jetzt u; und ¥ ;;) sind. Damit fordert die Gleichung (4.55) die Randbedingungen:

Entweder t; =n;Y;; oder wu; und (4.56)
entweder Ty, = nju;j  oder W , (4.57)

welche auf OV vorgegeben werden, miissen.
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Bemerkung In der obigen Vorgehensweise bleibt W|;;; unbestimmt; es hat aber keinerlei Einfluss. Dies legt
nahe, die Deformationen des Mikrokontinuums von Beginn an tiberall als rotationsfrei, d.h. ¥;; = Wiz, Zu
postulieren. Es ist einfach zu priifen, dass alle Gleichungen dieses Abschnittes genauso fiir diesen Fall gelten,
wenn zusatzlich « durch ~;; == ¢;; — ¥;; definiert wird. Aber jetzt bleibt kein Anteil von ¥ unbestimmt. In
der Tat wurde eine solche Theorie in Forest und Sievert [24] unter dem Namen “micro-strain continuum”
vorgeschlagen. In dieser Arbeit wird das 3-PG-Modell in Kapitel 6.1 als Sonderfall der mikromorphen Elastizitét
mit rotationsfreien Mikro-Deformationen hergeleitet.
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5 Das Kelvin-Modell der Gradientenelastizitat
(KG-Modell)

Es gibt zwei Interpretationen des KG-Modells (siehe Brose et al. [10, 11] und Sideris [49]). Die eine betrachtet
dieses Modell als Grenzfall der mikromorphen Elastizitédt mit rotationsfreiem ¥. Demzufolge ist der Rahmen
dieser Betrachtungsweise die klassische Thermodynamik. Die andere interpretiert das KG-Modell als klassisches
Kontinuum, formuliert im Rahmen der nicht konventionellen Thermodynamik. Beide Vorgehensweisen werden
in diesem Kapitel erlautert.

5.1 Das KG-Modell als Grenzfall mikromorpher Elastizitat

5.1.1 Explizite Gradientenelastizitat als Grenzfall mikromorpher Elastizitat mit rotationsfreier
Mikro-Deformation

Ein elastisches mikromorphes Kontinuum mit rotationsfreier Mikro-Deformation erfiillt die kinematischen
Gleichungen

Ui =V %=y =5 — Vi s Kigk = Kigr) = 0%k, (5.1

alle Gleichungen von Abschnitt 4.2.2, sowie die Bilanzgleichungen (4.5) und (4.6). Der Fokus wird jetzt auf
den Grenzfall

Bijk — 00 (5.2)
gelegt. Dieser Grenziibergang erfordert die geometrische Zwangsbedingung

lim ;=0 , (5.3)
Bijki—00

ansonsten wiirde die freie Energie 1) in Gleichung (4.45) iiber alle Grenzen wachsen. Dies wiederum bedeutet,
dass der Spannungsanteil B,;,;7x; in Gleichung (4.47) durch Materialgleichungen nicht bestimmt werden
kann. Diese Situation ist im Grunde @hnlich zum Fall isotroper klassischer Elastizitidt, wo ein unendlich
groRes Kompressionsmodul zu Inkompressibilitit fithrt. Dieser Sachverhalt wird durch die geometrische
Zwangsbedingung ¢; = 0 und die Existenz einer skalaren Spannung, des Druckes, reflektiert. Der Druck ist
durch Materialgleichungen nicht bestimmbar sondern wird aus Bilanzgleichungen und Randbedingungen
berechnet. Grundsatzlich gilt (siehe Truesdell und Noll [54]), dass fiir die Erfiillung geometrischer Zwangsbe-
dingungen im Materialverhalten spezielle, sog. konjugierte, Spannungen benétigt werden, die keine Arbeit
leisten. Fiir die Erfiillung von ~;; = 0 ist in diesem Fall die konjugierte Spannung B,V erforderlich, die
keine Arbeit leistet, d.h. (Bpguivk1)dypg = 0. Dies bedeutet, dass  lim  B,qvk beschrénkt ist und deswegen

Bijkl_>oo

lim Yij Bz’jkzl'}/kl =0in Gleichung (4.45) gﬂt.

Bijkl—mo
Es sei noch darauf hingewiesen, dass Gleichung (5.3) dquivalent zu

8(1”&” =& = \I’ij und Rijk — Eijk = Ez(jk) = aié‘jk (54)
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ist und dass nur drei Terme in Gleichung (4.45) {ibrig bleiben:

. ~ ~ 1 1. ~ ~
lim o = =vY(e,K) = z€i;Cijrcns + 5 RijkijhimnBimn + €ij FijkimFkim - (5.5)
Bijklﬁoo 2 2

Fiir die Grenzwerte der Spannungen in (4.46) - (4.48) gilt

S ) .
Tog = Tpg = 5 = Cpgii€ii + FpgkimBkim (5.6)
€pq
Opg — Opg: Nicht bestimmbar durch Materialgleichungen, (5.7)
IO o) -
Hpgr = Kpgr = Hp(gr) = R = (}-T)pqrmngmn + &pgrimnRimn - (5.8)
Kpqr

Allerdings lasst sich 7, aus der Gleichgewichtsbedingung (4.6) und der Gleichung (5.8) berechnen zu
Gk = 0(jk) = —Oifiijk = —(F " )ijtmn (0i€mn) — Qijktmn (0:01Emn) - (5.9
Fiir die Cauchy-Spannung ergibt sich damit
Yij = Yk = Tjk — Oillijk - (5.10)

Fiir die Spannungsleistung in (4.53) folgt, dass

Wyt — Wt = TyjE45 + ﬁijkﬁi(jk) , (5.11)
womit auch
Bat = 2 (5.12)
Wet = — .
st dt

gilt. Dies wiederum zieht nach sich, dass der zweite Hauptsatz (4.18) stets erfiillt bleibt.

Durch das Einarbeiten der Gleichgewichtsbedingung (4.6) in Gleichung (5.9), um die Spannung o und im
Endeffekt die Cauchy’sche Spannung X zu ermitteln, bleibt nur noch die Gleichgewichtsbedingung (4.5) als
Feldgleichung {ibrig. Damit ist folgendes Gleichungssystem zu losen:

9% =0 (5.13)
Ejk: = %\]k: - az,azgk = Cjkmngmn + []:]klmn - (]:)};kmn} (815mn) - aijklmn(aialgmn) . (5.14)

Es fehlt noch die dazugehorigen Randbedingungen festzulegen. Diese konnen nicht mehr die Form (4.56),
(4.57) haben, weil 9;u; und deswegen auch ¥;; = ¢;; nicht véllig unabhéngig von u; auf OV sind. Aus diesem
Grund wird 0;u; in Tangential- und Normalteile gemaf3 Gleichung (1.3) zerlegt,

(%u]' = Diu]' + TLZ'DU]' . (5.15)

Nun soll angenommen werden, dass u; auf V' U dV,, bekannt ist. Anders als bei der Flachenableitung an
einem Punkt « € 9V,,, kann die Normalableitung an dem Punkt nicht aus u; ermittelt werden, weil Werte von
u; in Richtung der Auennormale n nicht vorliegen. Deswegen kann die Normalableitung Du; unabhéngig
von u; auf dem Rand 9V vorgeschrieben werden (z.B. Mindlin [39]). Das ist die Grundlage, auf der die
Randbedingungen im néchsten Abschnitt aufgestellt werden. Es sei noch erwahnt, dass die Gleichungen
(5.13), (5.14), zusammen mit den noch aufzustellenden Randbedingungen, die explizite Gradientenelastizitét
vom Toupin/ Mindlin-Typ mit linearen Elastizitdtsgesetzen darstellen. Der hier verwendete Grenziibergang
von der mikromorphen zur Gradientenelastizitét ist neu und fiihrt schneller und einfacher zum Ziel als die
von Mindlin [39] verwendete Methode.
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5.1.2 Die zugehorigen Randbedingungen

Sei V ein Bereich in R?, der von einer glatten Fldche OV eingeschlossen wird. Seien ferner A4;; und v;
hinreichend stetig differenzierbare Felder auf VU dV'. In Brand [6] (S.222) wird gezeigt, dass die Identitat

DZ(AU’LLJ)dS = (Dknk)nzAqudS (5.16)
ov ov

umgeschrieben werden kann. Dazu wird Gleichung (5.15) mit A;; multipliziert:
Aijaiuj = A,,J(Dlu]) + Az]nZ(Duj) = DZ(AUUJ) = DI(AUUJ> — (DzAz])u] + Awnl(Du]) . (5.17)

Anwendung dieser Identitét in Gleichung (5.16) liefert
/ [Aij (81’[1]) + (DiAij)Uj — A”m(Du])] ds = (Dknk)nzAljude y (5.18)
ov v
bzw.
/8 Au@yu)ds = [ (D Ay = (D, A+ A Du]dS (5.19)

Jetzt soll die Gleichung (4.10) betrachtet werden und dort soll ji;, fiir p;;5, d¢ji, fiir 0¥, und 7;; fiir 75
eingesetzt werden. AufSerdem muss im Hinterkopf gehalten werden, dass 6;; = 0 und jisx0¢ 5 = Li(jr)0cjn =
Li;k0(0juy) ist und daraus wird

G1% 1%
erhalten. Mit Hilfe der Identitat (5.19) lasst sich (5.20) weiter umschreiben als

/a [nizik —Dj(niﬁijk) + (Dml)nmjﬁijk]dukd5+/a nmjﬁijk(S(Duk)dS :/ &ZJ\dV . (5.21)
|4 Vv

v
Die Unabhéngigkeit der Variationen duy und §(Duy) und die Form der linken Seite legen die Randbedingungen
fest:
Entweder ﬁk oder wu; und (5.22)
entweder }A?k oder Duy (5.23)

miissen auf 0V vorgeschrieben werden, wobei

ﬁk = niEij — D](nzﬂwk) -+ (Dml)nmjﬁijk , (5.24)

Bemerkung Die verwendete Methode zur Festlegung der Randbedingungen geht im Wesentlichen auf Toupin
[53] und Mindlin [39] zuriick. Sie basiert auf der Idee, dass die aufgebrachte Leistung der dulReren Krafte
fiir ein elastisches Material nur eine Anderung der im Material gespeicherten Arbeit, d. h. der freien Energie,
bewirken kann. Die Anderung der freien Energie wiederum legt die Form der Spannungsleistung fest. Ist die
Materialfunktion der freien Energie bekannt, so kann sowohl die dazugehorige Spannungsleistung als auch
die dazugehorigen Randbedingungen ermittelt werden. Die Spannungsleistung ist wichtig fiir die Auswertung
des zweiten Hauptsatzes. Das bemerkenswerte in dieser Vorgehensweise ist, dass die Cauchy’sche Spannung
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symmetrisch und damit klassisch ist. Fiir klassische Materialien hat die Spannungsleistung die Form X;;¢;;,
wahrend die Form der Spannungsleistung in der Gradientenelastizitat 7;;¢;; + fi;x(0;€;k) # Xijéi; ist. Die
nicht klassische Form der Spannungsleistung lésst sich durch die Existenz nicht klassischer Randbedingungen
begriinden und umgekehrt. Damit kann auch der angenommene thermodynamische Rahmen des Ansatzes
verifiziert werden: Es handelt sich um die konventionelle irreversible Thermodynamik mit nicht klassischer
Spannungsleistung bzw. mit nicht klassischen dufderen Kraften.

5.1.3 Das KG-Modell als Sonderfall der expliziten Gradientenelastizitat

Sei /cy ein Materialparameter, der eine innere materielle Lange reprasentiert. Die spezielle Wahl fiir die
Elastizitdtstensoren

Fijkim =0, (5.26)
@ijkimn = €20:Cjkmn (5.27)

hat keine substantielle Auswirkung auf die Kompatibilitdt des materiellen Systems und reduziert die Funktion
1 in Gleichung (5.5) auf die quadratische Form

~

N 1 1
Y(e,R) = §5ijcz’jk;l5k:l + 502(8i5jk)cjklm(ai5lm) : (5.28)

Gewohnlich wird postuliert, dass " positiv definit sein soll. Dies wird sichergestellt, wenn angenommen wird,
dass C und ¢, den Bedingungen

C : positiv definit , ¢ >0 (5.29)
unterworfen sind.
Das Wesentliche ist nun, dass die Spannung in Gleichung (5.14) die Gestalt
ik = Cjrmnemn — 2Cjkmn (0:0i€mn) (5.30)
bzw.
Yik = Cikmnemn — €2Cjkmn (A)mn (5.31)

annimmt. Die letzte Gleichung ist genau das KG-Model in Gleichung (1.4) und ist hier als Kombination von
Material- und Feldgleichungen (Gleichgewichtsbedingungen) hergeleitet worden.
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5.2 Das KG-Modell im Rahmen der nicht konventionellen Thermodynamik

Die Ausfiihrungen dieses Abschnittes entsprechen den Vorstellungen, die in Brose et al. [10, 11] entwickelt
wurden. Die Grundidee ist Gleichung (5.31) jetzt als konstitutives Gesetz aufzufassen.

5.2.1 Grundlegende Annahmen

Die Grundlage der Vorgehensweise ist es, den materiellen Korper als ein Kontinuum zu betrachten, das klassi-
schen Bilanzgleichungen fiir Impuls und Drehimpuls gehorcht. Fiir statische Probleme und vernachléssigte
Volumenkrifte reduzieren sich diese Bilanzgleichungen auf die Gleichgewichtsbedingung und die Symmetrie
der Cauchy’schen Spannung X,

i =0, (5.32)

Durch Multiplikation der Gleichung (5.32) mit u; und Anwendung einfacher Umrechnungen lasst sich die
Leistungsbilanz

/ njzjkakdsz/ Sk jpdV (5.34)
ov \%4

gewinnen. Wie im klassischen Fall wird der Integrand auf der rechten Seite von (5.34) als Spannungsleistung
definiert,

wet = Sirésn - (5.35)
Mit der Annahme, dass die Materialfunktion der freien Energie pro Volumeneinheit von
Ejk > Rijk = Kigk) = Oigjy - und 0 (5.36)
abhangt, folgt
v =1(e,R,0) . (5.37)
Die Form von 1) in (5.5) ist ein isothermer Sonderfall von (5.37).

Es ist bekannt (siehe Eringen [21]), dass klassische Thermodynamik mit klassischen duf3eren Kréften die
Abhéangigkeit der freien Energie von k verbietet. Deswegen wird die nicht konventionelle Thermodynamik in
Kapitel 3 als der geeignete thermodynamische Rahmen fiir Materialien mit Freier Energie der Form (5.37)
verwendet. Mit N = 1 folgt aus Gleichungen (3.8) - (3.13), dass

Wst = Wet + w;t , 9q=4q+ q, 5 (5.38)
ey — why — b — 0 — 0 — 0ig; =0, (5.39)
why = 0iqh (5.40)
aus Gleichung (3.16), dass
) ) .1
Wt — Wey — 9 — ) — gqiaﬂ >0 (5.41)
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und aus Gleichung (3.17), dass

(e, Kk, 0
n:_’W2: ) (5.42)
Jetzt werden in der Ungleichung (5.41) zuerst die Ansétze (5.35) und (5.37) eingesetzt
. o o op. . 1_
Noga —w, — P e — —0 —nh — =q.0,0 > .
JkEjk — Wey agjkajk Do Kijk 50 0 —no qu(? 0>0 (5.43)
und dann folgt mit der Gleichung (5.42), dass
oY\ . o - , 1
Sip— —— ) i — Ry — Wy — =300 >0 . 5.
< gk a«Sjk>€]k ak\ijkliwk Wy eqla _0 ( 44)
Mit Hilfe der Identitéat
o o .. o o \1.
T &) = O; _ ) — 19, _ . 5.45
O %~ Oz (Oix) =0 <3f‘v‘z’jkz€]k> [6 (3/%1:)] Ik .45
folgt daraus
O O : oy, 1
Yk — 7 T\ A< ik — Ui | < ¢4 —5_*1'1'92 . 5.46
ik Dern +0 <3I€¢jk>] Ejr — O <8’€ijk63k> Wy gqa 0 (5.46)

Zur Auswertung dieser Ungleichung sind neben Gleichung (5.37) weitere konstitutive Annahmen nétig. Dies
soll im nichsten Abschnitt geschehen.

5.2.2 Die konstitutive Struktur

Eine einfache konstitutive Annahme, um bei der Ungleichung (5.46) weiterzukommen, die im Wesentlichen
auf Maugin [38] zuriickgeht, lautet

.
Dieser Ansatz erlaubt die Ungleichung (5.46) folgendermaf3en zu vereinfachen:
N o \1. 1_
YSik—=— 40 | = w— —q;0:0 > . 5.48
ik Desn +0 <amjk>} €k 9q18 0 (5.48)

Des Weiteren werden fiir ¥ und g die konstitutiven Annahmen
Ejk: = ij(s, E, 9) y (549)
(?i = (ji(ea'?ﬂeagrad 9) (550)

getroffen. Dann sind, gemaR der Coleman und Noll Argumentation [15], die Bedingungen
(e, R, 0) (e, R, 0)
5 _ o i , 5.51
ik 85jk a < 8"<'7ijk ( )
q;0i60 <0 (5.52)
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notwendig und hinreichend fiir die Giiltigkeit der Ungleichung (5.48). Schliel3lich wird noch die konstitutive
Annahme

%:_awinﬁkﬁ+q 7 (5.53)
8/-%-;.3
aici =0 (5.54)

gemacht. Es wird angenommen, dass der divergenzfreie Vektor ¢ ebenfalls von den Zustandsvariablen, aber
nicht von grad # abhéngt. Dieser braucht jedoch hier nicht naher spezifiziert zu werden. Mit anderen Worten:
Das Energietransformationsgesetz (5.40) ist fiir die Annahmen (5.53), (5.54) und (5.47) trivialerweise
(identisch) erfillt. Bis auf den Vektor c stellt ¢/, gemaf3 Gleichung (5.53), einen Flussvektor dar, der freie
Energie transportiert. Eine physikalische Interpretation fiir Materialien mit Defekten ist, dass die Existenz von
Defekten, neben der Speicherung von Energie infolge der {ibergeordneten elastischen Deformationen, die mit
der Dehnung ¢ erfasst wird, noch die Speicherung von Energie bewirkt, die mit lokalen Deformationen infolge
von Defekten zusammenhéangt. Diese lokalen Deformationen werden mit x erfasst. Deformiert sich der Korper
elastisch, so bewegen sich die Defekte und somit wird Verzerrungsenergie durch ¢’ transportiert.

Nun wird auf den Energiesatz (5.39) zuriickgegriffen, um isotherme Deformationen zu definieren, bei denen
eine vollstindig zuriickgewinnbare, nicht thermische Energie vorliegt, was durch die Gleichung

0 = 0y = konst. (5.55)
Oor) + 0iq; =0, (5.56)
b = ¢(e,R,00) = (e, R) (5.57)

ausgedriickt wird. Dann folgt aus Gleichung (5.39)
Wy —why —1h =0 (5.58)
bzw. (mit Hilfe von (5.35), (5.38) und (5.40))
Siéje — O = = s (5.59)

wahrend das Elastizitdtsgesetz (5.51) in

Yik = Tjk — Oillijk (5.60)
_ 0Y(e,R)

Tik "= —(5 - (5.61)
ik a€jk

(e, R)

Hijk = ak\”k (5.62)

iibergeht.

5.2.3 Das KG-Modell

Die Gleichungen (5.60) - (5.62) stellen ein Materialgesetz dar, das das Modell (5.30) bzw. (5.31) als Sonderfall
fur

~ 1 1
Y =1(e,K) = §5ijcijkl5kl + 502(82'5jk)cjkmn(8i5mn) (5.63)
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enthalt:
Ejk = %\]k‘ - az,azjk = Cjk:mngmn - CQCjkmn(Asmn) (KG'MOdeH): (5.64)
?jk = Cjkmngmn s (565)
Hijk = c2CjkmnOi€mn - (5.66)

Das mechanische Analogon dazu ist in Abbildung 5.1 zu sehen und besteht aus zwei parallel geschalteten Fe-
dern. Die eine Feder ist konventionell und entspricht der Spannung 7;;, wahrend die andere nicht konventionell
ist, der Spannung —0;/i; ;. entspricht und nur bei inhomogenen Deformationen agiert. Das System in Abbildung
5.1 ist das Gegenstiick in Gradientenelastizitédt des Kelvin-Modells in der Viskoelastizitdt. Dementsprechend
wurde das Materialgesetz (5.64) als Kelvin-Modell der Gradientenelastizitdt (KG-Modell) in Brose et al. [9, 8]
bezeichnet. Im Unterschied zur Vorgehensweise in Abschnitt 5.1, stellt jetzt (5.64) ein echtes Materialgesetz
dar.

konventionelle Feder

I A N A N N A W

b)) ik b)) ik
e — . . —
’ nicht konventionelle S
Feder
— iy,
g jk

Abbildung 5.1: Das mechanische Analogon: Zwei Federn sind parallel geschaltet.

Das KG-Modell zusammen mit der Gleichgewichtsbedingung (5.32) bildet ein System aus partiellen Diffe-
rentialgleichungen, das es zu l6sen gilt. Die zugehorigen Randbedingungen miissen auch im Rahmen der
nicht konventionellen Thermodynamik aufgestellt werden. Dazu wird Gleichung (5.59) {iber das Volumen V'
integriert:

/ SpéjrdV — / aiquvzi / PdV & (5.67)
v v dt Jy
/ Sk (0 )dV — / aiquvzi / YdV < (5.68)
v 1% dt Jy
/ 8; (Syxiug,)dV — / (8;%1)undV — / Oq,dV = L / pdv . (5.69)
v v v dt Jy

Das zweite Integral auf der linken Seite verschwindet wegen Gleichung (5.32). Die anderen zwei Integrale
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auf der linken Seite lassen sich mit Hilfe des Gauld’schen Satzes umformen zu:

d ~
/ njEJ-kude —/ n,q;dS = / de . (570)
oV oV dt Jy
Des Weiteren werden die Formeln (5.53) und (5.62) mit § = 6y = konst. und ¢ = 0 eingesetzt:
. . d ~
/ njEjkude — / ni,uijksjde = / ¢dV . (5.71)
P1% P% dt Jy

Wenn die Zeitableitungen () durch virtuelle Anderungen §() ersetzt werden und die Symmetrie Hijk = Hi(jk)
berticksichtigt wird, folgt aus (5.71) das Prinzip der virtuellen Arbeit

/ [0S k0ur — nifiijrd(djur)] dS = 6 / bdvV (5.72)
ov \%

Das Oberflachenintegral ist genau dasselbe wie in Gleichung (5.20). Dementsprechend lésst es sich wie in
Gleichung (5.21) schreiben und fiihrt auf dieselben Randbedingungen wie in Gleichungen (5.22) und (5.23).
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6 Das Drei-Parameter-Modell der Gradientenelastizitat
(3-PG-Modell)

Ahnlich wie im Fall des KG-Modells gibt es auch fiir das 3-PG-Modell zwei Interpretationsmoglichkeiten
(siehe Brose et al. [9]). Die eine betrachtet dieses Modell als Sonderfall der mikromorphen Elastizitat mit
rotationsfreiem W. Der thermodynamische Rahmen dieser Vorgehensweise ist klassisch. Die andere Betrach-
tungsweise interpretiert das 3-PG-Modell als klassisches Kontinuum und verwendet die nicht konventionelle
Thermodynamik. Auch fiir dieses Modell werden beide Vorgehensweisen erldutert. Die Ausfiihrungen basieren
auf den Ideen, die in Brose et al. [9] entwickelt wurden.

6.1 Das 3-PG-Modell als Sonderfall mikromorpher Elastizitat mit rotationsfreier
Mikrodeformation

Es wird angenommen, dass die Gleichgewichtsbedingungen (4.5), (4.6) und alle Gleichungen des Abschnitts
4.2.2 mit

Vi =Wy v =65 =i — Vi Kk = Kigr) = 0¥k (6.1)

gelten. In Brose et al. [9] wurden zwei unterschiedliche Ansétze fiir die freie Energie (Form A und Form B)
diskutiert, die dem 3-PG-Modell zugeordnet werden konnen. Hier wird exemplarisch nur die eine Form (Form
A) erliutert.

Sei c3 ein dimensionsloser Parameter und sei ,/c; ein Materialparameter mit der physikalischen Bedeutung
einer inneren materiellen Linge. Beide Parameter werden als positiv angenommen,

ci,c3>0 . (6.2)

In Gleichung (4.45) wird C als positiv definit angenommen und

Bijri = c3Cijrr (6.3)
& jkimn = €1¢30:1Cikmn (6.4)
Dijkim = Fijkim =0 (6.5)
Gijrt =0 (6.6)
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gesetzt. Dann folgt aus (4.45) - (4.52)

1 1 1
w = 1/1A(€a Y, K’) = igijcijmngmn + §C3’Yijcijmn'7mn + 501035ijkcjkmn"€imn ) (67)
o A
Tij = T(ij) = atij = CijmnEmn (6.8)
A
Oij = 0(i5) = 87 = C3Cijmn7mn = C3Cijmn5mn - C3Cijmn\pmn ) (6.9)
ij
Zij = E(ij) =Tij t 0y = (1 + 63)Cijmn5mn - CSCijmn\Ijmn ) (6.10)
oA
Hijh = HiGk) = 5, = c163Cjkmn0i¥mn = (6.11)
Kijk
Oittijt = 163Cikmm A% . (6.12)

Es sei angemerkt, dass die positive Definitheit von C und die Ungleichungen (6.2) auf der einen Seite die
Invertierbarkeit von C und auf der anderen Seite die positive Definitheit der quadratischen Form 1/ (e, v, &)
garantieren.

Im Folgenden wird bewiesen, dass die Gleichungen (6.8) - (6.12) zusammen mit der Gleichgewichtsbedingung
(4.6),

Oiltijr = —0ij (6.13)
das 3-PG-Modell in Gleichung (1.5) implizieren.
Als erstes wird die Laplace Ableitung der Spannung J;; in Gleichung (6.10) gebildet:
AE2961 = (1 + 03)CpqmnA5mn - CSCpqmnA\I’mn . (6.19)

Dann wird die Gleichgewichtsbedingung (6.13) in Gleichung (6.12) eingesetzt:

c163Ckmn AV iy = =0, (6.15)

bzw. (mit Hilfe von (6.10) und (6.8))
c163Cikmn AV mn = =3k + CikmnEmn = (6.16)
AV, = —ql(jg(cl)mnjkzjk + cllcfm” . (6.17)

Substitution des letzten Ergebnisses in Gleichung (6.14) liefert

ClAqu — qu = Cl(l + C3)CpqmnA5mn — Cpqmnsmn . (6.18)
SchlieBlich wird ein neuer Materialparameter c, eingefiihrt, mit der physikalischen Bedeutung von ,/c; als
eine innere materielle Linge:

co=ci(l+c3) & 032620_161 . (6.19)

Damit geht Gleichung (6.18) in die Gleichung des 3-PG-Modells

1A — pg = 2CpamnAmn — Cpgmnmn  (3-PG-Modell) (6.20)

28



uber.

Es sei hier noch einmal darauf aufmerksam gemacht, dass das 3-PG-Modell als Sonderfall der mikromorphen
Elastizitat (siehe Abschnitt 4.2.2), die konsistent mit klassischer Thermodynamik ist, hergeleitet wurde. Ferner
wurden sowohl Materialgleichungen als auch die Gleichgewichtsbedingung (4.6) verwendet. Insgesamt ist
also das 3-PG-Modell als Kombination von Material- und Bilanzgleichungen im Rahmen der klassischen
Thermodynamik zustande gekommen. Aus den Gleichungen (6.2) und (6.19) ergibt sich, dass die Parameter
c1 und ¢, der Bedingung

co>c1 >0 (6.21)
unterworfen sind.

Zum Schluss sind die Gleichgewichtsgleichung (4.5) und die Gleichung (6.20) bzw. dquivalent dazu (6.9) -
(6.11) und (6.13) iibrig geblieben. Die dazugehorigen Randbedingungen sind dieselben wie in den Gleichungen
(4.56) und (4.57).

6.2 Das 3-PG-Modell als Gegenstiick des 3-Parameter-Festkorpers der
Viskoelastizitat

Es fallt auf, dass das 3-PG-Modell (siehe z.B. Gleichung (6.20)) nur die Cauchy’sche Spannung ¥, die Dehnung
e und deren rdumliche Ableitungen enthélt. Dies mag so interpretiert werden, dass die Verschiebungskompo-
nenten u; die einzigen unabhéngigen kinematischen Freiheitsgrade in V' sind. Damit liegt die Vermutung nahe,
das 3-PG-Modell als ein konstitutives Gesetz fiir ein klassisches Kontinuum anzusehen, d.h. ein Kontinuum
mit symmetrischem Cauchy’schen Spannungstensor, der die gewohnliche Gleichgewichtsbedingung (4.5)
erfiillt. Diese Vorstellung wurde in der Tat in Brose et al. [9] entwickelt, allerdings im Rahmen der nicht
konventionellen Thermodynamik. Die folgenden Ausfiihrungen sind sehr eng an dieser Interpretation von
Brose et al. [9] angelegt.

6.2.1 Die Grundidee der Vorgehensweise

Das Ziel ist es, ein Modell der Gradientenelastizitét als Gegenstiick zum 3-Parameter-Festkorper der Viskoelas-
tizitdt zu entwickeln. Dabei werden die Zeitableitungen des 3-Parameter-Festkorpers der Viskoelastizitét
durch Laplace Ableitungen ersetzt. Es wird ein materieller Korper betrachtet, der die klassischen Gleichge-
wichtsbedingungen (5.32) und (5.33) erfiillt,

0;¥r=0 , (6.22)

Zjk = 2Ry (6.23)

wobei X, die Komponenten der Cauchy’schen Spannung sind. Die unabhéngigen kinematischen Freiheitsgrade
des Kontinuums in V' (nicht auf dem Rand 9V") sind die Verschiebungskomponenten u;. Wie in der klassischen

Elastizitit sei die Spannungsleistung durch
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definiert, wobei ¢ j;, wie bisher die Komponenten des Dehnungstensors sind (vergleiche Gleichung (4.1)). Wir
nehmen an, dass ws und ¢; den Gleichungen (3.1) - (3.14) mit V = 1 geniigen,

Wst = Wet + w;t y Qi = ¢+ q; , (625)
Wy —why — 1 — 0 —nf — d;g; =0 (6.26)
wy = 0iqi (6.27)
und dass Gleichung (3.16) mit w,; wie in Gleichung (6.24) gilt,
N |
Ejkéjk — w;t —nl — — 5@810 >0 . (6.28)

Die Grundidee lautet, sich innerhalb dieser Vorgehensweise jetzt W;; = V¥ (;;) und v;; = ;) als innere
Variablen vorzustellen, sodass die additive Zerlegung der Dehnung

€ij = Vij + Vij (6.29)
gilt. Solche Zerlegungen sind iiblich in der Plastizitdt und in der Viskoelastizitdt. Im vorliegenden Fall be-

schreibt die Zerlegung (6.29) die Kinematik des Federsystems in Abbildung 6.1.

konventionelle Feder

Cc

Ypg Yipg
{ nicht konventionelle
Feder konventionelle Feder
VARYAYAY. Opq
| CgC
< >ie
Wi Yij
E; 5

Abbildung 6.1: Ein mechanisches Federsystem der Gradientenelastizitat, das einem 3-Parameter-Festkorper
der Viskoelastizitat entspricht.

Das System ist in der Gradientenelastizitidt das Gegenstiick des 3-Parameter-Festkorpers der linearen Vis-
koelastizitét. Es besteht aus einer konventionellen Feder (Elastizitatstensor C, Dehnung ¢;;), auf welche
die Spannung 7,; = 7(,,) Wirkt und die jeweils parallel geschaltet zu einer zweiten konventionellen Feder
(Elastizitatstensor c3C, Dehnung 7;;) und einer nicht konventionellen Feder (Dehnung ¥,;) ist. Die nicht
konventionelle Feder und die Dehnungen ¥;; und ~;; entsprechen jeweils dem Dampfer, der plastischen und
der elastischen Dehnung des entsprechenden viskoelastischen Systems. Das System ist so gestaltet, dass nur
wenn 0, V;; # 0 ist, die nicht konventionelle Feder nicht verschwindende Spannungen tibertragen kann. Die
beiden in Reihe geschalteten Federn iibertragen dieselbe Spannung o, = ;) und es gilt

Ypg = Tpg + Opg - (6.30)
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Die weiteren Schritte sind vollkommen analog zu denjenigen in den Abschnitten 5.2.1 und 5.2.2 und werden
im néchsten Abschnitt zusammengefasst.
6.2.2 Thermodynamische Konsistenz

Durch (vergleiche Gleichung (5.37))

v =1(e, v, k,0) (6.31)
Kijk = Ki(jk) = 0¥, (6.32)

sei eine allgemeine Form der Materialfunktion der freien Energie festgelegt. Dies wiederum legt die allgemeine
Form der Materialfunktion fiir die Entropie fest (vergleiche Gleichung (3.17))

_ a;ﬁ(&', e Ea 9)
=g (6.33)
Damit reduziert sich (6.28) auf
. . o oY o 1
E i — W, — =i — = — ——— i — =00 >0 . 6.3
Tik€jk T OjkEjk — Wet agjk Ejk 8’ij’>/]k 8/€ijk/{ ik 0(]@ V= (6.34)
Gemal} Abbildung 6.1 wird
A
Tjk ‘= 73&3‘1@ (6.35)
gesetzt und aus (6.34) ergibt sich
8'& . T / 812) . ]-,
P A ) g T ke  —0.0:0 > . .
<o]k 8%%) Yk + oV — wy Drin Kijk eqzaﬂ >0 (6.36)
Mit der Identitit
o . . . )
O R T 1k (0i k) = O3 (pije k) — (Oittie) Vik (6.37)
1]
O
Gk = (i) = 6.3
Hijk = Hi(jk) aK/ijk ( 8)
lasst sich (6.36) umformen zu:
oY\ . : , : 1_
ik = o ) ik + (o + Oiptige) Vi — wer — Oi(pie W) — 59,00 20 . (6.39)
j
Die Ansatze
Wy = _8i(ﬂijk\i/jk) ) (6.40)
4 = _Hijk‘i’jk (6.41)
erflillen trivialerweise die Gleichung (6.27) und Ungleichung (6.39) vereinfacht sich zu
o\ . : 1_
Ok — a2 | Vjk + (o4 + Oipije) Vik — ;0,0 >0 . (6.42)
8’7jk 0

31



Da diese Ungleichung lokal ist, kénnen ,;, und 0 jk beliebig gewdhlt werden. Zusatzlich wird angenommen,
dass o, nur von Zustandsvariablen (nicht von deren Geschwindigkeiten) abhéngt. Wegen dieser Annahme
und der Definition (6.38) sind die Klammerausdriicke in (6.42) unabhingig von den Geschwindigkeiten der
Zustandsvariablen. Demzufolge (Coleman und Noll Argumentation [15]) sind die Bedingungen

Y
o = -2 (6.43)
" a’ij
ik = —Oiltijr (6.44)
1
_Eqiaﬂ >0 (6.45)

notwendig und hinreichend zur Erfiillung von (6.42).

Wie in Abschnitt 5.2.2, werden isotherme Deformationen mit vollstindig zuriickgewinnbarer, nicht thermischer
Energie durch

0 = 0y = konst. (6.46)
Oon) + 0iq; =0, (6.47)
b =1p(e, v, k,00) =1 (e, 7, k) (6.48)

definiert und aus Gleichung (6.26) wird, unter Beriicksichtigung von (6.24) und (6.27) ,

Sikéjk — 0iq; = 1 = Wy (6.49)
erhalten. Es ist leicht zu verifizieren, dass die oben erzielten Ergebnisse diesen Energiesatz erfiillen.

Um die konstitutive Struktur zu vervollstindigen muss noch die Funktion ) festgelegt werden. Das 3-
Parameter-Modell in Abbildung 6.1 kann Energie in allen drei Federn speichern. Entsprechend werden die
quadratischen Potentiale (vergleiche Gleichung (6.7))

1 1 1
Y= wA(Ea Y, K',) = igijcijmngmn + 5037ijcijmn’}’mn + iclc3ﬁijkcjkmn’£imn (6.50)

angenommen, mit c3, ¢; und Cjj,,,,, wie in Abschnitt (6.2). Damit nehmen die Elastizitatsgesetze (6.35), (6.38)
und (6.43) die Gestalt (vergleiche Gleichungen (6.8) - (6.11))

o A

Tij = T(ij) = E;i] = Cijmngmn s (6.51)
A

Oij = O(ij) = WZ] = c3CijmnYmn = 3Cijmnemn — 3Cijmn¥mn (6.52)

Yij = B(j) = Tij + 0ij = (1 +¢3)Cijmnemn — 3Cijmn¥mn (6.53)
oA

Pijk = Hi(jk) = Okije 1¢3C;jkmn0i ¥pmn (6.54)
an. Identische Schritte wie in Abschnitt 6.1 fihren nun zum Modell (6.20). Aber im Unterschied zu den
Annahmen im Abschnitt 6.1 wurde jetzt das Modell (6.20) als reine Materialgleichung in Anlehnung an das
mechanische System in Abbildung 6.1 aufgestellt. Diese Vorgehensweise veranlasst auch die Bezeichnung

3-Parameter-Modell der Gradientenelastizitit (3-PG-Modell). In der Tat: Werden die Laplace Ableitungen in
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(6.20) durch Zeitableitungen ersetzt, ergibt sich daraus der 3-Parameter-Festkorper der linearen Viskoelastizi-
tat.

Abschlieend folgen noch zwei Bemerkungen: Wird ¢, in (6.49) durch den Ansatz (6.41) ersetzt und das
Ergebnis tiber V' integriert, so wird die Gleichung

) . d
/ [ijejk + @(uijkxlfjk)} dv = dt/ bdV (6.55)
v v
bzw.
/ [Xx0(05ur) + 0i(pijrd ¥ x)] dV = 5/ pdV (6.56)
%4 \%

gewonnen. Nach partieller Integration des ersten Terms auf der linken Seite, Beriicksichtigung der Gleichge-
wichtsbedingung (6.22) und Anwendung des Gaul¥’schen Satzes, wird

/ [anjk(Suk + niuijké\ﬂjk] dV = (5/ PdV (6.57)
ov \4

erhalten.

Diese Gleichung ist exakt dieselbe wie in Gleichung (4.55). Infolgedessen sind auch die zugehorigen Randbe-
dingungen hier exakt dieselben wie in den Gleichungen (4.56) und (4.57). Da hier ¥;; als innere Variable
betrachtet wird, stellt (4.57) eine konstitutive Randbedingung fiir das Vorgehen in diesem Abschnitt dar. Im
Gegensatz dazu stellt (4.57) fiir die Vorgehensweise des Abschnittes 6.1 eine physikalische Randbedingung dar.

Die zweite Anmerkung bezieht sich auf die Ausfithrungen in den Kapiteln 4, 5 und 6. Viele davon, insbesondere
die Ausfiihrungen in den Kapiteln 5 und 6, lehnen sich eng an die zitierte Literatur [3, 27, 10, 11, 9]
an. Allerdings beziehen sich die Arbeiten in der zitierten Literatur auf isotrope Elastizitdt, wahrend der
Elastizitdtstensor C in der vorliegenden Arbeit i.A. anisotrop sein kann. Wie im Folgenden gezeigt wird, ist
die Annahme elastischer Anisotropie wichtig fiir konsistente Formulierungen von Euler-Bernoulli-Theorien fiir
Balken.
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7 Euler-Bernoulli-Balkentheorien

In diesem Kapitel werden konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorien fiir gradientelastische Materialien
entwickelt. Zuerst wird das Problem der inkonsistenten Formulierung anhand der klassischen Elastizitit
verdeutlicht. Danach werden konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorien fiir die klassische Elastizitat, das
KG- und das 3-PG-Modell prisentiert. Um nicht allzu abstrakt zu werden, sind alle Uberlegungen auf eine
einfache Balkengeometrie bezogen.

7.1 Balken mit rechteckigem Querschnitt

Alle Ausfiihrungen in Kapitel 7 beziehen sich auf den geraden Balken mit Rechteckquerschnitt in Abbildung
7.1. Er hat die Lange L und einen konstanten Querschnitt A mit der Breite 2b und der Hohe 2c¢. Benutzt
wird ein kartesisches Koordinatensystem {z;}, i = 1,2, 3, dessen Ursprung sich auf dem Flachenschwerpunkt
der linken Randebene befindet. Die x1-x3-Ebene ist eine Symmetrieebene und die x;-Achse fallt mit der
Balkenachse zusammen. Das Tridgheitsmoment ist

4
I= / 23dS = ~bc® (7.1)
A 3
und es gilt
/ Jigds =0 . (72)
A
Es werden keine Belastungen in z9-Richtung und keine Einzelkréfte im Bereich z; € (0, L) betrachtet. Der

Balken kann durch eine Streckenlast ¢ = ¢(x1) (Kraft pro Lange in x3-Richtung), die an z3 = —c in der
x1-r3-Ebene wirkt, belastet sein. Weitere Angaben zur Belastung werden im Laufe des Kapitels gemacht.
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Abbildung 7.1: Rechteckiger Balken mit Lange L, Breite 2b und Hohe 2c.

7.2 Euler-Bernoulli-Balkentheorien fiir klassische Elastizitat

7.2.1 Das Problem der inkonsistenten Formulierung

Um das Problem der Inkonsistenz in der traditionellen Euler-Bernoulli-Balkentheorie sichtbar zu machen, reicht
es aus den Zugang zu iibernehmen, der in den Biichern von Bauchau und Craig [5] (2009, Kapitel 5.1 und
5.42) und Reddy [44] (2017, Seite 90) eingeschlagen wird. Danach basiert die traditionelle Euler-Bernoulli-
Balkentheorie auf zwei fundamentalen Annahmen: 1) Das Materialverhalten ist isotrop und elastisch. 2)
Ebene Querschnitte des Balkens bleiben eben, stehen senkrecht auf der deformierten Balkenachse und dndern
nicht ihre Form. Die letzte Annahme bedeutet, dass die Querschnittsebenen lediglich Starrkérperbewegungen
(keine Deformation) erfahren.

Wie bisher sei ¥ die Cauchy’sche Spannung, € die Dehnung (vergleiche Gleichung (4.1)), u die Verschiebung
und es sollen die Gleichgewichtsbedingungen (4.5) und (4.6) gelten. Keine Belastung in x5-Richtung und keine
Deformation der Querschnitte bedeutet, dass die Bedingungen des ebenen Spannungs- und Dehnungszustand
erfillt sind. Das heil3t:

up = €93 = Xg; =0 (7.3)
und dass alle weiteren Komponenten von u, €, 3 Funktionen nur von z; und x3 sind. In klassischer Elastizitat

(und Technische Mechanik) wird gezeigt (siehe z.B. Bauchau und Craig [5] (Kapitel 5)), dass die zweite
Annahme der Euler-Bernoulli-Theorie zu den Verschiebungs- und Dehnungskomponenten

u3z = w(xl) > (7.4)

€11 0 0 U/—ltgw” 0 0
gij(r,z3) = 0 0 0] = 0 0 0 (7.5)
0 00 0 0 0

uy(z1,23) =U(21) — 23w’ (11) , w2 =0
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fiihrt. Ferner reduzieren sich die Gleichgewichtsbedingungen (6.22) auf

01311 + 03331 =0 (7.6)
01313 +03¥33 =0 (7.7)
Y13 =231 . (7.8)

In den Gleichungen (7.4) und (7.5) ist U(z;) die axiale Verschiebung, w(z) die Balkenabsenkung und ()’ die
Ableitung von () nach z;.

Fiir die Gleichungen (7.6) und (7.7) ist es nicht moglich exakte Losungen fiir allgemeine Lastfélle in geschlos-
sener Form anzugeben. Deswegen wird versucht, diese Gleichungen mittels Schnittkréften zu vereinfachen.
Diese Schnittkréfte sind die Normalkraft N (in z;-Richtung), die Querkraft V' (in z3-Richtung) und das
Biegemoment M (um die z2-Achse). Wenn keine dulderen Scherkrifte in x; Richtung wirken, dann werden
die Schnittkréfte zu:

N = N(z1) ::/ $dS (7.9)
A

V=V(x) = / Y13dS (7.10)
A

M = M(:L’l) = / EnmgdS . (711)
A

In dieser Form geben die Schnittkrifte Mittelwerte (Resultierende) iiber die Querschnittsflache A an. Gleich-
gewichtsbedingungen fiir die Krafte und die Momente werden durch Betrachtung eines kleinen Teiles des
Balkens (siehe die zahlreichen Lehrbiicher zur Technischen Mechanik) gebildet. Fiir die gemachten Annahmen
lauten diese

N=0 , V4q=0 , M -V=0 . (7.12)
Aufderdem gilt ein isotropes Elastizitatsgesetz

oy

Yij = De.; = 2ueij + Aegrdij (7.13)
das aus dem quadratischen Potential
A 2
¢ = UEmnEmn T 5(5]{2](:) 5ij (714)

abgeleitet wird. Fiir verschwindende axiale Belastungen werden daraus die Beziehungen 11, N, M,V und v
die Beziehungen

M
211 = Ell(xl, .Tg) = —E’w”$3 = 7.7}3 5 (7.15)
N=N(z)=0 , (7.16)
V =V(z))=—-EIwW" |, (7.17)
M = M(z,) = —EIw" | (7.18)
1 1
) =p(xy) = 5E(En)2 = 5E(w’)2;u§ (7.19)
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erhalten. In diesen Gleichungen sind ), u Elastizitdtskonstanten,

20+ 3\
g BC2ut3A)

7.20
o (7.20)

ist das Elastizititsmodul, F A die Dehnsteifigkeit und ET die Biegesteifigkeit. Auferdem wird aus den zwei
letzten Gleichungen in (7.12) und Gleichung (7.17) die Differentialgleichung

EIw™ = ¢ (7.21)
gewonnen. Die dazugehorigen Randbedingungen sind:

Entweder () oder w und (7.22)
entweder M oder w’ (7.23)

miissen an den Rédndern = = 0 und = = L vorgegeben werden.

Bei der Diskussion von praktischen Problemen wird zuerst die Losung w = w(z) von (7.21) ermittelt und dann
wird aus (7.15) die Spannung >, (z1, z3) berechnet. Es ist klar, dass der Verlauf von ¥;; kompatibel mit dem
Elastizitédtsgesetz ist. Die Verlaufe der anderen Spannungskomponenten ergeben sich dann aus Integration iiber
x3 aus den Gleichgewichtsbedingungen (7.6) und (7.7). So wird z.B. aus Integration iiber 3 von Gleichung
(7.6), unter Beriicksichtigung von (7.15) und (7.12)3 und den Randbedingungen [213]x3 = +¢ = 0, der
Verlauf

V(x1)

5T (02 — x%) (7.24)

Yig(zr,23) =

fiir die Schubspannung ;3 berechnet.
Jetzt ist das Problem der Inkonsistenz erkennbar: Aus dem Elastizitdtsgesetz (7.13) und der Verzerrungsmatrix
(7.5) folgt, dass

213 = 2/1813 =0 s (7.25)

im Widerspruch zum Ergebnis (7.24), das aus Integration der Gleichgewichtsbedingung zustande kam
(vergleiche auch Bauchau und Craig [5] (Kapitel 5.4.2.) oder Janecka et al. [28]). Nahezu alle Euler-Bernoulli-
Balkentheorien sind entweder inkonsistent oder von Anfang an eindimensional mittels Variationsprinzipien
formuliert. Im Fall der variationellen Vorgehensweise konnen zwar Schnittkrifte berechnet werden, jedoch
gibt es keine fundierte Beziehung zu Spannungen. Eine Ausnahme bildet die Arbeit von Sideris und Tsakmakis
[50], in der eine konsistente Formulierung durch Korrekturen in der Annahme 1) gelungen ist. Das Vorgehen
von Sideris und Tsakmakis wird im néchsten Abschnitt beschrieben.

7.2.2 Konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir klassische Elastizitat

Es gibt einen prinzipiellen Widerspruch zwischen den Annahmen 1) und 2) der Euler-Bernoulli-Balkentheorie
im letzten Abschnitt. Auf der einen Seite wird isotropes Materialverhalten postuliert (Annahme 1) und auf der
anderen Seite wird unterschiedliches Materialverhalten in den Querschnittsebenen (keine Deformation) im
Vergleich zum Materialverhalten entlang der z;-Achse (Elastizitdt) angenommen (Annahme 2). Um dieses
Problem zu 16sen muss eine der beiden Annahmen modifiziert werden. Der grof3e Vorteil der Euler-Bernoulli-
Vorgehensweise ist die einfache Beschreibung der Deformationsgeometrie, die es erlaubt nach Mittelung iiber
den Querschnitt Losungen in geschlossener Form zu ermitteln. Deswegen wurde in Sideris und Tsakmakis
[50] die Annahme 2) beibehalten und die Annahme 1) folgenderweise modifiziert.
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Dass die Materialeigenschaften in den Querschnittsebenen, infolge Annahme 2), unterschiedlich zu den
Materialeigenschaften entlang der x1-Achse sind, ist ein klares Signal fiir Anisotropie. In Sideris und Tsakmakis
[50] wurde der Elastizitdtstensor C im Elastizitidtsgesetz

Z:z'j = Cijmngmn (7.26)

als transversal isotrop in Bezug auf das gewihlte Koordinatensystem angenommen. Fiir die Elastizitatskon-
stanten wurde 13 = v31 = 0,Cq111 = F,C3333 = E*,Cq133 = 0,Cq313 = w* und Cy113 =0 gesetzt. Es stehen
v13 und vg; fiir Querkontraktionszahlen in den jeweiligen Ebenen, E und E* fiir Elastizitdtsmoduli und p*
fiir das Schubmodul. Mit Hilfe der Voigt-Matrizennotation wird das Stoffgesetz (7.26) fiir den betrachteten
ebenen Fall in das Gleichungssystem

211 E 0 0 €11 Ee’:‘u
233 = 0 FE* 0 £33 = E*€33 (727)
213 0 0 ,u* 2613 2u*€13

uiberfiihrt. Die dazugehorige freie Energie ist
1
¢:?E%+E%%+M%@ (7.28)

und es gelten weiterhin die Gleichgewichtsbedingungen (7.6) - (7.8). Die Euler-Bernoulli-Annahme, dass die

Querschnitte sich nicht deformieren, wurde in Sideris und Tsakmakis [50] durch unendlich gro3e Werte E*

umgesetzt. In der Tat muss Elim £33 = 0 sein, damit ¢ in (7.28) beschrankt bleibt (beschrankte Energie). Das
*—00

Verschwinden von €33 kann durch ug = w(x;) stets erreicht werden. Wegen Y33 = E*e33 (siehe Gleichung
(7.27)) ist X33 nicht mehr durch eine konstitutive Gleichung berechenbar.

Andererseits setzt die Erfiillung der geometrischen Zwangsbedingung £33 = 0 die Existenz einer Spannung
Y33 voraus, die keine Arbeit leistet, d.h. ¥33des3 = 0. Daraus folgt, dass Y33 = Elim FE*e33 beschrankt ist und
*—00

deswegen gilt in Gleichung (7.28) Elim E*e3, = 0.
*—00

Die Annahme 2) der Euler-Bernoulli-Balkentheorie verlangt auch, dass ebene Querschnittsflichen eben
bleiben. Das ist realisierbar durch die Existenz einer axialen Verschiebung U(z1) und einer Rotation ¢(z1),
sodass uy = U(x1) —x3¢(z1) , w2 =0und uz = w(x;) (vergleiche Sideris und Tsakmakis [50], Abschnitt
5.2). Die Konsequenz davon ist €13 = %(—qﬁ + w'). Ein letzter Aspekt der Annahme 2) besteht darin, dass
die Balkenquerschnitte immer senkrecht zur deformierten Balkenachse stehen. Geometrisch bedeutet diese
Annahme, dass keine Scherung in der z1-z3-Ebene stattfindet. Mit anderen Worten der Wert des Schermoduls
p* ist unendlich grof3 und es muss die geometrische Zwangsbedingung Mliinoo e13 = 0 gelten, damit die freie

Energiefunktion ¢ beschrankt bleibt. Das wiederum hat zur Folge, dass w’ = ¢ ist. Die Erfiillung der Bedingung

€13 = 0 setzt die Existenz einer Spannungskomponente Y13 voraus, die keine Arbeit leistet, d.h. ¥13de13 = 0.

Damit ist 313 = lim 2u*e13 beschrankt und durch eine konstitutive Gleichung nicht bestimmbar. Hieraus
pn*—o00

folgt lim 4u*e?; = 0 in Gleichung (7.28). Insgesamt gilt (vergleiche (7.4) und (7.5))
pn*—00

up =Ul(xy) — azgw’(wl) , ue=0 , wug=w(xy) |, (7.29)
e =U" —asw” | epz=ei3=0 , (7.30)
211 = EEH = E(U/ — 37371}//) y (731)

Y33, Y13: nicht bestimmbar durch konstitutive Gleichungen,

1
=3B . (7.32)
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Wie bei geometrischen Zwangsbedingungen bekannt ist, werden die Spannungen Y33 und X3 aus den
Gleichgewichts- und den Randbedingungen berechnet. Die weiteren Schritte sollten klar sein und fithren
zu denselben Ergebnissen wie in der Technischen Mechanik. Auf diese Weise gibt es keine Inkonsistenzen
mehr und alle Resultate der Technischen Mechanik sind weiterhin giiltig. Dadurch haben Sideris und Tsakma-
kis den Weg zu konsistenten Euler-Bernoulli-Balkentheorien eroffnet, die eine fundierte Beziehung zu den
Spannungskomponenten ermoglicht. Diese Vorgehensweise wird in den Abschnitten 7.3 und 7.4 benutzt, um
konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorien fiir das KG- und das 3-PG-Modell zu formulieren. Ohne den in
Sideris und Tsakmakis [50] eingeschlagenen Weg wiren diese Formulierungen nicht widerspruchsfrei méglich.

7.3 Konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir das KG-Modell

Euler-Bernoulli-Balkentheorien werden oft in Form von eindimensionalen Prinzipien der virtuellen Arbeit
formuliert. Es gibt zwei dieser eindimensionalen Formulierungen, die in enger Beziehung zum KG-Modell
stehen. Die eine geht auf Papargyri-Beskou et al. [41] zuriick und basiert auf dem Potential von inneren
Kraften (Volumenintegral der freien Energie)

i 1
) — /V SB[+ e@en)?]av (7.33)

(Die Buchstaben PB in Hgi)B weisen auf Papargyri-Beskou hin.) Weiterhin gilt die Notation von Kapitel 6. Die
Formel (7.33) ist ein Sonderfall eines Ansatzes, der von Sulem und Vardoulakis [51] vorgeschlagen wurde,
wenn die dortige innere Lange fiir Oberflacheneffekte zu Null gesetzt wird. Lazopoulos und Lazopoulos [32]
betrachteten die Formulierung (7.33) als unvollstindig und schlugen den Ansatz

i 1
H(L)L = /V o [eT) + ca(Bren)? + ca(Dsen)?] dV (7.34)

vor. (Die Buchstaben LI in H(LZ)L weisen auf Lazopoulos und Lazopoulos hin.) Wenn nur Biegung vorliegt,
dann gilt 17 = —x3w” (siehe Gleichung (7.5)) und die Gleichungen (7.33) und (7.34) gehen jeweils zu den

Formeln
(@) L " 2 2
HPB:/ 5 [B1 ") + B (w")?] oy (7.35)
0
, L
H(LZ)L = / % [EI (w”)2 +coFET (w”’)2 + e FA (w")ﬂ dxrq (7.36)
0

iiber. Es féllt auf, dass die Querschnittsflache A in H(Lz)L vorkommt, wahrend Hgﬁg unabhingig von A ist. Der
Integrand in (7.36) ist nichts anderes als die eindimensionale Version des Volumenintegrals {iber (5.28). Auf
den ersten Blick erscheint es, als ob Lazopoulos und Lazopoulos [32] mit ihrer Behauptung, dass der Ansatz
(7.33) (bzw. (7.35)) unvollsténdig sei, Recht hitten. Es wird im Folgenden gezeigt, dass diese Behauptung
nicht korrekt ist, oder préziser ausgedriickt, dass (7.33) und (7.34) zur Formulierung von Prinzipien virtueller
Arbeit fithren, die zueinander dquivalent sind. Die Ausfiihrungen bis zum Ende von Kapitel 7.3 entsprechen
im Wesentlichen dem Inhalt der Publikation [12], die gemeinsam von den Autoren Brose, Sideris, Tsakmakis
und Ungér angefertigt wurde.
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7.3.1 Anisotropes KG-Modell mit geometrischen Zwangsbedingungen

Betrachtet wird das KG-Modell als Stoffgesetz, sodass die Gleichungen (5.64) — (5.66) gelten. Zusétzlich
gelten die Gleichgewichtsbedingungen (5.32) und die Symmetrie des Cauchy’schen Spannungstensors (5.33).
Es sollen genau dieselben Annahmen wie im Kapitel 7.2.2 gelten und insbesondere wird dieselbe Form
von ebenen Spannungs- und Dehnungszustdnden und transversaler Isotropie fiir den Elastizitatstensor C
angenommen. In den folgenden Resultaten werden die Elastizitdtsgesetze sowohl in tensorieller als auch in
Voigt-Notation angegeben. Insgesamt gelten die Beziehungen

enn 0 13
eij = €ij(z,2z3)= 0 0 0 : (7.37)
€13 0 e33
Y11 0 253
ij = ij(xl,xg)é 0 0 0 y (738)
Y13 0 Xa3
?jk = Cjkmnemn = (7.39)
7/:11 E 0 0 €11 E€11
?33 = 0 FE* 0 £33 = E*€33 N (7.40)
T13 0 0 u 2e13 2per3
Bijk = €2CikmnOi€mn = (7.41)
fi11 E 0 0 die11 Edien
fizg | =c2 0 E* O Oiezz | =ca | E*01€33 , (7.42)
fi13 0 0 wp*) \20ie13 21701613
Hojk =0 (7.43)
311 E 0 0 03e11 Edsenn
Hazg | =c2 0O E* 0 O3e33 | = co | B 03e33 , (7.44)
1313 0 0 pu*) \203e13 2% 0313
Yk = Tjk — Oiltijk = Tjk — C2Cjkmn(Aemn) = (7.45)
X1 T 01111 + O3li311 Ee11 — coE (0101611 + 0303¢11)
Va3 | = 733 | — | Oritnzz + Ozfizzz | = T33 — 0111133 — O3/4333 (7.46)
13 713 O1[i113 + Osli313 T13 — 014113 — 034313
EEH — CQEAEH
= | 733 — O1jt133 — O3/i333 . (7.47)

Ti3 — 0114113 — O3[1313
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Die freie Energie in (5.63) reduziert sich auf

1 * * C * *
P :5 [EE%I +F 653 +4u 6%3] + 52 [E(81611)2 +F (81533)2 +4p (81513)2]

+ %2 [E(93e11)? + E*(03e33)* + 4p* (D3213)°] (7.48)

und von den Gleichgewichtsbedingungen (5.32) bleiben nur die zwei Gleichungen

0¥+ 3¥13=0 (7.49)
01213 +03X33 =0 (7.50)

{ibrig. Es ist nun nicht schwierig, mit Hilfe von Uberlegungen, die véllig analog zu denen im Abschnitt
7.2.2 sind, zu sehen, dass die Euler-Bernoulli-Deformationsgeometrie unendlich grol3e Werte von E* und p*
erfordert. Damit dann die freie Energie in (7.48) beschréankt bleibt, muss

€33, €13, 033, Oie13 — 0 (7.51)

gelten. Das Verschiebungsfeld in (7.29) stellt eine hinreichende Bedingung fiir die Erfiillung der kinemati-
schen Zwangsbedingungen (7.51) dar. Aulderdem sind Spannungen 733, 713, jt;33 und fi;13 erforderlich, die
keine Arbeit leisten. Das bedeutet, dass diese Spannungen beschréankt, aber nicht durch konstitutive Gesetze
bestimmbar sind. Damit sind die Spannungen >33 und ;3 auch beschrankt und durch konstitutive Gesetze
nicht bestimmbar.

Somit gelten die folgenden Beziehungen:

01211 + 03213 =0 (7.52)
01213 +03%33 =0 (7.53)
w =U(z1) —z3w'(z1) , we=0 , wuz=w(r) |, (7.54)
en=U —z3w”" |, e33=e13=0 , (7.55)
Y11 = E(e11 — c2Aeny) = B(U' — U") — E(w" — cow)xs (7.56)
fi1 = coFE(9ie11) = coBO; (U — z3w”) , i=1,3 (7.57)

T33, T13, U133, 11333 , 14113 , 313, 233, 213: nicht bestimmbar durch konstitutive Gleichungen, alle anderen
Komponenten verschwinden,

1 c c
P = §E6%1 + éE(81611)2 + ;E(83611)2 . (7.58)

Diese Gleichungen bilden eine konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir das KG-Modell, da sowohl die
Gleichgewichtsbedingungen als auch das Elastizitdtsgesetz lokal erfiillt werden.

Die Randbedingungen fiir das KG-Modell sind in den Gleichungen (5.22) — (5.25) anhand von u, Du, P und
R formuliert. Das Ziel lautet jetzt unter anderem, diese Randbedingungen anhand von U, w und Schnittkréften
mit Hilfe von Prinzipien von virtueller Arbeit umzuschreiben.

7.3.2 Prinzipien virtueller Arbeit — Einfiihrung von Schnittkraften

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, exakte Losungen in geschlossener Form fiir das System von partiellen
Differentialgleichungen (7.52) - (7.58) zu finden. Um den mathematischen Aufwand zur Losung des Systems
zu reduzieren, wird in der Euler-Bernoulli-Balkentheorie héufig ein einfacheres Ersatzproblem, ausgedriickt
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durch Schnittkréfte, gelost. Somit reduzieren sich die Gleichungen der Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir
den dreidimensionalen Korper auf Gleichungen eines eindimensionalen Kontinuums. Die Punkte 1 = 0
und z; = L sind die Randpunkte des eindimensionalen Kontinuums, wihrend Punkte z; € (0, L) innere
Punkte sind. Randbedingungen auf den Ebenen x3 = +¢ werden fiir jeden Punkt z; als resultierende Krafte
am Punkt z; erfasst. Diese Resultierenden konnen als Krafte im Inneren des eindimensionalen Kontinuum
(Massenkrifte) aufgefasst werden. Insgesamt wirken auf das eindimensionale Kontinuum (und auf jeden
Teilkorper davon) Schnittkréfte auf den Randern z; = 0 und z; = L und resultierende Kréfte, die entlang
des Bereiches z1 € (0, L) verteilt sind. Ein eleganter Weg zur Einfiihrung dieser Krafte ist es Gebrauch vom
Prinzip der virtuellen Arbeit zu machen. Die Definitionen

fi(x1) = EAWU —cU") (7.59)
fo(z1) == o EAU" | (7.60)
f3(z1) == —FEI(w" — cow"") — ca EAW" | (7.61)
fa(z1) = —co ETw" (7.62)

werden helfen, um eine kompakte Darstellung der Ergebnisse zu erreichen.

A) Die iibliche Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit

Virtuelle Arbeit der duBeren Krafte Vom Abschnitt 5.2.1 ist bekannt (siehe Gleichungen (5.21) - (5.25)),
dass die virtuelle Arbeit der dulderen Krifte fiir den dreidimensionalen Korper durch

SW) = / [ﬁkauk + ﬁké(Duk)} ds, (7.63)
v
gegeben ist, wobei (siehe Gleichungen (5.24) und (5.25))
By, = %, — Dj(nifigge) + (Dim)ningfiige (7.64)
Ry = i ik (7.65)

und (siehe Gleichungen (2.4) und (2.5))

Dup, = njOuy, (7.66)
Dj (nifiiji) = 05 (nifliji) — njmo (niflije) (7.67)
Diny = Oy — mynjojmy . (7.68)

Seien A;, A,, A, und A, jeweils die linke, die rechte, die obere und die untere Randebene des Balkens in
Abbildung 7.1. Wie in Sideris und Tsakmakis [50] wird W (¢) gemaR

SW© = / [ﬁkauk + ﬁka(puk)} ds + / [ﬁkauk + ﬁka(puk)] ds (7.69)
AjUA, AoUA,
aufgeteilt. Diese Integrale werden in Sideris und Tsakmakis [50] durch Schnitt- und resultierende Krafte aus-

gedriickt. Der Vollstandigkeit halber wird hier die Abwicklung dieses Vorgehens erlautert, um den Unterschied
zu anderen Vorgehen zu verdeutlichen.

43



Randebenen A,, A4; :

xr1=L , z1=0 , n=xe; , n=41 , no=n3=0
Pi=n1 (311 — 0sfins) , P3=n1 (D13 — Osfinzs)

Ri=fm , Rs=fus
dup = 6U + x36(—w') , duz=dw
5(Duy) = n1(0U" + x236(—w")) ,  §(Duz) = niéw’

Alle anderen Komponenten von n, u, §(Du), P und R verschwinden. Somit gilt

/ [ﬁkauk+§k5(puk)] ds = / P1UdS + / niR16U'dS + / P3éwdS
AZUAT- AIUA’,« AZUAT AZUAT-

+ / (131363 — nlﬁg)é(—w’)dS + / n1§1$35(—w”)ds

AjUA, AjUA,

x1=L

x1=0

= NS + [HoU') 2 =g + [V o]
x1=0
+ (M]3 2 + [Ty

x1=0

wobei

N = N(ml) =N /ﬁldS = /(211 — 83ﬁ113)d5 N
A A

H = H(z1) iz/ﬁldSZ/%ndS ;
A A

V=V(x) = nl/ﬁgds = /(213 — O3ii133)dS
A A

M = M(x1) = / (211 — O3pi113) 23 — fi1s] dS
A

m = m(ml) = /ﬁliﬁgds = /ﬁlnxgdS
A A

(7.70)
(7.71)

(7.72)
(7.73)
(7.74)

(7.75)

(7.76)

(7.77)

(7.78)

(7.79)

(7.80)

Zur Berechnung der Integrale iiber A, U A, reicht es aus, nur resultierende Belastungen zu betrachten, die

sich durch Addition von Werten an den Ebenen z3 = ¢ und 3 = —c ergeben.

Randebenen A4,, A, :

rs=dc , n=xes , ny3==x1 , ni=n,=0 |,

Pi=n3 (13— Afisn) , Py=ny(Ss3— Afizz)

Ry =fisis . Rs=Tfisss
dup = 6U + x36(—w') , duz=d6w , 6(Duy)=n3é(—w') , §(Dus)=0

(7.81)
(7.82)

(7.83)
(7.84)
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Alle anderen Komponenten von n, u, 6(Du), P und R verschwinden. Somit gilt

/ WMHﬁﬁmmw&:/i%w&+/j%w&—/ @w+mﬁﬂmw

AoUAy AoUAy AoUAy AoUAy
L

L L
:/p(SUdajl +/q~5wdx1+/‘~/5w'd:1:1

0 0

L

0

L ~ x1=L
—/pédel —i—/qéwdazl + [V&u)} ,
0

0 x1=0

wobei p, §, ¢ und V resultierende Krifte an den Punkten 21 € (0, L) sind:

p=p(z1) =2b ([ﬁl]wszc + [ﬁl]m:—C) =2b[313 — 31/7311]§§ic = 2b[213]£§zc—c

q=q(x) =2b ([ﬁs]xgzc + [ﬁ?)]xg:—C) =20 (Y33 — O1i313) o

V=V(z)=-2b <[131CC3 + n3§1]x3:c + [131$3 + n3§1]x3:—c>

= —2b[(X13 — O1fis11) o3 + fz1sle— .
~1

q=q(r1)=q—V =2b[X33 + O (X13 — O1fiz11) T3)o_C .

Bei der Berechnung von p in Gleichung (7.86) wurde die Beziehung (siehe Gleichung (7.57))

n

O111311 = —c2Fw
benutzt. Der Term

—2b [(0101fiz11)w3]52 =5, = caEAw™

(7.85)

(7.86)

(7.87)

(7.88)
(7.89)

(7.90)

(7.91)

in Gleichung (7.89) muss wie eine deformationsabhingie Kraft interpretiert werden. Ahnliche Krifte werden

z.B. von elastischen Bettungen erzeugt.

Einsetzen der beiden Ergebnisse (7.75) und (7.85) in (7.69) liefert

xr1=L
x1=0

sW© — [N(FU]?J{ + [H(SU ]xl L [Véw]ml: + [M&(—w’)]

x1=0

L
+ [mdo(—w" )]ii =L /p(SUdﬂcl +/q5wdx1 ,
0

wobei

V=V()=V+V

(7.92)

(7.93)

gesetzt wurde. Die Gleichung (7.92) gilt fiir beliebige Teile des Balkens und deswegen stellen N, H, V, M und
m die gesuchten Schnittkrafte dar. In den Gleichungen (7.76) - (7.80) fiir die Schnittkréfte konnen noch die
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Elastizitédtsgesetze (7.56) und (7.57) eingearbeitet werden. Insgesamt ergeben sich folgende Beziehungen fiir
die Schnitt- und resultierenden Krifte:

N=fi—2b[puslzo=, (7.94)
H=f , (7.95)
V=- /(33213)153615 — 2b[fi133 + fziale—C , — 2B AW, (7.96)
A
M = f3 —2b[fnses)o— .+ caBAW" | (7.97)
m=fy (7.98)
p=2b0[Zus]522¢, (7.99)
q=2b[233 + (81213)x3]§§jic + e EBAW" . (7.100)

Virtuelle Arbeit der inneren Krafte Bei elastischen Systemen besitzen die inneren Krifte ein Potential, das
durch das Funktional der freien Energie ) gegeben ist. Mit ¢) aus Gleichung (7.58) ist das Potential der inneren
Kréfte nichts anderes als dasjenige in Gleichung (7.34) von Lazopoulus und Lazopoulus [32]:

1
/2E [8%1 + 02(81{511)2 -+ 62(83611)2] av . (7.101)

n') = /de:
1%

\%4

Die virtuelle Arbeit der inneren Krifte, §W (), ist dann gleich der Variation von H(Li)L,
@) _ s17(0)
W =61, . (7.102)

Wiahrend §W () eine Bezeichnung ist, stellt 5H(Li)L die Variation des Funktionals H(LZ)L dar. Um 6H(Li)L auszurechnen,
wird zuerst die Dehnung 11 in (7.101) durch die Verschiebung U und die Absenkung w ausgedriickt,

; 1
i) = / 5 (U = z3w”")? + c2(U" — 230")? + co(w”)?] dV . (7.103)
\%

Dann wird 6HS-2: gebildet, mehrfach partielle Integration angewendet und die Formeln (7.1), (7.2) und (7.59)
- (7.62) beriicksichtigt. Nach langeren Umrechnungen ergibt sich schliel3lich das Ergebnis

oW = [1OUIZ5 + [£200] 70y + [fidw] 2y + [Fad ()] 52y

x1= x1=0

L L
+ [fad (")) D2~ / floUdzy — / Flowdzy (7.104)
0 0

Das Prinzip der virtuellen Arbeit - Randbedingungen fiir SchnittgroBen Die gewthnliche Form des Prinzips
der virtuellen Arbeit wird durch die Gleichung

sW© = sw =) (7.105)
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formuliert. Diese Gleichung gilt fiir den ganzen Korper, sowie fiir jeden beliebigen Teilkorper. Als néchstes
werden §W© und W@ in Gleichung (7.105) durch (7.92) und (7.104) ersetzt und das Fundamentallemma
der Variationsrechnung angewendet. Es ergeben sich die Gleichungen

fitp=0 , fi+q=0 , (7.106)
die Beziehungen
N:fl R H:f2 , V:f?/) , M:f3 , m:f4 (7.107)

und die Randbedingungen fiir Schnittgrofden:

Entweder N oder U , entweder H oder U’ | (7.108)
entweder V oder w , entweder M oder w’ und (7.109)
entweder m oder w” (7.110)

welche an z; = 0 und z; = L vorgeschrieben werden miissen. Aus den Gleichungen (7.106) und (7.107) ist
leicht ersichtlich, dass die klassischen Gleichungen

N+4+p=0 , M'+q=0 , M -V=0 (7.111)

gelten. Andererseits konnen aus den zwei Gleichungen in (7.106), mit Hilfe der Definitionen (7.59) und
(7.61), die Differentialgleichungen fiir U und w

— EAU" + EAU" +p=0 (7.112)
o EIw"" — (EI + coEA) W +q=0 (7.113)

hergeleitet werden.
Weitere wichtige Beziehungen ergeben sich aus (7.107) und (7.94)
[f1slhe—C . = 0 & [f113]4,— = [B118) e > (7.114)
womit, durch Vergleich von (7.107)4 mit (7.97)
[113] 4y s = C2EW" (7.115)

folgt. Auch die Werte von [i113 an 23 = +c konnen berechnet werden. Dazu wird die Gleichgewichtsbedingung
(7.52) mit x3 multipliziert und dann iiber A integriert

61/211m3d5+ /(83213).1‘3(15 =0 . (7.116)
A A
Der erste Term kann mit Hilfe des Elastizititsgesetzes (7.56), der Definition (7.61) und der Gleichungen (7.1)

und (7.2) berechnet werden,

/211$3ds = —EI(’LU” — CQ'LU””) — f3 + CQEAU}H . (7.117)
A
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Damit folgt aus (7.116)

(03213)1‘3(15 = —f/ — CQEA’LU”/ (7.118)
3
A
und aus Gleichungen (7.96) und (7.107)3
[fi133]pe— o + [H313]5o—- . =0 . (7.119)
Zusammengefasst wird daraus
N = /znds =f (7.120)
A
H= /ﬁ111d5= f2 (7.121)
A
V=-— /(agzlg)xgds —BAW" =M = fi | (7.122)
A
M = /lel‘gds — CQEAU}H = f3 5 (7.123)
A
m = /ﬁ111$3d5 =f1 (7.124)
A
p=2b[C1350=, (7.125)
q=2b [233 + (81213)$3]i§ic_c + CQEAU)//// . (7.126)

Die Beziehungen (7.114), (7.115) und (7.119) wurden auch in Sideris und Tsakmakis [50] aufgestellt,
allerdings unter der Bedingung N = 0.

Die Ergebnisse konnen folgenderweise interpretiert werden. In (7.119), (7.121), (7.122) und (7.123) kommen
Spannungen vor, die aus den Elastizitdtsgesetzen (7.56) und (7.57) berechenbar sind. Damit stellen die
Gleichungen (7.120), (7.121), (7.123) und (7.124) Stoffgesetze fiir Schnittkréfte dar. In Gleichung (7.122)
kommt die Spannung >3 vor, die nicht aus einem Elastizitdtsgesetz bestimmt werden kann. Deswegen wird V'
aus der Gleichgewichtsbedingung fiir Schnittkréfte (7.111)3 bestimmt. Weitere Gleichgewichtsbedingungen
fiir Schnittkréfte sind die Gleichungen (7.111); ».

Bevor dieser Abschnitt abgeschlossen wird, soll auf folgendes aufmerksam gemacht werden. Die Kréfte
V und ¢ hdngen neben den Spannungen >3 und X33, die aus Materialgesetzen nicht bestimmbar sind,
auch von deformationsabhéngigen Anteilen ab. Diese Abhingigkeit der Randbedingungen fiir V' und der
duleren Belastung ¢ von deformationsabhédngigen Termen ist ungewohnlich und kommt in dieser Form in der
klassischen Elastizitat nicht vor. Daher stellt sich die Frage, ob eine alternative Formulierung des Prinzips der
virtuellen Arbeit existiert, die zu Ergebnissen ohne derartige Deformationsabhéngigkeiten fiir V' und ¢ fithren.
Eine solche Formulierung gibt es in der Tat und wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.

B) Alternative Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit

Offenbar muss das Prinzip der virtuellen Arbeit in (7.105) dquivalent zu einem Prinzip der virtuellen Arbeit
sein, das aus den Gleichgewichtsbedingungen (7.49), (7.50) und den Elastizititsgesetzen (7.56) und (7.57)
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zustande kommt. Dieses Prinzip wird in diesem Abschnitt hergeleitet und die Aquivalenz zum Prinzip (7.105)
im nédchsten Abschnitt bewiesen.

Herleitung des alternativen Prinzips aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir den Balken Die Gleichge-
wichtsbedingungen fiir den Balken (7.49) und (7.50) werden jeweils mit ju; = 6U + z36(—w’) und duz = dw
multipliziert, die Ergebnisse werden addiert und das Integral iiber das Volumen V" gebildet:

/(81211 + 83213)(5UdV + /(81211 + 83213){1335(—10,)6”/ + /(81213 + 83233)5’[1)6”/ =0 (7.127)

Vv 1% 1%

<~

/(81211)6UdV+/83(2135U)dv+/81(211x3)6(—w’)dv+/(83213)x35(—w’)dV

14 1% 14 14

+ / (01 513)0wdV + / (053)0wdV =0 . (7.128)
1% 1%

Die Auswertung der Integrale erfolgt iiber die Definitionen fiir Schnittkréfte

N::/leds , (7.129)
A

H:= / f111dS (7.130)
A

17::—/(03213):53ds : (7.131)

A

J\?::/Ellxgds , (7.132)
A

T/fliz/ulll.%gdS (7133)
A

und die Definitionen fiir &uf3ere Belastungen des eindimensionalen Balkenkontinuums

p=2b[Eusl50 20, (7.134)
q:=2b[Xs3 + (81213)1’3]izzic . (7.135)

Ein Vergleich mit den Kraften in (7.120) - (7.126) macht deutlich, dass die Krafte in (7.129) - (7.135) keine
deformationsabhidngigen Anteile enthalten.

Der erste Term in (7.128) kann umgeformt werden mit Hilfe der Definitionen (7.129) und (7.130), der
Elastizitiatsgesetze (7.56) und (7.57) sowie mehrfacher Anwendung partieller Integration

/(81211)6Udv —/81(2115U)dV—/2116U’dV
14 14 14

r1=L
/&U%MU

z1=0 A

d:c1 — /E(U/ - :L’3U)//)5U/dv
\%4
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/ U//l :ng””)(SU,dV

“
[J/\MU » /E — 3w )5U’dV+/81 e E(U” xgw”’)éU’} dv
z1=

_/CzE(U// "/)5U”dV
v
s x1=L
_ []\A/(SU] 1 ot / ) ! / C2E(U"a:3w’”)dS] U day
1=
x1=0 A

- /E(U’ — x3w")oU'dV — /CQE(U” — x3w")SU"dV
v

~ r1=L ~ x1=L
_ [NdU] n [H(SU’] - / E(U' — z3u0")5U"dV
x1=0 xr1=0
o /CQE(U,/ o ///)6U//dV

v

(7.136)

Durch die Anwendung dhnlicher mathematischer Operationen werden auch die restlichen Integrale in (7.128)

umgeformt:

x1=L x1=L

/83(2135U)dv = / 2b [213]§3—ic 5de1 / ﬁ(Sdel 5
Vv x1=0 z1=0
ac =L
/81(211:63)5(—10)611/ [Ma . . /E — 3w (—w")dV
v 1=
/c EU" — z3w"")§(—w")dV |
\4
I xr1=L
/(83233)5de+ /(83213)x35(w')dV/(alElg)éde = [‘7(510} 1:0 + / qAéwdxl
1% 1% \% " z1=0
Substitution von (7.136) - (7.139) in (7.128) und Beriicksichtigung der Gleichung e1; = U’ — z3w”
x1=L r1=L
[]V(SU} Ty [ﬁéU’]xl:L—F [‘75wrl:L—|— [M\é(—w')}m:L—l- / poUdzy + / qowdx
r1=0 x1=0 x1=0 z1=0 ! !
xr1=0 z1=0
= / E(U" — z3w")(6U" — z36w")dV + /CQE(U// — z3w")6U"dV
\%

- /czE(U'” — xzw" )36 (—w")dV
7

(7.137)

(7.138)

(7.139)

ergibt
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:/E€/1158/11dv—|—/CQE&E/H(SU”dV - /02E61 [(U" — zgw™)z36(—w")] dV
v v v

+ /CQE(U” — z3w™)x36(—w")dV

\%4
:/E€11(5€/11dv+/62E6/1156,11dv—/[CQE(U”—$3w1/,)l‘36(—w/,)]ii:g as
\%4 %4 A
1 T1=
:5/ §(E5%1 + 2 B(e}1)?)dV + [CQEI'U}”/($<—UJH)]$1:([; . (7.140)
1%

Der letzte Term auf der rechten Seite kann mit Hilfe der Schnittkraft m ersetzt werden. Hierzu wird das
Elastizitatsgesetz fiir fi111 aus Gleichung (7.57) in die Definition (7.133) eingearbeitet:

’//ﬁ = /ﬂlnl’gds = /CQE(U” — .Z‘gw,/,):EgdS = —CQEI'UJH/ . (7141)
A A

Im Hinblick auf dieses Ergebnis nimmt Gleichung (7.140) die Form

1 i
W = § / S [+ ea(ehn)?] dv = sTIY, (7.142)
Vv

an, wobei Gleichung (7.33) und die Definition

~ r1=L ~ r1=L ~ r1=L —~ r1=L
(e) — / !
ow o |:N5U:| r1=0 + |:H6U ]1120 + |:V5w:| x1=0 + |:M6( v ):| r1=0
x1=L x1=L
+ [ﬁlé(—w")]ziig + / poUdzx + / qgowdzy (7.143)
x1=0 x1=0

benutzt wurden.

Werden die mathematischen Schritte, die von (7.127) zu (7.142) gefiihrt haben, umgekehrt, ist zu sehen,
dass (7.142) die Gleichung (7.127) impliziert. Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung werden
dann aus (7.127) die Gleichgewichtsbedingungen erhalten. Somit ist (7.142) dquivalent zu den Gleichge-
wichtsbedingungen.

Gemal Gleichung (7.142) ist oW die virtuelle Arbeit der duleren Kriften, die in Verbindung zur virtuellen
Anderung von H%}B steht. Folglich sind N, H, V, M, und D, q jeweils die zugehorigen Schnittkréfte und
Resultierenden der dufleren Belastung. Gleichung (7.142) ist die gesuchte alternative Formulierung des
Prinzips der virtuellen Arbeit fiir das KG-Modell. Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes wird bewiesen, dass
das Prinzip (7.142) dquivalent zum Prinzip (7.102) ist. Vorher werden aber die Elastizitatsgesetze und die

Gleichgewichts- und Randbedingungen fiir die Schnittkrafte aufgestellt.
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Gleichgewichts- und Randbedingungen fiir Schnittkréfte Nach lédngeren Umrechnungen kann aus (7.35)
die Variation von Hgg in Abhéngigkeit von den Verschiebungskomponenten berechnet werden

5H$§:Lﬁ&ﬂg§§+[haUq“:L+-Kﬁ-%@EAwmwa”dt%Uﬁ-%@EAwﬂapﬂuﬂgjg

x1=0 x1=0
r1=L r1=L

+ [f45(—w”)]iié — / fioUdzy — / (f4 + coEAW™ ) owdxy (7.144)
x1=0 x1=0

wobei die Funktionen f1, ..., f4 in (7.59) - (7.62) definiert wurden. Aus (7.142) - (7.144) folgen die bekannten
Elastizitatsgesetze fiir die Schnittkrafte

N = /znds = f1 = EA(U — U (7.145)
A

H= / 1111dS = fo = e EAU” (7.146)
A

M = /angds = fs+ aEBAW" = —EI(w" — couw") | (7.147)
A

m= [ pnz3dS = f1 = —coEIw" | (7.148)
A

die Gleichgewichtsbedingung zur Bestimmung von V
V=FfitaEA" V=M (7.149)
die Gleichgewichtsbedingungen fiir Schnittkréfte

fl+4p=0= N +p=0 & FAU" —cU")+p=0 |, (7.150)
Ty EAW" +G=0s M'+G=0 & —BEIW"” —cow")+3=0 (7.151)

und die Randbedingungen fiir Schnittgrofen:

Entweder N oder U , entweder H oder U’ , (7.152)
entweder V oder w , entweder M oder w' und (7.153)
entweder m oder w” (7.154)

miissen an z7; = 0 und x; = L vorgeschrieben werden.

C) Aquivalenz der zwei Prinzipien

Es wird gezeigt, dass die Differentialgleichungen fiir U und w in (7.150)3 und (7.151)3 jeweils die Differenti-
algleichungen (7.112) und (7.113) implizieren. Analoges wird auch fiir die zugehorigen Randbedingungen
und Prinzipien der virtuellen Arbeit gepriift. Der Beweis fiir die umgekehrte Richtung ist dhnlich und wird
hier nicht néher erldutert.
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Sei p eine bekannte dullere Belastung und p = p, in Ubereinstimmung mit Gleichungen (7.134) und (7.99).
Es wird angenommen, dass ¢ aus zwei Anteilen zusammengesetzt ist. Der eine Anteil, ¢ = ¢(z1), ist eine
vorgegebene Funktion, wahrend der zweite Anteil die deformationsabhédngige Kraft —co F Aw” ist, sodass
q = q — coEAw"" ist. Unter diesen Umstdnden implizieren die Gleichungen (7.150)3 und (7.151)3 jeweils die
Gleichungen (7.112) und (7.113). Hinsichtlich der Randbedingungen ist es ausreichend, nur die Randbedingun-
gen vom Neumann-Typ zu diskutieren, da die Randbedingungen vom Dirichlet-Typ fiir beide Vorgehensweisen
gleich sind. Es ist leicht zu verifizieren, dass Randbedingungen fiir N, H und /7 mit denjenigen fiir N, H, m
{ibereinstimmen. Fiir V und M an den Stellen x1 = 0, L wird angenommen, dass diese aus vorgeschriebenen
Anteilen jeweils V und M und deformationsabhéngigen Anteilen c; £ Aw” und co E Aw” zusammengesetzt
sind, d.h. V =V + e EAw" und M=M+ coEAw”. Unter diesen Umstanden implizieren die Randbedin-
gungen (7.152) - (7.154) die Randbedingungen (7.108) - (7.110).

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass das Prinzip der virtuellen Arbeit (7.142), owte) = (51'[523, das Prinzip
der virtuellen Arbeit (7.105), W (©) = 5H(LZ)L, impliziert. Als Motivation fiir die Beweisidee sei angemerkt,

dass das Prinzip W) = 6H$§B aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Biegung (7.52) und (7.53)
hergeleitet wurde. Die Spannungskomponente fig;; ist in éW(¢) enthalten, weil V in (7.122) vom Term
—cpEAw' abhéngt. Dieser Term lésst sich mit Hilfe des Elastizitdtsgesetzes (7.57) als Integral | 4 O11i311dS
ausdriicken. Die Spannung fi3;; kommt jedoch in den Komponenten ¥;; (siehe Gleichung (7.45)) nicht vor,
weil ds1i31; = 0 ist. Deswegen trigt die Spannungskomponente fi3;; zu den Gleichgewichtsbedingungen
nicht bei und demzufolge trigt sie zum Prinzip sW(©) = 5H§§33 auch nicht bei. Sie leistet die virtuelle Arbeit
(vergleiche Gleichung (7.57))

ﬂ3115(63511) =0 [%E(63611)2:| . (7.155)

Nun kann das Volumenintegral dieser Gleichung gebildet werden, fiir ji3;; das Elastizitdtsgesetz fiz1;; =
—coFw” und fiir 6(0se11) die Gleichung §(93e11) = —dw” eingesetzt und zweimal partielle Integration
angewendet werden:

/ﬁgné(@g&n)dv = 5/ %E(@g&n)QdV 4 (7156)
1% Vv
x1=L
— [CQEAwlﬂd'LU]iiig — [CQEAw”é(—w')]zié + / coEAW" Swdz, = 6/622E(83€11)2dv . (7.157)
x1=0 1%

Durch Addition von sW(©) = 51'[%)3 mit (7.157) wird

x1=L
SWLe — [CQEAw'”&w]zig - [CQEAw,/(S(*w,)]iiig + / co BEAW" Swdxy = SW©)
x1=0
= oml), + 5/ %E(@geu)zdv =om\) (7.158)
v
& ow@ =) (7.159)

was zu beweisen war.
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7.3.3 Einseitig eingespannter Balken unter Querlast

In diesem Abschnitt werden die zwei Vorgehensweisen infolge der unterschiedlichen Prinzipien der virtuellen
Arbeit anhand des einseitig eingespannten Balkens in Abbildung 7.2 miteinander verglichen. Fiir dieses
Beispiel ist U = 0.

qo = konst.

I

o
emmmmmmm e~ ONNNNNONONNANNNNNNNNNN
v

I3

Abbildung 7.2: Einseitig eingespannter Balken unter konstanter Querlast

Die Balkengleichungen
Es werden die zwei folgenden Fille fiir den einseitig eingespannten Balken diskutiert.

Im ersten Fall wird das Problem mit den Gleichungen infolge des Prinzips der virtuellen Arbeit 61V (¢) = 5H(LZ)L
beschrieben. Diese sind die Differentialgleichung der Biegelinie (7.113), die Randbedingungen (7.109) und
(7.110), die Formeln fiir die Schnittkrafte (7.107)3 45 und die Definitionen (7.61) und (7.62). Weil die
Querschnittsfliche A in diesen Gleichungen vorkommt, wird dieser Fall als KG-Modell-A bezeichnet. Danach

gilt fiir den Fall KG-Modell-A:
(EI + coEA)W"" — coETw"™" —qo =0 . (7.160)

Die Randbedingungen werden folgendermalden angenommen:

w(0)=0 , w'(0)=0 |, (7.161)
V(L) _ [_E[(w/// . ngm”) _ CQEA'U}/H] bl = 0o , (7.162)
M(L) = [EI(w" - cqu™) = EAW"] =0 , (7.163)
m(0) = [~EIw™)] =0 , m(L)=[-cEW")] _, =0 . (7.164)

Im zweiten Fall wird das Problem mit den Gleichungen infolge des Prinzips §WW(¢) = 5H§i)]3 beschrieben. Diese
sind die Differentialgleichung der Biegelinie (7.151), die Randbedingungen (7.152) - (7.154) und die Formeln
fiir die Schnittkréfte (7.147) - (7.149). In diesen Gleichungen kommt die Querschnittsfliche A nicht vor.
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Dementsprechend wird dieser Fall als KG-Modell-NA bezeichnet. Danach gilt fiir den Fall KG-Modell-NA:
EIw" — coEIw"" —qo =0 . (7.165)

In Analogie zu den Gleichungen (7.161) - (7.164) werden die Randbedingungen folgendermal3en angenom-
men:

w(0)=0 , w'(0)=0 |, (7.166)
V(L) = [~BIW" = cqw™)] _, =0, (7.167)
M(L) = [-EI(w" — cqu™)], _, =0 | (7.168)
m(0) = [~eBIw™)], _ =0 , @(L)=[-cEIw")], _, =0 . (7.169)

Es ist hervorzuheben, dass sowohl das KG-Modell-A als auch das KG-Modell-NA den Balken im Rahmen des
KG-Modells beschreiben, jedoch unterschiedliche Randbedingungen und Lastfélle widerspiegeln. Dementspre-
chend ist der Einfluss der Parameters cs fiir beide Modelle der selbe.

Es ist nun interessant, die Vorhersagen fiir den Fall KG-Modell-A mit den entsprechenden Vorhersagen fiir den
Fall KG-Modell-NA sowie fiir den Fall der klassischen Elastizitat zu vergleichen. Es ist offensichtlich, dass die
Vorhersagen unterschiedlich sein werden, da die Randbedingungen und die Lastbedingungen unterschiedlich
sind. Es stellt sich jedoch die Frage, ob die Unterschiede nur quantitativer Natur sind oder ob es bedeutende
qualitative Unterschiede gibt. Der Vergleich lésst sich am besten mit dimensionslosen Grof2en durchfiihren.
Die folgenden Definitionen werden eingefiihrt:

_ 1 _ T3 _ w = b _ ¢ _
T = f s 1‘3 = 7L s w = Z y b — E 5 C = E 5 Cy = L2 9 (7'170)
@ . 30 S 2ij
= = == Yii = . 171
©=FL 0 VT g 0 TIT R (7.171)

Bis zum Ende dieses Abschnittes wird die Notation so gedndert, dass mit ()’ Ableitungen von () nach z;
bezeichnet werden,

() = L. (7.172)

Dimensionslose Losungen w(z;) fiir den Fall KG-Modell-A wurden in [49] und [50] bereitgestellt. Hier werden
dimensionslose Losungen nur fiir den Fall KG-Modell-NA hergeleitet.
Nach einfachen Umrechnungen kann fiir die Differentialgleichung (7.165) die dimensionslose Form

—e"" + " — ZIB -0 (7.173)

mit der allgemeinen Losung
_ _ _ _ an _ & T
@(71) = K1 + Ko7y + K372 + K78 + g—zgz‘f + Ksever + Kge Vs (7.174)

gefunden werden. Da sich die zwei Differentialgleichungen (7.160) und (7.165) sich nur um die Konstante
vor w"" unterscheiden, wird Thre allgemeine Losung vom gleichen Typ sein. Die Integrationskonstanten
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K1, ..., K¢ werden aus den Randbedingungen (7.166) - (7.169) bestimmt. Die dimensionslose Form dieser
Randbedingungen lautet

B(0) = . @) =0 , (7.175)
[ﬂ//” 02@/////] =0, (7.176)
[@" — cow™] =0, (7.177)
[@"] = [0"],y =0 (7.178)

_2 _3
o (14evE) g g i -
K, = . , K,=-2% | (7.179)
evez —1 6
3
Ky = -0 Ks=-——20_ (7.180)
evea —1
_ q _ Clate Ve
Ky=001192,) | Ko= 200" (7.181)
4 eV — 1

Die entsprechende Losung fiir den Fall KG-Modell-A hat eine dhnliche Form und kann der Arbeit Sideris [49]
entnommen werden.

Biegelinien und Spannungsverteilungen

Die Abbildung 7.3 stellt die Verldufe von w, @', @w” und @w"’ dar, die mit dem KG-Modell-A (linke Spalte) und
dem KG-Modell-NA (rechte Spalte) berechnet wurden. Die Verldufe infolge des KG-Modell-A wurden fiir die
Werte /¢a = 0,008, ...,0,017 berechnet. Fiir die selben ¢, Werte fallen die entsprechenden Verldufe infolge
des KG-Modells-NA praktisch fast iiberall mit der klassischen Losung zusammen. Das bedeutet, dass grofde
quantitative Unterschiede zwischen den Verldufen infolge der beiden Modellen vorliegen. Um eventuelle
qualitative Unterschiede sichtbar zu machen, wurden die Verlaufe infolge des KG-Modells fiir grof3ere co Werte
berechnet, wie in Abbildung 7.3. In dieser Abbildung ist erkennbar, dass die Verlaufe von w und @ fiir beide
Falle qualitativ dhnlich sind. Bedeutsame qualitative Unterschiede treten bei den Verlaufen von @’ und @w” auf.

Dies wiederum hat merklichen Einfluss auf die Verldufe der Spannungskomponenten, wie in Abbildung 7.4
zu sehen ist. Die linke Spalte in dieser Abbildung ist mit dem KG-Modell-A berechnet und reproduziert die
Ergebnisse von [50]. Die rechte Spalte ist mit dem KG-Modell-NA berechnet. Dazu werden die Gleichungen
(7.56), (7.174) und (7.179) - (7.181) betrachtet:

_ _ qx Ky = K¢ —=L
@//:2K3+6K4i1+qfoi%+f5€\/a%+f6e \/E% ) (7.182)
2 Co C2
Ky = K¢ —7L
™" — (—18 + _7256\/5172 + _7266 \/513 (7.183)
) €3
< .y — M\ = —% 1 = 1—2 =
=1 =- (w — CQW )953 = —qo 5" T+ 5901 T3 . (7.184)
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Fiir die klassische Losung gilt (vergleiche Gross et al. [26] (Seite 133))

Wiy = ;LO (623 — 473 + 71) = (7.185)
=1/ —% 1 — 172
W = qp § — I + §x1 = (7.186)
< — /= —% 1 = 1—2 = S
= (Ell)kz SE=TwI3= 4o 57 Z1 + 5561 T3 =X11 . (7.187)

In Worten: Die Verldufe 11 (71, z3) fiir das KG-Modell-NA und fiir die klassische Elastizitét fallen zusammen
(siehe Abbildung 7.4a). Insbesondere sind die Kurven 311 (1, z3) fiir den Fall KG-Modell-NA unabhéngig von
¢2, im Gegensatz zu dem Fall KG-Modell-A. Verldufe 313(Z1, 73) kénnen durch Integration der Gleichgewichts-
bedingung (7.49), unter Berticksichtigung des Elastizitdtsgesetzes (7.55), berechnet werden:

f d3w dPw f
/agzlgdxg =F <d$:1,) — C2d$?> /xgdl'g = (7188)
x3 x3
1 d3w dPw 9 9
213(.%1,1‘3) 2213($1, C) — iE <da:“;’ — ngx?> (C — xg) . (7189)

Fiir die endgiiltige Berechnung von ¥3(x1, x3) wird noch eine Randbedingung an der Stelle x5 = ¢ benotigt.
Aus den Gleichungen (7.82); und (7.57) ergibt sich, dass

d3w

[ﬁl} = [213 — 81u311]$3:6 = [213]363:0 + CQEW (7.190)
Tr3=c l‘l
und mit [131] = 0 folgt daraus, dass
Tr3=cC
3w
213($1,C) - _C2Ed7.r:% (7.191)
Nach Einsetzen dieses Ergebnisses in Gleichung (7.189) ergibt sich
dBw 1 d3w d°w
Yi3=—cF———-F(—-— —co—= | (¢ — 22 192
1 2 dz$ 2 (dm‘i’ “ dmi’) (C $3> (7.192)
bzw.
_ 1
S13(T1,73) = —e0” = o (0" = e0"") (—z3) . (7.193)

Die mit ¢; parametrisierten Verldufe $13(71, —¢) sind in Abbildung 7.4 b) rechts dargestellt. Verglichen mit den
entsprechenden Verlaufen nach KG-Modell-A (Abbildung 7.4 b) links) ist zu erkennen, dass die Formen der
beiden Verlaufe genau umgekehrt sind. Insbesondere liegen alle Verlaufe des KG-Modells-A unterhalb der klas-
sischen Losung, wéahrend alle Verlaufe des KG-Modells-NA oberhalb der klassischen Losung liegen. Es bestehen
also erhebliche qualitative Unterschiede in den Modellvorhersagen beziiglich der Spannungskomponenten ¥;3.

SchlieBlich wird der Verlauf der Spannungskomponente Y13 in der Gleichgewichtsbedingung (7.50) benutzt,
um daraus den Verlauf von Y33 zu ermitteln:
0%33  0%3 1
0T3 B 0T 2

(ﬂ)"" N Egﬂ)//””) (62 o 3_8?),) . (7.194)
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(a)
0,0014 0,0014
klassisch klassisch
0,0012 V2= 0,008 - - -- 0,0012 V2= 008 - - --
Vé2=0,011 oot VE2=0,16 oo
0,001} +/@=0,014 0,001 VE2=0,24 e
VE2=10,017 — - VE2=10,32 — — j-~‘/ g
0, 0008 - 0,0008 | }
13 13
0, 0006 - T 0,0006 +
0,0004 - 0,0004 -+
0,0002 - 0,0002 -+
0 } 0 1
0 1 0 1
(b)
0,0018 - 0,0018
klassisch
0,0016+ /z;= 0,008 - - - - 0,0016 -+ . P
0,0014 1 Ve2=0,011 -y ' 0,0014 | At
V@ = 0,014 e
0,0012+ /z=0,01 . 0,0012 + fl sy
/ I: B 7/
0,001 0,001 -F [
) P = RN
0,0008 SR 0,0008 ; ‘
0,0006 - e MRS SRR 0,00064 /7 » Klassisch
‘ [ VEz=0,08 - - - -
0,0004 - R 0,0004+ /- JEa= 016 oo
0,0002 | 0,0002 | /7 Vea= 0,24
4 VE2=032 — -
0 \ f f f { 0 1 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
z1 T

Abbildung 7.3: Verlaufe von w und @’ gerechnet jeweils mit dem KG-Modell-A (linke Spalte) und dem KG-
Modell-NA (rechte Spalte) und g, = 4,5-1071°,6 = 0,01, ¢ = 0, 015.
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0,006
0, 005 |
0,004+

% 0,003+

0,002 -+

0,001 -+

klassisch

\/@2= 0,008 - - - -
VE2= 0,011 oo
VE2= 0,014
VE2=0,017 — -

(d)

0,002

—0,002 4~

—0,004

=111
w

—0, 006

—0,008

—0,01

—0,012-

klassisch
\/G2= 0,008 - - - -
VEz= 0,011 oot
V2= 0,014
Ve2= 0,017 — -

1

’J}”/

0, 006
0,005 |

0,004

klassisch
\E2=0,08 - - - -
VE2=10,16 -t
Vez= 0,24
VEz=032 — -

0,003+

0,002

0,001 |

0,002

—0,002 "

—0,004

—0, 006 -]

—0,008

—0,01

klassisch
\Ez=0,08 - - - -
VEz=0,16 oo
V2= 0,24
VC2=10,32 — —

—0,0124

Abbildung 7.3: Verlaufe von @” und @ gerechnet jeweils mit dem KG-Modell-A (linke Spalte) und dem

KG-Modell-NA (rechte Spalte) und g, = 4,5 - 1071°,6 = 0,01, ¢ = 0,015.
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(a)
8 x 1075 8 x 1075
klassisch klassisch
-5 -5
TX107 /2= 0,005 - - - - 7x 10 "\'\ \/E2=0,08 - - - -
6x 105+ VE2= 0,008 - 6% 10— | \\ VE2=0,16 oo
. Vez= 0,011 \ Veéa= 0,24
-5 N -5 \
5x107° + . /é2= 0,014 5 x 10 N /@ = 0,32
JAX107 _ax1073 4 \\
— . — \
“ 3x107°4 W 3% 10-° 4 \\
,\
2x 1075 4 2% 10-5 4 AN
N
_ _ N
1x1075+F 1x1075+F L
0 0 | | ]
-1x107°-L _1x10-51 0,2 0,4 0,6 0,8 1
T I
(b)
1,2 x 1076 T
Kklassisch 2,5x 1076 ‘
1x 106} \éz= 0,008 - - - - R klassisch
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Abbildung 7.4: Verlaufe von Spannungskomponenten, gerechnet jeweils mit dem KG-Modell-A (linke Spalte)
und dem KG-Modell-NA (rechte Spalte) und g, = 4,5-1071%,b = 0,01, ¢ = 0,015. a) Verlauf
von 11 (Zy) fir 23 = —¢. b) Verlauf von £53(z1) flir z3 = 0. ¢) Verlauf von 33(z3) fir z; = 0.

60



(c)
—0,015 4 ‘ —0,015— - o
T klassisch !
Vé2= 0,005 - - - - !
, =0,0l+ /&3=0,010 - —0,01H '
\ Vaz= 0,015 ;
' —0,004+ —0,005 |- /
2] o 1
\p? 9 |L33 e -
0,005 {- 0,005 4~ .' g
. .l klassisch
PR oS V@@= 0,001 - - - -
0,01+ S 0,014/ VE2= 0,002 oo
ol V= 0,003
VEz= 0,004
| I 07 015+~ | | | 07 015 | | i | |
—2x107"—1x 107 0 1x10~7 2x 107 —2x1077 0 2x10774x10776 x 10778 x 10~71 x 106
T3 T3

Abbildung 7.4: Verlaufe von Spannungskomponenten, gerechnet jeweils mit dem KG-Modell-A (linke Spalte)
und dem KG-Modell-NA (rechte Spalte) und g, = 4,5 - 1071, b = 0,01, ¢ = 0,015. a) Verlauf
von 11 (Z1) fir z3 = —¢. b) Verlauf von £3(z1) flir z3 = 0. ¢) Verlauf von 33(z3) fir z; = 0.

Integration iiber z3 zwischen z3 und ¢ liefert
— — — . — - - =M = = ]' — /" — =1 273 ]' =3 =2 =
Y33(Z1, T3) = X33(Z1,¢) — cow' (¢ — T3) — 3 (w — Col ) gc + §x3 — ¢T3 . (7.195)

Fiir die Berechnung von X33(Z1, ¢) sind weitere Randbedingungen erforderlich. Es wird postuliert, dass

[133] = [ﬁzl} =0 (7.196)
ist. Aus Gleichung (7.65) ergibt sich [fh} . = 11331 = 0 und damit
[O11331] e =0 (7.197)
Auf der anderen Seite ist aus (7.64) und (7.196) zu sehen, dass
[133} e (X33 — O11i331] 5= = 0 (7.198)
und im Endeffekt, dass
[Z33],,_.=0 - (7.199)
Diese Bedingung ermoglicht die vollstéindige Berechnung von Y33 in Gleichung (7.195),
S33(Z1, T3) = % (@ — 2w (52:‘53 — ég—;g — §63> + e (Z3 —¢) . (7.200)
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Die graphische Darstellung von ¥33(0, Z3) fiir das KG-Modell-NA und unterschiedliche Werte von ¢, ist in
Abbildung 7.4 c) rechts aufgetragen. Der Vergleich mit der entsprechenden Darstellung fiir den Fall KG-
Modell-A in Abbildung 7.4 c) links macht deutlich, dass erhebliche qualitative Unterschiede auch fiir diese
Spannungskomponenten vorhanden sind.

7.4 Konsistente Euler-Bernoulli-Theorie fiir das 3-PG-Modell

Wie im Abschnitt 6.2 beschrieben wurde, wird die Interpretation des 3-PG-Modells als Gegenstiick zum
3-Parameter-Festkorper der Viskoelastizitat iibernommen. Die Grundgleichungen sind die Gleichgewichts-
bedingungen (6.22), (6.23), die kinematischen Beziehungen (6.29), (6.32), die Elastizitédtsgesetze (6.50) -
(6.54) und die Randbedingungen.

Gleichgewichtsbedingungen:

9%k =0 , Xjr=2Xur - (7.201)
Kinematik:
gij =%+ Vi Yii =) » Yii=Ye) o Kigk = Kigrk) = 0%k - (7.202)
Elastizititsgesetze:
1 —-c cp—c
¢ = d}A(s"Y’ R) = ieijcijmngmn + %’Y@'jcz‘jmn’ﬁrm + %“zjkcjkmnﬂimn s (7.203)
o A
Tig = T(ij) = % = Cz’jmngmn ) (7.204)
ij
oA ey —c
Oij = O(ij) = 81,/; = %Czjmn’ymn ) (7.205)
ij
Co — C
Eij = E('L]) =Ty + 04 = Cijmngmn + %Cijmn'}/mn y (7.206)
oA
High = Hijk) = G = (c2 = c1)CikmnOiVimn (7.207)
ij
Ojk = —8iujk . (7208)
Randbedingungen:
Entweder tj = niEij oder Uy und (7209)
entweder T}, = niui;, oder Wy, (7.210)

miissen auf 0V vorgegeben werden.

Die Hoffnung ist jetzt, den gleichen Weg wie in den Abschnitten 7.2 und 7.3 zu gehen und so zu einer
konsistenten Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir das 3-PG-Modell zu gelangen. Diese Hoffnung wird sich als
berechtigt erweisen, allerdings sind weiterfiihrende Uberlegungen erforderlich. Dies betrifft insbesondere die
Aufteilung der virtuellen Arbeit in effektive und nicht effektive Anteile, wie weiter unten gezeigt wird.
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7.4.1 Anisotropes 3-PG-Modell mit geometrischen Zwangsbedingungen

Nun wird wieder der Balken in Abbildung 7.1 betrachtet. Wie zuvor wird ein ebener Dehnungs- und ebener
Spannungszustand mit us = g9 = Y9 = 0 angenommen und zusitzlich wird Uy, = 7o = 09 = s =0
gesetzt. Ferner sollen alle nicht verschwindenden Komponenten nur von z; und x5 abhdngen. Der Elastizi-
tatstensor wird als transversal isotrop wie in den Abschnitten 7.2 und 7.3 angenommen, mit 143 = v31 = 0,
Ci111 = F, C3333 = E*, C1133 = 0, Cy313 = /~L* und Cq113 = 0. Wie bisher sind E und E* Elastizititsmoduli
und p* der Schubmodul. Im Bezug auf der Voigt'schen Matrizennotation haben die Elastizitdtsgesetze (7.204),
(7.205), (7.206) und die freie Energie (7.203) die folgende Gestalt:

T11 E 0 0 €11 E€11

733 = 0 FE* 0 £33 = E*€33 y (7211)
T13 0 0 pu 2e13 2p*er3

o11 _ E 0 0 71 _ Evi

o5 | == p “lo B0 s | =2 c D B | (7.212)
013 ! 0 0 u 2713 ! 2113
i1l E 0 0 0V E0; ¥y
Hi33 :(02 — 01) 0o FE* 0 81-\1133 = (CQ — Cl) E*({')Z‘\Ifgg s (7.213)
i3 0 0 u*) \20V¥i3 2070,V 13

(0 =5 [Eel) + E*e3s + du*els] + 5, [Ey + B35 + Ap*yis]
3
co— ¢ . .
+ 2 5 LN [B0:01)? + B*(9;Vs3)? + 4" (9;V13)?] (7.214)

=1

Die Euer-Bernoulli-Annahme, dass die Balkenquerschnitte keine Verzerrung (starrer Korper) erfahren, legt
unendlich grol3e Werte fiir £* nahe. Dies wiederum zieht nach sich, dass

Eligloo (€33,733,01V¥33,03¥33) = (0,0,0,0) (7.215)

ansonsten wére die freie Energie in (7.214) nicht beschrankt. Die Folgerung von (7.215) ist, dass die Span-
nungen 733, 033, 233 und pu,33 (siehe Gleichungen (7.211) - (7.213) und (7.206)) nicht bestimmbar aus
Materialgleichungen sind. Dariiber hinaus: Um die geometrische Zwangsbedingung (7.215) stets zu erfiillen,
sind Spannungen 733, 033 und p;33 notwendig, die keine Arbeit leisten: m33dess = o33dy33 = p133d(01¥33) =
p333d(03¥s3) = 0. Das bedeutet, dass die Spannungen 733, 033 und 1,33 beschrénkt sind und deswegen gilt
El}gg@ E* (35,733, (01¥33)?, (03VU33)?) = E}ﬁigloo (733633, 033733, 1113301 V33, 1133303 ¥33) = (0,0,0,0). In Uber-
einstimmung mit der Technischen Mechanik kann die Anforderung El‘irﬁnOO €33 = 0 durch Elkigloo uz = w(xy)
erfillt werden.

Eine weitere Annahme des Euler-Bernoulli-Vorgehens ist, dass ebene Querschnitte eben bleiben. Das bedeutet
die Existenz einer axialen Verschiebung U (z;) und eines Rotationswinkels (1), sodass u; = U(z1) — z36(z1),
ug = 0, uzg = w(x;) fir B* — oc.

Eine letzte Annahme der Euler-Bernoulli-Geometrie ist, dass die Querschnitte senkrecht auf der deformierten

Balkenachse stehen. Mit anderen Worten, es findet keine Scherung in der z1—x3—Ebene statt, was gleichbedeu-

tend mit p* — oo ist. Alsomuss lim (e13,713,9;¥13) = (0,0, 0) sein, damit ¢) endlich bleibt. Gleichbedeutend
pn*—o00

dazu muss  — w',u; = U(z1) — z3w'(x1) und €17 = U'(x1) — z3w”(z1) im Grenzfall y* — oo sein. Wie
vorher kennzeichnet ist ()’ die Ableitung von () relativ zu x1. Analoger Weise wird ¥1; = B(x1) — 238’ (x1)
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angesetzt, wobei B und 3’ jeweils U’ und w” entsprechen. Schlief3lich miissen Spannungen 713, 013 und ;13

existieren, die keine Arbeit leisten (713de13 = 013dv13 = p113d(01¥13) = p313d(93¥13) = 0), beschrankt und

aus Materialgleichungen nicht bestimmbar sind, sodass lim 4u* (e%5,7%5, (01¥13)%, (95¥13)%) = (0,0,0,0).
*—00

W
Zusammengefasst ergeben sich fiir die Kinematik und die Elastizitdtsgesetze die Gleichungen:
up =U(z1) —z3w'(z1) , uwe=0 , wuz=w(r) |, (7.216)
11 = U’(ml) — 37311)”(.%1) ; £33 — €13 — 0 , (7.217)
Uy = B(x1) —x3f(x1) , Wa3=V3=0 , (7.218)
yi1 = U'(z1) = B(x1) — x3(w”(x1) = B'(1)) , 3=73=0 , (7.219)
1 = EEH = E(U'(xl) — :ng"(azl)) s (7.220)
o1 =2 py, =2 C_l AE[U —B-asw" —B)] (7.221)
Si=m1+on = Z—zE(U/ —azw’) — 2 — CEB - 138) | (7.222)
1 1

MH111 = (CQ — cl)EBpIJH = (CQ — Cl)E(B/ — ZEg,BN) 5 (7223)
pzin = —(c2 —e1)EB" (7.224)

T33, T13, 033, 013, 233, 213, (4133, (113, 4333, f4313: Nicht bestimmbar durch konstitutive Gleichungen,

1 co)— C co — C cy —C
=5 Eef + %Eﬁl + 2 EB09)? + 2 —LE(030,)? (7.225)
Orpin +o11 =0 (7.226)
O1p113 + 03313 + 013 =0 (7.227)
O1p1133 + 031333 + 033 =0 . (7.228)
Zusatzlich gelten die Gleichgewichtsbedingungen
X1 +03813=0 (7.229)
O1X13 +03X33 =0 . (7.230)

Im Folgenden werden die partiellen Differentialgleichungen (7.226) - (7.230) als Feldgleichungen bezeichnet.
Der nichste Schritt ist Schnittgrof3en mit Hilfe von Prinzipien der virtuellen Arbeit einzufiihren. Dabei ist
es wichtig, folgendes zu beriicksichtigen: Im Kontext des eindimensionalen Balkenkontinuums existieren
ausschlie3lich Schnitt- und resultierende Belastungskrifte. Spannungskomponenten hingegen existieren
lediglich fiir den dreidimensionalen materiellen Korper.

7.4.2 Prinzip der virtuellen Arbeit

Virtuelle Arbeit der auBeren Krafte

Im vorliegenden 3-PG-Modell werden die duBeren Kréfte durch den Traktionsvektor ¢ und den nicht klassischen
Traktionstensor T repréasentiert, wie in den Gleichungen (7.209) und (7.210) dargestellt. Unter Verwendung
dieser Krifte wird die virtuelle Arbeit §1W () fiir den Balken in Abbildung 7.1 wie folgt ausgedriickt:

sWie = / (tjou; + Tj0W ) dV

)%
= / (tj(S’U,j + T];C(S\I/]k) ds + / (tjéuj + Tjk(s\lfjk) ds . (7.231)
A,UA, AyUAu
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Das Ziel besteht nun darin, 61/ (¢) mit Hilfe der folgenden Schnitt- und resultierenden Belastungskrifte
auszudriicken:

N = N(z1) = /anS = FA <ZQU’ - CQCQB> = gi(x1) =Gy (U, B) (7.232)
%4 1 1
M = M(z1) = / Sa3dS = —EI (?w - CQ;“&) = go(z1) = Go(w", B) (7.233)
4 1 1
V=V@)=V+V , (7.234)
V=V(x) = /ZlgdA , (7.235)
A
V=V() = -2b[S13a3) 2, (7.236)
H = H({Bl) = /,u,luds = (02 — Cl)EAB, =: gg(.%'l) = Gg(B,) s (7237)
A
m =m(x1) = /,ulllxgdS = —(ca —c1)EIB" =: g4(z1) = G4(B") (7.238)
A
X =Xx(z1) = /audS -2 0_1 DEA (U’ — B) =: g5(z1) = G5(U', B) , (7.239)
A
T =T(z1) = / o1123dS = —?E] (w" = B') =: gs(z1) = Ge(w", B) | (7.240)
% 1
p=p(r1) =2b [Elg]igic_c , (7.241)
~/
g=q(z1)=q-V (7.242)

In diesen Beziehungen wurden die Gleichungen (7.216) - (7.223) verwendet. Es sei darauf hingewiesen, dass
die Gleichungen (7.232), (7.233) und (7.237) - (7.240) Elastizitatsgesetze fiir Schnittkrafte reprasentieren.
Die Querkraft V wird durch Gleichgewichtsbedingungen und Randbedingungen bestimmt. Schlie3lich werden
p und q als dufdere Belastungen im Inneren des eindimensionalen Kontinuums vorgegeben.

Zur Berechnung von 6 (©) in Gleichung (7.231) wird zunéchst das Integral iiber A; U A, gebildet.

Randebenen A4;, A,:

r1=0,L , nm=xe1 , ng==£1 |, (7.244)
t=mSy . ts=mSi (7.245)
Ty =nipnn , Tz =mnipzz , Tz =nipns (7.246)
du; = 6U + x36(—w') , duz =dw (7.247)
§U1 = 6B + w35(—B) , 6Wa3 =603 =0 . (7.248)
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Alle anderen Komponenten von n, u, t und T verschwinden. Damit gilt

/ (tj5’LLj + Tjkélpjk) ds = / t16UdS + / t1x3(5(—w’)d5 + / tsdwdS

AlUAr AZUAT AZUAT AZUAT
+ / T116BdS + / T11333(5(—ﬁ/)d5
AUA, AjUA,
z1=L r1=L = z1=L z1=L r1=L
= [NSUIZZE + [M6(—)] 225 + [V&w]xl:o + [HEBIZZE + [mo(—8)]2 2, (7.249)
Randebenen A,, A,:
r3==+c , m==4es , ng==£1 , (7.250)
t1 =ngX31 , t3=n3ds3 |, (7.251)
Ty =ngpsin 5, Tsz=mngusss , Tiz =nsusiz (7.252)
du; = 6U + z36(—w') , duz=dw (7.253)
0V =0B + 1‘35(—5/) , 0WU33=0U3=0 . (7.254)
Alle anderen Komponenten von n, u, t und T verschwinden. Folglich gilt
/ (tj5Uj + Tjkfsllfjk) ds = / t10UdS + / t1x35(—w/)ds + / tgdwdS
ALUA, ALUA, ALUA, ALUA,
+ / Tn(sBdS + / T11x35(—ﬁ’)d5 . (7.255)
A UA, A UAy

Durch Anwendung partieller Integration ergibt sich fiir die ersten drei Integrale auf der rechten Seite

x1=L x1=L
/ tldUdS = / 2b [Elg]igiic 5Ud.1‘1 = / ded.?Ul 5 (7.256)
ADUAu $1:0 xlzo
x1=L
/ tiz30(—w')dS = — / 2b [213$3]£§zc_c dw'dxy
AoUA, x1=0
=~ z1=L xl:L:’
= [V(Sw] - V dwdz, (7.257)
x1=0
z1=0
r1=L x1=L
A UA, x1=0 x1=0

Die letzten zwei Integrale auf der rechten Seite von (7.255) enthalten die Komponente 771, die mit Hilfe von
Gleichungen (7.252) und (7.224) zu

[Tll]a:;;::tc = [:l:lu?)ll]xg::tc ==+ (cg — 1) Ef'(21) (7.259)

umgeschrieben werden kann.
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Es ist jetzt wichtig folgendes zu bemerken: Die Krifte p,q und V wirken auf Punkte z; im Inneren des
eindimensionalen Kontinuums. Diese Kréfte enthalten Spannungskomponenten, die nicht durch konstitutive
Gleichungen bestimmt werden konnen, und konnen daher an jedem z; € (0, L) vorgeschrieben werden.
Im Unterschied zu diesen Kraften konnen resultierende Krafte infolge 77, in (0, L) nicht vorgeschrieben
werden. Der Grund dafiir ist, dass 771 durch pus3;; dargestellt wird, das aus dem Elastizitdtsgesetz (7.224)
bestimmbar ist. Mit anderen Worten, Vorgabe von 77, auf A, U A, ist dasselbe, als ob die gesuchte Losung
B(x1) vorgegeben wird. Das Prinzip der virtuellen Arbeit wird nur dann wohl formuliert sein, wenn solche
Terme eliminiert werden konnen. Das ist genau der Fall, wie bald zu sehen sein wird. Die Interpretation davon
ist, dass resultierende Krafte infolge 77; nicht relevant fiir das eindimensionale Kontinuum sind. Sie sind
von Bedeutung nur fiir den dreidimensionalen materiellen Kérper. Diese Betrachtungsweise beruht auf der
Tatsache, dass die Komponente p31; in den Gleichungen (7.226) - (7.230) nicht vorkommt. Damit hat p311
keinen Einfluss auf die grundlegenden Gleichungen. Aus diesen Griinden werden die zwei letzten Integrale

auf der rechten Seite von (7.255) durch sw'e) abgekiirzt:

noneff

sw) / T16BdS + / Tnxsd(=f)dS . (7.260)

noneff =
AL UA, AL UA,

Dass p311 nicht zu den Gleichgewichtsbedingungen beitragt, wird auch durch die Tatsache reflektiert, dass
sich T1; auf A, U A, im eigenen Gleichgewicht (self-equilibrated) befindet, wie aus Gleichung (7.259) zu
sehen ist:

T11dS =0 . (7.261)
AoUA,

Eine direkte Konsequenz dieser Gleichung ist, dass das erste Integral auf der rechten Seite von (7.260)
verschwindet,

/ T116BdS =0 (7.262)
AoUA,
womit sich Gleichung (7.260) auf
oWl = / Tiix36(—8)dS (7.263)
A,UA,

reduziert. Nach Einsetzen von (7.259) in die letzte Gleichung ergibt sich

L

1=
WA e = 2b / [usn1z3]ga=’  0(—p")dx
x1=0
L

xr1=

r1=L
— 4be / (ca — 1) E(—B)6(—B)dzy = 6 / A BAB) day
x1=0

2

— 1
—5 / @ > A R05011)2dV = § / SHan (D5 U)dV (7.264)
Vv
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Aus den Gleichungen (7.255) - (7.258), (7.242), (7.243) und (7.260) wird

r1=L
~ z1=L
/ (tjéuj + TJ]C(S\I/J]C) ds = / poUdxy + |:V(5’w:|
A,UA, 21=0 7=0
x1=L
+ / gowday + oW (7.265)
r1=0

erhalten. Substitution von (7.265) und (7.249) in (7.231) ergibt

) _ st (e)
W) =swig) + oW o (7.266)
wobei
SWE = INSUJZI =8 + [HOBIZZE + [Vow]D = + [Mo(—w')] 2 2y
x1=L xr1=L
+ [m5(—ﬁ’)]zi§+ / péUdx; + / qdwdzx; (7.267)
r1=0 r1=0

als effektive virtuelle Arbeit der dulleren Krifte bezeichnet wird.

Virtuelle Arbeit der inneren Krafte

Mit der freien Energie in Gleichung (7.225) berechnet sich die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte zu

= 5/1/}dv = 5/ [811 —a ")/11 + (ca — 01)(81\1111)2 + (c2 — 01)(83\1111)2 av . (7.268)

In Analogie zu (7.266) wird dW () auch in effektive und nicht effektive Anteile gemal}

i) _ (@) (@)
6W( ) = 6Weff + 5Wnoneff ’ (7269)
mit
WS = / {Eslléelw CQ_CIEmMnH@anW’né\If’n] v, (7.270)
174
und
(7) 1 1
6Wnoneff 9 (c2 —c1)( 83\1}11 5 p311(03¥11)dV (7.271)
\4 v

zerlegt. In der letzten Gleichung wurde von der Bezeichnung 311 = (c2 — ¢1)E(93¥11) Gebrauch gemacht,
die sich aus (7.224) und (7.218) ergibt. Fiir spatere Zwecke soll hier noch die Beziehung

5We(fzf) = / (7’115611 + 0110711 + ,u1115\1’/11) dV (7.272)
1%

68



erwahnt werden, die aus (7.270) mit Hilfe von (7.220), (7.221) und (7.223) gewonnen werden kann.
Auf der anderen Seite kann die kinematische Beziehung v;; = ¢;; — ¥;; in Gleichung (7.270) verwendet
werden, um auf die Gleichung

swi) = / [ZzEgu _ 2 ~ a E\I/n} SendV — / @ ~ A Ery16011dV + /(cQ — ) BV 6V, dV
1 1 1

1% v v
(7.273)

zu kommen. Dies kann weiter mit Hilfe von (7.217) und (7.218) verarbeitet werden,

sl

eff_ Ell_

E\I/H) ((SU/ — 5133(511)”) dVv

Co —

E’yn 5B —x300 ) dV + /(02 — Cl)E\I//H ((SB’ _ .7;'3(5/3//) dV
14

Vv
/ ( By — 279 \IJH) sU'dV —/ (ZQEaH _ e C_ a E\I/11> 230w dV
v v 1 1

v/

1%

A By 6BdV + / — A Brynz308'dV

\%4

+ Cg — Cl E\I//15B dV — / Cco — cl)E\IlHa;g(SB”dV

C2 —C

E(U' —x3w”) — E(B - l’gﬁ/):| su'dv

I
Se—
| — |
S

&1

EE(B@, — x%ﬁ’)] Sw"dV
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8
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8
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o
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&=
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o
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+
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x1=L
_ / [CZEAU’ i EAB] U dxy
C1 C1
xr1=0
x1=L _
- / _ 2B + MEIﬂ’} sw' day
L C1 C1
x1=0
x1=L _
_ / Ry Y — EAB] §Bdx,
L C1
x1=0
r1=L _
+ / _e2 T A pn 4 HEIB’} 58’ dx
L C1 C1
xr1=0
r1=L
+ / [(02 — Cl)EAB/] 5B/dl’1
x1=0
x1=L
+ / [(CQ - Cl)EIB”] (5,3”613?1
x1=0
z1=L r1=L x1=L
= / g10U dxy — / goow"dxy — / gs0Bdx
xr1=0 xr1=0 x1=0
r1=L x1=L r1=L
+ / ggéﬁ’dml + / g35B'dx1 — / g4(5ﬁ”d:c1 . (7.274)
x1=0 x1=0 x1=0

Zur Erinnerung: Die Funktionen g, ..., g¢ sind in (7.232), (7.233) und (7.237) - (7.240) definiert. Mehrfache
Anwendung partieller Integration und das Sortieren von Termen fiihrt schlieRlich zu

i 1= 1= x1=L z1=L
SW) = [n6U)ZE + (936 B2 2L + [ghow] S P ()

r1=L r1=L
+ [(g6 + 94)08)5 ) + [9a0(=8"]5 2,
zr1=L r1=L r1=L r1=L
— / g 6Udzy — / ghdwdzy — / (g5 + g5)0 Bdxy1 — / (g5 + g1)dBdxy . (7.275)
x1=0 x1=0 x1=0 x1=0

Prinzip der virtuellen Arbeit, Grundgleichungen und Randbedingungen fiir Schnittkrafte

Unter den gemachten Annahmen verlangt das Prinzip der virtuellen Arbeit die Erfillung der Gleichung
W) =sw® (7.276)
Mit den Gleichungen (7.266), (7.264), (7.269) und (7.271) ist es leicht zu sehen, dass (7.276) dquivalent zu

swle) = sw il (7.277)
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ist. Diese Gleichung, zusammen mit den Gleichungen (7.267) und (7.275), impliziert die Gleichungen

G+p=0 , gs+g5=0 , (7.278)
gG+q=0 , gi+gs=0 , (7.279)

die Beziehungen
N=gi , H=g3 , V=g , M=go , m=g (7.280)

und die Randbedingungen fiir Schnittkrafte:

Entweder N oder U , entweder H oder B , (7.281)
entweder V oder w , entweder M oder w' und (7.282)
entweder m oder /’ (7.283)

miissen an x7; = 0 und x; = L vorgeschrieben werden.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass aus Gleichungen (7.278) - (7.280), (7.239) und (7.240) die Beziehungen

N+p=0 , Vi4g=0 , M -V=0 , (7.284)
H+x=0 , m+YT=0 , (7.285)

folgen, die nur Schnitt- und resultierende Kréfte enthalten. So werden die fiinf Gleichungen (7.284) und
(7.285) im Folgenden als die Differentialgleichungen fiir die Schnittkréfte bezeichnet.

Jetzt konnen die wichtigsten konzeptionellen Schritte dieser Vorgehensweise zusammengefasst werden. Fiir
das eindimensionale Kontinuum sind U und w die unabhingigen kinematischen Freiheitsgrade, wéhrend B
und $ innere Variablen sind. Auf der Ebene von Schnittgrof3en sind die Gleichung (7.284) Gleichgewichtsbedin-
gungen, H, m, x, T sind innere Schnittkrafte (Innere Variablen auf der Ebene einer Schnittkrafteformulierung)
und Gleichungen (7.280)1 2,45, (7.285) 2 sind Elastizitdtsgesetze fiir Schnittkréfte. Insbesondere reprasentie-
ren (7.280)1 2,4 5 die Elastizititsgesetze fiir die Schnittkréfte NV, M, H, m in (7.232), (7.233), (7.237) und
(7.238), wihrend die Elastizitdtsgesetze (7.285); 2 und (7.237) - (7.240) im néchsten Abschnitt erldutert
werden. In diesem Sinn sind die Beziehungen (7.281); und (7.282); » physikalische Randbedingungen,
wahrend die Gleichungen (7.281), und (7.283) konstitutive Randbedingungen sind.

7.4.3 Alternative und dquivalente Vorgehensweise

In den néchsten beiden Abschnitten wird gezeigt, dass sowohl die Differentialgleichungen der Biegung als

auch das Prinzip 5Wé§) = 6W§f) aus den zweidimensionalen Feldgleichungen fiir die Biegung hergeleitet
werden konnen.

Alternative Herleitung der Differentialgleichungen der Biegung

Im Abschnitt 7.4.1 wurden die partiellen Differentialgleichungen (7.226) - (7.230) als Feldgleichungen der
Biegung und im Abschnitt 7.4.2 die gewohnlichen Differentialgleichungen (7.284) und (7.285) als Diffe-
rentialgleichungen der Biegung bezeichnet. Die Differentialgleichungen der Biegung werden hier aus den
Feldgleichungen (7.226) - (7.230) hergeleitet.
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Zunéachst wird das Integral der Gleichung (7.229) iiber A gebildet,

/(81211) dS + / (63213) dsS = 0 /EndS +2b [213]226_0 =0 . (7.286)
A A A

Aus den Definitionen (7.232) und (7.241) ergibt sich die Differentialgleichung (7.284);
Als néchstes wird das Integral von (7.230) iiber A bestimmt,

/(81213) ds + / (83233) dS =0 / Y13dS + 2b [233]2220_0 =0 , (7.288)
A A A

und die Definitionen (7.235) und (7.243) verwendet,

Vi+g=0 . (7.289)
Ersetzen von V durch V — V (siehe Gleichung (7.234)) fiihrt zu

=~/
V-V +4=0 (7.290)
und dann wird (7.242) verwendet um aus (7.289) die Differentialgleichung (7.284), zu erhalten,

Um auch die Differentialgleichung (7.284)3 aus den Feldgleichungen abzuleiten, wird die Gleichgewichtsbe-
dingung (7.229) mit x3 multipliziert und das Ergebnis {iber A integriert,

/(81211) x3dS + / (83213) z3dS =0 (7.292)
A A
bzw.
x3=cC
o / Y11x3dS + 2b / (83213) r3drs =0 . (7.293)
A Tr3=—C

Nach partieller Integration ergibt sich

r3=—C

A A

81/211.%’36[5’4—2[) [213.%'3]1:326 —/ZlgdS:O . (7.294)

Der erste Term wird durch M’ (siehe Gleichung (7.233)) ersetzt, der zweite durch —{:/ (siehe Gleichung
(7.236)) und der dritte durch —V (siehe Gleichung (7.236)),

~/

M-V -V=0 . (7.295)
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Daraus und mit der Definition (7.234) folgt Gleichung (7.284)s3,
M-V=0 . (7.296)

Es muss erwidhnt werden, dass die zwei Feldgleichungen (7.227) und (7.228) nur Spannungen enthalten,
die aus Materialgleichungen nicht bestimmbar sind und keinen Einfluss auf die Differentialgleichungen der
Biegung haben. Da alle Spannungen in den Gleichungen (7.227) und (7.228) interne Variablen sind, werden
diese zwei Feldgleichungen nicht weiter betrachtet. Demzufolge bleibt noch die Feldgleichung (7.226) iibrig.
Deren Integration iiber A ergibt

al/mndS—i—/o—ndS:O . (7.297)
A A

Mit Hilfe der Definitionen (7.237) und (7.239) wird daraus die Differentialgleichung (7.285),
H +x=0 , (7.298)

die eine Materialgleichung fiir innere Schnittkréfte darstellt. SchlieBlich wird die Feldgleichung (7.226) mit
x3 multipliziert und das Ergebnis iiber A integriert,

81/u111x3d5+/011:n3d520 . (7.299)
A A

Mit den Definitionen (7.238) und (7.240) im Hintergrund, wird daraus die Differentialgleichung (7.285),
m+YT =0, (7.300)

die auch eine Materialgleichung fiir innere Schnittkréfte darstellt.

Alternative Herleitung des Prinzips § Wéfi):(SWéfif)

Es ist im letzten Abschnitt klar geworden, dass die relevanten Feldgleichungen die Gleichungen (7.226),
(7.229) und (7.230) sind. Diese Gleichungen werden jetzt zum Prinzip 6Wé§) = (5We(;f) fiihren.

Beginnend mit den Gleichgewichtsgleichungen (7.229) und (7.230), die jeweils mit du; und dus multipliziert
und die Ergebnisse {iber V' integriert und miteinander addiert werden, folgt:

/ [(81211) (5U1 + (83213) 5u1 + (81213) 5U3 + (63233) 5U3] dVv =0 . (7301)
14

Zur Umformung dieser Gleichung werden die Gleichungen (7.216), (7.217), (7.222) und (7.232) - (7.243)
sowie partielle Integration verwendet:

/(81211)51“6“/ = /61 (Enéul) dV — /2115611(1‘/
\% 14 v

r1=L
= !/ Y11 (0U — zgéw’) dS] — / (11 + o11) de11dV

A z1=0 \%4
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= [NoUT;IZ o+ [Mé(—w’)]zié — /mdelldv — /0115511dV : (7.302)
\% \%4

/(83213) 6u1dV+/(81213) ousdV + / (83233) dusdV

\4 \%4 |4
/83 2135U) dV—F/(@gElg) 1'35( dV+/ 81213 5de+/(83233) dwdV
\4 Vv
xlzL
= / 2b [Zlg]xg ic(Sdel—i- / / 63213 $3d5(5( )dacl
z1=0 z1=0 A
r1=L r1=L
+ / (81/213(13) dwdxq + / 2b [Egg]igfc_c(;wdl‘l
x1=0 A x1=0
r1=L

z1=L r1=L
= / poUdxy + |:/(83213) x::,dSéw] + / (81/(63213) xgdS) owdx
A

x1=0 21=0 z1=0 A

r1=L zr1=L
+ / (31/213615) dwdxy + / b[233]§§_205wda¢1

x1=0 A x1=0
x1=L x1=L
= / poUdzxy + [Véw]g 0L+ / (61 /83 (213.%3) dS) owdxy
x1=0 x1=0 A
xr1=L
+ / 2b [Egg]igfc_c dwdx
x1=0
r1=L x1=L
= / poUdxy + [V&w]il_g + / 2b[(01%13) w3] 2= . dwdwy
x1=0 x1=0
x1=L
+ / 2b [233]? C_C dwdxy
x1=0
T1=L x1=L
= / poUdzy + [V&w]iié + / qowdry . (7.303)
x1=0 r1=0
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Nach dem Einsetzen von (7.303) und (7.302) in (7.301) wird Folgendes erhalten

r1=L x1=L
[INSUEZE + [Vow)E =5 + [Mé(—w')}jig+ / poUdzy + / qdwdax,

x1=0 x1=0
Z/(7115€11+0115€11)dv . (7.304)

\%4

Als letztes wird die Gleichung (7.226) mit W, multipliziert, dann {iber V' integriert und im Anschluss partielle
Integration angewandt:

/(81#111) oW11dV + /0'115\1’11(“/ =0 (7.305)
14 14
bzw.
/81 (u1116\1111)dv — /ulllé\lﬂndv—i— /011(5\11116“/ =0 . (7.306)
\% \% \%

Die kinematische Beziehung (7.218); und die Definitionen (7.237) und (7.238) ermdglichen, das erste Integral
auf der linken Seite von (7.306) wie folgt umzuschreiben:

~ r1=L
/31 (11116¥11) dV = /Mm (6B — x360") dS]
J

LA
r r1=L x1=L

= (/MnldS) OB + {(/mnwz&ds) 5(5,)]
L x1=0 A x1=0
r1=L

A
x1=0

= [HOBIZ'Z) + [mdo(—p)] (7.307)

Mit diesem Ergebnis wird (7.306) umgewandelt zu

[HéB]ﬁié + [m5(—,8/)]iio]: = /M1115‘I’/11dV - /0115‘11116”/ (7.308)
v v
und nach Addition der letzten Gleichung mit der Gleichung (7.304) wird
T1= 1= 1= zr1=L
[NSUISIZE + [HOBS ¢ + [Vow]s =5 + [Mo(—w')] 7 2
r1=L r1=L

+[m6(—ﬂ')]xlzg+ /p(SUd:cl—l— / gdwdx

1

x1=0 xz1=0

= / [T11(5€11 + 0119 (611 — \1’11) + unlé\li’n] av (7.309)
14

erhalten, was nichts anderes als das Prinzip der virtuellen Arbeit
(&) _ sy
W = W g (7.310)

ist.
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7.4.4 Diskussion iiber Prinzipien der virtuellen Arbeit

Sehr oft wird eine eindimensionale Form fiir das Potential der inneren Kréfte zu Grunde gelegt und daraus
mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit die Form der virtuellen Arbeit der &uBeren Kréfte festgelegt. Solche
Vorgehensweisen geben keine Auskunft iiber die grundlegenden physikalischen Prinzipien, geschweige denn
iiber mogliche Spannungskomponenten und Stoffgesetze. Als Beispiel wird ein hypothetisches Potential von
inneren Kréften etwa der Form

i 1 - -
I, = / S | Bl + 2By + 2L B (010)?| av (7.311)
2 2c1 2
\%

betrachtet, woraus (mit Hilfe von Gleichungen (7.217), (7.218) und (7.219))

r1=L
i 1 —

W)= [ [ 5| B BB - )P
r1=0 A
—+ (02 — Cl)E(B/ — 3335”)2 dexl 5

beziehungsweise
zlle
) — / 5 |BAU® + BI(w")? + 2—LBA(U' - B + 2—=LBI(w" — §)?
1 1
xr1=0

+ (c2 — c1) EA(B")? + (co — 1) EI(B")? | dxy (7.312)

folgt. Angenommen (7.312) gibt das Potential eines eindimensionalen hypothetischen Kontinuums an. Die

Variation dieses Potentials ist gleich 5W§f) und wurde in Gleichung (7.275) berechnet:

ST = [g18UIT 2l + (936 BT 25 + [ghow] ™20 + [g20(—w')] "'

x1=0 x1=0 z1=0 x1=0
z1=L z1=L
+ (96 +92)98],, g + [940(=8)] ;.2
x1=L x1=L x1=L x1=L
- / ¢y oUdzy — / ghdwdxy — / (95 + g3)0 Bdxy — / (96 + 94)0Bdxy . (7.313)
x1=0 r1=0 x1=0 x1=0

Ohne weiteres Wissen wiirde diese Form von 51'[;;) die Existenz von dulleren Kriften Ny, Hy,, Vi,, My, I, mp,

Dn, Gn, Th, Sp, Nahelegen, welche die folgende virtuelle Arbeit verrichten

Wy = NWSUTEZE + [HO B ZY + [Vadw]2i= + [Mid(—w')] 7'y
+ WSBIEE + [mnd (=802

x1=0
r1=L r1=L x1=L x1=L
- /phédel— / gnowdzi — / rn0Bdxi — / spofBdry . (7.314)
r1=0 xr1=0 x1=0 x1=0
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Diese virtuelle Arbeit der dulderen Krafte enthélt 3 Krifte mehr als die virtuelle Arbeit der dufderen Krifte
in Gleichung (7.267), namlich die Kréfte [, r, und s,. Nur wenn [, = r;, = s;, = 0 ist, liefert das Prinzip
6W,Ee) = (51'[;3) das Prinzip 5We(fef) = 6We(f’f) Mit anderen Worten das Prinzip 5Wé§) = (5We(;f) ist notwendig
aber nicht hinreichend fiir 6W}Ee) = 5H§f). Wenn jedoch die Kréfte [, r;, und s;, nicht verschwinden, sondern

beliebig vorgeschrieben werden, dann kann das Prinzip 5W,§e) = 5H§f) nicht dem 3-PG-Modell zugeordnet
werden. Es entstehen zum Beispiel folgende Fragen wie: Welches dreidimensionale Kontinuum konnte dahinter
stecken? Welche sind die grundlegenden physikalischen Gleichungen? Und welche sind die dazugehorigen
Spannungen? Diese Bemerkungen machen deutlich, wie wichtig konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorien
sind.

7.4.5 Beispiele, spezielle Randbedingungen

Biegung ohne axiale Dehnung

Fiir den Balken in Abbildung 7.1 wird (vergleiche Gleichung (7.241))

p=0=[E13)32=°.=0 (7.315)

r3=—cC

und dann folgt aus (7.284); und (7.280),, dass

N =g =0 . (7.316)
Aullerdem gelten die Randbedingungen
Uuo)=0 , N(L)=0 (7.317)
und aus (7.316) wird
N=¢g =0 (7.318)

iiberall auf [0, 1] erhalten. Wegen (7.232) ist die Losung (7.318) dquivalent zu
U —(cg—c1)B=0 . (7.319)
Eine weitere Beziehung zwischen U und B ergibt sich aus den Gleichungen (7.278),, (7.237) und (7.239),
U—-B+eaB"=0 . (7.320)
U’ kann zwischen den letzten zwei Gleichungen eliminiert werden:
cB"-B=0 . (7.321)
Zusatzlich werden noch die Randbedingungen (vergleiche Gleichungen (7.281),, (7.237))
H(0)=H(L)=0= B'(0)=B'(L)=0 (7.322)
angenommen und aus (7.321) und (7.320) wird gefolgert, dass

B=U=0 . (7.323)
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Fiir das betrachtete Biegungsproblem bleiben somit nur die Gleichungen (7.279) zu losen (siehe auch (7.233),
(7.238) und (7.240))

gé/ +g=0 & _?ij”” + ?E[ﬁ”’ +qg=0 |, (7.324)
1 1
Gitge=0 o -2y 2-a

B —(ca—c1)B" =0 . (7.325)
C1 C1

Die dazugehorigen Randbedingungen sind Gleichungen (7.282) und (7.283) zu entnehmen:

Entweder V =g} = _ 2B + ﬂEIﬁ” oder w , (7.326)
C1 C1

entweder M = go = 2 + ﬂEIB’ oder w’ und (7.327)
C1 C1

entweder m = g¢ = —(co — c1)EIB"” oder J (7.328)

miissen an z7; = 0 und x; = L vorgeschrieben werden.

Der einseitig eingespannte Balken

Es werden Losungen fiir den links eingespannten Balken in Abbildung 7.2 unter den bisher gemachten
Annahmen und fiir eine konstante Querlast ¢(x1) = go = konst. gesucht. Fiir die klassischen Randbedingungen
(7.324) und (7.325) gilt

w(0) = w'(0) =V (L) = M(L)=0 (7.329)
und fiir die nicht klassischen Randbedingungen (7.326) wird
m(0) =m(L) =0 (7.330)

gesetzt. Die Randbedingungen fiir V, M und m kénnen mittels der Formeln (7.326) bis (7.328) umformuliert
werden. Insgesamt ergibt sich

w(0)=0 , w'(0)=0 , p(0)=0 , B"(L)=0 , (7.331)
—cow” (L) + (ca —e1)B" (L) =0 , —cow”(L)+ (ca—c1)B(L)=0 . (7.332)

Um die nachfolgenden Ausfiihrungen auf dimensionslose Variablen zu beziehen, werden in Ubereinstimmung
mit (7.170) und (7.171) folgende Definitionen eingefiihrt:

_ T _ w - b 3 c _ qo

= == b= — == == .333
X1 L ’ w L ) L ) c L ) 90 EL ) (7 )
2. _« . 3o __a _ .G s . i
B=6 . =5 o =g, =g, Y=g (7.334)

Mit Verwendung der Notation ()’ = %(52 werden die dimensionslosen Formen fiir die Differentialgleichungen
(7.324) und (7.325)

_ fﬁw//// I Co j C1 B/” g =0 (7.335)
C1 C1
— " + /B/ _ EIB/” =0 (7.336)
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und die dimensionslosen Formen fiir die Randbedingungen (7.331) und (7.332)

w(0)=0 , @/'©0)=0 , B'0)=0 , B'1H=0 , (7.337)

— " (1) +(—e)B' (1) =0 , —eu"(1)+(c2—e)f (1) =0 (7.338)

gewonnen. Seien nun w(z;) und (x;) Losungen des betrachteten Biegungsproblems, dann kann die Span-
nungskomponente Y17 aus der Gleichung (7.222) berechnet werden,

S, = E <—02w" + MB’) z3 . (7.339)
C1 C1

Ein Vergleich mit der Gleichung (7.327) fiir M lasst erkennen, dass Y11 auch die Formel der klassischen
Mechanik

Sy = ¥x3 (7.340)
erfiillt. Demzufolge entsprechen die Spannungskomponenten ;3 und Y33 denjenigen der klassischen Mecha-
nik. Das kann sofort durch Einsetzen von (7.340) in die Gleichgewichtsbedingung (7.229) verifiziert werden.
Daraus kann Y13 berechnet werden und die Losung kann in (7.230) verwendet werden um daraus X33 zu
erhalten. Da die Spannungen ;5. hier als innere Variablen angesehen werden, brauchen diese nicht weiter
betrachtet zu werden.

Biegelinien

Ein Blick auf das KG-Modell in Gleichung (1.4) und das 3-PG-Modell in Gleichung (1.5) legt die Idee nahe,
das KG-Modell als Spezialfall des 3-PG-Modells fiir ¢; — 0 zu interpretieren. In Brose et al. [8] wurde
gezeigt, dass eine solche Auffassung im Allgemeinen falsch ist. Der Grund liegt darin, dass beide Modelle
durch partielle Differentialgleichungen definiert sind. Die zugehorigen Randbedingungen sind auch Teil der
konstitutiven Gesetze und diese sind im Allgemeinen fiir die beiden Modelle unterschiedlich. Ahnliches gilt
zwischen dem 3-PG-Modell und der klassischen Elastizitdt im Grenzfall ¢; — co. Dennoch ist es interessant
fiir den betrachteten eingespannten Balken die Losungen des Biegeproblems nach dem 3-PG-Modell, dem
KG-Modell und der klassischen FElastizitdt miteinander zu vergleichen. Insbesondere stellen sich die Fragen,
ob z.B. die Biegelinien des 3-PG-Modells fiir ¢; — 0 konvergieren und wenn ja, ob die Grenzkurven mit den
Kurven infolge des KG-Modells-A oder des KG-Modells-NA zusammenfallen. Konvergieren die Grenzkurven
fiir ¢y — ¢o und wenn ja, stimmen die Grenzkurven mit den Kurven der klassischen Elastizitit iiberein?
Der beste Weg zur Beantwortung dieser Fragen ist es, analytische Losungen des Systems (7.335) - (7.338)
auszuarbeiten. Dazu wird die Gleichung (7.335) nach B”’ aufgelost

B/// _ 072@//// _ _Cilq* (7.341)

Co — C1 Co — C1
und das Ergebnis in Gleichung (7.336) eingesetzt um

C1C2 " — Cy 4

B=a"+ep" ="+ ——= 2 = (7.342)
Cy — C Ca2 — C1
BH — "+ _ 6162_ LN (7.343)
Cy — C1
B/// _ ﬂ)”” + &H)////// (7.344)

Co —C1
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zu erhalten. Durch Substitution der letzten Gleichung in Gleichung (7.341) folgt:
EQ'E)””// _ ,a)l/// + q* — O . (7.345)

Die zugehorigen Randbedingungen ergeben sich aus den Randbedingungen (7.337), (7.338) mit Unterstiitzung
der Ergebnisse (7.343) und (7.344):

0(0)=0 , @(0)=0 , (7.346)
[ + (e —e)a"], =0 , [caa" +@—-e)a”], =0 (7.347)
[—ﬂ)”’ + Egﬁ}l””] - -0 ’ [_ﬂ)/’ + 6211)/’/ _ 51(]*] =1 =0 . (7348)

Um eine Differentialgleichung auch fiir 5 zu gewinnen, wird Gleichung (7.336) zweimal nach z; abgeleitet:
—a" + 3" —e " =0 . (7.349)

Durch Elimination von @”” mit Hilfe von Gleichung (7.335) entsteht die Differentialgleichung fiir 3
ef" - "+ =0 . (7.350)

Neben den zwei Randbedingungen fiir 3 in den Gleichungen (7.337)3.4 konnen zwei weitere aus (7.338)
gewonnen werden, in dem @” und @” in diesen Gleichungen mit Hilfe von Gleichung (7.336) eliminiert

werden. Insgesamt werden fiir 5 die Randbedingungen

B”(O) —0 7 B//(l) —0 ’ [625//// - BH]7 -0 ’ [EQB/// - B/} ) —0 (7'351)
z1=1 z1=1
erhalten. Die Randbedingungen w(0) = w’(0) = 0 enthalten zu niedrige Ableitungsordnungen um aus den
existierenden Beziehungen weitere Randbedingungen fiir 3 zu kreieren. Da die Differentialgleichung (7.350)
linear fiinfter Ordnung ist, kann die Lésung von 3 nur bis auf eine unbekannte Konstante bestimmt werden.
Diese Konstante ist jedoch unerheblich, weil nur 3’ in den Gleichungen des 3-PG-Modells benutzt wird
(vergleiche Gleichung (7.218)).

Die Lésungen @ und /3 zu den obigen Gleichungen lauten

7" z o _a
W(T1) = Ay + ApZy + A3Th + AT + 3—453‘1* 4 Ase Vs + Age Vs ) (7.352)
— — — — a* - T - _ T
B(z1) = Dy + Doy + D3i? + %*i” + DyeV + Dse Vi3 (7.353)

mit den Integrationskonstanten fiir die Funktion w(x1)

_ Co — €1/ 2 - q*
a, = @ evedr (14e) . A= (7.354)
evee —1
Ay= (@ —)T As = _(@_fﬂ : (7.355)
eve —1
- 142(co —¢1)|q" _ Co — C1)\/Coa* 2
A, = 2@ —ad A = LZoVer & (7.356)
4 eve —1
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und den Integrationskonstanten fiir die Funktion 3(z;)

D1 : nicht bestimmbar aus den Randbedingungen,

= q* _ 2 2 L 2 1 2 1 1
Dy = [@( — e\/@—4e\/5—)+e\/5 +4ever — —— , (7.357)
2 (ef - 1) Ve Ve) Ve Ve
2
_ q _ g _ g evVe2
Dy=-L | p——_—__ 9 _ p-_ T (7.358)
P P T
Cc2 c2

Im restlichen Teil der Arbeit wurde D, = 0 gesetzt.
Es ist jetzt nicht schwer zu bestétigen, dass

c1—0

wobei K; in den Gleichungen (7.179) - (7.181) gegeben sind. Damit konvergiert die Biegelinie w(z1) des
3-PG-Modells in Gleichung (7.352) fiir ¢; — 0 zur Biegelinie von KG-Modell-NA in Gleichung (7.174). Ferner
folgt sofort aus den Gleichungen (7.354) - (7.356), dass

m (A, Ay, dg, Ae) = m (.40 = (LT
E}l—%z (A1 ,AQ ,A5 y A6) = (0 5 0 y 0 5 0) y E}l_)l’l’(%2 (A3 y A4) = < 1 6 > . (7360)
Damit konvergiert die Biegelinie w(z1) des 3-PG-Modells in Gleichung (7.352) fiir ¢; — ¢, tatsdchlich zur
Biegelinie wy; (71) der klassischen Elastizitét (siehe Gross et al. [26], Tabelle 4.3)

—%

=5 (627 — 477 + 7). (7.361)

Wy (T1)
Diese Verhdltnisse sind in Abbildung 7.5 graphisch dargestellt. Die Abbildung zeigt Biegelinien w(z;) des
3-PG-Modells, parametrisiert mit ¢; und fiir ¢o = konst., ¢* = konst.. Wie zu sehen ist, werden alle Kurven
des 3-PG-Modells von oben durch die Losung der klassischen Elastizitdt und von unten durch die Losung
infolge KG-Modell-NA begrenzt. Bemerkenswert ist, dass die zugehérigen Kurven 3(z;) unabhéngig von ¢;
sind. Analytisch kann dies anhand der Lésung 3(z) in Gleichung (7.353) und den Gleichungen (7.357),
(7.358) fiir die Konstanten D;, die unabhingig von ¢ sind, gesehen werden. Graphisch sind diese Verhiltnisse
in Abbildung 7.6 veranschaulicht, wo alle 8 Verlaufe fiir die Biegelinien in Abbildung 7.5 zusammenfallen.
Es sei angemerkt, dass die Biegelinien des 3-PG-Modells mit zunehmenden Werten von ¢; und ¢; = konst.
streng monoton zur klassischen Losung konvergieren, wie in Abbildung 7.5 zu sehen ist. Im Falle ¢; = konst.
und zunehmenden Werten von ¢, ist der Trend umgekehrt (siehe Abbildung 7.7). Dariiber hinaus variieren
die Kurven 3(z1) mit ¢, (siehe Abbildung 7.8), im Unterschied zu ¢, = konst. in Abbildung 7.6.
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0,0014 —
klassisch
3-PG¢=0,05 ------
0,0012 —+ 3-PGcy= 0,10 oo s
3-PG¢;= 0,15 ‘7
0.001 | 3-PG =020 — - - - /
KG-NA
0, 0008 -
I3 0, 0006 —
0, 0004 -
0,0002 |
O _
(
—0,0002 -

Abbildung 7.5: Biegelinien w(z; ) des 3-PG-Modells fiir verschiedene Werte von ¢; und g* = konst. = 0,01,
¢o = konst. = 0, 25.
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0,01

0,008 —

0,006 —

0,004 —

0,002 —

3-PG ¢;= 0,05

3-PG ey = 0,10 -

3-PG¢;= 0,15

3-PG¢=0,20 -~~~

Abbildung 7.6: Alle Kurven 3(z1), die zu den Kurven w(z;) in Abbildung 7.5 gehéren, fallen zusammen.

83



0,0014 —
klassisch
3-PG 1= 0,1¢,=0,16 ------
O’ 0012 - 3'PG 61: 071 62: 0’25 ................
3-PG¢;= 0,1 ¢;= 0,36
0,001 - 3-PG¢1=0,16,=0,49 - - — -
0, 0008 - e
I3 0, 0006 -
0,0004
0,0002 —
! |
( 1
—0,0002 —

Abbildung 7.7: Biegelinien w(z;) des 3-PG-Modells fiir verschiedene Werte von ¢, und ¢* = konst. = 0,01,
¢1 = konst. =0,01.
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0,01
3-PG¢;=0,1¢9=0,16 ------
3-PGci=0,1c3= 0,25 -
3-PGe¢; = 0,1 6= 0,36
0,008 |- 3-PG e =0,16,= 0,49 — - - -
0,006 //‘,,,———
ey | = -
0,004~ o
0,002+ __.--
’ | | | | |
0 O,2 0’4 0’6 0,8 1
Z1

Abbildung 7.8: Kurven (), die zu den Biegelinien @(z,) in Abbildung 7.7 gehéren.
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7.5 Vergleich mit FE-Rechnungen

Die Euler-Bernoulli-Balkentheorie wurde urspriinglich fiir klassische isotrope Elastizitdt entwickelt, um das
Verhalten schlanker Balkenstrukturen mit vertréglichem mathematischen Aufwand zu berechnen. Wie zu
sehen war, sind die kinematischen Annahmen der Euler-Bernoulli-Vorstellung des Balkens gleichbedeutend
mit dem Verhalten einer anisotrop elastischen Approximation des isotrop elastischen Kontinuums. Die Euler-
Bernoulli-Idealisierung wurde im Rahmen der Promotionsarbeit auf die Materialgleichung des 3-PG-Modells
verallgemeinert. Es ist sicherlich hochinteressant zu ermitteln, wie gut diese Idealisierung im Vergleich zu
Kontinuumselastizitat ist.

Da im letzteren Fall keine analytischen Losungen moglich sind, wird ein Vergleich anhand von FE-Rechnungen
durchgefiihrt. Um die erforderliche schwache Form fiir die FE-Modellierung des 3-PG-Modells herzuleiten,
werden die Gleichgewichtsbedingungen (6.22) mit ju;, und die Feldgleichungen (6.44) mit §W,; multipliziert
und anschlief3end jeweils {iber das Volumen V' integriert:

/Gijk(Sude =0 5 (7362)
|4

/(&‘/Jijk + O'jk)é\lfjkdv =0 . (7.363)
\%

Nach Addition dieser Gleichungen, Anwendung partieller Integration und des Gaul¥’schen Satzes, sowie
Berticksichtigung der Randbedingungen (4.56) und (4.57) ergibt sich

/ij(ﬁjéuk)d‘/—/a]kéll/jde+/uljk(ﬁzé\P]k)dV— /tz(éuk)dS— / Iyokdlll]de:O . (7364)
\%4 \% 1% ovt ovT

Mit t° und T° werden die gegebenen Traktionen auf 9V* und OV7T bezeichnet. Gleichung (7.364) ist die
schwache Form der FE-Formulierung. Fiir das weitere Vorgehen, miissen in (7.364) Elastizitatsgesetze fir
3, o, u eingesetzt werden, V' durch Finite-Elemente und alle kinematischen Variablen durch Ansatzfunk-
tionen approximiert werden. Fiir die FE-Modellierung wird C in den Elastizitédtsgesetzen (6.8) - (6.13) als
isotroper Tensor vierter Stufe angenommen, der durch die Querkontraktionszahl » und den Elastizitdtsmodul
E bestimmt wird. Bei diesem Ansatz werden wu;, und V¥, als unabhéngige Freiheitsgrade betrachtet und
da die konstitutive Theorie linear ist, ergibt sich insgesamt ein lineares Zweifeldproblem. Weitere Details
zur FE-Diskretisierung und zum resultierenden Gleichungssystem finden sich in Brose et al. [7]. Zwei- und
dreidimensionale FE-Codes der skizzierten FE-Modellierung wurden jeweils in Frischmann [25] und Brose et
al. [7] erstellt.

Alle analytischen und FE-Berechnungen in diesem Abschnitt beziehen sich auf den Balken in Abbildung 7.2.
Die Berechnungen mit dem dreidimensionalen FE-Code haben gezeigt, dass die Querkontraktionszahl v fiir
das betrachtete Problem keinen Einfluss hat. Dagegen hat v bei den entsprechenden zweidimensionalen
FE-Berechnungen einen merklichen Einfluss. Fiir den Fall v = 0 stimmen die Ergebnisse der drei- und der
zweidimensionalen Formulierung praktisch {iberein. Um einen ersten Eindruck iiber mégliche Abweichungen
zwischen analytischen und FE-Berechnungen zu erhalten, werden im Folgenden alle FE-Berechnungen mit
dem zweidimensionalen Code und v = 0 durchgefiihrt. Das verwendete FE-Netz besteht aus insgesamt
1280 Elementen (8 Elemente in Hohenrichtung und 160 Elemente in Langsrichtung). Die Elemente sind
9 knotig (Quadrangles) mit quadratischen Ansatzfunktionen (volle Integration). Mit zunehmender Anzahl
der Elemente dndert sich das Ergebnis kaum (keine Netzabhédngigkeit). Die Lange L, die Hohe 2¢ und die
Breite 2b des Balkens betragen jeweils L = 20mm, 2¢ = 0, 6mm und 2b = 0, 4mm. Fiir die Materialparameter
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E und v wurden die Werte £ = 2 - 10°N/mm? und v = 0 gewahlt, wihrend fiir die duflere Belastung
qo = 1,8 - 103N /mm angenommen wurde. Die Abbildungen 7.9 und 7.10 zeigen fiir c; = 0,4096mm? bzw.
c2 = 4,096mm? und fiir verschiedene c;-Werte Biegelinien, die jeweils mit FE und Euler-Bernoulli-Theorie
berechnet wurden.

Die roten Linien stellen die klassische Euler-Bernoulli-Losung dar, die gestrichelten schwarzen Linien die
gradientelastische Euler-Bernoulli-Losung und die griinen Linien die gradientelastische FE-Losung. Es ist
zu erkennen, dass fiir ¢; — ¢y alle Losungen praktisch zusammenfallen. Die wichtigste Beobachtung ist
jedoch, dass im Allgemeinen grof3e Diskrepanzen zwischen den analytischen (Euler-Bernoulli) und den
FE-Losungen bestehen. Genauer gesagt sind die FE-LOsungen viel steifer als die analytischen Losungen. Diese
Diskrepanzen nehmen mit abnehmenden ¢;-Werten zu, wéhrend ¢, nur einen geringen Einfluss hat. Unter der
Annahme, dass alle Berechnungen fehlerfrei sind, gibt es zwei mogliche Ursachen fiir diese Abweichungen:
Entweder ist die angenommene Euler-Bernoulli-Kinematik fiir den gradientelastischen Balken keine gute
Idealisierung oder die verwendete FE-Modellierung (Art der Elemente und/oder Integration) ist fiir die
betrachtete Gradientenelastizitit nicht geeignet.

Im Fall klassischer Elastizitdt und biegeartiger Belastungen sind numerisch bedingte Versteifungen in Modell-
vorhersagen als “shear locking” bekannt. Es wére denkbar, dass ein gradientenelastizitatsspezifisches "shear
locking” die Ursache fiir die Versteifungen ist. Die Tatsache jedoch, dass das verwendete Variationsprinzip
aus effektiven und nicht effektiven Anteilen besteht und dass nur die effektiven Anteile fiir die Herleitung
der Losungen benutzt werden, legt nahe anzunehmen, dass die Euler-Bernoulli-Kinematik der Grund fiir die
grof3en Diskrepanzen zwischen den analytischen und den numerischen Ergebnissen sein konnte. Sollte sich
dies bewahrheiten, dann konnte die Kinematik des Timoschenko-Balkens zu besseren analytischen Ergebnissen
fiihren. Die Beantwortung dieser Fragen erfordert jedoch weiterfithrende Untersuchungen, die den Rahmen
dieser Arbeit sprengen wiirden.
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(@) e; = 0,001023 (b) ¢, = 0,00075
0,0014 0,0014
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./4
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
z1 I
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Abbildung 7.9: Graphische Darstellung der Euler-Bernoulli und FE-L6sungen fiir ¢ = 0,001024 und unter-
schiedliche ¢;-Werte.
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Abbildung 7.10: Graphische Darstellung der Euler-Bernoulli und FE-Lésungen fiir ¢ = 0,01024 und unter-
schiedliche ¢;-Werte.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Die Modelle (1.4) (KG-Modell) und (1.5) (3-PG-Modell) sind Prototypen der expliziten und der impliziten
Gradientenelastizitat auf Basis der Laplace-Ableitungen der Dehnung und der Spannung. Sie sind in der Gra-
dientenelastizitédt die Gegenstiicke des Kelvin- und des 3-Parameter-Festkorpers der linearen Viskoelastizitat.
Die beiden Gradientenelastizititsmodelle wurden in der vorliegenden Arbeit auf zwei verschiedene Arten
hergeleitet. Zum einen wurde das KG-Modell als Grenzfall einer mikromorphen, rotationsfreien Elastizitét
aufgestellt. Dieser Weg ist neu in der Literatur und wurde erstmals im Rahmen der Dissertation entwickelt. Er
ist wesentlich einfacher als der entsprechende Weg, den Mindlin zur Ableitung seiner Gradientenelastizitat
aus der mikromorphen Elastizitédt beschritt. Andererseits wurde das KG-Modell als rheologisches Modell im
Rahmen einer nicht konventionellen Thermodynamik aufgestellt. Diese Methode ist von Vorarbeiten im Fach-
gebiet Kontinuumsmechanik iibernommen. Das 3-PG-Modell wurde einerseits als Sonderfall rotationsfreier
mikromorpher Elastizitdt und andererseits als rheologisches Modell im Rahmen der nicht konventionellen Ther-
modynamik hergeleitet. Auch diese Vorgehensweisen wurden aus entsprechenden Vorarbeiten im Fachgebiet
Kontinuumsmechanik tibernommen.

Aufbauend auf den bereitgestellten Modellformulierungen wurden schlieRlich konsistente Euler-Bernoulli-
Balkentheorien entwickelt. Ausgehend von den Prinzipien der virtuellen Arbeit wurde die Definition der
Schnittkrafte motiviert und die Grundgleichungen fiir das Gleichgewicht der Schnittkréfte hergeleitet.

Fiir das KG-Modell wurden zwei alternative Variationsformulierungen verwendet und bewertet. Die eine ist
die tibliche Form des Prinzips der virtuellen Arbeit und wurde aus Vorarbeiten des Fachgebiets Kontinuums-
mechanik iibernommen. Die andere wurde aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir das gradientelastische
Kontinuum abgeleitet. Dariiber hinaus wurde in der Arbeit bewiesen, dass die zwei Vorgehensweisen dquiva-
lent zueinander sind. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind neu in der Literatur und wurden zum ersten
Mal im Rahmen der Dissertation erworben.

In dhnlicher Weise wurden fiir das 3-PG-Modell zwei alternative und dquivalente variationelle Formulierungen
einer konsistente Euler-Bernoulli-Balkentheorie untersucht und bewertet. Auch diese Arbeiten zu einer
konsistenten Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiir das 3-PG-Modell sind neue Formulierungen und wurden
im Rahmen der Dissertation erstmals durchgefiihrt.

Am Beispiel eines eingespannten Balkens unter Streckenlast wurden die konsistenten Euler-Bernoulli-Balken-
theorien fiir das 3-PG-, das KG-Modell und die klassische Elastizitdt miteinander verglichen. Die ermittelten
Biegelinien belegen, dass der sogenannte Gradienteneffekt auftritt, d.h. die Gradientenelastizitit fithrt zu
einem steiferen Verhalten als die klassische Elastizitédt. Insbesondere liegen alle Biegelinien infolge des 3-PG-
Modells unterhalb der Biegelinie infolge der klassischen Elastizitdt und oberhalb der Biegelinie infolge des
KG-Modells. Mit anderen Worten ist der Gradienteneffekt beim KG-Modell starker ausgeprégt als beim 3-PG-
Modell. SchlieRBlich zeigen die fiir das 3-PG-Modell nach der Euler-Bernoulli-Theorie berechneten Biegelinien
Abweichungen von den entsprechenden Biegelinien aus FE-Berechnungen. Diese Abweichungen konnen in
Abhéngigkeit von den Materialparametern signifikant werden. Fiir die Abweichungen gibt es zwei mogliche
Erkldrungen. Entweder ist der Euler-Bernoulli-Ansatz keine gute Annahme fiir gradientelastische Balken oder
die verwendete FE-Formulierung sollte verbessert werden. Da die Anwendung der Gradientenelastizitat bei
praktischen Balkenproblemen derzeit von groldem Interesse ist, sollten die genauen Ursachen und mogliche
Losungen in zukiinftigen Arbeiten untersucht werden. Unabhéngig von den genannten Abweichungen ist

91



eine sorgféltige Untersuchung der Euler-Bernoulli-Balkentheorie sehr wichtig, um die genauen Auswirkungen
dieser idealisierten kinematischen Annahmen zu abzuschatzen.
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