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Vorwort des Herausgebers

Traditionellerweise unterscheidet man die Bodendynamik von der
Bodenmechanik. Erstere idealisiert den Baugrund als linear elastische
oder viskoelastische Schicht oder Halbraum. Dasselbe Stoffmodel ver-
wendet auch die Terzaghische Bodenmechanik erweitert um einen ideal-
plastischen Bereich. Der kennzeichnende Unterschied ist die Beriick-
sichtigung der Impulsdnderungsrate in der Bodendynamik, die in der
Impulsbilanz der Bodenmechanik gleich Null gesetzt wird. Nachdem

man erkannt hat, daB die genannten Stoffmodelle nicht alle wichtigen
Aspekte des Verhaltens des Baugrundes wiedergeben, daB vielmehr
Stoffverhaltensforschung betrieben werden muB, um den Grundbau vor-
anzubringen, ist die s&duberliche Trennung der beiden Disziplinen
nicht mehr opportun. In diesem Sinne ist dynamische Stoffverhaltens-
forschung an zyklisch beanspruchten Proben von Dammbaustoffen schon
von dem friheren Qrdinarius flir Bodenmechanik und Griinder unseres

Instituts, Herrn Prof. em.Dr.-Ing. H. Breth, gepflegt worden.

Die wissenschaftlich bedeutsame Arbeit von Herrn Dr.-Ing.H.G. Hart-
mann zeigt an einem praktisch wichtigen Randwertproblem die Umsté&nde

auf, unter denen ein erweitertes Stoffverstdndnis Nutzen bringen kann.

T. Dietrich



Die Anregung zur vorliegenden Arbeit erhielt ich durch die Beschdftigung
mit praktischen Problemen bei Bauprojekten wdhrend meiner Tdtigkeit bei

der Hochtief AG .

Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. G. Waas, auf dessen wissenschaftliche
Arbeiten zum Problem der Wechselwirkung zwischen Boden und Bauwerk meine
Dissertation Bezug nimmt. Dariiber hinaus hat mich Herr Dr. Waas durch

seinen erfahrenen Rat und seine hilfreichen Anregungen unterstiitzt.

Herrn Prof. Dr.-Ing. T. Dietrich als Referenten danke ich herzlich fiir die
kritische Beurteilung der Arbeit und fiir seine wertvollen Hinweise zu dem

nichtelastischen Problem des Pfahles im Sandboden.

Herr Prof. Dr.-Ing. G. Konig hat meine Arbeit mit stetigem Interesse

begleitet und hat das Korreferat iibernommen. Dafiir danke ich ihm gern.

H. G. Hartmann
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Einfihrumng

Bedeutung

Pfihle werden zur Griindung von Bauwerken verwendet, wenn die oberen
Schichten des Baugrundes die Bauwerkslasten nicht tragen konnen
oder wenn unzulédssig groBe Setzungen auftreten wiirden. Andere MaB-
nahmen wie Bodenaustausch oder Bodenverbesserung sind meist auf-
wendig und damit unwirtschaftlich.

In erster Linie sollen Pfdhle die Fundamentlasten in tiefere Boden-
schichten ableiten. Fiir die Konstruktion und Bemessung vertikal
belasteter Pfdhle gibt es umfassende Erfahrungen und Vorschriften.
Problematischer ist es hingégen, die Tragfdhigkeit von senkrechten
Pfdhlen unter Horizontallast anzugeben. Die Schwierigkeit liegt
hauptsdchlich darin, GroB8e und Verteilung des Bodenwiderstandes
liber die Pfahltiefe anzugeben. Wegen dieser Unsicherheit empfahlen
noch vor zwanzig Jahren die deutschen Vorschriften, Pfdhlen ledig-
lich axiale Lasten zuzuweisen. Horizontalkrdfte sollten {iber
Schrdgpfdhle oder Pfahlbdcke aufgenommen werden, was bei Pfdhlen
kleineren Durchmessers ohne Schwierigkeiten mdglich war. Seit der
Einfiihrung der GroBSbohrpfdhle in die Baupraxis war eine Losung des
Problems jedoch notwendig geworden. Einerseits waren schrdge GroB-
bohrpfdhle nur schwierig herzustellen, wenn iiberhaupt, andererseits
war eine nutzbare Tragfdhigkeit senkrecht zur Pfahlachse ja durch-
aus vorhanden. Die Forschung hat seitdem in Theorie und Praxis Er-
kenntnisse geliefert, die in der Vornorm DIN 4014, Teil 2 zusammen-
gefaBt worden sind. ( siehe dazu Franke /15/ ). Obwohl darin noch
viele Fragen offen geblieben sind ( zum Beispiel die der gegensei-
tigen Beeinflussung der Pfdhle in einer Gruppe ), sind in der Zwi-
schenzeit zahlreiche Griindungen mit Vertikalpfihlen unter horizon-

taler Belastung erfolgreich ausgefiihrt worden.



In jlingerer Zeit gewinnt die Auslegung von Pfahlgriindungen fiir
dynamische Lasten wachsende Bedeutung. Dazu beigetragen haben die
hohen Sicherheitsanforderungen an Kernkraftwerke beim Lastfall
Erdbeben und auch an Offshore Bauwerke zur Ol- und Gasfdrderung in
stiirmischer See. Wie beim statischen Fall bereitet auch hier die
Abtragung der horizontalen Lasten die meisten Schwierigkeiten.

Die vorliegende Arbeit stellt ein neues Berechnungsverfahren vor zur
Bestimmung der PfahlschnittgrdB8en und der Antwortschwingung einer
Pfahlgriindung unter horizontaler dynamischer Belastung, insbeson-
dere beim Lastfall Erdbeben. Es wird dabei die linear-elastische
Theorie vorausgesetzt. Diese Annahme ist meist geniigend genau zur

Behandlung der oben erwdhnten praktischen Probleme.

Bisherige Arbeiten zur Berechnung horizontal belasteter Pfahle
Ubliche Berechnungsmethoden sind Bettungs- und Steifemodulverfahren.
Beide verwenden einfache Rechenmodelle. Der Baugrund beim Bettungs-
modulverfahren ( auch ke - Theorie oder Winkler “sches Verfahren
genannt ) besteht aus einem System von ungekoppelten horizontalen
Federn. Sie sind 1iiber die Ladnge des Pfahles in einer bestimm-
ten Weise verteilt, die auf Erfahrungswerte Dbei Pfahlversuchen
zuriickgeht. Als erster in einer Reihe von Autoren hat Titze
( siehe auch / 70 / ) Verfeinerungen und Tabellierungen vorgelegt.
Bei der praktischen Bemessung hat sich dieses Verfahren durch-
gesetzt. Die Schwidchen der Modellvorstellung liegen darin, daB die
Steifigkeit der Federn ( der Bettungsmodul ) kein reiner Bodenkenn-
wert ist, sondern vom Durchmesser des Pfahles abhdngt. Da er sich
auch ldngs des Pfahles dndert, miissen notwendigerweise Annahmen ge-
troffen werden, die die Aussagekraft der Ergebnisse beeintridchtigen.

Die gegenseitige Beeinflussung der Pfdhle wird meist sehr grob da-



durch erfaBt, daB8 der Bettungsmodul in Abhdngigkeit vom Pfahlabstand
abgemindert wird. Die DIN 4014 gibt Abminderungsvorschriften an, die
auf kleinmaBstdblichen Versuchen von Prakash an Pfdhlen in Sand ba-
sieren. Das Verformungsverhalten von Pfdhlen in einer Gruppe ist
aber im allgemeinen dem eines einzelnen Pfahles nicht &hnlich. Die
Biegemomenten- und Querkraftlinien konnen wesentlich anders sein.
Durch Hinzufiigen von Massen- und Dampfungsparametern kann das
Bettungsmodulverfahren fiir dynamische Lastfdlle erweitert werden.
Die geeignete Wahl dieser Parameter setzt jedoch wichtige Vorkennt-
nisse voraus, da die mitschwingende Bodenmasse und die Abstrahlungs-
dampfung wesentlich von der Bodenschichtung und der Frequenz der
Schwingung abhdngt. Zur Erfassung der dynamischen Gruppenwirkung
ist das Verfahren kaum geeignet. Mdglich ist eine Vorgehensweise in
Verbindung mit der Eg - Theorie. Der Lastfall Erdbeben kann beriick-
sichtigt werden, indem Freifeldverschiebungen an den Bodenfedern
eingeprdgt werden.

Beim Steifemodulverfahren ( oder By - Theorie ) werden im elasti-
schen homogenen Halbraum durch L&sung der Mindlin’schen Gleichung
Kraft-Verformungsbeziehungen hergeleitet und mit den entsprechenden
Beziehungen des Pfahlmodelles gekoppelt. Von Nachteil ist dabei,

daB an Kopf- und FuBpunkt des Pfahles Spannungsspitzen auftreten,
die in der Wirklichkeit wegen &rtlicher Plastifizierung nicht vor-
kommen. Hier sind Korrekturen durch Ausgleichskurven erforderlich.
Vor allem aber : da Pfahlgriindungen in der Regel bei heterogenen
Boden verwendet werden, ist die Voraussetzung des homogenen Halb-
raumes nicht erfiillt. Zur Beriicksichtigung der Gruppenwirkung hat
Poulos /49/,/50/,/51/,/52/ in Anwendung der E, - Theorie ein einfa-
ches Verfahren angegeben. Er berechnet die Verschiebungen eines un-

belasteten Pfahles infolge der Belastung eines zweiten Pfahles. Das



Verhdltnis der zwei Kopfverschiebungen in Abhdngigkeit vom Pfahlab-
stand wird als Interaktionskurve aufgezeichnet. Liest man aus die-
ser Kurve fiir alle Pfdhle einer Gruppe die Verschiebungen ab, wenn
jeweils zwei Pfdhle betrachtet werden (jeder mit jedem), so erhdlt
man eine volle Flexibilitdtsmatrix. Das Verfahren ist eine N&herung,
weil bei der Berechnung der Interaktionskurven zweier Pfdhle die
Steifigkeiten aller iibrigen ( auch der dazwischenliegenden ) Pfdhle
vernachlédssigt werden. Die von Poulos fiir den homogenen Halbraum
angegebenen Interaktionskurven sind allerdings nur beschrdnkt an-
wendbar, weil der Boden in der Regel geschichtet ist. Die Gruppen-
wirkung ist bei Schichtung aber sicherlich anders als bei homogenen
Verhdltnissen. Das Verfahren ist deshalb erweitert worden fiir
geschichtete Bdden. Es ist auch fiir dynamische Berechnungen anwend-
bar. ( Kaynia und Kausel /25/). Die Ldsung der Mindlin’schen Glei-
chung wird dabei ersetzt durch die Green’schen Funktionen als
spezielle Losungen der Bessel’schen Differentialgleichung.

Einen dynamisch angeregten Einzelpfahl in einer homogenen Boden-
schicht auf starrem Untergrund haben Tajimi /66/, /67/ und Blaney,
Kausel und Roesset /3/ untersucht. Auch hier ist eine Erweiterung
auf Pfahlgruppen theoretisch mdglich.

Naherungsweise kann der geschichtete Charakter des Baugrundes um
den Pfahl herum Dberiicksichtigt werden, indem die Bodenschichten
als iibereinandergelagerte, gelochte Scheiben in ebenem Dehnungs-
zustand idealisiert werden. Ein solches Verfahren kann als Erwei-
terung der k; - Theorie in den dynamischen Bereich aufgefaBt werden.
Novak ( /36/ bis /41/ ) hat auf diese Weise die dynamische Wechsel-
wirkung zwischen Pfahl und Boden studiert. Er gibt geschlossene
Losungen fiir die Kraft-Verformungsbeziehungen am Lochrand der

Scheibe an. Die Verformungen konvergieren allerdings nicht bei



statischer Last, so daB er auf N&dherunaen angewiesen ist. AuBerdem
hat die Methode mit dem Bettungsmodulverfahren den Nachteil gemein,
daB die Verformungen an den Schichtgrenzen nicht kompatibel sind.
Die detaillierteste Abbildung des Bodens um den Pfahl herum ist mit
der Finite-Element-Methode ( FEM ) mOglich. Damit kann neben der
Verdnderung der Bodensteifigkeit in der Vertikalen auch die in der
Horizontalen berilicksichtigt werden. Im Nahbereich des Pfahles 1l&afBt
sich somit eine Auflockerung bei Bohrpfdhlen, eine Verdichtung bei
Rammpfédhlen qualitativ simulieren. MeiBner /33/ hat mit der FEM
auch nichtlineare Effekte untersucht und Parameterstudien ange-
stellt. Der Hohe Berechnungsaufwand der FEM beschrdnkt das Ver-
fahren allerdings auf exemplarische Fallstudien am Einzelpfahl. Fir
die praktische Anwendung ist der Detaillierungsgrad auch unnoétig,
da zumeist unklar ist, inwieweit das theoretische Bodenmodell mit
den tatsdchlichen Gegebenheiten ilbereinstimmt.

Auch Dietrich /6/ richtet sein Augenmerk auf die nichtlinearen Ef-
fekte. Er 1d8Bt die elastischen Eigenschaften des Bodens auBer acht
und stellt ihn durch ein Kontinuum dar, das nur die Coulomb’sche Rei-
bung zwischen den als starr vorgestellten KOrnern abbildet. Aus dem
Vergleich mit Versuchen an kleinmafstdblichen Modellpfdhlen in Sand
stellt er fest, daB unter gewissen Voraussetzungen auch bei kleinen
Verformungen ein elastisches Verhalten des Bodens nur untergeord-
nete Bedeutung hat.

FaBt man den Boden als geschichtetes, seitlich unendlich ausgedehn-
tes Medium auf, so lassen sich flir Punkt- oder Ringlasten die Ver-
formungen des Bodens mittels der Green'’schen Funktionen angeben.
Auf diese Weise kann eine Flexibilitdtsmatrix des Bodens aufgebaut
werden. In Verbindung mit den Steifigkeitsmatrizen der Pf&hlen erhdlt

man ein Gleichungssystem, dessen Aufldsung die PfahlschnittgrdBen



ergibt. Wolf und von Arx /79/,/80/ verwenden dazu ein groBSes achsen-
symmetrisches Finite-Element Netz. In den Arbeiten von Waas und
Hartmann /75/,/76/, von Kaynia und Kausel /25/ und von Tyson und
Kausel /72/ wird ein halbanalytisches Verfahren genutzt, indem
der Boden nur in vertikaler Richtung diskretisiert wird. In horizon-
taler Richtung sind Hankel- und Besselfunktionen analytische Losun-
gen der Wellengleichung.

In den Tabellen 1 bis 6 des Anhangs A sind die genannten Berech-
nungsverfahren zusammen mit weiteren Literaturhinweisen schematisch
versammelt. Fiir statisch horizontal belastete Pfdhle fassen Franke

und Kliiber in /17b/ den Stand der Wissenschaft zusammen.

Vorhaben

Die vorliegende Arbeit behandelt die Entwicklung und Anwendung eines
halbanalytischen Verfahrens zur Berechnung der Schnittgr&Ben von
Pfdhlen innerhalb einer Pfahlgruppe. Es werden die von horizontalen
Belastungen verursachten Verformungen, Querkrdfte und Biegemomente
errechnet. Die Belastungen kdnnen statisch oder dynamisch wirkende
Krédfte sein oder als eingeprédgte Verformungen oder Beschleunigungen
wirken. Die Wechselwirkung Pfahl-Boden-Pfahl wird beriicksichtigt.
Der Boden ist horizontal geschichtet. Er ist seitlich unendlich aus-
gedehnt und ruht in einer bestimmten Tiefe auf starrem Halbraum.

Der Boden wird als linear elastisches oder viskoelastisches Medium
angesehen. Bei der Geometrie der Pfahlgriindung konnen Einfach- und
Doppelsymmetrie sowie rotationsperiodische Symmetrie beriicksichtigt
werden. Damit ermdglicht es das Verfahren insbesondere, groBe Struk-
turen mit m&Bigem Aufwand an Speicherkapazitdt und Rechenzeit abzu-
bilden. Im statischen Fall liegt der Einsatzschwerpunkt bei Pfahl-

griindungen in solchen Bdden, fiir die ein linear elastisches ( bzw.



viskoelastisches ) Werkstoffgesetz eine angemessene Idealisierung
bedeutet. Bei dynamischen Problemen ist es gut anwendbar, wenn nur
kleine oder hochfrequente Verformungen im Boden auftreten ( z.B.:
Maschinengriindungen, Erdbeben ). Bei hdherer statischer oder bei
zyklischer Belastung miissen im allgemeinen nichtlineare und
plastische Effekte Dberiicksichtigt werden. Sie konnen in dem
Verfahren ndherungsweise Dberechnet werden, ersetzt man den
Elastizitdtsmodul des Bodens durch einen in einem iterativen
ProzeB ermittelten Sekantenmodul. Sinnvoll wdre es dann, Teil-
bereiche ( z.B. den Boden .im unmittelbaren Bereich um den Pfahl
herum ) vom Gesamtsystem abzutrennen und nur diese nichtlinear zu
berechnen. Allerdings steigen bei einer solchen Vorgehensweise die
Datenmenge und der Rechenaufwand betrdchtlich an, so daB in den
allermeisten Fdllen ein MiBverh&dltnis =zu den Unwdgbarkeiten des
tatsdchlichen Problems entsteht. Die vorliegende Arbeit beschréankt
sich jedenfalls auf die linear elastische Theorie, da schon hier
geniigend Phanomene einer Erforschung bediirfen.

Nach Formulierung des Progammes PILAX im FORTRAN-Code werden zur
Verifikaton einige einfache Berechnungsbeispiele aus der Literatur
nachvollzogen. Ein Vergleich von Rechenergebnissen mit dynamischen
Pfahltests von Novak und El1 Sharnouby /13/ und /39/ soll zeigen,
daB das Programm geeignet ist, das Verhalten von tats&dchlichen
Pfahlgriindungen zu simulieren. PILAX wird anschlieBend angewendet,
um am idealisierten Modell das Verhalten von verschiedenen Typen
von Pfahlgruppen bei statischer und dynamischer Belastung aufzuzei-
gen. In Parameterstudien werden typische Phinomene wie statische
und dynamische Gruppenwirkung und Pfahl-Boden-Wechselwirkung bei
Erdbeben untersucht. Die am theoretischen Modell gewonnenen Erkennt-

nisse sollen anschlieBend in ihrer Auswirkung auf Bemessung und



Konstruktion gewertet werden. Die Arbeit schlieBt mit Hinweisen zur
vereinfachten Berechnung und zur praktischen Bemessung von Pf&hlen

bei dynamischer Belastung und bei Erdbeben.

Annahmen und Einschrédnkungen
In der vorliegenden Arbeit werden folgende Annahmen und Einschrén-

kungen getroffen. Fiir alle weiteren wird auf den Text verwiesen.

Die Dehnungen im Boden und in den Pfdhlen werden als klein voraus-

gesetzt.

- Der Boden ist horizontal geschichtet. Innerhalb einer Schicht ist
er homogen und isotrop.

- Das Material von Boden und Pfahl verhdlt sich elastisch, im dyna-
mischen Fall viskoelastisch. Das Werkstoffverhalten 1&dB8t sich
durch einen komplexen Modul ausdriicken.

- Die Pfdhle sind zu vertikalen biege- und schubnachgiebigen St&dben
idealisiert.

- Der Boden ist in der Lage Zugspannungen aufzunehmen. Die hinteren
Pfihle einer Gruppe tragen somit den gleichen Lastanteil wie die
vorderen.

~ Zwischen Pfahl und Boden bildet sich kein Spalt.

- Die Horizontal- und die Kippschwingungen der Pfahlgriindung sind
entkoppelt.

- Die Erdbebenanregung pflanzt sich im Boden i{iber vertikal propagie-

rende Scherwellen aus.

Definition der wichtigsten Begriffe
Nachfolgend werden die wichtigsten der im Text verwendeten Begriffe
definiert. Da sie 2zum Teil aus dem Englischen {ibernommen worden

sind, werden auch die Originalbezeichnungen angegeben.
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Ansatzfunktion : Funktion, die den Verlauf der Verschiebungen im
Inneren eines Finiten Elementes approximiert

Antwortspektrum : Nach Eigenfrequenzen geordnete Zusammenstellung
der maximalen Amplituden von BewegungsgrdBen fir Einmassenschwin-
ger

Bewegungsgleichung : Differentialgleichung, deren Variablen Bewe-
gungsgroBen sind

BewegungsgrodBen : Oberbegriff fiir Verschiebung, Geschwindigkeit und
Beschleunigung

Boden-Bauwerk-Wechselwirkung ( soil structure interaction, SSI ) :
Gegenseitige Beeinflussuﬁg von Boden und Bauwerk

Fourier-Transformation : hier ist speziell gemeint die Transfor-
mation vom Zeit- in den Frequenzbereich und umgekehrt ( z.B. :
Fast Fourier Transformation ( FFT ) : schneller numerischer
Algorithmus nach Cooley und Tukey )

Freifeld ( freefield ) : Boden in einiger Entfernung vom Fundament
des Bauwerks und unbeeinfluBt von ihm

Frequenzbereich ( frequency domain ) : Funktionen mit der Frequenz
als Variabler

Frequenzverlauf : frequenzabhdngige Funktion von Kraft- oder Weg-
groBen

harmonische GroB8e : Kraft- oder WeggrodBe, die sich im Zeitbereich
sinus-f6rmig &dndert

kinematische Wechselwirkung ( kinematic interaction ): bei Erdbeben
die Wechselwirkung zwischen Boden und Fundament infolge Reflex-
ion, Streuung und Beugung der seismischen Wellen bei Erdbeben

Koppelpunkt : Knotenpunkt im Berechnungsmodell, an dem Boden und
Pfahl verkniipft sind

Methode der komplexen Variablen ( complex response method ) :
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Formulierung und L&sung der komplexen Bewegungsgleichungen im
Frequenzbereich

Modale Analyse : Entwicklung der Gebdudeschwingungen nach ungedampf-
ten Eigenformen

Rayleigh- und Lovewellen : Wellen an der Oberfldche eines Mediums

rotationsperiodische Struktur : mehrfach symmetrische Struktur,
deren Symmetrieachsen sich in einem Punkt schneiden

trdge Wechselwirkung ( inertial interaction ) : Wechselwirkung zwi-
schen Boden und Gebdude infolge der Trdgheitskradfte des Gebdudes,
der Nachgiebigkeit der Griindung und der Energieabstrahlung im
Boden

viskoelastisches Material : linearelastisch wund linearviskoses
Material ( Kelvin-Voigt Modell )

Zeitbereich ( time domain ) : Funktion mit der Zeit als Variabler

Zeitverlauf ( time history ) : Zeitabhdngige Funktion von Kraft-

1

oder WeggrdBen ( z.B. Erdbebenbeschleunigungen )
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Methodische Grundlagen

Die dynamische Berechnung der Pfahlgriindung wird im Frequenzbereich
vorgenommen. Kapitel 2.1 Dbehandelt die Grundlagen und Vorausset-
zungen eines solchen Berechnungsverfahrens und die notwendigen
Transformationen aus dem Zeit- in den Frequenzbereich.

Neben den Materialeigenschaften des Bodens Dbestimmt die Art der
Wellenausbreitung im Baugrund das Schwingungsverhalten einer Pfahl-
griindung. Mogliche Rechenmodelle sind der elastische Halbraum, die
Einzelschicht oder das Schichtenpaket aus iibereinanderliegenden
Schichten, mit oder ohne Kompatibilitdt an den Grenzfl&dchen.
Das Schwingungsverhalten des Bodens wird zweckmdBig durch eine
komplexe Flexibilit&dtsmatrix ( Komplianzmatrix ) ausgedriickt. Als
Grundlage dazu dienen die Beziehungen zwischen Last und Verformung
an verschiedenen Stellen innerhalb des Bodens. In Kapitel 2.2
werden die zugehodrigen Differentialgleichungen fiir den visko-
elastischen Halbraum hergeleitet.

Klassische Finite-Element Modelle haben den Nachteil, daB das Ele-
mentnetz wegen der zwei- oder gar dreidimensionalen Diskretisierung
sehr groB gerdt. Storende Reflexionen an den Modellrdndern miissen
vermieden werden. In der Praxis hat sich das Schichtenmodell als
vorteilhaft erwiesen, da der Baugrund in den meisten F&dllen eine
( wenn auch nicht immer horizontale ) Schichtung mit unterschied-
lichen Materialeigenschaften aufweist. Soll die Energieabstrahlung
in die Tiefe erfaBt werden, muB die Kompatibilitdt an den Schicht-
grenzen beriicksichtigt werden.

Den geschichteten Boden haben Waas /74/, Tajimi /67/ und Kausel und
Peek /24/ mit gleichen oder dhnlichen Ans&dtzen untersucht. Waas und
Werkle /77/ legen die von Waas /73/ angegebenen Formeln fiir Ver-

schiebungen infolge Ringkrdften in konsequenter Formulierung vor.
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Da das Verfahren noch weitgehend unbekannt ist, wird im Anhang die-
ser Arbeit auf die Herleitung der Last-Verformungsbeziehungen aus-

fihrlich eingegangen.

2.1 Grundlagen eines Berechnungsverfahrens im Frequenzbereich f£iir
Schwingungsprobleme

2.1.1 Darstellungsformen harmonischer GréSen
Man nennt eine GrdB8e harmonisch, wenn sie eine Sinus- oder Cosinus-
funktion der Zeit t oder einer anderen skalaren Variablen ist.
Unter GroBen werden in diesem Zusammenhang Krafte, Verformungen,
Spannungen oder Verzerrungén verstanden. Harmonische GroBen konnen
auf verschiedene Weisen dargestellt werden. Ist zum Beispiel g(t)

eine harmonische Gr&Be, dann gilt

qt) = c.j - cos (Lt + @) ( 2.1.1)
oder
3(t) =<j -Ccos (2t '3 - siv 2t (2.1.2)
1 ra
oder
YR
c:“L-t) = Re (9- ) ( 2.1.3)
mit i = WF:;
Re ( ) : Realteil einer komplexen GrdoBe
Im ( ) : Imagindrteil einer komplexen GroBe
Ll =2mf¢f : Kreisfrequenz
A
f = ﬁ: : Frequenz
T : Periode der Schwingung

g in Gleichung ( 2.1.1 ) wird als Amplitude, (¢ als Phasenwinkel be-

zeichnet.
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Wie aus Gleichung ( 2.1.3 ) zu erkennen ist, kdnnen harmonische
GroBen durch komplexe Zahlen ausgedriickt werden.

Komplexe GroBen sind in diesem und den ndchsten Kapiteln durch
Untersteichung gekennzeichnet.

Zwischen den drei Darstellungen ( 2.1.1 ),( 2.1.2 ) und ( 2.1.3 )

bestehen folgende Zusammenhidnge :

g,= qcose , 9,° gGSme ( 2.1.4a)

% - v 341 + 312 ( 2.1.4Db)

N 474

_C_j_ = g e :ﬁ(cascgdris}w(}

"

3,'.,,532 ( 2.1.4c)

92
= Qrctan ( 2.1.44)
G P

L.Q.t) _ [Ze(iei(ﬁt *‘())

Rc(ie :56‘75(5“*?)( 2.1.5e)

Eine anschauliche Deutung der Zusammenhdnge zeigt Bild 2.1 .

4 Imaginare Achse

geuﬂt
|
|
|
|
|
|
| g
at | :
| 12
: L $» Reelle Achse
+—gt) —+
. - =
g, = g(t=0) ———4—

Bild 2.1 : Anschauliche Deutung der komplexen GrdSen
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Die harmonische GroBe g(t) erscheint als Projektion eines in der
komplexen Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit.fl um den Ursprung
(e

rotierenden Ortsvektors g e auf die reelle Achse.

——

Transformation zeitabhidngiger GrdBen in den Frequenzbereich

a) Im Zeitbereich periodische GrodBen :

Eine von der Zeit t abhingende variable GroBe x(t) ( z.B. die Ver-
schiebung eines Punktes in einem viskoelastischen System ), die

periodisch mit der Periode T variiert, also der Bedingung
X(() = X (t+ 3-7-)' ) a = 4,2,3,... ( 2.1.5 )

geniigt, 1dB8t sich als Summe harmonischer GrdBen darstellen und

unter Verwendung von ( 2.1.3 ) folgendermaBen schreiben :

xX(t) = RC(Z Y(.Q )6LQst)

3=

(2.1.6 )

Diese Darstellung wird als Fourierreihenentwicklung bezeichnet. Die

Glieder der Reihe sind Funktionen der diskreten Frequenzen IZ&
=y =y F L i

sind ganzzahllge Vielfache der Grundfrequenz Il. JL(Ilé) ist die

komplexe Amplitude des j-ten Summanden. Mit Hilfe der Eulerschen

Formel 1&dB8t sie sich durch die darzustellende Funktion x(t)° aus-

driicken. T
- St
YU = Za-gd ) [xw e T dt o)
mit 53-, =0 fiir § # O
é%o =1 fiir j =0

Beispiele fiir periodische Lasten sind Massenkridfte aus Kompressoren

und Turbinen, Wasserdruck aus Seegang bei Off-Shore Anlagen. Bei
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der praktischen Anwendung geniigt es hiufig, einige wenige Reihen-

glieder zu beriicksichtigen.

b) Im Zeitbereich transiente GrdBen :

Auch nichtperiodische Vorgidnge von begrenzter Dauer (transient)
konnen mit der Fouriertransformation in den Frequenzbereich iiber-
fiihrt werden, wenn man die Wirkungszeit und eine daran anschlieBende
Ruhezeit als Periode auffaBt. Belastungen aus StoB oder Erdbeben
lassen sich auf diese Weise darstellen. Man kann sich die Fourier-
transformation als Grenzfall der Fourierreihenentwicklung vorstel-
len, wenn man die diskreten‘Amplituden in ein kontinuierliches Fre-
quenzspektrum iibergehen 138t. Man schreibt dann statt ( 2.1.7 )

oo

-lwt

Z(w) =f>((t) e dt ( 2.1.8 )

o
wenn x(t) =0 fir t <€ 0

Die Transformation analog zu ( 2.1.6 ) geht iiber in
+00

A Lot

x(t) = Re Z,’rf}_/(w)e dw) (2.1.9 )
-0

Eine andere Schreibweise des komplexen Spektrums y(& ) ist

y(w) = Y (@) e’ @) ( 2.1.10 )

mit y(W) : Fourierspektrum der Amplitude

(((w) : Fourierspektrum der Phase

Zur numerischen Auswertung der Gleichungen ( 2.1.8 ) und ( 2.1.9 )
steht mit dem Cooley-Tukey Algorithmus (FFT - Fast Fourier Transfor-

mation) ein sehr schnelles Berechnungsverfahren zur Verfiigung.
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2.1.3 Bewegungsgleichungen im Frequenzbereich
Die Bewegungsgleichung des geddmpften Einmassenschwingers mit der

Masse M , der Federsteifigkeit K und der viskosen Ddampfung C ist

K-wlt) + C-w(t) + M- (&) = P(¢) ( 2.1.11 )

u(t), a(t) und U(t) sind Verschiebung, Geschwindigkeit und Be-
schleunigung. P(t) ist die anregende Kraft. Die Kreisfrequenz der

ungeddmpften Schwingung ist

_Qo o= l/ _I:’IK— (2.1.12)

Der dimensionslose Quotient

D.;;C‘iv = <
2K 2M(2,

wird als Lehrsches DampfungsmaB bezeichnet und beschreibt das Ver-

( 2.1.13 )

hdltnis der viskosen Dampfung des betrachteten Schwingers zur kriti-

schen Dadmpfung. Die Kreisfrequenz der gedampften Schwingung ist

Q. = 19, 1-D* ( 2.1.14 )

D
Bei kleinem DampfungsmaB D stimmen.Ilo und.ﬁLD praktisch iiberein.
. el
Im Fall der harmonischen Bewegung u(t) =V et = kann ( 2.1.11)

geschrieben werden als

(_K"D.ZM)_\_/_ = P (2.1.15 )

mit den komplexen GroBen Steifigkeit K , Verschiebung V und Kraft

P . Dabei ist

K = Re (_|§)+£ Im(_l_() = K + (RC ( 2.1.16 )

e

Die komplexe lineare Gleichung ( 2.1.15 ) ist dquivalent den beiden

gekoppelten reellen Gleichungen
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\

Re (K) Re (V)= Im (K )Im(v)-R°M Re(¥) = Re(P) (2.1.172)

Re (K) Im (V)4 Im(K) Re C_\{)—QZM Im (V) = Im (P) (2.1.17p)

die einfach geldst werden kodnnen.
In Verallgemeinerung von Gleichung ( 2.1.15 ) 1dBt sich fiir ein

System mit n Freiheitsgraden schreiben

([_K] - Hz["_"]) E_\_/S = g__Pg (2.1.18 )

Darin bezeichnet [5;] die komplexe Steifigkeitsmatrix und [bd]

die Massenmatrix. Die Matrizen haben die Dimension n x n .

C.K] = [K} + LQ[C] ( 2.1.19 )

Der Realteil der komplexen Steifigkeitsmatrix (_E_] enthdlt die
Steifigkeiten, der Imagindrteil die mit L2 multiplizierten
viskosen Dampfungen. Die Vektoren izi und fgg enthalten die
komplexen Verformungen bzw. Krifte.

Statt der viskosen (d.h. geschwindigkeitsabhidngigen) Dampfung C
kann auch eine Materiald&@mpfung oder hysteretische (d.h. dehnungsab-
hiangige) Dampfung Ch verwendet werden. In Gleichung ( 2.1.11 ) ist
dann C durch ChAQ- zu ersetzen. Das Lehrsche DampfungsmaB D wird

nun frequenzabhidngig und zwar

D=§h£_0 = g_f%.z. ( 2.1.20 )
2 KL

Das Verhdltnis g wird als hysteretisches DampfungsmaB bezeichnet

und gibt den Bruchteil der kritischen Dampfung an.

{ = Cn_ - pL ( 2.1.21 )
2K Lo

Bei der Eigenfrequenz.fzo = [l stimmen Lehrsches und hystereti-

sches Dampfungsmaf iiberein. Die komplexen Steifigkeiten in den Glei-
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chungen ( 2.1.16 ) und ( 2.1.19 ) gehen im Fall der hysteretischen

Dadmpfung iiber in

K = K(1+ (2%) ( 2.1.22)

[E] :[K](4+LZ§) ( 2.1.23 )
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Rotationsperiodische Wellenausbreitung im viskoelastischen
Kontinuum

Fourierreihenentwicklung der Kraft- und WeggrdSen

Das betrachtete Kontinuum sei viskoelastisch und orthotrop zur
vertikalen z-Achse. Die Kraft- und WeggrdBen oszillieren harmonisch
in der Zeit. Die komplexe Formulierung erlaubt eine Berechnung im
Frequenzbereich. Zur Vereinfachung der Darstellung wird ab hier auf
die Kennzeichnung der komplexen GrdBen durch Unterstreichung ver-
zichtet.

Formuliert man die Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten, so kann
das dreidimensionale Problem durch eine Fourierreihenentwicklung in
eine Anzahl von ungekoppelten zweidimensionalen Problemen zerlegt
werden. Die eingepridgten Krdfte oder Verformungen lassen sich oft
schon mit einem oder mit zwel Reihengliedern ausdriicken. Damit bie-
tet diese Methode erhebliche Vorteile gegeniiber der vollen dreidi-
mensionalen Berechnung.

GemdB Bild 2.2 sind Ve 1 Vo und W@ radiale, vertikale und tangen-
tiale Verschiebungsfelder. pr ) und p sind die entsprechen-

2 ¢

den Felder der eingepridgten Krafte.

. Ve, Py
™ Ve, Pr

Bild 2.2 : Definition der Kraft-

und VWeggroésen

Die Verschiebungen lassen sich entwickeln in die rotationsperio-
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dische Form

vy— - [ cos n g B -VY.S.h ]
ve| = Z cos n ¢ vz's " ( 2.2.1a)
v h=zo -sin ne \Y '
Q L - L ?IJ h
- . T -
sin n ¢ V".Q "
+ sin n ¢ Va a h
’ ]
i cos nqu _VQ,Q’hJ
oder
- .
fvi =§o( [(Ps,n] fvs.,'i + [ CPa,y.]{"a,ni ) ( 2.2.1b)

Die modalen Amplituden mit dem Index s beziehen sich auf die zur
Ebene C( = 0 symmetrischen Verschiebungsfelder, der Index a kenn-
zeichnet die antimetrischen. Ist ein beliebiges Verschiebungsfeld

vorgegeben, dann ergeben sich die modalen Amplituden aus

T
SV.S‘ng-—: ';—'r_ (1 _—g-éno) [¢sn]§"} d¢ ( 2.2.2a )
’ ozr ’
&"5: ._:',—_-( 1 -—g-éha) [[q’a.»]f"j de ( 2.2.2b )
mit

gna= 0 firn #O

§, =1 firn=0

Auf gleiche Weise erhdlt man die Beziehung fiir die eingeprdgten

Krafte

fpf - go([%,h]fpglj + [¢q,»}§pqw§ ) ( 2.2.3)

Die Verzerrungen und Spannungen lassen sich auf dhnliche Weise dar-

stellen
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p— = pra -1r= -
Evr cos n¢ Ere 5w
g?? cos n¢ 2{,?’ s,
222' -_-.-f( cos ng ZZQ,S‘/P\
Yee | "¢ -oF n?_ Yra, s
Yee A S | A
Yz - —E R Yer s,
sin neg - "SH’IQ'“—\
sin n ¢ E{lt’,"‘:"'
+ ST Rt Fazeh )( 2.2.4a)
' sin ne XVZFM
cos n¢ b’rc(,q,h
B % T Yoz om]
oder
<o — —
€f = X ([quJl{ES,hi ’ l:(b"":]fé“:"” ( 2.2.4Db)
h=o
und
0
Zs'i = Z ([¢5,hJ§G},MS + [¢c:,n_-l£c;m§) ( 2.2.5 )
heo

2.2.2 Grundgleichungen des rotationsperiodischen Kontinuums
Die Kompatibilit&dtsbedingung verkniipft Verschiebungen und Verzer-

rungen durch

ESS,MS = [@z,nJ £V a3 ( 2.2.7a )
féa.h} [@Z,n] Z"a.qi ( 2.2.7p )

mit der Operatormatrix [@s H] .
i

il



- a s
or
A _hn
r T
2
oz
®,,] =
[ o 2 2 ( 2.2.8 )
o2 or
n 442
r Ftse
n )
L r CE
Im dynamischen Fall bedingt'das Gleichgewicht
k2
[@¢,*J£G},hg + 5_(1 3\/;,,,.3 = fof ( 2.2.9a)

[@ﬁ',n]gG'a,hi +Q o {Va'h% = fog ( 2.2.9Db)

mit der Operatormatrix

2.9 | 4 92 | »n A
F " or|l’F 2 r
9 9
[®G’,n = 57 Forpt -2 ( 2.2.10)
n 2,9
| F e | &

Zwischen Spannungen und Verzerrungen gilt fiir jedes Reihenglied das
Hooke’sche Gesetz. Fiir isotropes, viskoelastisches Material nimmt

das Werkstoffgesetz filir die symmetrischen Reihenglieder die Form an
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"m:’” 2420 2 Z ) E-rr, s,:
-c;(l § v 2 1+ 2 Z(,(' 5,u
C22,51 ) < 2 A+20 L 5m ( 2.2.11)
'trz, Sy g ¢ Yrz,s,u
tr(, N © Xr?l l‘, “
Tz, sm L ez su]

Fiir die antimetrischen Fourierreihenglieder gilt die gleiche Be-

ziehung. In matrizieller Darstellung ist
fG;',,S (pl£5¢.3 , ( 2.2.12a)
(%8 = (] 850,43 ( 2.2.120)

Die Gleichungen ( 2.2.1 ) bis ( 2.2.12 ) zeigen, daB die Beziehun-

gen filir die symmetrischen und die antimetrischen Fourierreihenglie-
der vollkommen analog sind. Das gilt auch fiir die folgenden Ablei-
tungen. Man kann daher bei der Darstellung auf die Indizes s und a
verzichten. Die Beziehungen haben gleichermaBen Giiltigkeit fiir den
symmetrischen und den antimetrischen Anteil.

Auch der Index n , der die Abhdngigkeit vom Reihenglied anzeigt,

wird der Ubersichtlichkeit halber im folgenden weggelassen.

Rayleigh- und Love-Wellen im rotatiomsperiodischen Kontinuum
Setzt man die Gleichungen ( 2.2.7 ) und ( 2.2.11 ) in die Gleichge-
wichtsbedingung ( 2.2.9 ) ein, so erhdlt man Differentialgleichun-

gen mit Verschiebungen als Unbekannten.

§wi "[@r][D}[@,_ZfV} +g.{22{vj = $o3 ( 2.2.13)

oder



A n 0w B N
(a+r20)5-  + 2G'r‘c,},)z t 2675 e 0
AN ) _ |73 o=
(L+2G)8_g_ ZGQ%'E—Wgr 2Gt’£“> +j12 Va 0 ( 2.2.14)
w _ ()
(2,+2G)—F-A 2653 + 2657 LV“’ Od
mit
-4 ? )
S S —R SR SR AL A b Sr2aiSe)
— 41 )
& = F(& Ve " e v, ) ( 2.2.15b)
- Vi 49
Z= Z—(Tg-r—(r.vq . —:— Vr) ( 2-2-150)
- 4 (2 2 ,
W= 32 (?;; T vg) ( 2.2.154)

Das Differentialgleichungssystem ( 2.2.13 ) ist nur abhdngig von den
Variablen r und z und der Nummer n des Fourierreihengliedes. Man
nennt ( 2.2.13 ) daher auch modale Wellengleichung.

Nach Sezawa /61/ erhdlt man die allgemeine Ldsung des Differential-

gleichungssystems iiber den modalen Produktansatz

(3 - SET] - o [ED 6 ( 2.2.16)

Die Matrizen [E{;)]und[H(é)]sind abhdngig von der Variablen r . Sie
erfiillen das Differentialgleichungssystem identisch. Der Vektor Zxoi
beschreibt als Funktion von z den Verlauf der Ver<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>