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Kurzfassung

Der Einsatz von Klebverbindungen bietet aufgrund der hohen spezifischen
Festigkeit, des beschadigungsfreien Fligeprozesses und der flichig verteilten
Lastiibertragung viele Vorteile gegeniiber anderen Verbindungsarten. Insbe-
sondere im Bereich des konstruktiven Leichtbaus finden Klebverbindungen
daher eine breite Anwendung. Aufgrund der unterschiedlichen Steifigkeiten
von Klebstoff und Fiigepartnern sowie des Auftretens geometrisch bedingter
Kerben weisen Klebverbindungen jedoch ein sehr komplexes strukturmecha-
nisches Verhalten auf und sind versagensanféllig. Fiir eine sichere Auslegung
geklebter Strukturen sind daher geeignete Analysekonzepte erforderlich, mit
denen die Lastibertragung und das Versagensverhalten von Klebverbindun-
gen angemessen abgeschatzt werden konnen. Analytische Modelle eignen
sich dabei aufgrund ihrer Einfachheit und Effizienz besser als aufwendige
experimentelle Versuche.

Zentraler Bestandteil dieser Arbeit ist die Entwicklung einer analytischen
Modellierung zur Erfassung des mechanischen Verhaltens von Klebverbindun-
gen mit dickerer Klebschicht. Da bestehende Modelle fast ausschliellich fiir
Verbindungen mit sehr diinnen Klebschichten geeignet sind, wird in dieser
Arbeit ein Modell mit einem Verschiebungsansatz hoherer Ordnung fiir die
Klebschicht vorgestellt, das eine genauere Beschreibung des Verformungsver-
haltens in Klebschichtdickenrichtung erlaubt. Das zugehorige Differentialglei-
chungssystem zur Beschreibung der Klebverbindung wird unter Anwendung
der linearen Elastizitdtstheorie mit Hilfe des Prinzips vom Minimum des
Gesamtpotentials hergeleitet und einer Losung zugefithrt. Die Eignung des
vorgestellten Modells wird anhand vorgenommener Spannungsermittlungen
fir verschiedene Belastungssituationen und unterschiedliche Fiigekonfigu-
rationen im Vergleich zu Finite-Elemente-Berechnungen und bestehenden
analytischen Modellen gezeigt. Die Vorteile des vorliegenden analytischen
Modells zeigen sich mit zunehmender Klebschichtdicke insbesondere bei der
Darstellung lokaler Spannungsspitzen am dufleren Rand der Klebschicht von
einschnittigen Uberlappungsfiigungen.

An die Modellierung der Klebverbindung schliefit sich eine Versagensbewer-
tung zur Analyse von spréoden Grenzschichtbriichen mit dem gekoppelten



Spannungs- und Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik an. Ein in
dieser Arbeit entwickelter Optimierungsalgorithmus erméglicht unter Bertick-
sichtigung des nicht monotonen Verlaufs der Energiefreisetzungsrate die
Abschéatzung der kritischen Versagenslast, bei der ein Riss initiiert wird, der
zum Versagen der Klebverbindung fiihrt. Durch eine geeignete analytische
Modellierung des Risses ist es moglich, die wahrend des Rissprozesses entste-
hende Riss6ffnung und die dabei freigesetzte Energie, die eine zentrale Rolle im
Versagensprozess spielt, genau zu erfassen. Die so ermittelten kritischen Versa-
genslasten werden in Parameterstudien fiir verschiedene Struktursituationen
und Belastungsfille untersucht und mit numerischen und experimentellen
Referenzergebnissen validiert.
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Abstract

Adhesive joints offer many advantages over other types of joints due to their
high strength-to-weight ratio, the non-destructive joining process, and a load
transfer that is distributed over a large area. Adhesive joints are therefore
widely used, especially in the field of lightweight construction. However, due
to the different stiffnesses of adhesive and adherends, and the occurrence of
geometrically induced notches, adhesive joints have a complex mechanical
behavior and are susceptible to failure. For a safe design of adhesively bonded
structures, appropriate analysis concepts are needed to capture the load
transfer and failure behavior of adhesive joints. Analytical models are more
suitable than experimental tests due to their simplicity and efficiency.

The central part of this thesis is the development of an analytical model to
capture the mechanical behavior of adhesive joints with a relatively thick
adhesive layer. Since existing models are almost exclusively suitable for joints
with very thin adhesive layers, a model with a higher-order displacement
approach for the adhesive layer is proposed in this work, which allows a
more accurate description of the deformation behavior in the direction of
the adhesive layer thickness. The corresponding differential equation system
for the description of the adhesive joint is derived and solved using linear
elasticity theory and the minimum total potential energy principle. The
suitability of the presented model is demonstrated by stress determinations
for different loading situations and different joint configurations in comparison
to finite element calculations and existing analytical models. The advantages
of the present analytical model become apparent with increasing adhesive
layer thickness, particularly in the representation of local stress peaks at the
outer edge of the adhesive layer of single-lap joints.

The modeling of the adhesive joint is complemented by a failure evaluation
for the analysis of brittle interface failure using the coupled stress and energy
criterion of Finite Fracture Mechanics. Taking into account the non-monotonic
behavior of the energy release rate, an optimization algorithm developed in
this thesis allows the estimation of the critical failure load at which a crack
initiates leading to the failure of the adhesive joint. Through appropriate
analytical modeling of the crack, it is possible to accurately determine the
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crack opening that occurs during the cracking process and the energy released,
which plays a central role in the failure process. The critical failure loads
determined in this way were investigated in parametric studies and validated
with numerical and experimental reference results.

viii



Inhaltsverzeichnis

Nomenklatur

1 Einleitung

1.1 Motivation . . . . . . . . . ..
1.2 Ziel der Arbeit . . . . . . . . ... ...
1.3 Aufbau der Arbeit . . . .. . ... .. ...

Theoretische Grundlagen

2.1 Lineare Elastizitdtstheorie . . . . . . . .. .. ... ... ...
2.2  Mechanik ebener flichiger Strukturen . . . . ... ... ...
2.3 Variations- und Energieprinzipien . . . . . . . . ... ... ..
2.4 Festigkeitskriterien . . . . . . ... o000
2.5 Bruchmechanik . . ... ... .. ... ... ..........
2.6 Finite Bruchmechanik . . . . .. ... ... ... .. .....

Stand der Forschung zur Strukturmechanik von Klebver-
bindungen
3.1 Einfithrende Bemerkungen zu Klebverbindungen . . . . . ..
3.2 Spannungsmodellierung . . . ... ... oL
3.2.1 Bestehende Konzepte zur Spannungsberechnung
3.2.2 Detaillierte Darstellung der zentralen Grundprinzipien
3.3 Versagensbewertung . . . . . ... ... ... ..
3.3.1 Versagensarten . . .. . ... ... ...........
3.3.2 Bestehende Konzepte zur Versagensbewertung

Neuer Ansatz der Klebschichtmodellierung

4.1 Analytische Modellierung . . . . . . . ... ... ... ....
4.1.1 Grundlagen und Modellannahmen . . . . . . ... ..
4.1.2 Modellierung der Klebverbindung . . . . . . . ... ..
4.1.3 Herleitung des Differentialgleichungssystems . . . . . .
4.1.4 Losung des Differentialgleichungssystems . . . . . ..
4.1.,5 Randbedingungen . . .. ... ... .. .. ... ...

4.2  Numerische Modellierung . . . . . . .. ... ... ... ...

xi

W N =

11
16
18
20
24

31
31
34
34
38
41
41
42

49
49
50
51
56
61
64
65

ix



Inhaltsverzeichnis

4.3 FErgebnisse . . . . . ... 67
4.3.1 Modellvergleich anhand einschnittiger Uberlappungs-

figungen . . . . ..o 68

4.3.2  Analyse unterschiedlicher Belastungssituationen. . . . 75

4.3.3 Parameterstudien . . . . . .. ... ... 78

5 Versagensanalyse von Klebverbindungen 83

5.1 Einfihrung . . . .. .. ... o 83

5.2 Versagensanalyse mittels Finiter Bruchmechanik . . . . . . . 84

5.2.1 Berechnung der Energiefreisetzungsrate . . . . . . . . 85

5.2.2 Modellierung der gerissenen Struktur . . . . . . . . .. 87

5.2.3 Optimierungsverfahren . . . . . . . . . ... ... ... 90

5.3 Versagensanalyse mittels Kohdsivzonenmodellierung . . . . . 95

54 Ergebnisse . . . . . ... Lo L o 99

5.4.1 Ergebnisse zur Auswertung des gekoppelten Kriteriums 100

5.4.2 Versagensanalyse einschnittiger Stahlfiigungen . . . . 103

5.4.3 Versagensanalyse verstarkter Betonstrukturen . . . . . 110

6 Zusammenfassung und Ausblick 113

6.1 Zusammenfassung . . . .. ... ... 113

6.2 Ausblick . . . ... Lo 115

Anhang A 117

Literaturverzeichnis 123



Nomenklatur

Abkiirzungen

AMn
CLT

CFK
ESZ
EVZ
EXP
FBM
FEA
FSDT

GR
KZM
OE
VCCT

Analytisches Modell mit Klebschichtansatz n-ter Ordnung
Klassische Laminattheorie

(Engl.: Classical Laminate Theory)
carbonfaserverstirkter Kunststoff

Ebener Spannungszustand

Ebener Verzerrungszustand

Experiment

Finite Bruchmechanik
Finite-Elemente-Analyse
Schubdeformationstheorie 1. Ordnung

(Engl.: First-Order Shear Deformation Theory)
Modell von Goland und Reissner
Kohésivzonenmodell

Modell von Ojalvo und Eidinoff

Auswertung des virtuelle RissschlieBintegrals
(Engl.: Virtual Crack Closure Technique)

Indizes und Schreibweisen

Jm

Imaginarteil
Realteil
Ableitung nach x

kritischer Wert

Homogener und partikularer Losungsteil
Rissoffnungsarten

Indexnotation (i,7 = 1,2, 3)

Groflen beziiglich Bereich L bzw. R der Energiefreiset-
zungsrate

Groflen beziiglich reeller, komplexer oder Nulleigenwerte

Groflen beziiglich des Spannungs- bzw. Energiekriteriums

xi



Nomenklatur

~

transponierte Grofle

Vergleichsgrofie

Groflen beziiglich der Klebschicht

Grofen beztiglich des Fugepartners (i = 1,2)
mittlerer Wert

oberer Wert

unterer Wert

> <
Z

S
N

AA
E
NN

virtuelle Grofle

o~ O~~~ o~~~ —~
P B SO NG NG NG NG NN
8
N2

Macaulay-Klammer

Lateinische Formelzeichen

a, A Risslédnge bzw. Rissfliche
A, B,C,D Matrizen des Differentialgleichungssystems
b Breite
Cij Steifigkeiten
C Konstante
Cijkl Elastizitétstensor
Vektor des Differentialgleichungssystems
Elastizitdtsmodul
Funktion
Volumenkraft
Dimensionslose Eigenfunktion der Spannungen
Kraft

Verschiebungsterm héherer Ordnung
Dimensionslose Eigenfunktion der Verschiebungen
Schubmodul

differentielle Energiefreisetzungsrate
inkrementelle Energiefreisetzungsrate
Flgepartnerhohe (i = 1,2)

Einheitsmatrix

Spannungsintensititsfaktor

Steifigkeit von Kohésivzonenelementen
Biegemoment

Schnittmomente

Anzahl von Kohésivzonenelemente in der Prozesszone
horizontale Schnittkréfte

Linge des Uberlappungsbereichs

Elementldnge entlang des Risspfades

STzZzZEzEZRRNTOOQ8 YR EA

xii



ls Linge der Enden der Fiigepartner ohne Uberlappungsbereich

P Knotenkraft

P Hilfsfunktion beim inneren Potential

QY vertikale Schnittkrafte

Qij reduzierte Steifigkeiten

Qij transformierte reduzierte Steifigkeiten

Q Hilfsfunktion beim dufleren Potential

r Radius im Polarkoordinatensystem

T, TT Vektoren der Randbedingungen

Sijkl Nachgiebigkeitstensor

S Oberflache

t Klebschichtdicke

t; Oberflachenkraft

T Temperatur

U, V, W Verschiebungen

Uo Forménderungsenergiedichte

u(()”, wéi) Verschiebungen der Mittelebene der Fiigepartner (i = 1,2)

a@®, @ Rissflankenverschiebungen der Klebschicht

0@, i Verschiebungen der Fiigepartner (i = 1,2) am Rand zur
Klebschicht

v Eigen- bzw. Hauptvektor

\%4 Volumen

Wi, Wa Arbeit der inneren bzw. dufleren Krafte

T,Y, 2 Koordinaten

s

Griechische Formelzeichen

« thermischer Ausdehnungskoeffizient

¥ technische Gleitung

é Separation

Aa, AA finite Rissldnge bzw. finite Rissflache

AT Temperaturdifferenz

AIl Anderung des Gesamtpotentials

€ Toleranzwert

€, ¥ Dehnung, thermische Dehnung

9 Winkel der Faserorientierung in faserverstarkten Verbund-
werkstoffen

K Schubkorrekturfaktor
A Eigenwert

A Singularitdtsordnung

m viskoser Regularisierungsparameter

xiii



Nomenklatur

v Querkontraktionszahl

II, 1L, 11, Gesamtpotential, Potential der inneren bzw. dufleren Kréafte
o Normalspannung

T Schubspannung

%) Winkel im Polarkoordinatensystem

o, D, Vektoren der gesuchten Verformungsfunktionen

Xus Xw zu bestimmende Verformungsfunktionen

P Verdrehung der Querschnitte der Fiigepartner

Qe potentielle Rissflache

Xiv



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Das Klebverfahren ist ein kostengiinstiges und vielseitig einsetzbares Fiige-
verfahren, das sowohl im Bauwesen als auch im Maschinen- und Anlagenbau
zur Anwendung kommt. Es gehort zu den stoffschliissigen Filigeverfahren,
bei denen zwei Bauteile durch einen fliachig aufgetragenen nichtmetallischen
Klebstoff fest miteinander verbunden werden. Neben der flachig verteilten
Lastiibertragung zdhlen die hohe spezifische Festigkeit und die Fiigbarkeit
von Bauteilen unterschiedlicher Werkstoffe zu den Vorteilen von Klebverbin-
dungen gegeniiber anderen Fiigearten wie Schweif- oder Nietverbindungen.
Klebverbindungen eignen sich insbesondere fiir das Fiigen von diinnwandigen
Leichtbaustrukturen, wie sie in der Luft- und Raumfahrt, im Fahrzeugbau
oder im Bauwesen, beispielsweise bei der Konstruktion von Rotorblattern fiir
Windkraftanlagen, eingesetzt werden. So bestehen Flugzeuge heute, bezogen
auf ihr Gewicht, zu bis zu 50 % aus Faserverbundstrukturen, in denen auch
Klebverbindungen eine Rolle spielen (Adams, 2021).

Wiéhrend Klebverbindungen in der Herstellung einfach sind, ist die sichere
Auslegung fiir den Betrieb sehr anspruchsvoll. Grund dafiir ist die komplexe
Lastiibertragung in der Klebverbindung, die aus einer Kombination von geome-
trisch bedingten Kerben und stark unterschiedlichen Steifigkeitseigenschaften
der beteiligten Materialien resultiert. Dies fithrt unter Belastung trotz gleich-
mafig aufgetragenem Klebstoff zu einer ungleichméfligen Spannungsverteilung
in der Klebschicht. Insbesondere an den sogenannten Bimaterialkerben am
Rand des Uberlappungsbereiches zwischen Klebschicht und Fiigepartner tre-
ten lokal sehr hohe Spannungskonzentrationen auf. Unter kritischer Belastung
kann es dort daher zu einer schlagartigen Bildung von Rissen kommen. Ein-
mal entstandene Risse breiten sich dann entlang der Schichtgrenze zwischen
Klebschicht und Fiigepartner weiter aus, bis es aufgrund der verhaltnisméfig
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nachgiebigeren Klebschicht zu einem klebschichtseitigen Grenzschichtbruch
kommt, der zum Versagen der Klebverbindung fiihrt.

Um das Versagen geklebter Strukturen in technischen Anwendungen zu ver-
meiden, ist eine umfassende Kenntnis des strukturmechanischen Verhaltens
der Klebverbindung und der auftretenden Versagensmechanismen erforderlich.
Damit kann die Klebverbindung so dimensioniert werden, dass die im Betrieb
auftretenden Belastungen stets unterhalb der maximal ertragbaren Belastung
liegen und ein sicherer Einsatz gewéhrleistet ist. Um die maximale Belastbar-
keit abzuschitzen, werden entweder experimentelle Versuche durchgefiihrt
oder Berechnungsmodelle verwendet. Experimentelle Auswertungen liefern
zwar sehr realitdtsnahe Ergebnisse, sind jedoch teuer und aufwendig in der
Durchfithrung. Aus diesem Grund besteht ein grofies Interesse an analytischen
Losungen sowie an numerischen Simulationsmodellen, die wesentlich einfacher
und kostengiinstiger in der Anwendung sind. Dariiber hinaus erlauben diese
auch Aussagen tber die Spannungsverldufe innerhalb der Klebverbindung,
mit deren Hilfe iberbeanspruchte Bereiche identifiziert werden kénnen. Durch
die Moglichkeit der parametrischen Implementierung sind sie auflerdem flexi-
bel auf unterschiedliche Struktursituationen mit verschiedenen Werkstoffen
anwendbar.

Bei analytischen Modellen kénnen insbesondere fiir Verbindungen mit sehr
diinnen Klebschichten stark vereinfachte Annahmen getroffen werden, die sie
wesentlich effizienter als numerische Modelle machen, sodass sie sich beson-
ders fiir eine erste grobe Abschétzung in der Entwurfsphase eignen. Hierzu
bestehende, etablierte Konzepte fiir die Spannungsanalyse und Versagens-
bewertung wurden jedoch hauptséchlich fiir Verbindungen mit sehr diinnen
Klebschichten entwickelt. Aufgrund der starken Vereinfachungen nimmt die
Genauigkeit der Ergebnisse bei diesen mit zunehmender Klebschichtdicke ab.
Fiir die Analyse von Klebverbindungen mit dickeren Klebschichten, wie sie bei
Dickschichtklebungen oder Mehrschichtverbunden auftreten, besteht daher
noch ein Bedarf an geeigneten analytischen Modellen, wozu die vorliegende
Arbeit einen Beitrag leistet.

1.2 Ziel der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Implementierung eines ana-
lytischen Verfahrens zur effizienten Analyse der Lastiibertragung und des
Versagensverhaltens von Klebverbindungen mit dicken Klebschichten. Da das
Verformungsverhalten der Klebschicht mit zunehmender Klebschichtdicke



1.3 Aufbau der Arbeit

komplexer wird, liegt ein besonderer Fokus auf der genauen Beschreibung des
Verformungsverhaltens der Klebschicht in Dickenrichtung.

Fir die Analyse der Lastiibertragung ist ein analytisches Modell der Kleb-
verbindung mit einem neuen Ansatz zur Beschreibung der Verformungen
iiber die Klebschichtdicke auf der Grundlage der linearen Elastizitatstheorie
erforderlich. Das Modell soll die unter Belastung auftretenden Spannungen
und Verformungen fiir verschiedene Klebkonfigurationen ermitteln kénnen,
wobei ein Kompromiss aus Einfachheit und Effizienz der Modellierung bei
gleichzeitiger Genauigkeit der Ergebnisse anzustreben ist. Dartiber hinaus
sollte die Modellierung moglichst vielseitig fiir verschiedene geometrische
Konfigurationen, Lastfdlle und Materialkonstellationen anwendbar sein. Ziel
ist, dass die Modellierung die Qualitdt numerischer Vergleichsrechnungen
erreicht.

Auf Grundlage einer effizienten Modellierung der Klebverbindung kann die
Versagensanalyse durchgefiihrt werden. Fiir die Bestimmung der kritischen
Last und die Analyse der Rissbildung soll in dieser Arbeit das Konzept des
gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums der Finiten Bruchmechanik
verwendet werden. Fiir die Auswertung des gekoppelten Kriteriums ist ein
geeigneter Optimierungsalgorithmus zu entwickeln und zu implementieren, der
eine moglichst genaue und effiziente Versagensanalyse ermoglicht. Zusétzlich
soll der Einfluss verschiedener Struktur-, Last- und Materialparameter auf das
Versagen von Klebverbindungen untersucht werden. Ziel ist, die Qualitat der
Ergebnisse durch eine Validierung mittels numerischer Vergleichsrechnungen
mit einer Kohésivzonenmodellierung und experimenteller Ergebnisse aus der
Literatur sicherzustellen. Zusétzlich wird ein Vergleich zwischen analytischer
und numerischer Auswertung des gekoppelten Kriteriums durchgefiihrt.

1.3 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die fiir diese Arbeit relevanten theoretischen Grund-
lagen erldutert. Dazu wird zundchst auf die wichtigsten Zusammenhénge der
linearen Elastizitatstheorie und der Mechanik ebener flachiger Strukturen
eingegangen. Es folgt eine kurze Einfithrung in die Variations- und Energie-
prinzipien. Um einen Uberblick iiber die Durchfithrung von Versagensanalysen
zu geben, werden verschiedene Festigkeitskriterien und bruchmechanische
Konzepte aufgezeigt. AbschlieBend wird das gekoppelte Spannungs- und
Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik vorgestellt.
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Eine Einfiihrung in den Stand der Forschung zur Strukturmechanik von
Klebverbindungen wird in Kapitel 3 gegeben. Nach einigen einleitenden
Bemerkungen wird zunéchst auf die Spannungsanalyse und dann auf die
Versagensbewertung von Klebverbindungen Bezug genommen. Fiir die Span-
nungsanalyse werden etablierte Modellierungskonzepte und relevante Grund-
prinzipien vorgestellt. Der Abschnitt zur Versagensbewertung beginnt mit
einer Beschreibung der bei Klebverbindungen auftretenden Versagensarten.
Im Weiteren werden bestehende Konzepte zur Versagensbewertung aufge-
fihrt. Dabei wird sowohl auf die Finite Bruchmechanik als auch auf die
Kohésivzonenmodellierung eingegangen.

In Kapitel 4 wird ein neuer Ansatz zur Klebschichtmodellierung fir die Ana-
lyse des strukturmechanischen Verhaltens von Klebverbindungen vorgestellt.
Dabei werden zunéchst die Modellannahmen und der eingefiihrte Ansatz
fur die Klebschicht detailliert erldutert. AnschlieBend wird die Herleitung
der Ergebnisse fiir Spannungen und Verschiebungen aus dem Differential-
gleichungssystem beschrieben. Auflierdem wird die numerische Modellierung
gezeigt, die zur Uberpriifung des analytischen Modells verwendet wird. Ab-
schlieflend werden die Ergebnisse der Spannungsberechnungen fiir verschiedene
Klebverbindungen und Parameterstudien vorgestellt.

Die Versagensanalyse von Klebverbindungen ist das Thema von Kapitel 5.
Nach einer kurzen Einfiihrung wird auf die Versagensanalyse mit dem ge-
koppelten Kriterium der Finiten Bruchmechanik eingegangen. Dazu wird die
erforderliche Berechnung der Energiefreisetzungsrate, die Rissmodellierung
und das in dieser Arbeit entwickelte Optimierungsverfahren zur Versagens-
bewertung beschrieben. Neben der Finiten Bruchmechanik wird auch die
numerisch durchgefiihrte Kohésivzonenmodellierung erldutert. Die daraus
resultierenden Ergebnisse werden am Ende des Kapitels fiir verschiedene Kleb-
verbindungen dargestellt, diskutiert und mit experimentellen Ergebnissen
validiert.

In Kapitel 6 werden die gewonnenen Erkenntnisse zusammengefasst und es
wird ein Ausblick auf sinnvolle zukiinftige Erweiterungen der Modellierung
gegeben.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist die Darstellung der wichtigsten theoretischen Grund-
lagen, die fir diese Arbeit von Bedeutung sind. Dazu werden zundchst die
Grundgleichungen der linearen Elastizitatstheorie, der Mechanik orthotroper
flachiger Strukturen und der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung beschrieben.
Anschlieflend werden energetische Konzepte und Variationsprinzipien vorge-
stellt. E's folgt eine Einfiihrung in die zur Bewertung von Strukturversagen
gebrauchlichen Festigkeitskriterien und in die Bruchmechanik. Abschlieflend
wird das Konzept der Finiten Bruchmechanik mit dem gekoppelten Spannungs-
und Energiekriterium erlautert.

2.1 Lineare Elastizitatstheorie

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der linearen Elastizitdtstheorie
vorgestellt, bei der es sich um eine Theorie zur Modellierung und Auswertung
von Spannungen und Verformungen in elastischen Kérpern handelt, die infolge
duflerer Lasten entstehen. Unter der Annahme linear-elastischen Materialver-
haltens (physikalische Linearitdt) und kleiner Verformungen (geometrische
Linearitat) lassen sich zentrale Grundgleichungen formulieren, mit denen sich
das Verhalten eines beliebigen linear-elastischen Kontinuums beschreiben
lisst. Einen guten Uberblick iiber die in diesem Abschnitt vorgestellten struk-
turmechanischen Grundlagen liefern die Werke von Becker u. Gross (2002),
Gross et al. (2018) und Sadd (2021).

Im Allgemeinen werden in der linearen Elastizitdtstheorie drei Arten von
Grundgleichungen verwendet. Dies sind die Gleichgewichtsbedingungen, die
kinematischen Gleichungen und die konstitutiven Gleichungen:

e Die Gleichgewichtsbedingungen beschreiben fiir einen statisch belas-
teten Korper das Kraftegleichgewicht in jedem betrachteten Punkt
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des Korpers in jeder vorhandenen Koordinatenrichtung. Treten dy-
namische Effekte auf, werden stattdessen Bewegungsgleichungen
verwendet.

e Die kinematischen Gleichungen ermdoglichen es, aus den auftreten-
den Verformungen auf den Verzerrungszustands eines Koérpers zu
schlielen.

o Das Konstitutivgesetz beriicksichtigt das Materialverhalten des elas-
tischen Koérpers und liefert so einen Zusammenhang zwischen den
aus den Belastungen resultierenden Spannungen und den sich ein-
stellenden Verzerrungen.

Mit den Grundgleichungen lassen sich mechanische Randwertprobleme be-
trachten, die sich in Abhéngigkeit von auftretenden Spannungs- und Verschie-
bungsrandbedingungen eindeutig l6sen lassen. Damit kénnen Spannungen,
Verzerrungen und Verschiebungen an jedem Punkt des Kérpers in Abhén-
gigkeit von der Belastung und dem Materialverhalten ermittelt werden. Die
Grundgleichungen werden im Folgenden ausfiihrlich dargestellt und erléu-
tert.

Gleichgewichtsbedingungen

Es gibt zwei verschiedene Arten von Belastungen, denen ein Korper ausgesetzt
sein kann: Belastungen im Koérperinneren, zum Beispiel durch das Eigen-
gewicht des Korpers, und Belastungen, die von auflen auf die Kérperoberflache
einwirken. Aus der Belastung durch duflere Krifte resultieren innere Kraf-
te, die im Koérperinneren wirken. Betrachtet man einen beliebigen Schnitt
durch einen Koérper mit der Normalen n;, so konnen die auf die infinitesimale
Schnittflache AA bezogenen Kréfte AF; als Spannungen interpretiert werden.
Geht die Grofle der Schnittfliche gegen Null, lasst sich im jeweiligen Angriffs-
punkt ein sogenannter Spannungsvektor mit den folgenden Komponenten
formulieren:

. AF;
t; = lim

aAs0 AAT (21)

Der Spannungsvektor setzt sich im Allgemeinen aus drei Komponenten zu-
sammen: eine senkrecht zur Schnittfliche wirkende Normalspannung und zwei
in der Ebene der Schnittfliche wirkende, linear voneinander unabhéngige
Schubspannungen. Betrachtet man ein infinitesimales wiirfelférmiges Volu-
menelement in einem kartesischen Koordinatensystem mit Schnittflachen in
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allen drei Raumrichtungen, so lasst sich aus den zerlegten Spannungsvektoren
der Cauchysche Spannungstensor o;; formulieren:

g11 012 013
[Uz‘j]: 021 22 23| . (2.2)
031 032 033

Der Index i der Spannungskomponente kennzeichnet die Richtung der Fla-
chennormalen der betrachteten Schnittfliche und der Index j die Wirkungs-
richtung der Spannungskomponente an dieser Stelle. Die Auswertung lokaler
Momentengleichgewichte am infinitesimalen Volumenelement ergibt

Oij = Ojis (2.3)

sodass der Spannungstensor symmetrisch ist. Unter Verwendung des griechi-
schen Buchstabens 7 fiir die Schubspannungen kann der Cauchysche Span-
nungstensor als

[Uij]: Ti2 022 T23 (2.4)
Ti3 T2z 033

geschrieben werden. Spannungsvektor und Spannungstensor sind dabei iiber
das Cauchysche Gesetz voneinander abhéngig. So lasst sich der Spannungs-
vektor eines beliebigen Schnittes in einem Korper aus der zugehorigen Fl&-
chennormalen und dem Cauchyschen Spannungstensor berechnen:

ti = OijNj. (25)

Analog zu den lokalen Momentengleichgewichten, die zu Gleichung (2.3) fih-
ren, lassen sich am infinitesimalen Volumenelement auch Kraftegleichgewichte
aufstellen. Unter Beriicksichtigung der Volumenkréfte f; ergibt sich

003j

81’]‘

+ fi =0, (2.6)

was drei partiellen Differentialgleichungen fiir die drei mit den Koordinaten
x; bezeichneten Raumrichtungen entspricht. Uber doppelt auftretende Indi-
zes wird dabei nach den Regeln der Indexnotation summiert. Aufgrund der
Spannungssymmetrie enthalten die Differentialgleichungen sechs unbekannte
Spannungskomponenten. Das System ist somit statisch unbestimmt und die
Spannungskomponenten kénnen nicht allein aus den Gleichgewichtsbedin-
gungen ermittelt werden. Aus diesem Grund miissen neben den Gleichge-
wichtsbedingungen auch die konstitutiven und kinematischen Gleichungen
beriicksichtig werden.
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Kinematik

Die Verformungen eines elastischen Korpers unter Belastung kénnen durch
Verzerrungstensoren beschrieben werden. Dabei beschreiben die Verzerrun-
gen die Deformation eines Korpers beziiglich eines Referenzzustandes. In
vielen Anwendungsfillen treten nur kleine Verformungen auf, weshalb die
Verzerrungen vereinfacht durch den linearisierten bzw. infinitesimalen Ver-
zerrungstensor €;; formuliert werden kénnen:

€11 €12 €13
[Eij] = | €21 £29 €23 . (27)
€31 €32 €33

Auf der Hauptdiagonalen befinden sich die Dehnungen, die, am infinitesimalen
Volumenelement betrachtet, Lingenédnderungen gegeniiber der Ausgangslange
in einer Koordinatenrichtung entsprechen. Die iibrigen Verzerrungen sind
Gleitungen, die als Winkel&nderungen interpretiert werden kénnen. Analog
zum Cauchyschen Spannungstensor ist auch der linearisierte Verzerrungsten-
sor symmetrisch. Ersetzt man die Gleitungen durch die in der Praxis haufig
verwendeten technischen Gleitungen mit ¢;; = %’Yij fiir ¢ # j, ldsst sich der
linearisierte Verzerrungstensor als

1 1
€11 3V12 373
1 1
[5ij} = [3712 €22 3723 (2.8)
1 1
5713 3723 €33
schreiben. Die kinematischen Gleichungen liefern einen Zusammenhang zwi-

schen den Komponenten ¢;; des linearisierten Verzerrungstensors und den
Verschiebungen u;, die infolge von Belastungen entstehen:

_ 1 8u1 8u]'
€ij = 5 (Basj + 8m¢> . (2.9)

Konstitutivgesetz

Um Spannungen und Verzerrungen in Beziehung zu setzen, wird das Konsti-
tutivgesetz verwendet. Im Gegensatz zu den Gleichgewichtsbedingungen und
den kinematischen Gleichungen ist das Konstitutivgesetz werkstoffabhéngig.
In vielen technisch relevanten Fallen kann es als linear-elastisch angenommen
werden, sodass Spannungen und Verzerrungen iiber den Elastizitdtstensor
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cijki in direkter Proportionalitdt zueinander stehen. Diese Art des Kon-
stitutivgesetzes wird auch als Hookesches Gesetz bezeichnet und lautet in
Indexnotation:

Oij = CijklEki- (2.10)

Der Elastizitatstensor beschreibt dabei die mechanische Steifigkeit der Struk-
tur. Durch Invertieren der Gleichung (2.10) kann das Hookesche Gesetz auch
unter Verwendung des Nachgiebigkeitstensors s;;x; dargestellt werden:

€ij = SijklOkL- (2.11)

Betrachtet man thermomechanische Situationen, in denen neben mechani-
schen auch thermische Dehnungen wirken, so wird das Hookesche Gesetz um
die thermischen Dehnungen 5;5- erweitert. Die Gesamtdehnung €;; ergibt sich
dann zu:

€ij = SijklOkl + E;l; (2.12)

Thermische Dehnungen treten auf, wenn eine Struktur gegeniiber ihrem Aus-
gangszustand um eine Temperaturdifferenz AT erwérmt oder abgekiihlt wird.
Die Verformungen der Struktur unter thermischer Belastung werden durch
einen Satz an materialabhéngigen thermischen Ausdehnungskoeffizienten a;;
beschrieben. Fiir die thermischen Dehnungen gilt:

e = i AT. (2.13)

Der Elastizitdtstensor c;;jx; hat 81 Komponenten, die nicht alle voneinander
unabhéngig sind. Unter Beriicksichtigung der Symmetrie von Spannungs-
und Verzerrungstensor und der Existenz einer Forminderungsenergie kann
der Elastizitatstensor im Fall der Anisotropie vereinfacht und die Anzahl
der Komponenten auf 21 unabhingige reduziert werden. Anstelle des Elas-
tizitdtstensors wird fiir die Formulierung des Konstitutivgesetzes die Stei-
figkeitsmatrix C;; verwendet. Bei anisotropem Materialverhalten lautet das
Konstitutivgesetz somit:

011 Cii Ci2 Ciz Cuu Ci5 Cis €11

022 Ci2 Coz Caoz Cay Cos Coe €22

o33 | _ Ciz3 Caz (33 Cszs C3z5 Cse €33 (2.14)
023 Ciy Coy Cszy Cuy Cus Cue Yoz | ’
013 Cis Cos C35 Cus Css Cse Y13

012 Cis Co C36 Cus Cse Cee Y12
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Dazu werden die Spannungen und Verzerrungen in Vektorschreibweise nach
Voigtscher Notation geschrieben. Neben dem anisotropen Materialverhalten
gibt es eine Vielzahl weiterer Materialmodelle, unter anderem fiir orthotropes
und isotropes Material. Orthotropes Materialverhalten zeichnet sich durch
drei orthogonal zueinander orientierte Symmetrieebenen aus, wie sie in der
Praxis haufig bei faserverstarkten Strukturen in Verbundwerkstoffen auftreten.
Die Eintriage der Steifigkeitsmatrix vereinfachen sich in diesem Fall zu

Cii Ci2 Cis 0 0 0

Ci2 Ca (a3 0 0 0

1_ |Cs Cas Css 0 0 0
Cal=17%" 0 o cu o o]l (2.15)

0 0 0 0 Css O

0 0 0 0 0 Cés

sodass zur Beschreibung des Materialverhaltens nur noch neun voneinander
unabhéngige Steifigkeitseintrige erforderlich sind. Die Steifigkeitseintrége be-
stehen wiederum aus einer Kombination der in der Mechanik gebrduchlichen
materialspezifischen Ingenieurkonstanten. Im orthotropen Fall sind dies die
drei Elastizitdtsmoduli F11, F22 und Es3, die sechs Querkontraktionszahlen
Vo3, V32, V13, V31, V12 und vo1 sowie die drei Schubmoduli Ga3, Gi3 und
G12. Drei der Querkontraktionszahlen lassen sich dabei durch Reziprozitdts-
beziehungen als Linearkombinationen aus den anderen Ingenieurkonstanten
ausdriicken, wodurch sich auch hier neun unabhéngige Groéfien ergeben. Die
Reziprozitatsbeziehungen ergeben sich aus der Symmetrie der Nachgiebig-
keitsmatrix und haben die Form

V23 V32 V13 V31 Vi2 _ V21 (2.16)

Ess  Ess’ Eun Ess’ En Ea

Fiir viele Anwendungsfalle ist gerade das isotrope Materialverhalten relevant,
bei dem die Richtungsabhingigkeit des Materials entfallt. Damit reduziert
sich auch die Anzahl der unabhéngigen Steifigkeitseintrage weiter auf zwei.
Die Steifigkeitsmatrix fiir isotropes Materialverhalten sieht wie folgt aus:

Cll 012 012 0 0 0
Cia Cii Ch2 0 0 0
[C } _ 012 012 Cll 0 0 0
‘ 0 0 0 i(Cii—Cr2) 0 0
0 0 0 0 1(Ci1 — Ch2) 0
0 0 0 0 0 1(C11 — C12)

(2.17)

10
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Der Zusammenhang zwischen Steifigkeitseintragen und den isotropen Inge-
nieurkonstanten E und v lautet:

E(l1-v) Ev
— — = — . 2.1
Ch=aray W Y= graaT (2.18)
Der isotrope Schubmodul G lasst sich gemaf
E

berechnen. In vielen praktisch relevanten Féllen lassen sich dreidimensionale
Strukturen aufgrund ihrer Geometrie und Belastung auf eine zweidimensionale
Betrachtung reduzieren. In diesem Kontext wird dann von ebenen Proble-
men gesprochen, bei denen sich das Konstitutivgesetz durch den Wegfall
einzelner Spannungs- oder Verzerrungskomponenten vereinfacht. Im Rahmen
der linearen Elastizitdtstheorie werden typischerweise zwei Félle von ebenen
Problemen unterschieden, der ebene Verzerrungszustand (EVZ) und der ebene
Spannungszustand (ESZ):

e Beim ebenen Verzerrungszustand wird angenommen, dass die in
einer bestimmten Raumrichtung, zum Beispiel in z3-Richtung, wir-
kenden Verschiebungen verschwinden oder vernachlassigbar klein
sind und die iibrigen Verschiebungen sowie die Belastungen von
dieser Raumrichtung unabhéngig sind. Dies ist zum Beispiel der
Fall, wenn die Verschiebung in x3-Richtung durch eine geeignete
Lagerung verhindert wird oder im Vergleich zur zugehérigen Lénge
der Struktur hinreichend klein ist. In diesen Féllen verschwinden
auch die Verzerrungen und es gilt €33 = v23 = y13 = 0.

e Der ebene Spannungszustand wird hauptséchlich bei sehr diinnen,
ebenen Strukturen angenommen, die nur in der Ebene belastet wer-
den. Aufgrund der geringen Dicke der Struktur sind die in Dicken-
richtung wirkenden Spannungskomponenten vernachlédssigbar klein.
Fiir einen ebenen Spannungszustand beziiglich der z3-Richtung gilt
daher o33 = 723 = 713 = 0. Die restlichen ebenen Spannungen sind
unabhéngig von der x3-Richtung.

2.2 Mechanik ebener flichiger Strukturen

In der Strukturmechanik werden die Grundlagen der linearen Elastizitéts-
theorie auf Strukturelemente wie Stédbe, Balken, Scheiben, Platten und Mehr-

11
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schichtverbunde angewendet. Unter Beriicksichtigung geometrischer und mate-
rialspezifischer Annahmen und Vereinfachungen wurden in der Vergangenheit
je nach Struktursituation geeignete Berechnungskonzepte entwickelt, wie
zum Beispiel die Balken-, Platten- und Laminattheorien. Im Folgenden wird
insbesondere auf die Mechanik orthotroper flichiger Strukturen und die
Schubdeformationstheorie 1. Ordnung eingegangen. Detailliertere Grundlagen
zum Materialverhalten in Scheiben, Platten und Laminaten und zu Theorien
hoéherer Ordnung sind in den Biichern von Becker u. Gross (2002), Reddy
(2003), Mittelstedt u. Becker (2016) und Mittelstedt (2022) zu finden.

Mechanik orthotroper Strukturen

Orthotrope Scheiben und Platten werden aufgrund ihrer giinstigen Steifigkeits-
eigenschaften in vielen Anwendungsfillen vorteilhaft eingesetzt. Orthotropes
Materialverhalten kommt in verschiedenen Strukturen in der Natur vor, kann
aber auch bewusst konstruktiv erzeugt werden. Eines der bekanntesten Bei-
spiele fiir konstruktive Anwendungen ist die Verwendung von Laminaten,
bei denen es sich um Mehrschichtverbunde aus faserverstarkten orthotropen
Schichten handelt. Die orthotropen Eigenschaften der Schichten ergeben sich
durch die Orientierung der Fasern. Im Spezialfall einer unidirektionalen Faser-
verstarkung, wie in Abbildung 2.1 zu sehen, vereinfacht sich das orthotrope
Materialverhalten und nimmt einen transversal isotropen Charakter an. Fiir
das Konstitutivgesetz bedeutet dies, dass das Material eine isotrope Ebene
senkrecht zur Faserrichtung besitzt, in der das Materialverhalten bei belie-
biger Drehung um die faserparallele Achse gleich ist. Bei der Betrachtung
diinner flichiger Strukturen l&sst sich in guter Ndherung ein ebener Span-
nungszustand annehmen. Damit verschwinden die transversalen Spannungen
033, T23 und 713. Das im z1, 2, x3-Materialhauptachsensystem formulierte
Konstitutivgesetz der orthotropen Strukturen kann daher unter Verwendung
von Gleichung (2.15) wesentlich vereinfacht werden:

o11 Qun Q2 O €11 — a1 AT
o22| = |Qi12 Q22 0 £92 — o AT
Ti2 0 0 Qs Y12

. (2.20)

Die Grofen Q;; sind reduzierte Steifigkeiten, die sich aus der orthotropen Stei-
figkeitsmatrix C;; infolge der Reduktion auf einen ebenen Spannungszustand

12
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ergeben. Ausgedriickt in Ingenieurkonstanten ergibt sich:

Qi1 = En C On = vi2E22 7
1—viov0 1—viov9 (2.21)
I .
Q= —2 Qo = Gio.
1 —viov

Da sich das Materialhauptachsensystem auf Faserorientierung und nicht auf
die Strukturform bezieht, wird zusétzlich noch das in Abbildung 2.1 darge-
stellte z,y, 2-Koordinatensystem eingefiihrt. Bei Laminaten kann so trotz
schichtweise unterschiedlicher Faserorientierungen das mechanische Verhalten
des gesamten Laminats untersucht werden. Die Materialeigenschaften der
orthotropen Struktur werden dann durch eine geeignete Koordinatentransfor-
mation im x,y, 2-Koordinatensystem ausgedriickt, sodass sich der folgende
Zusammenhang zwischen den betrachteten Spannungen und Verzerrungen
ergibt:

Qi2 Qa2 Q| |Eyy — ayy AT
Qs Q26 Qo6| ey — QuyAT

Ty . (2.22)

Tzy

lgzz‘| Q:ll QIQ QIG [Ezz - azzAT

Dabei sind Q;; die transformierten reduzierten Steifigheiten ausgedriickt im
x,y, z-Koordinatensystem. Die Transformation erfolgt mit der Transforma-
tionsmatrix Tj; in Abhéngigkeit des Winkels ¥ nach:

Qij = Tk QuTh;. (2.23)

Die Transformationsmatrix ist in Abhangigkeit des Winkels ¢ durch

cos? 9 sin® 9 —2cos ¥ sin ¢
[Ti;] = | sin?9 cos? ¥ 2 cos ¥ sin (2.24)
cos¥sing —cos¥sind cos® ¥ — sin® 9

gegeben. Zur Untersuchung konkreter Lastfille ist es zweckméfBig, die auf-
tretende Spannungen zu Schnittkraften N und Schnittmomenten M zusam-
menzufassen. Dabei werden die Spannungen {iber die Dicke h der Struktur
integriert:

Nz h/2 |Ozz Mz h/2 | Ozx
Ny :/ oyy | dz, M, :/ Oyy | 2z dz. (2.25)
Nzy —h/2 Ty sz —h/2 Ty

T T
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Abbildung 2.1: Unidirektional faserverstarkte flichige Struktur mit an der Faserrichtung
orientiertem 1, x2, xz-Materialhauptachsensystem und um den Winkel ¥ dazu verdrehtem
z, y, z-Koordinatensystem.

Schubdeformationstheorie 1. Ordnung

Fir die Analyse des Verformungsverhaltens von Platten gibt es mehrere
gangige Modellierungskonzepte. Das einfachste davon ist die Kirchhoffsche
Plattentheorie, die auch im Rahmen der Klassischen Laminattheorie (CLT)
Anwendung findet. Die Kirchhoffsche Plattentheorie ist jedoch nur fiir hinrei-
chend diinne und schubstarre Platten anwendbar, bei denen die transversalen
Schubdeformationen vernachlassigbar sind. Fiur dickere und schubweiche
Platten ist eine Theorie hoherer Ordnung, wie die Schubdeformationstheorie
1. Ordnung (FSDT), vorzuziehen, die aus einer Kombination der Reissner-
Mindlinschen Plattentheorie und der Scheibentheorie besteht. Wie bei der
Kirchhoffschen Plattentheorie wird auch bei der Schubdeformationstheorie 1.
Ordnung ein ebener Spannungszustand angenommen und ein auf bestimmten
kinematischen Annahmen basierender Verschiebungsansatz verwendet:

e Die Querschnittsflache bleibt unter Belastung eben und verwolbt
sich nicht.

¢ Die Plattendicke dndert sich bei einer Verformung der Platte nicht.

Im Gegensatz zur Kirchhoffschen Plattentheorie wird hier nicht gefordert,
dass die Querschnittsfliche der Platte im deformierten Zustand zwingend
senkrecht zur Plattenmittelebene stehen muss. Das Verschiebungsfeld der
Schubdeformationstheorie 1. Ordnung lautet:

u(z,y, 2) = uo(z,y) + 29z (z,y),
U(xvyvz) = vo(m,y) +Z¢y(fﬂ»y)v (2'26)

w(z,y, 2) = wo(x,y).

14
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Die Verschiebungen setzen sich aus zwei Anteilen zusammen, einem von z
unabhéngigen Scheibenanteil mit den Verschiebungen der Mittelebene ug, vo
und wo und einem linear von z abhéngigen Plattenanteil mit den Verdreh-
winkeln 1), bzw. ¢,. Der Unterschied zur Kirchhoffschen Plattentheorie liegt
darin, dass die Verdrehwinkel nicht der jeweiligen Ableitung der Durchbiegung
wo entsprechen. Die ebenen Verzerrungen ergeben sich unter Beriicksichtigung
der kinematischen Gleichungen (2.9) zu:

e =Bz TFor T By oy 2.27
—%4_%4.2 3¢x+% ( )
%y_ay Ox Oy ox )’

Zugunsten der Ubersichtlichkeit werden hier die Funktionsargumente z, y
und z weggelassen. Die Verzerrung .. verschwindet nach der Ableitung der
Verschiebung w nach der z-Koordinate. Neben den ebenen Verzerrungen,
die in etwas anderer Form auch bei der Kirchhoffschen Platte auftauchen,
ermoglicht der Ansatz der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung auch die
Berechnung transversaler Schubverzerrungen ~,. und +,.. Fir sie ergibt
sich:

VYaz = % + Yu, VYyz = 8871;;0 + )y (2.28)
Mit den Ausdriicken fiir die Schubverzerrungen lésst sich das Konstitutivgesetz
auf transversale Schubspannungen erweitern. Ahnlich wie bei den ebenen
Spannungen und Verzerrungen folgt:

|:’Tyz:| _ |:C44 C45:| |:'sz:| . (229)
Tez Css  Css Yz

Bei 6’44, 6'45, und Cs5 handelt es sich um transformierte transversale Schub-
steifigkeiten, die sich aus den Steifigkeiten C'ua und Css des orthotropen Kon-
stitutivgesetzes ergeben. Die so berechneten transversalen Schubspannungen
verlaufen allerdings konstant iiber die Dicke der Platte und nicht parabel-
férmig mit verschwindenden Spannungen am oberen und unteren Rand, wie
nach der elementaren Biegetheorie zu erwarten ist. Um dennoch realistische
Spannungen zu erhalten, wird zu den Schubspannungen ein Schubkorrektur-
faktor x hinzu multipliziert, der fiir isotrope und orthotrope Strukturen mit
Rechteckquerschnitt den Wert 5/6 hat:

Tyz | _ C:’44 C:V45 Yyz
|:T:cz:| =n |:C45 055:| |:'Yzz:| ’ (230)
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Auch aus den transversalen Schubspannungen lassen sich durch Integration
iiber die Plattendicke h Schnittkréfte berechnen. Dabei handelt es sich um
resultierende Querkraftfliisse @, und @, die sich wie folgt ergeben:

Qy — /h/2 Txz d 231
{Qm] —ny2 |Tvz = (2:31)
2.3 Variations- und Energieprinzipien

Zur Losung von mechanischen Randwertproblemen kénnen Energieprinzipien
herangezogen werden, wie in diesem Abschnitt ndher erlautert wird. Dabei
kommt dem Begriff der Arbeit zentrale Bedeutung zu, die beispielsweise durch
das Wirken einer Kraft entlang eines Weges verrichtet wird. Ausgehend davon
lassen sich unter anderem die Konzepte des allgemeinen Arbeitssatzes, des
Prinzips der virtuellen Verriickungen und des Prinzips vom Stationarwert des
Gesamtpotentials herleiten. Neben der Erlduterung dieser Prinzipien soll in
diesem Abschnitt auch das dabei angewendete Variationsprinzip thematisiert
werden. Fir die Ausfithrungen zu Variations- und Energieprinzipien wurden
neben den zuvor genannten Lehrbiichern primér die Werke von Becker u.
Gross (2002), Mittelstedt (2017) und Gross et al. (2018) herangezogen.

Allgemeiner Arbeitssatz

Der Arbeitssatz lasst sich aus den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen
(2.6) der linearen Elastizitétstheorie ableiten. Multipliziert man die Gleich-
gewichtsbedingungen mit einem Verschiebungsfeld und integriert iiber das
Volumen des Korpers, so erhélt man mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes
den allgemeinen Arbeitssatz:

/ oDe@ay = / FOU@qy 4 / {24, (2.32)
%4 %4 S

(1)
ij
flachenkréften fi(1> und t;l) fiir eine beliebige Gleichgewichtsgruppe und der
Index (2) bei den Verzerrungen £'2 und Verschiebungen u* fiir ein zulis-
siges Verzerrungs- bzw. Verschiebungsfeld. Die Integration erfolgt iiber das
Volumen V des jeweils betrachteten Korpers bzw. iiber seine Oberflache S.

Verbalisiert bedeutet der Arbeitssatz, dass die duflere Arbeit W,, die aus den

Der Index (1) steht bei den Spannungen o;.’ und den Volumen- und Ober-
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2.3 Variations- und Energieprinzipien

auf den Korper wirkenden Volumen- und Oberflichenkréften resultiert, gleich
der inneren Arbeit W; im Korper ist:

Wi = W. (2.33)

Bei der Anwendung auf wirkliche Spannungen und Verformungen entspricht
im linear elastischen Fall die innere Arbeit W; dem zweifachen inneren Poten-
tial IT;. Das innere Potential ist unabhéngig von der Verformungsgeschichte
des Korpers und besteht aus der iiber das Kérpervolumen integrierten Forméan-
derungsenergiedichte Up, die wiederum aus den Spannungen und Verzerrungen
im Korper resultiert:

Hi Z/ Uodv mit U():/%ijdeij. (2.34)
A% 0

Die Forméanderungsenergiedichte ergibt sich aufgrund des linearen Zusam-
menhangs zwischen Spannungen und Verformungen bei linearer Elastizitat
Zu:

1
Uy = 50’1]'81']'. (2.35)

Prinzip der virtuellen Verriickungen

Aus dem Arbeitssatz lasst sich das Prinzip der virtuellen Verriickungen ab-
leiten, das einer Gleichgewichtsaussage aus virtuellen Arbeiten entspricht.
Danach befindet sich ein Kérper im Gleichgewicht, wenn infolge einer vir-
tuellen Verriickung die resultierende virtuelle innere Arbeit §W; gleich der
virtuellen duleren Arbeit §W, ist. Unter virtuellen Verriickungen versteht
man geometrisch mogliche Verriickungen, welche die geometrischen Randbe-
dingungen erfiillen, aber nur gedacht und infinitesimal klein sind. Es gilt:

Wi = §W.. (2.36)
Ausgehend vom Arbeitssatz werden die Kraftgrofien (1) durch reale Spannun-
gen und Kréfte und die kinematischen GroéBen (2) durch virtuelle Verzerrungen

und Verschiebungen ersetzt. Das Prinzip der virtuellen Verriickungen lautet
somit in ausgeschriebener Form:

/Ui]'(SEijdV:/ f,éude—i—/tzéuldS (237)
\%4 v S
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Prinzip vom Stationidrwert des Gesamtpotentials

Fir elastisches Materialverhalten kann aus dem Prinzip der virtuellen Ver-
rickungen das Prinzip vom Stationdrwert des Gesamtpotentials hergeleitet
werden. Dabei entspricht eine virtuelle Anderung der inneren Arbeit §W; einer
virtuellen Anderung des inneren Potentials §II; und eine virtuelle Anderung
der dufleren Arbeit §W, bewirkt mit umgekehrtem Vorzeichen eine virtuelle
Anderung des dufBeren Potentials 611,:

SWi =61, Wa = —61l,. (2.38)

Aus der Gleichung (2.36) folgt, dass ein elastisches System dann im Gleich-
gewicht ist, wenn die Anderung des virtuellen Gesamtpotentials 611 infolge
einer beliebigen zuldssigen Variation der kinematischen Grolen Null ist:

ST = 6 (IT; + T1.) = 0. (2.39)

Dementsprechend nimmt das Gesamtpotential im Gleichgewicht einen Extrem-
oder Stationdrwert an. Bei linear-elastischem Materialverhalten ist dieser
Stationdrwert ein Minimum:

II = II; + II, = Minimum. (2.40)

Das Prinzip vom Stationdrwert des Gesamtpotentials kann zur Lésung von
Randwertproblemen fiir verschiedene elastische Strukturen herangezogen
werden. Die Auswertung der Gleichung (2.39) liefert einen Satz von Differen-
tialgleichungen mit zugehorigen Randbedingungen, die das Strukturverhalten
beschreiben und aus denen die kinematischen Gréfen und damit auch die Span-
nungen ermittelt werden konnen. Die verwendeten virtuellen kinematischen
Groflen werden mathematisch auch als Variationen und deren Auswertung
im virtuellen Gesamtpotential als Variationsrechnung bezeichnet.

2.4 Festigkeitskriterien

Festigkeitskriterien werden in der Mechanik verwendet, um das Versagen von
technischen Strukturen zu bewerten, bei denen die Spannungszustidnde {iber-
wiegend gleichméBig verteilt sind und keine lokalen Spannungssingularitidten
auftreten. Das Versagen beginnt typischerweise mit der Entstehung kleinster
Risse im Bauteil infolge fortschreitenden VerschleiBes oder durch Uberbe-
anspruchung und endet mit dem Bruch der Struktur, wodurch diese ihre
konstruktiv zugedachte Funktion nicht mehr erfiillen kann. Festigkeitskriteri-
en werden in der Regel bereits in der Entwurfsphase technischer Strukturen
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2.4 Festigkeitskriterien

berticksichtigt, um eine sichere Konstruktion zu erreichen. Nachfolgend wer-
den einige der gebrauchlichsten Kriterien aus dem Buch Gross u. Seelig (2016)
kurz vorgestellt.

Bei den Festigkeitskriterien, auch Versagenshypothesen genannt, werden im
Wesentlichen zwei Arten von Kriterien unterschieden, von denen die eine
die Festigkeit in Abhéngigkeit vom vorliegenden Spannungszustand und die
andere die Festigkeit in Abhéngigkeit vom vorliegenden Verzerrungszustand
angibt:

f(o’ij) =0 und g(Eij) =0. (2.41)

Die Funktionen f und g bestehen dabei sehr oft aus der Differenz einer
Vergleichsspannung oy bzw. einer Vergleichsdehnung ev und einem entspre-
chenden kritischen Wert o bzw. e.:

floiz) = ov(os;) — o und g(eij) = ev(eij) — €. (2.42)

Die Vergleichsspannung oder die Vergleichsdehnung wird je nach gewéhltem
Festigkeitskriterium unterschiedlich bestimmt. Ein Spannungskriterium, das
fur sprode Werkstoffe geeignet ist, ist die Hauptnormalspannungshypothese
nach Rankine, Lamé und Navier, nach der Versagen eintritt, wenn die grofite
positive Hauptnormalspannung o die kritische Spannung iiberschreitet. Die
Vergleichsspannung ist somit gegeben durch:

oy =01. (2.43)

Im Fall eines ebenen Spannungszustandes, dessen Spannungen nicht im
Hauptsystem vorliegen, wird die Vergleichsspannung durch

_ 2
oy = Ozx 42r Oyy n \/(Uzz‘ - ny) + 72, (2.44)

berechnet. Fir Strukturen mit duktilem Materialverhalten wird typischerweise
die Gestaltinderungsenergiehypothese verwendet, die auch als FlieBbedingung
nach von Mises bekannt ist und bei der die Gestaltdnderungsenergiedichte
einen kritischen Wert zum Versagen erreichen muss. Die entsprechende Ver-
gleichsspannung ergibt sich im allgemeinen ebenen Fall zu:

oy = \/Og%x + 0%y — OuuOyy + 372,. (2.45)

Dariiber hinaus gibt es zahlreiche weitere Versagenshypothesen, auf die hier
nicht néher eingegangen werden soll. Als Dehnungskriterium gibt es analog
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zur Hauptnormalspannungshypothese die weniger gebrauchliche Hauptdeh-
nungshypothese nach Saint-Venant und Bach, mit der Versagen postuliert
wird, wenn die grofite Hauptdehnung die kritische Dehnung tiberschreitet.
Weitere bekannte Spannungskriterien sind die Mohr-Coulomb-Hypothese und
die Drucker-Prager-Hypothese, die Verallgemeinerungen der FlieBbedingung
nach von Mises darstellen. Beide sind jedoch hauptséachlich fiir die Vorher-
sage des Gleitversagens korniger, geologischer Materialien geeignet. Fiir die
Versagensanalyse von orthotropen Laminaten gibt es ebenfalls geeignete
Kriterien wie das Tsai-Hill-Kriterium und das Tsai-Wu-Kriterium sowie die
Kriterien von Puck und Hashin. Damit kénnen Faserbriiche, Matrixbriiche
und Faser-Matrix-Ablosungen sowie die Delamination ganzer Einzelschichten
vorhergesagt werden.

2.5 Bruchmechanik

Im Gegensatz zu den Festigkeitskriterien werden in der Bruchmechanik Struk-
turen mit lokal hohen Spannungsgradienten untersucht, wie sie beispielsweise
an Rissspitzen auftreten. Dabei erméglicht die Bruchmechanik die Abschéat-
zung des moglichen Versagens einer Struktur durch die Ausbreitung eines
vorhandenen Risses bis zum Bruch. Dies geschieht entweder mit der linear-
elastischen Bruchmechanik, bei der inelastische Verformungen vernachléssigt
werden, oder mit der elastisch-plastischen Bruchmechanik, bei der auch plasti-
sche Effekte in meist duktilen Werkstoffen berticksichtigt werden. Im Rahmen
dieser Arbeit ist in erster Linie die linear-elastische Bruchmechanik relevant,
auf die im Folgenden néher eingegangen wird. Die dargestellten Grundlagen
sind den Biichern von Kuna (2008), Schijve (2009), Gross u. Seelig (2016)
und Anderson (2017) entnommen.

Entsteht in einer rdumlichen Struktur ein Riss, so zeigt sich dies durch eine
flichige Aufspaltung der Struktur, wobei zwei Rissoberflichen entstehen, die
auch als Rissflanken oder Rissufer bezeichnet werden. Die Rissflanken laufen
weiter im Inneren der Struktur zur Rissspitze oder Rissfront zusammen, an
die sich der noch ungerissene Teil anschliefft. Je nach Beanspruchung ver-
schieben sich die Rissflanken gegeneinander, wodurch sich der Riss 6ffnet.
Bei dieser Rissoffnung werden, wie in Abbildung 2.2 dargestellt, drei ver-
schiedene Félle unterschieden, die als Risséffnungsmoden bezeichnet werden.
Modus I entsteht durch vertikales Auseinanderziehen der Rissufer, wahrend
bei Modus IT und Modus III die Rissufer senkrecht bzw. parallel zur Riss-
front gegeneinander verschert werden. Treten gemischte Beanspruchungen
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5
% B

Modus III

Modus I Modus I

Abbildung 2.2: Darstellung der unterschiedlichen Riss6ffnungsmoden.

auf, sodass sich die Riss6ffnungsmoden tiberlagern, spricht man von Mixed-
Mode-Beanspruchungen.

Fiir die bruchmechanische Beurteilung der Struktur ist das Geschehen an
der Rissfront von grofler Bedeutung. In diesem Bereich, der sogenannten
Prozesszone, in der die Beanspruchung besonders hoch ist, 16sen sich auf
mikroskopischer Ebene Bindungen, was zur Bildung eines makroskopischen
Risses fithrt. Sind die dabei auftretenden plastischen Verformungen klein
und treten nur sehr lokal auf, konnen sie fiir die makroskopische Analyse
vernachléssigt und die Gesamtstruktur kann vereinfacht als linear-elastisch
betrachtet werden.

Rissspitzenfeld

Zur Analyse des mechanischen Verhaltens in der Prozesszone koénnen die
auftretenden Spannungen und Verschiebungen um die Rissfront, das soge-
nannte Rissspitzenfeld, mit einem asymptotischen Ansatz bestimmt werden.
Betrachtet man eine ebene Struktursituation mit isotropem Materialverhalten
und fihrt in der Rissspitze ein Polarkoordinatensystem mit Radius r und
Winkel ¢ ein, so ldsst sich folgendes Rissspitzenfeld herleiten:

0ij = 7“_1/265;)(@) + &g)(@) + 7"1/2&5?)(@) + ...,
(2.46)
wi —wio = ra{Y () + ral® (9) + 1?4V () + ..

Die Spannungen o;; und die Verschiebungen u; ergeben sich aus der Summe
der einzelnen Eigenfunktionen, die auch als Deformations- bzw. Spannungs-
moden bezeichnet werden. Die Verschiebung w;o beriicksichtigt mogliche
Starrkorperverschiebungen. Ausgewertet im Nahfeld der Rissspitze (r — 0)
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dominiert jeweils der erste Term, der bei den Spannungen ein singuléres
Verhalten aufweist. Teilt man das Rissspitzenfeld im ebenen Fall in einen
symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil auf, so ergibt sich verein-
facht:

oiy =1 [Kifi(9) + Ku i (9)] ,
(2.47)
us —wio =" [Kigi(o) + Kngi'(¢)] -

Die Gréoflen K1 und Ky werden als Spannungsintensitatsfaktoren bezeichnet,
die den Riss6ffnungsmoden I und II zugeordnet werden kénnen und mit einer
jeweiligen Winkelfunktion f bzw. g multipliziert werden. Im dreidimensiona-
len Fall kann in gleicher Weise zusétzlich der Spannungsintensititsfaktor K
hergeleitet werden. Die Spannungsintensitatsfaktoren sind von der Geometrie
und der Beanspruchung der Struktur abhingig und missen daher fiir jede
konkrete Struktursituation individuell, meist numerisch, ermittelt werden.
Eine umfassende Ubersicht iiber die Spannungsintensititsfaktoren fiir ver-
schiedene Strukturfélle findet sich in den Handbiichern von Murakami (1987)
und Tada et al. (2000).

Risse bilden einen Spezialfall gekerbter Strukturen, bei denen der Kerbofl-
nungswinkel verschwindend klein ist. Eine Verallgemeinerung der Gleichungen
(2.46) fir beliebige gekerbte Strukturen, in denen Spannungsingularititen
auftreten, ergibt

— M1 (1) + 21 (2) 41503

0'”

>\1A(1)+T>\2 (2)+7./\3 (3)_’_.”

Oij -

(2.48)

Ui — Uj0 =

wobei der erste Eigenwert, der bei kleinen Radien r dominiert, die sogenannte
Singularitatsordnung X bestimmt. Abhéngig von der Singularitatsordnung
gibt es unterschiedlich starke Singularitéten:

Rissspitzensingularitit: A=1/2,
schwache Singularitat: o< A<,
starke Singularitét: 0< A<t

Schwache Spannungssingularitdten treten beispielsweise in Strukturen mit
Spitzkerben auf, bei denen sich die Singularitdtsordnung im Kerbgrund in
Abhéangigkeit vom Kerboffnungswinkel ergibt (Williams, 1952, Bogy, 1971).
Fiir kleinere Offnungswinkel nimmt die Singularititsordnung ab, bis sie bei
einem Offnungswinkel nahe Null Grad in den Sonderfall der Rissspitzensingu-
laritat iibergeht. Weitere Beispiele fiir schwache Spannungssingularitéten sind
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Bimaterialiibergénge, bei denen zwei unterschiedliche Materialien miteinander
verbunden sind (Hein u. Erdogan, 1971, Sator u. Becker, 2012). Die Singulari-
tatsordnung hingt neben der Kerbgeometrie auch vom Steifigkeitsverhéltnis
der beiden Materialien ab. Auch am Rand von faserverstarkten Laminatver-
bunden treten Spannungssingularitdten im Zuge des Laminatrandeffekts auf
(Mittelstedt u. Becker, 2004, Wang u. Choi, 1983). Starke Singularitdten sind
eher selten, kénnen aber unter bestimmten Bedingungen in Bimaterialker-
ben auftreten (Sator, 2010, Mayland, 2012, Leguillon, 2013, Hell u. Becker,
2015).

Bruchmechanische Vorhersage von Risswachstum

In der Bruchmechanik gibt es viele verschiedene Moglichkeiten, Risswachstum
vorherzusagen. Besonders etabliert ist das Irwinsche Kriterium (Irwin, 1957),
das auch K-Konzept genannt wird und das mit den Spannungsintensitétsfak-
toren K, K1 und Kiir zur Versagensbewertung arbeitet. Aus dem K-Konzept
folgt, dass, wenn die Spannungsintensitatsfaktoren kritische Werte tiberschrei-
ten, ein lokales Versagen der Struktur und damit Risswachstum auftritt. Fir
eine Struktur unter reiner Modus I Beanspruchung gilt dementsprechend:

K1 > Kie. (2.49)

Ein vorhandener Riss kann also weiter wachsen, sobald der Spannungsintensi-
tatsfaktor K1 die materialspezifische Bruchzihigkeit K. libersteigt. Analoges
gilt fir die Spannungsintensitatsfaktoren der Riss6ffnungsmoden IT und III.
Bei einer Mixed-Mode-Beanspruchung gilt ein allgemeines Bruchkriterium:

f(K1, Ku, Km) > 0. (2.50)

Ein weiteres Versagenskriterium ist das Energiekriterium nach Griffith (1921),
bei dem das Auftreten von Versagen in Abhéngigkeit einer Energiefreiset-
zungsrate bewertet wird. Damit ein vorhandener Riss wachsen kann, ist eine
entsprechende Energie zur Uberwindung des Materialwiderstandes und damit
zum Ld&sen der mikroskopischen Bindungen erforderlich, die als Energiefreiset-
zungsrate G eingefithrt wird. Betrachtet man eine zweidimensionale Struktur
mit einem Riss unter quasistatischer Belastung, so ergibt sich die Energiefrei-
setzungsrate aus der freigesetzten potentiellen Energie —dIl bezogen auf das
infinitesimale Risswachstum der Lénge da zu:

dart
G=—1 (2.51)
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G wird dabei als differentielle Energiefreisetzungsrate bezeichnet. Fiir rdum-
liche Betrachtungen wird anstelle der Rissldnge da die Rissoberfliche dA
verwendet, fiir die dA = b - da mit der Breite b gilt. Bei linear-elastischem
Materialverhalten stehen Energiefreisetzungsrate und Spannungsintensitéts-
faktoren in direktem Zusammenhang. Fir die Energiefreisetzungsrate unter
Mixed-Mode-Belastung gilt:

G = %(Kf + Ki) + %Kﬁl. (2.52)
Der Elastizitdtsmodul E* entspricht im ebenen Spannungszustand gerade dem
Elastizitdtsmodul E des verwendeten Materials und im ebenen Verzerrungszu-
stand dem Term E/(1—v?). Im Versagensfall muss die Energiefreisetzungsrate
einen kritischen Wert G. erreichen, der als Risswiderstand oder in Analogie
zu Ki. auch als Bruchzéhigkeit bezeichnet wird. Das Bruchkriterium nach
Griffith zum Nachweis des Risswachstums ist somit:

G > Ge. (2.53)

2.6 Finite Bruchmechanik

Die Finite Bruchmechanik ist ein noch neues Konzept, das der Annahme
von Hashin (1996) folgt, dass Risse nicht kontinuierlich wachsen, sondern in
einem diskreten Vorgang mit endlicher Lénge entstehen konnen. Sie eignet
sich daher zur Versagensbewertung von Strukturen mit lokalen Spannungs-
iiberhhungen und schwachen Spannungssingularitdten und stellt damit eine
wichtige Ergénzung zu den klassischen Festigkeitskriterien aus Abschnitt 2.4
und den bruchmechanischen Kriterien aus Abschnitt 2.5 dar.

In gekerbten Strukturen oder an Multimaterialverbindungen treten lokale
Spannungssingularitdten bereits vor der Rissentstehung auf. Wendet man dort
ein klassisches Festigkeitskriterium an, so fithrt die Spannungssingularitat
dazu, dass selbst bei kleinsten angreifenden Lasten die Spannungen oberhalb
der kritischen Spannung o. liegen und somit das Festigkeitskriterium immer
ein Strukturversagen vorhersagt. Bruchmechanische Kriterien hingegen zeigen
nie ein Strukturversagen an, da die differentielle Energiefreisetzungsrate an
einer schwachen Spannungssingularitdt gleich Null ist und somit nie die
Bruchzéhigkeit G. tbersteigt (Leguillon, 1999).

Um dennoch sinnvolle Versagensaussagen mit Festigkeits- und Bruchkriterien
zu erhalten, wurde zunéchst von Neuber (1936, 1958) eine modifizierte Aus-
wertung der Festigkeitskriterien vorgeschlagen und auf gekerbte Strukturen
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angewendet. Dazu fiihrte Neuber ein sogenanntes elastisches Elementarteil-
chen endlicher Lange im Kerbgrund ein, iiber dessen Lénge eine gemittelte
Auswertung des Festigkeitskriteriums moglich ist. Die Vergleichsspannung
des Festigkeitskriteriums ergibt sich somit nicht mehr aus den singuléren
Spannungen im Kerbgrund, sondern aus iiber das Elementarteilchen gemit-
telten Spannungen, in denen der lokale Einfluss der Spannungssingularitét
nur noch abgeschwécht enthalten ist (Seweryn, 1994). Ein dhnliches Auswer-
tungsverfahren wurde von Novozhilov (1969) fiir Scheiben mit elliptischen
Lochern vorgestellt. Anstatt die Spannungen iiber einen bestimmten Abstand
zu mitteln, was auch als Line Method (Taylor, 2007) bekannt ist, ist es auch
moglich, die Spannungen punktweise in einem bestimmten Abstand vom
Kerbgrund zu bestimmen. Beide Konzepte werden in der Theorie kritischer
Distanzen von Taylor (2008) ausfiihrlich behandelt. Im Falle der punktuel-
len Auswertung spricht man von der Point Method, die unter anderem von
Wieghardt (1907), Whitney u. Nuismer (1974) und Taylor (2007) angewendet
wurde. Modifikationen der Bruchkriterien fithrten in der Regel zur Einfithrung
von fiktiven Anfangsrissen (Waddoups et al., 1971) oder Anfangsdefekten
(Leblond u. Mouro, 1999), auf die dann die Bruchmechanik zur Beschreibung
des Risswachstums angewendet werden kann. Grundséitzlich wird jedoch
immer ein empirisch zu bestimmender Langenparameter benétigt, sei es der
Abstand fiir die Spannungsauswertung oder die Grofe eines infinitesimalen
Risses, was in der Anwendung aufwendig und bis zu einem gewissen Grad
willkiirlich ist, aber die Ergebnisse wesentlich beeinflusst.

Betrachtung finiter Risse

Ausgehend von der Idee fiktiver Anfangsrisse fiihrte Hashin (1996) eine Versa-
gensbewertung auf der Basis finiter Risse ein, die die Grundlage der Finiten
Bruchmechanik bildet. Er modellierte die Rissentstehung an thermomecha-
nisch beanspruchten Laminaten unter der Annahme, dass die Rissentstehung
nicht kontinuierlich, sondern spontan durch sprunghaftes Auftreten von Mi-
krorissen endlicher Lénge erfolgt. Die zugehorige Energiefreisetzungsrate fiir
einen Riss finiter Lange ist die inkrementelle Energiefreisetzungsrate G, die
der freigesetzten potentiellen Energie bezogen auf die finite Rissoberfliche
AA entspricht. Im ebenen Fall wird die freigesetzte Energie bezogen auf die
Rissldnge Aa betrachtet und es gilt:

ATl

G=—7o (2.54)
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Die inkrementelle Energiefreisetzungsrate ist eine gemittelte Grofle, die sich
aus dem Integral der differentiellen Energiefreisetzungsrate iiber die Risslédnge
Aa ergibt:

1 Aa

G = — a)da. 2.55

G=3, ] g@aa (2:55)
Analog zum Bruchkriterium nach Griffith geméf der Gleichung (2.53) for-
mulierte Hashin eine Versagensaussage, nach der ein Bruch eintreten kann,
wenn die inkrementelle Energiefreisetzungsrate fiir einen Riss finiter Lange
Aa die Bruchzéhigkeit G, erreicht oder iibersteigt:

G>Ge. (2.56)

Gekoppeltes Kriterium

Die von Hashin vorgestellte Modellierung finiter Risse wurde von Leguil-
lon (2002) aufgegriffen, der ein gekoppeltes Kriterium zur Beschreibung der
sprunghaften Entstehung finiter Risse in sproden Strukturen entwickelte.
Beim gekoppelten Kriterium werden das Spannungs- und das Energiekriteri-
um, die bisher isoliert voneinander behandelt wurden, gemeinsam betrachtet.
Dies ist insbesondere bei Strukturen mit lokalen Spannungsiiberh6hungen
von Vorteil, bei denen Spannungs- und Energiekriterium getrennt betrach-
tet keine sinnvollen Versagensaussagen zulassen. Aufgrund der Verwendung
einer spannungsbasierten und einer energiebasierten Komponente wird das
gekoppelte Kriterium auch als hybrides Kriterium bezeichnet (Miiller et al.,
2006, Hebel u. Becker, 2008). Damit fiir eine konkrete Risslinge Aa beide
Teilkriterien erfiillt sind, muss

ov(oij(@)) > oc Vo €Q(Aa) A G(Aa) > Ge (2.57)

gelten. Demnach muss die Vergleichsspannung in der ungerissenen Struktur
iber die gesamte Oberfliche (2 des potentiell entstehenden Risses grofier oder
gleich der Festigkeit sein und gleichzeitig muss die inkrementelle Energiefrei-
setzungsrate des Risses grofler oder gleich der Bruchzahigkeit sein. Alternativ
kann das Spannungskriterium auch im integralen Mittel betrachtet werden,
wobei eine tiber die entstehende Rissldnge gemittelte Spannung verwendet
wird (Cornetti et al., 2006). In jedem Fall hiangt das gekoppelte Kriterium
ausschlieBllich von den beiden kritischen Materialkennwerten o. und G. ab
und ist nicht auf zusédtzliche empirische Liangenparameter angewiesen.

Mit Hilfe der beiden Teilkriterien kann sowohl die fiir die Rissinitiierung er-
forderliche kritische Versagenslast F¢ als auch die Lange des im Versagensfall
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entstehenden Risses Aa. ermittelt werden. Die kritische Versagenslast ist die
kleinste Last, bei der das Spannungs- und das Energiekriterium gleichzeitig
erfiillt sind. Zur Bestimmung der Versagenslast ist daher ein Optimierungs-
problem folgender Art zu losen:

F. = FX?;{F | O'V(O'ij((lf,F)) >0 Yz eQ(Aa) A g(Aa,F) > gc}.
(2.58)

Der Aufwand des Optimierungsverfahrens bei der Suche nach der Versagens-
last kann in vielen Féllen erheblich reduziert werden, wenn die Spannungen
ausgehend vom Rand der Struktur, an dem die Spannungssingularitat auf-
tritt, einen streng monoton fallenden Verlauf aufweisen und gleichzeitig die
inkrementelle Energiefreisetzungsrate streng monoton ansteigt. Dann folgt,
dass die maximale Rissldnge Aag, die nach dem Spannungskriterium moglich
ist, eine obere Schranke fiir die gesuchte Risslédnge darstellt und die minimale
Rissldnge Aagr aus dem Energiekriterium eine untere Schranke fiir die gesuch-
te Risslédnge darstellt. Daraus ergeben sich in Abhéngigkeit der aufgebrachten
Last F' drei verschiedene Fille, die in Abbildung 2.3 dargestellt sind:

o Bei unterkritischer Beanspruchung (F < F.), dargestellt in Ab-
bildung 2.3 links, ist die durch Aag beschriebene obere Schranke
kleiner als die durch Aag beschriebene untere Schranke, weshalb
es keine mogliche Risslange gibt, bei der das Spannungs- und das
Energiekriterium gleichzeitig erfiillt sind. Damit sich die Schranken
anndhern und eine gemeinsame kritische Rissldnge bestimmt werden
kann, muss die Last F' erhoht werden.

e Entspricht die aufgebrachte Last der gesuchten kritischen Last
(F = F¢.), bei der das Versagen auftritt, wie in Abbildung 2.3 in der
Mitte dargestellt, so sind das Spannungs- und das Energiekriterium
des Optimierungsproblems aus Gleichung (2.58) genau an einem
Punkt erfillt. Die Rissldnge der oberen Schranke Aag féllt genau
mit der Rissldnge der unteren Schranke Aag zusammen.

o Bei iiberkritischer Beanspruchung (F' > Ft), wie in Abbildung 2.3
rechts beschrieben, gibt es einen groeren Rissldngenbereich, in dem
beide Kriterien gleichzeitig erfiillt sind. Dadurch ist keine eindeutige
Zuordnung der Rissldnge moglich und die aufgebrachte Last ist zwar
kritisch, aber nicht die kleinste kritische Last. Durch Reduzierung
der Last fallen die Kurven des Spannungs- und Energiekriteriums
ab und die Rissldngen Aas und Aag ndhern sich an, bis die kleinste
kritische Last ermittelt ist.
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des gekoppelten Spannungs- und Energiekrite-
riums fiir eine unterkritische (links), eine kritische (mittig) und eine iiberkritische (rechts)
Belastung. Die Vergleichsspannung o, und die inkrementelle Energiefreisetzungsrate G
sind auf den jeweiligen kritischen Wert o. bzw. G. bezogen. Die Bereiche, in denen das
Spannungs- und das Energiekriterium erfiillt sind, sind grau hervorgehoben.

Anwendungsgebiete

Die Versagensanalyse mit Hilfe des gekoppelten Kriteriums der Finiten Bruch-
mechanik ist auf eine Vielzahl von Struktursituationen mit schwachen Sin-
gularititen oder Spannungsiiberhdhungen anwendbar. Eine gute Ubersicht
iiber Anwendungsgebiete und relevante Verdffentlichungen findet sich in der
Arbeit von Weiigraeber et al. (2016b). Nach der Einfithrung des gekoppelten
Kriteriums von Leguillon (2002) wurde es unter anderem erfolgreich auf
Spitzkerben mit schwachen Spannungssingularititen im Kerbgrund ange-
wendet (Cornetti et al., 2006, Taylor et al., 2005). Ein Uberblick iiber die
Versagensbewertung von Spitzkerben findet sich beispielsweise in Lazzarin
et al. (2014). Es wurden Versagensanalysen fiir Spitzkerben sowohl unter
einfachen Belastungen (Carpinteri et al., 2011) als auch unter Mixed-Mode-
Belastung (Hebel u. Becker, 2008, Sapora et al., 2013) durchgefithrt und der
Einfluss des Kerbwinkels auf das Versagensgeschehen untersucht (Leguillon
u. Yosibash, 2003, Cornetti et al., 2013). Grundséatzlich zeigt sich eine gute
Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Finiten Bruchmechanik und
den Experimenten (Tran et al., 2012). Auch Bi- und Multimaterialitbergénge
koénnen mit dem gekoppelten Kriterium gut analysiert werden (Felger et al.,
2019a). Haufig handelt es sich dabei um Klebverbindungen, bei denen Bauteile
aus unterschiedlichen Materialien gefligt werden. Neben analytischen Auswer-
tungen bei Weilgraeber u. Becker (2013), Carrere et al. (2015) und Stein et al.
(2015) finden sich numerische Auswertungen der Finiten Bruchmechanik in
den Arbeiten von Miiller et al. (2006) und Hebel u. Becker (2008). Letztere
sowie Bremm et al. (2021) wenden ihre Klebschichtmodellierung auf Metall-
Keramik-Verbindungen in Brennstoffzellenstacks an, die grolen thermischen
Beanspruchungen ausgesetzt sind. Neben linear-elastischen Klebverbindun-
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gen konnen auch Klebverbindungen mit nichtlinearem Materialverhalten
untersucht werden (Rosendahl et al., 2019). Vergleiche mit experimentellen
Ergebnissen finden sich unter anderem in Mendoza-Navarro et al. (2013),
Moradi et al. (2013) und Hell et al. (2014). Aber auch an Laminatrdndern und
-ecken treten am Ubergang der Laminatschichten schwache Spannungssingu-
laritaten auf, deren Delaminationsverhalten mit dem gekoppelten Kriterium
untersucht werden kann (Hebel et al., 2010, Martin et al., 2010, Garcia et al.,
2014, Délling et al., 2021, Frey et al., 2021). Weitere mogliche Anwendungsge-
biete der Finiten Bruchmechanik sind die Bewertung von Bolzenverbindungen
(Catalanotti u. Camanho, 2013, Nguyen-Hoang u. Becker, 2020, 2023), von
Rundkerben (Taylor et al., 2005) oder von mit Lochern versehenen Strukturen
(WeiBgraeber et al., 2016a, Leite et al., 2021).
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Kapitel 3

Stand der Forschung zur Strukturmechanik
von Klebverbindungen

In diesem Kapitel wird ein Uberblick tiber die Grundlagen des Klebens sowie
tber den fiir diese Arbeit relevanten Stand der Forschung zur Mechanik von
Klebverbindungen gegeben. Dabei werden zundchst bestehende Konzepte zur
Modellierung und Spannungsanalyse von Klebverbindungen vorgestellt. An-
schlieffend wird ein Einblick in das Versagensverhalten von Klebverbindungen
gegeben und auf gingige Verfahren zur Versagensmodellierung eingegangen.

3.1 Einfiihrende Bemerkungen zu Klebverbindungen

Kleben ist nach DIN 8593-8 (2003) ein Fertigungsverfahren aus der Gruppe
der Fiigeverfahren, bei dem die zu fiigenden Bauteile durch einen Klebstoff
miteinander verbunden werden. Es gehort damit, wie das Loéten und das
Schweiflen, zu den stoffschliissigen Fiigeverfahren. Neben den stoffschliissi-
gen Fiigeverfahren kann eine Verbindung auch durch Kraftschluss, wie bei
Schraub- und Pressverbindungen, oder durch Formschluss, wie bei Niet- und
Bolzenverbindungen, hergestellt werden. Der stoffschliissige Verbund beim
Kleben entsteht durch die Verwendung eines nichtmetallischen Klebstoffes,
der flichig zwischen den Fligepartnern aufgebracht wird und an diesen haftet.
Um eine gute Haftung zu erreichen, wird der Klebstoff typischerweise vor dem
Auftragen erwiarmt und hértet dann bei Raumtemperatur aus. Die flichige
Haftung an der Schichtgrenze zwischen Klebstoff und Fiigepartner wird als
Adhasion bezeichnet, die zusammen mit der inneren Festigkeit des Klebstoffs,
der Kohdsion, die Festigkeit der gesamten Klebverbindung bestimmt (Jintgen,
2019). Die Klebstoffschicht ist dabei in der Regel deutlich diinner als die
Figepartner.
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Aufgrund der flachig verteilten Lastiibertragung durch Adhésion eignen sich
Klebverbindungen im Vergleich zu Schraub-, Niet- oder Bolzenverbindungen
besonders fiir leichte, diinnwandige Strukturen, wie sie im konstruktiven
Leichtbau zum Einsatz kommen. Es kénnen Fiigepartner aus unterschiedli-
chen Werkstoffen wie Metallen, Kunststoffen und den im Leichtbau typischen
Faserverbundwerkstoffen in beliebiger Kombination miteinander verbunden
werden. Je nach Wahl des Klebstoffs kann die thermische Beeinflussung der
Fiigepartner beim Aushéarten des Klebstoffs stark reduziert werden, sodass
auch Fiigepartner mit geringer thermischer Belastbarkeit gefiigt werden kon-
nen (Jintgen, 2019). Verbindungen mit dickeren Klebstoffschichten weisen
zudem eine hohe Schwingungsddmpfung auf, die mit einer guten Festigkeit
bei dynamischer Beanspruchung einhergeht. Nachteile von Klebverbindungen
liegen in den materialabhéngigen Fertigungs- und Aushartungsbedingungen.
Damit eine Klebverbindung optimal hélt, miissen die Oberflichen der Fi-
gepartner vor dem Verkleben vorbereitet und gereinigt werden (Wegman u.
Van Twisk, 2013). Nach dem Aushérten lassen sich Klebstoff und Fiigepartner
nicht mehr voneinander 16sen, wie es beispielsweise bei Schraubverbindungen
moglich ist. Es werden allerdings auch keine Locher benétigt, an denen die
in Abschnitt 2.5 beschriebenen Kerbwirkungen auftreten. Dariiber hinaus
sind Klebverbindungen im Vergleich zu anderen Fligeverfahren empfindlicher
gegeniiber Temperaturanderungen und dem Auftreten von Feuchtigkeit, wo-
durch sich der Klebstoff und die Fiigepartner je nach Werkstoff unterschiedlich
stark ausdehnen kénnen, was zu zuséatzlichen Spannungen fiihrt.

Klebverbindungen gibt es in verschiedenen Ausfiihrungen hinsichtlich Mate-
rial und Geometrie. Fiir die Klebschicht eignen sich vor allem synthetisch
hergestellte, nichtmetallische Klebstoffe, die nach dem Auftragen eine gewisse
Zeit aushdrten missen, um ihre volle Tragfihigkeit zu erreichen (DIN EN
923, 2015). Weit verbreitet sind Strukturklebstoffe und Epoxidharze auf der
Basis einer oder mehrerer reaktiver Komponenten. Hinsichtlich der Fiige-
partner gibt es nur wenige Einschrdankungen. Neben Metallen, Kunststoffen
und Faserverbundwerkstoffen kénnen auch organische Strukturen oder Glas
gefiigt werden. Hinsichtlich der Form und der Abmessungen unterscheidet
man verschiedene Arten von Klebverbindungen. Allen gemeinsam ist, dass
der Klebstoff flichig auf die Flgepartner aufgetragen wird und diese dann
iiberlappend verbunden werden. Die gebrauchlichsten Ausfiihrungen sind in
Abbildung 3.1 dargestellt. Grundsétzlich unterscheidet man zwischen ein-
schnittigen und mehrschnittigen Uberlappungsfiigungen, die sich durch eine
oder mehrere Klebstoffschichten auszeichnen.
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(a) einschnittige Uberlappungsfiigung (b) zweischnittige Uberlappungsfiigung

(¢) Schalfiigung (d) Verstarkungspflaster
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Abbildung 3.1: Ubersicht iiber die gebriuchlichsten Klebefiigungen. In den einschligi-
gen Veroffentlichungen werden die folgenden entsprechenden englischen Bezeichnungen
verwendet: (a) single-lap joint, (b) double-lap joint, (c¢) double cantilever beam, (d)
reinforcing patch, (e) T-joint, (f) L-joint, (g) scarfed joint, (h) stepped joint, (i) butt
joint, (j) bevelled joint.

Die Einsatzmoglichkeiten von Klebverbindungen sind vielfaltig. Insbesonde-
re die Luft- und Raumfahrtindustrie, die stark auf Schalenbauweisen mit
groflen, flachigen Strukturen setzt, ist auf gewichtssparende Klebverbindun-
gen angewiesen, aber auch zunehmend der Fahrzeugbau und der allgemei-
ne Maschinenbau. Dort kénnen Klebverbindungen neben der Fiigefunktion
auch zur Abdichtung eingesetzt werden. In der Elektrotechnik werden Chips
mit Klebstoffen auf Substraten montiert (Suhir et al., 2007), im Bauwesen
werden Betonkonstruktionen mit Faserverbundpflastern verstarkt (Bahn u.
Harichandran, 2008, Methfessel u. Becker, 2023a) und auch in der Verpa-
ckungsindustrie wird eine Vielzahl von Produkten geklebt. Einschnittige
Uberlappungsfiigungen werden dabei aufgrund ihrer einfachen Herstellung
am héufigsten eingesetzt (Adams et al., 1997, Habenicht, 2009).
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3.2 Spannungsmodellierung

Ein wesentlicher Vorteil von Klebverbindungen gegeniiber anderen Verbin-
dungsarten ist die flichig verteilte Lasteinleitung (siehe Abschnitt 3.1). Wah-
rend die resultierenden Spannungen senkrecht zur Belastungsrichtung in
Tiefenrichtung in guter Nédherung konstant verteilt sind, treten insbesondere
bei einschnittigen Uberlappungen, wie in Abbildung 3.2 zu sehen, an den
Enden des Uberlappungsbereiches in Belastungsrichtung lokale Spannungs-
spitzen auf (Habenicht, 2009). Diese resultieren aus der lokal unterschiedlichen
Léngsdehnung der Fiigepartner. Fiir einen sicheren Einsatz der Klebverbin-
dung ist eine genaue Untersuchung der genannten Spannungsverteilungen und
der auftretenden Verformungen erforderlich, die als Grundlage fiir Festigkeits-
und Versagensanalysen dienen. Besonderes Augenmerk wird dabei auf die
verhaltnismaBig nachgiebige Klebschicht gelegt, die in erster Linie fiir das
Versagen verantwortlich ist.
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Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Schubspannungsverteilung in der Kleb-
schichtmitte einer auf Zug beanspruchten einschnittigen Uberlappungsfiigung.

3.2.1 Bestehende Konzepte zur Spannungsberechnung

Bis heute wurde eine Vielzahl unterschiedlicher Modellierungskonzepte zur
Spannungsanalyse von Klebverbindungen entwickelt. Neben numerischen Mo-
dellen (Wooley u. Carver, 1971, Adams u. Peppiatt, 1974, Adams u. Harris,
1987, Gongalves et al., 2002) existieren zahlreiche analytische Berechnungs-
konzepte, die auf bestimmten vereinfachenden Annahmen beruhen. Wéahrend
numerische Auswertungen, zum Beispiel mittels Finite-Elemente-Analysen
(FEA), sehr zeit- und rechenaufwendig sind, liefern sie detaillierte Ergebnisse
mit hoher Genauigkeit auch fir Klebverbindungen mit komplexer Geometrie
oder komplexem Materialverhalten. Analytische Modelle hingegen zeichnen
sich durch ihre Einfachheit und Effizienz aus und liefern schnelle Ergebnisse,
sind aber oft auf konkrete Struktursituationen beschriankt und daher weniger
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flexibel einsetzbar. Einen umfassenden Uberblick iiber bestehende Modelle
fiir Klebverbindungen geben da Silva et al. (2009a,b), Wong u. Liu (2017)
und Budhe et al. (2017). Ein Uberblick zu numerischen Berechnungsmodel-
len von Klebverbindungen finden sich bei da Silva u. Campilho (2012). Im
Folgenden werden die wichtigsten existierenden Modellierungskonzepte kurz
vorgestellt.

Die erste theoretische Analyse der Spannungsverteilung in Klebverbindungen
wurde 1938 von Volkersen vorgestellt, der ein einfaches Modell zur Untersu-
chung von einschnittigen Nietverbindungen entwickelte. Die Verbindungen
sind dreischichtig und bestehen aus zwei Fiigepartnern und einer diinnen
elastischen Zwischenschicht, mit der die Filigepartner verbunden sind. Die
Filigepartner werden als isotrope Balken mit linear-elastischem Material-
verhalten modelliert. Auftretende Langsdehnungen werden beriicksichtigt,
Biegeverformungen jeglicher Art werden jedoch ausgeschlossen. Die dufleren
Lasten werden an den Enden der Filigepartner durch Zugkréfte eingeleitet.
Die verbindende Zwischenschicht, die verallgemeinernd auch als Klebschicht
angesehen werden kann, wird als isotrope linear-elastische Schicht aus Schub-
federn modelliert. Damit kénnen die aus der Verformung der Fiigepartner
resultierenden Schubverzerrungen in die Klebschicht ibertragen werden. Diese
stark vereinfachte Art der Modellierung diinner Klebschichten wird oft als
weak-interface-Modell bezeichnet (Lenci, 2001), das vor allem bei sproden
Klebstoffen gute Ergebnisse liefert.

Eine weitere bedeutsame Arbeit wurde 1944 von Goland und Reissner vor-
gelegt, die die Spannungen in zementierten einschnittigen Uberlappungsfii-
gungen fiir steife und nachgiebige Klebschichten ermittelten. Im Gegensatz
zu Volkersen (1938) betrachteten sie zusitzlich Biegeverformungen in den
Fiigepartnern, indem sie neben den Normalkréiften auch Biegemomente und
Querkrifte an den Enden des Uberlappungsbereiches beriicksichtigten. Dies
ist besonders wichtig bei einschnittigen Uberlappungsfiigungen, bei denen
sich der Uberlappungsbereich unter Belastung verdreht. Um diesen Effekt zu
berticksichtigen, haben Goland und Reissner einen Biegemomentenfaktor zur
Abschétzung der variierenden Biegemomente und einen entsprechenden Quer-
kraftfaktor fir die Querbelastung eingefiihrt. Die Biegung der Fiigepartner
fiihrt neben den bereits von Volkersen festgestellten Schubspannungen auch
zur Entstehung von Schélspannungen. Um diese Spannungen zu erfassen,
wird die Klebschicht wie auch bei Volkersen mit einem weak-interface-Ansatz
modelliert, der jedoch in diesem Fall aus einer Kombination von Schub- und
transversalen Zugfedern besteht. Zugfedern in Langsrichtung und zugehorige
Normalspannungen in der Klebschicht werden in der Modellierung vernachlés-
sigt. Mit Hilfe von Gleichgewichtsbedingungen, Kinematik und konstitutiven
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Gleichungen wird ein System von Differentialgleichungen hergeleitet. Die
Auswertung der resultierenden Spannungsverteilungen erfolgt in der horizon-
talen Mittelebene der Klebschicht, da die Spannungen nur in Langsrichtung
variieren und in Dickenrichtung als konstant angenommen werden.

Auf der Grundlage der beiden vorgestellten Modelle wurden zahlreiche Modi-
fikationen entwickelt. So untersuchte de Bruyne (1944) abgeschragte Fiige-
partner, um gleichméBig verteilte Schubspannungen in der Klebschicht zu
erhalten. Sowohl Hart-Smith (1973a) als auch Srinivas (1975) zeigten anhand
geschéfteter und gestufter Verbindungen, dass die hohen Schélspannungen an
den Enden des Uberlappungsbereichs durch geeignete konstruktive Mafnah-
men reduziert werden konnen, sodass die Struktur weniger versagensanféllig
ist. Wah (1973) bewertete erstmals Fiigepartner mit anisotropem Materi-
alverhalten in Form von faserverstirkten Laminaten. In mehreren weiteren
Studien wurde dieser Ansatz verfeinert, so zum Beispiel von Renton u. Vinson
(1975) fur symmetrisch verklebte Laminate, wiahrend Delale et al. (1981) und
Yang u. Pang (1996) das Modell verallgemeinerten, um auch asymmetrische
Konfigurationen mit Laminatfiigepartnern berechnen zu kénnen. Mortensen
u. Thomsen (1997) analysierten eine Kombination von geschéfteten und ge-
stuften Verbindungen von Laminaten. Zuletzt haben Golewski u. Sadowski
(2019) die Spannungen fiir eine Vielzahl von Fiigungen mit unterschiedlichen
Geometrien untersucht. Aufbauend auf dem Ansatz von Volkersen (1938)
versuchten Tsai et al. (1998) die von Volkersen und Goland u. Reissner (1944)
vernachléssigten Schubdeformationen in den Fiigepartnern zu beriicksich-
tigen. Sie schlugen linear variierende Schubdeformationen in transversaler
Richtung durch die Fiigepartner vor und bewerteten deren Auswirkung auf
die Klebstoffschicht in zweischnittigen Uberlappungsfiigungen. Neben den
Materialeigenschaften der Filigepartner wurde auch das Konzept des Biegemo-
mentenfaktors weiterentwickelt. In diesem Zusammenhang sind die Arbeiten
von Hart-Smith (1973b), Oplinger (1994), Zhao et al. (2010) und zuletzt
Talmon ’Armée et al. (2016) zu erwdhnen, welche die Bestimmung des Bie-
gemomentenfaktors mafBigeblich verbesserten. Cheng et al. (1991) leiteten fir
den Fall nicht identischer Fiigepartner zwei Biegemomentenfaktoren fiir die
beiden Fiigepartner ab.

Die bisher genannten Ansétze zur Analyse der Spannungsverteilung in Kleb-
verbindungen haben jedoch alle einige gemeinsame Schwéchen. So erfiillen sie
beispielsweise nicht die Bedingung der spannungsfreien Rénder an den freien
Enden der Klebschicht. Renton u. Vinson (1973), Pirvics (1974), Allman
(1977) und Chen u. Cheng (1983) ist es gelungen, Modelle zu entwickeln, die
unter Verwendung von Spannungsfunktionen die Bedingung der spannungs-
freien Réander der Klebschicht erfiillen. Da die Klebschicht an den Enden
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des Uberlappungsbereichs freie, unbelastete Rander hat, miissen die Schub-
spannungen der Klebschicht dort verschwinden und diirfen nicht, wie in den
meisten Modellen, endliche Werte annehmen. Eine weitere Schwéche liegt
in der Beschrankung auf bestimmte Filigekonfigurationen, fiir die in Abhéan-
gigkeit von Geometrie und Beanspruchung individuelle Losungen hergeleitet
wurden. Daher stellten Bigwood und Crocombe 1989 ein verallgemeinertes
Modell vor, mit dem Fiigekonfigurationen unterschiedlicher Geometrie un-
ter verschiedenen Lastbedingungen untersucht werden konnen. Anstatt eine
konkrete Konfiguration zu beriicksichtigen, modellierten sie nur den Uberlap-
pungsbereich und sowohl der Lastfall als auch die Geometrie wurden durch
Schnittkrifte und Schnittmomente am linken und rechten Ende des Uber-
lappungsbereichs in die Fiigepartner eingeleitet. Diese Art von Modell wird
aufgrund der sandwichartigen Struktur oft als general sandwich-type-Modell
bezeichnet und erméglicht vielseitige Analysen von ein- und zweischnittigen
Figungen, T-Fiigungen, Verstdrkungspflastern, Schélfiigungen und vielen
anderen Konfigurationen. Zuséatzlich zu den Fiigepartnern wurde auch die Mo-
dellierung der Klebschicht erweitert, da die meisten Modelle auf Fiigungen mit
sehr diinnen Klebstoffschichten limitiert sind, bei denen der weak-interface-
Ansatz noch ausreichend genaue Ergebnisse liefert. Die Anwendung dieses
Ansatzes auf Strukturen mit dickeren Klebstoffschichten fiihrt jedoch zu Unge-
nauigkeiten und motiviert die Verwendung neuer, fortschrittlicher Ansétze fiir
die Klebstoffschicht. Ojalvo u. Eidinoff (1978) haben eine erste nennenswerte
Studie zu dicken Klebstoffschichten durchgefiihrt. Sie schlugen eine leicht
modifizierte Kinematik fiir die Klebstoffschicht vor, die lineare Anderungen
der Schubspannungen in Richtung der Klebschichtdicke zulésst, anstatt, wie
in fritheren Studien, konstante Spannungen anzunehmen. Weitere neuere
Arbeiten zur Berechnung von Spannungsverteilungen héherer Ordnung stam-
men von Chen u. Qiao (2012), Rabinovitch (2014), Wong (2015) und Jiang u.
Qiao (2015). Anstatt wie Ojalvo und Eidinoff die Klebstoffverschiebungen zu
modifizieren, stellten sie direkt Spannungsfunktionen héherer Ordnung auf.
Parallel dazu gab es dhnliche Bemiihungen auf dem Gebiet der Elektronik,
bei denen Uberlappungsfiigungen unter vorwiegend thermischer Belastung
untersucht wurden. An erster Stelle sind hier die Arbeiten von Chen u. Nelson
(1979) und Suhir (1986, 1989) zu nennen, deren Ansétze denen von Goland
u. Reissner (1944) dhneln. Dartiber hinaus wurde die Klebschichtmodellie-
rung in verschiedenen anderen Forschungsbereichen angewendet, wie zum
Beispiel in den jiingsten Studien zur Modellierung von Schneebrettlawinen
von Rosendahl u. Weifigraeber (2020a,b).
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3.2.2 Detaillierte Darstellung der zentralen Grundprinzipien

Im Folgenden werden die fiir die vorliegende Arbeit relevanten Grundlagen
aus den Arbeiten von Volkersen (1938), Goland u. Reissner (1944), Ojalvo
u. Eidinoff (1978) und Bigwood u. Crocombe (1989) aus Abschnitt 3.2.1
ausfithrlicher dargestellt.

Kinematische Grundlagen

Sowohl bei Volkersen (1938), als auch bei Goland u. Reissner (1944) und bei
Ojalvo u. Eidinoff (1978) wird die jeweilige analytische Klebschichtmodel-
lierung anhand einer einschnittigen Uberlappungsfiigung vorgestellt, wie sie
schematisch in Abbildung 3.3 zu sehen ist. Dabei werden Klebverbindungen
betrachtet, deren Klebschicht und Fligepartner isotropes Materialverhalten
aufweisen und durch den jeweiligen Elastizitdtsmodul F und die zugehorige
Querkontraktionszahl v beschrieben werden kénnen. Oberer und unterer
Fiigepartner (Index 1,2) mit den Dicken hi und hs tiberlappen sich in einem
Bereich der Lange [, in welchem sie mit der Klebschicht (Index a) der Dicke ¢
verbunden sind. Die iiber den Uberlappungsbereich hinausgehenden Enden
der Fiigepartner haben die Linge [;. Bei der untersuchten Beanspruchung
wirken Zugkréifte in horizontaler z-Richtung, die zu den Verformungen u und
w in der x, z-Ebene fithren. Effekte in y-Richtung entlang der Breite b der
Klebverbindung werden in guter Naherung vernachléssigt.
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Abbildung 3.3: Schematische Darstellung einer axial zugbeanspruchten, einschnitti-
gen Uberlappungsfiigung bestehend aus den beiden Fiigepartnern (1) und (2) und der
Klebschicht (a).

Volkersen (1938) modellierte Klebverbindungen mit biegestarren Fiigepart-
nern, die sich unter Zugbelastung nur horizontal in Lastrichtung dehnen
und nicht verbiegen. Infolge der Dehnung der Fiigepartner entsteht in der
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3.2 Spannungsmodellierung

Klebschicht eine Schubverzerrung %(f;), die Volkersen aus der Verschiebungs-
differenz der Fiigepartner bezogen auf die Klebschichtdicke ermittelt:

7(2) _ 1)

W= — (3.1)
Die Verschiebungen 4 und @® entsprechen den Verschiebungen der bei-
den Figepartner am Ubergang zur Klebschicht. Die Klebschicht selbst wird
nicht genauer modelliert und die Verformung der Klebschicht wird aus der
Verformung der Fiigepartner bestimmt. Diese Art des Modells wird, wie in
Abschnitt 3.2.1 eingefiihrt, als weak-interface-Modell bezeichnet. Wéhrend
mit der Volkersen-Modellierung in horizontaler Richtung komplexe Schub-
spannungsverldufe abgebildet werden kénnen (Habenicht, 2009), lassen sich
in Richtung der Klebschichtdicke nur konstante Schubspannungsverldufe
berechnen.

Die Modellierung von Goland u. Reissner (1944) stellt eine Erweiterung
der Modellierung von Volkersen dar, bei der erstmals die Biegeverformung
der Fiigepartner an symmetrischen einschnittigen Uberlappungsfiigungen
beriicksichtigt wird. Insbesondere bei einschnittigen Uberlappungsfiigungen
kommt es unter Zugbelastung zu einer Biegung der Filigepartner und damit zu
einer Verdrehung des Uberlappungsbereiches, woraus neben einer horizontalen
Schubbeanspruchung eine vertikale Schilbeanspruchung resultiert. Daher wird
in der Kinematik nach Goland und Reissner neben der Schubverzerrung 'y:(ci)
auch eine aus den Durchbiegungen @ und &® der Fiigepartner resultierende
vertikale Dehnung 5,(;2) verwendet:

52— M

@ _ 4@ — 4 ) W
zz — t

Yoz = ) €

- (3.2)

Aus den Verzerrungen resultieren nach dem Hookeschen Gesetz aus Abschnitt
2.1 Schub- und Schélspannungen, die wie bei Volkersen iiber die Klebschicht-
dicke konstant sind.

Die Berechnung linearer Spannungsverldufe in Dickenrichtung der Klebschicht
gelang erstmals Ojalvo u. Eidinoff (1978) durch die Einfiihrung linearer
Verschiebungsfelder in der Klebschicht. Mit Hilfe des linearisierten Verzer-
rungstensors aus Gleichung (2.9) lassen sich damit in vertikaler z-Richtung
linear verlaufende Schubverzerrungen und konstante Dehnungen herleiten:

@ 4@ 4 oM L 9@ D@ M () w@ = M
Yoz = n + 2 +z t ) €22 = f

(3.3)
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Dabei bezeichnet () die Ableitungen nach der z-Koordinate. Ziel dieser
Erweiterung war es, den Einfluss der Klebschichtdicke auf die in der Kleb-
schicht auftretenden Spannungen besser zu berticksichtigen. Wahrend die
bisherigen Modelle nur fiir Klebverbindungen mit sehr diinnen Klebschichten
geeignet sind, bei denen die Annahme konstanter Spannungsverldufe tiber
die Klebschichtdicke gerechtfertigt ist, ermoglicht der Ansatz von Ojalvo und
Eidinoff eine genauere Beschreibung des Spannungsgeschehens und liefert
auch bei zunehmender Klebschichtdicke noch gute Ergebnisse.

General sandwich-type-Modell

Zur Berechnung der Spannungen und Verformungen in der Klebschicht wer-
den in den Arbeiten von Volkersen (1938), Goland u. Reissner (1944) und
Ojalvo u. Eidinoff (1978) neben den jeweiligen kinematischen Beziechungen
und dem Hookeschen Gesetz auch Gleichgewichtsbedingungen formuliert. Aus
diesen lassen sich Differentialgleichungen ableiten, mit denen die auftretenden
Spannungen berechnet werden kénnen. Das Aufstellen der Gleichgewichts-
bedingungen erfolgt bei Ojalvo und Eidinoff am freigeschnittenen Uberlap-
pungsbereich. Die belasteten Enden der Fiigepartner werden dabei am Rand
des Uberlappungsbereichs als Schnittgréfien beriicksichtigt. Dieses reduzierte
Modell, wie es in Abbildung 3.4 zu sehen ist, entspricht dem von Bigwood
u. Crocombe (1989) eingefithrten general sandwich-type-Modell, das neben
einschnittigen Uberlappungsfiigungen unter Zugbelastung verallgemeinert
auf alle Arten von Klebverbindungen mit beliebiger Geometrie und Belas-
tung angewendet werden kann. Die Schnittgréfen kénnen durch einfache
Gleichgewichtsbetrachtungen oder aufwendiger unter Verwendung von Biege-
momentenfaktoren ermittelt werden (Goland u. Reissner, 1944, Hart-Smith,

kS
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Abbildung 3.4: General sandwich-type-Modell (Bigwood u. Crocombe, 1989) dargestellt
am Beispiel des freigeschnittenen Uberlappungsbereichs einer einschnittigen Uberlap-
pungsfiigung.
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3.3 Versagensbewertung

1973b, Oplinger, 1994, Zhao et al., 2010, Talmon 1’Armée et al., 2016). Die
zentrale Aufgabe der Biegemomentenfaktoren ist dabei die moglichst genaue
Bestimmung der auftretenden Schnittgréfien.

3.3 Versagensbewertung

Die in Abschnitt 3.2.1 beschriebenen Spannungsverteilungen fithren bei einer
Uberbeanspruchung der Klebverbindung zur lokalen Rissbildung, die schlief3-
lich zum Versagen der gesamten Verbindung fithrt. Je nach Belastung, Form
und Material der Klebverbindung kénnen unterschiedliche Versagensarten
auftreten, iiber die im Folgenden ein Uberblick gegeben wird. Auerdem wird
der Stand der Forschung zur Bewertung des Versagens von Klebverbindungen
dargestellt.

3.3.1 Versagensarten

Eine offizielle Klassifizierung der Versagensarten von Klebschichten ist mit
der DIN EN ISO 10365 (2022) moglich. Danach werden grundsétzlich zwei
Versagensarten unterschieden: der Adhésionsbruch und der Kohésionsbruch
(Habenicht, 2009). Beim Adhésionsbruch erfolgt das Versagen durch eine voll-
stdndige Trennung der Klebschicht vom Fiigepartner, ohne dass Klebstoffreste
am Figepartner zuriickbleiben. In der Praxis bleiben jedoch immer Kleb-
stoffreste am Fiigepartner haften, die sich aus der Klebschicht herausgelost
haben. In diesem Fall spricht man nicht von einem reinen Adhésionsbruch,
sondern von einem klebschichtseitigen Grenzschichtbruch, bei dem es auch
innerhalb der Klebschicht am Rand zum Fiigepartner zu einem lokalen Versa-
gen kommt (Jintgen, 2019). Eine genauere Beschreibung der Vorgénge in der
Grenzschicht finden sich in der Literatur unter dem Begriff weak boundary
layer (Brockmann et al., 2005). Die Entstehung von Adhésionsbriichen ist
in der Regel auf einen fiir die Klebverbindung ungeeigneten Klebstoff oder
eine mangelhafte Oberflichenvorbehandlung der Filigepartner vor dem Kleben
zuriickzufithren.

Kohiésionsbriiche sind durch Rissbildung innerhalb der Schicht gekennzeichnet
und koénnen je nach Werkstoff als sprode oder duktile Kohésionsbriiche
auftreten. Beim sproden Bruch treten zunichst kaum Verformungen auf, bis
schlagartig ein sich schnell ausbreitender Riss entsteht, der das Versagen der
Klebverbindung einleitet. Beim Bruch in duktilen Werkstoffen kommt es vor
dem eigentlichen Bruch zu einer plastischen Verformung der Schicht, die zum
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Abbau der dufleren Belastung fiihrt. Ob sich eine Klebschicht eher sprode oder
duktil verhélt, hdngt im Wesentlichen vom verwendeten Material ab, wird
aber zusétzlich auch von der vorliegenden Temperatur, der Geschwindigkeit
der Beanspruchung, der Geometrie und dem wirkenden Spannungszustand
beeinflusst (Habenicht, 2009).

Neben dem Adhésionsbruch und dem Kohésionsbruch kann es auch zu ei-
nem Mischbruch kommen, bei dem beide Brucharten kombiniert auftreten.
Dartiber hinaus ist auch ein Fiigeteilbruch moglich, bei dem ein Fiigepartner
infolge der Uberschreitung seiner Zugfestigkeit durch einen vertikalen Riss
geteilt wird, oder ein Versagen durch Delamination bei verklebten Laminaten
(Talmon I’Armée, 2019).

3.3.2 Bestehende Konzepte zur Versagensbewertung

Fiir die Versagensbewertung und Modellierung des Bruchgeschehens in Kleb-
verbindungen gibt es eine Vielzahl von analytischen und numerischen Kon-
zepten. Einen guten Uberblick geben die Arbeiten von Anderson (2017) und
Gross u. Seelig (2011). Ziel aller Konzepte ist es, die kritische Belastung einer
Klebverbindung, haufig in Form der kritischen Versagenslast, zu bestimmen
und Ort und Art der Rissbildung, die zum Versagen der Verbindung fiihrt,
vorherzusagen. Im Folgenden werden die verschiedenen bestehenden Berech-
nungsanséitze und die beim Versagen von Klebverbindungen auftretenden
Effekte und Phéanomene néher erlautert. Dabei wird ausfiithrlich auf die Versa-
gensbewertung mit den in dieser Arbeit verwendeten Konzepten der Finiten
Bruchmechanik und der Kohésivzonenmodellierung eingegangen.

Uberblick

Wie verschiedene experimentelle Untersuchungen zeigen (Adams et al., 1986,
Adams u. Harris, 1987, Pinto et al., 2014), tritt das Versagen von Kleb-
verbindungen hauptséchlich an der Schichtgrenze zwischen Klebstoffschicht
und Fugepartner auf. Grund hierfiir sind die in Abschnitt 2.5 beschriebenen
Spannungssingularitdten, die an der Schichtgrenze durch einen grofien Unter-
schied in der Materialsteifigkeit von Klebstoff und Fiigepartner auftreten. Der
qualitative Verlauf der Grenzschichtspannungssingularitdten ist schematisch
in Abbildung 3.5 dargestellt. Risse entstehen daher hauptséchlich an der
Schichtgrenze zwischen Klebstoff und Fiigepartner, den Bimaterialiibergén-
gen (Leguillon et al., 2003, Sator u. Becker, 2012), und wachsen ausgehend
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Abbildung 3.5: Einschnittige Uberlappungsfiigung mit schematisch eingezeichnetem
qualitativem Spannungsverlauf zur Darstellung der Spannungssingularititen, die infolge
des Bimaterialiibergangs zwischen Fiigepartner und Klebschicht und der lokal vorhandenen
Kerbwirkung auftreten.

vom Rand des Uberlappungsbereichs in die Fiigung hinein. Neben den materi-
albedingten Spannungssingularitdten beeinflussen auch geometrische Effekte,
wie das Vorhandensein von Kerben, den Bruchverlauf. Bei der in Abbildung
3.5 dargestellten einschnittigen Uberlappungsfiigung sind beispielsweise am
linken Ende der oberen Schichtgrenze sowie am rechten Ende der unteren
Schichtgrenze zusédtzlich zum Bimaterialibergang 90°-Kerben vorhanden, de-
ren Kerbwirkung, wie in Abschnitt 2.5 erlautert, die Moglichkeit der dortigen
Rissbildung noch deutlich erhéht. Die numerische Analyse des Versagens von
Klebverbindungen erfolgt in der Regel mit Hilfe von Finite-Elemente-Analysen
und nutzt beispielsweise die Konzepte der Finiten Bruchmechanik oder der
Kohasivzonenmodellierung, wie bei Mendoza-Navarro et al. (2013) und Ra-
malho et al. (2020) fir verschiedene Klebkonfigurationen oder bei Moradi
et al. (2013) und Hell et al. (2014) speziell fiir einschnittige Uberlappungs-
fiigungen. Ein besonderes Interesse besteht aber an einfachen analytischen
Modellen, mit denen sich Versagenslasten schnell und ohne groflen numeri-
schen Aufwand abschétzen lassen. Die meisten analytischen Versagensmodelle
verwenden fiir die Spannungsanalyse einen weak-interface-Ansatz, wie er in
Abschnitt 3.2.1 beschrieben ist (Lenci, 2001, Weifigraeber u. Becker, 2011,
Stein, 2018) oder asymptotische Ansitze (Leguillon et al., 2003, Moradi et al.,
2013). Zusétzlich wird ein geeignetes Versagenskriterium bendtigt. Neben
der Versagensbewertung mit Spannungsintensitatsfaktoren (Hu, 1995) hat
sich in jingster Zeit vor allem die Versagensbewertung mit dem gekoppelten
Kriterium der Finiten Bruchmechanik bewéhrt (Henninger u. Leguillon, 2007,
Weiflgraeber et al., 2014, Felger et al., 2019b), mit dem die Versagenslast
und die resultierende Rissliange erfolgreich abgeschéitzt werden kénnen (siehe
Abschnitt 2.6). Weiigraeber u. Becker (2013), und Stein et al. (2015, 2016)
haben das Versagen von Klebverbindungen unter Mixed-Mode-Belastung mit
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der Finiten Bruchmechanik untersucht. Wie von Hell et al. (2014) gezeigt, ist
dabei die Annahme gerechtfertigt, dass sich ein Riss typischerweise entlang
der Schichtgrenze zwischen Fiigepartner und Klebschicht ausbildet.

Einflussfaktoren auf die Festigkeit

Hinsichtlich Abmessungen und Materialeigenschaften wurden an Klebverbin-
dungen verschiedene Parameterstudien durchgefiihrt und deren Einfluss auf
das Versagensverhalten und die Versagenslast nédher untersucht (da Silva u.
Campilho, 2012, da Silva et al., 2011). So haben da Silva et al. (2008) anhand
von einschnittigen Uberlappungsfiigungen gezeigt, dass sich die ertragbare
Versagenslast einer Klebverbindung durch die Verwendung steiferer Fiige-
partner und einer zidheren Klebschicht erhéht. Hinsichtlich der Abmessungen
sind dickere Fiigepartner (Papini et al., 1994) wegen der hoheren Biegesteifig-
keit und ein lingerer Uberlappungsbereich (da Silva et al., 2004, Habenicht,
2009) wegen der gleichméfBigeren Lastiibertragung vorteilhaft. Eine Erhohung
der Klebschichtdicke fiihrt allerdings zu einer Verringerung der ertragbaren
Versagenslast. Dieser sogenannte Klebschichtdickeneffekt wurde bereits in
vielen wissenschaftlichen Arbeiten beschrieben (Gleich et al., 2001, da Silva
et al., 2006, Castagnetti et al., 2011, Moradi et al., 2013), konnte aber bisher
nur unzureichend erklirt werden. Wahrend Adams u. Peppiatt (1974) eine
erhohte Porositdt und das vermehrte Auftreten von Mikrodefekten in der
Klebschicht fiir den Dickeneffekt verantwortlich machten, sahen Crocombe
u. Adams (1981) und Gleich et al. (2001) die Ursache in einer erhohten
Flexibilitdt der Klebschicht. Letztere fithrt zu einer stdrkeren Variation der
Spannungen am Rand der Klebschicht in Dickenrichtung und damit zu einer
komplexeren Spannungsverteilung mit lokal hoheren Spannungskonzentratio-
nen am Ubergang zum Fiigepartner. Die hohen Spannungskonzentrationen im
Randbereich der Schichtgrenze zwischen Fiigepartner und Klebschicht stellen
grundsétzlich ein Problem fiir den praktischen Einsatz von Klebverbindungen
dar und machen diese versagensanfillig. Daher wurden in der Vergangenheit
verschiedene konstruktive Modifikationen vorgeschlagen, um die fiir die Span-
nungskonzentrationen verantwortliche Kerbwirkung zu reduzieren und einen
gleichméfigeren Lastiibergang zwischen Filigepartner und Klebschicht zu er-
moglichen. So tragen abgeschrigte und abgerundete Klebkehlen wesentlich
zum Abbau lokaler Spannungskonzentrationen bei (Adams u. Peppiatt, 1974,
Crocombe u. Adams, 1981, Adams u. Harris, 1987, Lang u. Mallick, 1998).
Auch die von Adams u. Harris (1987) an einschnittigen Uberlappungsfiigun-
gen untersuchte Abrundung der Ecken der Fiigepartner am Ubergang zur
Klebschicht tragt positiv zur Tragfahigkeit bei. Ebenso wurde der Einfluss
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von abgeschragten Filigepartnern auf die lokalen Spannungskonzentrationen
untersucht, die jedoch in der Herstellung aufwendiger sind (Kaye u. Heller,
2002, Belingardi et al., 2002, Vallée u. Keller, 2006, da Silva u. Adams, 2007).
Neben der Form von Klebschicht und Fiigepartnern kann auch durch geeigne-
te Modifikationen des Klebstoffmaterials die Festigkeit erhoht werden. Dabei
eignen sich Klebstoffkombinationen und gradierte Klebstoffe mit zum Rand
des Uberlappungsbereichs hin abnehmender Steifigkeit (Fitton u. Broughton,
2005, das Neves et al., 2009a,b, Stapleton et al., 2012, Stein, 2018).

Finite Bruchmechanik

Die in dieser Arbeit verwendete Finite Bruchmechanik kann sowohl analytisch
als auch numerisch zur Versagensanalyse von Klebverbindungen eingesetzt
werden. Die Anwendung erfolgt dabei auf die in Abschnitt 2.6 dargestellte
Weise. Aufgrund der schwachen Spannungssingularitidten an den Bimate-
rialiibergdngen zwischen der Klebschicht und den Filigepartnern tritt der in
Abschnitt 2.6 beschriebene Fall einer nicht monoton steigenden inkrementellen
Energiefreisetzungsrate auf, der die Auswertung des gekoppelten Kriteriums
erschwert. Wie Hell et al. (2014) zeigen, steigt die inkrementelle Energiefrei-
setzungsrate entlang des Risspfades zwischen Filigepartner und Klebschicht
bei kleinen Rissldngen zunéchst deutlich bis zu einem lokalen Maximum an,
um dann nach einem begrenzten Abfall weiter anzusteigen. Der Effekt der
nicht monoton verlaufenden inkrementellen Energiefreisetzungsrate ist auch
bei anderen Strukturen mit Bimaterialiibergingen erkennbar (Miiller et al.,
2006). Aufgrund der bereichsweise negativen Steigung der inkrementellen
Energiefreisetzungsrate werden diese Strukturen auch als negative Geometrien
bezeichnet (Jenq u. Shah, 1985, Planas u. Elices, 1991, Bazant et al., 1991).
Eine Berechnung der Energiefreisetzungsrate ist unter anderem durch die
Auswertung des virtuellen RissschlieBintegrals’ méglich, wie bei Carpinteri
et al. (2009) beschrieben oder anhand der differentiellen Energiefreisetzungs-
rate bei Rybicki et al. (1977). Dabei wird die fiir das Offnen eines Risses
erforderliche Energie ermittelt. Neben Klebverbindungen wird das virtuelle
RissschlieBintegral auch auf andere Strukturverbindungen (Rybicki et al.,
1977, O’Brien, 1982) und in verschiedenen Modifikationen (Buchholz, 1985,
Raju, 1987) vorteilhaft angewendet. Eine alternative Moglichkeit der Berech-
nung der inkrementellen Energiefreisetzungsrate besteht in der Auswertung
des J-Integrals, wie bei Hu et al. (1992) und Fraisse u. Schmit (1993) be-
schrieben, welches einem Konturintegral um die Rissspitze entspricht. Es

! Engl.: Virtual Crack Closure Technique (VCCT)
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eignet sich besonders fiir die elastisch-plastische Bruchmechanik, stimmt im
linear-elastischen Fall aber mit der Energiefreisetzungsrate iiberein.

Kohisivzonenmodellierung

Ein weiteres Verfahren, das zur Versagensbewertung von Klebverbindungen
verwendet werden kann, ist das Kohisivzonenmodell® (KZM). Dabei handelt
es sich um ein auf die Arbeiten von Barenblatt (1959) und Dugdale (1960)
zuriickgehendes Versagenskonzept, bei dem das Versagen einer Struktur ohne
Annahme einer Anfangsrisslange durch das Bruchgeschehen in einer vor der
Rissspitze liegenden Kohésivzone bewertet wird. In dem Bereich, der von
Dugdale als plastische Zone und von Barenblatt als Kohésivzone bezeichnet
wird, tritt Risswachstum unter meist inelastischem Verhalten auf. Fiir die Mo-
dellierung als elastisches Problem wird diese ldngliche Zone, wie in Abbildung
3.6a gezeigt, kiinstlich in eine fiktive Verlangerung des vorhandenen Risses der
Lénge d umgewandelt. Die resultierenden fiktiven Rissufer werden mit einer
FlieBspannung (Dugdale, 1960) bzw. Kohéasionsspannung ¢ (Barenblatt, 1959)
belastet und fithren eine Relativverschiebung § aus, die auch als Separation
bezeichnet wird. Der Zusammenhang zwischen Spannung und Separation ist
werkstoffabhéngig. Bei Dugdale ist das Materialverhalten in der plastischen
Zone elastisch-idealplastisch, sodass die wirkende Flielspannung unabhéan-
gig von der Separation iiber die gesamte Linge der Zone konstant ist. Bei
Barenblatt gibt es keinen konstanten Zusammenhang zwischen Spannung
und Separation. Stattdessen wird, wie in Abbildung 3.6b dargestellt, ein
exponentielles Kohésivgesetz verwendet. Das Kohésivgesetz ¢(d), das auch als
Spannungs-Separationsgesetz bezeichnet wird, kann je nach Anwendungsfall
in unterschiedlicher Form verwendet werden. So hat sich auch der Einsatz von
bilinearen und trapezférmigen Kohéasivgesetzen bewéhrt (vgl. 3.6¢ und 3.6d).
Das Kohésivgesetz héngt dabei, dhnlich wie das gekoppelte Spannungs- und
Energiekriterium, von der Bruchfestigkeit o., die das Versagen einleitet, und
der Bruchzéhigkeit oder spezifischen Separationsarbeit G., die dem Integral
der Spannungen iiber die Verschiebungen entspricht, ab. Nach Uberschreiten
der Bruchfestigkeit kommt es bei Erreichen einer kritischen Rissoffnung d.
zum Versagen in der Kohésivzone, wodurch der Riss weiter wéchst.

Ausgehend von den Modellen von Barenblatt (1959) und Dugdale (1960),
die symmetrische Risse in unendlich ausgedehnten isotropen Strukturen
analysierten, wurden Kohéasivzonenmodellierungen auf verschiedene andere
Struktursituationen angewendet (Hillerborg et al., 1976, Elices et al., 2002).

2 Engl.: Covesive Zone Model (CZM)
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(c) Bilineares Kohésivgesetz (d) Trapezférmiges Kohéasivgesetz

Abbildung 3.6: Darstellung des Kohésivzonenmodells mit den gingigsten Kohésivgeset-
zen

Klebverbindungen wurden intensiv in den Arbeiten von Campilho et al. (2012,
2013) und Neto et al. (2012) analysiert, die mit ihrer Koh&sivzonenmodel-
lierung verklebte Laminate auswerteten. Cornetti et al. (2012) betrachteten
ebenfalls Klebverbindungen und verglichen die Ergebnisse ihrer Kohésivzo-
nenmodellierung mit denen der Finiten Bruchmechanik. Die Ergebnisse der
Kohisivzonenmodellierungen zeigen dabei im Allgemeinen eine gute Uberein-
stimmung mit experimentellen Ergebnissen (Neto et al., 2012, Campilho et al.,
2013). Allerdings ist die Berechnung aufgrund der Nichtlinearitidt der Kohésiv-
zonenmodelle sehr aufwendig und daher meist nur numerisch sinnvoll méglich,
zum Beispiel mit der Finite-Elemente-Analyse. Dazu wird die Kohésivzone
durch eine diskrete Anzahl von Kohéasivzonenelementen ersetzt, die sich ent-
lang des potentiellen Risspfades erstrecken. Da, wie in Hell et al. (2014) gezeigt,
Risse in Klebverbindungen in der Regel entlang der Schichtgrenze zwischen
Figepartner und Klebschicht verlaufen, werden die Kohésivzonenelemente
dort verwendet. Bei der Implementierung im Finite-Elemente-Programm
werden grundsétzlich zwei Varianten unterschieden. Zum einen kénnen Kohé-
sivzonenelemente mit endlicher Héhe verwendet werden, die in die Klebschicht
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integriert sind. Zum anderen kénnen aber auch Kohésivzonenelemente mit
infinitesimaler Hohe verwendet werden, die zwischen der Klebschicht und
dem Fiigepartner angeordnet sind. Beim Kohésivgesetz sind in den meisten
Féllen das bilineare oder das trapezférmige Verhalten ausreichend und in
vielen Finite-Element-Programmen bereits hinterlegt (Alfano, 2006, Park u.
Paulino, 2013, Rosendahl et al., 2017, Cornetti et al., 2019). Einen guten
Uberblick iiber die Durchfiihrung von Kohésivzonenmodellierungen geben die
Arbeiten von Gross u. Seelig (2011), da Silva u. Campilho (2012) und Kuna
(2013).
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Kapitel 4

Neuer Ansatz der Klebschichtmodellierung

Die analytische Modellierung von Klebverbindungen erfolgt hdufig mit Hilfe
eines weak-interface-Ansatzes fir die Klebschicht. Dieser Ansatz liefert fiir
diinne Klebschichten noch gute Ergebnisse, stéfit aber mit zunehmender Kleb-
schichtdicke und damit zunehmender Komplexitdt der Verformungen an seine
Grenzen. Daher wird in diesem Kapitel eine Klebschichtmodellierung héherer
Ordnung vorgestellt, die eine genauere Erfassung des Verformungsverhaltens
in der Klebschicht ermdglicht. Basierend auf polynomialen Verschiebungs-
ansdatzen und unter Anwendung von Energieprinzipien wird ein Differen-
tialgleichungssystem hergeleitet, das eine effiziente und gleichzeitig genaue
Beschreibung des Klebschichtverhaltens ermoglicht. Es folgt eine detaillierte
Analyse der Spannungs- und Verformungszustinde in der Klebverbindung,
wobei die Ergebnisse des analytischen Modells mit denen einer numerischen
Referenzmodellierung verglichen werden. Die in diesem Kapitel vorgestellte
Modellierung und die vorgenommenen Auswertungen wurden in international
begutachteten Fachzeitschriften und Tagungsbanden verdffentlicht (Methfessel
u. Becker, 2021, 2022, 2025b).

4.1 Analytische Modellierung

In diesem Abschnitt werden zunéchst die grundlegenden Modellannahmen der
analytischen Modellierung behandelt und anschliefend wird die Modellierung
im Detail erldutert. Zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von
Klebverbindungen wird ein Differentialgleichungssystem hergeleitet und gelost.
Die Herleitung des Differentialgleichungssystems und die damit verbundenen
Berechnungen werden mit der Software Mathematica 11.3 durchgefiihrt. Die
Losung des Systems und weitere anschliefende Auswertungen werden mit der
Software Matlab R2021a vorgenommen.
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4.1.1 Grundlagen und Modellannahmen

In diesem Abschnitt werden die Modellannahmen beschrieben, die der in
dieser Arbeit vorgestellten Klebschichtmodellierung zugrunde liegen. Wie bei
den meisten anderen Berechnungsmodellen in Abschnitt 3.2 wird die Kleb-
verbindung auf eine zweidimensionale Struktur reduziert. Dies ist in guter
Néherung moglich, wenn die Klebverbindung nur in ihrer Ebene und nicht in
Tiefenrichtung belastet wird und sich die Geometrie in Tiefenrichtung nicht
dndert. In diesem Fall bietet sich die Verwendung eines ebenen Verzerrungs-
zustandes in Tiefenrichtung an. Die Modellierung erfolgt im Rahmen der in
Abschnitt 2.1 vorgestellten linearen Elastizitdtstheorie, sodass von kleinen
Verformungen und linear elastischem Materialverhalten ausgegangen wird.
Die Klebschicht wird dabei als defektfreie, homogene und isotrope Schicht be-
trachtet. Im Gegensatz zu herkdmmlichen weak-interface-Ansétzen, bei denen
die Verformungen der Klebschicht ausschliellich durch die Verschiebungen der
Figepartner ausgedriickt werden, erfolgt die Modellierung der Klebschicht in
dieser Arbeit durch Verschiebungsansétze hoherer Ordnung, bei denen neue,
explizit fur die Klebschicht geltende Verformungsfunktionen eingefithrt wer-
den. Die hier vorgestellten Verschiebungsanséitze ermoglichen eine genauere
Erfassung des Verformungsverhaltens in der Klebschicht und erlauben damit
auch die Darstellung von Spannungsvariationen iiber die Klebschichtdicke,
was mit den bestehenden weak-interface-Modellen nur eingeschrankt mog-
lich ist. Die steiferen Fligepartner werden mit der Schubdeformationstheorie
1. Ordnung modelliert. Dabei wird das in Abbildung 4.1 dargestellte und

Mll Qll | Q12

Nl‘l_é- © YU~ T, u l h:l -%12
o @ B R

21 * M22
21 22
Q’) Q

Abbildung 4.1: Darstellung des in dieser Arbeit verwendeten general sandwich-type-
Modells nach Bigwood u. Crocombe (1989) zur Modellierung des Uberlappungsbereichs
von Klebverbindungen. Die am Rand der Fiigepartner angreifenden Normalkrifte N,
Querkrifte @ und Biegemomente M sind entsprechend des Fligepartners und der Seite,
an der sie angreifen, mit hochgestellten Indizes versehen.
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in Abschnitt 3.2.2 beschriebene Konzept des general sandwich-type-Modells
verwendet, bei dem ausschlieflich der Uberlappungsbereich modelliert wird
und die Enden der Fiigepartner und die auf sie wirkenden dufleren Lasten und
Lagerreaktionen als Schnittkréfte und Schnittmomente an den Réndern des
Uberlappungsbereichs in die Fiigepartner eingeleitet werden. Die Berechnung
der Schnittgrofien erfolgt je nach Form der Klebefigung unterschiedlich, meist
durch einfache Gleichgewichtsbetrachtungen.

4.1.2 Modellierung der Klebverbindung

Aufbauend auf den vorgestellten Grundlagen und den getroffenen Annah-
men wird im Folgenden die in dieser Arbeit verwendete Modellierung von
Klebverbindungen detailliert beschrieben. Dabei werden ausgehend von Ver-
schiebungsansétzen fiir die Klebschicht und die Fiigepartner Grundgleichun-
gen zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Klebverbindungen
hergeleitet.

Fiigepartner

Oberer und unterer Fiigepartner werden in gleicher Weise modelliert, sodass
die folgenden Gleichungen mit dem Index (i) gekennzeichnet sind, der, wie
in Abbildung 4.1 dargestellt, im Fall des oberen Fiigepartners (1) und im
Fall des unteren Fiigepartners (2) ist. Zusétzlich werden fiir die Notation
der Grundgleichungen der Fiigepartner lokale x;, z;-Koordinatensysteme ein-
gefiihrt, deren Ursprung jeweils in der Mitte der Fiigepartner liegt. Die
Beziehungen der lokalen Koordinaten zum in Abbildung 4.1 dargestellten
globalen z, z-Koordinatensystem sind:

T =, (4.1)

G=z-— L (—1)". (4.2)

Unter der Annahme eines ebenen Verzerrungszustandes in Tiefenrichtung
kénnen die Verschiebungen v in y-Richtung vernachlissigt werden, sodass
nur noch die horizontalen und vertikalen Verschiebungen ™ und w® iibrig
bleiben. Um die Schubverformungen angemessen zu berticksichtigen, wird fiir
die Verschiebungen die Schubdeformationstheorie erster Ordnung verwendet
(sieche Abschnitt 2.2). Damit ergeben sich die Verschiebungen der Fiigepartner
zu

u (z,2) = ul? (2) + 2D (), (4.3)
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w (2, 2:) = w (x). (4.4)

Die Funktionen uéi) () und w((]i)(x) bezeichnen die Verschiebungen der Mittel-
ebenen der Fiigepartner und ¥ () die Verdrehung ihrer Querschnitte in der
z, z-Ebene. Im Folgenden werden die Funktionsargumente x und z aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit weggelassen. Nach der linearen Elastizitétstheorie
sind die Verzerrungen als

(©)
G _ ou 45
E(L‘l‘ 8.’1) ) ( N )
) () (©)
(4) _ ou ow (46)

Yoz 821 (9:13

definiert. Die anderen Verzerrungen eé@},ei@,yé@,ﬁi’ verschwinden aufgrund
des ebenen Verzerrungszustandes. Mit dem Verschiebungsansatz aus den

Gleichungen (4.3) und (4.4) ergeben sich die Verzerrungen zu:
e = ul + 29, (4.7)
7d = wg 9. (438)

Dabei bezeichnet (-)" die Ableitung nach der z-Koordinate. Aus den Ver-
zerrungen kénnen mit Hilfe des Konstitutivgesetzes die Spannungen in den
Fiigepartnern berechnet werden. Mit den Annahmen aus Abschnitt 4.1.1 ldsst
sich somit unter Beriicksichtigung des mechanischen und thermischen Ver-
haltens der Fiigepartner und unter Verwendung der reduzierten Steifigkeiten
Qi; nach Gleichung (2.20) das Konstitutivgesetz herleiten:

o) = Qua (8 — al)AT) — Quyaly) AT (4.9)
(i) () ()
_ B (el — af)AT) - BT TRNCNY
1 0 \Fez T Gaz 10,0 % Es
Ty Yyx xy Vyx
s = kGEYLD. (4.10)

Dabei entspricht x dem Schubkorrekturfaktor mit dem Wert % (Mittelstedt
u. Becker, 2016). Bei isotropen Fiigepartnern lasst sich das Konstitutivgesetz
beschreiben durch:

() EY @ _ _EY

_ _ )
o) = el - e AT (4.11)
EY ([ @Y @
—1_W<szz—(1+u )a AT |,
) = kG, (4.12)
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Klebschicht

Wahrend in den in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten weak-interface-Modellen die
Kinematik der Klebschicht stark vereinfacht wird und die Verformungen der
Klebschicht ausschliellich durch eine Linearkombination der Verformungen
der beiden Filigepartner ausgedriickt werden, entspricht die in dieser Arbeit
vorgestellte Klebschichtmodellierung eher einer Kontinuumsmodellierung,
bei der die Klebschicht als vollwertige eigenstdndige Schicht mit eigenem
Verformungsverhalten betrachtet wird. Dazu wird aufbauend auf dem in
Richtung der Klebschichtdicke linearen weak-interface-Ansatz von Ojalvo u.
Eidinoff (1978) ein polynomial erweiterter Verschiebungsansatz vorgestellt.
Die Erweiterung erfolgt durch zusétzlich eingefithrte Verschiebungsterme
hoéherer Ordnung F™ und févn), die Polynome héherer Ordnung beziiglich
der z-Koordinate enthalten. Der modifizierte Verschiebungsansatz fiir die
Verschiebungen u® und w® der Klebschicht lautet damit:

i (@) + 1% 1 @) - i)

u®(z,2) = 5 +z ; + F"(z,2), (4.13)
~(1) (2) ~(2) _ (@D
w(a)(ac,z) =Y (z )—;—w (@) —I—zw () ; o (z) —|—.7:§Vn)(a:,z). (4.14)

Die Verschiebungen ﬁ<1), ﬁ<2), ®® und ®»® entsprechen, wie in Abschnitt

3.2.2 beschrieben, den Verschiebungen der Fiigepartner ausgewertet am Uber-
gang zur Klebschicht. Sie ergeben sich somit aus den Verschiebungen der
Fiigepartner aus den Gleichungen (4.3) und (4.4) durch:

(1) _ uu)( ) ulP + 1¢<1>, (4.15)

oD = ( ) wiV, (4.16)

NOBENE) (Z h?) u® _ 2y (4.17)
2 2

H® = @ (Z2 _ _%) —w®. (4.18)

Um die Verbindung zwischen der Klebschicht und den Fiigepartnern herzu-
stellen und um Diskontinuitéten der Verschiebungen zu vermeiden, miissen
die folgenden Bedingungen gelten:

u® (z = —3) R —3) — o), (4.19)
2 2
u® (z = %) =a?, w® (z = %) =o®, (4.20)

53



Kapitel 4 Neuer Ansatz der Klebschichtmodellierung

Der lineare Ansatz von Ojalvo und Eidinoff erfiillt diese Bedingung be-
reits. Damit dies auch noch fiir den erweiterten Ansatz gilt, miissen die neu
eingefiihrten Verschiebungsterme héherer Ordnung F™ und FL an den
Grenzflachen zwischen Klebschicht und Fiigepartner verschwinden:

Fim (z = j:%) =0, (4.21)
Fim (z = j:%) =0, (4.22)

wodurch sie nur innerhalb der Klebschicht zu einer genaueren Abbildung des
Verformungsverhaltens beitragen. Der in den Verschiebungstermen héherer
Ordnung enthaltene hochgestellte Index n gibt die Polynomordnung an, mit
welcher der lineare Ansatz erweitert wird. Es gilt n = {2,3,4,...}, wobei
n = 2 eine quadratische Erweiterung, n = 3 eine kubische Erweiterung
und hoéhere n Erweiterungen mit entsprechend héheren Polynomanséitzen
darstellen. Ordnungen kleiner als n werden dabei stets mitberiicksichtigt. Fiir
die Verschiebungsterme héherer Ordnung ]_-l(ln) und ]-'V(V") gilt:

Fa zw 79, (1.23)
F (g, 2) = Zx(k> )F®(2). (4.24)

Dabei sind Xﬁk) und xff ) unbekannte, noch zu bestimmende Verformungsfunk-
tionen der Klebschicht beziiglich der z-Koordinate und f*) Polynomfunk-
tionen k-ter Ordnung in Dickenrichtung beziiglich der z-Koordinate, welche
die Bedingungen (4.21) und (4.22) an den Grenzflichen zwischen Klebschicht
und Figepartnern erfiillen miissen. Die unbekannten Verformungsfunktionen
x.(lk) und X\(,f ) entsprechen somit einer Skalierung der verschiedenen Verfor-
mungsmoden, die durch die Polynomfunktionen f (%) beschrieben werden. Fiir
die Polynomfunktionen wird folgende Darstellung gewéhlt:

F8(2) = (1 _ %f) 2, (4.25)

In Abbildung 4.2 ist die vorgenommene Erweiterung des Verschiebungsan-
satzes der Klebschicht am Beispiel der horizontalen Verschiebung grafisch
dargestellt. Dem linearen Verschiebungsansatz wird gemafl Gleichung (4.13)

der Verschiebungsterm ]:l(ln) hinzugefiigt, der sich, wie in Gleichung (4.23)
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Abbildung 4.2: Grafische Veranschaulichung des Verschiebungsansatzes der Klebschicht
am Beispiel der horizontalen Verschiebung w® . Links ist ein vergroflerter Ausschnitt der
Klebschicht mit dem linearen Verschiebungsansatz dargestellt. Dieser entspricht an der
Grenzfliche zum oberen Fiigepartner der Verschiebung @) und an der Grenzfliche zum
unteren Fiigepartner der Verschiebung @(?). Rechts davon sind die einzelnen Komponenten
der Verschiebungsterme hoherer Ordnung .7-1(]") dargestellt, die in Abhéngigkeit von der
gewédhlten Ordnung n in den Verschiebungsansatz der Klebschicht eingehen. Es ist zu

erkennen, dass die Verschiebungen der einzelnen Moden Xl(lk)f(k) an den Ubergingen zur
Klebschicht jeweils Null betragen.

beschrieben, aus der Uberlagerung verschiedener Verformungsmoden in Ab-
héngigkeit der Polynomfunktionen zusammensetzt. Werden beispielsweise
kubische Verschiebungsterme héherer Ordnung _7-'1(13) und ]-'5,3) fur die Kleb-
schichtmodellierung verwendet, so werden die quadratischen und kubischen
Verformungsmoden beriicksichtigt und es ergeben sich fiir das Verschiebungs-
feld in der Klebschicht die Gleichungen:
Oy B 0 @) i) 0D (a)
2 ¢ (4.26)

4 4
+x () (1 - ?2’2) +xP (@) (2 - §23> )

(1) ~(2) ~(2) _ M
o (g2 V@) £ 0P@) 0 (a) b a)

2 t (4.27)
+x(@) (1- %22) @ (= 2.

t2

Wie fiir die Fiigepartner wird auch fir die Klebschicht ein ebener Verzer-
rungszustand angenommen. Somit verschwinden die Verzerrungen ey , 7<%

und ’yﬁ) in der Klebschicht und es verbleiben nur noch die Verzerrungen

ou®

(a) _
€(E(E - )
ox

(4.28)
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(@) ou® Sw®
= +

A = S (4.29)
(a)
=2 (4.30)

Im Gegensatz zu den Fiigepartnern ist hier das Auftreten der Verzerrung
@ moglich. Die konstitutiven Gleichungen der Klebschicht ergeben sich aus
dem dreidimensionalen isotropen Hookeschen Gesetz, das durch den ebenen

Verzerrungszustand wie folgt vereinfacht wird:

Ozx (=) 1—v v v 0 (@) Eze — AT (@)
Oyy _ gl v 1—-v v 0 — aAT
Ozz o v v 1—v 0 €2p —aAT | 7’
Taz 0 0 0o 5 Yoz
(4.31)
mit E®* definiert als
(a)
E® = b (4.32)

(14+v®) (1 —20@)"

4.1.3 Herleitung des Differentialgleichungssystems

Aus den der Modellierung zugrundeliegenden Gleichungen ldsst sich mit Hilfe
von Energieprinzipien ein Differentialgleichungssystem herleiten, welches das
Verhalten der Klebverbindung beschreibt. Dazu wird zunéchst das Potential
fiir den Uberlappungsbereich aufgestellt und dann das Prinzip vom Minimum
des Gesamtpotentials angewendet.

Potential der Klebverbindung

Das Potential setzt sich aus dem inneren Potential II; und dem &ufleren
Potential II, zusammen:
II =11 + I1,. (4.33)

Das duflere Potential ergibt sich aus der Arbeit, die durch die auf die betrach-
tete Struktur wirkenden dufleren Lasten verrichtet wird. Bei Klebefiigungen
tritt die Belastung typischerweise an den Enden der Fiigepartner auf, weshalb
diese in die Formulierung des dufleren Potentials eingehen. Die Klebschicht
hingegen ist keinen direkten &ufleren Belastungen ausgesetzt. Das duflere
Potential berechnet sich daher aus dem Integral der Oberflachenkrafte ¢;
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und der Verschiebungen wu; iiber die Randflichen S; und S2 der beiden
Figepartner, auf die sie wirken:

M, = — / tMuVas, — / tPuPds,. (4.34)
S1 Sa

In dem auf den Uberlappungsbereich reduzierten general sandwich-type-
Modell wirken die Belastungen ausschlieflich bei x = :t% an den Réndern
des Uberlappungsbereichs auf die Fiigepartner. Das duflere Potential kann
daher auch geschrieben werden als

_1
m--le]| (4.35)
T==73
mit
L3 b
Q :/ jl tDuMpdzy +/ ; tPuPbdz,. (4.36)

=
Dabei ist b die Breite der Verbindung in y-Richtung. Nach Integration und

unter Verwendung der in Abbildung 4.1 dargestellten Schnittgrolen ergibt
sich fiir das duflere Potential:

11, :Nllugl) (w = —é) —N12u(<)1) ( = l) —|—N21 (2) (z —é)

_ N22ué2> (m = %) + anél) (x = ;) ) T = é)
(4.37)
+ QM (o= —5) ~Q@ul® (=5 ) + My (m )
2 2 2
M12w(1)( é)+M21¢(2)( _é)_me(Q)(x:é)'

Die Normalkréafte N verrichten duflere Arbeit iiber die Horizontalverschie-
bungen ug, die Querkrafte @ iiber die Vertikalverschiebungen woy und die
Biegemomente M tiber die Verdrehungen 1 der Querschnitte der Fiigepart-
ner. Das innere Potential entspricht der iiber das Volumen V integrierten
Forménderungsenergiedichte

1 a a
I; = 7/ oPeldvi + = / oDePavy + = / oMeBav,,  (4.38)
2 %1 Va Va

) ’LJ

bestehend aus drei Integralen fiir die beiden Fligepartner und die Klebschicht,
welche die jeweiligen Spannungen o;; und Verzerrungen &;; enthalten. Zerlegt
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man das Volumenintegral in die einzelnen Integrale iiber Lange, Hohe und
Breite, so erhilt man die Schreibweise

I = [ Pda, (4.39)

mit

hy 2 t
1 =z =z 2 ) (a
P = ib </ . ag)sgjl.)dm +/ . agf)sgf)dzz +/ Ugj)6§j>dz> . (4.40)
_h _hy _t

t
2 2

Da Spannungen und Verzerrungen von der y-Richtung unabhéngig sind,

fithrt die Integration dort zu einer einfachen Multiplikation mit der Breite b.

Fir die in dieser Arbeit konkret betrachtete Modellierung gilt fiir P unter
Verwendung der Konstitutivgesetze der Fiigepartner und der Klebschicht:

by
P= %/ Lo (62 = @ v)aVAT) + 7o bz
_h [
P
1 ha
3
L[ G2 - (v a® AT £ 20
o (4.41)
L
"F% /2 o'g(f;) (Egl) — a(a)AT) _ U;z)a(a)AT
t
¢l

+o@ (eg‘? - oz(a)AT) + Téz)'yg(c?} bdz.

Uber die kinematischen Gleichungen der Fiigepartner und der Klebschicht
héngt das innere Potential direkt von den zu bestimmenden Verformungs-
funktionen ab. Da es sich bei diesen allerdings um unbekannte Funktionen
beziiglich der z-Koordinate handelt, ist das Langenintegral fiir II; in Glei-
chung (4.39) nicht direkt losbar. Die Integration iiber y und z zur Berechnung
von P in Gleichung (4.40) ist jedoch leicht moglich. Die gesuchten Verfor-
mungsfunktionen lassen sich in einem Vektor ® zusammenfassen, der sich
aus den vektoriell zusammengefassten Verformungsfunktionen der beiden
Fiigepartner ¢*) und ¢® und der Klebschicht ¢® zusammensetzt:

& =[p1 ¢ ¢™]". (4.42)

Sowohl (,{)(1) als auch ¢<2) enthalten jeweils die horizontale und vertikale
Verschiebung der Mittelebene des Fiigepartners und die Querschnittsverdre-
hung:

oD = [u® Wl w<1>]T7 (4.43)

58



4.1 Analytische Modellierung

T
¢(2) — [u((f) w(g?) w@)} . (4.44)

Die Anzahl der unbekannten Verformungsfunktionen der Klebschicht hdngt
von der gewahlten Ordnung der Verschiebungsterme ]-',En) und }"EV") in den
Gleichungen (4.13) und (4.14) ab. Der Vektor der Verformungsfunktionen der
Klebschicht enthilt daher 2(n — 1) Eintrdge und ist gegeben durch

a n n T
@ = [x@ x@ & @ X )T (4.45)

Variation des Potentials

Zur Herleitung des Differentialgleichungssystems wird das Prinzip vom Mini-
mum des Gesamtpotentials verwendet, nach dem sich ein System dann in
einem stabilen Gleichgewicht befindet, wenn die potentielle Energie minimal
wird. Die Variation des Gesamtpotentials muss also verschwinden:

ST = 0. (4.46)

Mit den Formulierungen fiir das innere und duflere Potential aus den Glei-
chungen (4.39) und (4.35) sowie der Definition des Gesamtpotentials aus
Gleichung (2.39) ergibt sich fiir die Variation des Potentials:

ST = 6 (T1; + 11,

_5( —1 Pde= [QL:iJ (4.47)

L lop a sop op 00\ .1°*
-/ (a«x:‘m(a@/)>5q’d“’+Ka@/_a@)m’} ;
r=—73

L
2

Damit 6II aus Gleichung (4.47) im gesamten Definitionsbereich —4 <z <1
verschwindet, miissen sowohl das Integral als auch der Randterm einzeln zu
Null werden. Es gilt:

oP d (oP l l
- _ < - ir —-<g<- ,
9%  dr (a<1>'> 0 fir —g=swsg, (4.48)
oP 90 L L
BFY —87@—0 oder 6® =0 fir Zl’—iQ (449)

Gleichung (4.48) entspricht dem Differentialgleichungssystem, welches das me-
chanische Verhalten der Klebverbindung iiber die gesamte Uberlappungslinge
beschreibt. Die einzelnen Differentialgleichungen werden hiufig als Euler-
Lagrangesche Differentialgleichungen der Variationsrechnung (Komzsik, 2020)
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oder auch als Eulersche Differentialgleichungen (Mittelstedt, 2017) bezeichnet.
Die beiden Gleichungen in (4.49) gelten nur am Rand des Uberlappungsbe-
reichs und entsprechen den dynamischen und geometrischen Randbedingungen
des Systems.

Reduzierung der Ordnung

Das so hergeleitete Differentialgleichungssystem ist ein System zweiter Ord-
nung in der Form

A®"+B® +CP=d (4.50)

mit den Matrizen A, B und C (siche Anhang A). Der Vektor d auf der rechten
Seite tritt auf, wenn die Klebschicht Temperaturdnderungen ausgesetzt ist. In
dem Fall liegt ein inhomogenes Differentialgleichungssystem vor. Treten dage-
gen nur mechanische Belastungen auf, so ist das Differentialgleichungssystem
homogen und der Vektor d verschwindet. Zur Lésung dieses Differentialglei-
chungssystems ist es vorteilhaft, das System zweiter Ordnung aus Gleichung
(4.50) in ein System erster Ordnung umzuwandeln. Zur Reduzierung der
Ordnung wird ein neuer Vektor von Verformungsfunktionen ¥ eingefiihrt, der
die bisherigen Verformungsfunktionen ® und deren Ableitungen enthalt:

v=[® & . (4.51)
Unter Verwendung von ¥ ergibt sich das Differentialgleichungssystem zu
AV + B =d (4.52)

mit den neuen Matrizen A und B sowie dem Vektor d:

= 0 A = C B - |d
A= [I 0:| , B = |:0 I:| und d= |:0:| (4.53)
mit I als der Einheitsmatrix. Fiir die Randbedingungen gilt
(D Al¥=r+r, (4.54)

mit den Matrizen A und D und den Vektoren r und .. Der Vektor r enthélt
von auflen auf die Klebverbindung einwirkende mechanische Lasten in Form
der aufgebrachten Schnittgrofien NV, @ und M, wéhrend der Vektor r. die
Eintrage aus dufleren thermischen Beanspruchungen enthélt. Die Anzahl der
Differentialgleichungen und Randbedingungen und damit die Dimension der
Matrizen und Vektoren hingt von der Anzahl der Verformungsfunktionen ab,
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die durch die Ordnung des Verschiebungsansatzes in der Klebschicht bestimmt
wird. Fur den Fall eines kubischen Verschiebungsansatzes enthédlt der Anhang
A eine detaillierte Darstellung der konkreten Eintrage der Matrizen und Vek-
toren. Die Anzahl der Verformungsfunktionen der beiden F ﬁ%epartner betragt
immer sechs, bestehend aus den beiden Verschiebungen uél () und wé”(x),
der Verdrehung Q) (z) und den jeweiligen Ableitungen. In der Klebschicht ist
die Anzahl der Verformungsfunktionen variabel. Fiir die Modellierung eines
kubischen Verschiebungsansatzes in der Klebschicht werden acht zusétzliche
Verformungsfunktionen verwendet. Der Vektor ¥ setzt sich somit wie folgt
zusammen:
T=[u” w® @ Wl w® @ P K\ P

u(()l)/ w0 2 w(()Q)/ MONCOINCOINOY X\(};g),}T . (4.55)

4.1.4 Losung des Differentialgleichungssystems

Die Losung des Differentialgleichungssystems aus Gleichung (4.52) besteht aus
zwei Komponenten, einer homogenen Losung W), und einer partikuldren Lo-
sung ¥, die zusammen die Randbedingungen erfiillen miissen. Die Herleitung
und Berechnung der Losungen wird im Folgenden niher beschrieben.

Homogene Losung

Zur Bestimmung der homogenen Lésung wird das homogene Differentialglei-
chungssystem

AP}, + BY, =0 (4.56)

betrachtet. Die Losung des Systems mit exponentiellen Lésungsansitzen
fithrt auf ein sogenanntes Eigenwertproblem (Burg et al., 2013), bei dem das
Verhalten des homogenen Systems durch eine Kombination von Eigenwerten
und Eigenvektoren beschrieben wird. Dazu wird das Differentialgleichungssys-
tem durch Multiplikation mit der inversen Matrix von A in die vereinfachte
Form

Ui + AP, =0 (4.57)

umgeschrieben, mit A = A" B. Die zugehorigen Eigenwerte A werden aus
der Determinante

det (A—AI) =0 (4.58)
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berechnet, die auch als charakteristisches Polynom (Tsonis, 1992, Burg et al.,
2012) bezeichnet wird. Die Losung des charakteristischen Polynoms ist eine
Menge von reellen Eigenwerten, komplexen Eigenwerten und Nulleigenwerten,
die alle verschiedene Deformationsmoden der Klebverbindung beschreiben.
Die reellen Eigenwerte entsprechen Losungsanteilen, die je nach Vorzeichen an
den Réndern des Uberlappungsbereichs auf- oder abklingen. Die komplexen
Eigenwerte beschreiben oszillierende Losungsanteile und die Nulleigenwerte
Starrkérperbewegungen und Dehnungs- oder Biegemoden. Bei Verwendung
des kubischen Ansatzes fiir die Verschiebungen der Klebschicht aus den
Gleichungen (4.26) und (4.27) ergeben sich zwanzig Eigenwerte, von denen
im vorliegenden Fall sechs reell, acht komplex und sechs Null sind. Die
zugehorigen Eigenvektoren erhdlt man durch Losen der Gleichung

(A-X)v=0 (4.59)

fir jeden einzelnen Eigenwert. Jeder Eigenwert und sein zugehoriger Ei-
genvektor beschreiben einen Eigenmodus des Differentialgleichungssystems.

. . . . . i A .
Die resultierenden Losungsanteile haben die Form @XM’ und werden mit

einer noch zu bestimmenden Konstanten C' skaliert. Somit ergibt sich der
Loésungsanteil Wi aus einer Menge von ng reellen Eigenwerten mit

"R
NG
o =Y P (4.60)
Jj=1

Die komplexen Eigenwerte liegen als jeweils konjugiert komplexe Paare der
Menge nc vor. Fir die Eigenwerte und analog fiir die Eigenvektoren gilt
daher:

)\c - )\01 :l: i)\cz, (461)
Ve = Vc1 + 7;'ch. (462)

Die imaginédre Einheit ¢ kann durch geeignete Umformungen aus der komple-
xen Loésung eliminiert werden. Dazu werden die Exponentialterme zunéchst
mit der Eulerschen Formel

ePerERe)T _ A1 (¢og(Aopz) + i sin(Aea)) (4.63)

in trigonometrische Summen iiberfiihrt und anschlieend durch Aquivalenz-
umformungen

Re(iAcz) = —Tm(Ac2), (4.64)
Im(idce) = Re(Acz) (4.65)
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weiter umgewandelt. Fiir den Losungsanteil ¥y, der aus den komplexen
Eigenmoden resultiert, ergibt sich damit:

n

C
B = 300 e (o) con(422) ~Im (1) (1) | A4
j=1

. (4.66)
C
+ Z C’éj) {jm (vg)) cos (/\g;ac) + Re (vg)) sin()\g,‘,)x) } eA(CJI)

Jj=1

Wiéhrend mit Gleichung (4.59) fiir jeden reellen Eigenwert ein reeller Eigenvek-
tor und fir jeden komplexen Eigenwert ein komplexer Eigenvektor bestimmt
werden kann, lassen sich fiir die Nulleigenwerte in den meisten Féllen weniger
linear unabhéngige Eigenvektoren bestimmen als Nulleigenwerte vorhanden
sind. Die algebraische Vielfachheit ist also grofer als die geometrische Viel-
fachheit. Deshalb werden zusétzlich sogenannte Hauptvektoren hoherer Stufe
benoétigt. Die Berechnung eines Hauptvektors der Stufe m erfolgt durch

(A-X1)"v=0. (4.67)

Dies entspricht einer potenzierten Version der Gleichung (4.59). Der Losungs-
anteil ¥} der Nulleigenwerte ist:

ny m—
wi=Y c¥ Z Akl (4.68)
j=1 k=0

Fir die Hauptvektoren hoherer Ordnung ergibt sich der Losungsanteil aus
Linearkombinationen der Hauptvektoren, die von Potenzen mit Basis x abhén-
gen (Burg et al., 2013). Zusammen bilden die einzelnen Losungsanteile aus den
Gleichungen (4.60), (4.66) und (4.68) ein sogenanntes Fundamentalsystem,
dessen unbekannte Konstanten nachfolgend mit Hilfe der Randbedingungen
bestimmt werden.

Partikulidre Losung

Die Bestimmung der partikuldren Losung W, erfolgt iiber einen Ansatz vom
Typ der rechten Seite (Wirsching, 2006). Da der Vektor d des inhomogenen
Differentialgleichungssystems aus Gleichung (4.52) konstant ist und nicht von
x abhéngt, geniigt auch fir die partikulare Losung ein konstanter Ansatz.
Die Wahl des konstanten Ansatzes hat zur Folge, dass

T, =0 (4.69)
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gilt. Wird die partikuldre Losung in das Differentialgleichungssystem einge-
setzt, so vereinfacht sich dieses auf das lineare Gleichungssystem

BY, =d, (4.70)

das einfach nach der partikularen Losung ausgewertet werden kann.

4.1.5 Randbedingungen

Die ermittelte Losung der Verformungsfunktionen, bestehend aus homogener
und partikuldrer Losung

U=, + T, (4.71)

wird zur Bestimmung der noch unbekannten Konstanten Céj ), C’éj ), C’éj ) und
C’Igj) in die Randbedingungen (4.54) eingesetzt. Das sich daraus ergebende
lineare Gleichungssystem kann ohne grofien Aufwand gelost und die Konstan-
ten konnen auf einfache Weise bestimmt werden. Da der Vektor r, der die an
den Réandern der Fiigepartner angreifenden Schnittgréfien enthélt, lediglich
dynamische Randbedingungen beriicksichtigt, sind Starrkérperverschiebungen
der Klebverbindung nicht ausgeschlossen. Um diese zu vermeiden, werden
drei dynamische Randbedingungen durch geometrische Randbedingungen
ersetzt, sodass das general sandwich-type-Modell statisch bestimmt gelagert
ist. Die am general sandwich-type-Modell angebrachten Lagerungen stehen
dabei nicht im Widerspruch zur eigentlichen Lagerung der Klebefiigung,
die iiber die durch Gleichgewichtsbetrachtungen ermittelten Schnittgrofien
beriicksichtigt wird. Sie dienen lediglich dazu, Starrkérperverschiebungen
zu verhindern und es zu ermdglichen, den Verschiebungen absolute Werte
zuzuordnen. Im Gegensatz zu den Verschiebungen werden die Spannungen
und Verzerrungen im Uberlappungsbereich durch die Wahl der Lagerung
nicht beeinflusst. Die Lagerungen werden in Abhéngigkeit von der betrachte-
ten Struktursituation und der Belastung der Klebefiigung so gewéhlt, dass
moglichst symmetrische und leicht plausibilisierbare Verschiebungsverldufe
berechnet werden. Mogliche Lagerungen fiir das general sandwich-type-Modell
sind in Abbildung 4.3 dargestellt. In der konkreten Umsetzung bedeuten die
Lagerungen, dass die als Randbedingungen aufgebrachten drei Schnittgrofien
durch an der gleichen Stelle wirkende Verschiebungsrandbedingungen ersetzt
werden. So werden beispielsweise in der in Abbildung 4.3a dargestellten
Struktursituation einer Einspannung des unteren Fligepartners am rechten
Rand des Uberlappungsbereichs die mit den SchnittgréBen N22, Q*? und M??
assoziierten Randbedingungen nicht mehr verwendet und stattdessen die dort
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(1) _
=0
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Abbildung 4.3: Schematische Darstellung verschiedener Lagerungsarten fiir das general
sandwich-type-Model mit Angabe der jeweils gesperrten Verschiebungen und Verdrehun-
gen.

(2) (2)
0 0

gesperrten Verschiebungen v, und w,"~’ sowie die verhinderte Verdrehung
¥ des unteren Fiigepartners beriicksichtigt. Die weggelassenen dynamischen
Randbedingungen werden implizit durch das Variationsprinzip erfiillt, ohne
dass dies aktiv gefordert werden muss.

4.2 Numerische Modellierung

Neben der analytischen Modellierung wurde eine numerische Referenzmodellie-
rung mittels Finite-Elemente-Analyse (FEA) durchgefiihrt, deren Ergebnisse
in Abschnitt 4.3 mit den analytischen Ergebnissen verglichen werden. Fiir
die numerische Modellierung wurde die Finite-Elemente-Software ABAQUS
6.18-1 (2018) verwendet. Zur effizienten Umsetzung von Auswertungsschlei-
fen und Parametervariationen wurde die numerische Modellierung mittels
Python-Skripten realisiert, die iiber eine spezielle Schnittstelle die Modelle in
ABAQUS generieren. Wie auch bei der analytischen Modellierung wird der
general sandwich-type-Ansatz verwendet und die Struktur auf eine zweidimen-
sionale Betrachtung des Uberlappungsbereichs reduziert. Der Uberlappungs-
bereich wird als Rechteck modelliert, das durch zwei Partitionierungen in
die beiden Fiigepartner und die Klebschicht unterteilt wird, denen dann die
jeweiligen Materialeigenschaften zugewiesen werden. Die mechanischen Belas-
tungen werden durch die Schnittgréfien N, Q und M aufgebracht, die verteilt
an vier Referenzpunkten angreifen, die den Rédndern der Fiigepartner zugeord-
net sind. Die Referenzpunkte sind wiederum tiber Kopplungsbedingungen mit
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den an den jeweiligen Rédndern liegenden Knoten verbunden und leiten so die
Belastung in die Fligepartner ein. Fiir eine statisch bestimmte Lagerung wer-
den, wie bei der analytischen Modellierung in Abschnitt 4.1.5 beschrieben, drei
der Schnittgrofen durch entsprechende Verschiebungsbedingungen ersetzt,
die ebenfalls an den Referenzpunkten gelten. Thermische Belastungen werden
durch ein auf die gesamte Struktur einwirkendes Temperaturfeld aufgebracht,
das in Abhéngigkeit der unterschiedlichen thermischen Ausdehnungskoeffi-
zienten zu Verformungen der Fiigepartner und der Klebschicht fithrt. Die
Vernetzung erfolgt mit zweidimensionalen Kontinuumselementen® mit acht
Knoten unter Beriicksichtigung des ebenen Verzerrungszustandes. Der ge-
samte Uberlappungsbereich ist vernetzt, wobei Fiigepartner und Klebschicht
an ihren Grenzflichen gemeinsame Knoten besitzen, die eine Lastiibertra-
gung zwischen den Schichten erméglichen. Da in der Klebschicht und dort
insbesondere an den Réndern links und rechts des Uberlappungsbereichs
kritische Bereiche mit grofleren Spannungsgradienten auftreten, wird die
Vernetzung dort lokal verfeinert, wie in Abbildung 4.4 gezeigt. Zur Wahl der
Feinheit der Vernetzung wurden Konvergenzstudien durchgefiihrt, welche die
Unabhéngigkeit der Ergebnisse von der gewédhlten Vernetzung gewéhrleisten.
So hat das numerische Modell einer typischen in dieser Arbeit verwende-
ten Konfiguration mit den Abmessungen [ = b = 25mm, ¢ = 0,5 mm und
h1 = he = 2mm etwa 1300000 Freiheitsgrade, fiir deren Berechnung ein
normaler Arbeitsrechner® etwa 130 Sekunden benétigt. Im Vergleich dazu
liefert die analytische Berechnung der gleichen Konfiguration bereits nach 1,2
Sekunden die erforderlichen Spannungs- und Verschiebungslésungen.

Abbildung 4.4: Darstellung der in der Finite-Elemente-Modellierung verwendeten Ver-
netzung anhand der abgebildeten linken Halfte des general sandwich-type-Modells mit
vergroflertem Ausschnitt im Bereich der Klebschicht fiur eine Struktur mit den Abmessun-
gen ! =b=25mm, t = 0,5mm und h; = hy = 2mm.

3 In ABAQUS: Kontinuumselement vom Typ CEP8
4 Daten des Arbeitsrechners: Intel® Core™ i5-8600K Prozessor mit 6 Kernen & 3.60 GHz
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4.3 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden verschiedene Analysen mit dem in dieser Arbeit
eingefiihrten analytischen Modell durchgefiihrt und die erhaltenen Ergebnisse
dargestellt und diskutiert. Um die Vorteile des vorgestellten Modells hervorzu-
heben, wird zunéchst ein Vergleich mit den in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen,
etablierten analytischen Modellen von Goland u. Reissner (1944) und Ojalvo
u. Eidinoff (1978) fiir einschnittige Uberlappungsfiigungen durchgefiihrt. Ne-
ben einschnittigen Uberlappungsfiigungen lassen sich durch die Verwendung
des general sandwich-type-Konzepts (Bigwood u. Crocombe, 1989) aber auch
andere der in Abbildung 3.1 dargestellten Uberlappungsfiigungen untersuchen.
So werden fiir verschiedene Klebverbindungen die Spannungsverldufe infolge
mechanischer und thermischer Beanspruchung berechnet. Dariiber hinaus
wird der Einfluss wesentlicher Klebschichtparameter auf die resultierenden
Spannungsverlaufe untersucht, woraus sich konstruktive Optimierungsaus-
sagen ableiten lassen. Die Eignung des Modells wird dabei stets durch den
Vergleich mit numerischen Referenzergebnissen tiberprift. In Tabelle 4.1 sind
die in den Auswertungen verwendeten Klebstoffe und die isotropen Werkstoffe

Tabelle 4.1
Elastizitdtsmodul E, Querkontraktionszahl v und thermischer Ausdehnungskoeffizient «
der fiir die Klebschicht und die Fiigepartner verwendeten Materialien.

E in GPa v ain 107%/K
Beton® 30 0,2 10
Stahl 210 0,33 11,3
Aluminium 70 0,33 23,1
Tra-Bond F113P 2,46 0,4 55
Epo-Tek 301-2P 3,66 0,36 37
EC2216° 4 0,25 65
Epoxy 2,7 0,36 65

? Materialkennwerte von Albert (2022).
P Materialkennwerte von Cease et al. (2006).
¢ Materialkennwerte von Reedy Jr u. Guess (2002).

Tabelle 4.2

Materialkennwerte einer unidirektional faserverstarkten transversal isotropen CFK-
Einzelschicht aus T300 im lokalen Materialhauptachsensystem mit E33 = Foo, G13 = G132,
vi3 = vi2 und ass = ag2. Die weiteren Querkontraktionszahlen ergeben sich aus den
orthotropen Reziprozitidtsbeziehungen.

Einzelschicht i B2 G2 Gas V12 V23 a1l Q22
in GPa - in 1075/K
CFK (T300) 135 10 5 3,85 0,27 0,3 -0,6 30
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Tabelle 4.3
Geometrische Abmessungen geméfl Abbildung 4.5a fiir die in diesem Abschnitt verwendete
einschnittige Uberlappungsfiigung in mm.

1 h1 h2 t b lf
Standardkonfiguration 25 2 2 0,5 25 25

der Fiigepartner aufgefithrt. Die Kennwerte des als Fiigepartner verwendeten
orthotropen carbonfaserverstarkten Kunststoffs (CFK) sind in Tabelle 4.2
angegeben. Zur Nachvollziehbarkeit der Ergebnisse ist in Tabelle A.1 im
Anhang A eine Ubersicht der an den Enden des Uberlappungsbereichs angrei-
fenden Schnittgrofien fiir die nachfolgend untersuchten Struktursituationen
gegeben.

4.3.1 Modellvergleich anhand einschnittiger
Uberlappungsfiigungen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Auswertungen an einschnittigen
Uberlappungsfiigungen durchgefiihrt, welche die Stirken des vorgestellten
analytischen Modells und seine Vorteile gegeniiber bestehenden Modellen
aufzeigen. Dabei werden alle Auswertungen fiir die gleiche Struktursitua-
tion vorgenommen, die im Folgenden als Standardkonfiguration bezeichnet
wird. Die Standardkonfiguration ist in Abbildung 4.5a schematisch dargestellt
und wird mit einer dufleren Last von F' = 5kN belastet. Die Abmessungen
der Standardkonfiguration sind in Tabelle 4.3 angegeben. Abbildung 4.5b
zeigt die verschiedenen Pfade, entlang derer die nachfolgenden Auswertungen
vorgenommen wurden. Die Pfade H1, H2 und H3 entsprechen horizontalen
Auswertepfaden entlang der Mittellinie bzw. der oberen und unteren Schicht-
grenze, der Pfad V1 entspricht vertikalen Auswertepfaden zur Ermittlung von

H2
)1 Tra-Bond F113 ﬁ(_
7777 | h1
stan{ = — T — A~ P/E“_T,I;;m y
(a) Einschnittige Uberlappungsfiigung (b) Auswertepfade

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung der Standardkonfiguration in (a) mit detail-
lierter Darstellung der betrachteten Auswertepfade in (b).
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Ergebnissen in Dickenrichtung und bei P1 erfolgen punktuelle Auswertungen
an einer Stelle auf mittlerer Hohe in der Klebschicht bei z = 0 mm.

Abbildung 4.6 zeigt fiir die gegebene Klebverbindung die Spannungslésun-
gen von drei verschiedenen analytischen Modellen jeweils im Vergleich zu
numerischen Referenzlésungen. Die Auswertung erfolgt dabei im Uberlap-
pungsbereich entlang der horizontalen Mittellinie in der Klebschicht, die in
Abbildung 4.5b als Auswertepfad H1 eingezeichnet ist. In Abbildung 4.6a
werden die analytischen Losungen fiir die Schub- und Schélspannungen Tgﬁz)

I I
T 20 ——CR T
....... FEA
o] @
Ay Ay
= =
g 10 @) =
= .l =
5] 5]
a0 o0
2 E
g 0 g
g =}
) )
[N o
9] n
—10 | | | |
—-10 =5 0 5 10
Koordinate z in mm — Koordinate z in mm —
(a) Goland und Reissner (GR) (b) Ojalvo und Eidinoff (OE)
[
T 20
<
[al}
=
5 10
=]
o)
o0
Z o
= (Y2
< (a)
o0 T2z
»n
1oLl | | |

-10 -5 0 5 10

Koordinate z in mm —

(c) Vorgestelltes analytisches Modell mit Ver-
schiebungsansatz 3. Ordnung (AMS3)

Abbildung 4.6: Vergleich der Spannungslésungen verschiedener analytischer Modelle mit
numerischen Referenzergebnissen (FEA) fiir eine einschnittige Uberlappungsfiigung mit
der Standardkonfiguration aus Abbildung 4.5a und Tabelle 4.3. Die Auswertung erfolgt
entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad H1 in Abbildung
4.5b).
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und ¢ nach dem Modell von Goland u. Reissner (1944) berechnet und
mit Finite-Elemente-Losungen verglichen. Es ist zu erkennen, dass beide
Spannungskomponenten zum Rand des Uberlappungsbereichs hin deutliche
Spannungsspitzen aufweisen, die charakteristisch fiir einschnittige Uberlap-
pungsfiigungen sind und auf die unterschiedlichen Léngsdehnungen und
Verdrehungen der Fiigepartner zuriickzufiihren sind, aber auch durch die
Spannungssingularitdten an den Bimaterialkerben beeinflusst werden. Daher
sind die Schubspannungen in der Mitte des Uberlappungsbereichs beson-
ders gering und nehmen zum Rand hin zu. Die Schélspannungen weisen
ebenfalls hohe Spannungskonzentrationen zum Rand der Klebung hin auf
und zeigen zudem einen Vorzeichenwechsel entlang der x-Koordinate, sodass
sie im integralen Mittel iber die Lange der Klebschicht verschwinden. Ein
dhnlicher Effekt ist auch an Laminatréndern zu beobachten (Mittelstedt u.
Becker, 2016). Die Schubspannungen zeigen groBtenteils eine gute Uberein-
stimmung mit den Finite-Elemente-Ergebnissen. Deutliche Unterschiede sind
an den Enden des Uberlappungsbereichs zu erkennen, wo die analytischen
Schubspannungen zum Rand hin weiter ansteigen, wahrend die numerischen
Schubspannungen aufgrund der Bedingung spannungsfreier Rander verschwin-
den. Dieses Problem, auf das in Abschnitt 3.2.1 ndher eingegangen wurde,
ist typisch fiir weak-interface-Modelle. Die Schalspannungen weisen eben-
falls an den Réandern sichtbare Abweichungen auf und unterscheiden sich
auflerdem an den Stellen der lokalen Minima deutlich von der numerischen
Referenzlésung. Ahnlich verhalten sich die Spannungslésungen in Abbildung
4.6b, bei denen fiir die analytische Berechnung das Modell von Ojalvo u.
Eidinoff (1978) mit seinem im Vergleich zu Goland u. Reissner (1944) ho-
herwertigen weak-interface-Ansatz verwendet wird. Die Ubereinstimmung
mit den Finite-Elemente-Lésungen ist insbesondere bei den Schélspannungen
besser als bei Goland u. Reissner. Jedoch werden die Spannungen am Rand
des Uberlappungsbereichs ebenfalls nur unzureichend erfasst. In Abbildung
4.6¢ werden die Spannungen der in dieser Arbeit vorgestellten analytischen
Modellierung mit der Finite-Elemente-Lésung verglichen. Dazu wird fiir die
Klebschicht ein Verschiebungsansatz 3. Ordnung gewahlt, der konstante, linea-
re, quadratische und kubische Deformationsmoden iiber die Klebschichtdicke
berticksichtigt, wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben. Im Vergleich zu den Ergeb-
nissen von Goland u. Reissner (1944) und Ojalvo u. Eidinoff (1978) werden
die lokalen Spannungsspitzen im Randbereich deutlich besser erfasst und der
Spannungsabfall an den Réndern der Klebschicht kann gut abgebildet werden.
Neben den Schéal- und Schubspannungen werden auch die in den anderen
Modellen vernachléssigten Normalspannungen ol aufgetragen. Das Zusam-
menspiel des vorgestellten Ansatzes hoherer Ordnung fiir die Klebschicht
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mit den neu eingefithrten Verformungsfunktionen und der Beriicksichtigung
der Normalspannungen ermoglicht eine genauere Modellierung der Span-
nungszustinde, was sich erkennbar in einer besseren Ubereinstimmung der
analytischen Ergebnisse mit den Finite-Elemente-Ergebnissen zeigt.

Ein weiterer Vorteil der neuen analytischen Modellierung gegeniiber den
Modellen von Goland u. Reissner (1944) und Ojalvo u. Eidinoff (1978) ist,
dass das Differentialgleichungssystem verschiebungsbasiert und nicht span-
nungsbasiert formuliert und gelost wird. Dadurch lassen sich geometrische
Randbedingungen wesentlich einfacher formulieren und es ist moglich, Ver-
schiebungslésungen direkt aus dem Differentialgleichungssystem herzuleiten,
ohne dass eine aufwendigere Berechnung aus den Spannungslésungen erfor-
derlich ist. Da bei der Modellierung jedoch lediglich der Uberlappungsbereich
betrachtet wird, werden die Verschiebungen nicht in Abhéngigkeit von der
Lagerung der gesamten einschnittigen Uberlappungsfiigung (vgl. Abbildung
4.5a), sondern in Abhingigkeit von der Lagerung des Uberlappungsbereichs
(vgl. Abbildung 4.3) berechnet. Bei der in diesem Abschnitt untersuchten ein-
schnittigen Uberlappungsfiigung wird die Lagerung des Uberlappungsbereichs
durch eine am unteren Fiigepartner angreifende Fest-Los-Lagerung geméaf
Abbildung 4.3c realisiert. Entsprechend ergeben sich die in Abbildung 4.7
dargestellten Klebschichtverschiebungen «® und w® ausgewertet entlang
der horizontalen Klebschichtmittellinie (Auswertepfad H1 in Abbildung 4.5b).
Es ist zu erkennen, dass die horizontalen Verschiebungen u® zu den beiden
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Abbildung 4.7: Analytische und numerische Verschiebungsergebnisse fiir eine einschnit-
tige Uberlappungsfiigung mit der Standardkonfiguration, ausgewertet entlang der horizon-
talen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse
ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten analytischen Modells mit Verschiebungs-
ansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-Analyse (FEA).
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Kapitel 4 Neuer Ansatz der Klebschichtmodellierung

Réndern hin mit jeweils umgekehrtem Vorzeichen zunehmen. Dies entspricht
einer horizontalen Dehnung der Klebschicht, die sich aus dem Auseinander-
ziehen der Fiigepartner infolge der dufleren Zugkraft F' ergibt. Der Verlauf
der vertikalen Durchbiegung w® folgt im Wesentlichen aus der gegenldu-
figen Durchbiegung der Fiigepartner und wird ebenso wie die horizontale
Verschiebung mit ausreichender Genauigkeit approximiert.

Betrachtet man das Verhalten der Klebschicht in Dickenrichtung, so wird
die Notwendigkeit eines Ansatzes hoherer Ordnung besonders deutlich. In
Abbildung 4.8 sind die mit dem analytischen Modell mit Verschiebungs-
ansatz 3. Ordnung (AM3) ermittelten Spannungen fir die zuvor vorgestellte
einschnittige Uberlappungsfiigung entlang eines vertikal durch die Kleb-
schicht verlaufenden Pfades ausgewertet (Auswertepfad V1 in Abbildung
4.5b). Der Auswertepfad wird hier beispielhaft in den Bereich der in Ab-
bildung 4.6 festgestellten hohen randnahen Spannungskonzentrationen im
Abstand der eineinhalbfachen Klebschichtdicke vom linken Rand gelegt. Die
Finite-Elemente-Ergebnisse zeigen deutlich, dass die Spannungsverlédufe in
Dickenrichtung sehr komplex sind, sodass sie mit konstanten oder linearen
Anséitzen, wie sie bei Goland u. Reissner (1944) und Ojalvo u. Eidinoff (1978)
verwendet werden, nur sehr unzureichend abgebildet werden kénnen. Die hier
vorgestellte Modellierung mit einem Verschiebungsansatz 3. Ordnung appro-
ximiert die Spannungsverldufe dagegen durch die zusétzlichen quadratischen
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Abbildung 4.8: Auswertung der analytischen und numerischen Spannungsverlaufe fir
eine einschnittige Uberlappungsfiigung mit der Standardkonfiguration in Dickenrichtung
der Klebschicht entlang eines vertikalen Pfades (Auswertepfad V1 in Abbildung 4.5b)
im Abstand der eineinhalbfachen Klebschichtdicke vom linken Rand des Uberlappungs-
bereichs. Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten analytischen
Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-Analyse
(FEA).
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4.3 Ergebnisse

und kubischen Deformationsmoden mit zufriedenstellender Genauigkeit.

Komplexe Spannungsverldufe in Richtung der Klebschichtdicke treten beson-
ders bei Klebverbindungen mit dickeren Klebschichten auf, bei denen sich die
Klebschicht noch stérker eigenstdndig verformen kann. Der Einfluss der Kleb-
schichtdicke auf die Qualitdt der Ergebnisse der verschiedenen Modelle ist in
Abbildung 4.9 dargestellt. Dort werden die Schub- und Schéilspannungen nach
dem Modell von Ojalvo u. Eidinoff (1978) und der aktuellen Modellierung
fiir einschnittige Uberlappungsfiigungen der Standardkonfiguration mit unter-
schiedlichen Klebschichtdicken aufgetragen und mit numerischen Ergebnissen
verglichen. Die Auswertung der Spannungen erfolgt dabei in einem Punkt
lokaler Spannungsspitzen, der vertikal in halber Hohe der Klebschicht und
horizontal im Abstand der halben Klebschichtdicke vom linken Rand liegt
(Auswertepunkt P1 in Abbildung 4.5b).
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Abbildung 4.9: Vergleich der Schub- (a) und Schilspannungen (b) fiir eine einschnittige
Uberlappungsfiigung mit der Standardkonfiguration (Auswertepunkt P1 in Abbildung
4.5b). Die Auswertung der Spannungen erfolgt dabei in einem Punkt auf halber Héhe der
Klebschicht im Abstand der halben Klebschichtdicke vom linken Rand. Die Ergebnisse
ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten analytischen Modells mit Verschie-
bungsansatz 3. Ordnung (AMS3), des Modells von Ojalvo und Eidinoff (OE) und der
Finite-Elemente-Analyse (FEA).

Sowohl bei den Schubspannungen als auch bei den Schélspannungen ist zu
erkennen, dass die Spannungswerte mit zunehmender Klebschichtdicke abneh-
men. Es zeigt sich, dass die Ubereinstimmung der Spannungsergebnisse der
beiden analytischen Modelle mit der Finite-Elemente-Losung bei vergleichs-
weise diinnen Klebschichten sehr hoch ist. Mit zunehmender Klebschichtdicke
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Kapitel 4 Neuer Ansatz der Klebschichtmodellierung

treten jedoch grofiere Abweichungen der Ergebnisse der Modellierung nach
Ojalvo und Eidinoff von den numerischen Referenzergebnissen auf. So zeigt
die vorliegende Auswertung fiir die Schélspannungen in Abbildung 4.9a nur
bis zu einer Klebschichtdicke von ¢ = 0,5 mm und fiir die Schubspannungen
in Abbildung 4.9b nur bis zu einer Klebschichtdicke von ¢t = 0,25 mm eine
gute Ubereinstimmung. Die neue Modellierung mit dem Verschiebungsan-
satz 3. Ordnung zeigt dagegen auch bei dickeren Klebschichten noch eine
gute Ubereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen. Daraus folgt, dass
fir die Auswertung von Klebverbindungen mit dickeren Klebschichten ein
Modell hoherer Ordnung wie das in dieser Arbeit vorgestellte erforderlich
ist, das aufgrund der hoheren Ansatzordnung mit seinen zusétzlichen Ver-
formungsfunktionen das Verformungsverhalten in der Klebschicht genauer
abbildet.

Ein weiterer Vorteil des in dieser Arbeit vorgestellten Modells besteht darin,
dass die Ansatzordnung der Verschiebungen in der Klebschicht beliebig ge-
wahlt werden kann. Eine Erhohung der Ansatzordnung fithrt zwar zu einem
groferen Differentialgleichungssystem und damit zu einem hoéheren Rechen-
aufwand, ermoglicht aber auch eine genauere Erfassung des Verformungsver-
haltens in der Klebschicht, wodurch auch die Genauigkeit der Spannungs- und
Verschiebungsergebnisse verbessert werden kann. Wie bereits in Bezug auf die
Ergebnisse in Abbildung 4.6¢c gezeigt, ist fiir Auswertungen in der Mitte der
Klebschicht eine Modellierung mit einem Verschiebungsansatz 3. Ordnung
vollig ausreichend, um Ergebnisse mit sehr guter Genauigkeit zu erhalten.
Eine weitere Erhohung der Ansatzordnung lédsst hier keine wesentliche Ver-
besserung der Ergebnisse mehr erwarten und fithrt ausschliefllich zu einer
komplizierteren Modellierung. In der Ndhe der Spannungssingularitidten an
den Bimaterialkerben zwischen Klebschicht und Figepartnern, die fiir Versa-
gensbewertungen von besonderer Bedeutung sind, spielt die Ansatzordnung
dagegen eine groflere Rolle. Da die analytischen Modelle Spannungssingu-
laritdten nicht abbilden kénnen, treten dort groflere Abweichungen zu den
numerischen Ergebnissen auf. Aus diesem Grund erfolgt in Abbildung 4.10
eine Auswertung der Spannungen an der Schichtgrenze zwischen oberem Fii-
gepartner und Klebschicht (Auswertepfad H2 in Abbildung 4.5b), an der im
linken Bereich eine Spannungssingularitit vorliegt. In Abbildung 4.10a sind die
spater auch fiir eine Versagensanalyse relevanten Schub- und Schélspannungen
entlang der gesamten Schichtgrenze ausgewertet. Es ist erkennbar, dass die
Spannungen in ausreichendem Abstand von der Spannungssingularitit noch
relativ genau durch die analytische Modellierung mit dem Ansatz 3. Ordnung
abgebildet werden konnen. Zur Analyse der Vorgédnge in unmittelbarer Ndhe
der Spannungssingularitat ist in Abbildung 4.10b der linke, randnahe Bereich
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Abbildung 4.10: Darstellung der versagensrelevanten Spannungen an der Schichtgrenze
zwischen Klebschicht und Fiigepartner (Auswertepfad H2 in Abbildung 4.5b) fiir eine
einschnittige Uberlappungsfiigung mit der Standardkonfiguration in (a) und Vergleich
der vorgestellten analytischen Modellierung in Abhéingigkeit der verwendeten Ansatzord-
nungen in der Nahe der Spannungssingularitit in (b).

vergroflert dargestellt. Am Beispiel der Schélspannung wird hier der Einfluss
der Ansatzordnung auf die Qualitdt der analytischen Ergebnisse und damit
auf die Bestimmung der lokalen Spannungssingularitit gezeigt. Der Ansatz
1. Ordnung ist dabei vergleichbar mit dem von Ojalvo u. Eidinoff (1978)
verwendeten Ansatz fiir die Verschiebungen der Klebschicht. Es ist ersichtlich,
dass sich die Spannungsergebnisse mit zunehmender Ansatzordnung kontinu-
ierlich verbessern, jedoch auch bei Verwendung des Ansatzes 10. Ordnung
noch erkennbare Abweichungen zur Finite-Elemente-Losung auftreten. Da es
sich bei der Spannungssingularitidt jedoch um einen lokal begrenzten Effekt
handelt, ist auch der Bereich, in dem analytische und numerische Ergebnisse
stiarker voneinander abweichen, klein. Fiir die folgenden Auswertungen wird
daher der Einfachheit halber weiterhin die analytische Modellierung mit dem
Verschiebungsansatz 3. Ordnung verwendet.

4.3.2 Analyse unterschiedlicher Belastungssituationen

Waihrend bisher nur einschnittige Uberlappungsfiigungen der Standardkon-
figuration betrachtet wurden, wird in diesem Abschnitt die Eignung des
neuen analytischen Modells fiir verschiedene andere Klebefiigungen unter
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Abbildung 4.11: Vergleich der analytischen und numerischen Spannungsverlaufe ver-
schiedener Klebefiigungen entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Aus-
wertepfad H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des
vorgestellten analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der
Finite-Elemente-Analyse (FEA).
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mechanischer und thermischer Beanspruchung untersucht. Die Fiigungen
unterscheiden sich durch die Fiigekonfiguration, die Abmessungen und die
verwendeten Werkstoffe fiir Klebschicht und Fiigepartner. Die jeweiligen Ma-
terialkennwerte sind den Tabellen 4.1 und 4.2 zu entnehmen. In Abbildung
4.11a werden die Spannungen in einer Schélfiigung ausgewertet, bei der zwei
Fligepartner aus Stahl mit dem Klebstoff Tra-Bond F113 verbunden sind. Die
Fiigepartner werden an ihren nicht verklebten Enden mit der Kraft F' = 100N
auseinandergezogen. Dadurch erfahrt die Klebschicht eine starke Dehnung
in vertikaler z-Richtung, aus der insbesondere am lastangriffsseitigen Kleb-
schichtrand hohe Schélspannungen ai? resultieren. Die Querkontraktion der
Klebschicht erzeugt gleichzeitig auch Normalspannungen crg(;;) in Léngsrich-
tung der Klebschicht. Der symmetrische Aufbau der Verbindung bewirkt, dass
die Mitte der Klebschicht v6llig frei von Schubspannungen ist. Eine dhnliche
Dominanz der Schélspannungen ist auch in Abbildung 4.11b zu erkennen.
Die dort gezeigten Spannungsverldufe ergeben sich fiir eine T-Fiigung mit
Fiigepartnern aus Aluminium und Stahl, die mit dem Klebstoff Epo-Tek 301-2
verklebt sind. Wie in der entsprechenden schematischen Darstellung ersicht-
lich, wird der obere Fiigepartner mit einem Moment M = 5 Nm belastet,
wodurch dhnlich wie bei der Schélfiigung hohe vertikale Dehnungen und somit
grofle Schélspannungen in der Nahe der Lasteinleitung entstehen. Abbildung
4.11c zeigt die Spannungsverlaufe eines im Bauwesen haufig verwendeten
Verstarkungspflasters. Eine mit einer Zuglast von F' = 10 kN belastete Be-
tonstruktur wird mit einer Laminateinzelschicht aus CFK verstéarkt, deren
Fasern entlang der Klebverbindung in z-Richtung verlaufen. Das Spannungs-
feld wird in diesem Fall von den Schubspannungen dominiert, die aus den
unterschiedlichen horizontalen Dehnungen der beiden Fiigepartner resultieren.
Aus der symmetrischen Struktursituation ergeben sich dabei symmetrische
Spannungsverldufe. Die Schil- und Normalspannungen sind iiber die Kleb-
schichtldnge nahezu konstant und weisen nur an den Enden der Klebschicht
lokale Spannungsspitzen aufgrund der vorhandenen Bimaterialkerben auf.

In Abbildung 4.12 sind die Spannungsverlaufe fiir zwei Verstarkungspflaster
unter thermischer Belastung dargestellt. Die jeweilige Temperaturdnderung
wird mit konstantem Wert gleichméaflig iiber die gesamte Klebverbindung
aufgebracht. Bei dem Verstarkungspflaster aus Abbildung 4.12a handelt es
sich um eine Stahlstruktur, die durch den Klebstoff EC2216 mit einer Schicht
aus Aluminium verstérkt und einer Temperaturdnderung von AT = —100 K
ausgesetzt wird. Das Verstarkungspflaster aus Abbildung 4.12b entspricht der
bereits in Abbildung 4.11c untersuchten mit CFK verstérkten Betonstruktur,
die diesmal um eine Temperaturdnderung von AT = 20 K erwdrmt wird.
In den thermisch belasteten Verbindungen treten besonders hohe Normal-
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Abbildung 4.12: Vergleich analytischer und numerischer Spannungsverldufe von ther-
misch beanspruchten Verstarkungspflastern. Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwen-
dung des vorgestellten analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3)
und der Finite-Elemente-Analyse (FEA).

spannungen og(f;) auf, die aus der temperaturbedingten Lingsdehnung der

Fiigepartner resultieren. Sind die thermischen Ausdehnungskoeffizienten von
oberem und unterem Fiigepartner unterschiedlich, fithrt die unterschiedlich
starke Ausdehnung bei Temperaturdnderung zuséatzlich zu Schubspannungen,
die zu den Réandern hin kontinuierlich zunehmen.

Grundsétzlich zeigen die analytischen und numerischen Ergebnisse sowohl fiir
die vorgestellten mechanisch als auch fiir die thermisch beanspruchten Kleb-
verbindungen eine hohe Ubereinstimmung. Dariiber hinaus werden die in der
numerischen Referenzlosung auftretenden spannungsfreien Randbedingungen
durch die analytische Modellierung zufriedenstellend angenéhert.

4.3.3 Parameterstudien

Im Folgenden werden einige Parameterstudien durchgefithrt, um den Einfluss
des Klebstoffmaterials und der Abmessungen der Klebverbindung auf die
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Spannungsverlaufe in der Klebschicht zu bewerten. Dabei wird fiir alle Auswer-
tungen die einschnittige Uberlappungsfiigung der Standardkonfiguration aus
Abschnitt 4.3.1 verwendet, bei der jeweils nur einzelne Parameter variiert wer-
den. Die Spannungsverldufe wurden entlang der horizontalen Mittellinie des
Uberlappungsbereichs ausgewertet (Auswertepfad H1 in Abbildung 4.5b).

Einfluss der Geometrie

In Abbildung 4.13 wird der Einfluss der Uberlappungslinge [ auf die Span-
nungsverteilung untersucht. Ausgehend von der Standardkonfiguration wird
dazu die Uberlappungslidnge in Abbildung 4.13a auf I = 50 mm erhéht und
in Abbildung 4.13b auf [ = 12,5 mm verringert. Um die Unterschiede in den
Spannungswerten besser hervorzuheben, ist die Skalierung der vertikalen
Achse in beiden Abbildungen gleich. Es wird deutlich, dass die Spannungen in
der Verbindung mit lingerem Uberlappungsbereich deutlich niedriger sind, als
in der Verbindung mit kiirzerem Uberlappungsbereich. Ein langerer Uberlap-
pungsbereich ist daher vorteilhaft, da die Lastiibertragung tiber eine groflere
Fléche verteilt erfolgen kann und die Klebverbindung somit héhere Lasten
ertragen kann. Die Spannungsspitzen an den Réndern sind allerdings auch
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Abbildung 4.13: Analytische und numerische Spannungsergebnisse fiir einschnittige
Uberlappungsfiigungen mit der Standardkonfiguration fiir verschiedene Uberlappungs-
lingen, ausgewertet entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad
H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten
analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-
Analyse (FEA).
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Abbildung 4.14: Analytische und numerische Spannungsergebnisse fiir einschnittige
Uberlappungsfiigungen mit der Standardkonfiguration fiir verschiedene Klebschichtdi-
cken, ausgewertet entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad
H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten
analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-
Analyse (FEA).

bei einem langen Uberlappungsbereich verhiltnisméBig stark ausgeprigt. Der
Einfluss der Klebschichtdicke auf die Spannungsverldufe ist in Abbildung 4.14
jeweils fiir die verschiedenen Spannungskomponenten getrennt dargestellt. Die
Klebschichtdicken der betrachteten Strukturen reichen von ¢t = 0,125 mm bis
t = 1mm. Dies entspricht 1/16 bzw. 1/2 der Fiigepartnerdicke. Die gewéhlten
Konfigurationen decken somit einen Bereich von sehr diinnen bis zu eher
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4.3 Ergebnisse

dicken Klebschichten ab. Bei den Schubspannungen in Abbildung 4.14a ist
zu erkennen, dass mit zunehmender Klebschichtdicke die Spannungsspitzen
am Rand des Uberlappungsbereichs abnehmen und die Lage ihres Extrem-
wertes sich leicht vom Rand der Klebschicht entfernt. Auch bei den Schal-
und Normalspannungen fiihrt eine Erhéhung der Klebschichtdicke zu einer
Abschwichung der Spannungsspitzen am Rand. Auflerdem sind die fiir beide
Spannungen charakteristischen lokalen Minima, die etwas weiter vom Rand
entfernt auftreten, betraglich deutlich kleiner und weniger stark ausgepragt.
Die Lage der beiden Extremwerte verschiebt sich mit zunehmender Kleb-
schichtdicke, bei den lokalen Minima sogar sehr deutlich, vom Klebschichtrand
in Richtung der Mitte. In der Mitte des Uberlappungsbereichs ist der Ein-
fluss der Klebschichtdicke auf die Schéil- und Normalspannungen hier kaum
erkennbar und die Verldufe liegen nahe beieinander. Grundsétzlich ldsst sich
festhalten, dass die Zunahme der Klebschichtdicke mit einer gleichméBigeren
Verteilung der Spannungen in der Klebschicht und einer Abschwéchung der
lokalen Spannungsspitzen einhergeht. Diese Beobachtung legt den Schluss
nahe, dass hinsichtlich der Festigkeit dicke Klebschichten vorzuziehen sind.
Dies steht jedoch im Widerspruch zu dem in der Praxis auftretenden Kleb-
schichtdickeneffekt, der in Abschnitt 3.3.2 thematisiert wurde und der besagt,
dass die Festigkeit einer Klebverbindung mit zunehmender Klebschichtdicke
abnimmt. Der Zusammenhang zwischen der Klebschichtdicke und der Fes-
tigkeit von Klebverbindungen wird in Kapitel 5 anhand der in dieser Arbeit
vorgestellten Modellierung genauer analysiert.

Einfluss des Klebstoffmaterials

Bei der praktischen Anwendung von Klebverbindungen kommt der geeigneten
Wahl des Klebstoffes eine zentrale Bedeutung zu. Im Folgenden wird daher
der Einfluss der Steifigkeit des Klebstoffs auf die Spannungsverteilung in der
Klebschicht analysiert. Zu diesem Zweck werden Auswertungen durchgefiihrt,
bei denen der Elastizitdtsmodul der Klebschicht zwischen E® = 0,5 GPa
und E® = 4 GPa variiert wird. Die Querkontraktionszahl bleibt dabei
unverdndert gleich. Die Spannungsergebnisse sind in Abbildung 4.15 getrennt
fir die verschiedenen Spannungskomponenten dargestellt. Eine Verringerung
des Elastizitédtsmoduls E® fiihrt zu einer gleichméfligeren Verteilung der
Spannungen im Uberlappungsbereich, wodurch auch die Spannungsspitzen
am Rand reduziert werden. Diese Effekte sind in dhnlicher Weise auch in
Abbildung 4.14 durch eine Erhéhung der Klebschichtdicke zu beobachten.
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Kapitel 4 Neuer Ansatz der Klebschichtmodellierung
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Abbildung 4.15: Analytische und numerische Spannungsergebnisse fir einschnittige
Uberlappungsfiigungen mit der Standardkonfiguration fiir verschiedene Klebstoffsteifig-
keiten, ausgewertet entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad
H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten
analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-

Analyse (FEA).
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Kapitel 5

Versagensanalyse von Klebverbindungen

Aufbauend auf der im wvorigen Kapitel vorgestellten Modellierung zu der
Spannungs- und Verformungsanalyse von Klebverbindungen werden in die-
sem Kapitel Versagensbewertungen an einschnittigen Uberlappungsfiigungen
durchgefiihrt. Die Spannungssingularititen an den Schichtgrenzen zwischen
Klebschicht und Figepartner begiinstigen die lokale Entstehung von Rissen,
welche zum Versagen der gesamten Klebverbindung fiihrt. Dieser Versagensfall
wird im Folgenden sowohl analytisch als auch numerisch mit Hilfe der Finiten
Bruchmechanik untersucht. Zur Uberpriifung der Ergebnisse wird zusdtzlich
eine numerische Kohdsivzonenmodellierung durchgefihrt. Fir die Anwen-
dung der Finiten Bruchmechanik wird ein geeignetes Optimierungsverfahren
zur Bestimmung der kritischen Belastung und der initialen Rissldnge unter
Beriicksichtigung des nicht monoton ansteigenden Verlaufs der Energiefrei-
setzungsrate vorgestellt. Die Modellierung wird anschlieffend auf verschiedene
einschnittige Uberlappungsfiigungen angewendet, wobei die Resultate mit ex-
perimentellen Ergebnissen verglichen und der Einfluss der Geometrie und des
Klebstoffmaterials auf die Versagenslast untersucht werden. Teile der numeri-
schen Auswertungen und Ergebnisse wurden im Rahmen der Masterarbeit von
Mesbah (2023) erarbeitet. Diese und weitere zentrale Inhalte dieses Kapitels
wurden in international begutachteten Fachzeitschriften und Tagungsbinden
verdffentlicht (Methfessel u. Becker, 2023a, Methfessel et al., 2024).

5.1 Einfiihrung

Bei der in diesem Kapitel durchgefiihrten Versagensanalyse wird das sprode
Versagen von symmetrischen, einschnittigen Uberlappungsfiigungen unter-
sucht. Es wird davon ausgegangen, dass das Versagen der Klebverbindung
durch Rissbildung verursacht wird. Ab einer kritischen Belastung kommt es,
wie in Abbildung 5.1 zu sehen, an einer der Bimaterialkerben am Rand des
Uberlappungsbereichs zur Initiierung eines Risses entlang der Schichtgrenze
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung einer einschnittigen Uberlappungsfiigung mit
eingezeichnetem Riss, der sich ausgehend vom Punkt der Bimaterialkerbe entlang der
Schichtgrenze zwischen Klebstoff und oberem Fiigepartner ausbildet.

zwischen Fiigepartner und Klebschicht (Hell et al., 2014). Von dort aus wéchst
der Riss weiter, bis die Schadigung so grof} ist, dass der Fiigepartner vollstan-
dig abreifit. Die sich einstellende Risséffnung ist bei einschnittigen Uberlap-
pungsfiigungen unter ausschliefSlich ebener Zugbelastung in der z, z-Ebene
unabhéngig von der Tiefenrichtung und wird ausschliefilich durch die Riss-
o6ffnungsmoden I und II bestimmt. Unter Beriicksichtigung dessen wird im
Folgenden auf die Versagensbewertung mit dem gekoppelten Spannungs- und
Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik in Abschnitt 5.2 und mit der
Kohésivzonenmodellierung in Abschnitt 5.3 eingegangen und die Ergebnisse
werden in Abschnitt 5.4 prasentiert. Fiir die Auswertung mit der Finiten
Bruchmechanik ist aufgrund der Bestimmung der Energiefreisetzungsrate
die Berechnung von Konfigurationen mit und ohne Riss erforderlich. Die
Modellierung eines Risses erfolgt dabei durch eine modifizierte Form der in
Abschnitt 4.1 beschriebenen analytischen Modellierung, bei der Klebschicht
und Fiigepartner voneinander getrennt sind und eine realitdtsnahe Ermittlung
der Rissoffnung moglich ist.

5.2 Versagensanalyse mittels Finiter Bruchmechanik

Zunéchst wird die Versagensanalyse mit dem gekoppelten Spannungs- und
Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik durchgefiihrt. Die in dieser Ar-
beit gewéahlten Kriterien werden im Folgenden ndher vorgestellt. Zur Auswer-
tung des Spannung;skriteriums werden neben den Festigkeiten o und 7. auch
die Spannungen UZ? und ngi) an der Schichtgrenze zwischen Fiigepartner und
Klebschicht der ungerissenen Klebverbindung benétigt. Bei der numerischen
Auswertung konnen diese direkt aus der Finite-Elemente-Losung ermittelt
werden. Die Berechnung der analytischen Spannungsergebnisse erfolgt mit der
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5.2 Versagensanalyse mittels Finiter Bruchmechanik

in Abschnitt 4.1 beschriebenen Modellierung. Fir das Spannungskriterium
eignen sich verschiedene Festigkeitskriterien, wie in Abschnitt 2.4 beschrieben.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde das elliptische Interaktionsgesetz verwendet,
welches einem verallgemeinerten Mohr-Coulomb-Gesetz in der Form

(a) \"™ (a) \"
(U“) + (7—“) >1 (5‘1)
Oc Tc

mit dem Exponenten n = 2 entspricht und sich bei der Anwendung auf Kleb-
verbindungen unter Mixed-Mode-Belastung bewéhrt hat (Garcia u. Leguillon,
2012, Tran et al., 2012). Beim Energiekriterium erfolgt die Versagensbewer-
tung in Abhéngigkeit von der inkrementellen Energiefreisetzungsrate und
der materialspezifischen Bruchzihigkeit. Als Energiekriterium wurde hier ein
Kriterium nach Griffith (1921) in der Form

gg >1 mit G=G+Gn (5.2)

verwendet. Da es in diesem Abschnitt in erster Linie darum geht, die Methodik
der Versagensbewertung zu demonstrieren und nicht darum, verschiedene Teil-
kriterien zu bewerten, wurde ein relativ einfaches Energiekriterium verwendet,
das zwar die beiden relevanten Versagensmoden beriicksichtigt, aber hinsicht-
lich ihrer Beteiligung am Versagen keine Unterscheidung trifft. Ein Uberblick
iiber die géngigsten Teilkriterien findet sich bei Doitrand et al. (2023). Fiir die
Auswertung des Energiekriteriums wird die inkrementelle Energiefreisetzungs-
rate G ben6tigt, deren Berechnung in Abschnitt 5.2.1 néher beschrieben wird.
Da die inkrementelle Energiefreisetzungsrate von der Rissldnge abhingt, ist es
fiir ihre Bestimmung erforderlich, verschiedene gerissene Konfigurationen mit
Rissen unterschiedlicher Lange zu betrachten. Die Modellierung der gerissenen
Konfigurationen ist in Abschnitt 5.2.2 fir die analytische und numerische
Betrachtung beschrieben. Da sowohl die kritische Belastung als auch die
initiale Rissldnge der jeweils betrachteten Klebverbindung unbekannt sind
und der Verlauf der inkrementellen Energiefreisetzungsrate nicht monoton ist,
ist eine iterative Auswertung des gekoppelten Kriteriums erforderlich. Der
hierfiir entwickelte Optimierungsalgorithmus ist in Abschnitt 5.2.3 detailliert
beschrieben.

5.2.1 Berechnung der Energiefreisetzungsrate

Wie in Abschnitt 3.3.2 beschrieben, gibt es verschiedene Methoden zur Be-
rechnung der inkrementellen Energiefreisetzungsrate. In dieser Arbeit wird
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die inkrementelle Energiefreisetzungsrate mit Hilfe des virtuellen Rissschlief3-
integrals berechnet, mit dem die Arbeit bestimmt werden kann, die erforderlich
ist, um einen virtuellen Riss durch Belastung seiner Rissflachen quasistatisch
zu schlieen. Es handelt sich also um ein lokales Verfahren, bei dem nur
der Bereich um den Riss betrachtet wird. Die Auswertung des virtuellen
Rissschlieintegrals kann fiir beide Versagensmoden getrennt erfolgen. Dabei
werden entlang des Risspfades die Spannungen der ungerissenen Struktur mit
den Differenzen der oberen (o.) und unteren (u.) Rissflankenverschiebungen
der gerissenen Struktur multipliziert und iiber die Rissfliche bzw. Rissldnge
integriert. Die Energiefreisetzungsraten der beiden relevanten Riss6ffnungs-
moden ergeben sich aus

G = TlAa/O aozz(s) (w(o‘)(s)w(“')(s)> bds, (5.3)

Aa
G =5 /0 Toa(s) (u(o‘)(s) _ u(u‘)(s)) bds (5.4)
mit der Breite b und der Risslinge Aa. Fiir die numerische Auswertung
entlang eines diskretisierten Risspfades kann im Fall geometrischer Linearitét
eine vereinfachte Form des virtuellen RissschlieSintegrals verwendet werden,
bei der die Integrale in Summen tiberfithrt werden (Rybicki u. Kanninen,
1977, Krueger, 2004, Carrere et al., 2015). Dazu werden die Knotenkréfte p,
und p, mit den entsprechenden Knotenverschiebungen multipliziert und fiir
die Knoten entlang des Risspfades aufsummiert:

N

5 1 (o)) (u.)

gI == m kzpzk (wk — ’U}k s (55)
=1

N

= 1 (o) (w)

gII = m kngck (uk — uk . (56)
=1

Qualitativ ergeben sich so die in Abbildung 5.2 dargestellten Verldufe fiir
die inkrementellen Energiefreisetzungsraten Gr und Gip der Riss6ffnungsmo-
den I und II sowie die inkrementelle Gesamtenergiefreisetzungsrate G, die
jeweils vom Koordinatenursprung ausgehen. Fiir verhaltnisméfig kleine Risse
dominiert der Einfluss der Energiefreisetzungsrate von Modus I, der deutlich
iiber der Energiefreisetzungsrate von Modus II liegt. Nach Erreichen eines
lokalen Maximums féllt die Kurve dann wieder ab und der Einfluss des Riss-
O6ffnungsmodus II wird mit zunehmender Risslédnge stédrker. Die inkrementelle
Gesamtenergiefreisetzungsrate zeigt somit einen nicht monoton ansteigenden
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QI

éII

Aa

Abbildung 5.2: Qualitative Darstellung der Komponenten der inkrementellen Ener-
giefreisetzungsrate an einschnittigen Uberlappungsfiigungen in Abhéngigkeit von der
Rissldnge Aa.

Verlauf, wodurch wie in Abschnitt 2.6 beschrieben die Auswertung des gekop-
pelten Kriteriums aufwendiger wird. Eine weitere hiufig angewandte Methode
zur Berechnung der Energiefreisetzungsrate ist die Bestimmung der Differenz
der Gesamtenergie der Klebverbindung vor und nach der Entstehung eines
Risses finiter Lédnge. Die Subtraktion grofler sich wenig unterscheidener Zahlen
bei der Bestimmung der Potentialdifferenz fiir die gesamte Klebverbindung
kann jedoch zu einer Verringerung der Genauigkeit der ermittelten Energie-
freisetzungsrate fiihren. Ein anderes bewéhrtes Verfahren, das insbesondere
bei analytischen Auswertungen vielfach verwendet wird, basiert auf einer stark
vereinfachten Form des J-Integrals. Dabei wird angenommen, dass sich die
Lange des Uberlappungsbereiches der Klebverbindung infolge der Entstehung
eines Risses um die Rissldnge verringert (Hu, 1995). Fiir elastisches Material-
verhalten kann so ein Ausdruck fiir die Energiefreisetzungsraten hergeleitet
werden, der ausschlieSlich von den Spannungen am Rand des Uberlappungs-
bereichs abhingt (Hu et al., 1992, Krenk, 1992, Fraisse u. Schmit, 1993),
sodass eine Berechnung der Rissflankenverschiebungen nicht erforderlich ist.
Der Nachteil ist jedoch, dass die so berechneten Energiefreisetzungsraten bei
verschwindender Rissldnge nicht gegen Null gehen (Weifigraeber, 2014).

5.2.2 Modellierung der gerissenen Struktur

Die Modellierung von Rissen in Klebverbindungen wird im Folgenden zu-
néchst fiir die analytische und anschlieflend fiir die numerische Umsetzung
beschrieben. Bei der bisherigen analytischen Modellierung der ungerisse-
nen Klebverbindung wird die Verbindung zwischen der Klebschicht und den
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Figepartnern durch den Verschiebungsansatz der Klebschicht geméfl den
Gleichungen (4.13) und (4.14) realisiert. Sie enthalten die Verschiebungen
@ (z) und @ (z), die den Verschiebungen des oberen und unteren Fiige-
partners entsprechen, ausgewertet an der Schichtgrenze zur Klebschicht. Die
so erzeugte Kopplung der Verschiebungen erméglicht eine Lastiibertragung
zwischen den verschiedenen Schichten. Tritt nun, wie in Abbildung 5.3 zu
sehen, vom Rand ausgehend ein Riss zwischen Fiigepartner und Klebschicht
mit der Rissldnge Aa auf, so miissen zwei Bereiche, der bereits gerissene
und der noch ungerissene Bereich, modelliert werden. Der ungerissene Be-
reich kann weiterhin mit der in Abschnitt 4.1.2 vorgestellten Modellierung
beschrieben werden. Im gerissenen Bereich hingegen muss die Kopplung
zwischen dem Fiigepartner und der Klebschicht, zwischen denen der Riss
verlduft, aufgehoben werden, damit sich der Riss 6ffnen und die Rissflanken
sich unabhéngig voneinander verformen kénnen. Dazu ist eine entsprechende
Modifizierung des Verschiebungsansatzes der Klebschicht erforderlich, die im
Folgenden am Beispiel eines linksseitigen Risses zwischen oberem Fiigepartner
und Klebschicht, wie in Abbildung 5.3 dargestellt, ndher beschrieben wird.
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Abbildung 5.3: Schematische Darstellung zur Modellierung des Uberlappungsbereichs
der Klebverbindung mit einem Riss der Linge Aa.

Die Verschiebungen der oberen Rissflanke gehéren zum oberen Fiigepartner
und werden durch dessen Verschiebungsansatz beschrieben, der unverandert
dem Ansatz in den Gleichungen (4.3) und (4.4) aus Abschnitt 4.1.2 entspricht.
Die Verschiebungen der unteren Rissflanke werden durch den Verschiebungs-
ansatz der Klebschicht beschrieben, der im gerissenen Fall nicht mehr von
den Verschiebungen des oberen Fiigepartners abhéngen kann, sondern neu
formuliert werden muss. Daher werden im Verschiebungsansatz der Kleb-
schicht, wie in Abbildung 5.3 zu sehen, anstelle der Verschiebungen des oberen
Fiigepartners neue Verschiebungsfunktionen @ (z) und @® (z) eingefiihrt,
die den horizontalen und vertikalen Verschiebungen der unteren Rissflanke
entsprechen. Der neue Ansatz fiir die Verschiebungen der Klebschicht im
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gerissenen Fall ergibt sich somit aus den Gleichungen (4.13) und (4.14) zu

@™ () +a@ ()  a®(z) —a® (x)

ul (2, 2) = 5 +z ; +F(2,2),  (5.7)
p(@) »(2) 7@ () — @@
w®(p,2) = TOTOTD | 0@ D | pe, ). (5)

Aufgrund der unterschiedlichen Modellierung und der unterschiedlichen An-
zahl von Verformungsfunktionen im gerissenen und ungerissenen Bereich
werden beide Bereiche separat voneinander betrachtet. Das Gesamtpotential
der Klebverbindung errechnet sich somit aus der Summe der Potentiale der
beiden Bereiche, die entsprechend der jeweiligen Modellierung fiir den geris-
senen und ungerissenen Bereich getrennt aufgestellt werden. Folglich liefert
die Anwendung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials auch zwei
Differentialgleichungssysteme, die das Verhalten der beiden Bereiche beschrei-
ben. Zur Loésung der Differentialgleichungssysteme sind, wie in Abschnitt
4.1.2 beschrieben, an den dufleren Enden der Fiigepartner Randbedingungen
zu beriicksichtigen. Zusétzlich werden am Ubergang zwischen gerissenem und
ungerissenem Bereich Ubergangsbedingungen fiir die Fiigepartner und die
Klebschicht formuliert, sodass beide Bereiche miteinander verbunden sind.
Die Ubergangsbedingungen ergeben sich aus dem Prinzip vom Minimum des
Gesamtpotentials, sodass am Ubergang alle Verformungsfunktionen der geris-
senen Seite identisch mit denen der ungerissenen Seite sind. Dariiber hinaus
liefert das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials auch dynamische
Ubergangsbedingungen, die als Schnittkrifte oder Momente am Ubergang
interpretiert werden kénnen. Da die beiden neuen Verformungsfunktionen
@™ () und @@ () nur fiir den gerissenen Bereich definiert sind, werden hier
die folgenden Beziehungen als Ubergangsbedingungen verwendet:

@) (A £> _ o) ( — Ay l)
i (m Aa 3 ' (z=Aa 5) (5.9)
»® (ac = Aa — é) =W (:c = Aa — %) . (5.10)

Mit den Rand- und Ubergangsbedingungen lassen sich die Differentialglei-
chungen l6sen und die Rissflankenverschiebungen fiir die Auswertung des
virtuellen Rissschlieffintegrals berechnen.

Das Einbringen von Rissen in die numerische Modellierung ist vergleichsweise
einfach und die Modellierung unterscheidet sich nur geringfiigig von der un-
gerissenen Klebverbindung. Im Gegensatz zur ungerissenen Konfiguration
werden entlang des vorgesehenen Risspfades an der Schichtgrenze zwischen
Figepartner und Klebschicht die Knoten, die beide Schichten verbinden,
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durch Doppelknoten ersetzt, von denen jeweils einer zum Fiigepartner und
einer zur Klebschicht gehort. Dadurch wird die Verbindung im gerissenen
Bereich zwischen den beiden Schichten aufgehoben und die Doppelknoten
koénnen sich unabhéngig voneinander bewegen und ermdéglichen so eine dem
Lastfall entsprechende Riss6ffnung. Die knotenweise ermittelten Rissflanken-
verschiebungen werden dann zur Berechnung der Energiefreisetzungsrate
in die Gleichungen (5.5) und (5.6) eingesetzt. Zur Durchfithrung des Opti-
mierungsverfahrens und zur genauen Bestimmung der initialen Rissldnge
wird sowohl bei der Modellierung des ungerissenen als auch bei der Model-
lierung des gerissenen Zustands eine gegeniiber Abbildung 4.4 modifizierte
Vernetzung verwendet. Anstatt das Netz zum linken und rechten Rand hin
kontinuierlich zu verfeinern, werden entlang des Risspfades Elemente mit
konstanter Kantenlédnge l. verwendet, sodass der Prozess der Riss6ffnung mit
gleich grofien Schritten beschrieben werden kann.

5.2.3 Optimierungsverfahren

In diesem Abschnitt wird der iterative Optimierungsalgorithmus vorgestellt,
der in dieser Arbeit sowohl fiir die analytische als auch fiir die numerische Aus-
wertung des gekoppelten Kriteriums zur Berechnung der kritischen Belastung
und der initialen Risslinge verwendet wird. Wie bereits in Abschnitt 3.3.2

- | |
g Bereich ! ! Bereich
- L = R
| I
| |
| /
| I
| I
| I
| I
| |
| I
| |
| I
| |
| I
| |
| I
Aar, Aar Aa

Abbildung 5.4: Qualitative Darstellung der fiir das gekoppelte Kriterium relevanten
Bereiche der nicht monoton verlaufenden inkrementellen Energiefreisetzungsrate in Ab-
hingigkeit von der Risslinge Aa.
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beschrieben und in Abbildung 5.4 schematisch dargestellt, ist der Verlauf der
inkrementellen Energiefreisetzungsrate tiber die Rissldnge bei Klebverbindun-
gen nicht durchgehend monoton steigend. So fallt die Energiefreisetzungsrate
nach einem lokalen Maximum bei noch relativ kleinen Risslingen mit zu-
nehmender Rissldnge zunéichst auf ein lokales Minimum ab, von dem aus sie
wieder ansteigt. Der in Abbildung 5.4 grau hinterlegte Bereich um das lokale
Minimum ist fiir die Versagensanalyse uninteressant, da dort die Energie-
freisetzungsrate stets kleiner und somit weniger kritisch als an den beiden
Randpunkten bei den Risslangen Aar, und Aag ist. Fiir die Versagensanalyse
sind die beiden Bereiche links und rechts des grau markierten Bereichs rele-
vant, die nachfolgend als Bereich L und Bereich R bezeichnet werden und in
denen die Energiefreisetzungsrate monoton ansteigt. Um zu ermitteln, welcher
der beiden Bereiche der Energiefreisetzungsrate letztlich fiir das Versagen der
Klebverbindung verantwortlich ist, werden im Optimierungsalgorithmus beide
Bereiche separat untersucht und fiir beide die jeweilige kritische Last ermittelt.
Die gesuchte kritische Versagenslast entspricht dann der kleineren der beiden
Lasten. Der Optimierungsalgorithmus ist in Abbildung 5.5 dargestellt, wobei
der linke Teil dem Bereich L der Energiefreisetzungsrate aus Abbildung 5.4
und der rechte Teil dem Bereich R der Energiefreisetzungsrate entspricht.

Auswertung von Bereich L

Die Losung des in Gleichung (2.58) beschriebenen Optimierungsproblems zur
Bestimmung der kritischen Versagenslast mit dem gekoppelten Kriterium
fihrt bei der Auswertung fiir den Bereich L zu zwei moglichen kritischen
Féllen:

e Im Bereich 0 < Aa < Aar, kann das gekoppelte Kriterium aufgrund
des monoton steigenden Verlaufs der Energiefreisetzungsrate und
des monoton fallenden Verlaufs der Spannung, wie in Abbildung
2.3 veranschaulicht, ausgewertet werden. Die kritische Last mit der
initialen Rissldnge ist gefunden, sobald das Energiekriterium und
das Spannungskriterium genau in einem gemeinsamen Punkt, das
heilt bei gleicher Risslédnge, erfullt sind.

e Am lokalen Maximum bei Aa = Aar, kann dagegen der Fall auftre-
ten, dass das Energiekriterium dort gerade in dem Punkt erfiillt ist,
wahrend das Spannungskriterium tiberkritisch ist, also in einem be-
stimmten Bereich auch noch fiir Rissldngen grofer als Aar, erfiillt ist.
Das Spannungskriterium gibt also einen Bereich an, in dem es unter
kritischer Belastung erfiillt ist, wihrend das Energiekriterium nur
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fiir genau einen Punkt innerhalb dieses Bereiches eingehalten wird,
der am lokalen Maximum bei Aayj, liegt. Dessen genaue Position
wird noch bestimmt.

Vor der Auswertung ist jedoch nicht klar, welcher der beiden Falle versa-

gensrelevant ist, und auch die Lage des lokalen Maximums ist noch unbekannt.
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Abbildung 5.5: Ablaufplan des Optimierungsverfahrens zur iterativen Ermittlung der
kritischen Versagenslast. Die Abkiirzung Konfig. steht fir Konfiguration und entspricht
der betrachten gerissenen oder ungerissenen Klebverbindung.
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Das genaue iterative Vorgehen zur Bestimmung der kritischen Last im Be-
reich L ist im linken Teil der Abbildung 5.5 dargestellt und wird im Folgenden
nédher erlautert. Zunachst wird der aufgebrachten Last F; ein frei wahlbarer
Startwert Fo zugewiesen, der den Ausgangspunkt fiir eine grofle Iterations-
schleife mit dem Index ¢ bildet. Innerhalb der Iterationsschleife wird das
gekoppelte Kriterium ausgewertet. Dazu wird zunéchst einmal die ungeris-
sene Klebverbindung betrachtet und die Spannungen werden entlang des
potentiellen Risspfades ermittelt. Die Spannungsergebnisse werden in das
Spannungskriterium aus Gleichung (5.1) eingesetzt und es wird die Risslinge
Aag berechnet, bis zu der das Spannungskriterium erfillt ist. Es folgt eine
integrierte Iterationsschleife iiber den Index j, in der eine Reihe von Berech-
nungen gerissener Konfigurationen durchgefiihrt wird, bei denen die Risslange
sukzessive um den Wert [ erhoht wird. In der numerischen Auswertung ent-
spricht [ der Elementkantenldnge entlang des Risspfades. In der analytischen
Auswertung ist diese Lénge frei wahlbar, wobei hinreichend kleine Werte
fiir eine hohe Ergebnisgenauigkeit empfehlenswert sind. Fiir jede gerissene
Konfiguration werden die Rissflankenverschiebungen bestimmt, aus denen
zusammen mit den entsprechenden Spannungen der ungerissenen Konfigura-
tion unter Verwendung des virtuellen Rissschlielintegrals die inkrementelle
Energiefreisetzungsrate berechnet wird. Auf diese Weise werden aus den dis-
kreten Ergebnissen der verschiedenen gerissenen Konfigurationen schrittweise
Werte auf der Kurve der Energiefreisetzungsrate ermittelt und es wird fiir
jeden dieser Werte gepriift, ob das Energiekriterium bereits erfiillt ist. Dies
wird so lange fortgesetzt, bis entweder die Energiefreisetzungsrate gegeniiber
der vorherigen Tteration abnimmt (G; < G;_1), womit das lokale Maximum
der Energiefreisetzungsrate erreicht wére, oder bei der Auswertung der ge-
rissenen Konfigurationen die Rissldnge aus dem Spannungskriterium bereits
tiberschritten ist und die Spannungen nicht mehr kritisch sind (Aa; > Aas ;).
Da das lokale Maximum in der Regel bei recht kleinen Rissldngen auftritt und
damit auch der Bereich L relativ klein ist, ist die Berechnung von nur wenigen
gerissenen Konfigurationen meist ausreichend. Sobald die Iterationsschleife
am lokalen Maximum oder an der Risslange des Spannungskriteriums beendet
ist, wird an dieser Stelle eine Konvergenzpriifung mit dem Energiekriterium
durchgefiihrt. Unter Verwendung des Energiekriteriums nach Griffith aus
Gleichung (5.2) wird Folgendes gefordert:

<e (5.11)

Die Konvergenzqualitét ist erreicht, wenn die relative Abweichung der Glei-
chung (5.11) unter einen Toleranzwert e fillt, der fiir die nachfolgenden
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Auswertungen auf e = 0,001 festgelegt wurde. Ist das Konvergenzkriterium
erfiillt, so ist die aktuelle Last F; die gesuchte kritische Last Fi, fiir den
Bereich L und die Risslénge Aa; die entsprechende initiale Rissldnge Aar..
Wenn das Konvergenzkriterium nicht erfiillt ist, erfolgt in Abhéangigkeit des
Energiekriteriums eine Anpassung der aufgebrachten Last. Aufgrund der
naherungsweise quadratischen Abhéngigkeit der Energiefreisetzungsrate von
der aufgebrachten Last erfolgt die Lastanpassung mit

Fip1 = /%F (5.12)

und der Algorithmus wird mit der so angepassten Last erneut durchlaufen.

Auswertung von Bereich R

Bei der Anwendung des Optimierungsverfahrens fiir den Bereich R kann
bei monoton zunehmender Energiefreisetzungsrate und monoton abnehmen-
der Spannung das in Abbildung 2.3 dargestellte Verfahren, bei dem beide
Teilkriterien des gekoppelten Kriteriums in genau einem Punkt erfiillt sind,
angewendet werden. Der Algorithmus zur Bestimmung der kritischen Versa-
genslast im Bereich R ist daher eine vereinfachte Version des Algorithmus
fiir den Bereich L. Abhéngig von der Startlast Fy wird zunéchst ebenfalls in
einer groflen Iterationsschleife mit dem Index i eine ungerissene Konfigura-
tion berechnet und das Spannungskriterium ausgewertet. Im Gegensatz zum
Bereich L wird dann aber nur eine einzige gerissene Konfiguration mit der
aus dem Spannungskriterium erhaltenen Risslinge Aag berechnet, wodurch
die Auswertung weniger komplex wird. Aus den Rissflankenverschiebungen
und den Spannungen wird die Energiefreisetzungsrate ermittelt, die anschlie-
Bend in das Energiekriterium eingesetzt und dessen Konvergenzgiite nach
Gleichung (5.11) iiberpriift wird. Bei unzureichender Konvergenz wird die
aufgebrachte Last geméafl Gleichung (5.12) angepasst. Bei hinreichender Kon-
vergenzgiite liefert die letzte Iterationsschleife die kritische Last Fr und die
initiale Risslinge Aag fiir den Bereich R.

Bestimmung der kritischen Versagenslast

Nach Durchlaufen der Optimierungsschleifen fiir beide Bereiche wird die
kritische Versagenslast F. der Klebverbindung ermittelt. Dies ist die kleinere
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der beiden kritischen Lasten F1, und Fr und die zugehorige Risslange ist
dann die gesuchte initiale Risslinge der Klebverbindung. Es gilt:

Fe =min {FL, Fr }

. Aay, falls  F. = Fy, (5.13)
mit Aac =
Aar falls F, # FL.

Fiir den Fall F1, = Fr wird die kleinere Risslange Aar, verwendet.

5.3 Versagensanalyse mittels
Kohisivzonenmodellierung

Zur Uberpriifung der Ergebnisse des gekoppelten Kriteriums der Finiten
Bruchmechanik, die mit dem in Abschnitt 5.2 beschriebenen Verfahren ermit-
telt wurden, wird in dieser Arbeit neben experimentellen Referenzergebnissen
auch die in der Praxis bewéhrte Kohésivzonenmodellierung angewendet. Die
Auswertung erfolgt numerisch mit der Finite-Elemente-Software ABAQUS in
Kombination mit Python. Durch eine parametrische, skriptbasierte Auswer-
tung ist die Modellierung auf beliebige Klebverbindungen mit unterschiedli-
chen Geometrien anwendbar. Im Rahmen dieser Arbeit werden einschnittige
Uberlappungsfiigungen mit der Kohésivzonenmodellierung untersucht. Dabei
wird die Klebverbindung zweidimensional unter Bertiicksichtigung eines ebe-
nen Verzerrungszustandes in Tiefenrichtung modelliert. Mit der Annahme
aus Abschnitt 5.1, dass zu erwarten ist, dass bei einschnittigen Uberlap-
pungsfiigungen ein Riss ausgehend von einer Bimaterialkerbe entlang der
jeweiligen Schichtgrenze zwischen Klebschicht und Fiigepartner entsteht, wird
zwischen den Elementen der Klebschicht und denen des Fiigepartners eine
Reihe von Kohésivzonenelementen vorgesehen. Diese bilden, wie in Abbil-
dung 5.6 dargestellt, eine eigene Schicht mit verschwindender Hoéhe, sodass
die urspriinglichen Abmessungen der Klebverbindung durch die eingefiigten
Kohésivzonenelemente nicht verdndert werden. Fir die Vernetzung werden
zweidimensionale Kohésivzonenelemente mit vier Knoten® fiir die Kohésiv-
zone und zweidimensionale Kontinuumselemente mit ebenfalls vier Knoten®
fir die Klebschicht und die Fiigepartner verwendet.

Bei der Durchfithrung der Versagensanalyse wird die zu untersuchende Kleb-
verbindung durch eine kontinuierlich aufgebrachte Belastung bis zum vollstan-
digen Versagen beansprucht. Im Gegensatz zu den Auswertungen der Finiten

5 In ABAQUS: Kohésivzonenelement vom Typ COH2D4
6 In ABAQUS: Kontinuumselement vom Typ CEP4
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Flgepartner
Kohésivzone

Klebschicht

Abbildung 5.6: Schematischer Detailausschnitt der gewahlten Vernetzung der Klebver-
bindung mit den zwischen Klebschicht und Fiigepartner eingebrachten Kohésivzonenele-
menten.

Bruchmechanik erfolgt die Belastung der Klebverbindung hier verschiebungs-
basiert. Eine kraftbasierte Belastung hétte zur Folge, dass bei vollstandigem
Versagen der Struktur aufgrund der weiterhin konstant wirkenden Kraft
unendlich grofle Verschiebungen auftreten wiirden, die bei der numerischen
Berechnung in ABAQUS zu Konvergenzproblemen fiithren wiirden. Dies ist bei
einer verschiebungsbasierten Belastung nicht der Fall. Auflerdem wird anstelle
der Verwendung der general sandwich-type-Modellierung aus Abschnitt 4.1.1
die gesamte Geometrie der Klebverbindung modelliert. Damit entfallt die
Berechnung der Schnittgréfien aus der aufgebrachten Verschiebung, was die
Qualitat der Ergebnisse verbessert.

Mit zunehmender Belastung kommt es, wie in Abschnitt 3.3.2 beschrieben,
aufgrund des Kohésivgesetzes zum Versagen einzelner Kohésivzonenelemente
und damit zur Rissbildung und zum Risswachstum. Zur Beschreibung des
konstitutiven Verhaltens der Kohésivzonenelemente wurde in dieser Arbeit
das bilineare Kohésivgesetz aus Abbildung 3.6 verwendet. Danach verformen
sich die belasteten Kohésivzonenelemente zunéchst linear-elastisch, bis die
Spannungen grof§ genug sind, um ein Schadensinitiierungskriterium zu erfiil-
len. In Abbildung 3.6 ist dies der Fall, wenn eine Separation von d; erreicht
wird, bei welcher der Versagensbeginn des Elements eingeleitet wird. Das
hier verwendete Schadensinitiierungskriterium ist ein quadratisches Interakti-
onsgesetz, dhnlich dem Spannungskriterium der Finiten Bruchmechanik aus

Gleichung (5.1):
R

Das Symbol (-) ist die Macaulay-Klammer, die sicherstellt, dass nur Zugspan-
nungen beriicksichtigt werden und eine Schiadigung nicht durch Druckspan-
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nungen verursacht werden kann:

0., falls o,, >0,
<022> =

(5.15)
0 falls o,, <0.

Nach Schidigungsbeginn nimmt die Steifigkeit des Kohésivzonenelementes
kontinuierlich bis zum Erreichen der kritischen Separation J. ab, bei der
das Element vollstandig versagt. Das Kohésivzonenelement kann dann keine
Last mehr iibertragen und wird aus dem Finite-Elemente-Modell entfernt,
wodurch der Riss iiber das betrachtete Element hinauswichst. Das Versagen
der Kohésivzonenelemente wird durch ein Interaktionsgesetz7(Stein et al.,

2017) der Form
2 2
G Gn
=z =1 1
(glc) * <g11c> (5.16)

Die Genauigkeit der Ergebnisse und das Konvergenzverhalten der Kohasiv-
zonenmodellierung werden durch verschiedene nicht-physikalische Parameter
beeinflusst, die im Folgenden nédher erlautert werden. Es handelt sich dabei um
die Anzahl N, der Kohésivzonenelemente in der Prozesszone, die Steifigkeit
K. der Kohésivzonenelemente und den viskosen Regularisierungsparameter .
Damit die Losungen unabhéngig von der gewéhlten Vernetzung sind, ist eine
ausreichend grofle Anzahl von Kohésivzonenelementen in der Prozesszone
erforderlich. Die Lange der Prozesszone ist dabei nach Hillerborg et al. (1976),
Falk et al. (2001) und Hui et al. (2003) nidherungsweise beschreibbar als

gc
(0c)”

mit den Materialkonstanten E, G. und o. sowie dem Parameter M, der
nach Hillerborg et al. (1976) auf eins gesetzt wird. Abbildung 5.7 zeigt
fiir eine einschnittige Uberlappungsfiigung die Abhéingigkeit der kritischen
Versagenslast von der Anzahl der Kohésivzonenelemente in der Prozesszone,
wobei mit zunehmender Elementanzahl eine Konvergenz der Versagenslast
erkennbar ist. Wie in der Arbeit von Turon et al. (2007) beschrieben, sind in
vielen Féllen 2 bis 10 Elemente in der Prozesszone ausreichend, weshalb hier,
auch in Ubereinstimmung mit Abbildung 5.7, Ne = 10 gewéhlt wurde. Wie aus
der Abbildung ersichtlich wird, fithrt eine weitere Erhchung der Elementanzahl
nur noch zu einer geringfiigigen Verbesserung der Ergebnisgenauigkeit um
etwa 1,5% bei gleichzeitiger Erhohung des numerischen Rechenaufwandes.

beschrieben.

lkzm = ME

(5.17)

7 Engl.: Power Law
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Abbildung 5.7: Konvergenzstudie der kritischen Versagenslast in Abhéngigkeit von
der Anzahl der Kohésivzonenelemente in der Prozesszone einer einschnittigen Uberlap-
pungsfiigung bestehend aus zwei mit dem Klebstoff AV138 verbundenen Stahlplatten
mit K, = 10° N/mm3 und g = 10~%s. Die Abmessungen der Struktur sind in Tabelle
5.2 angegeben.

Einen weiteren Einfluss auf die Giite der Losung hat die Steifigkeit K. der
Kohésivzonenelemente, die den linear-elastischen Bereich im Kohésivgesetz
vor einer Schadigungsinitiierung beschreibt. Bei der hier verwendeten Mo-
dellierung mit einer Kohésivzonenschicht von verschwindender Héhe muss
die Elementsteifigkeit einerseits so hoch sein, dass die Nachgiebigkeit der
Gesamtstruktur nicht durch Verformungen der Kohésivzonenelemente beein-
flusst wird, andererseits darf die Steifigkeit nicht zu hoch sein, da sonst der
Rechenaufwand erheblich ansteigt (Lu et al., 2019). Wie in den Arbeiten von
Camanho et al. (2003) und Turon et al. (2007) beschrieben, ist ein Wert in der
GroBenordnung von 106 N/ mm?® bei der Betrachtung von Rissen in Schicht-
verbunden unter Mixed-Mode-Belastung geeignet. Dies wird auch durch die
Ergebnisse der in Abbildung 5.8a dargestellten Konvergenzstudie bestétigt,
weshalb fiir die Auswertungen in dieser Arbeit im Folgenden K, = 10°N/mm?®
verwendet wird.

Die Nichtlinearitiat des Kohésivgesetzes der Kohésivzonenelemente wiahrend
des Schadigungsprozesses fithrt zu starken Konvergenzproblemen bei der nu-
merischen Auswertung von Kohésivzonenmodellierungen. Um diesem Problem
entgegenzuwirken, kann ein geeignet gewahlter viskoser Regularisierungspara-
meter p verwendet werden, wie in Chaboche et al. (2001), Yu et al. (2016) und
Sepasdar u. Shakiba (2020) beschrieben. Dabei wird dem Kohésivgesetz eine
kiinstliche Viskositédt hinzugefiigt, welche die Konvergenzeigenschaften verbes-
sert, aber gleichzeitig die kritische Versagenslast aufgrund einer Erhéhung der
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(a) Konvergenzanalyse der Versagenslast (b) Last-Verschiebungsdiagramm fiir eine
mit einem viskosen Regularisierungsparame- Klebverbindung mit einer Elementsteifigkeit
ter von p = 10~5s und einer Anzahl von von Ke = 108 N/mm3 und einer Anzahl von
Ne = 10 Elementen in der Prozesszone. Ne = 10 Elementen in der Prozesszone.

Abbildung 5.8: Untersuchung des Einflusses der Elementsteifigkeit K und des viskosen
Regularisierungsparameters p der Kohdsivzonenmodellierung auf die Versagenslast anhand
einer einschnittigen Uberlappungsfiigung aus Stahl und AV138 mit den Abmessungen
aus Tabelle 5.2.

Bruchzéhigkeit tiberschétzt. Dieser Effekt zeigt sich in den Ergebnissen in Ab-
bildung 5.8b, wo mit zunehmendem viskosen Regularisierungsparameter die
kritische Last kiinstlich erhoht wird und der Lastabfall erst verzogert eintritt.
Als Kompromiss zwischen Konvergenzgiite und Ergebnisgenauigkeit wird in
den folgenden Auswertungen ein Regularisierungsparameter von p = 10"°s
verwendet.

5.4 Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird das in dieser Arbeit vorgestellte Auswerteverfahren
des gekoppelten Kriteriums der Finiten Bruchmechanik auf konkrete Kleb-
verbindungen angewendet. Die Auswertungen erfolgen sowohl analytisch mit
dem Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) als auch numerisch mit der
Finite-Elemente-Analyse (FEA) und werden mit den Ergebnissen der durch-
gefiihrten Kohésivzonenmodellierung (KZM) und mit Experimenten (EXP)
aus der Literatur verglichen. Die Auswahl der betrachteten Klebverbindungen
ergibt sich aus der Verfiigbarkeit von Verdffentlichungen, in denen experi-
mentelle Versuchsergebnisse und bruchmechanische Kennwerte angegeben
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Tabelle 5.1

Materialkennwerte der in diesem Abschnitt verwendeten Klebstoffe.
Einzelschicht E v Ie Te e Jrre

GPa - MPa N/mm

AV138* 4,89 0,35 39,45 30,2 0,3 0,6
HysolEA9321 P 3,87 0,36 46,0 33,0 0,45 0,9
Redux 326 ¢ 4,44 0,35 50,9 36,6 0,3 0,6
Loctite 3304 0,88 0,15 35,0 20,2 0,12 0,24

# Materialkennwerte von da Silva et al. (2006) und Campilho et al. (2011).
P Materialkennwerte von da Silva et al. (2006) und da Silva et al. (2009b).
¢ Materialkennwerte von da Silva et al. (2009b) und Stein et al. (2015).

4 Materialkennwerte von Goglio et al. (2008) und Stein (2018).

sind. Die in diesem Abschnitt verwendeten Klebstoffe sind in der Tabelle 5.1
aufgefiihrt. Es handelt sich um die Zweikomponentenklebstoffe AV138 und
Hysol EA 9321 auf Epoxidharzbasis sowie die Strukturklebstoffe Redux 326
und Loctite 330. Die Bruchzédhigkeiten des Modus I, fiir die in der Literatur
keine Werte gefunden werden konnten, wurden iiber den Zusammenhang
Giic = 2G1c ermittelt, wie er auch von Jung Lee et al. (2010) und Stein et al.
(2015) fur hinreichend sprode Klebstoffe zugrunde gelegt wurde.

Im Folgenden werden zunichst am Beispiel einer einschnittigen Uberlap-
pungsfiigung die fir die Auswertung mit der Finiten Bruchmechanik relevan-
ten Spannungen und Energiefreisetzungsraten dargestellt und ein Vergleich
zwischen den Ergebnissen der analytischen und numerischen Umsetzung
vorgenommen. Anschlieffend erfolgt die eigentliche Versagensanalyse an ver-
schiedenen Struktursituationen, wobei konkrete kritische Versagenslasten
und initiale Rissldngen berechnet und mit entsprechenden Referenzlésungen
verglichen werden.

5.4.1 Ergebnisse zur Auswertung des gekoppelten
Kriteriums

Zentraler Bestandteil der Versagensanalyse mit dem gekoppelten Kriterium
der Finiten Bruchmechanik ist die iterative Auswertung des Spannungskri-
teriums und des Energiekriteriums. Daher werden in diesem Abschnitt die
Ergebnisse der fiir die Auswertung der beiden Kriterien relevanten Gréfen,
auf deren Grundlage die anschlielende Versagensbewertung méglich ist, dar-
gestellt. Die Auswertungen erfolgen beispielhaft an der in Abbildung 5.9
dargestellten einschnittigen Uberlappungsfiigung, bestehend aus zwei mit
dem Klebstoff AV138 verbundenen Stahlfiigepartnern unter Zugbelastung. Die
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Abbildung 5.9: Schematische Darstellung einer einschnittigen Uberlappungsfiigung von
Stahlfiigepartnern, die mit dem Klebstoff AV138 verbunden sind.

Tabelle 5.2
Geometrische Abmessungen gemédf8 Abbildung 5.9 fiir die in diesem Abschnitt verwendete
einschnittige Uberlappungsfiigung in mm.

l hl h2 t b lf
Standardkonfiguration 25 2 2 0,5 25 95

Materialkennwerte des Klebstoffs sind in Tabelle 5.1, die der Stahlfiigepartner
in Tabelle 4.1 angegeben. Die Abmessungen der betrachteten Fiigung sind
der Tabelle 5.2 zu entnehmen. Die Berechnung der fiir die general sandwich-
type-Modellierung erforderlichen Schnittgréfien erfolgt hier nach dem Konzept
von Talmon I’Armée et al. (2016). Das analytische Konzept beriicksichtigt
einen nichtlinearen Zusammenhang zwischen der dufleren Belastung und den
SchnittgroBen aufgrund der starken Biegeverformungen, die bei einschnittigen
Uberlappungsfiigungen auftretenden.

Abbildung 5.10 zeigt die Ergebnisse der Schub- und Schéilspannungen, die
in der linken Hélfte des Uberlappungsbereichs bei —1/2 < x < 0 auftreten.
Aufgrund der Symmetrie der Struktur treten entsprechende Spannungsverlaufe
auch in der rechten Hilfte der Uberlappungsfiigung auf. Die Spannungen
werden horizontal in der Mitte (m.) der Klebschicht sowie an der oberen
(0.) und unteren (u.) Schichtgrenze zwischen Klebschicht und Filigepartner
ausgewertet (Auswertepfade H1, H2 und H3 in Abbildung 4.5b). Im Vergleich
zu den Spannungen in der Klebschichtmitte ist zu erkennen, dass an der
oberen und unteren Schichtgrenze aufgrund der Bimaterialiibergédnge deutlich
héhere Spannungen auftreten. Dies ist sowohl in den analytischen als auch in
den numerischen Spannungsergebnissen erkennbar, die beide gut miteinander
iibereinstimmen. Die Spannungen (rﬁ? und T§E‘> an der oberen Schichtgrenze
sind aufgrund der zuséitzlichen Kerbwirkung am Rand betragsméflig am
grofiten, was eine Rissentstehung dort am ehesten erwarten ldsst. Daher
werden die Spannungen an der oberen Schichtgrenze zur Auswertung des
Spannungskriteriums herangezogen.
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Abbildung 5.10: Spannungsverlidufe der (a) Schilspannungen und (b) Schubspannungen
an den Schichtgrenzen zwischen Klebschicht und oberem bzw. unterem Fiigepartner und in
der Klebschichtmitte fiir die in Abbildung 5.9 dargestellte Klebverbindung (Auswertepfade
H1, H2 und H3 in Abbildung 4.5b).

Fir die Auswertung des Energiekriteriums wird die inkrementelle Energiefrei-
setzungsrate in Abhéngigkeit von der betrachteten Risslange bendtigt. Wie
in Abschnitt 5.2.1 beschrieben, wird die Energiefreisetzungsrate in dieser Ar-
beit tiber das virtuelle Rissschlieintegral berechnet, fiir dessen Auswertung
die bereits in Abbildung 5.10 dargestellten Spannungen der ungerissenen
Struktur und die Rissflankenverschiebungen der gerissenen Struktur benotigt
werden. Die Rissflankenverschiebungen sind in Abbildung 5.11a exemplarisch
fiir eine gerissene Klebverbindung mit einer Rissldnge von 0,5 mm dargestellt.
Abgebildet sind die Verldufe der horizontalen und vertikalen Rissflankenver-
schiebungen des oberen (0.) und unteren (u.) Rissufers aus den analytischen
und numerischen Berechnungen. Trotz der erkennbaren Unterschiede zeigen
die analytischen und numerischen Ergebnisse plausible Verschiebungsverldufe.
So ist erkennbar, wie die korrespondierenden Verschiebungen an der Rissspitze
noch genau iibereinander liegen und mit zunehmendem Abstand von der Riss-
spitze auseinander laufen. Fiir das virtuelle Rissschlieintegral sind dabei wie
aus den Gleichungen (5.3) und (5.4) ersichtlich nicht die absoluten Verschie-
bungswerte relevant. Stattdessen gehen die Differenzen der Verschiebungen in
das virtuelle Rissschlieflintegral ein, die den horizontalen und vertikalen Riss-
Offnungen entsprechen und in den analytischen und numerischen Ergebnissen
nahe beieinander liegen. Dementsprechend ergeben sich aus den Spannungen
an der Schichtgrenze und den Differenzen der Rissflankenverschiebungen die
in Abbildung 5.11b dargestellten Energiefreisetzungsraten. Qualitativ zeigen
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Abbildung 5.11: Darstellung der horizontalen und vertikalen Rissflankenverschiebungen
eines 0,5 mm langen Risses zwischen der Klebschicht und dem oberen Fiigepartner sowie
der inkrementellen Energiefreisetzungsraten in Abhéngigkeit von der Rissldnge fiir die in
Abbildung 5.9 dargestellte Klebverbindung.

sowohl die analytisch als auch die numerisch ermittelten Kurven aller drei
Energiefreisetzungsraten die in Abschnitt 5.2.1 beschriebenen charakteristi-
schen Verldufe. Die inkrementelle Gesamtenergiefreisetzungsrate Gges zeigt
mit zunehmender Rissldnge zunéchst ein lokales Maximum aufgrund der
Energiefreisetzungsrate Gr und nach kurzem Abfall wieder einen weiteren
Anstieg aufgrund der Zunahme der Energiefreisetzungsrate Grr. Die anfing-
liche Dominanz des Risséffnungsmodus I ist im Wesentlichen auf die im
Vergleich zu den Schubspannungen deutlich héheren Schélspannungsverldufe
zuriickzufiihren. Die erkennbaren Abweichungen zwischen den analytischen
und numerischen Ergebnissen héngen dort mafigeblich von der Approximation
der hohen Randspannungen ab und liegen bei etwa 10 %. Mit zunehmender
Rissldnge nimmt jedoch der Einfluss der lokalen Spannungsspitzen auf die in-
krementellen Energiefreisetzungsraten ab und die Abweichungen zwischen den
Kurven aus der analytischen und numerischen Berechnung werden geringer.

5.4.2 Versagensanalyse einschnittiger Stahlfiigungen

Auf Basis der Ausfithrungen aus Abschnitt 5.4.1 wird im Folgenden die
vorgestellte Versagensanalyse auf verschiedene Stahlfiigungen angewendet.
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Dabei wird das Versagensverhalten von einschnittigen Uberlappungsfiigungen
unter Zugbelastung und deren Abhéngigkeit von verschiedenen geometrischen
Parametern untersucht. Die Materialkennwerte von Stahl sind der Tabelle 4.1
zu entnehmen.

Parameterstudien mit der Finiten Bruchmechanik

Zunéchst erfolgt in Abbildung 5.12 eine Auswertung der analytischen und nu-
merischen Ergebnisse des gekoppelten Kriteriums der Finiten Bruchmechanik.
Analysiert wird der Einfluss der Klebschichtdicke und der Uberlappungslinge
auf die kritischen Versagenslasten und die initialen Rissldngen. In Abbildung
5.12a wird die Versagenslast von mit dem Klebstoff AV138 verbundenen
Stahlfiigepartnern in Abhéngigkeit von der Dicke der Klebschicht ausgewertet.
Es ist zu erkennen, dass mit zunehmender Klebschichtdicke die kritische Versa-
genslast, bei der die Klebverbindung versagt, kontinuierlich abnimmt. Dieses
auch als Klebschichtdickeneffekt bezeichnete Phanomen zeigt sich sowohl
bei der analytischen als auch bei der numerischen Auswertung der Finiten
Bruchmechanik. Die initialen Rissldngen zeigen einen diskontinuierlichen
Verlauf. So lassen sich die Kurven der Rissléngen in Abhéngigkeit von der
Klebschichtdicke in zwei Bereiche einteilen: einen Bereich groflerer Rissldngen,
die mit zunehmender Klebschichtdicke abnehmen, und einen Bereich kleine-
rer Rissldngen, die mit zunehmender Klebschichtdicke leicht zunehmen. Der
Grund fiir das Auftreten der beiden Bereiche liegt in dem in Abbildung 5.4
dargestellten nicht monotonen Verlauf der Energiefreisetzungsrate. Wéhrend
bei diinneren Klebschichten der in Abbildung 5.4 dargestellte Bereich R mit
vergleichsweise groflen Rissldngen versagensrelevant ist, ist es bei dickeren
Klebschichten der Bereich L, in dem kleine Rissldngen vorliegen. Bezogen auf
das in Abbildung 5.5 dargestellte Optimierungsverfahren gilt demnach fiir
diinnere Klebschichten F. = Fr und fur dickere Klebschichten F. = Fy, fir
die kritische Versagenslast. Die maximale Abweichung zwischen den analyti-
schen und numerischen Ergebnissen liegt bei 5 %. Vorhandene Abweichungen
lassen sich im Wesentlichen durch Abweichungen in den Verldufen der Ener-
giefreisetzungsrate erkldaren, die in Abbildung 5.11b dargestellt sind. Dort ist
zu erkennen, dass die analytischen Ergebnisse der Energiefreisetzungsraten
iberwiegend oberhalb der numerischen Ergebnisse liegen. Dementsprechend
sind die analytisch berechneten Versagenslasten etwas geringer als die nume-
rischen. Die leicht unterschiedlichen Werte der Klebschichtdicken, bei denen
sich die analytischen und numerischen Rissldngen sprunghaft dndern, sind
ebenfalls auf die Unterschiede in den Energiefreisetzungsraten zuriickzufithren.
An den Stellen, an denen die Spriinge in den Rissldngen auftreten, zeigen
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Abbildung 5.12: Vergleich der mit dem gekoppelten Kriterium berechneten analytischen
(AM3) und numerischen (FEA) Versagenslasten und initialen Rissldngen verschiedener
einschnittiger Uberlappungsfiigungen in Abhingigkeit von der Klebschichtdicke bzw. der
Uberlappungslinge. Die Abmessungen beschreiben die Klebverbindung wie in Abbildung
3.3 dargestellt.
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die Versagenslasten einen Knick, der ebenfalls darauf hinweist, dass sich der
versagensrelevante Bereich in der Kurve der Energiefreisetzungsrate gedndert
hat. Die gleichen Erkenntnisse lassen sich aus den Ergebnissen in den Abbil-
dungen 5.12c und 5.12d ziehen, in denen die Klebstoffe Hysol EA 9321 und
Loctite 330 verwendet wurden. Auch hier wird der Klebschichtdickeneffekt
wiedergegeben.

In Abbildung 5.12b wird der Einfluss der Linge des Uberlappungsbereichs
auf das Versagensverhalten an einer mit dem Klebstoff Redux 326 gefiigten
Klebverbindung gezeigt. Es ist zu erkennen, dass die kritische Versagenslast
mit zunehmender Uberlappungslinge ansteigt. Dies ist aufgrund der gréBeren
Klebeflache, iiber welche die Lastiibertragung zwischen den Fiigepartnern
erfolgt, anschaulich nachvollziehbar. Wie bereits in Abbildung 4.13 veran-
schaulicht, nehmen die Spannungsspitzen in der Klebschicht mit zunehmender
Uberlappungslinge ab und der Versagensfall tritt erst bei htheren Lasten
ein. Ein Sprung im Verlauf der initialen Rissléngen ist bei einer Anderung
der Uberlappungslinge nicht zu beobachten. Der Grund hierfiir ist, dass die
Position des lokalen Maximums im Verlauf der Energiefreisetzungsrate in Ab-
bildung 5.4, die, wie von Weifigraeber (2014) untersucht, einen entscheidenden
Einfluss auf den Versagensfall hat, hauptséchlich von der Klebschichtdicke
und nicht von der Uberlappungslinge abhingt.

Grundsétzlich ldsst sich festhalten, dass die analytischen und numerischen
Ergebnisse der Finiten Bruchmechanik eine sehr gute Ubereinstimmung auf-
weisen. Die groBite Abweichung der Versagenslasten liegt im Bereich von 5%,
wobei die analytische Losung meist etwas konservativer ist. Damit zeigt sich
fir die analytische Modellierung, wie schon bei den Ergebnissen aus Kapitel
4, die Eignung der gewidhlten Schubdeformationstheorie 1. Ordnung fir die
Fugepartner und des gewédhlten Verschiebungsansatzes 3. Ordnung fiir die
Klebschicht. Der Einfluss, den die Ansatzordnung der Klebschichtverschie-
bungen auf die Versagenslasten hat, ist in Abbildung 5.13 exemplarisch fiir
die Stahl-AV138-Stahl-Fiigung aus Abbildung 5.12a dargestellt. Wie bereits
im Kapitel 4 in Abbildung 4.10b gezeigt, fiihrt eine niedrigere Ansatzordnung
zu einer schlechteren Approximation der Spannungsspitzen am Rand des
Uberlappungsbereichs. Die Auswirkungen auf die Versagenslasten und die
resultierenden initialen Rissléngen sind in den Abbildungen 5.13a und 5.13b
dargestellt. Es zeigt sich, dass die mit dem linearen Verschiebungsansatz
berechneten Versagenslasten mit zunehmender Klebschichtdicke deutlich von
den numerischen Ergebnissen abweichen. Bei Verwendung des quadratischen
Verschiebungsansatzes sind die Abweichungen dagegen deutlich geringer,
ebenso wie bei der Wahl eines Ansatzes 3. oder 4. Ordnung, fiir die die
Ergebnisse genau aufeinander liegen. Das deutet darauf hin, dass eine weitere
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Abbildung 5.13: Darstellung des Einflusses der Ansatzordnung des in dieser Arbeit
eingefiithrten analytischen Verschiebungsansatzes fiir die Klebschicht auf die mit der
Finiten Bruchmechanik berechneten (a) Versagenslasten und (b) Risslédngen.

Erhohung der Ansatzordnung keine weiteren Verbesserungen bringen wiirde.
Die Betrachtung der Rissldngen in Abbildung 5.13b liefert eine Erklarung
fiir die sichtbaren Abweichungen der mit dem linearen Ansatz berechneten
Versagenslasten. Demnach nimmt mit zunehmender Klebschichtdicke die
Ubereinstimmung der analytisch berechneten Risslingen mit der numeri-
schen Losung ab und der charakteristische sprunghafte Abfall der Risslangen
tritt nicht auf. Dies ist auf eine unzureichende Approximation der Spannun-
gen zuriickzufiithren, wie bereits in Abbildung 4.10b anhand einer anderen
Klebverbindung gezeigt, wodurch sich kein lokales Maximum in der Ener-
giefreisetzungsrate ausbildet, sodass der kritische Bereich stets bei grofien
Rissldngen liegt. Ahnliches ist auch bei den mit dem quadratischen Verschie-
bungsansatz berechneten Ergebnissen zu erkennen. Der in Abbildung 5.4 als
Bereich L eingefiihrte Teil der Energiefreisetzungsratenkurve vor dem lokalen
Maximum wird in der Optimierungsrechnung aufgrund der unzureichenden
Approximation der Spannungsergebnisse nicht richtig erfasst. Ab der Verwen-
dung des Ansatzes 3. Ordnung sind die Ubereinstimmungen hingegen auch
bei den Risslingen sehr gut, mit Abweichungen von unter 5 %.

Vergleich mit Referenzlosungen

Um die zuvor dargestellten Ergebnisse der Versagensanalyse mit der Finiten
Bruchmechanik realistisch einordnen zu kénnen, werden diese im Folgenden
mit numerischen und experimentellen Referenzlésungen verglichen. Die nu-
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merischen Referenzlosungen wurden mit der in Abschnitt 5.3 beschriebenen
Kohésivzonenmodellierung berechnet. Die experimentellen Ergebnisse stam-
men aus den Verdffentlichungen von da Silva et al. (2004), da Silva et al.
(2006) und Castagnetti et al. (2011), die Parameterstudien an einschnittigen
Uberlappungsfiigungen aus hochfesten Stahlfiigepartnern mit den in Tabelle
5.1 angegebenen sproden Klebstoffen durchgefiihrt haben. Da die Ermittlung
einer initialen Rissldnge, die das Versagen der Klebverbindung einleitet, bei
der Kohéasivzonenmodellierung und bei experimentellen Versuchen aufgrund
der schnellen Ausbreitung des Risses nicht moglich ist, werden in Abbil-
dung 5.14 nur die kritischen Versagenslasten verglichen. Bei den betrachteten
Klebverbindungen handelt es sich um die bereits in Abbildung 5.12 mit der
Finiten Bruchmechanik ausgewerteten Klebverbindungen. Die Ergebnisse in
Abbildung 5.14a zeigen durchweg eine sehr gute Ubereinstimmung mit den
Ergebnissen der Kohésivzonenmodellierung und den Experimenten bei maxi-
malen Abweichungen von 7-8 %. Auch der Klebschichtdickeneffekt zeigt sich
in den Referenzl6sungen in d&hnlicher Form. Bei der Auswertung des Einflus-
ses der Uberlappungslinge in Abbildung 5.14b zeigen die Referenzlésungen
dhnlich wie die Ergebnisse der Finiten Bruchmechanik einen Anstieg der
Versagenslast mit zunehmender Uberlappungslinge. Grofere Abweichungen
ergeben sich lediglich bei der gréBten untersuchten Uberlappungslinge fiir das
Ergebnis der Kohasivzonenmodellierung, wie bereits in der Auswertung von
Stein (2018) festgestellt. Die Ergebnisse der mit Hysol EA 9321 verklebten
Struktur in Abbildung 5.14c dhneln denen der Stahl-AV138-Stahl-Fiigung. Die
hohere Bruchzahigkeit von Hysol EA 9321 fithrt zu vergleichsweise hoheren
Versagenslasten. Die mit dem gekoppelten Kriterium der Finiten Bruchmecha-
nik berechneten Ergebnisse liegen bei dickeren Klebschichten etwas iiber dem
Streubereich der Experimente. In Abbildung 5.14d sind die Versagenslasten
der mit Loctite 330 gefiigten Klebverbindung dargestellt. Es fallt auf, dass
die Ergebnisse der Finiten Bruchmechanik bei geringen Klebschichtdicken
zum Teil deutlich von den experimentellen Ergebnissen abweichen, mit Ab-
weichungen von bis zu 20 %. Diese starken Abweichungen sind auf die hier
verwendeten Bruchzahigkeiten zuriickzufiihren, die nicht wie in den anderen
Literaturquellen experimentell bestimmt wurden. Stattdessen wurden sie aus
der Arbeit von Stein (2018) {ibernommen, wo sie mit einer Methode der
minimalen Abweichungen zwischen den experimentellen Werten und der dort
verwendeten analytischen Modellierung ermittelt wurden. Dementsprechend
wurden die Werte der Bruchzédhigkeiten speziell fiir die analytische Model-
lierung von Stein (2018) hergeleitet. Da hier jedoch eine andere analytische
Modellierung verwendet wird, sind die Bruchzéhigkeiten nur bedingt geeignet
und gewisse Abweichungen zu den Experimenten erwartbar. Die Eignung der
hier vorgestellten Modellierung wird aber grundsétzlich bestétigt, da bei der
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Abbildung 5.14: Vergleich der analytisch (AM3) und numerisch (FEA) ermittelten
kritischen Versagenslasten des gekoppelten Kriteriums mit denen der Kohésivzonenmo-
dellierung (KZM) und mit Experimenten (EXP) anhand verschiedener einschnittiger
Uberlappungsfiigungen in Abhéangigkeit von der Klebschichtdicke bzw. der Uberlap-
pungslidnge. Die Abmessungen beschreiben die Klebverbindung wie in Abbildung 3.3

dargestellt.
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Kohésivzonenmodellierung die gleichen Bruchzahigkeiten wie bei der Auswer-
tung der Finiten Bruchmechanik verwendet wurden und die Ergebnisse der
Kohésivzonenmodellierung sehr gut mit denen der Finiten Bruchmechanik
iibereinstimmen.

Die vorgestellten Ergebnisse der Finiten Bruchmechanik zeigen bis auf wenige
erklirbare Ausnahmen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Referenz-
I6sungen und liegen iiberwiegend im Bereich der experimentellen Streuungen.
Die Diagramme bestétigen so das in dieser Arbeit vorgestellte Auswertever-
fahren der Finiten Bruchmechanik und die Modellierung der Klebverbindung.
Weiterhin werden die Anwendung der general sandwich-type-Modellierung und
die verwendete SchnittgréBenberechnung durch die Ergebnisse bestétigt. Die
Rechenzeit der analytischen Auswertung der Finiten Bruchmechanik betragt
exemplarisch fiir das Ergebnis aus Abbildung 5.14a mit einer Klebschichtdicke
von t = 0.5 mm eine Minute. Die Rechenzeit der numerischen Auswertung
der Finiten Bruchmechanik liegt dagegen bei etwa 10 Minuten und die der
Kohésivzonenmodellierung sogar tiber einer Stunde. Damit eignet sich das
vorgestellte Auswerteverfahren der Finiten Bruchmechanik auch aufgrund
seiner Effizienz fiir den Einsatz bei Versagensbewertungen in der Praxis.

5.4.3 Versagensanalyse verstiarkter Betonstrukturen

Im Folgenden wird die Versagensanalyse auf weitere relevante Klebefiigungen
und Lastfille angewendet, um ihre vielseitige Anwendbarkeit zu demonstrie-
ren. Dazu werden mit CFK verstirkte Betonstrukturen untersucht, die in der
Praxis hdufig zur Sicherung von Betontrégern, an denen sich bereits Risse
gebildet haben, eingesetzt werden. In Abbildung 5.15a sind die Ergebnisse
fir einen auf Zug beanspruchten Betontrédger dargestellt, der durch einen
Epoxidharzkleber mit einer CFK-Verstiarkung aus T300 verbunden ist. Die
Materialkennwerte von Beton und Epoxy sind in der Tabelle 4.1 und die von
T300 in der Tabelle 4.2 angegeben. Als zu iiberpriifender Versagensfall wird
hier das Ablosen der Verstdrkung vom Betonfiigepartner durch die Bildung
von Rissen an den Bimaterialkerben zwischen Beton und Epoxy betrachtet.
Da Beton aufgrund seiner geringen Zugfestigkeit unter Zugbeanspruchung
besonders versagensanfillig ist, werden anstelle des Klebstoffs die Festigkeiten
und Bruchzéahigkeiten des Betons fiir die Analyse mit dem gekoppelten Kriteri-
um der Finiten Bruchmechanik verwendet. Basierend auf der Verdffentlichung
von Grégoire et al. (2013) werden die Festigkeiten o, = 7. = 3,9 MPa und die
Bruchzéhigkeiten Giie = 2Gic = 0,0852 N/mm verwendet. Als konservative
Annahme wird die Schubfestigkeit mit der Zugfestigkeit gleichgesetzt. Die
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Abbildung 5.15: Mechanische und thermische Versagensanalyse von Verstarkungspflas-
tern in Abhéngigkeit von der Klebschichtdicke mit den Abmessungen: | = b = 100 mm,
10h; = he = 20mm, Iy = 50 mm. Die Lénge Il entspricht hier jeweils der Liange der nicht
verklebten Enden des unteren Fiigepartners.

berechneten Ergebnisse in Abbildung 5.15a zeigen, dass der Einfluss der
Klebschichtdicke auf die kritischen Versagenslasten gering ist und diese mit
zunehmender Klebschichtdicke nur geringfiigig ansteigen. Die Ubereinstim-
mung zwischen analytischen und numerischen Ergebnissen ist sowohl fiir die
Versagenslasten als auch fiir die Risslangen gut. Die maximale Abweichung der
Versagenslasten liegt im Bereich von 6 %. Die Versagenslast von F. = 63kN
bei einer Klebschichtdicke von 1 mm entspricht einer mittleren Spannung von
31,5 MPa, die auf den Betontrager wirkt und etwa dem Achtfachen der Zug-
festigkeit des Betons entspricht. Folglich wird bei dem Verstarkungspflaster
zunéchst ein Versagen der Betonstruktur eintreten, bevor es zu einem Ablo-
sen der Verstarkung kommt. Das Verstarkungspflaster erfiillt somit seinen
Zweck.

In Abbildung 5.15b wird die gleiche Struktur unter thermischer Belastung
untersucht. Auch hier wird das Versagen zwischen Betonfiigepartner und
Klebschicht betrachtet, jedoch in Abhéngigkeit von einer kritischen Tem-
peraturdnderung anstelle einer kritischen mechanischen Versagenslast. Das
gekoppelte Kriterium der Finiten Bruchmechanik wird entsprechend fiir die
Analyse eines thermischen Versagensfalles angepasst und liefert eine kritische
Temperaturdnderung bezogen auf einen spannungsfreien Zustand der Struktur
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bei Raumtemperatur. Die Ergebnisse zeigen, dass die kritische Temperaturén-
derung mit zunehmender Klebschichtdicke abnimmt. Die Ubereinstimmung
zwischen analytischen und numerischen Ergebnissen der Temperaturiande-
rungen ist zufriedenstellend mit einer maximalen Abweichung von 15 % bei
sehr diinnen Klebschichten. Die Abweichung der Rissldngen ist noch deutlich
geringer. Temperaturdanderungen von 60 K bis 100 K werden in eher seltenen
Féllen nur unter extremen Bedingungen erreicht (Almasaeid et al., 2022),
sodass ein thermisches Versagen des Verstarkungspflasters nicht zu erwarten
ist. Es ist aber durchaus moglich, dass bei anderer Wahl der geometrischen Pa-
rameter und bei Uberlagerung von mechanischer und thermischer Belastung
praxisrelevante kritische Falle auftreten.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein neues analytisches Modell zur strukturmechani-
schen Analyse der Lastiibertragung von Klebverbindungen entwickelt. Auf-
bauend auf dieser Modellierung wurde ein geeignetes Konzept zur bruchme-
chanischen Versagensbewertung von Klebverbindungen erstellt und in Form
eines Optimierungsalgorithmus implementiert.

Der Schwerpunkt bei der strukturmechanischen Analyse lag dabei auf der
Entwicklung einer analytischen Modellierung, die es erlaubt, das mit zuneh-
mender Klebschichtdicke komplexer werdende Verformungsverhalten in der
Klebschicht korrekt zu erfassen. Im Gegensatz zu bestehenden sogenann-
ten weak-interface- Ansétzen wurde ein durch Verschiebungsterme hoherer
Ordnung erweiterter Verschiebungsansatz in der Klebschicht vorgestellt. Die
zusétzlichen Verschiebungsterme enthalten Polynomfunktionen, die zusétz-
liche Verformungsmoden der Klebschicht, gewichtet mit neu eingefithrten
Verformungsfunktionen, beinhalten und somit eine genauere Abbildung des
Deformationszustandes der Klebschicht infolge duflerer Beanspruchungen
ermoglichen. Zugrunde gelegt wurde eine general sandwich-type-Modellierung,
mit der sich die Klebverbindung auf den Uberlappungsbereich reduzieren
lasst. Ausgehend von den Grundgleichungen der linearen Elastizitatstheorie
wurde unter Anwendung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials
ein Differentialgleichungssystem zur Bestimmung der Spannungs- und Ver-
schiebungslosungen hergeleitet. AnschlieBend wurden mit der entwickelten
Modellierung fiir konkrete Fiigekonfigurationen unter mechanischen und ther-
mischen Belastungen Auswertungen durchgefiihrt, die stets mit numerischen
Referenzldsungen verglichen wurden. Anhand von einschnittigen Uberlap-
pungsfiigungen unter Zugbeanspruchung wurden die Vorteile der vorgestell-
ten Modellierung gegeniiber bestehenden analytischen Modellen sowie die
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Notwendigkeit eines Ansatzes hoherer Ordnung bei zunehmender Klebschicht-
dicke aufgezeigt. Neben einschnittigen Uberlappungsfiigungen wurden auch
verschiedene andere Fiigekonfigurationen und Lastfélle untersucht und die je-
weiligen Ergebnisse anschaulich interpretiert. Die Untersuchung einschnittiger
Uberlappungsfiigungen zeigte deutlich, wie eine Verlangerung des Uberlap-
pungsbereichs zu einer Reduzierung der Spannungen in der Klebschicht fiihrt.
Dariiber hinaus bewirkte die Verwendung dickerer Klebschichten mit geringe-
rer Steifigkeit eine gleichméfBigere Spannungsverteilung und eine Abnahme
der Spannungsspitzen, die am Rand des Uberlappungsbereichs auftreten. Die
analytischen Ergebnisse zeigen dabei stets eine sehr gute Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen der numerischen Vergleichsrechnungen.

Die daran ankniipfende Versagensbewertung erfolgte mit Hilfe des gekop-
pelten Spannungs- und Energiekriteriums der Finiten Bruchmechanik mit
dem Ziel, fir verschiedene Klebverbindungen die kritischen Lasten und die
initialen Rissldngen zu bestimmen. Die hierfiir erforderliche Rissmodellierung
fand in der analytischen Umsetzung durch eine Modifikation des zuvor fiir die
ungerissene Verbindung entwickelten Verschiebungsansatzes der Klebschicht
statt. Die Modellansétze fiir den gerissenen und den ungerissenen Bereich
der Klebverbindung wurden durch Ubergangsbedingungen, die sich aus dem
Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials herleiten lieen, miteinander
verbunden. Damit konnten die Verlaufe der Spannungen der ungerissenen
Verbindung und der Rissflankenverschiebungen der gerissenen Verbindung
berechnet und die inkrementelle Energiefreisetzungsrate durch die Auswer-
tung des RissschlieBintegrals ermittelt werden. Vergleichsrechnungen mit der
Finite-Elemente-Methode lieferten dabei sehr dhnliche Ergebnisse. Anschlie-
Bend wurde ein Optimierungsalgorithmus entwickelt, mit dem sich, unter
Verwendung der Ergebnisse der Spannungen und Energiefreisetzungsraten,
das gekoppelte Kriterium der Finiten Bruchmechanik auswerten lédsst. Die
daraus resultierenden Ergebnisse wurden mit Referenzlésungen verglichen.
Zunéchst erfolgte ein Vergleich der analytischen mit der numerischen Um-
setzung des gekoppelten Kriteriums, wobei die vorteilhafte Anwendung des
Verschiebungsansatzes hoherer Ordnung fiir die Klebschicht auch fir die
Versagensbewertung bestétigt werden konnte. Vergleiche mit den Ergebnis-
sen einer Kohésivzonenmodellierung und den Ergebnissen experimenteller
Untersuchungen bestétigten weiterhin die Anwendbarkeit des gekoppelten
Kriteriums auf den hier untersuchten Versagensfall der Rissinitiierung in
Klebverbindungen. In Parameterstudien zeigte die analytische Modellierung
eine korrekte Abbildung des Klebschichtdickeneffekts und eine zu erwartende
Abnahme der Versagenslast bei Verkiirzung des Uberlappungsbereichs.
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6.2 Ausblick

Der zentrale Vorteil einer analytischen Modellierung liegt in der deutlich ho-
heren Effizienz im Vergleich zu Finite-Elemente-Analysen oder Experimenten,
wodurch sie sich besonders fiir die Vorauslegung und Strukturoptimierung
von Klebverbindungen eignet. Um eine einfache analytische Beschreibung
zu ermdglichen, werden vereinfachende Modellannahmen entsprechend der
betrachteten Struktursituation getroffen. Hierdurch wird aber auch die An-
wendbarkeit des Modells eingeschrénkt, sodass im Folgenden mégliche Erwei-
terungen der in dieser Arbeit vorgestellten Modellierung aufgezeigt werden.

Bei dem vorliegenden Modell werden Klebverbindungen unter der Annahme
eines ebenen Verzerrungszustandes und linear-elastischen Materialverhaltens
betrachtet. Dies erweist sich insbesondere bei der Betrachtung hochfester
Fiigepartner mit sprodem Klebstoff als sehr geeignet. Nichtlinear-elastisches
und plastisches Materialverhalten werden nicht berticksichtigt, wobei eine
entsprechende Erweiterung des Materialmodells die Anwendbarkeit der Mo-
dellierung noch weiter verbessern wiirde. Die Fiigepartner wurden als isotrop
oder transversal isotrop modelliert. Eine Erweiterung der Modellierung auf
orthotrope Fiigepartner oder Laminate ist mit geringem Aufwand moglich.
Hierdurch wiirde die Modellierung insbesondere fiir den Einsatz im Flugzeug-
bau noch attraktiver werden. Die Anwendung der Schubdeformationstheorie
1. Ordnung liefert fiir die in dieser Arbeit betrachteten Strukturen sehr gute
Ergebnisse, setzt aber eine ausreichende Schlankheit der Filigepartner voraus.
Fiir dickere, schubweichere Fiigepartner ist eine Erweiterung der Modellierung
auf die Anwendung der Schubdeformationstheorie 3. Ordnung nach Reddy
(2003) mit dhnlicher Implementierung sinnvoll. Bei der Modellierung der Kleb-
schicht konnte durch die hier verwendeten Polynomterme héherer Ordnung
eine erfolgreiche Erweiterung des weak-interface-Ansatzes fir dickschichtige
Klebverbindungen erreicht werden. Alternative Anséitze, beispielsweise auf
Basis trigonometrischer Funktionen, wurden in dieser Arbeit nicht untersucht,
koénnten aber zu einer weiteren Verbesserung der Abbildung des Verformungs-
verhaltens beitragen. Dariiber hinaus ist auch eine Zerlegung der Klebschicht
in mehrere Teilschichten mit jeweils eigenen Ansdtzen denkbar, wie dies in
der Arbeit von Weifigraeber (2014) erfolgt ist. Anstelle von linearen Ansétzen
kéonnten in den Teilschichten die in dieser Arbeit vorgestellten kubischen
Ansétze verwendet werden und es bestiinde die Moglichkeit einer gezielten
Verfeinerung des Ansatzes in einzelnen stark beanspruchten Bereichen der
Klebschicht. Um Biegeeffekte, die in einschnittigen Uberlappungsfiigungen
auftreten, auszuschliefen ist auch eine Betrachtung von zweischnittigen Uber-
lappungsfiigungen von Relevanz. Fiir eine analytische Untersuchung bedarf
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es einer entsprechenden Modifikation der general sandwich-type-Modellierung
auf zwei Klebschichtbereiche und drei Fiigepartner. Von praktischem Interesse
ist auch die analytische Untersuchung der in Abschnitt 3.3.2 vorgestellten
konstruktiven Mechanismen zur Reduzierung von Spannungsspitzen am Rand
der Klebverbindung, wie zum Beispiel eine mit dem general sandwich-type-
Ansatz kompatible Modellierung von Klebkehlen und deren Einfluss auf die
Versagensanalyse.

Die in dieser Arbeit durchgefiihrte Versagensbewertung betrachtet ausschlief3-
lich das Versagen von Klebverbindungen durch klebschichtseitigen Grenz-
schichtbruch infolge Rissbildung zwischen Klebschicht und Fiigepartner. Je
nach Material der Fiigepartner ist Versagen aber auch durch die Rissbildung
in den Fiigepartnern und bei Laminaten durch Delaminationsrisse moglich.
Durch die Beriticksichtigung weiterer Versagensarten kann eine noch allge-
meingiiltigere Versagensbewertung erreicht werden. Die Ergebnisse hédngen
ebenfalls von dem hier gewéhlten elliptischen Spannungskriterium und dem
zugrunde gelegten Energiekriterium nach Griffith ab, fiir die auch andere
existierende Kriterien in Betracht gezogen werden kénnen. Bei Verwendung
eines Interaktionsgesetzes fiir das Energiekriterium wére beispielsweise eine
klare Zuweisung des versagensrelevanten Rissoffnungsmodus moglich.
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Anhang A

Differentialgleichungssystem

Detaillierte Darstellung des Differentialgleichungssystems (A.1) mit den zuge-
horigen Randbedingungen (A.2) fiir die in Kapitel 4 dieser Arbeit vorgestellte
Modellierung von Klebverbindungen. Die Gleichungen sind beispielhaft fiir
den in Gleichung (4.26) und (4.27) dargestellten kubischen Verschiebungs-
ansatz liber die Klebschichtdicke hergeleitet.

B ‘3] v 4 [g i} w— {g] (A1)
[D A} U=r4+r, (A.2)

Die in den Differentialgleichungen und Randbedingungen auftretenden Un-
termatrizen A, B, C und D sowie die Vektoren d, r und 7, sind in den
Gleichungen (A.3) bis (A.10) angegeben.
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A= aq 0 a3 ais O ais ais 0 aio 0 (A-3)
as 0 a2 as 0 aie a0 0 0 0
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117



Anhang A

(A.4)

b1

bs

bs

b2

by

-b1

o
SO O OO

~

bio

bz 0 -be

-br

bio

(A.5)

-C1 0 C3

C2

C1

Cq

Cé

-Co

Cs

C2

-c3

“c2 1

0

0
-C3

0
Ce

0
C3

C10

C11

—
©
<
=
22
cCooocoo gooo
©
cCoooocoo Foo
So¥do foo 2o
T TS S = S
© O ©
ocfoosoooo.g
0 e =
0d001m00d00
SoSSo S-dococo
T =S < S
ofJooFJoogoo
<t
oJoogfgooJFgoo
1
— e =
dOddOddOOO
el o ©
o oo ToOOoOT OO
1 I 1

(A7)

T
|:0 €12 0 0 -€12 O 0 0 0 O:|

d =

118



Tr = |:TT1 0 7y 1oy 0 7y

_ 11 11 11 21 21
T R

7| =
x=1/2

T
Fe 00 0] (A.8)

T
M* 0 0 0 0] (A.9)

T
[N“ Q¥ M™ N*® Q® M*® 0 0 0 o] (A.10)

Die einzelnen Matrizen- und Vektoreintrage sind im Folgenden aufgelistet:
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Schnittgroflen fiir die Spannungsanalyse

Tabelle A.1

Ubersicht der Schnittgréfien, die an den Enden des Uberlappungsbereichs der in Kapi-
tel 4 untersuchten Klebverbindungen wirken. Die Schnittgréofien sind pro Einheitstiefe
aufgetragen, mit den Schnittkraften N und @ in N/mm und den Schnittmomenten M in
Nmm/mm.

Abbildung Nll Qll IVIll N12 Q12 M12 N21 Q21 M21 N22 Q22 M22

4.5a 200 6,7 166,7 0 0 0 0 0 0 200 6,7 —166,7
4.11a 0 4 400 0 0 0 0 0 —4 —400 0 0
4.11b 0 0 0 0 0 200 0 4,4 444 0 44 -—444
4.11c 0 0 0 0 0 0 0 2000 0 0 2000 0
4.12a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4.12b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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