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Kurzfassung

Der Einsatz von Klebverbindungen bietet aufgrund der hohen spezifischen
Festigkeit, des beschädigungsfreien Fügeprozesses und der flächig verteilten
Lastübertragung viele Vorteile gegenüber anderen Verbindungsarten. Insbe-
sondere im Bereich des konstruktiven Leichtbaus finden Klebverbindungen
daher eine breite Anwendung. Aufgrund der unterschiedlichen Steifigkeiten
von Klebstoff und Fügepartnern sowie des Auftretens geometrisch bedingter
Kerben weisen Klebverbindungen jedoch ein sehr komplexes strukturmecha-
nisches Verhalten auf und sind versagensanfällig. Für eine sichere Auslegung
geklebter Strukturen sind daher geeignete Analysekonzepte erforderlich, mit
denen die Lastübertragung und das Versagensverhalten von Klebverbindun-
gen angemessen abgeschätzt werden können. Analytische Modelle eignen
sich dabei aufgrund ihrer Einfachheit und Effizienz besser als aufwendige
experimentelle Versuche.

Zentraler Bestandteil dieser Arbeit ist die Entwicklung einer analytischen
Modellierung zur Erfassung des mechanischen Verhaltens von Klebverbindun-
gen mit dickerer Klebschicht. Da bestehende Modelle fast ausschließlich für
Verbindungen mit sehr dünnen Klebschichten geeignet sind, wird in dieser
Arbeit ein Modell mit einem Verschiebungsansatz höherer Ordnung für die
Klebschicht vorgestellt, das eine genauere Beschreibung des Verformungsver-
haltens in Klebschichtdickenrichtung erlaubt. Das zugehörige Differentialglei-
chungssystem zur Beschreibung der Klebverbindung wird unter Anwendung
der linearen Elastizitätstheorie mit Hilfe des Prinzips vom Minimum des
Gesamtpotentials hergeleitet und einer Lösung zugeführt. Die Eignung des
vorgestellten Modells wird anhand vorgenommener Spannungsermittlungen
für verschiedene Belastungssituationen und unterschiedliche Fügekonfigu-
rationen im Vergleich zu Finite-Elemente-Berechnungen und bestehenden
analytischen Modellen gezeigt. Die Vorteile des vorliegenden analytischen
Modells zeigen sich mit zunehmender Klebschichtdicke insbesondere bei der
Darstellung lokaler Spannungsspitzen am äußeren Rand der Klebschicht von
einschnittigen Überlappungsfügungen.

An die Modellierung der Klebverbindung schließt sich eine Versagensbewer-
tung zur Analyse von spröden Grenzschichtbrüchen mit dem gekoppelten
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Spannungs- und Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik an. Ein in
dieser Arbeit entwickelter Optimierungsalgorithmus ermöglicht unter Berück-
sichtigung des nicht monotonen Verlaufs der Energiefreisetzungsrate die
Abschätzung der kritischen Versagenslast, bei der ein Riss initiiert wird, der
zum Versagen der Klebverbindung führt. Durch eine geeignete analytische
Modellierung des Risses ist es möglich, die während des Rissprozesses entste-
hende Rissöffnung und die dabei freigesetzte Energie, die eine zentrale Rolle im
Versagensprozess spielt, genau zu erfassen. Die so ermittelten kritischen Versa-
genslasten werden in Parameterstudien für verschiedene Struktursituationen
und Belastungsfälle untersucht und mit numerischen und experimentellen
Referenzergebnissen validiert.
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Abstract

Adhesive joints offer many advantages over other types of joints due to their
high strength-to-weight ratio, the non-destructive joining process, and a load
transfer that is distributed over a large area. Adhesive joints are therefore
widely used, especially in the field of lightweight construction. However, due
to the different stiffnesses of adhesive and adherends, and the occurrence of
geometrically induced notches, adhesive joints have a complex mechanical
behavior and are susceptible to failure. For a safe design of adhesively bonded
structures, appropriate analysis concepts are needed to capture the load
transfer and failure behavior of adhesive joints. Analytical models are more
suitable than experimental tests due to their simplicity and efficiency.

The central part of this thesis is the development of an analytical model to
capture the mechanical behavior of adhesive joints with a relatively thick
adhesive layer. Since existing models are almost exclusively suitable for joints
with very thin adhesive layers, a model with a higher-order displacement
approach for the adhesive layer is proposed in this work, which allows a
more accurate description of the deformation behavior in the direction of
the adhesive layer thickness. The corresponding differential equation system
for the description of the adhesive joint is derived and solved using linear
elasticity theory and the minimum total potential energy principle. The
suitability of the presented model is demonstrated by stress determinations
for different loading situations and different joint configurations in comparison
to finite element calculations and existing analytical models. The advantages
of the present analytical model become apparent with increasing adhesive
layer thickness, particularly in the representation of local stress peaks at the
outer edge of the adhesive layer of single-lap joints.

The modeling of the adhesive joint is complemented by a failure evaluation
for the analysis of brittle interface failure using the coupled stress and energy
criterion of Finite Fracture Mechanics. Taking into account the non-monotonic
behavior of the energy release rate, an optimization algorithm developed in
this thesis allows the estimation of the critical failure load at which a crack
initiates leading to the failure of the adhesive joint. Through appropriate
analytical modeling of the crack, it is possible to accurately determine the
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crack opening that occurs during the cracking process and the energy released,
which plays a central role in the failure process. The critical failure loads
determined in this way were investigated in parametric studies and validated
with numerical and experimental reference results.
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ũ(a), w̃(a) Rissflankenverschiebungen der Klebschicht
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Das Klebverfahren ist ein kostengünstiges und vielseitig einsetzbares Füge-
verfahren, das sowohl im Bauwesen als auch im Maschinen- und Anlagenbau
zur Anwendung kommt. Es gehört zu den stoffschlüssigen Fügeverfahren,
bei denen zwei Bauteile durch einen flächig aufgetragenen nichtmetallischen
Klebstoff fest miteinander verbunden werden. Neben der flächig verteilten
Lastübertragung zählen die hohe spezifische Festigkeit und die Fügbarkeit
von Bauteilen unterschiedlicher Werkstoffe zu den Vorteilen von Klebverbin-
dungen gegenüber anderen Fügearten wie Schweiß- oder Nietverbindungen.
Klebverbindungen eignen sich insbesondere für das Fügen von dünnwandigen
Leichtbaustrukturen, wie sie in der Luft- und Raumfahrt, im Fahrzeugbau
oder im Bauwesen, beispielsweise bei der Konstruktion von Rotorblättern für
Windkraftanlagen, eingesetzt werden. So bestehen Flugzeuge heute, bezogen
auf ihr Gewicht, zu bis zu 50% aus Faserverbundstrukturen, in denen auch
Klebverbindungen eine Rolle spielen (Adams, 2021).

Während Klebverbindungen in der Herstellung einfach sind, ist die sichere
Auslegung für den Betrieb sehr anspruchsvoll. Grund dafür ist die komplexe
Lastübertragung in der Klebverbindung, die aus einer Kombination von geome-
trisch bedingten Kerben und stark unterschiedlichen Steifigkeitseigenschaften
der beteiligten Materialien resultiert. Dies führt unter Belastung trotz gleich-
mäßig aufgetragenem Klebstoff zu einer ungleichmäßigen Spannungsverteilung
in der Klebschicht. Insbesondere an den sogenannten Bimaterialkerben am
Rand des Überlappungsbereiches zwischen Klebschicht und Fügepartner tre-
ten lokal sehr hohe Spannungskonzentrationen auf. Unter kritischer Belastung
kann es dort daher zu einer schlagartigen Bildung von Rissen kommen. Ein-
mal entstandene Risse breiten sich dann entlang der Schichtgrenze zwischen
Klebschicht und Fügepartner weiter aus, bis es aufgrund der verhältnismäßig
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Kapitel 1 Einleitung

nachgiebigeren Klebschicht zu einem klebschichtseitigen Grenzschichtbruch
kommt, der zum Versagen der Klebverbindung führt.

Um das Versagen geklebter Strukturen in technischen Anwendungen zu ver-
meiden, ist eine umfassende Kenntnis des strukturmechanischen Verhaltens
der Klebverbindung und der auftretenden Versagensmechanismen erforderlich.
Damit kann die Klebverbindung so dimensioniert werden, dass die im Betrieb
auftretenden Belastungen stets unterhalb der maximal ertragbaren Belastung
liegen und ein sicherer Einsatz gewährleistet ist. Um die maximale Belastbar-
keit abzuschätzen, werden entweder experimentelle Versuche durchgeführt
oder Berechnungsmodelle verwendet. Experimentelle Auswertungen liefern
zwar sehr realitätsnahe Ergebnisse, sind jedoch teuer und aufwendig in der
Durchführung. Aus diesem Grund besteht ein großes Interesse an analytischen
Lösungen sowie an numerischen Simulationsmodellen, die wesentlich einfacher
und kostengünstiger in der Anwendung sind. Darüber hinaus erlauben diese
auch Aussagen über die Spannungsverläufe innerhalb der Klebverbindung,
mit deren Hilfe überbeanspruchte Bereiche identifiziert werden können. Durch
die Möglichkeit der parametrischen Implementierung sind sie außerdem flexi-
bel auf unterschiedliche Struktursituationen mit verschiedenen Werkstoffen
anwendbar.

Bei analytischen Modellen können insbesondere für Verbindungen mit sehr
dünnen Klebschichten stark vereinfachte Annahmen getroffen werden, die sie
wesentlich effizienter als numerische Modelle machen, sodass sie sich beson-
ders für eine erste grobe Abschätzung in der Entwurfsphase eignen. Hierzu
bestehende, etablierte Konzepte für die Spannungsanalyse und Versagens-
bewertung wurden jedoch hauptsächlich für Verbindungen mit sehr dünnen
Klebschichten entwickelt. Aufgrund der starken Vereinfachungen nimmt die
Genauigkeit der Ergebnisse bei diesen mit zunehmender Klebschichtdicke ab.
Für die Analyse von Klebverbindungen mit dickeren Klebschichten, wie sie bei
Dickschichtklebungen oder Mehrschichtverbunden auftreten, besteht daher
noch ein Bedarf an geeigneten analytischen Modellen, wozu die vorliegende
Arbeit einen Beitrag leistet.

1.2 Ziel der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Implementierung eines ana-
lytischen Verfahrens zur effizienten Analyse der Lastübertragung und des
Versagensverhaltens von Klebverbindungen mit dicken Klebschichten. Da das
Verformungsverhalten der Klebschicht mit zunehmender Klebschichtdicke
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1.3 Aufbau der Arbeit

komplexer wird, liegt ein besonderer Fokus auf der genauen Beschreibung des
Verformungsverhaltens der Klebschicht in Dickenrichtung.

Für die Analyse der Lastübertragung ist ein analytisches Modell der Kleb-
verbindung mit einem neuen Ansatz zur Beschreibung der Verformungen
über die Klebschichtdicke auf der Grundlage der linearen Elastizitätstheorie
erforderlich. Das Modell soll die unter Belastung auftretenden Spannungen
und Verformungen für verschiedene Klebkonfigurationen ermitteln können,
wobei ein Kompromiss aus Einfachheit und Effizienz der Modellierung bei
gleichzeitiger Genauigkeit der Ergebnisse anzustreben ist. Darüber hinaus
sollte die Modellierung möglichst vielseitig für verschiedene geometrische
Konfigurationen, Lastfälle und Materialkonstellationen anwendbar sein. Ziel
ist, dass die Modellierung die Qualität numerischer Vergleichsrechnungen
erreicht.

Auf Grundlage einer effizienten Modellierung der Klebverbindung kann die
Versagensanalyse durchgeführt werden. Für die Bestimmung der kritischen
Last und die Analyse der Rissbildung soll in dieser Arbeit das Konzept des
gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums der Finiten Bruchmechanik
verwendet werden. Für die Auswertung des gekoppelten Kriteriums ist ein
geeigneter Optimierungsalgorithmus zu entwickeln und zu implementieren, der
eine möglichst genaue und effiziente Versagensanalyse ermöglicht. Zusätzlich
soll der Einfluss verschiedener Struktur-, Last- und Materialparameter auf das
Versagen von Klebverbindungen untersucht werden. Ziel ist, die Qualität der
Ergebnisse durch eine Validierung mittels numerischer Vergleichsrechnungen
mit einer Kohäsivzonenmodellierung und experimenteller Ergebnisse aus der
Literatur sicherzustellen. Zusätzlich wird ein Vergleich zwischen analytischer
und numerischer Auswertung des gekoppelten Kriteriums durchgeführt.

1.3 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die für diese Arbeit relevanten theoretischen Grund-
lagen erläutert. Dazu wird zunächst auf die wichtigsten Zusammenhänge der
linearen Elastizitätstheorie und der Mechanik ebener flächiger Strukturen
eingegangen. Es folgt eine kurze Einführung in die Variations- und Energie-
prinzipien. Um einen Überblick über die Durchführung von Versagensanalysen
zu geben, werden verschiedene Festigkeitskriterien und bruchmechanische
Konzepte aufgezeigt. Abschließend wird das gekoppelte Spannungs- und
Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik vorgestellt.
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Kapitel 1 Einleitung

Eine Einführung in den Stand der Forschung zur Strukturmechanik von
Klebverbindungen wird in Kapitel 3 gegeben. Nach einigen einleitenden
Bemerkungen wird zunächst auf die Spannungsanalyse und dann auf die
Versagensbewertung von Klebverbindungen Bezug genommen. Für die Span-
nungsanalyse werden etablierte Modellierungskonzepte und relevante Grund-
prinzipien vorgestellt. Der Abschnitt zur Versagensbewertung beginnt mit
einer Beschreibung der bei Klebverbindungen auftretenden Versagensarten.
Im Weiteren werden bestehende Konzepte zur Versagensbewertung aufge-
führt. Dabei wird sowohl auf die Finite Bruchmechanik als auch auf die
Kohäsivzonenmodellierung eingegangen.

In Kapitel 4 wird ein neuer Ansatz zur Klebschichtmodellierung für die Ana-
lyse des strukturmechanischen Verhaltens von Klebverbindungen vorgestellt.
Dabei werden zunächst die Modellannahmen und der eingeführte Ansatz
für die Klebschicht detailliert erläutert. Anschließend wird die Herleitung
der Ergebnisse für Spannungen und Verschiebungen aus dem Differential-
gleichungssystem beschrieben. Außerdem wird die numerische Modellierung
gezeigt, die zur Überprüfung des analytischen Modells verwendet wird. Ab-
schließend werden die Ergebnisse der Spannungsberechnungen für verschiedene
Klebverbindungen und Parameterstudien vorgestellt.

Die Versagensanalyse von Klebverbindungen ist das Thema von Kapitel 5.
Nach einer kurzen Einführung wird auf die Versagensanalyse mit dem ge-
koppelten Kriterium der Finiten Bruchmechanik eingegangen. Dazu wird die
erforderliche Berechnung der Energiefreisetzungsrate, die Rissmodellierung
und das in dieser Arbeit entwickelte Optimierungsverfahren zur Versagens-
bewertung beschrieben. Neben der Finiten Bruchmechanik wird auch die
numerisch durchgeführte Kohäsivzonenmodellierung erläutert. Die daraus
resultierenden Ergebnisse werden am Ende des Kapitels für verschiedene Kleb-
verbindungen dargestellt, diskutiert und mit experimentellen Ergebnissen
validiert.

In Kapitel 6 werden die gewonnenen Erkenntnisse zusammengefasst und es
wird ein Ausblick auf sinnvolle zukünftige Erweiterungen der Modellierung
gegeben.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist die Darstellung der wichtigsten theoretischen Grund-
lagen, die für diese Arbeit von Bedeutung sind. Dazu werden zunächst die
Grundgleichungen der linearen Elastizitätstheorie, der Mechanik orthotroper
flächiger Strukturen und der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung beschrieben.
Anschließend werden energetische Konzepte und Variationsprinzipien vorge-
stellt. Es folgt eine Einführung in die zur Bewertung von Strukturversagen
gebräuchlichen Festigkeitskriterien und in die Bruchmechanik. Abschließend
wird das Konzept der Finiten Bruchmechanik mit dem gekoppelten Spannungs-
und Energiekriterium erläutert.

2.1 Lineare Elastizitätstheorie

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der linearen Elastizitätstheorie
vorgestellt, bei der es sich um eine Theorie zur Modellierung und Auswertung
von Spannungen und Verformungen in elastischen Körpern handelt, die infolge
äußerer Lasten entstehen. Unter der Annahme linear-elastischen Materialver-
haltens (physikalische Linearität) und kleiner Verformungen (geometrische
Linearität) lassen sich zentrale Grundgleichungen formulieren, mit denen sich
das Verhalten eines beliebigen linear-elastischen Kontinuums beschreiben
lässt. Einen guten Überblick über die in diesem Abschnitt vorgestellten struk-
turmechanischen Grundlagen liefern die Werke von Becker u. Gross (2002),
Gross et al. (2018) und Sadd (2021).

Im Allgemeinen werden in der linearen Elastizitätstheorie drei Arten von
Grundgleichungen verwendet. Dies sind die Gleichgewichtsbedingungen, die
kinematischen Gleichungen und die konstitutiven Gleichungen:

• Die Gleichgewichtsbedingungen beschreiben für einen statisch belas-
teten Körper das Kräftegleichgewicht in jedem betrachteten Punkt
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

des Körpers in jeder vorhandenen Koordinatenrichtung. Treten dy-
namische Effekte auf, werden stattdessen Bewegungsgleichungen
verwendet.

• Die kinematischen Gleichungen ermöglichen es, aus den auftreten-
den Verformungen auf den Verzerrungszustands eines Körpers zu
schließen.

• Das Konstitutivgesetz berücksichtigt das Materialverhalten des elas-
tischen Körpers und liefert so einen Zusammenhang zwischen den
aus den Belastungen resultierenden Spannungen und den sich ein-
stellenden Verzerrungen.

Mit den Grundgleichungen lassen sich mechanische Randwertprobleme be-
trachten, die sich in Abhängigkeit von auftretenden Spannungs- und Verschie-
bungsrandbedingungen eindeutig lösen lassen. Damit können Spannungen,
Verzerrungen und Verschiebungen an jedem Punkt des Körpers in Abhän-
gigkeit von der Belastung und dem Materialverhalten ermittelt werden. Die
Grundgleichungen werden im Folgenden ausführlich dargestellt und erläu-
tert.

Gleichgewichtsbedingungen

Es gibt zwei verschiedene Arten von Belastungen, denen ein Körper ausgesetzt
sein kann: Belastungen im Körperinneren, zum Beispiel durch das Eigen-
gewicht des Körpers, und Belastungen, die von außen auf die Körperoberfläche
einwirken. Aus der Belastung durch äußere Kräfte resultieren innere Kräf-
te, die im Körperinneren wirken. Betrachtet man einen beliebigen Schnitt
durch einen Körper mit der Normalen ni, so können die auf die infinitesimale
Schnittfläche ∆A bezogenen Kräfte ∆Fi als Spannungen interpretiert werden.
Geht die Größe der Schnittfläche gegen Null, lässt sich im jeweiligen Angriffs-
punkt ein sogenannter Spannungsvektor mit den folgenden Komponenten
formulieren:

ti = lim
∆A→0

∆Fi
∆A . (2.1)

Der Spannungsvektor setzt sich im Allgemeinen aus drei Komponenten zu-
sammen: eine senkrecht zur Schnittfläche wirkende Normalspannung und zwei
in der Ebene der Schnittfläche wirkende, linear voneinander unabhängige
Schubspannungen. Betrachtet man ein infinitesimales würfelförmiges Volu-
menelement in einem kartesischen Koordinatensystem mit Schnittflächen in
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2.1 Lineare Elastizitätstheorie

allen drei Raumrichtungen, so lässt sich aus den zerlegten Spannungsvektoren
der Cauchysche Spannungstensor σij formulieren:

[
σij
]

=

[
σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

]
. (2.2)

Der Index i der Spannungskomponente kennzeichnet die Richtung der Flä-
chennormalen der betrachteten Schnittfläche und der Index j die Wirkungs-
richtung der Spannungskomponente an dieser Stelle. Die Auswertung lokaler
Momentengleichgewichte am infinitesimalen Volumenelement ergibt

σij = σji, (2.3)

sodass der Spannungstensor symmetrisch ist. Unter Verwendung des griechi-
schen Buchstabens τ für die Schubspannungen kann der Cauchysche Span-
nungstensor als

[
σij
]

=

[
σ11 τ12 τ13
τ12 σ22 τ23
τ13 τ23 σ33

]
(2.4)

geschrieben werden. Spannungsvektor und Spannungstensor sind dabei über
das Cauchysche Gesetz voneinander abhängig. So lässt sich der Spannungs-
vektor eines beliebigen Schnittes in einem Körper aus der zugehörigen Flä-
chennormalen und dem Cauchyschen Spannungstensor berechnen:

ti = σijnj . (2.5)

Analog zu den lokalen Momentengleichgewichten, die zu Gleichung (2.3) füh-
ren, lassen sich am infinitesimalen Volumenelement auch Kräftegleichgewichte
aufstellen. Unter Berücksichtigung der Volumenkräfte fi ergibt sich

∂σij
∂xj

+ fi = 0, (2.6)

was drei partiellen Differentialgleichungen für die drei mit den Koordinaten
xj bezeichneten Raumrichtungen entspricht. Über doppelt auftretende Indi-
zes wird dabei nach den Regeln der Indexnotation summiert. Aufgrund der
Spannungssymmetrie enthalten die Differentialgleichungen sechs unbekannte
Spannungskomponenten. Das System ist somit statisch unbestimmt und die
Spannungskomponenten können nicht allein aus den Gleichgewichtsbedin-
gungen ermittelt werden. Aus diesem Grund müssen neben den Gleichge-
wichtsbedingungen auch die konstitutiven und kinematischen Gleichungen
berücksichtig werden.
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Kinematik

Die Verformungen eines elastischen Körpers unter Belastung können durch
Verzerrungstensoren beschrieben werden. Dabei beschreiben die Verzerrun-
gen die Deformation eines Körpers bezüglich eines Referenzzustandes. In
vielen Anwendungsfällen treten nur kleine Verformungen auf, weshalb die
Verzerrungen vereinfacht durch den linearisierten bzw. infinitesimalen Ver-
zerrungstensor εij formuliert werden können:

[
εij
]

=

[
ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33

]
. (2.7)

Auf der Hauptdiagonalen befinden sich die Dehnungen, die, am infinitesimalen
Volumenelement betrachtet, Längenänderungen gegenüber der Ausgangslänge
in einer Koordinatenrichtung entsprechen. Die übrigen Verzerrungen sind
Gleitungen, die als Winkeländerungen interpretiert werden können. Analog
zum Cauchyschen Spannungstensor ist auch der linearisierte Verzerrungsten-
sor symmetrisch. Ersetzt man die Gleitungen durch die in der Praxis häufig
verwendeten technischen Gleitungen mit εij = 1

2γij für i 6= j, lässt sich der
linearisierte Verzerrungstensor als

[
εij
]

=

 ε11
1
2γ12

1
2γ13

1
2γ12 ε22

1
2γ23

1
2γ13

1
2γ23 ε33

 (2.8)

schreiben. Die kinematischen Gleichungen liefern einen Zusammenhang zwi-
schen den Komponenten εij des linearisierten Verzerrungstensors und den
Verschiebungen ui, die infolge von Belastungen entstehen:

εij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
. (2.9)

Konstitutivgesetz

Um Spannungen und Verzerrungen in Beziehung zu setzen, wird das Konsti-
tutivgesetz verwendet. Im Gegensatz zu den Gleichgewichtsbedingungen und
den kinematischen Gleichungen ist das Konstitutivgesetz werkstoffabhängig.
In vielen technisch relevanten Fällen kann es als linear-elastisch angenommen
werden, sodass Spannungen und Verzerrungen über den Elastizitätstensor

8



2.1 Lineare Elastizitätstheorie

cijkl in direkter Proportionalität zueinander stehen. Diese Art des Kon-
stitutivgesetzes wird auch als Hookesches Gesetz bezeichnet und lautet in
Indexnotation:

σij = cijklεkl. (2.10)

Der Elastizitätstensor beschreibt dabei die mechanische Steifigkeit der Struk-
tur. Durch Invertieren der Gleichung (2.10) kann das Hookesche Gesetz auch
unter Verwendung des Nachgiebigkeitstensors sijkl dargestellt werden:

εij = sijklσkl. (2.11)

Betrachtet man thermomechanische Situationen, in denen neben mechani-
schen auch thermische Dehnungen wirken, so wird das Hookesche Gesetz um
die thermischen Dehnungen εT

ij erweitert. Die Gesamtdehnung εij ergibt sich
dann zu:

εij = sijklσkl + εT
ij . (2.12)

Thermische Dehnungen treten auf, wenn eine Struktur gegenüber ihrem Aus-
gangszustand um eine Temperaturdifferenz ∆T erwärmt oder abgekühlt wird.
Die Verformungen der Struktur unter thermischer Belastung werden durch
einen Satz an materialabhängigen thermischen Ausdehnungskoeffizienten αij
beschrieben. Für die thermischen Dehnungen gilt:

εT
ij = αij∆T. (2.13)

Der Elastizitätstensor cijkl hat 81 Komponenten, die nicht alle voneinander
unabhängig sind. Unter Berücksichtigung der Symmetrie von Spannungs-
und Verzerrungstensor und der Existenz einer Formänderungsenergie kann
der Elastizitätstensor im Fall der Anisotropie vereinfacht und die Anzahl
der Komponenten auf 21 unabhängige reduziert werden. Anstelle des Elas-
tizitätstensors wird für die Formulierung des Konstitutivgesetzes die Stei-
figkeitsmatrix Cij verwendet. Bei anisotropem Materialverhalten lautet das
Konstitutivgesetz somit:

σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12

 =


C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C26 C36 C46 C56 C66




ε11
ε22
ε33
γ23
γ13
γ12

 . (2.14)
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Dazu werden die Spannungen und Verzerrungen in Vektorschreibweise nach
Voigtscher Notation geschrieben. Neben dem anisotropen Materialverhalten
gibt es eine Vielzahl weiterer Materialmodelle, unter anderem für orthotropes
und isotropes Material. Orthotropes Materialverhalten zeichnet sich durch
drei orthogonal zueinander orientierte Symmetrieebenen aus, wie sie in der
Praxis häufig bei faserverstärkten Strukturen in Verbundwerkstoffen auftreten.
Die Einträge der Steifigkeitsmatrix vereinfachen sich in diesem Fall zu

[Cij ] =


C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66

 , (2.15)

sodass zur Beschreibung des Materialverhaltens nur noch neun voneinander
unabhängige Steifigkeitseinträge erforderlich sind. Die Steifigkeitseinträge be-
stehen wiederum aus einer Kombination der in der Mechanik gebräuchlichen
materialspezifischen Ingenieurkonstanten. Im orthotropen Fall sind dies die
drei Elastizitätsmoduli E11, E22 und E33, die sechs Querkontraktionszahlen
ν23, ν32, ν13, ν31, ν12 und ν21 sowie die drei Schubmoduli G23, G13 und
G12. Drei der Querkontraktionszahlen lassen sich dabei durch Reziprozitäts-
beziehungen als Linearkombinationen aus den anderen Ingenieurkonstanten
ausdrücken, wodurch sich auch hier neun unabhängige Größen ergeben. Die
Reziprozitätsbeziehungen ergeben sich aus der Symmetrie der Nachgiebig-
keitsmatrix und haben die Form

ν23

E22
= ν32

E33
,

ν13

E11
= ν31

E33
,

ν12

E11
= ν21

E22
. (2.16)

Für viele Anwendungsfälle ist gerade das isotrope Materialverhalten relevant,
bei dem die Richtungsabhängigkeit des Materials entfällt. Damit reduziert
sich auch die Anzahl der unabhängigen Steifigkeitseinträge weiter auf zwei.
Die Steifigkeitsmatrix für isotropes Materialverhalten sieht wie folgt aus:

[Cij ] =


C11 C12 C12 0 0 0
C12 C11 C12 0 0 0
C12 C12 C11 0 0 0
0 0 0 1

2 (C11 − C12) 0 0
0 0 0 0 1

2 (C11 − C12) 0
0 0 0 0 0 1

2 (C11 − C12)

 .
(2.17)
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2.2 Mechanik ebener flächiger Strukturen

Der Zusammenhang zwischen Steifigkeitseinträgen und den isotropen Inge-
nieurkonstanten E und ν lautet:

C11 = E(1− ν)
(1 + ν)(1− 2ν) und C12 = Eν

(1 + ν)(1− 2ν) . (2.18)

Der isotrope Schubmodul G lässt sich gemäß

G = E

2(1 + ν) (2.19)

berechnen. In vielen praktisch relevanten Fällen lassen sich dreidimensionale
Strukturen aufgrund ihrer Geometrie und Belastung auf eine zweidimensionale
Betrachtung reduzieren. In diesem Kontext wird dann von ebenen Proble-
men gesprochen, bei denen sich das Konstitutivgesetz durch den Wegfall
einzelner Spannungs- oder Verzerrungskomponenten vereinfacht. Im Rahmen
der linearen Elastizitätstheorie werden typischerweise zwei Fälle von ebenen
Problemen unterschieden, der ebene Verzerrungszustand (EVZ) und der ebene
Spannungszustand (ESZ):

• Beim ebenen Verzerrungszustand wird angenommen, dass die in
einer bestimmten Raumrichtung, zum Beispiel in x3-Richtung, wir-
kenden Verschiebungen verschwinden oder vernachlässigbar klein
sind und die übrigen Verschiebungen sowie die Belastungen von
dieser Raumrichtung unabhängig sind. Dies ist zum Beispiel der
Fall, wenn die Verschiebung in x3-Richtung durch eine geeignete
Lagerung verhindert wird oder im Vergleich zur zugehörigen Länge
der Struktur hinreichend klein ist. In diesen Fällen verschwinden
auch die Verzerrungen und es gilt ε33 = γ23 = γ13 = 0.

• Der ebene Spannungszustand wird hauptsächlich bei sehr dünnen,
ebenen Strukturen angenommen, die nur in der Ebene belastet wer-
den. Aufgrund der geringen Dicke der Struktur sind die in Dicken-
richtung wirkenden Spannungskomponenten vernachlässigbar klein.
Für einen ebenen Spannungszustand bezüglich der x3-Richtung gilt
daher σ33 = τ23 = τ13 = 0. Die restlichen ebenen Spannungen sind
unabhängig von der x3-Richtung.

2.2 Mechanik ebener flächiger Strukturen

In der Strukturmechanik werden die Grundlagen der linearen Elastizitäts-
theorie auf Strukturelemente wie Stäbe, Balken, Scheiben, Platten und Mehr-
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schichtverbunde angewendet. Unter Berücksichtigung geometrischer und mate-
rialspezifischer Annahmen und Vereinfachungen wurden in der Vergangenheit
je nach Struktursituation geeignete Berechnungskonzepte entwickelt, wie
zum Beispiel die Balken-, Platten- und Laminattheorien. Im Folgenden wird
insbesondere auf die Mechanik orthotroper flächiger Strukturen und die
Schubdeformationstheorie 1. Ordnung eingegangen. Detailliertere Grundlagen
zum Materialverhalten in Scheiben, Platten und Laminaten und zu Theorien
höherer Ordnung sind in den Büchern von Becker u. Gross (2002), Reddy
(2003), Mittelstedt u. Becker (2016) und Mittelstedt (2022) zu finden.

Mechanik orthotroper Strukturen

Orthotrope Scheiben und Platten werden aufgrund ihrer günstigen Steifigkeits-
eigenschaften in vielen Anwendungsfällen vorteilhaft eingesetzt. Orthotropes
Materialverhalten kommt in verschiedenen Strukturen in der Natur vor, kann
aber auch bewusst konstruktiv erzeugt werden. Eines der bekanntesten Bei-
spiele für konstruktive Anwendungen ist die Verwendung von Laminaten,
bei denen es sich um Mehrschichtverbunde aus faserverstärkten orthotropen
Schichten handelt. Die orthotropen Eigenschaften der Schichten ergeben sich
durch die Orientierung der Fasern. Im Spezialfall einer unidirektionalen Faser-
verstärkung, wie in Abbildung 2.1 zu sehen, vereinfacht sich das orthotrope
Materialverhalten und nimmt einen transversal isotropen Charakter an. Für
das Konstitutivgesetz bedeutet dies, dass das Material eine isotrope Ebene
senkrecht zur Faserrichtung besitzt, in der das Materialverhalten bei belie-
biger Drehung um die faserparallele Achse gleich ist. Bei der Betrachtung
dünner flächiger Strukturen lässt sich in guter Näherung ein ebener Span-
nungszustand annehmen. Damit verschwinden die transversalen Spannungen
σ33, τ23 und τ13. Das im x1, x2, x3-Materialhauptachsensystem formulierte
Konstitutivgesetz der orthotropen Strukturen kann daher unter Verwendung
von Gleichung (2.15) wesentlich vereinfacht werden:

[
σ11
σ22
τ12

]
=

[
Q11 Q12 0
Q12 Q22 0

0 0 Q66

][
ε11 − α11∆T
ε22 − α22∆T

γ12

]
. (2.20)

Die Größen Qij sind reduzierte Steifigkeiten, die sich aus der orthotropen Stei-
figkeitsmatrix Cij infolge der Reduktion auf einen ebenen Spannungszustand
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ergeben. Ausgedrückt in Ingenieurkonstanten ergibt sich:

Q11 = E11

1− ν12ν21
, Q12 = ν12E22

1− ν12ν21
,

Q22 = E22

1− ν12ν21
, Q66 = G12.

(2.21)

Da sich das Materialhauptachsensystem auf Faserorientierung und nicht auf
die Strukturform bezieht, wird zusätzlich noch das in Abbildung 2.1 darge-
stellte x, y, z-Koordinatensystem eingeführt. Bei Laminaten kann so trotz
schichtweise unterschiedlicher Faserorientierungen das mechanische Verhalten
des gesamten Laminats untersucht werden. Die Materialeigenschaften der
orthotropen Struktur werden dann durch eine geeignete Koordinatentransfor-
mation im x, y, z-Koordinatensystem ausgedrückt, sodass sich der folgende
Zusammenhang zwischen den betrachteten Spannungen und Verzerrungen
ergibt: [

σxx
σyy
τxy

]
=

Q̄11 Q̄12 Q̄16
Q̄12 Q̄22 Q̄26
Q̄16 Q̄26 Q̄66

[εxx − αxx∆T
εyy − αyy∆T
γxy − αxy∆T

]
. (2.22)

Dabei sind Q̄ij die transformierten reduzierten Steifigkeiten ausgedrückt im
x, y, z-Koordinatensystem. Die Transformation erfolgt mit der Transforma-
tionsmatrix Tij in Abhängigkeit des Winkels ϑ nach:

Q̄ij = TikQklTlj . (2.23)

Die Transformationsmatrix ist in Abhängigkeit des Winkels ϑ durch

[Tij ] =

[ cos2 ϑ sin2 ϑ −2 cosϑ sinϑ
sin2 ϑ cos2 ϑ 2 cosϑ sinϑ

cosϑ sinϑ − cosϑ sinϑ cos2 ϑ− sin2 ϑ

]
(2.24)

gegeben. Zur Untersuchung konkreter Lastfälle ist es zweckmäßig, die auf-
tretende Spannungen zu Schnittkräften N und Schnittmomenten M zusam-
menzufassen. Dabei werden die Spannungen über die Dicke h der Struktur
integriert:[

Nx
Ny
Nxy

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
σxx
σyy
τxy

]
dz,

[
Mx

My

Mxy

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
σxx
σyy
τxy

]
z dz. (2.25)

13



Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

ϑ

x y

z, x3

x1

x2

ϑ

Abbildung 2.1: Unidirektional faserverstärkte flächige Struktur mit an der Faserrichtung
orientiertem x1, x2, x3-Materialhauptachsensystem und um den Winkel ϑ dazu verdrehtem
x, y, z-Koordinatensystem.

Schubdeformationstheorie 1. Ordnung

Für die Analyse des Verformungsverhaltens von Platten gibt es mehrere
gängige Modellierungskonzepte. Das einfachste davon ist die Kirchhoffsche
Plattentheorie, die auch im Rahmen der Klassischen Laminattheorie (CLT)
Anwendung findet. Die Kirchhoffsche Plattentheorie ist jedoch nur für hinrei-
chend dünne und schubstarre Platten anwendbar, bei denen die transversalen
Schubdeformationen vernachlässigbar sind. Für dickere und schubweiche
Platten ist eine Theorie höherer Ordnung, wie die Schubdeformationstheorie
1. Ordnung (FSDT), vorzuziehen, die aus einer Kombination der Reissner-
Mindlinschen Plattentheorie und der Scheibentheorie besteht. Wie bei der
Kirchhoffschen Plattentheorie wird auch bei der Schubdeformationstheorie 1.
Ordnung ein ebener Spannungszustand angenommen und ein auf bestimmten
kinematischen Annahmen basierender Verschiebungsansatz verwendet:

• Die Querschnittsfläche bleibt unter Belastung eben und verwölbt
sich nicht.

• Die Plattendicke ändert sich bei einer Verformung der Platte nicht.

Im Gegensatz zur Kirchhoffschen Plattentheorie wird hier nicht gefordert,
dass die Querschnittsfläche der Platte im deformierten Zustand zwingend
senkrecht zur Plattenmittelebene stehen muss. Das Verschiebungsfeld der
Schubdeformationstheorie 1. Ordnung lautet:

u(x, y, z) = u0(x, y) + zψx(x, y),
v(x, y, z) = v0(x, y) + zψy(x, y),
w(x, y, z) = w0(x, y).

(2.26)
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Die Verschiebungen setzen sich aus zwei Anteilen zusammen, einem von z
unabhängigen Scheibenanteil mit den Verschiebungen der Mittelebene u0, v0
und w0 und einem linear von z abhängigen Plattenanteil mit den Verdreh-
winkeln ψx bzw. ψy. Der Unterschied zur Kirchhoffschen Plattentheorie liegt
darin, dass die Verdrehwinkel nicht der jeweiligen Ableitung der Durchbiegung
w0 entsprechen. Die ebenen Verzerrungen ergeben sich unter Berücksichtigung
der kinematischen Gleichungen (2.9) zu:

εxx = ∂u0

∂x
+ z

∂ψx
∂x

, εyy = ∂v0

∂y
+ z

∂ψy
∂y

,

γxy = ∂u0

∂y
+ ∂v0

∂x
+ z

(
∂ψx
∂y

+ ∂ψy
∂x

)
.

(2.27)

Zugunsten der Übersichtlichkeit werden hier die Funktionsargumente x, y
und z weggelassen. Die Verzerrung εzz verschwindet nach der Ableitung der
Verschiebung w nach der z-Koordinate. Neben den ebenen Verzerrungen,
die in etwas anderer Form auch bei der Kirchhoffschen Platte auftauchen,
ermöglicht der Ansatz der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung auch die
Berechnung transversaler Schubverzerrungen γxz und γyz. Für sie ergibt
sich:

γxz = ∂w0

∂x
+ ψx, γyz = ∂w0

∂y
+ ψy. (2.28)

Mit den Ausdrücken für die Schubverzerrungen lässt sich das Konstitutivgesetz
auf transversale Schubspannungen erweitern. Ähnlich wie bei den ebenen
Spannungen und Verzerrungen folgt:[

τyz
τxz

]
=
[
C̄44 C̄45
C̄45 C̄55

][
γyz
γxz

]
. (2.29)

Bei C̄44, C̄45, und C̄55 handelt es sich um transformierte transversale Schub-
steifigkeiten, die sich aus den Steifigkeiten C44 und C55 des orthotropen Kon-
stitutivgesetzes ergeben. Die so berechneten transversalen Schubspannungen
verlaufen allerdings konstant über die Dicke der Platte und nicht parabel-
förmig mit verschwindenden Spannungen am oberen und unteren Rand, wie
nach der elementaren Biegetheorie zu erwarten ist. Um dennoch realistische
Spannungen zu erhalten, wird zu den Schubspannungen ein Schubkorrektur-
faktor κ hinzu multipliziert, der für isotrope und orthotrope Strukturen mit
Rechteckquerschnitt den Wert 5/6 hat:[

τyz
τxz

]
= κ

[
C̄44 C̄45
C̄45 C̄55

][
γyz
γxz

]
. (2.30)
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Auch aus den transversalen Schubspannungen lassen sich durch Integration
über die Plattendicke h Schnittkräfte berechnen. Dabei handelt es sich um
resultierende Querkraftflüsse Qx und Qy die sich wie folgt ergeben:[

Qy
Qx

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
τxz
τyz

]
dz. (2.31)

2.3 Variations- und Energieprinzipien

Zur Lösung von mechanischen Randwertproblemen können Energieprinzipien
herangezogen werden, wie in diesem Abschnitt näher erläutert wird. Dabei
kommt dem Begriff der Arbeit zentrale Bedeutung zu, die beispielsweise durch
das Wirken einer Kraft entlang eines Weges verrichtet wird. Ausgehend davon
lassen sich unter anderem die Konzepte des allgemeinen Arbeitssatzes, des
Prinzips der virtuellen Verrückungen und des Prinzips vom Stationärwert des
Gesamtpotentials herleiten. Neben der Erläuterung dieser Prinzipien soll in
diesem Abschnitt auch das dabei angewendete Variationsprinzip thematisiert
werden. Für die Ausführungen zu Variations- und Energieprinzipien wurden
neben den zuvor genannten Lehrbüchern primär die Werke von Becker u.
Gross (2002), Mittelstedt (2017) und Gross et al. (2018) herangezogen.

Allgemeiner Arbeitssatz

Der Arbeitssatz lässt sich aus den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen
(2.6) der linearen Elastizitätstheorie ableiten. Multipliziert man die Gleich-
gewichtsbedingungen mit einem Verschiebungsfeld und integriert über das
Volumen des Körpers, so erhält man mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes
den allgemeinen Arbeitssatz:

ˆ
V

σ
(1)
ij ε

(2)
ij dV =

ˆ
V

f
(1)
i u

(2)
i dV +

ˆ
S

t
(1)
i u

(2)
i dS. (2.32)

Der Index (1) steht bei den Spannungen σ(1)
ij und den Volumen- und Ober-

flächenkräften f (1)
i und t(1)

i für eine beliebige Gleichgewichtsgruppe und der
Index (2) bei den Verzerrungen ε(2)

ij und Verschiebungen u(2)
i für ein zuläs-

siges Verzerrungs- bzw. Verschiebungsfeld. Die Integration erfolgt über das
Volumen V des jeweils betrachteten Körpers bzw. über seine Oberfläche S.
Verbalisiert bedeutet der Arbeitssatz, dass die äußere Arbeit Wa, die aus den
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auf den Körper wirkenden Volumen- und Oberflächenkräften resultiert, gleich
der inneren Arbeit Wi im Körper ist:

Wi = Wa. (2.33)

Bei der Anwendung auf wirkliche Spannungen und Verformungen entspricht
im linear elastischen Fall die innere Arbeit Wi dem zweifachen inneren Poten-
tial Πi. Das innere Potential ist unabhängig von der Verformungsgeschichte
des Körpers und besteht aus der über das Körpervolumen integrierten Formän-
derungsenergiedichte U0, die wiederum aus den Spannungen und Verzerrungen
im Körper resultiert:

Πi =
ˆ
V

U0dV mit U0 =
ˆ εij

0
σijdεij . (2.34)

Die Formänderungsenergiedichte ergibt sich aufgrund des linearen Zusam-
menhangs zwischen Spannungen und Verformungen bei linearer Elastizität
zu:

U0 = 1
2σijεij . (2.35)

Prinzip der virtuellen Verrückungen

Aus dem Arbeitssatz lässt sich das Prinzip der virtuellen Verrückungen ab-
leiten, das einer Gleichgewichtsaussage aus virtuellen Arbeiten entspricht.
Danach befindet sich ein Körper im Gleichgewicht, wenn infolge einer vir-
tuellen Verrückung die resultierende virtuelle innere Arbeit δWi gleich der
virtuellen äußeren Arbeit δWa ist. Unter virtuellen Verrückungen versteht
man geometrisch mögliche Verrückungen, welche die geometrischen Randbe-
dingungen erfüllen, aber nur gedacht und infinitesimal klein sind. Es gilt:

δWi = δWa. (2.36)

Ausgehend vom Arbeitssatz werden die Kraftgrößen (1) durch reale Spannun-
gen und Kräfte und die kinematischen Größen (2) durch virtuelle Verzerrungen
und Verschiebungen ersetzt. Das Prinzip der virtuellen Verrückungen lautet
somit in ausgeschriebener Form:

ˆ
V

σijδεijdV =
ˆ
V

fiδuidV +
ˆ
S

tiδuidS. (2.37)
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Prinzip vom Stationärwert des Gesamtpotentials

Für elastisches Materialverhalten kann aus dem Prinzip der virtuellen Ver-
rückungen das Prinzip vom Stationärwert des Gesamtpotentials hergeleitet
werden. Dabei entspricht eine virtuelle Änderung der inneren Arbeit δWi einer
virtuellen Änderung des inneren Potentials δΠi und eine virtuelle Änderung
der äußeren Arbeit δWa bewirkt mit umgekehrtem Vorzeichen eine virtuelle
Änderung des äußeren Potentials δΠa:

δWi = δΠi, δWa = −δΠa. (2.38)

Aus der Gleichung (2.36) folgt, dass ein elastisches System dann im Gleich-
gewicht ist, wenn die Änderung des virtuellen Gesamtpotentials δΠ infolge
einer beliebigen zulässigen Variation der kinematischen Größen Null ist:

δΠ = δ (Πi + Πa) = 0. (2.39)

Dementsprechend nimmt das Gesamtpotential im Gleichgewicht einen Extrem-
oder Stationärwert an. Bei linear-elastischem Materialverhalten ist dieser
Stationärwert ein Minimum:

Π = Πi + Πa = Minimum. (2.40)

Das Prinzip vom Stationärwert des Gesamtpotentials kann zur Lösung von
Randwertproblemen für verschiedene elastische Strukturen herangezogen
werden. Die Auswertung der Gleichung (2.39) liefert einen Satz von Differen-
tialgleichungen mit zugehörigen Randbedingungen, die das Strukturverhalten
beschreiben und aus denen die kinematischen Größen und damit auch die Span-
nungen ermittelt werden können. Die verwendeten virtuellen kinematischen
Größen werden mathematisch auch als Variationen und deren Auswertung
im virtuellen Gesamtpotential als Variationsrechnung bezeichnet.

2.4 Festigkeitskriterien

Festigkeitskriterien werden in der Mechanik verwendet, um das Versagen von
technischen Strukturen zu bewerten, bei denen die Spannungszustände über-
wiegend gleichmäßig verteilt sind und keine lokalen Spannungssingularitäten
auftreten. Das Versagen beginnt typischerweise mit der Entstehung kleinster
Risse im Bauteil infolge fortschreitenden Verschleißes oder durch Überbe-
anspruchung und endet mit dem Bruch der Struktur, wodurch diese ihre
konstruktiv zugedachte Funktion nicht mehr erfüllen kann. Festigkeitskriteri-
en werden in der Regel bereits in der Entwurfsphase technischer Strukturen
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berücksichtigt, um eine sichere Konstruktion zu erreichen. Nachfolgend wer-
den einige der gebräuchlichsten Kriterien aus dem Buch Gross u. Seelig (2016)
kurz vorgestellt.

Bei den Festigkeitskriterien, auch Versagenshypothesen genannt, werden im
Wesentlichen zwei Arten von Kriterien unterschieden, von denen die eine
die Festigkeit in Abhängigkeit vom vorliegenden Spannungszustand und die
andere die Festigkeit in Abhängigkeit vom vorliegenden Verzerrungszustand
angibt:

f(σij) = 0 und g(εij) = 0. (2.41)

Die Funktionen f und g bestehen dabei sehr oft aus der Differenz einer
Vergleichsspannung σV bzw. einer Vergleichsdehnung εV und einem entspre-
chenden kritischen Wert σc bzw. εc:

f(σij) = σV(σij)− σc und g(εij) = εV(εij)− εc. (2.42)

Die Vergleichsspannung oder die Vergleichsdehnung wird je nach gewähltem
Festigkeitskriterium unterschiedlich bestimmt. Ein Spannungskriterium, das
für spröde Werkstoffe geeignet ist, ist die Hauptnormalspannungshypothese
nach Rankine, Lamé und Navier, nach der Versagen eintritt, wenn die größte
positive Hauptnormalspannung σ1 die kritische Spannung überschreitet. Die
Vergleichsspannung ist somit gegeben durch:

σV = σ1. (2.43)

Im Fall eines ebenen Spannungszustandes, dessen Spannungen nicht im
Hauptsystem vorliegen, wird die Vergleichsspannung durch

σV = σxx + σyy
2 +

√(
σxx − σyy

2

)2
+ τ2

xy (2.44)

berechnet. Für Strukturen mit duktilem Materialverhalten wird typischerweise
die Gestaltänderungsenergiehypothese verwendet, die auch als Fließbedingung
nach von Mises bekannt ist und bei der die Gestaltänderungsenergiedichte
einen kritischen Wert zum Versagen erreichen muss. Die entsprechende Ver-
gleichsspannung ergibt sich im allgemeinen ebenen Fall zu:

σV =
√
σ2
xx + σ2

yy − σxxσyy + 3τ2
xy. (2.45)

Darüber hinaus gibt es zahlreiche weitere Versagenshypothesen, auf die hier
nicht näher eingegangen werden soll. Als Dehnungskriterium gibt es analog
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zur Hauptnormalspannungshypothese die weniger gebräuchliche Hauptdeh-
nungshypothese nach Saint-Venant und Bach, mit der Versagen postuliert
wird, wenn die größte Hauptdehnung die kritische Dehnung überschreitet.
Weitere bekannte Spannungskriterien sind die Mohr-Coulomb-Hypothese und
die Drucker-Prager-Hypothese, die Verallgemeinerungen der Fließbedingung
nach von Mises darstellen. Beide sind jedoch hauptsächlich für die Vorher-
sage des Gleitversagens körniger, geologischer Materialien geeignet. Für die
Versagensanalyse von orthotropen Laminaten gibt es ebenfalls geeignete
Kriterien wie das Tsai-Hill-Kriterium und das Tsai-Wu-Kriterium sowie die
Kriterien von Puck und Hashin. Damit können Faserbrüche, Matrixbrüche
und Faser-Matrix-Ablösungen sowie die Delamination ganzer Einzelschichten
vorhergesagt werden.

2.5 Bruchmechanik

Im Gegensatz zu den Festigkeitskriterien werden in der Bruchmechanik Struk-
turen mit lokal hohen Spannungsgradienten untersucht, wie sie beispielsweise
an Rissspitzen auftreten. Dabei ermöglicht die Bruchmechanik die Abschät-
zung des möglichen Versagens einer Struktur durch die Ausbreitung eines
vorhandenen Risses bis zum Bruch. Dies geschieht entweder mit der linear-
elastischen Bruchmechanik, bei der inelastische Verformungen vernachlässigt
werden, oder mit der elastisch-plastischen Bruchmechanik, bei der auch plasti-
sche Effekte in meist duktilen Werkstoffen berücksichtigt werden. Im Rahmen
dieser Arbeit ist in erster Linie die linear-elastische Bruchmechanik relevant,
auf die im Folgenden näher eingegangen wird. Die dargestellten Grundlagen
sind den Büchern von Kuna (2008), Schijve (2009), Gross u. Seelig (2016)
und Anderson (2017) entnommen.

Entsteht in einer räumlichen Struktur ein Riss, so zeigt sich dies durch eine
flächige Aufspaltung der Struktur, wobei zwei Rissoberflächen entstehen, die
auch als Rissflanken oder Rissufer bezeichnet werden. Die Rissflanken laufen
weiter im Inneren der Struktur zur Rissspitze oder Rissfront zusammen, an
die sich der noch ungerissene Teil anschließt. Je nach Beanspruchung ver-
schieben sich die Rissflanken gegeneinander, wodurch sich der Riss öffnet.
Bei dieser Rissöffnung werden, wie in Abbildung 2.2 dargestellt, drei ver-
schiedene Fälle unterschieden, die als Rissöffnungsmoden bezeichnet werden.
Modus I entsteht durch vertikales Auseinanderziehen der Rissufer, während
bei Modus II und Modus III die Rissufer senkrecht bzw. parallel zur Riss-
front gegeneinander verschert werden. Treten gemischte Beanspruchungen
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Modus I Modus II Modus III

Abbildung 2.2: Darstellung der unterschiedlichen Rissöffnungsmoden.

auf, sodass sich die Rissöffnungsmoden überlagern, spricht man von Mixed-
Mode-Beanspruchungen.

Für die bruchmechanische Beurteilung der Struktur ist das Geschehen an
der Rissfront von großer Bedeutung. In diesem Bereich, der sogenannten
Prozesszone, in der die Beanspruchung besonders hoch ist, lösen sich auf
mikroskopischer Ebene Bindungen, was zur Bildung eines makroskopischen
Risses führt. Sind die dabei auftretenden plastischen Verformungen klein
und treten nur sehr lokal auf, können sie für die makroskopische Analyse
vernachlässigt und die Gesamtstruktur kann vereinfacht als linear-elastisch
betrachtet werden.

Rissspitzenfeld

Zur Analyse des mechanischen Verhaltens in der Prozesszone können die
auftretenden Spannungen und Verschiebungen um die Rissfront, das soge-
nannte Rissspitzenfeld, mit einem asymptotischen Ansatz bestimmt werden.
Betrachtet man eine ebene Struktursituation mit isotropem Materialverhalten
und führt in der Rissspitze ein Polarkoordinatensystem mit Radius r und
Winkel ϕ ein, so lässt sich folgendes Rissspitzenfeld herleiten:

σij = r−
1/2σ̂

(1)
ij (ϕ) + σ̂

(2)
ij (ϕ) + r

1/2σ̂
(3)
ij (ϕ) + ... ,

ui − ui0 = r
1/2û

(1)
i (ϕ) + rû

(2)
i (ϕ) + r

3/2û
(3)
i (ϕ) + ... .

(2.46)

Die Spannungen σij und die Verschiebungen ui ergeben sich aus der Summe
der einzelnen Eigenfunktionen, die auch als Deformations- bzw. Spannungs-
moden bezeichnet werden. Die Verschiebung ui0 berücksichtigt mögliche
Starrkörperverschiebungen. Ausgewertet im Nahfeld der Rissspitze (r → 0)
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dominiert jeweils der erste Term, der bei den Spannungen ein singuläres
Verhalten aufweist. Teilt man das Rissspitzenfeld im ebenen Fall in einen
symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil auf, so ergibt sich verein-
facht:

σij = r−
1/2 [KI f

I
ij(ϕ) +KII f

II
ij (ϕ)

]
,

ui − ui0 = r
1/2 [KI g

I
i(ϕ) +KII g

II
i (ϕ)

]
.

(2.47)

Die Größen KI und KII werden als Spannungsintensitätsfaktoren bezeichnet,
die den Rissöffnungsmoden I und II zugeordnet werden können und mit einer
jeweiligen Winkelfunktion f bzw. g multipliziert werden. Im dreidimensiona-
len Fall kann in gleicher Weise zusätzlich der Spannungsintensitätsfaktor KIII
hergeleitet werden. Die Spannungsintensitätsfaktoren sind von der Geometrie
und der Beanspruchung der Struktur abhängig und müssen daher für jede
konkrete Struktursituation individuell, meist numerisch, ermittelt werden.
Eine umfassende Übersicht über die Spannungsintensitätsfaktoren für ver-
schiedene Strukturfälle findet sich in den Handbüchern von Murakami (1987)
und Tada et al. (2000).

Risse bilden einen Spezialfall gekerbter Strukturen, bei denen der Kerböff-
nungswinkel verschwindend klein ist. Eine Verallgemeinerung der Gleichungen
(2.46) für beliebige gekerbte Strukturen, in denen Spannungsingularitäten
auftreten, ergibt

σij = rλ1−1σ̂
(1)
ij + rλ2−1σ̂

(2)
ij + rλ3−1σ̂

(3)
ij + ... ,

ui − ui0 = rλ1 û
(1)
i + rλ2 û

(2)
i + rλ3 û

(3)
i + ... ,

(2.48)

wobei der erste Eigenwert, der bei kleinen Radien r dominiert, die sogenannte
Singularitätsordnung λ bestimmt. Abhängig von der Singularitätsordnung
gibt es unterschiedlich starke Singularitäten:

Rissspitzensingularität: λ = 1/2,

schwache Singularität: 1/2 < λ < 1,
starke Singularität: 0 < λ < 1/2.

Schwache Spannungssingularitäten treten beispielsweise in Strukturen mit
Spitzkerben auf, bei denen sich die Singularitätsordnung im Kerbgrund in
Abhängigkeit vom Kerböffnungswinkel ergibt (Williams, 1952, Bogy, 1971).
Für kleinere Öffnungswinkel nimmt die Singularitätsordnung ab, bis sie bei
einem Öffnungswinkel nahe Null Grad in den Sonderfall der Rissspitzensingu-
larität übergeht. Weitere Beispiele für schwache Spannungssingularitäten sind
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Bimaterialübergänge, bei denen zwei unterschiedliche Materialien miteinander
verbunden sind (Hein u. Erdogan, 1971, Sator u. Becker, 2012). Die Singulari-
tätsordnung hängt neben der Kerbgeometrie auch vom Steifigkeitsverhältnis
der beiden Materialien ab. Auch am Rand von faserverstärkten Laminatver-
bunden treten Spannungssingularitäten im Zuge des Laminatrandeffekts auf
(Mittelstedt u. Becker, 2004, Wang u. Choi, 1983). Starke Singularitäten sind
eher selten, können aber unter bestimmten Bedingungen in Bimaterialker-
ben auftreten (Sator, 2010, Mayland, 2012, Leguillon, 2013, Hell u. Becker,
2015).

Bruchmechanische Vorhersage von Risswachstum

In der Bruchmechanik gibt es viele verschiedene Möglichkeiten, Risswachstum
vorherzusagen. Besonders etabliert ist das Irwinsche Kriterium (Irwin, 1957),
das auch K-Konzept genannt wird und das mit den Spannungsintensitätsfak-
toren KI, KII und KIII zur Versagensbewertung arbeitet. Aus dem K-Konzept
folgt, dass, wenn die Spannungsintensitätsfaktoren kritische Werte überschrei-
ten, ein lokales Versagen der Struktur und damit Risswachstum auftritt. Für
eine Struktur unter reiner Modus I Beanspruchung gilt dementsprechend:

KI ≥ KIc. (2.49)

Ein vorhandener Riss kann also weiter wachsen, sobald der Spannungsintensi-
tätsfaktor KI die materialspezifische Bruchzähigkeit KIc übersteigt. Analoges
gilt für die Spannungsintensitätsfaktoren der Rissöffnungsmoden II und III.
Bei einer Mixed-Mode-Beanspruchung gilt ein allgemeines Bruchkriterium:

f(KI,KII,KIII) ≥ 0. (2.50)

Ein weiteres Versagenskriterium ist das Energiekriterium nach Griffith (1921),
bei dem das Auftreten von Versagen in Abhängigkeit einer Energiefreiset-
zungsrate bewertet wird. Damit ein vorhandener Riss wachsen kann, ist eine
entsprechende Energie zur Überwindung des Materialwiderstandes und damit
zum Lösen der mikroskopischen Bindungen erforderlich, die als Energiefreiset-
zungsrate G eingeführt wird. Betrachtet man eine zweidimensionale Struktur
mit einem Riss unter quasistatischer Belastung, so ergibt sich die Energiefrei-
setzungsrate aus der freigesetzten potentiellen Energie −dΠ bezogen auf das
infinitesimale Risswachstum der Länge da zu:

G = −dΠ
da . (2.51)
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G wird dabei als differentielle Energiefreisetzungsrate bezeichnet. Für räum-
liche Betrachtungen wird anstelle der Risslänge da die Rissoberfläche dA
verwendet, für die dA = b · da mit der Breite b gilt. Bei linear-elastischem
Materialverhalten stehen Energiefreisetzungsrate und Spannungsintensitäts-
faktoren in direktem Zusammenhang. Für die Energiefreisetzungsrate unter
Mixed-Mode-Belastung gilt:

G = 1
E∗

(K2
I +K2

II) + 1
2GK

2
III. (2.52)

Der Elastizitätsmodul E∗ entspricht im ebenen Spannungszustand gerade dem
Elastizitätsmodul E des verwendeten Materials und im ebenen Verzerrungszu-
stand dem Term E/(1−ν2). Im Versagensfall muss die Energiefreisetzungsrate
einen kritischen Wert Gc erreichen, der als Risswiderstand oder in Analogie
zu KIc auch als Bruchzähigkeit bezeichnet wird. Das Bruchkriterium nach
Griffith zum Nachweis des Risswachstums ist somit:

G ≥ Gc. (2.53)

2.6 Finite Bruchmechanik

Die Finite Bruchmechanik ist ein noch neues Konzept, das der Annahme
von Hashin (1996) folgt, dass Risse nicht kontinuierlich wachsen, sondern in
einem diskreten Vorgang mit endlicher Länge entstehen können. Sie eignet
sich daher zur Versagensbewertung von Strukturen mit lokalen Spannungs-
überhöhungen und schwachen Spannungssingularitäten und stellt damit eine
wichtige Ergänzung zu den klassischen Festigkeitskriterien aus Abschnitt 2.4
und den bruchmechanischen Kriterien aus Abschnitt 2.5 dar.

In gekerbten Strukturen oder an Multimaterialverbindungen treten lokale
Spannungssingularitäten bereits vor der Rissentstehung auf. Wendet man dort
ein klassisches Festigkeitskriterium an, so führt die Spannungssingularität
dazu, dass selbst bei kleinsten angreifenden Lasten die Spannungen oberhalb
der kritischen Spannung σc liegen und somit das Festigkeitskriterium immer
ein Strukturversagen vorhersagt. Bruchmechanische Kriterien hingegen zeigen
nie ein Strukturversagen an, da die differentielle Energiefreisetzungsrate an
einer schwachen Spannungssingularität gleich Null ist und somit nie die
Bruchzähigkeit Gc übersteigt (Leguillon, 1999).

Um dennoch sinnvolle Versagensaussagen mit Festigkeits- und Bruchkriterien
zu erhalten, wurde zunächst von Neuber (1936, 1958) eine modifizierte Aus-
wertung der Festigkeitskriterien vorgeschlagen und auf gekerbte Strukturen
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angewendet. Dazu führte Neuber ein sogenanntes elastisches Elementarteil-
chen endlicher Länge im Kerbgrund ein, über dessen Länge eine gemittelte
Auswertung des Festigkeitskriteriums möglich ist. Die Vergleichsspannung
des Festigkeitskriteriums ergibt sich somit nicht mehr aus den singulären
Spannungen im Kerbgrund, sondern aus über das Elementarteilchen gemit-
telten Spannungen, in denen der lokale Einfluss der Spannungssingularität
nur noch abgeschwächt enthalten ist (Seweryn, 1994). Ein ähnliches Auswer-
tungsverfahren wurde von Novozhilov (1969) für Scheiben mit elliptischen
Löchern vorgestellt. Anstatt die Spannungen über einen bestimmten Abstand
zu mitteln, was auch als Line Method (Taylor, 2007) bekannt ist, ist es auch
möglich, die Spannungen punktweise in einem bestimmten Abstand vom
Kerbgrund zu bestimmen. Beide Konzepte werden in der Theorie kritischer
Distanzen von Taylor (2008) ausführlich behandelt. Im Falle der punktuel-
len Auswertung spricht man von der Point Method, die unter anderem von
Wieghardt (1907), Whitney u. Nuismer (1974) und Taylor (2007) angewendet
wurde. Modifikationen der Bruchkriterien führten in der Regel zur Einführung
von fiktiven Anfangsrissen (Waddoups et al., 1971) oder Anfangsdefekten
(Leblond u. Mouro, 1999), auf die dann die Bruchmechanik zur Beschreibung
des Risswachstums angewendet werden kann. Grundsätzlich wird jedoch
immer ein empirisch zu bestimmender Längenparameter benötigt, sei es der
Abstand für die Spannungsauswertung oder die Größe eines infinitesimalen
Risses, was in der Anwendung aufwendig und bis zu einem gewissen Grad
willkürlich ist, aber die Ergebnisse wesentlich beeinflusst.

Betrachtung finiter Risse

Ausgehend von der Idee fiktiver Anfangsrisse führte Hashin (1996) eine Versa-
gensbewertung auf der Basis finiter Risse ein, die die Grundlage der Finiten
Bruchmechanik bildet. Er modellierte die Rissentstehung an thermomecha-
nisch beanspruchten Laminaten unter der Annahme, dass die Rissentstehung
nicht kontinuierlich, sondern spontan durch sprunghaftes Auftreten von Mi-
krorissen endlicher Länge erfolgt. Die zugehörige Energiefreisetzungsrate für
einen Riss finiter Länge ist die inkrementelle Energiefreisetzungsrate Ḡ, die
der freigesetzten potentiellen Energie bezogen auf die finite Rissoberfläche
∆A entspricht. Im ebenen Fall wird die freigesetzte Energie bezogen auf die
Risslänge ∆a betrachtet und es gilt:

Ḡ = −∆Π
∆a . (2.54)
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Die inkrementelle Energiefreisetzungsrate ist eine gemittelte Größe, die sich
aus dem Integral der differentiellen Energiefreisetzungsrate über die Risslänge
∆a ergibt:

Ḡ = 1
∆a

ˆ ∆a

0
G(ã)dã. (2.55)

Analog zum Bruchkriterium nach Griffith gemäß der Gleichung (2.53) for-
mulierte Hashin eine Versagensaussage, nach der ein Bruch eintreten kann,
wenn die inkrementelle Energiefreisetzungsrate für einen Riss finiter Länge
∆a die Bruchzähigkeit Gc erreicht oder übersteigt:

Ḡ ≥ Gc. (2.56)

Gekoppeltes Kriterium

Die von Hashin vorgestellte Modellierung finiter Risse wurde von Leguil-
lon (2002) aufgegriffen, der ein gekoppeltes Kriterium zur Beschreibung der
sprunghaften Entstehung finiter Risse in spröden Strukturen entwickelte.
Beim gekoppelten Kriterium werden das Spannungs- und das Energiekriteri-
um, die bisher isoliert voneinander behandelt wurden, gemeinsam betrachtet.
Dies ist insbesondere bei Strukturen mit lokalen Spannungsüberhöhungen
von Vorteil, bei denen Spannungs- und Energiekriterium getrennt betrach-
tet keine sinnvollen Versagensaussagen zulassen. Aufgrund der Verwendung
einer spannungsbasierten und einer energiebasierten Komponente wird das
gekoppelte Kriterium auch als hybrides Kriterium bezeichnet (Müller et al.,
2006, Hebel u. Becker, 2008). Damit für eine konkrete Risslänge ∆a beide
Teilkriterien erfüllt sind, muss

σV
(
σij(x)

)
≥ σc ∀ x ∈ Ωc(∆a) ∧ Ḡ(∆a) ≥ Gc (2.57)

gelten. Demnach muss die Vergleichsspannung in der ungerissenen Struktur
über die gesamte Oberfläche Ωc des potentiell entstehenden Risses größer oder
gleich der Festigkeit sein und gleichzeitig muss die inkrementelle Energiefrei-
setzungsrate des Risses größer oder gleich der Bruchzähigkeit sein. Alternativ
kann das Spannungskriterium auch im integralen Mittel betrachtet werden,
wobei eine über die entstehende Risslänge gemittelte Spannung verwendet
wird (Cornetti et al., 2006). In jedem Fall hängt das gekoppelte Kriterium
ausschließlich von den beiden kritischen Materialkennwerten σc und Gc ab
und ist nicht auf zusätzliche empirische Längenparameter angewiesen.

Mit Hilfe der beiden Teilkriterien kann sowohl die für die Rissinitiierung er-
forderliche kritische Versagenslast Fc als auch die Länge des im Versagensfall
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entstehenden Risses ∆ac ermittelt werden. Die kritische Versagenslast ist die
kleinste Last, bei der das Spannungs- und das Energiekriterium gleichzeitig
erfüllt sind. Zur Bestimmung der Versagenslast ist daher ein Optimierungs-
problem folgender Art zu lösen:

Fc = min
F,∆a

{
F | σV

(
σij(x, F )

)
≥ σc ∀x ∈ Ωc(∆a) ∧ Ḡ(∆a, F ) ≥ Gc

}
.

(2.58)

Der Aufwand des Optimierungsverfahrens bei der Suche nach der Versagens-
last kann in vielen Fällen erheblich reduziert werden, wenn die Spannungen
ausgehend vom Rand der Struktur, an dem die Spannungssingularität auf-
tritt, einen streng monoton fallenden Verlauf aufweisen und gleichzeitig die
inkrementelle Energiefreisetzungsrate streng monoton ansteigt. Dann folgt,
dass die maximale Risslänge ∆aS, die nach dem Spannungskriterium möglich
ist, eine obere Schranke für die gesuchte Risslänge darstellt und die minimale
Risslänge ∆aE aus dem Energiekriterium eine untere Schranke für die gesuch-
te Risslänge darstellt. Daraus ergeben sich in Abhängigkeit der aufgebrachten
Last F drei verschiedene Fälle, die in Abbildung 2.3 dargestellt sind:

• Bei unterkritischer Beanspruchung (F ≤ Fc), dargestellt in Ab-
bildung 2.3 links, ist die durch ∆aS beschriebene obere Schranke
kleiner als die durch ∆aE beschriebene untere Schranke, weshalb
es keine mögliche Risslänge gibt, bei der das Spannungs- und das
Energiekriterium gleichzeitig erfüllt sind. Damit sich die Schranken
annähern und eine gemeinsame kritische Risslänge bestimmt werden
kann, muss die Last F erhöht werden.

• Entspricht die aufgebrachte Last der gesuchten kritischen Last
(F = Fc), bei der das Versagen auftritt, wie in Abbildung 2.3 in der
Mitte dargestellt, so sind das Spannungs- und das Energiekriterium
des Optimierungsproblems aus Gleichung (2.58) genau an einem
Punkt erfüllt. Die Risslänge der oberen Schranke ∆aS fällt genau
mit der Risslänge der unteren Schranke ∆aE zusammen.

• Bei überkritischer Beanspruchung (F ≥ Fc), wie in Abbildung 2.3
rechts beschrieben, gibt es einen größeren Risslängenbereich, in dem
beide Kriterien gleichzeitig erfüllt sind. Dadurch ist keine eindeutige
Zuordnung der Risslänge möglich und die aufgebrachte Last ist zwar
kritisch, aber nicht die kleinste kritische Last. Durch Reduzierung
der Last fallen die Kurven des Spannungs- und Energiekriteriums
ab und die Risslängen ∆aS und ∆aE nähern sich an, bis die kleinste
kritische Last ermittelt ist.
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des gekoppelten Spannungs- und Energiekrite-
riums für eine unterkritische (links), eine kritische (mittig) und eine überkritische (rechts)
Belastung. Die Vergleichsspannung σv und die inkrementelle Energiefreisetzungsrate Ḡ
sind auf den jeweiligen kritischen Wert σc bzw. Gc bezogen. Die Bereiche, in denen das
Spannungs- und das Energiekriterium erfüllt sind, sind grau hervorgehoben.

Anwendungsgebiete

Die Versagensanalyse mit Hilfe des gekoppelten Kriteriums der Finiten Bruch-
mechanik ist auf eine Vielzahl von Struktursituationen mit schwachen Sin-
gularitäten oder Spannungsüberhöhungen anwendbar. Eine gute Übersicht
über Anwendungsgebiete und relevante Veröffentlichungen findet sich in der
Arbeit von Weißgraeber et al. (2016b). Nach der Einführung des gekoppelten
Kriteriums von Leguillon (2002) wurde es unter anderem erfolgreich auf
Spitzkerben mit schwachen Spannungssingularitäten im Kerbgrund ange-
wendet (Cornetti et al., 2006, Taylor et al., 2005). Ein Überblick über die
Versagensbewertung von Spitzkerben findet sich beispielsweise in Lazzarin
et al. (2014). Es wurden Versagensanalysen für Spitzkerben sowohl unter
einfachen Belastungen (Carpinteri et al., 2011) als auch unter Mixed-Mode-
Belastung (Hebel u. Becker, 2008, Sapora et al., 2013) durchgeführt und der
Einfluss des Kerbwinkels auf das Versagensgeschehen untersucht (Leguillon
u. Yosibash, 2003, Cornetti et al., 2013). Grundsätzlich zeigt sich eine gute
Übereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Finiten Bruchmechanik und
den Experimenten (Tran et al., 2012). Auch Bi- und Multimaterialübergänge
können mit dem gekoppelten Kriterium gut analysiert werden (Felger et al.,
2019a). Häufig handelt es sich dabei um Klebverbindungen, bei denen Bauteile
aus unterschiedlichen Materialien gefügt werden. Neben analytischen Auswer-
tungen bei Weißgraeber u. Becker (2013), Carrere et al. (2015) und Stein et al.
(2015) finden sich numerische Auswertungen der Finiten Bruchmechanik in
den Arbeiten von Müller et al. (2006) und Hebel u. Becker (2008). Letztere
sowie Bremm et al. (2021) wenden ihre Klebschichtmodellierung auf Metall-
Keramik-Verbindungen in Brennstoffzellenstacks an, die großen thermischen
Beanspruchungen ausgesetzt sind. Neben linear-elastischen Klebverbindun-
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gen können auch Klebverbindungen mit nichtlinearem Materialverhalten
untersucht werden (Rosendahl et al., 2019). Vergleiche mit experimentellen
Ergebnissen finden sich unter anderem in Mendoza-Navarro et al. (2013),
Moradi et al. (2013) und Hell et al. (2014). Aber auch an Laminaträndern und
-ecken treten am Übergang der Laminatschichten schwache Spannungssingu-
laritäten auf, deren Delaminationsverhalten mit dem gekoppelten Kriterium
untersucht werden kann (Hebel et al., 2010, Martin et al., 2010, García et al.,
2014, Dölling et al., 2021, Frey et al., 2021). Weitere mögliche Anwendungsge-
biete der Finiten Bruchmechanik sind die Bewertung von Bolzenverbindungen
(Catalanotti u. Camanho, 2013, Nguyen-Hoang u. Becker, 2020, 2023), von
Rundkerben (Taylor et al., 2005) oder von mit Löchern versehenen Strukturen
(Weißgraeber et al., 2016a, Leite et al., 2021).
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Kapitel 3

Stand der Forschung zur Strukturmechanik
von Klebverbindungen

In diesem Kapitel wird ein Überblick über die Grundlagen des Klebens sowie
über den für diese Arbeit relevanten Stand der Forschung zur Mechanik von
Klebverbindungen gegeben. Dabei werden zunächst bestehende Konzepte zur
Modellierung und Spannungsanalyse von Klebverbindungen vorgestellt. An-
schließend wird ein Einblick in das Versagensverhalten von Klebverbindungen
gegeben und auf gängige Verfahren zur Versagensmodellierung eingegangen.

3.1 Einführende Bemerkungen zu Klebverbindungen

Kleben ist nach DIN 8593-8 (2003) ein Fertigungsverfahren aus der Gruppe
der Fügeverfahren, bei dem die zu fügenden Bauteile durch einen Klebstoff
miteinander verbunden werden. Es gehört damit, wie das Löten und das
Schweißen, zu den stoffschlüssigen Fügeverfahren. Neben den stoffschlüssi-
gen Fügeverfahren kann eine Verbindung auch durch Kraftschluss, wie bei
Schraub- und Pressverbindungen, oder durch Formschluss, wie bei Niet- und
Bolzenverbindungen, hergestellt werden. Der stoffschlüssige Verbund beim
Kleben entsteht durch die Verwendung eines nichtmetallischen Klebstoffes,
der flächig zwischen den Fügepartnern aufgebracht wird und an diesen haftet.
Um eine gute Haftung zu erreichen, wird der Klebstoff typischerweise vor dem
Auftragen erwärmt und härtet dann bei Raumtemperatur aus. Die flächige
Haftung an der Schichtgrenze zwischen Klebstoff und Fügepartner wird als
Adhäsion bezeichnet, die zusammen mit der inneren Festigkeit des Klebstoffs,
der Kohäsion, die Festigkeit der gesamten Klebverbindung bestimmt (Jüntgen,
2019). Die Klebstoffschicht ist dabei in der Regel deutlich dünner als die
Fügepartner.

31



Kapitel 3 Stand der Forschung zur Strukturmechanik von Klebverbindungen

Aufgrund der flächig verteilten Lastübertragung durch Adhäsion eignen sich
Klebverbindungen im Vergleich zu Schraub-, Niet- oder Bolzenverbindungen
besonders für leichte, dünnwandige Strukturen, wie sie im konstruktiven
Leichtbau zum Einsatz kommen. Es können Fügepartner aus unterschiedli-
chen Werkstoffen wie Metallen, Kunststoffen und den im Leichtbau typischen
Faserverbundwerkstoffen in beliebiger Kombination miteinander verbunden
werden. Je nach Wahl des Klebstoffs kann die thermische Beeinflussung der
Fügepartner beim Aushärten des Klebstoffs stark reduziert werden, sodass
auch Fügepartner mit geringer thermischer Belastbarkeit gefügt werden kön-
nen (Jüntgen, 2019). Verbindungen mit dickeren Klebstoffschichten weisen
zudem eine hohe Schwingungsdämpfung auf, die mit einer guten Festigkeit
bei dynamischer Beanspruchung einhergeht. Nachteile von Klebverbindungen
liegen in den materialabhängigen Fertigungs- und Aushärtungsbedingungen.
Damit eine Klebverbindung optimal hält, müssen die Oberflächen der Fü-
gepartner vor dem Verkleben vorbereitet und gereinigt werden (Wegman u.
Van Twisk, 2013). Nach dem Aushärten lassen sich Klebstoff und Fügepartner
nicht mehr voneinander lösen, wie es beispielsweise bei Schraubverbindungen
möglich ist. Es werden allerdings auch keine Löcher benötigt, an denen die
in Abschnitt 2.5 beschriebenen Kerbwirkungen auftreten. Darüber hinaus
sind Klebverbindungen im Vergleich zu anderen Fügeverfahren empfindlicher
gegenüber Temperaturänderungen und dem Auftreten von Feuchtigkeit, wo-
durch sich der Klebstoff und die Fügepartner je nach Werkstoff unterschiedlich
stark ausdehnen können, was zu zusätzlichen Spannungen führt.

Klebverbindungen gibt es in verschiedenen Ausführungen hinsichtlich Mate-
rial und Geometrie. Für die Klebschicht eignen sich vor allem synthetisch
hergestellte, nichtmetallische Klebstoffe, die nach dem Auftragen eine gewisse
Zeit aushärten müssen, um ihre volle Tragfähigkeit zu erreichen (DIN EN
923, 2015). Weit verbreitet sind Strukturklebstoffe und Epoxidharze auf der
Basis einer oder mehrerer reaktiver Komponenten. Hinsichtlich der Füge-
partner gibt es nur wenige Einschränkungen. Neben Metallen, Kunststoffen
und Faserverbundwerkstoffen können auch organische Strukturen oder Glas
gefügt werden. Hinsichtlich der Form und der Abmessungen unterscheidet
man verschiedene Arten von Klebverbindungen. Allen gemeinsam ist, dass
der Klebstoff flächig auf die Fügepartner aufgetragen wird und diese dann
überlappend verbunden werden. Die gebräuchlichsten Ausführungen sind in
Abbildung 3.1 dargestellt. Grundsätzlich unterscheidet man zwischen ein-
schnittigen und mehrschnittigen Überlappungsfügungen, die sich durch eine
oder mehrere Klebstoffschichten auszeichnen.
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(a) einschnittige Überlappungsfügung (b) zweischnittige Überlappungsfügung

(d) Verstärkungspflaster

(f) L-Fügung(e) T-Fügung

(c) Schälfügung

(g) geschäftete Fügung (h) gestufte Fügung

(i) Stoßfügung (j) abgeschrägte Überlappungsfügung

Abbildung 3.1: Übersicht über die gebräuchlichsten Klebefügungen. In den einschlägi-
gen Veröffentlichungen werden die folgenden entsprechenden englischen Bezeichnungen
verwendet: (a) single-lap joint, (b) double-lap joint, (c) double cantilever beam, (d)
reinforcing patch, (e) T-joint, (f) L-joint, (g) scarfed joint, (h) stepped joint, (i) butt
joint, (j) bevelled joint.

Die Einsatzmöglichkeiten von Klebverbindungen sind vielfältig. Insbesonde-
re die Luft- und Raumfahrtindustrie, die stark auf Schalenbauweisen mit
großen, flächigen Strukturen setzt, ist auf gewichtssparende Klebverbindun-
gen angewiesen, aber auch zunehmend der Fahrzeugbau und der allgemei-
ne Maschinenbau. Dort können Klebverbindungen neben der Fügefunktion
auch zur Abdichtung eingesetzt werden. In der Elektrotechnik werden Chips
mit Klebstoffen auf Substraten montiert (Suhir et al., 2007), im Bauwesen
werden Betonkonstruktionen mit Faserverbundpflastern verstärkt (Bahn u.
Harichandran, 2008, Methfessel u. Becker, 2023a) und auch in der Verpa-
ckungsindustrie wird eine Vielzahl von Produkten geklebt. Einschnittige
Überlappungsfügungen werden dabei aufgrund ihrer einfachen Herstellung
am häufigsten eingesetzt (Adams et al., 1997, Habenicht, 2009).
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3.2 Spannungsmodellierung

Ein wesentlicher Vorteil von Klebverbindungen gegenüber anderen Verbin-
dungsarten ist die flächig verteilte Lasteinleitung (siehe Abschnitt 3.1). Wäh-
rend die resultierenden Spannungen senkrecht zur Belastungsrichtung in
Tiefenrichtung in guter Näherung konstant verteilt sind, treten insbesondere
bei einschnittigen Überlappungen, wie in Abbildung 3.2 zu sehen, an den
Enden des Überlappungsbereiches in Belastungsrichtung lokale Spannungs-
spitzen auf (Habenicht, 2009). Diese resultieren aus der lokal unterschiedlichen
Längsdehnung der Fügepartner. Für einen sicheren Einsatz der Klebverbin-
dung ist eine genaue Untersuchung der genannten Spannungsverteilungen und
der auftretenden Verformungen erforderlich, die als Grundlage für Festigkeits-
und Versagensanalysen dienen. Besonderes Augenmerk wird dabei auf die
verhältnismäßig nachgiebige Klebschicht gelegt, die in erster Linie für das
Versagen verantwortlich ist.

F

F

τij

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Schubspannungsverteilung in der Kleb-
schichtmitte einer auf Zug beanspruchten einschnittigen Überlappungsfügung.

3.2.1 Bestehende Konzepte zur Spannungsberechnung

Bis heute wurde eine Vielzahl unterschiedlicher Modellierungskonzepte zur
Spannungsanalyse von Klebverbindungen entwickelt. Neben numerischen Mo-
dellen (Wooley u. Carver, 1971, Adams u. Peppiatt, 1974, Adams u. Harris,
1987, Gonçalves et al., 2002) existieren zahlreiche analytische Berechnungs-
konzepte, die auf bestimmten vereinfachenden Annahmen beruhen. Während
numerische Auswertungen, zum Beispiel mittels Finite-Elemente-Analysen
(FEA), sehr zeit- und rechenaufwendig sind, liefern sie detaillierte Ergebnisse
mit hoher Genauigkeit auch für Klebverbindungen mit komplexer Geometrie
oder komplexem Materialverhalten. Analytische Modelle hingegen zeichnen
sich durch ihre Einfachheit und Effizienz aus und liefern schnelle Ergebnisse,
sind aber oft auf konkrete Struktursituationen beschränkt und daher weniger
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flexibel einsetzbar. Einen umfassenden Überblick über bestehende Modelle
für Klebverbindungen geben da Silva et al. (2009a,b), Wong u. Liu (2017)
und Budhe et al. (2017). Ein Überblick zu numerischen Berechnungsmodel-
len von Klebverbindungen finden sich bei da Silva u. Campilho (2012). Im
Folgenden werden die wichtigsten existierenden Modellierungskonzepte kurz
vorgestellt.

Die erste theoretische Analyse der Spannungsverteilung in Klebverbindungen
wurde 1938 von Volkersen vorgestellt, der ein einfaches Modell zur Untersu-
chung von einschnittigen Nietverbindungen entwickelte. Die Verbindungen
sind dreischichtig und bestehen aus zwei Fügepartnern und einer dünnen
elastischen Zwischenschicht, mit der die Fügepartner verbunden sind. Die
Fügepartner werden als isotrope Balken mit linear-elastischem Material-
verhalten modelliert. Auftretende Längsdehnungen werden berücksichtigt,
Biegeverformungen jeglicher Art werden jedoch ausgeschlossen. Die äußeren
Lasten werden an den Enden der Fügepartner durch Zugkräfte eingeleitet.
Die verbindende Zwischenschicht, die verallgemeinernd auch als Klebschicht
angesehen werden kann, wird als isotrope linear-elastische Schicht aus Schub-
federn modelliert. Damit können die aus der Verformung der Fügepartner
resultierenden Schubverzerrungen in die Klebschicht übertragen werden. Diese
stark vereinfachte Art der Modellierung dünner Klebschichten wird oft als
weak-interface-Modell bezeichnet (Lenci, 2001), das vor allem bei spröden
Klebstoffen gute Ergebnisse liefert.

Eine weitere bedeutsame Arbeit wurde 1944 von Goland und Reissner vor-
gelegt, die die Spannungen in zementierten einschnittigen Überlappungsfü-
gungen für steife und nachgiebige Klebschichten ermittelten. Im Gegensatz
zu Volkersen (1938) betrachteten sie zusätzlich Biegeverformungen in den
Fügepartnern, indem sie neben den Normalkräften auch Biegemomente und
Querkräfte an den Enden des Überlappungsbereiches berücksichtigten. Dies
ist besonders wichtig bei einschnittigen Überlappungsfügungen, bei denen
sich der Überlappungsbereich unter Belastung verdreht. Um diesen Effekt zu
berücksichtigen, haben Goland und Reissner einen Biegemomentenfaktor zur
Abschätzung der variierenden Biegemomente und einen entsprechenden Quer-
kraftfaktor für die Querbelastung eingeführt. Die Biegung der Fügepartner
führt neben den bereits von Volkersen festgestellten Schubspannungen auch
zur Entstehung von Schälspannungen. Um diese Spannungen zu erfassen,
wird die Klebschicht wie auch bei Volkersen mit einem weak-interface-Ansatz
modelliert, der jedoch in diesem Fall aus einer Kombination von Schub- und
transversalen Zugfedern besteht. Zugfedern in Längsrichtung und zugehörige
Normalspannungen in der Klebschicht werden in der Modellierung vernachläs-
sigt. Mit Hilfe von Gleichgewichtsbedingungen, Kinematik und konstitutiven
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Gleichungen wird ein System von Differentialgleichungen hergeleitet. Die
Auswertung der resultierenden Spannungsverteilungen erfolgt in der horizon-
talen Mittelebene der Klebschicht, da die Spannungen nur in Längsrichtung
variieren und in Dickenrichtung als konstant angenommen werden.

Auf der Grundlage der beiden vorgestellten Modelle wurden zahlreiche Modi-
fikationen entwickelt. So untersuchte de Bruyne (1944) abgeschrägte Füge-
partner, um gleichmäßig verteilte Schubspannungen in der Klebschicht zu
erhalten. Sowohl Hart-Smith (1973a) als auch Srinivas (1975) zeigten anhand
geschäfteter und gestufter Verbindungen, dass die hohen Schälspannungen an
den Enden des Überlappungsbereichs durch geeignete konstruktive Maßnah-
men reduziert werden können, sodass die Struktur weniger versagensanfällig
ist. Wah (1973) bewertete erstmals Fügepartner mit anisotropem Materi-
alverhalten in Form von faserverstärkten Laminaten. In mehreren weiteren
Studien wurde dieser Ansatz verfeinert, so zum Beispiel von Renton u. Vinson
(1975) für symmetrisch verklebte Laminate, während Delale et al. (1981) und
Yang u. Pang (1996) das Modell verallgemeinerten, um auch asymmetrische
Konfigurationen mit Laminatfügepartnern berechnen zu können. Mortensen
u. Thomsen (1997) analysierten eine Kombination von geschäfteten und ge-
stuften Verbindungen von Laminaten. Zuletzt haben Golewski u. Sadowski
(2019) die Spannungen für eine Vielzahl von Fügungen mit unterschiedlichen
Geometrien untersucht. Aufbauend auf dem Ansatz von Volkersen (1938)
versuchten Tsai et al. (1998) die von Volkersen und Goland u. Reissner (1944)
vernachlässigten Schubdeformationen in den Fügepartnern zu berücksich-
tigen. Sie schlugen linear variierende Schubdeformationen in transversaler
Richtung durch die Fügepartner vor und bewerteten deren Auswirkung auf
die Klebstoffschicht in zweischnittigen Überlappungsfügungen. Neben den
Materialeigenschaften der Fügepartner wurde auch das Konzept des Biegemo-
mentenfaktors weiterentwickelt. In diesem Zusammenhang sind die Arbeiten
von Hart-Smith (1973b), Oplinger (1994), Zhao et al. (2010) und zuletzt
Talmon l’Armée et al. (2016) zu erwähnen, welche die Bestimmung des Bie-
gemomentenfaktors maßgeblich verbesserten. Cheng et al. (1991) leiteten für
den Fall nicht identischer Fügepartner zwei Biegemomentenfaktoren für die
beiden Fügepartner ab.

Die bisher genannten Ansätze zur Analyse der Spannungsverteilung in Kleb-
verbindungen haben jedoch alle einige gemeinsame Schwächen. So erfüllen sie
beispielsweise nicht die Bedingung der spannungsfreien Ränder an den freien
Enden der Klebschicht. Renton u. Vinson (1973), Pirvics (1974), Allman
(1977) und Chen u. Cheng (1983) ist es gelungen, Modelle zu entwickeln, die
unter Verwendung von Spannungsfunktionen die Bedingung der spannungs-
freien Ränder der Klebschicht erfüllen. Da die Klebschicht an den Enden
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des Überlappungsbereichs freie, unbelastete Ränder hat, müssen die Schub-
spannungen der Klebschicht dort verschwinden und dürfen nicht, wie in den
meisten Modellen, endliche Werte annehmen. Eine weitere Schwäche liegt
in der Beschränkung auf bestimmte Fügekonfigurationen, für die in Abhän-
gigkeit von Geometrie und Beanspruchung individuelle Lösungen hergeleitet
wurden. Daher stellten Bigwood und Crocombe 1989 ein verallgemeinertes
Modell vor, mit dem Fügekonfigurationen unterschiedlicher Geometrie un-
ter verschiedenen Lastbedingungen untersucht werden können. Anstatt eine
konkrete Konfiguration zu berücksichtigen, modellierten sie nur den Überlap-
pungsbereich und sowohl der Lastfall als auch die Geometrie wurden durch
Schnittkräfte und Schnittmomente am linken und rechten Ende des Über-
lappungsbereichs in die Fügepartner eingeleitet. Diese Art von Modell wird
aufgrund der sandwichartigen Struktur oft als general sandwich-type-Modell
bezeichnet und ermöglicht vielseitige Analysen von ein- und zweischnittigen
Fügungen, T-Fügungen, Verstärkungspflastern, Schälfügungen und vielen
anderen Konfigurationen. Zusätzlich zu den Fügepartnern wurde auch die Mo-
dellierung der Klebschicht erweitert, da die meisten Modelle auf Fügungen mit
sehr dünnen Klebstoffschichten limitiert sind, bei denen der weak-interface-
Ansatz noch ausreichend genaue Ergebnisse liefert. Die Anwendung dieses
Ansatzes auf Strukturen mit dickeren Klebstoffschichten führt jedoch zu Unge-
nauigkeiten und motiviert die Verwendung neuer, fortschrittlicher Ansätze für
die Klebstoffschicht. Ojalvo u. Eidinoff (1978) haben eine erste nennenswerte
Studie zu dicken Klebstoffschichten durchgeführt. Sie schlugen eine leicht
modifizierte Kinematik für die Klebstoffschicht vor, die lineare Änderungen
der Schubspannungen in Richtung der Klebschichtdicke zulässt, anstatt, wie
in früheren Studien, konstante Spannungen anzunehmen. Weitere neuere
Arbeiten zur Berechnung von Spannungsverteilungen höherer Ordnung stam-
men von Chen u. Qiao (2012), Rabinovitch (2014), Wong (2015) und Jiang u.
Qiao (2015). Anstatt wie Ojalvo und Eidinoff die Klebstoffverschiebungen zu
modifizieren, stellten sie direkt Spannungsfunktionen höherer Ordnung auf.
Parallel dazu gab es ähnliche Bemühungen auf dem Gebiet der Elektronik,
bei denen Überlappungsfügungen unter vorwiegend thermischer Belastung
untersucht wurden. An erster Stelle sind hier die Arbeiten von Chen u. Nelson
(1979) und Suhir (1986, 1989) zu nennen, deren Ansätze denen von Goland
u. Reissner (1944) ähneln. Darüber hinaus wurde die Klebschichtmodellie-
rung in verschiedenen anderen Forschungsbereichen angewendet, wie zum
Beispiel in den jüngsten Studien zur Modellierung von Schneebrettlawinen
von Rosendahl u. Weißgraeber (2020a,b).
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3.2.2 Detaillierte Darstellung der zentralen Grundprinzipien

Im Folgenden werden die für die vorliegende Arbeit relevanten Grundlagen
aus den Arbeiten von Volkersen (1938), Goland u. Reissner (1944), Ojalvo
u. Eidinoff (1978) und Bigwood u. Crocombe (1989) aus Abschnitt 3.2.1
ausführlicher dargestellt.

Kinematische Grundlagen

Sowohl bei Volkersen (1938), als auch bei Goland u. Reissner (1944) und bei
Ojalvo u. Eidinoff (1978) wird die jeweilige analytische Klebschichtmodel-
lierung anhand einer einschnittigen Überlappungsfügung vorgestellt, wie sie
schematisch in Abbildung 3.3 zu sehen ist. Dabei werden Klebverbindungen
betrachtet, deren Klebschicht und Fügepartner isotropes Materialverhalten
aufweisen und durch den jeweiligen Elastizitätsmodul E und die zugehörige
Querkontraktionszahl ν beschrieben werden können. Oberer und unterer
Fügepartner (Index 1,2) mit den Dicken h1 und h2 überlappen sich in einem
Bereich der Länge l, in welchem sie mit der Klebschicht (Index a) der Dicke t
verbunden sind. Die über den Überlappungsbereich hinausgehenden Enden
der Fügepartner haben die Länge lf . Bei der untersuchten Beanspruchung
wirken Zugkräfte in horizontaler x-Richtung, die zu den Verformungen u und
w in der x, z-Ebene führen. Effekte in y-Richtung entlang der Breite b der
Klebverbindung werden in guter Näherung vernachlässigt.

F

F

x,u

z,w

y,v

l

2
a

1
t h2

h1

lf

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung einer axial zugbeanspruchten, einschnitti-
gen Überlappungsfügung bestehend aus den beiden Fügepartnern (1) und (2) und der
Klebschicht (a).

Volkersen (1938) modellierte Klebverbindungen mit biegestarren Fügepart-
nern, die sich unter Zugbelastung nur horizontal in Lastrichtung dehnen
und nicht verbiegen. Infolge der Dehnung der Fügepartner entsteht in der

38



3.2 Spannungsmodellierung

Klebschicht eine Schubverzerrung γ(a)
xz , die Volkersen aus der Verschiebungs-

differenz der Fügepartner bezogen auf die Klebschichtdicke ermittelt:

γ(a)
xz = û(2)− û(1)

t
. (3.1)

Die Verschiebungen û(1) und û(2) entsprechen den Verschiebungen der bei-
den Fügepartner am Übergang zur Klebschicht. Die Klebschicht selbst wird
nicht genauer modelliert und die Verformung der Klebschicht wird aus der
Verformung der Fügepartner bestimmt. Diese Art des Modells wird, wie in
Abschnitt 3.2.1 eingeführt, als weak-interface-Modell bezeichnet. Während
mit der Volkersen-Modellierung in horizontaler Richtung komplexe Schub-
spannungsverläufe abgebildet werden können (Habenicht, 2009), lassen sich
in Richtung der Klebschichtdicke nur konstante Schubspannungsverläufe
berechnen.

Die Modellierung von Goland u. Reissner (1944) stellt eine Erweiterung
der Modellierung von Volkersen dar, bei der erstmals die Biegeverformung
der Fügepartner an symmetrischen einschnittigen Überlappungsfügungen
berücksichtigt wird. Insbesondere bei einschnittigen Überlappungsfügungen
kommt es unter Zugbelastung zu einer Biegung der Fügepartner und damit zu
einer Verdrehung des Überlappungsbereiches, woraus neben einer horizontalen
Schubbeanspruchung eine vertikale Schälbeanspruchung resultiert. Daher wird
in der Kinematik nach Goland und Reissner neben der Schubverzerrung γ(a)

xz

auch eine aus den Durchbiegungen ŵ(1) und ŵ(2) der Fügepartner resultierende
vertikale Dehnung ε(a)

zz verwendet:

γ(a)
xz = û(2)− û(1)

t
, ε(a)

zz = ŵ(2)− ŵ(1)

t
. (3.2)

Aus den Verzerrungen resultieren nach dem Hookeschen Gesetz aus Abschnitt
2.1 Schub- und Schälspannungen, die wie bei Volkersen über die Klebschicht-
dicke konstant sind.

Die Berechnung linearer Spannungsverläufe in Dickenrichtung der Klebschicht
gelang erstmals Ojalvo u. Eidinoff (1978) durch die Einführung linearer
Verschiebungsfelder in der Klebschicht. Mit Hilfe des linearisierten Verzer-
rungstensors aus Gleichung (2.9) lassen sich damit in vertikaler z-Richtung
linear verlaufende Schubverzerrungen und konstante Dehnungen herleiten:

γ(a)
xz = û(2)− û(1)

t
+ ŵ(1)′+ ŵ(2)′

2 + z
ŵ(2)′− ŵ(1)′

t
, ε(a)

zz = ŵ(2)− ŵ(1)

t
.

(3.3)
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Dabei bezeichnet (·)′ die Ableitungen nach der x-Koordinate. Ziel dieser
Erweiterung war es, den Einfluss der Klebschichtdicke auf die in der Kleb-
schicht auftretenden Spannungen besser zu berücksichtigen. Während die
bisherigen Modelle nur für Klebverbindungen mit sehr dünnen Klebschichten
geeignet sind, bei denen die Annahme konstanter Spannungsverläufe über
die Klebschichtdicke gerechtfertigt ist, ermöglicht der Ansatz von Ojalvo und
Eidinoff eine genauere Beschreibung des Spannungsgeschehens und liefert
auch bei zunehmender Klebschichtdicke noch gute Ergebnisse.

General sandwich-type-Modell

Zur Berechnung der Spannungen und Verformungen in der Klebschicht wer-
den in den Arbeiten von Volkersen (1938), Goland u. Reissner (1944) und
Ojalvo u. Eidinoff (1978) neben den jeweiligen kinematischen Beziehungen
und dem Hookeschen Gesetz auch Gleichgewichtsbedingungen formuliert. Aus
diesen lassen sich Differentialgleichungen ableiten, mit denen die auftretenden
Spannungen berechnet werden können. Das Aufstellen der Gleichgewichts-
bedingungen erfolgt bei Ojalvo und Eidinoff am freigeschnittenen Überlap-
pungsbereich. Die belasteten Enden der Fügepartner werden dabei am Rand
des Überlappungsbereichs als Schnittgrößen berücksichtigt. Dieses reduzierte
Modell, wie es in Abbildung 3.4 zu sehen ist, entspricht dem von Bigwood
u. Crocombe (1989) eingeführten general sandwich-type-Modell, das neben
einschnittigen Überlappungsfügungen unter Zugbelastung verallgemeinert
auf alle Arten von Klebverbindungen mit beliebiger Geometrie und Belas-
tung angewendet werden kann. Die Schnittgrößen können durch einfache
Gleichgewichtsbetrachtungen oder aufwendiger unter Verwendung von Biege-
momentenfaktoren ermittelt werden (Goland u. Reissner, 1944, Hart-Smith,

Abbildung 3.4: General sandwich-type-Modell (Bigwood u. Crocombe, 1989) dargestellt
am Beispiel des freigeschnittenen Überlappungsbereichs einer einschnittigen Überlap-
pungsfügung.
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1973b, Oplinger, 1994, Zhao et al., 2010, Talmon l’Armée et al., 2016). Die
zentrale Aufgabe der Biegemomentenfaktoren ist dabei die möglichst genaue
Bestimmung der auftretenden Schnittgrößen.

3.3 Versagensbewertung

Die in Abschnitt 3.2.1 beschriebenen Spannungsverteilungen führen bei einer
Überbeanspruchung der Klebverbindung zur lokalen Rissbildung, die schließ-
lich zum Versagen der gesamten Verbindung führt. Je nach Belastung, Form
und Material der Klebverbindung können unterschiedliche Versagensarten
auftreten, über die im Folgenden ein Überblick gegeben wird. Außerdem wird
der Stand der Forschung zur Bewertung des Versagens von Klebverbindungen
dargestellt.

3.3.1 Versagensarten

Eine offizielle Klassifizierung der Versagensarten von Klebschichten ist mit
der DIN EN ISO 10365 (2022) möglich. Danach werden grundsätzlich zwei
Versagensarten unterschieden: der Adhäsionsbruch und der Kohäsionsbruch
(Habenicht, 2009). Beim Adhäsionsbruch erfolgt das Versagen durch eine voll-
ständige Trennung der Klebschicht vom Fügepartner, ohne dass Klebstoffreste
am Fügepartner zurückbleiben. In der Praxis bleiben jedoch immer Kleb-
stoffreste am Fügepartner haften, die sich aus der Klebschicht herausgelöst
haben. In diesem Fall spricht man nicht von einem reinen Adhäsionsbruch,
sondern von einem klebschichtseitigen Grenzschichtbruch, bei dem es auch
innerhalb der Klebschicht am Rand zum Fügepartner zu einem lokalen Versa-
gen kommt (Jüntgen, 2019). Eine genauere Beschreibung der Vorgänge in der
Grenzschicht finden sich in der Literatur unter dem Begriff weak boundary
layer (Brockmann et al., 2005). Die Entstehung von Adhäsionsbrüchen ist
in der Regel auf einen für die Klebverbindung ungeeigneten Klebstoff oder
eine mangelhafte Oberflächenvorbehandlung der Fügepartner vor dem Kleben
zurückzuführen.

Kohäsionsbrüche sind durch Rissbildung innerhalb der Schicht gekennzeichnet
und können je nach Werkstoff als spröde oder duktile Kohäsionsbrüche
auftreten. Beim spröden Bruch treten zunächst kaum Verformungen auf, bis
schlagartig ein sich schnell ausbreitender Riss entsteht, der das Versagen der
Klebverbindung einleitet. Beim Bruch in duktilen Werkstoffen kommt es vor
dem eigentlichen Bruch zu einer plastischen Verformung der Schicht, die zum
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Abbau der äußeren Belastung führt. Ob sich eine Klebschicht eher spröde oder
duktil verhält, hängt im Wesentlichen vom verwendeten Material ab, wird
aber zusätzlich auch von der vorliegenden Temperatur, der Geschwindigkeit
der Beanspruchung, der Geometrie und dem wirkenden Spannungszustand
beeinflusst (Habenicht, 2009).

Neben dem Adhäsionsbruch und dem Kohäsionsbruch kann es auch zu ei-
nem Mischbruch kommen, bei dem beide Brucharten kombiniert auftreten.
Darüber hinaus ist auch ein Fügeteilbruch möglich, bei dem ein Fügepartner
infolge der Überschreitung seiner Zugfestigkeit durch einen vertikalen Riss
geteilt wird, oder ein Versagen durch Delamination bei verklebten Laminaten
(Talmon l’Armée, 2019).

3.3.2 Bestehende Konzepte zur Versagensbewertung

Für die Versagensbewertung und Modellierung des Bruchgeschehens in Kleb-
verbindungen gibt es eine Vielzahl von analytischen und numerischen Kon-
zepten. Einen guten Überblick geben die Arbeiten von Anderson (2017) und
Gross u. Seelig (2011). Ziel aller Konzepte ist es, die kritische Belastung einer
Klebverbindung, häufig in Form der kritischen Versagenslast, zu bestimmen
und Ort und Art der Rissbildung, die zum Versagen der Verbindung führt,
vorherzusagen. Im Folgenden werden die verschiedenen bestehenden Berech-
nungsansätze und die beim Versagen von Klebverbindungen auftretenden
Effekte und Phänomene näher erläutert. Dabei wird ausführlich auf die Versa-
gensbewertung mit den in dieser Arbeit verwendeten Konzepten der Finiten
Bruchmechanik und der Kohäsivzonenmodellierung eingegangen.

Überblick

Wie verschiedene experimentelle Untersuchungen zeigen (Adams et al., 1986,
Adams u. Harris, 1987, Pinto et al., 2014), tritt das Versagen von Kleb-
verbindungen hauptsächlich an der Schichtgrenze zwischen Klebstoffschicht
und Fügepartner auf. Grund hierfür sind die in Abschnitt 2.5 beschriebenen
Spannungssingularitäten, die an der Schichtgrenze durch einen großen Unter-
schied in der Materialsteifigkeit von Klebstoff und Fügepartner auftreten. Der
qualitative Verlauf der Grenzschichtspannungssingularitäten ist schematisch
in Abbildung 3.5 dargestellt. Risse entstehen daher hauptsächlich an der
Schichtgrenze zwischen Klebstoff und Fügepartner, den Bimaterialübergän-
gen (Leguillon et al., 2003, Sator u. Becker, 2012), und wachsen ausgehend
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Abbildung 3.5: Einschnittige Überlappungsfügung mit schematisch eingezeichnetem
qualitativem Spannungsverlauf zur Darstellung der Spannungssingularitäten, die infolge
des Bimaterialübergangs zwischen Fügepartner und Klebschicht und der lokal vorhandenen
Kerbwirkung auftreten.

vom Rand des Überlappungsbereichs in die Fügung hinein. Neben den materi-
albedingten Spannungssingularitäten beeinflussen auch geometrische Effekte,
wie das Vorhandensein von Kerben, den Bruchverlauf. Bei der in Abbildung
3.5 dargestellten einschnittigen Überlappungsfügung sind beispielsweise am
linken Ende der oberen Schichtgrenze sowie am rechten Ende der unteren
Schichtgrenze zusätzlich zum Bimaterialübergang 90°-Kerben vorhanden, de-
ren Kerbwirkung, wie in Abschnitt 2.5 erläutert, die Möglichkeit der dortigen
Rissbildung noch deutlich erhöht. Die numerische Analyse des Versagens von
Klebverbindungen erfolgt in der Regel mit Hilfe von Finite-Elemente-Analysen
und nutzt beispielsweise die Konzepte der Finiten Bruchmechanik oder der
Kohäsivzonenmodellierung, wie bei Mendoza-Navarro et al. (2013) und Ra-
malho et al. (2020) für verschiedene Klebkonfigurationen oder bei Moradi
et al. (2013) und Hell et al. (2014) speziell für einschnittige Überlappungs-
fügungen. Ein besonderes Interesse besteht aber an einfachen analytischen
Modellen, mit denen sich Versagenslasten schnell und ohne großen numeri-
schen Aufwand abschätzen lassen. Die meisten analytischen Versagensmodelle
verwenden für die Spannungsanalyse einen weak-interface-Ansatz, wie er in
Abschnitt 3.2.1 beschrieben ist (Lenci, 2001, Weißgraeber u. Becker, 2011,
Stein, 2018) oder asymptotische Ansätze (Leguillon et al., 2003, Moradi et al.,
2013). Zusätzlich wird ein geeignetes Versagenskriterium benötigt. Neben
der Versagensbewertung mit Spannungsintensitätsfaktoren (Hu, 1995) hat
sich in jüngster Zeit vor allem die Versagensbewertung mit dem gekoppelten
Kriterium der Finiten Bruchmechanik bewährt (Henninger u. Leguillon, 2007,
Weißgraeber et al., 2014, Felger et al., 2019b), mit dem die Versagenslast
und die resultierende Risslänge erfolgreich abgeschätzt werden können (siehe
Abschnitt 2.6). Weißgraeber u. Becker (2013), und Stein et al. (2015, 2016)
haben das Versagen von Klebverbindungen unter Mixed-Mode-Belastung mit
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der Finiten Bruchmechanik untersucht. Wie von Hell et al. (2014) gezeigt, ist
dabei die Annahme gerechtfertigt, dass sich ein Riss typischerweise entlang
der Schichtgrenze zwischen Fügepartner und Klebschicht ausbildet.

Einflussfaktoren auf die Festigkeit

Hinsichtlich Abmessungen und Materialeigenschaften wurden an Klebverbin-
dungen verschiedene Parameterstudien durchgeführt und deren Einfluss auf
das Versagensverhalten und die Versagenslast näher untersucht (da Silva u.
Campilho, 2012, da Silva et al., 2011). So haben da Silva et al. (2008) anhand
von einschnittigen Überlappungsfügungen gezeigt, dass sich die ertragbare
Versagenslast einer Klebverbindung durch die Verwendung steiferer Füge-
partner und einer zäheren Klebschicht erhöht. Hinsichtlich der Abmessungen
sind dickere Fügepartner (Papini et al., 1994) wegen der höheren Biegesteifig-
keit und ein längerer Überlappungsbereich (da Silva et al., 2004, Habenicht,
2009) wegen der gleichmäßigeren Lastübertragung vorteilhaft. Eine Erhöhung
der Klebschichtdicke führt allerdings zu einer Verringerung der ertragbaren
Versagenslast. Dieser sogenannte Klebschichtdickeneffekt wurde bereits in
vielen wissenschaftlichen Arbeiten beschrieben (Gleich et al., 2001, da Silva
et al., 2006, Castagnetti et al., 2011, Moradi et al., 2013), konnte aber bisher
nur unzureichend erklärt werden. Während Adams u. Peppiatt (1974) eine
erhöhte Porosität und das vermehrte Auftreten von Mikrodefekten in der
Klebschicht für den Dickeneffekt verantwortlich machten, sahen Crocombe
u. Adams (1981) und Gleich et al. (2001) die Ursache in einer erhöhten
Flexibilität der Klebschicht. Letztere führt zu einer stärkeren Variation der
Spannungen am Rand der Klebschicht in Dickenrichtung und damit zu einer
komplexeren Spannungsverteilung mit lokal höheren Spannungskonzentratio-
nen am Übergang zum Fügepartner. Die hohen Spannungskonzentrationen im
Randbereich der Schichtgrenze zwischen Fügepartner und Klebschicht stellen
grundsätzlich ein Problem für den praktischen Einsatz von Klebverbindungen
dar und machen diese versagensanfällig. Daher wurden in der Vergangenheit
verschiedene konstruktive Modifikationen vorgeschlagen, um die für die Span-
nungskonzentrationen verantwortliche Kerbwirkung zu reduzieren und einen
gleichmäßigeren Lastübergang zwischen Fügepartner und Klebschicht zu er-
möglichen. So tragen abgeschrägte und abgerundete Klebkehlen wesentlich
zum Abbau lokaler Spannungskonzentrationen bei (Adams u. Peppiatt, 1974,
Crocombe u. Adams, 1981, Adams u. Harris, 1987, Lang u. Mallick, 1998).
Auch die von Adams u. Harris (1987) an einschnittigen Überlappungsfügun-
gen untersuchte Abrundung der Ecken der Fügepartner am Übergang zur
Klebschicht trägt positiv zur Tragfähigkeit bei. Ebenso wurde der Einfluss
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von abgeschrägten Fügepartnern auf die lokalen Spannungskonzentrationen
untersucht, die jedoch in der Herstellung aufwendiger sind (Kaye u. Heller,
2002, Belingardi et al., 2002, Vallée u. Keller, 2006, da Silva u. Adams, 2007).
Neben der Form von Klebschicht und Fügepartnern kann auch durch geeigne-
te Modifikationen des Klebstoffmaterials die Festigkeit erhöht werden. Dabei
eignen sich Klebstoffkombinationen und gradierte Klebstoffe mit zum Rand
des Überlappungsbereichs hin abnehmender Steifigkeit (Fitton u. Broughton,
2005, das Neves et al., 2009a,b, Stapleton et al., 2012, Stein, 2018).

Finite Bruchmechanik

Die in dieser Arbeit verwendete Finite Bruchmechanik kann sowohl analytisch
als auch numerisch zur Versagensanalyse von Klebverbindungen eingesetzt
werden. Die Anwendung erfolgt dabei auf die in Abschnitt 2.6 dargestellte
Weise. Aufgrund der schwachen Spannungssingularitäten an den Bimate-
rialübergängen zwischen der Klebschicht und den Fügepartnern tritt der in
Abschnitt 2.6 beschriebene Fall einer nicht monoton steigenden inkrementellen
Energiefreisetzungsrate auf, der die Auswertung des gekoppelten Kriteriums
erschwert. Wie Hell et al. (2014) zeigen, steigt die inkrementelle Energiefrei-
setzungsrate entlang des Risspfades zwischen Fügepartner und Klebschicht
bei kleinen Risslängen zunächst deutlich bis zu einem lokalen Maximum an,
um dann nach einem begrenzten Abfall weiter anzusteigen. Der Effekt der
nicht monoton verlaufenden inkrementellen Energiefreisetzungsrate ist auch
bei anderen Strukturen mit Bimaterialübergängen erkennbar (Müller et al.,
2006). Aufgrund der bereichsweise negativen Steigung der inkrementellen
Energiefreisetzungsrate werden diese Strukturen auch als negative Geometrien
bezeichnet (Jenq u. Shah, 1985, Planas u. Elices, 1991, Bažant et al., 1991).
Eine Berechnung der Energiefreisetzungsrate ist unter anderem durch die
Auswertung des virtuellen Rissschließintegrals1 möglich, wie bei Carpinteri
et al. (2009) beschrieben oder anhand der differentiellen Energiefreisetzungs-
rate bei Rybicki et al. (1977). Dabei wird die für das Öffnen eines Risses
erforderliche Energie ermittelt. Neben Klebverbindungen wird das virtuelle
Rissschließintegral auch auf andere Strukturverbindungen (Rybicki et al.,
1977, O’Brien, 1982) und in verschiedenen Modifikationen (Buchholz, 1985,
Raju, 1987) vorteilhaft angewendet. Eine alternative Möglichkeit der Berech-
nung der inkrementellen Energiefreisetzungsrate besteht in der Auswertung
des J-Integrals, wie bei Hu et al. (1992) und Fraisse u. Schmit (1993) be-
schrieben, welches einem Konturintegral um die Rissspitze entspricht. Es

1 Engl.: Virtual Crack Closure Technique (VCCT)
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eignet sich besonders für die elastisch-plastische Bruchmechanik, stimmt im
linear-elastischen Fall aber mit der Energiefreisetzungsrate überein.

Kohäsivzonenmodellierung

Ein weiteres Verfahren, das zur Versagensbewertung von Klebverbindungen
verwendet werden kann, ist das Kohäsivzonenmodell2 (KZM). Dabei handelt
es sich um ein auf die Arbeiten von Barenblatt (1959) und Dugdale (1960)
zurückgehendes Versagenskonzept, bei dem das Versagen einer Struktur ohne
Annahme einer Anfangsrisslänge durch das Bruchgeschehen in einer vor der
Rissspitze liegenden Kohäsivzone bewertet wird. In dem Bereich, der von
Dugdale als plastische Zone und von Barenblatt als Kohäsivzone bezeichnet
wird, tritt Risswachstum unter meist inelastischem Verhalten auf. Für die Mo-
dellierung als elastisches Problem wird diese längliche Zone, wie in Abbildung
3.6a gezeigt, künstlich in eine fiktive Verlängerung des vorhandenen Risses der
Länge d umgewandelt. Die resultierenden fiktiven Rissufer werden mit einer
Fließspannung (Dugdale, 1960) bzw. Kohäsionsspannung t (Barenblatt, 1959)
belastet und führen eine Relativverschiebung δ aus, die auch als Separation
bezeichnet wird. Der Zusammenhang zwischen Spannung und Separation ist
werkstoffabhängig. Bei Dugdale ist das Materialverhalten in der plastischen
Zone elastisch-idealplastisch, sodass die wirkende Fließspannung unabhän-
gig von der Separation über die gesamte Länge der Zone konstant ist. Bei
Barenblatt gibt es keinen konstanten Zusammenhang zwischen Spannung
und Separation. Stattdessen wird, wie in Abbildung 3.6b dargestellt, ein
exponentielles Kohäsivgesetz verwendet. Das Kohäsivgesetz t(δ), das auch als
Spannungs-Separationsgesetz bezeichnet wird, kann je nach Anwendungsfall
in unterschiedlicher Form verwendet werden. So hat sich auch der Einsatz von
bilinearen und trapezförmigen Kohäsivgesetzen bewährt (vgl. 3.6c und 3.6d).
Das Kohäsivgesetz hängt dabei, ähnlich wie das gekoppelte Spannungs- und
Energiekriterium, von der Bruchfestigkeit σc, die das Versagen einleitet, und
der Bruchzähigkeit oder spezifischen Separationsarbeit Gc, die dem Integral
der Spannungen über die Verschiebungen entspricht, ab. Nach Überschreiten
der Bruchfestigkeit kommt es bei Erreichen einer kritischen Rissöffnung δc
zum Versagen in der Kohäsivzone, wodurch der Riss weiter wächst.

Ausgehend von den Modellen von Barenblatt (1959) und Dugdale (1960),
die symmetrische Risse in unendlich ausgedehnten isotropen Strukturen
analysierten, wurden Kohäsivzonenmodellierungen auf verschiedene andere
Struktursituationen angewendet (Hillerborg et al., 1976, Elices et al., 2002).

2 Engl.: Covesive Zone Model (CZM)

46



3.3 Versagensbewertung

t

δδc

σc

Gc

δ1

t

δδc

σc

Gc

δ1 δ2

t

δδc

σc

Gc

δ1

(a) Kohäsivzonenmodell (b) Exponentielles Kohäsivgesetz

δc

t(δ)
σc

δ

d

(c) Bilineares Kohäsivgesetz (d) Trapezförmiges Kohäsivgesetz

Abbildung 3.6: Darstellung des Kohäsivzonenmodells mit den gängigsten Kohäsivgeset-
zen

Klebverbindungen wurden intensiv in den Arbeiten von Campilho et al. (2012,
2013) und Neto et al. (2012) analysiert, die mit ihrer Kohäsivzonenmodel-
lierung verklebte Laminate auswerteten. Cornetti et al. (2012) betrachteten
ebenfalls Klebverbindungen und verglichen die Ergebnisse ihrer Kohäsivzo-
nenmodellierung mit denen der Finiten Bruchmechanik. Die Ergebnisse der
Kohäsivzonenmodellierungen zeigen dabei im Allgemeinen eine gute Überein-
stimmung mit experimentellen Ergebnissen (Neto et al., 2012, Campilho et al.,
2013). Allerdings ist die Berechnung aufgrund der Nichtlinearität der Kohäsiv-
zonenmodelle sehr aufwendig und daher meist nur numerisch sinnvoll möglich,
zum Beispiel mit der Finite-Elemente-Analyse. Dazu wird die Kohäsivzone
durch eine diskrete Anzahl von Kohäsivzonenelementen ersetzt, die sich ent-
lang des potentiellen Risspfades erstrecken. Da, wie in Hell et al. (2014) gezeigt,
Risse in Klebverbindungen in der Regel entlang der Schichtgrenze zwischen
Fügepartner und Klebschicht verlaufen, werden die Kohäsivzonenelemente
dort verwendet. Bei der Implementierung im Finite-Elemente-Programm
werden grundsätzlich zwei Varianten unterschieden. Zum einen können Kohä-
sivzonenelemente mit endlicher Höhe verwendet werden, die in die Klebschicht
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integriert sind. Zum anderen können aber auch Kohäsivzonenelemente mit
infinitesimaler Höhe verwendet werden, die zwischen der Klebschicht und
dem Fügepartner angeordnet sind. Beim Kohäsivgesetz sind in den meisten
Fällen das bilineare oder das trapezförmige Verhalten ausreichend und in
vielen Finite-Element-Programmen bereits hinterlegt (Alfano, 2006, Park u.
Paulino, 2013, Rosendahl et al., 2017, Cornetti et al., 2019). Einen guten
Überblick über die Durchführung von Kohäsivzonenmodellierungen geben die
Arbeiten von Gross u. Seelig (2011), da Silva u. Campilho (2012) und Kuna
(2013).
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Kapitel 4

Neuer Ansatz der Klebschichtmodellierung

Die analytische Modellierung von Klebverbindungen erfolgt häufig mit Hilfe
eines weak-interface-Ansatzes für die Klebschicht. Dieser Ansatz liefert für
dünne Klebschichten noch gute Ergebnisse, stößt aber mit zunehmender Kleb-
schichtdicke und damit zunehmender Komplexität der Verformungen an seine
Grenzen. Daher wird in diesem Kapitel eine Klebschichtmodellierung höherer
Ordnung vorgestellt, die eine genauere Erfassung des Verformungsverhaltens
in der Klebschicht ermöglicht. Basierend auf polynomialen Verschiebungs-
ansätzen und unter Anwendung von Energieprinzipien wird ein Differen-
tialgleichungssystem hergeleitet, das eine effiziente und gleichzeitig genaue
Beschreibung des Klebschichtverhaltens ermöglicht. Es folgt eine detaillierte
Analyse der Spannungs- und Verformungszustände in der Klebverbindung,
wobei die Ergebnisse des analytischen Modells mit denen einer numerischen
Referenzmodellierung verglichen werden. Die in diesem Kapitel vorgestellte
Modellierung und die vorgenommenen Auswertungen wurden in international
begutachteten Fachzeitschriften und Tagungsbänden veröffentlicht (Methfessel
u. Becker, 2021, 2022, 2023b).

4.1 Analytische Modellierung

In diesem Abschnitt werden zunächst die grundlegenden Modellannahmen der
analytischen Modellierung behandelt und anschließend wird die Modellierung
im Detail erläutert. Zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von
Klebverbindungen wird ein Differentialgleichungssystem hergeleitet und gelöst.
Die Herleitung des Differentialgleichungssystems und die damit verbundenen
Berechnungen werden mit der Software Mathematica 11.3 durchgeführt. Die
Lösung des Systems und weitere anschließende Auswertungen werden mit der
Software Matlab R2021a vorgenommen.
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4.1.1 Grundlagen und Modellannahmen

In diesem Abschnitt werden die Modellannahmen beschrieben, die der in
dieser Arbeit vorgestellten Klebschichtmodellierung zugrunde liegen. Wie bei
den meisten anderen Berechnungsmodellen in Abschnitt 3.2 wird die Kleb-
verbindung auf eine zweidimensionale Struktur reduziert. Dies ist in guter
Näherung möglich, wenn die Klebverbindung nur in ihrer Ebene und nicht in
Tiefenrichtung belastet wird und sich die Geometrie in Tiefenrichtung nicht
ändert. In diesem Fall bietet sich die Verwendung eines ebenen Verzerrungs-
zustandes in Tiefenrichtung an. Die Modellierung erfolgt im Rahmen der in
Abschnitt 2.1 vorgestellten linearen Elastizitätstheorie, sodass von kleinen
Verformungen und linear elastischem Materialverhalten ausgegangen wird.
Die Klebschicht wird dabei als defektfreie, homogene und isotrope Schicht be-
trachtet. Im Gegensatz zu herkömmlichen weak-interface-Ansätzen, bei denen
die Verformungen der Klebschicht ausschließlich durch die Verschiebungen der
Fügepartner ausgedrückt werden, erfolgt die Modellierung der Klebschicht in
dieser Arbeit durch Verschiebungsansätze höherer Ordnung, bei denen neue,
explizit für die Klebschicht geltende Verformungsfunktionen eingeführt wer-
den. Die hier vorgestellten Verschiebungsansätze ermöglichen eine genauere
Erfassung des Verformungsverhaltens in der Klebschicht und erlauben damit
auch die Darstellung von Spannungsvariationen über die Klebschichtdicke,
was mit den bestehenden weak-interface-Modellen nur eingeschränkt mög-
lich ist. Die steiferen Fügepartner werden mit der Schubdeformationstheorie
1. Ordnung modelliert. Dabei wird das in Abbildung 4.1 dargestellte und

l
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Abbildung 4.1: Darstellung des in dieser Arbeit verwendeten general sandwich-type-
Modells nach Bigwood u. Crocombe (1989) zur Modellierung des Überlappungsbereichs
von Klebverbindungen. Die am Rand der Fügepartner angreifenden Normalkräfte N ,
Querkräfte Q und Biegemomente M sind entsprechend des Fügepartners und der Seite,
an der sie angreifen, mit hochgestellten Indizes versehen.
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in Abschnitt 3.2.2 beschriebene Konzept des general sandwich-type-Modells
verwendet, bei dem ausschließlich der Überlappungsbereich modelliert wird
und die Enden der Fügepartner und die auf sie wirkenden äußeren Lasten und
Lagerreaktionen als Schnittkräfte und Schnittmomente an den Rändern des
Überlappungsbereichs in die Fügepartner eingeleitet werden. Die Berechnung
der Schnittgrößen erfolgt je nach Form der Klebefügung unterschiedlich, meist
durch einfache Gleichgewichtsbetrachtungen.

4.1.2 Modellierung der Klebverbindung

Aufbauend auf den vorgestellten Grundlagen und den getroffenen Annah-
men wird im Folgenden die in dieser Arbeit verwendete Modellierung von
Klebverbindungen detailliert beschrieben. Dabei werden ausgehend von Ver-
schiebungsansätzen für die Klebschicht und die Fügepartner Grundgleichun-
gen zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Klebverbindungen
hergeleitet.

Fügepartner

Oberer und unterer Fügepartner werden in gleicher Weise modelliert, sodass
die folgenden Gleichungen mit dem Index (i) gekennzeichnet sind, der, wie
in Abbildung 4.1 dargestellt, im Fall des oberen Fügepartners (1) und im
Fall des unteren Fügepartners (2) ist. Zusätzlich werden für die Notation
der Grundgleichungen der Fügepartner lokale xi, zi-Koordinatensysteme ein-
geführt, deren Ursprung jeweils in der Mitte der Fügepartner liegt. Die
Beziehungen der lokalen Koordinaten zum in Abbildung 4.1 dargestellten
globalen x, z-Koordinatensystem sind:

xi = x, (4.1)

zi = z − t+ hi
2 · (−1)i . (4.2)

Unter der Annahme eines ebenen Verzerrungszustandes in Tiefenrichtung
können die Verschiebungen v(i) in y-Richtung vernachlässigt werden, sodass
nur noch die horizontalen und vertikalen Verschiebungen u(i) und w(i) übrig
bleiben. Um die Schubverformungen angemessen zu berücksichtigen, wird für
die Verschiebungen die Schubdeformationstheorie erster Ordnung verwendet
(siehe Abschnitt 2.2). Damit ergeben sich die Verschiebungen der Fügepartner
zu

u(i)(x, zi) = u
(i)
0 (x) + ziψ

(i)(x), (4.3)
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w(i)(x, zi) = w
(i)
0 (x). (4.4)

Die Funktionen u(i)
0 (x) und w(i)

0 (x) bezeichnen die Verschiebungen der Mittel-
ebenen der Fügepartner und ψ(i)(x) die Verdrehung ihrer Querschnitte in der
x, z-Ebene. Im Folgenden werden die Funktionsargumente x und z aus Grün-
den der Übersichtlichkeit weggelassen. Nach der linearen Elastizitätstheorie
sind die Verzerrungen als

ε(i)
xx = ∂u(i)

∂x
, (4.5)

γ(i)
xz = ∂u(i)

∂zi
+ ∂w(i)

∂x
(4.6)

definiert. Die anderen Verzerrungen ε(i)
yy , ε

(i)
zz , γ

(i)
xy , γ

(i)
yz verschwinden aufgrund

des ebenen Verzerrungszustandes. Mit dem Verschiebungsansatz aus den
Gleichungen (4.3) und (4.4) ergeben sich die Verzerrungen zu:

ε(i)
xx = u

(i)
0
′ + zψ(i)′, (4.7)

γ(i)
xz = w

(i)
0
′ + ψ(i). (4.8)

Dabei bezeichnet (·)′ die Ableitung nach der x-Koordinate. Aus den Ver-
zerrungen können mit Hilfe des Konstitutivgesetzes die Spannungen in den
Fügepartnern berechnet werden. Mit den Annahmen aus Abschnitt 4.1.1 lässt
sich somit unter Berücksichtigung des mechanischen und thermischen Ver-
haltens der Fügepartner und unter Verwendung der reduzierten Steifigkeiten
Qij nach Gleichung (2.20) das Konstitutivgesetz herleiten:

σ(i)
xx = Qxx

(
ε(i)
xx − α(i)

xx∆T
)
−Qxyα(i)

yy∆T (4.9)

= E
(i)
xx

1− ν(i)
xy ν

(i)
yx

(
ε(i)
xx − α(i)

xx∆T
)
− ν

(i)
xyE

(i)
yy

1− ν(i)
xy ν

(i)
yx

α(i)
yy∆T,

τ (i)
xz = κG(i)

xzγ
(i)
xz . (4.10)

Dabei entspricht κ dem Schubkorrekturfaktor mit dem Wert 5
6 (Mittelstedt

u. Becker, 2016). Bei isotropen Fügepartnern lässt sich das Konstitutivgesetz
beschreiben durch:

σ(i)
xx = E(i)

1− ν(i)2 ε
(i)
xx −

E(i)

1− ν(i)α
(i)∆T (4.11)

= E(i)

1− ν(i)2

(
ε(i)
xx −

(
1 + ν(i))α(i)∆T

)
,

τ (i)
xz = κG(i)γ(i)

xz . (4.12)
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Klebschicht

Während in den in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten weak-interface-Modellen die
Kinematik der Klebschicht stark vereinfacht wird und die Verformungen der
Klebschicht ausschließlich durch eine Linearkombination der Verformungen
der beiden Fügepartner ausgedrückt werden, entspricht die in dieser Arbeit
vorgestellte Klebschichtmodellierung eher einer Kontinuumsmodellierung,
bei der die Klebschicht als vollwertige eigenständige Schicht mit eigenem
Verformungsverhalten betrachtet wird. Dazu wird aufbauend auf dem in
Richtung der Klebschichtdicke linearen weak-interface-Ansatz von Ojalvo u.
Eidinoff (1978) ein polynomial erweiterter Verschiebungsansatz vorgestellt.
Die Erweiterung erfolgt durch zusätzlich eingeführte Verschiebungsterme
höherer Ordnung F (n)

u und F (n)
w , die Polynome höherer Ordnung bezüglich

der z-Koordinate enthalten. Der modifizierte Verschiebungsansatz für die
Verschiebungen u(a) und w(a) der Klebschicht lautet damit:

u(a)(x, z) = û(1)(x) + û(2)(x)
2 + z

û(2)(x)− û(1)(x)
t

+ F (n)
u (x, z), (4.13)

w(a)(x, z) = ŵ(1)(x) + ŵ(2)(x)
2 + z

ŵ(2)(x)− ŵ(1)(x)
t

+ F (n)
w (x, z). (4.14)

Die Verschiebungen û(1), û(2), ŵ(1) und ŵ(2) entsprechen, wie in Abschnitt
3.2.2 beschrieben, den Verschiebungen der Fügepartner ausgewertet am Über-
gang zur Klebschicht. Sie ergeben sich somit aus den Verschiebungen der
Fügepartner aus den Gleichungen (4.3) und (4.4) durch:

û(1) = u(1)
(
z1 = h1

2

)
= u

(1)
0 + h1

2 ψ(1), (4.15)

ŵ(1) = w(1)
(
z1 = h1

2

)
= w

(1)
0 , (4.16)

û(2) = u(2)
(
z2 = −h2

2

)
= u

(2)
0 −

h2

2 ψ(2), (4.17)

ŵ(2) = w(2)
(
z2 = −h2

2

)
= w

(2)
0 . (4.18)

Um die Verbindung zwischen der Klebschicht und den Fügepartnern herzu-
stellen und um Diskontinuitäten der Verschiebungen zu vermeiden, müssen
die folgenden Bedingungen gelten:

u(a)
(
z = − t2

)
= û(1), w(a)

(
z = − t2

)
= ŵ(1), (4.19)

u(a)
(
z = t

2

)
= û(2), w(a)

(
z = t

2

)
= ŵ(2). (4.20)
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Der lineare Ansatz von Ojalvo und Eidinoff erfüllt diese Bedingung be-
reits. Damit dies auch noch für den erweiterten Ansatz gilt, müssen die neu
eingeführten Verschiebungsterme höherer Ordnung F (n)

u und F (n)
w an den

Grenzflächen zwischen Klebschicht und Fügepartner verschwinden:

F (n)
u

(
z = ± t2

)
= 0, (4.21)

F (n)
w

(
z = ± t2

)
= 0, (4.22)

wodurch sie nur innerhalb der Klebschicht zu einer genaueren Abbildung des
Verformungsverhaltens beitragen. Der in den Verschiebungstermen höherer
Ordnung enthaltene hochgestellte Index n gibt die Polynomordnung an, mit
welcher der lineare Ansatz erweitert wird. Es gilt n = {2, 3, 4, ...}, wobei
n = 2 eine quadratische Erweiterung, n = 3 eine kubische Erweiterung
und höhere n Erweiterungen mit entsprechend höheren Polynomansätzen
darstellen. Ordnungen kleiner als n werden dabei stets mitberücksichtigt. Für
die Verschiebungsterme höherer Ordnung F (n)

u und F (n)
w gilt:

F (n)
u (x, z) =

n∑
k=2

χ(k)
u (x)f (k)(z), (4.23)

F (n)
w (x, z) =

n∑
k=2

χ(k)
w (x)f (k)(z). (4.24)

Dabei sind χ(k)
u und χ(k)

w unbekannte, noch zu bestimmende Verformungsfunk-
tionen der Klebschicht bezüglich der x-Koordinate und f (k) Polynomfunk-
tionen k-ter Ordnung in Dickenrichtung bezüglich der z-Koordinate, welche
die Bedingungen (4.21) und (4.22) an den Grenzflächen zwischen Klebschicht
und Fügepartnern erfüllen müssen. Die unbekannten Verformungsfunktionen
χ

(k)
u und χ(k)

w entsprechen somit einer Skalierung der verschiedenen Verfor-
mungsmoden, die durch die Polynomfunktionen f (k) beschrieben werden. Für
die Polynomfunktionen wird folgende Darstellung gewählt:

f (k)(z) =
(

1− 4
t2
z2
)
zk−2. (4.25)

In Abbildung 4.2 ist die vorgenommene Erweiterung des Verschiebungsan-
satzes der Klebschicht am Beispiel der horizontalen Verschiebung grafisch
dargestellt. Dem linearen Verschiebungsansatz wird gemäß Gleichung (4.13)
der Verschiebungsterm F (n)

u hinzugefügt, der sich, wie in Gleichung (4.23)

54



4.1 Analytische Modellierung
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Abbildung 4.2: Grafische Veranschaulichung des Verschiebungsansatzes der Klebschicht
am Beispiel der horizontalen Verschiebung u(a). Links ist ein vergrößerter Ausschnitt der
Klebschicht mit dem linearen Verschiebungsansatz dargestellt. Dieser entspricht an der
Grenzfläche zum oberen Fügepartner der Verschiebung û(1) und an der Grenzfläche zum
unteren Fügepartner der Verschiebung û(2). Rechts davon sind die einzelnen Komponenten
der Verschiebungsterme höherer Ordnung F(n)

u dargestellt, die in Abhängigkeit von der
gewählten Ordnung n in den Verschiebungsansatz der Klebschicht eingehen. Es ist zu
erkennen, dass die Verschiebungen der einzelnen Moden χ(k)

u f(k) an den Übergängen zur
Klebschicht jeweils Null betragen.

beschrieben, aus der Überlagerung verschiedener Verformungsmoden in Ab-
hängigkeit der Polynomfunktionen zusammensetzt. Werden beispielsweise
kubische Verschiebungsterme höherer Ordnung F (3)

u und F (3)
w für die Kleb-

schichtmodellierung verwendet, so werden die quadratischen und kubischen
Verformungsmoden berücksichtigt und es ergeben sich für das Verschiebungs-
feld in der Klebschicht die Gleichungen:

u(a)(x, z) = û(1)(x) + û(2)(x)
2 + z

û(2)(x)− û(1)(x)
t

+ χ(2)
u (x)

(
1− 4

t2
z2
)

+ χ(3)
u (x)

(
z − 4

t2
z3
)
,

(4.26)

w(a)(x, z) = ŵ(1)(x) + ŵ(2)(x)
2 + z

ŵ(2)(x)− ŵ(1)(x)
t

+ χ(2)
w (x)

(
1− 4

t2
z2
)

+ χ(3)
w (x)

(
z − 4

t2
z3
)
.

(4.27)

Wie für die Fügepartner wird auch für die Klebschicht ein ebener Verzer-
rungszustand angenommen. Somit verschwinden die Verzerrungen ε(a)

yy , γ(a)
xy

und γ(a)
yz in der Klebschicht und es verbleiben nur noch die Verzerrungen

ε(a)
xx = ∂u(a)

∂x
, (4.28)
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γ(a)
xz = ∂u(a)

∂z
+ ∂w(a)

∂x
, (4.29)

ε(a)
zz = ∂w(a)

∂z
. (4.30)

Im Gegensatz zu den Fügepartnern ist hier das Auftreten der Verzerrung
ε

(a)
zz möglich. Die konstitutiven Gleichungen der Klebschicht ergeben sich aus
dem dreidimensionalen isotropen Hookeschen Gesetz, das durch den ebenen
Verzerrungszustand wie folgt vereinfacht wird:σxxσyy

σzz
τxz


(a)

= E(a)∗

1− ν ν ν 0
ν 1− ν ν 0
ν ν 1− ν 0
0 0 0 1−2ν

2


(a) εxx − α∆T

− α∆T
εzz − α∆T

γxz


(a)

,

(4.31)
mit E(a)∗ definiert als

E(a)∗ = E(a)

(1 + ν(a)) (1− 2ν(a)) . (4.32)

4.1.3 Herleitung des Differentialgleichungssystems

Aus den der Modellierung zugrundeliegenden Gleichungen lässt sich mit Hilfe
von Energieprinzipien ein Differentialgleichungssystem herleiten, welches das
Verhalten der Klebverbindung beschreibt. Dazu wird zunächst das Potential
für den Überlappungsbereich aufgestellt und dann das Prinzip vom Minimum
des Gesamtpotentials angewendet.

Potential der Klebverbindung

Das Potential setzt sich aus dem inneren Potential Πi und dem äußeren
Potential Πa zusammen:

Π = Πi + Πa. (4.33)

Das äußere Potential ergibt sich aus der Arbeit, die durch die auf die betrach-
tete Struktur wirkenden äußeren Lasten verrichtet wird. Bei Klebefügungen
tritt die Belastung typischerweise an den Enden der Fügepartner auf, weshalb
diese in die Formulierung des äußeren Potentials eingehen. Die Klebschicht
hingegen ist keinen direkten äußeren Belastungen ausgesetzt. Das äußere
Potential berechnet sich daher aus dem Integral der Oberflächenkräfte ti
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und der Verschiebungen ui über die Randflächen S1 und S2 der beiden
Fügepartner, auf die sie wirken:

Πa = −
ˆ
S1

t
(1)
i u

(1)
i dS1 −

ˆ
S2

t
(2)
i u

(2)
i dS2. (4.34)

In dem auf den Überlappungsbereich reduzierten general sandwich-type-
Modell wirken die Belastungen ausschließlich bei x = ± l2 an den Rändern
des Überlappungsbereichs auf die Fügepartner. Das äußere Potential kann
daher auch geschrieben werden als

Πa = −
[
Q
]x= l

2

x=− l2
(4.35)

mit

Q =
ˆ h1

2

−h1
2

t
(1)
i u

(1)
i bdz1 +

ˆ h2
2

−h2
2

t
(2)
i u

(2)
i bdz2. (4.36)

Dabei ist b die Breite der Verbindung in y-Richtung. Nach Integration und
unter Verwendung der in Abbildung 4.1 dargestellten Schnittgrößen ergibt
sich für das äußere Potential:

Πa = N11u
(1)
0

(
x = − l2

)
−N12u

(1)
0

(
x = l

2

)
+N21u

(2)
0

(
x = − l2

)
−N22u

(2)
0

(
x = l

2

)
+Q11w

(1)
0

(
x = − l2

)
−Q12w

(1)
0

(
x = l

2

)
+Q21w

(2)
0

(
x = − l2

)
−Q22w

(2)
0

(
x = l

2

)
+M11ψ(1)

(
x = − l2

)
−M12ψ(1)

(
x = l

2

)
+M21ψ(2)

(
x = − l2

)
−M22ψ(2)

(
x = l

2

)
.

(4.37)

Die Normalkräfte N verrichten äußere Arbeit über die Horizontalverschie-
bungen u0, die Querkräfte Q über die Vertikalverschiebungen w0 und die
Biegemomente M über die Verdrehungen ψ der Querschnitte der Fügepart-
ner. Das innere Potential entspricht der über das Volumen V integrierten
Formänderungsenergiedichte

Πi = 1
2

ˆ
V1

σ
(1)
ij ε

(1)
ij dV1 + 1

2

ˆ
V2

σ
(2)
ij ε

(2)
ij dV2 + 1

2

ˆ
Va

σ
(a)
ij ε

(a)
ij dVa, (4.38)

bestehend aus drei Integralen für die beiden Fügepartner und die Klebschicht,
welche die jeweiligen Spannungen σij und Verzerrungen εij enthalten. Zerlegt
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man das Volumenintegral in die einzelnen Integrale über Länge, Höhe und
Breite, so erhält man die Schreibweise

Πi =
ˆ l

2

− l2
P dx, (4.39)

mit

P = 1
2 b

(ˆ h1
2

−h1
2

σ
(1)
ij ε

(1)
ij dz1 +

ˆ h2
2

−h2
2

σ
(2)
ij ε

(2)
ij dz2 +

ˆ t
2

− t2
σ

(a)
ij ε

(a)
ij dz

)
. (4.40)

Da Spannungen und Verzerrungen von der y-Richtung unabhängig sind,
führt die Integration dort zu einer einfachen Multiplikation mit der Breite b.
Für die in dieser Arbeit konkret betrachtete Modellierung gilt für P unter
Verwendung der Konstitutivgesetze der Fügepartner und der Klebschicht:

P = 1
2

ˆ h1
2

−h1
2

[
σ(1)
xx

(
ε(1)
xx − (1 + ν(1))α(1)∆T

)
+ τ (1)

xz γ
(1)
xz

]
bdz

+1
2

ˆ h2
2

−h2
2

[
σ(2)
xx

(
ε(2)
xx − (1 + ν(2))α(2)∆T

)
+ τ (2)

xz γ
(2)
xz

]
bdz

+1
2

ˆ t
2

− t2

[
σ(a)
xx

(
ε(a)
xx − α(a)∆T

)
− σ(a)

yy α
(a)∆T

+ σ(a)
zz

(
ε(a)
zz − α(a)∆T

)
+ τ (a)

xz γ
(a)
xz

]
bdz.

(4.41)

Über die kinematischen Gleichungen der Fügepartner und der Klebschicht
hängt das innere Potential direkt von den zu bestimmenden Verformungs-
funktionen ab. Da es sich bei diesen allerdings um unbekannte Funktionen
bezüglich der x-Koordinate handelt, ist das Längenintegral für Πi in Glei-
chung (4.39) nicht direkt lösbar. Die Integration über y und z zur Berechnung
von P in Gleichung (4.40) ist jedoch leicht möglich. Die gesuchten Verfor-
mungsfunktionen lassen sich in einem Vektor Φ zusammenfassen, der sich
aus den vektoriell zusammengefassten Verformungsfunktionen der beiden
Fügepartner φ(1) und φ(2) und der Klebschicht φ(a) zusammensetzt:

Φ =
[
φ(1) φ(2) φ(a)

]T
. (4.42)

Sowohl φ(1) als auch φ(2) enthalten jeweils die horizontale und vertikale
Verschiebung der Mittelebene des Fügepartners und die Querschnittsverdre-
hung:

φ(1) =
[
u

(1)
0 w

(1)
0 ψ(1)

]T
, (4.43)
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φ(2) =
[
u

(2)
0 w

(2)
0 ψ(2)

]T
. (4.44)

Die Anzahl der unbekannten Verformungsfunktionen der Klebschicht hängt
von der gewählten Ordnung der Verschiebungsterme F (n)

u und F (n)
w in den

Gleichungen (4.13) und (4.14) ab. Der Vektor der Verformungsfunktionen der
Klebschicht enthält daher 2(n− 1) Einträge und ist gegeben durch

φ(a) =
[
χ

(2)
u χ

(2)
w χ

(3)
u χ

(3)
w ... χ

(n)
u χ

(n)
w
]T
. (4.45)

Variation des Potentials

Zur Herleitung des Differentialgleichungssystems wird das Prinzip vom Mini-
mum des Gesamtpotentials verwendet, nach dem sich ein System dann in
einem stabilen Gleichgewicht befindet, wenn die potentielle Energie minimal
wird. Die Variation des Gesamtpotentials muss also verschwinden:

δΠ != 0. (4.46)

Mit den Formulierungen für das innere und äußere Potential aus den Glei-
chungen (4.39) und (4.35) sowie der Definition des Gesamtpotentials aus
Gleichung (2.39) ergibt sich für die Variation des Potentials:

δΠ = δ
(
Πi + Πa

)
= δ

( ˆ l
2

− l2
P dx−

[
Q
]x= l

2

x=− l2

)
=
ˆ l

2

− l2

(
∂P
∂Φ −

d
dx

(
∂P
∂Φ′

))
δΦdx+

[(
∂P
∂Φ′ −

∂Q
∂Φ

)
δΦ
]x= l

2

x=− l2

.

(4.47)

Damit δΠ aus Gleichung (4.47) im gesamten Definitionsbereich − l
2 ≤ x ≤

l
2

verschwindet, müssen sowohl das Integral als auch der Randterm einzeln zu
Null werden. Es gilt:

∂P
∂Φ −

d
dx

(
∂P
∂Φ′

)
= 0 für − l

2 ≤ x ≤
l

2 , (4.48)

∂P
∂Φ′ −

∂Q
∂Φ = 0 oder δΦ = 0 für x = ± l2 . (4.49)

Gleichung (4.48) entspricht dem Differentialgleichungssystem, welches das me-
chanische Verhalten der Klebverbindung über die gesamte Überlappungslänge
beschreibt. Die einzelnen Differentialgleichungen werden häufig als Euler-
Lagrangesche Differentialgleichungen der Variationsrechnung (Komzsik, 2020)
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oder auch als Eulersche Differentialgleichungen (Mittelstedt, 2017) bezeichnet.
Die beiden Gleichungen in (4.49) gelten nur am Rand des Überlappungsbe-
reichs und entsprechen den dynamischen und geometrischen Randbedingungen
des Systems.

Reduzierung der Ordnung

Das so hergeleitete Differentialgleichungssystem ist ein System zweiter Ord-
nung in der Form

AΦ′′ +BΦ′ +CΦ = d (4.50)

mit den MatrizenA,B und C (siehe Anhang A). Der Vektor d auf der rechten
Seite tritt auf, wenn die Klebschicht Temperaturänderungen ausgesetzt ist. In
dem Fall liegt ein inhomogenes Differentialgleichungssystem vor. Treten dage-
gen nur mechanische Belastungen auf, so ist das Differentialgleichungssystem
homogen und der Vektor d verschwindet. Zur Lösung dieses Differentialglei-
chungssystems ist es vorteilhaft, das System zweiter Ordnung aus Gleichung
(4.50) in ein System erster Ordnung umzuwandeln. Zur Reduzierung der
Ordnung wird ein neuer Vektor von Verformungsfunktionen Ψ eingeführt, der
die bisherigen Verformungsfunktionen Φ und deren Ableitungen enthält:

Ψ =
[
Φ Φ′

]T
. (4.51)

Unter Verwendung von Ψ ergibt sich das Differentialgleichungssystem zu

ĀΨ′ + B̄Ψ = d̄ (4.52)

mit den neuen Matrizen Ā und B̄ sowie dem Vektor d̄:

Ā =
[
0 A
I 0

]
, B̄ =

[
C B
0 −I

]
und d̄ =

[
d
0

]
(4.53)

mit I als der Einheitsmatrix. Für die Randbedingungen gilt[
D A

]
Ψ = r + rT (4.54)

mit den Matrizen A und D und den Vektoren r und rT . Der Vektor r enthält
von außen auf die Klebverbindung einwirkende mechanische Lasten in Form
der aufgebrachten Schnittgrößen N , Q und M , während der Vektor rT die
Einträge aus äußeren thermischen Beanspruchungen enthält. Die Anzahl der
Differentialgleichungen und Randbedingungen und damit die Dimension der
Matrizen und Vektoren hängt von der Anzahl der Verformungsfunktionen ab,
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die durch die Ordnung des Verschiebungsansatzes in der Klebschicht bestimmt
wird. Für den Fall eines kubischen Verschiebungsansatzes enthält der Anhang
A eine detaillierte Darstellung der konkreten Einträge der Matrizen und Vek-
toren. Die Anzahl der Verformungsfunktionen der beiden Fügepartner beträgt
immer sechs, bestehend aus den beiden Verschiebungen u(i)

0 (x) und w(i)
0 (x),

der Verdrehung ψ(i)(x) und den jeweiligen Ableitungen. In der Klebschicht ist
die Anzahl der Verformungsfunktionen variabel. Für die Modellierung eines
kubischen Verschiebungsansatzes in der Klebschicht werden acht zusätzliche
Verformungsfunktionen verwendet. Der Vektor Ψ setzt sich somit wie folgt
zusammen:

Ψ =
[
u

(1)
0 w

(1)
0 ψ(1) u

(2)
0 w

(2)
0 ψ(2) χ

(2)
u χ

(2)
w χ

(3)
u χ

(3)
w

u
(1)
0
′ w(1)

0
′ ψ(1)′ u(2)

0
′ w(2)

0
′ ψ(2)′ χ(2)

u
′ χ(2)

w
′ χ(3)

u
′ χ(3)

w
′]T . (4.55)

4.1.4 Lösung des Differentialgleichungssystems

Die Lösung des Differentialgleichungssystems aus Gleichung (4.52) besteht aus
zwei Komponenten, einer homogenen Lösung Ψh und einer partikulären Lö-
sung Ψp, die zusammen die Randbedingungen erfüllen müssen. Die Herleitung
und Berechnung der Lösungen wird im Folgenden näher beschrieben.

Homogene Lösung

Zur Bestimmung der homogenen Lösung wird das homogene Differentialglei-
chungssystem

ĀΨ′h + B̄Ψh = 0 (4.56)

betrachtet. Die Lösung des Systems mit exponentiellen Lösungsansätzen
führt auf ein sogenanntes Eigenwertproblem (Burg et al., 2013), bei dem das
Verhalten des homogenen Systems durch eine Kombination von Eigenwerten
und Eigenvektoren beschrieben wird. Dazu wird das Differentialgleichungssys-
tem durch Multiplikation mit der inversen Matrix von Ā in die vereinfachte
Form

Ψ′h + ÃΨh = 0 (4.57)

umgeschrieben, mit Ã = Ā−1B̄. Die zugehörigen Eigenwerte λ werden aus
der Determinante

det
(
Ã− λI

)
= 0 (4.58)
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berechnet, die auch als charakteristisches Polynom (Tsonis, 1992, Burg et al.,
2012) bezeichnet wird. Die Lösung des charakteristischen Polynoms ist eine
Menge von reellen Eigenwerten, komplexen Eigenwerten und Nulleigenwerten,
die alle verschiedene Deformationsmoden der Klebverbindung beschreiben.
Die reellen Eigenwerte entsprechen Lösungsanteilen, die je nach Vorzeichen an
den Rändern des Überlappungsbereichs auf- oder abklingen. Die komplexen
Eigenwerte beschreiben oszillierende Lösungsanteile und die Nulleigenwerte
Starrkörperbewegungen und Dehnungs- oder Biegemoden. Bei Verwendung
des kubischen Ansatzes für die Verschiebungen der Klebschicht aus den
Gleichungen (4.26) und (4.27) ergeben sich zwanzig Eigenwerte, von denen
im vorliegenden Fall sechs reell, acht komplex und sechs Null sind. Die
zugehörigen Eigenvektoren erhält man durch Lösen der Gleichung(

Ã− λI
)
v = 0 (4.59)

für jeden einzelnen Eigenwert. Jeder Eigenwert und sein zugehöriger Ei-
genvektor beschreiben einen Eigenmodus des Differentialgleichungssystems.
Die resultierenden Lösungsanteile haben die Form v(j)eλ

(j)x und werden mit
einer noch zu bestimmenden Konstanten C skaliert. Somit ergibt sich der
Lösungsanteil ΨR

h aus einer Menge von nR reellen Eigenwerten mit

ΨR
h =

nR∑
j=1

C(j)
R v(j)

R eλ
(j)
R x. (4.60)

Die komplexen Eigenwerte liegen als jeweils konjugiert komplexe Paare der
Menge nC vor. Für die Eigenwerte und analog für die Eigenvektoren gilt
daher:

λC = λC1 ± iλC2, (4.61)
vC = vC1 ± ivC2. (4.62)

Die imaginäre Einheit i kann durch geeignete Umformungen aus der komple-
xen Lösung eliminiert werden. Dazu werden die Exponentialterme zunächst
mit der Eulerschen Formel

e(λC1±iλC2)x = eλC1x (cos(λC2x) + i sin(λC2x)) (4.63)

in trigonometrische Summen überführt und anschließend durch Äquivalenz-
umformungen

Re(iλC2) = −Im(λC2), (4.64)
Im(iλC2) = Re(λC2) (4.65)
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weiter umgewandelt. Für den Lösungsanteil ΨC
h , der aus den komplexen

Eigenmoden resultiert, ergibt sich damit:

ΨC
h =

nC∑
j=1

C(j)
C

[
Re
(
v(j)

C

)
cos
(
λ(j)

C2x
)
− Im

(
v(j)

C

)
sin
(
λ(j)

C2x
) ]
eλ

(j)
C1x

+
nC∑
j=1

C̄(j)
C

[
Im
(
v(j)

C

)
cos
(
λ(j)

C2x
)

+ Re
(
v(j)

C

)
sin
(
λ(j)

C2x
) ]
eλ

(j)
C1x.

(4.66)

Während mit Gleichung (4.59) für jeden reellen Eigenwert ein reeller Eigenvek-
tor und für jeden komplexen Eigenwert ein komplexer Eigenvektor bestimmt
werden kann, lassen sich für die Nulleigenwerte in den meisten Fällen weniger
linear unabhängige Eigenvektoren bestimmen als Nulleigenwerte vorhanden
sind. Die algebraische Vielfachheit ist also größer als die geometrische Viel-
fachheit. Deshalb werden zusätzlich sogenannte Hauptvektoren höherer Stufe
benötigt. Die Berechnung eines Hauptvektors der Stufe m erfolgt durch(

Ã− λI
)m
v = 0. (4.67)

Dies entspricht einer potenzierten Version der Gleichung (4.59). Der Lösungs-
anteil ΨN

h der Nulleigenwerte ist:

ΨN
h =

nN∑
j=1

C(j)
N

[
m−1∑
k=0

xk

k! Ã
kv(j)

N

]
. (4.68)

Für die Hauptvektoren höherer Ordnung ergibt sich der Lösungsanteil aus
Linearkombinationen der Hauptvektoren, die von Potenzen mit Basis x abhän-
gen (Burg et al., 2013). Zusammen bilden die einzelnen Lösungsanteile aus den
Gleichungen (4.60), (4.66) und (4.68) ein sogenanntes Fundamentalsystem,
dessen unbekannte Konstanten nachfolgend mit Hilfe der Randbedingungen
bestimmt werden.

Partikuläre Lösung

Die Bestimmung der partikulären Lösung Ψp erfolgt über einen Ansatz vom
Typ der rechten Seite (Wirsching, 2006). Da der Vektor d des inhomogenen
Differentialgleichungssystems aus Gleichung (4.52) konstant ist und nicht von
x abhängt, genügt auch für die partikuläre Lösung ein konstanter Ansatz.
Die Wahl des konstanten Ansatzes hat zur Folge, dass

Ψ′p = 0 (4.69)
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gilt. Wird die partikuläre Lösung in das Differentialgleichungssystem einge-
setzt, so vereinfacht sich dieses auf das lineare Gleichungssystem

B̄Ψp = d, (4.70)

das einfach nach der partikulären Lösung ausgewertet werden kann.

4.1.5 Randbedingungen

Die ermittelte Lösung der Verformungsfunktionen, bestehend aus homogener
und partikulärer Lösung

Ψ = Ψh + Ψp (4.71)

wird zur Bestimmung der noch unbekannten Konstanten C(j)
R , C(j)

C , C̄(j)
C und

C(j)
N in die Randbedingungen (4.54) eingesetzt. Das sich daraus ergebende

lineare Gleichungssystem kann ohne großen Aufwand gelöst und die Konstan-
ten können auf einfache Weise bestimmt werden. Da der Vektor r, der die an
den Rändern der Fügepartner angreifenden Schnittgrößen enthält, lediglich
dynamische Randbedingungen berücksichtigt, sind Starrkörperverschiebungen
der Klebverbindung nicht ausgeschlossen. Um diese zu vermeiden, werden
drei dynamische Randbedingungen durch geometrische Randbedingungen
ersetzt, sodass das general sandwich-type-Modell statisch bestimmt gelagert
ist. Die am general sandwich-type-Modell angebrachten Lagerungen stehen
dabei nicht im Widerspruch zur eigentlichen Lagerung der Klebefügung,
die über die durch Gleichgewichtsbetrachtungen ermittelten Schnittgrößen
berücksichtigt wird. Sie dienen lediglich dazu, Starrkörperverschiebungen
zu verhindern und es zu ermöglichen, den Verschiebungen absolute Werte
zuzuordnen. Im Gegensatz zu den Verschiebungen werden die Spannungen
und Verzerrungen im Überlappungsbereich durch die Wahl der Lagerung
nicht beeinflusst. Die Lagerungen werden in Abhängigkeit von der betrachte-
ten Struktursituation und der Belastung der Klebefügung so gewählt, dass
möglichst symmetrische und leicht plausibilisierbare Verschiebungsverläufe
berechnet werden. Mögliche Lagerungen für das general sandwich-type-Modell
sind in Abbildung 4.3 dargestellt. In der konkreten Umsetzung bedeuten die
Lagerungen, dass die als Randbedingungen aufgebrachten drei Schnittgrößen
durch an der gleichen Stelle wirkende Verschiebungsrandbedingungen ersetzt
werden. So werden beispielsweise in der in Abbildung 4.3a dargestellten
Struktursituation einer Einspannung des unteren Fügepartners am rechten
Rand des Überlappungsbereichs die mit den Schnittgrößen N22, Q22 undM22

assoziierten Randbedingungen nicht mehr verwendet und stattdessen die dort
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y, v x, u

z, w

1

2 au
(2)
0 = 0

w
(2)
0 = 0

w
(2)
0 = 0

y, v x, u

z, w

1

2 a u
(2)
0 = 0

w
(2)
0 = 0

u
(1)
0 = 0

y, v x, u

z, w

1

2 a w
(2)
0 = 0

ψ(2) = 0

u
(2)
0 = 0

(c) Fest-Los-Lagerung (unten)

(b) Fest-Los-Lagerung (rechts)(a) Einspannung (rechts unten)

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung verschiedener Lagerungsarten für das general
sandwich-type-Model mit Angabe der jeweils gesperrten Verschiebungen und Verdrehun-
gen.

gesperrten Verschiebungen u(2)
0 und w(2)

0 sowie die verhinderte Verdrehung
ψ(2) des unteren Fügepartners berücksichtigt. Die weggelassenen dynamischen
Randbedingungen werden implizit durch das Variationsprinzip erfüllt, ohne
dass dies aktiv gefordert werden muss.

4.2 Numerische Modellierung

Neben der analytischen Modellierung wurde eine numerische Referenzmodellie-
rung mittels Finite-Elemente-Analyse (FEA) durchgeführt, deren Ergebnisse
in Abschnitt 4.3 mit den analytischen Ergebnissen verglichen werden. Für
die numerische Modellierung wurde die Finite-Elemente-Software ABAQUS
6.18-1 (2018) verwendet. Zur effizienten Umsetzung von Auswertungsschlei-
fen und Parametervariationen wurde die numerische Modellierung mittels
Python-Skripten realisiert, die über eine spezielle Schnittstelle die Modelle in
ABAQUS generieren. Wie auch bei der analytischen Modellierung wird der
general sandwich-type-Ansatz verwendet und die Struktur auf eine zweidimen-
sionale Betrachtung des Überlappungsbereichs reduziert. Der Überlappungs-
bereich wird als Rechteck modelliert, das durch zwei Partitionierungen in
die beiden Fügepartner und die Klebschicht unterteilt wird, denen dann die
jeweiligen Materialeigenschaften zugewiesen werden. Die mechanischen Belas-
tungen werden durch die Schnittgrößen N , Q und M aufgebracht, die verteilt
an vier Referenzpunkten angreifen, die den Rändern der Fügepartner zugeord-
net sind. Die Referenzpunkte sind wiederum über Kopplungsbedingungen mit
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den an den jeweiligen Rändern liegenden Knoten verbunden und leiten so die
Belastung in die Fügepartner ein. Für eine statisch bestimmte Lagerung wer-
den, wie bei der analytischen Modellierung in Abschnitt 4.1.5 beschrieben, drei
der Schnittgrößen durch entsprechende Verschiebungsbedingungen ersetzt,
die ebenfalls an den Referenzpunkten gelten. Thermische Belastungen werden
durch ein auf die gesamte Struktur einwirkendes Temperaturfeld aufgebracht,
das in Abhängigkeit der unterschiedlichen thermischen Ausdehnungskoeffi-
zienten zu Verformungen der Fügepartner und der Klebschicht führt. Die
Vernetzung erfolgt mit zweidimensionalen Kontinuumselementen3 mit acht
Knoten unter Berücksichtigung des ebenen Verzerrungszustandes. Der ge-
samte Überlappungsbereich ist vernetzt, wobei Fügepartner und Klebschicht
an ihren Grenzflächen gemeinsame Knoten besitzen, die eine Lastübertra-
gung zwischen den Schichten ermöglichen. Da in der Klebschicht und dort
insbesondere an den Rändern links und rechts des Überlappungsbereichs
kritische Bereiche mit größeren Spannungsgradienten auftreten, wird die
Vernetzung dort lokal verfeinert, wie in Abbildung 4.4 gezeigt. Zur Wahl der
Feinheit der Vernetzung wurden Konvergenzstudien durchgeführt, welche die
Unabhängigkeit der Ergebnisse von der gewählten Vernetzung gewährleisten.
So hat das numerische Modell einer typischen in dieser Arbeit verwende-
ten Konfiguration mit den Abmessungen l = b = 25 mm, t = 0, 5 mm und
h1 = h2 = 2 mm etwa 1 300 000 Freiheitsgrade, für deren Berechnung ein
normaler Arbeitsrechner4 etwa 130 Sekunden benötigt. Im Vergleich dazu
liefert die analytische Berechnung der gleichen Konfiguration bereits nach 1,2
Sekunden die erforderlichen Spannungs- und Verschiebungslösungen.

Abbildung 4.4: Darstellung der in der Finite-Elemente-Modellierung verwendeten Ver-
netzung anhand der abgebildeten linken Hälfte des general sandwich-type-Modells mit
vergrößertem Ausschnitt im Bereich der Klebschicht für eine Struktur mit den Abmessun-
gen l = b = 25 mm, t = 0,5 mm und h1 = h2 = 2 mm.

3 In ABAQUS: Kontinuumselement vom Typ CEP8
4 Daten des Arbeitsrechners: Intel® Core™ i5-8600K Prozessor mit 6 Kernen à 3.60GHz
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4.3 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden verschiedene Analysen mit dem in dieser Arbeit
eingeführten analytischen Modell durchgeführt und die erhaltenen Ergebnisse
dargestellt und diskutiert. Um die Vorteile des vorgestellten Modells hervorzu-
heben, wird zunächst ein Vergleich mit den in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen,
etablierten analytischen Modellen von Goland u. Reissner (1944) und Ojalvo
u. Eidinoff (1978) für einschnittige Überlappungsfügungen durchgeführt. Ne-
ben einschnittigen Überlappungsfügungen lassen sich durch die Verwendung
des general sandwich-type-Konzepts (Bigwood u. Crocombe, 1989) aber auch
andere der in Abbildung 3.1 dargestellten Überlappungsfügungen untersuchen.
So werden für verschiedene Klebverbindungen die Spannungsverläufe infolge
mechanischer und thermischer Beanspruchung berechnet. Darüber hinaus
wird der Einfluss wesentlicher Klebschichtparameter auf die resultierenden
Spannungsverläufe untersucht, woraus sich konstruktive Optimierungsaus-
sagen ableiten lassen. Die Eignung des Modells wird dabei stets durch den
Vergleich mit numerischen Referenzergebnissen überprüft. In Tabelle 4.1 sind
die in den Auswertungen verwendeten Klebstoffe und die isotropen Werkstoffe

Tabelle 4.1
Elastizitätsmodul E, Querkontraktionszahl ν und thermischer Ausdehnungskoeffizient α
der für die Klebschicht und die Fügepartner verwendeten Materialien.

E in GPa ν α in 10−6/K

Betona 30 0,2 10
Stahl 210 0,33 11,3
Aluminium 70 0,33 23,1
Tra-Bond F113b 2,46 0,4 55
Epo-Tek 301-2b 3,66 0,36 37
EC2216c 4 0,25 65
Epoxy 2,7 0,36 65
a Materialkennwerte von Albert (2022).
b Materialkennwerte von Cease et al. (2006).
c Materialkennwerte von Reedy Jr u. Guess (2002).

Tabelle 4.2
Materialkennwerte einer unidirektional faserverstärkten transversal isotropen CFK-
Einzelschicht aus T300 im lokalen Materialhauptachsensystem mit E33 = E22, G13 = G12,
ν13 = ν12 und α33 = α22. Die weiteren Querkontraktionszahlen ergeben sich aus den
orthotropen Reziprozitätsbeziehungen.

Einzelschicht E11 E22 G12 G23 ν12 ν23 α11 α22

in GPa − in 10−6/K

CFK (T300) 135 10 5 3,85 0,27 0,3 -0,6 30
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Tabelle 4.3
Geometrische Abmessungen gemäß Abbildung 4.5a für die in diesem Abschnitt verwendete
einschnittige Überlappungsfügung in mm.

l h1 h2 t b lf

Standardkonfiguration 25 2 2 0,5 25 25

der Fügepartner aufgeführt. Die Kennwerte des als Fügepartner verwendeten
orthotropen carbonfaserverstärkten Kunststoffs (CFK) sind in Tabelle 4.2
angegeben. Zur Nachvollziehbarkeit der Ergebnisse ist in Tabelle A.1 im
Anhang A eine Übersicht der an den Enden des Überlappungsbereichs angrei-
fenden Schnittgrößen für die nachfolgend untersuchten Struktursituationen
gegeben.

4.3.1 Modellvergleich anhand einschnittiger
Überlappungsfügungen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Auswertungen an einschnittigen
Überlappungsfügungen durchgeführt, welche die Stärken des vorgestellten
analytischen Modells und seine Vorteile gegenüber bestehenden Modellen
aufzeigen. Dabei werden alle Auswertungen für die gleiche Struktursitua-
tion vorgenommen, die im Folgenden als Standardkonfiguration bezeichnet
wird. Die Standardkonfiguration ist in Abbildung 4.5a schematisch dargestellt
und wird mit einer äußeren Last von F = 5 kN belastet. Die Abmessungen
der Standardkonfiguration sind in Tabelle 4.3 angegeben. Abbildung 4.5b
zeigt die verschiedenen Pfade, entlang derer die nachfolgenden Auswertungen
vorgenommen wurden. Die Pfade H1, H2 und H3 entsprechen horizontalen
Auswertepfaden entlang der Mittellinie bzw. der oberen und unteren Schicht-
grenze, der Pfad V1 entspricht vertikalen Auswertepfaden zur Ermittlung von

F = 5 kN
F

Stahl

Tra-Bond F113

l

t h2
h1

lf
x,u

z,w

(a) Einschnittige Überlappungsfügung

H2

H1V1

P1
H3

x,u

z,w

(b) Auswertepfade

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung der Standardkonfiguration in (a) mit detail-
lierter Darstellung der betrachteten Auswertepfade in (b).
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Ergebnissen in Dickenrichtung und bei P1 erfolgen punktuelle Auswertungen
an einer Stelle auf mittlerer Höhe in der Klebschicht bei z = 0 mm.

Abbildung 4.6 zeigt für die gegebene Klebverbindung die Spannungslösun-
gen von drei verschiedenen analytischen Modellen jeweils im Vergleich zu
numerischen Referenzlösungen. Die Auswertung erfolgt dabei im Überlap-
pungsbereich entlang der horizontalen Mittellinie in der Klebschicht, die in
Abbildung 4.5b als Auswertepfad H1 eingezeichnet ist. In Abbildung 4.6a
werden die analytischen Lösungen für die Schub- und Schälspannungen τ (a)
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(c) Vorgestelltes analytisches Modell mit Ver-
schiebungsansatz 3. Ordnung (AM3)

Abbildung 4.6: Vergleich der Spannungslösungen verschiedener analytischer Modelle mit
numerischen Referenzergebnissen (FEA) für eine einschnittige Überlappungsfügung mit
der Standardkonfiguration aus Abbildung 4.5a und Tabelle 4.3. Die Auswertung erfolgt
entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad H1 in Abbildung
4.5b).
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und σ
(a)
zz nach dem Modell von Goland u. Reissner (1944) berechnet und

mit Finite-Elemente-Lösungen verglichen. Es ist zu erkennen, dass beide
Spannungskomponenten zum Rand des Überlappungsbereichs hin deutliche
Spannungsspitzen aufweisen, die charakteristisch für einschnittige Überlap-
pungsfügungen sind und auf die unterschiedlichen Längsdehnungen und
Verdrehungen der Fügepartner zurückzuführen sind, aber auch durch die
Spannungssingularitäten an den Bimaterialkerben beeinflusst werden. Daher
sind die Schubspannungen in der Mitte des Überlappungsbereichs beson-
ders gering und nehmen zum Rand hin zu. Die Schälspannungen weisen
ebenfalls hohe Spannungskonzentrationen zum Rand der Klebung hin auf
und zeigen zudem einen Vorzeichenwechsel entlang der x-Koordinate, sodass
sie im integralen Mittel über die Länge der Klebschicht verschwinden. Ein
ähnlicher Effekt ist auch an Laminaträndern zu beobachten (Mittelstedt u.
Becker, 2016). Die Schubspannungen zeigen größtenteils eine gute Überein-
stimmung mit den Finite-Elemente-Ergebnissen. Deutliche Unterschiede sind
an den Enden des Überlappungsbereichs zu erkennen, wo die analytischen
Schubspannungen zum Rand hin weiter ansteigen, während die numerischen
Schubspannungen aufgrund der Bedingung spannungsfreier Ränder verschwin-
den. Dieses Problem, auf das in Abschnitt 3.2.1 näher eingegangen wurde,
ist typisch für weak-interface-Modelle. Die Schälspannungen weisen eben-
falls an den Rändern sichtbare Abweichungen auf und unterscheiden sich
außerdem an den Stellen der lokalen Minima deutlich von der numerischen
Referenzlösung. Ähnlich verhalten sich die Spannungslösungen in Abbildung
4.6b, bei denen für die analytische Berechnung das Modell von Ojalvo u.
Eidinoff (1978) mit seinem im Vergleich zu Goland u. Reissner (1944) hö-
herwertigen weak-interface-Ansatz verwendet wird. Die Übereinstimmung
mit den Finite-Elemente-Lösungen ist insbesondere bei den Schälspannungen
besser als bei Goland u. Reissner. Jedoch werden die Spannungen am Rand
des Überlappungsbereichs ebenfalls nur unzureichend erfasst. In Abbildung
4.6c werden die Spannungen der in dieser Arbeit vorgestellten analytischen
Modellierung mit der Finite-Elemente-Lösung verglichen. Dazu wird für die
Klebschicht ein Verschiebungsansatz 3. Ordnung gewählt, der konstante, linea-
re, quadratische und kubische Deformationsmoden über die Klebschichtdicke
berücksichtigt, wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben. Im Vergleich zu den Ergeb-
nissen von Goland u. Reissner (1944) und Ojalvo u. Eidinoff (1978) werden
die lokalen Spannungsspitzen im Randbereich deutlich besser erfasst und der
Spannungsabfall an den Rändern der Klebschicht kann gut abgebildet werden.
Neben den Schäl- und Schubspannungen werden auch die in den anderen
Modellen vernachlässigten Normalspannungen σ(a)

xx aufgetragen. Das Zusam-
menspiel des vorgestellten Ansatzes höherer Ordnung für die Klebschicht
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mit den neu eingeführten Verformungsfunktionen und der Berücksichtigung
der Normalspannungen ermöglicht eine genauere Modellierung der Span-
nungszustände, was sich erkennbar in einer besseren Übereinstimmung der
analytischen Ergebnisse mit den Finite-Elemente-Ergebnissen zeigt.

Ein weiterer Vorteil der neuen analytischen Modellierung gegenüber den
Modellen von Goland u. Reissner (1944) und Ojalvo u. Eidinoff (1978) ist,
dass das Differentialgleichungssystem verschiebungsbasiert und nicht span-
nungsbasiert formuliert und gelöst wird. Dadurch lassen sich geometrische
Randbedingungen wesentlich einfacher formulieren und es ist möglich, Ver-
schiebungslösungen direkt aus dem Differentialgleichungssystem herzuleiten,
ohne dass eine aufwendigere Berechnung aus den Spannungslösungen erfor-
derlich ist. Da bei der Modellierung jedoch lediglich der Überlappungsbereich
betrachtet wird, werden die Verschiebungen nicht in Abhängigkeit von der
Lagerung der gesamten einschnittigen Überlappungsfügung (vgl. Abbildung
4.5a), sondern in Abhängigkeit von der Lagerung des Überlappungsbereichs
(vgl. Abbildung 4.3) berechnet. Bei der in diesem Abschnitt untersuchten ein-
schnittigen Überlappungsfügung wird die Lagerung des Überlappungsbereichs
durch eine am unteren Fügepartner angreifende Fest-Los-Lagerung gemäß
Abbildung 4.3c realisiert. Entsprechend ergeben sich die in Abbildung 4.7
dargestellten Klebschichtverschiebungen u(a) und w(a) ausgewertet entlang
der horizontalen Klebschichtmittellinie (Auswertepfad H1 in Abbildung 4.5b).
Es ist zu erkennen, dass die horizontalen Verschiebungen u(a) zu den beiden
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Abbildung 4.7: Analytische und numerische Verschiebungsergebnisse für eine einschnit-
tige Überlappungsfügung mit der Standardkonfiguration, ausgewertet entlang der horizon-
talen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse
ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten analytischen Modells mit Verschiebungs-
ansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-Analyse (FEA).
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Rändern hin mit jeweils umgekehrtem Vorzeichen zunehmen. Dies entspricht
einer horizontalen Dehnung der Klebschicht, die sich aus dem Auseinander-
ziehen der Fügepartner infolge der äußeren Zugkraft F ergibt. Der Verlauf
der vertikalen Durchbiegung w(a) folgt im Wesentlichen aus der gegenläu-
figen Durchbiegung der Fügepartner und wird ebenso wie die horizontale
Verschiebung mit ausreichender Genauigkeit approximiert.

Betrachtet man das Verhalten der Klebschicht in Dickenrichtung, so wird
die Notwendigkeit eines Ansatzes höherer Ordnung besonders deutlich. In
Abbildung 4.8 sind die mit dem analytischen Modell mit Verschiebungs-
ansatz 3. Ordnung (AM3) ermittelten Spannungen für die zuvor vorgestellte
einschnittige Überlappungsfügung entlang eines vertikal durch die Kleb-
schicht verlaufenden Pfades ausgewertet (Auswertepfad V1 in Abbildung
4.5b). Der Auswertepfad wird hier beispielhaft in den Bereich der in Ab-
bildung 4.6 festgestellten hohen randnahen Spannungskonzentrationen im
Abstand der eineinhalbfachen Klebschichtdicke vom linken Rand gelegt. Die
Finite-Elemente-Ergebnisse zeigen deutlich, dass die Spannungsverläufe in
Dickenrichtung sehr komplex sind, sodass sie mit konstanten oder linearen
Ansätzen, wie sie bei Goland u. Reissner (1944) und Ojalvo u. Eidinoff (1978)
verwendet werden, nur sehr unzureichend abgebildet werden können. Die hier
vorgestellte Modellierung mit einem Verschiebungsansatz 3. Ordnung appro-
ximiert die Spannungsverläufe dagegen durch die zusätzlichen quadratischen
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Abbildung 4.8: Auswertung der analytischen und numerischen Spannungsverläufe für
eine einschnittige Überlappungsfügung mit der Standardkonfiguration in Dickenrichtung
der Klebschicht entlang eines vertikalen Pfades (Auswertepfad V1 in Abbildung 4.5b)
im Abstand der eineinhalbfachen Klebschichtdicke vom linken Rand des Überlappungs-
bereichs. Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten analytischen
Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-Analyse
(FEA).
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und kubischen Deformationsmoden mit zufriedenstellender Genauigkeit.

Komplexe Spannungsverläufe in Richtung der Klebschichtdicke treten beson-
ders bei Klebverbindungen mit dickeren Klebschichten auf, bei denen sich die
Klebschicht noch stärker eigenständig verformen kann. Der Einfluss der Kleb-
schichtdicke auf die Qualität der Ergebnisse der verschiedenen Modelle ist in
Abbildung 4.9 dargestellt. Dort werden die Schub- und Schälspannungen nach
dem Modell von Ojalvo u. Eidinoff (1978) und der aktuellen Modellierung
für einschnittige Überlappungsfügungen der Standardkonfiguration mit unter-
schiedlichen Klebschichtdicken aufgetragen und mit numerischen Ergebnissen
verglichen. Die Auswertung der Spannungen erfolgt dabei in einem Punkt
lokaler Spannungsspitzen, der vertikal in halber Höhe der Klebschicht und
horizontal im Abstand der halben Klebschichtdicke vom linken Rand liegt
(Auswertepunkt P1 in Abbildung 4.5b).
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(a) Vergleich der Schubspannungen in Abhän-
gigkeit der Klebschichtdicke.

(b) Vergleich der Schälspannungen in Abhän-
gigkeit der Klebschichtdicke.

Abbildung 4.9: Vergleich der Schub- (a) und Schälspannungen (b) für eine einschnittige
Überlappungsfügung mit der Standardkonfiguration (Auswertepunkt P1 in Abbildung
4.5b). Die Auswertung der Spannungen erfolgt dabei in einem Punkt auf halber Höhe der
Klebschicht im Abstand der halben Klebschichtdicke vom linken Rand. Die Ergebnisse
ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten analytischen Modells mit Verschie-
bungsansatz 3. Ordnung (AM3), des Modells von Ojalvo und Eidinoff (OE) und der
Finite-Elemente-Analyse (FEA).

Sowohl bei den Schubspannungen als auch bei den Schälspannungen ist zu
erkennen, dass die Spannungswerte mit zunehmender Klebschichtdicke abneh-
men. Es zeigt sich, dass die Übereinstimmung der Spannungsergebnisse der
beiden analytischen Modelle mit der Finite-Elemente-Lösung bei vergleichs-
weise dünnen Klebschichten sehr hoch ist. Mit zunehmender Klebschichtdicke
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treten jedoch größere Abweichungen der Ergebnisse der Modellierung nach
Ojalvo und Eidinoff von den numerischen Referenzergebnissen auf. So zeigt
die vorliegende Auswertung für die Schälspannungen in Abbildung 4.9a nur
bis zu einer Klebschichtdicke von t = 0, 5 mm und für die Schubspannungen
in Abbildung 4.9b nur bis zu einer Klebschichtdicke von t = 0, 25 mm eine
gute Übereinstimmung. Die neue Modellierung mit dem Verschiebungsan-
satz 3. Ordnung zeigt dagegen auch bei dickeren Klebschichten noch eine
gute Übereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen. Daraus folgt, dass
für die Auswertung von Klebverbindungen mit dickeren Klebschichten ein
Modell höherer Ordnung wie das in dieser Arbeit vorgestellte erforderlich
ist, das aufgrund der höheren Ansatzordnung mit seinen zusätzlichen Ver-
formungsfunktionen das Verformungsverhalten in der Klebschicht genauer
abbildet.

Ein weiterer Vorteil des in dieser Arbeit vorgestellten Modells besteht darin,
dass die Ansatzordnung der Verschiebungen in der Klebschicht beliebig ge-
wählt werden kann. Eine Erhöhung der Ansatzordnung führt zwar zu einem
größeren Differentialgleichungssystem und damit zu einem höheren Rechen-
aufwand, ermöglicht aber auch eine genauere Erfassung des Verformungsver-
haltens in der Klebschicht, wodurch auch die Genauigkeit der Spannungs- und
Verschiebungsergebnisse verbessert werden kann. Wie bereits in Bezug auf die
Ergebnisse in Abbildung 4.6c gezeigt, ist für Auswertungen in der Mitte der
Klebschicht eine Modellierung mit einem Verschiebungsansatz 3. Ordnung
völlig ausreichend, um Ergebnisse mit sehr guter Genauigkeit zu erhalten.
Eine weitere Erhöhung der Ansatzordnung lässt hier keine wesentliche Ver-
besserung der Ergebnisse mehr erwarten und führt ausschließlich zu einer
komplizierteren Modellierung. In der Nähe der Spannungssingularitäten an
den Bimaterialkerben zwischen Klebschicht und Fügepartnern, die für Versa-
gensbewertungen von besonderer Bedeutung sind, spielt die Ansatzordnung
dagegen eine größere Rolle. Da die analytischen Modelle Spannungssingu-
laritäten nicht abbilden können, treten dort größere Abweichungen zu den
numerischen Ergebnissen auf. Aus diesem Grund erfolgt in Abbildung 4.10
eine Auswertung der Spannungen an der Schichtgrenze zwischen oberem Fü-
gepartner und Klebschicht (Auswertepfad H2 in Abbildung 4.5b), an der im
linken Bereich eine Spannungssingularität vorliegt. In Abbildung 4.10a sind die
später auch für eine Versagensanalyse relevanten Schub- und Schälspannungen
entlang der gesamten Schichtgrenze ausgewertet. Es ist erkennbar, dass die
Spannungen in ausreichendem Abstand von der Spannungssingularität noch
relativ genau durch die analytische Modellierung mit dem Ansatz 3. Ordnung
abgebildet werden können. Zur Analyse der Vorgänge in unmittelbarer Nähe
der Spannungssingularität ist in Abbildung 4.10b der linke, randnahe Bereich
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(a) Schub- und Schälspannungen entlang der
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Abbildung 4.10: Darstellung der versagensrelevanten Spannungen an der Schichtgrenze
zwischen Klebschicht und Fügepartner (Auswertepfad H2 in Abbildung 4.5b) für eine
einschnittige Überlappungsfügung mit der Standardkonfiguration in (a) und Vergleich
der vorgestellten analytischen Modellierung in Abhängigkeit der verwendeten Ansatzord-
nungen in der Nähe der Spannungssingularität in (b).

vergrößert dargestellt. Am Beispiel der Schälspannung wird hier der Einfluss
der Ansatzordnung auf die Qualität der analytischen Ergebnisse und damit
auf die Bestimmung der lokalen Spannungssingularität gezeigt. Der Ansatz
1. Ordnung ist dabei vergleichbar mit dem von Ojalvo u. Eidinoff (1978)
verwendeten Ansatz für die Verschiebungen der Klebschicht. Es ist ersichtlich,
dass sich die Spannungsergebnisse mit zunehmender Ansatzordnung kontinu-
ierlich verbessern, jedoch auch bei Verwendung des Ansatzes 10. Ordnung
noch erkennbare Abweichungen zur Finite-Elemente-Lösung auftreten. Da es
sich bei der Spannungssingularität jedoch um einen lokal begrenzten Effekt
handelt, ist auch der Bereich, in dem analytische und numerische Ergebnisse
stärker voneinander abweichen, klein. Für die folgenden Auswertungen wird
daher der Einfachheit halber weiterhin die analytische Modellierung mit dem
Verschiebungsansatz 3. Ordnung verwendet.

4.3.2 Analyse unterschiedlicher Belastungssituationen

Während bisher nur einschnittige Überlappungsfügungen der Standardkon-
figuration betrachtet wurden, wird in diesem Abschnitt die Eignung des
neuen analytischen Modells für verschiedene andere Klebefügungen unter
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(a) Schälfügung mit den Abmessungen:
l = b = 25mm, t = 0,5mm, h1 = h2 = 2mm,
lf = 100mm. Die Länge lf entspricht hier
die Länge der nicht verklebten Enden der
Fügepartner.

(b) T-Fügung mit den Abmessungen:
l = b = 25mm, t = 0,5mm, 2h1 = h2 = 4mm,
lh = 10mm. Dabei ist lh die Länge des ver-
tikalen Hebelarms, über den das äußere
Moment aufgebracht wird.
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(c) Verstärkungspflaster mit den Abmessungen:
l = b = 100mm, t = 1mm, 10h1 = h2 = 20mm,
lf = 50mm. Die Länge lf entspricht hier jeweils
der Länge der nicht verklebten Enden des
unteren Fügepartners.

Abbildung 4.11: Vergleich der analytischen und numerischen Spannungsverläufe ver-
schiedener Klebefügungen entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Aus-
wertepfad H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des
vorgestellten analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der
Finite-Elemente-Analyse (FEA).
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4.3 Ergebnisse

mechanischer und thermischer Beanspruchung untersucht. Die Fügungen
unterscheiden sich durch die Fügekonfiguration, die Abmessungen und die
verwendeten Werkstoffe für Klebschicht und Fügepartner. Die jeweiligen Ma-
terialkennwerte sind den Tabellen 4.1 und 4.2 zu entnehmen. In Abbildung
4.11a werden die Spannungen in einer Schälfügung ausgewertet, bei der zwei
Fügepartner aus Stahl mit dem Klebstoff Tra-Bond F113 verbunden sind. Die
Fügepartner werden an ihren nicht verklebten Enden mit der Kraft F = 100N
auseinandergezogen. Dadurch erfährt die Klebschicht eine starke Dehnung
in vertikaler z-Richtung, aus der insbesondere am lastangriffsseitigen Kleb-
schichtrand hohe Schälspannungen σ(a)

zz resultieren. Die Querkontraktion der
Klebschicht erzeugt gleichzeitig auch Normalspannungen σ(a)

xx in Längsrich-
tung der Klebschicht. Der symmetrische Aufbau der Verbindung bewirkt, dass
die Mitte der Klebschicht völlig frei von Schubspannungen ist. Eine ähnliche
Dominanz der Schälspannungen ist auch in Abbildung 4.11b zu erkennen.
Die dort gezeigten Spannungsverläufe ergeben sich für eine T-Fügung mit
Fügepartnern aus Aluminium und Stahl, die mit dem Klebstoff Epo-Tek 301-2
verklebt sind. Wie in der entsprechenden schematischen Darstellung ersicht-
lich, wird der obere Fügepartner mit einem Moment M = 5 Nm belastet,
wodurch ähnlich wie bei der Schälfügung hohe vertikale Dehnungen und somit
große Schälspannungen in der Nähe der Lasteinleitung entstehen. Abbildung
4.11c zeigt die Spannungsverläufe eines im Bauwesen häufig verwendeten
Verstärkungspflasters. Eine mit einer Zuglast von F = 10 kN belastete Be-
tonstruktur wird mit einer Laminateinzelschicht aus CFK verstärkt, deren
Fasern entlang der Klebverbindung in x-Richtung verlaufen. Das Spannungs-
feld wird in diesem Fall von den Schubspannungen dominiert, die aus den
unterschiedlichen horizontalen Dehnungen der beiden Fügepartner resultieren.
Aus der symmetrischen Struktursituation ergeben sich dabei symmetrische
Spannungsverläufe. Die Schäl- und Normalspannungen sind über die Kleb-
schichtlänge nahezu konstant und weisen nur an den Enden der Klebschicht
lokale Spannungsspitzen aufgrund der vorhandenen Bimaterialkerben auf.

In Abbildung 4.12 sind die Spannungsverläufe für zwei Verstärkungspflaster
unter thermischer Belastung dargestellt. Die jeweilige Temperaturänderung
wird mit konstantem Wert gleichmäßig über die gesamte Klebverbindung
aufgebracht. Bei dem Verstärkungspflaster aus Abbildung 4.12a handelt es
sich um eine Stahlstruktur, die durch den Klebstoff EC2216 mit einer Schicht
aus Aluminium verstärkt und einer Temperaturänderung von ∆T = −100 K
ausgesetzt wird. Das Verstärkungspflaster aus Abbildung 4.12b entspricht der
bereits in Abbildung 4.11c untersuchten mit CFK verstärkten Betonstruktur,
die diesmal um eine Temperaturänderung von ∆T = 20 K erwärmt wird.
In den thermisch belasteten Verbindungen treten besonders hohe Normal-
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(a) Verstärkungspflaster mit den Abmessun-
gen: l = b = 25mm, t = 0,5mm, 4h1 = h2 =
4 mm, lf = 25mm. Die Temperaturlast ist
∆T = −100 K.

(b) Verstärkungspflaster mit den Abmessun-
gen: l = b = 100mm, t = 1mm, 10h1 = h2 =
20 mm, lf = 50mm. Die Temperaturlast ist
∆T = 20 K.

Abbildung 4.12: Vergleich analytischer und numerischer Spannungsverläufe von ther-
misch beanspruchten Verstärkungspflastern. Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwen-
dung des vorgestellten analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3)
und der Finite-Elemente-Analyse (FEA).

spannungen σ
(a)
xx auf, die aus der temperaturbedingten Längsdehnung der

Fügepartner resultieren. Sind die thermischen Ausdehnungskoeffizienten von
oberem und unterem Fügepartner unterschiedlich, führt die unterschiedlich
starke Ausdehnung bei Temperaturänderung zusätzlich zu Schubspannungen,
die zu den Rändern hin kontinuierlich zunehmen.

Grundsätzlich zeigen die analytischen und numerischen Ergebnisse sowohl für
die vorgestellten mechanisch als auch für die thermisch beanspruchten Kleb-
verbindungen eine hohe Übereinstimmung. Darüber hinaus werden die in der
numerischen Referenzlösung auftretenden spannungsfreien Randbedingungen
durch die analytische Modellierung zufriedenstellend angenähert.

4.3.3 Parameterstudien

Im Folgenden werden einige Parameterstudien durchgeführt, um den Einfluss
des Klebstoffmaterials und der Abmessungen der Klebverbindung auf die
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4.3 Ergebnisse

Spannungsverläufe in der Klebschicht zu bewerten. Dabei wird für alle Auswer-
tungen die einschnittige Überlappungsfügung der Standardkonfiguration aus
Abschnitt 4.3.1 verwendet, bei der jeweils nur einzelne Parameter variiert wer-
den. Die Spannungsverläufe wurden entlang der horizontalen Mittellinie des
Überlappungsbereichs ausgewertet (Auswertepfad H1 in Abbildung 4.5b).

Einfluss der Geometrie

In Abbildung 4.13 wird der Einfluss der Überlappungslänge l auf die Span-
nungsverteilung untersucht. Ausgehend von der Standardkonfiguration wird
dazu die Überlappungslänge in Abbildung 4.13a auf l = 50mm erhöht und
in Abbildung 4.13b auf l = 12,5mm verringert. Um die Unterschiede in den
Spannungswerten besser hervorzuheben, ist die Skalierung der vertikalen
Achse in beiden Abbildungen gleich. Es wird deutlich, dass die Spannungen in
der Verbindung mit längerem Überlappungsbereich deutlich niedriger sind, als
in der Verbindung mit kürzerem Überlappungsbereich. Ein längerer Überlap-
pungsbereich ist daher vorteilhaft, da die Lastübertragung über eine größere
Fläche verteilt erfolgen kann und die Klebverbindung somit höhere Lasten
ertragen kann. Die Spannungsspitzen an den Rändern sind allerdings auch
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(a) Einschnittige Überlappungsfügung mit ei-
ner Überlappungslänge von l = 50mm.

(b) Einschnittige Überlappungsfügung mit ei-
ner Überlappungslänge von l = 12,5mm.

Abbildung 4.13: Analytische und numerische Spannungsergebnisse für einschnittige
Überlappungsfügungen mit der Standardkonfiguration für verschiedene Überlappungs-
längen, ausgewertet entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad
H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten
analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-
Analyse (FEA).
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Abbildung 4.14: Analytische und numerische Spannungsergebnisse für einschnittige
Überlappungsfügungen mit der Standardkonfiguration für verschiedene Klebschichtdi-
cken, ausgewertet entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad
H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten
analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-
Analyse (FEA).

bei einem langen Überlappungsbereich verhältnismäßig stark ausgeprägt. Der
Einfluss der Klebschichtdicke auf die Spannungsverläufe ist in Abbildung 4.14
jeweils für die verschiedenen Spannungskomponenten getrennt dargestellt. Die
Klebschichtdicken der betrachteten Strukturen reichen von t = 0,125mm bis
t = 1mm. Dies entspricht 1/16 bzw. 1/2 der Fügepartnerdicke. Die gewählten
Konfigurationen decken somit einen Bereich von sehr dünnen bis zu eher
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4.3 Ergebnisse

dicken Klebschichten ab. Bei den Schubspannungen in Abbildung 4.14a ist
zu erkennen, dass mit zunehmender Klebschichtdicke die Spannungsspitzen
am Rand des Überlappungsbereichs abnehmen und die Lage ihres Extrem-
wertes sich leicht vom Rand der Klebschicht entfernt. Auch bei den Schäl-
und Normalspannungen führt eine Erhöhung der Klebschichtdicke zu einer
Abschwächung der Spannungsspitzen am Rand. Außerdem sind die für beide
Spannungen charakteristischen lokalen Minima, die etwas weiter vom Rand
entfernt auftreten, betraglich deutlich kleiner und weniger stark ausgeprägt.
Die Lage der beiden Extremwerte verschiebt sich mit zunehmender Kleb-
schichtdicke, bei den lokalen Minima sogar sehr deutlich, vom Klebschichtrand
in Richtung der Mitte. In der Mitte des Überlappungsbereichs ist der Ein-
fluss der Klebschichtdicke auf die Schäl- und Normalspannungen hier kaum
erkennbar und die Verläufe liegen nahe beieinander. Grundsätzlich lässt sich
festhalten, dass die Zunahme der Klebschichtdicke mit einer gleichmäßigeren
Verteilung der Spannungen in der Klebschicht und einer Abschwächung der
lokalen Spannungsspitzen einhergeht. Diese Beobachtung legt den Schluss
nahe, dass hinsichtlich der Festigkeit dicke Klebschichten vorzuziehen sind.
Dies steht jedoch im Widerspruch zu dem in der Praxis auftretenden Kleb-
schichtdickeneffekt, der in Abschnitt 3.3.2 thematisiert wurde und der besagt,
dass die Festigkeit einer Klebverbindung mit zunehmender Klebschichtdicke
abnimmt. Der Zusammenhang zwischen der Klebschichtdicke und der Fes-
tigkeit von Klebverbindungen wird in Kapitel 5 anhand der in dieser Arbeit
vorgestellten Modellierung genauer analysiert.

Einfluss des Klebstoffmaterials

Bei der praktischen Anwendung von Klebverbindungen kommt der geeigneten
Wahl des Klebstoffes eine zentrale Bedeutung zu. Im Folgenden wird daher
der Einfluss der Steifigkeit des Klebstoffs auf die Spannungsverteilung in der
Klebschicht analysiert. Zu diesem Zweck werden Auswertungen durchgeführt,
bei denen der Elastizitätsmodul der Klebschicht zwischen E(a) = 0,5 GPa
und E(a) = 4 GPa variiert wird. Die Querkontraktionszahl bleibt dabei
unverändert gleich. Die Spannungsergebnisse sind in Abbildung 4.15 getrennt
für die verschiedenen Spannungskomponenten dargestellt. Eine Verringerung
des Elastizitätsmoduls E(a) führt zu einer gleichmäßigeren Verteilung der
Spannungen im Überlappungsbereich, wodurch auch die Spannungsspitzen
am Rand reduziert werden. Diese Effekte sind in ähnlicher Weise auch in
Abbildung 4.14 durch eine Erhöhung der Klebschichtdicke zu beobachten.
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Abbildung 4.15: Analytische und numerische Spannungsergebnisse für einschnittige
Überlappungsfügungen mit der Standardkonfiguration für verschiedene Klebstoffsteifig-
keiten, ausgewertet entlang der horizontalen Mittellinie der Klebschicht (Auswertepfad
H1 in Abbildung 4.5b). Die Ergebnisse ergeben sich unter Verwendung des vorgestellten
analytischen Modells mit Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) und der Finite-Elemente-
Analyse (FEA).
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Kapitel 5

Versagensanalyse von Klebverbindungen

Aufbauend auf der im vorigen Kapitel vorgestellten Modellierung zu der
Spannungs- und Verformungsanalyse von Klebverbindungen werden in die-
sem Kapitel Versagensbewertungen an einschnittigen Überlappungsfügungen
durchgeführt. Die Spannungssingularitäten an den Schichtgrenzen zwischen
Klebschicht und Fügepartner begünstigen die lokale Entstehung von Rissen,
welche zum Versagen der gesamten Klebverbindung führt. Dieser Versagensfall
wird im Folgenden sowohl analytisch als auch numerisch mit Hilfe der Finiten
Bruchmechanik untersucht. Zur Überprüfung der Ergebnisse wird zusätzlich
eine numerische Kohäsivzonenmodellierung durchgeführt. Für die Anwen-
dung der Finiten Bruchmechanik wird ein geeignetes Optimierungsverfahren
zur Bestimmung der kritischen Belastung und der initialen Risslänge unter
Berücksichtigung des nicht monoton ansteigenden Verlaufs der Energiefrei-
setzungsrate vorgestellt. Die Modellierung wird anschließend auf verschiedene
einschnittige Überlappungsfügungen angewendet, wobei die Resultate mit ex-
perimentellen Ergebnissen verglichen und der Einfluss der Geometrie und des
Klebstoffmaterials auf die Versagenslast untersucht werden. Teile der numeri-
schen Auswertungen und Ergebnisse wurden im Rahmen der Masterarbeit von
Mesbah (2023) erarbeitet. Diese und weitere zentrale Inhalte dieses Kapitels
wurden in international begutachteten Fachzeitschriften und Tagungsbänden
veröffentlicht (Methfessel u. Becker, 2023a, Methfessel et al., 2024).

5.1 Einführung

Bei der in diesem Kapitel durchgeführten Versagensanalyse wird das spröde
Versagen von symmetrischen, einschnittigen Überlappungsfügungen unter-
sucht. Es wird davon ausgegangen, dass das Versagen der Klebverbindung
durch Rissbildung verursacht wird. Ab einer kritischen Belastung kommt es,
wie in Abbildung 5.1 zu sehen, an einer der Bimaterialkerben am Rand des
Überlappungsbereichs zur Initiierung eines Risses entlang der Schichtgrenze
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F

F
x,u

z,w

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung einer einschnittigen Überlappungsfügung mit
eingezeichnetem Riss, der sich ausgehend vom Punkt der Bimaterialkerbe entlang der
Schichtgrenze zwischen Klebstoff und oberem Fügepartner ausbildet.

zwischen Fügepartner und Klebschicht (Hell et al., 2014). Von dort aus wächst
der Riss weiter, bis die Schädigung so groß ist, dass der Fügepartner vollstän-
dig abreißt. Die sich einstellende Rissöffnung ist bei einschnittigen Überlap-
pungsfügungen unter ausschließlich ebener Zugbelastung in der x, z-Ebene
unabhängig von der Tiefenrichtung und wird ausschließlich durch die Riss-
öffnungsmoden I und II bestimmt. Unter Berücksichtigung dessen wird im
Folgenden auf die Versagensbewertung mit dem gekoppelten Spannungs- und
Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik in Abschnitt 5.2 und mit der
Kohäsivzonenmodellierung in Abschnitt 5.3 eingegangen und die Ergebnisse
werden in Abschnitt 5.4 präsentiert. Für die Auswertung mit der Finiten
Bruchmechanik ist aufgrund der Bestimmung der Energiefreisetzungsrate
die Berechnung von Konfigurationen mit und ohne Riss erforderlich. Die
Modellierung eines Risses erfolgt dabei durch eine modifizierte Form der in
Abschnitt 4.1 beschriebenen analytischen Modellierung, bei der Klebschicht
und Fügepartner voneinander getrennt sind und eine realitätsnahe Ermittlung
der Rissöffnung möglich ist.

5.2 Versagensanalyse mittels Finiter Bruchmechanik

Zunächst wird die Versagensanalyse mit dem gekoppelten Spannungs- und
Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik durchgeführt. Die in dieser Ar-
beit gewählten Kriterien werden im Folgenden näher vorgestellt. Zur Auswer-
tung des Spannungskriteriums werden neben den Festigkeiten σc und τc auch
die Spannungen σ(a)

zz und τ (a)
xz an der Schichtgrenze zwischen Fügepartner und

Klebschicht der ungerissenen Klebverbindung benötigt. Bei der numerischen
Auswertung können diese direkt aus der Finite-Elemente-Lösung ermittelt
werden. Die Berechnung der analytischen Spannungsergebnisse erfolgt mit der
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5.2 Versagensanalyse mittels Finiter Bruchmechanik

in Abschnitt 4.1 beschriebenen Modellierung. Für das Spannungskriterium
eignen sich verschiedene Festigkeitskriterien, wie in Abschnitt 2.4 beschrieben.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde das elliptische Interaktionsgesetz verwendet,
welches einem verallgemeinerten Mohr-Coulomb-Gesetz in der Form(

σ
(a)
zz

σc

)n
+
(
τ

(a)
xz

τc

)n
≥ 1 (5.1)

mit dem Exponenten n = 2 entspricht und sich bei der Anwendung auf Kleb-
verbindungen unter Mixed-Mode-Belastung bewährt hat (García u. Leguillon,
2012, Tran et al., 2012). Beim Energiekriterium erfolgt die Versagensbewer-
tung in Abhängigkeit von der inkrementellen Energiefreisetzungsrate und
der materialspezifischen Bruchzähigkeit. Als Energiekriterium wurde hier ein
Kriterium nach Griffith (1921) in der Form

Ḡ
Gc
≥ 1 mit Ḡ = ḠI + ḠII (5.2)

verwendet. Da es in diesem Abschnitt in erster Linie darum geht, die Methodik
der Versagensbewertung zu demonstrieren und nicht darum, verschiedene Teil-
kriterien zu bewerten, wurde ein relativ einfaches Energiekriterium verwendet,
das zwar die beiden relevanten Versagensmoden berücksichtigt, aber hinsicht-
lich ihrer Beteiligung am Versagen keine Unterscheidung trifft. Ein Überblick
über die gängigsten Teilkriterien findet sich bei Doitrand et al. (2023). Für die
Auswertung des Energiekriteriums wird die inkrementelle Energiefreisetzungs-
rate Ḡ benötigt, deren Berechnung in Abschnitt 5.2.1 näher beschrieben wird.
Da die inkrementelle Energiefreisetzungsrate von der Risslänge abhängt, ist es
für ihre Bestimmung erforderlich, verschiedene gerissene Konfigurationen mit
Rissen unterschiedlicher Länge zu betrachten. Die Modellierung der gerissenen
Konfigurationen ist in Abschnitt 5.2.2 für die analytische und numerische
Betrachtung beschrieben. Da sowohl die kritische Belastung als auch die
initiale Risslänge der jeweils betrachteten Klebverbindung unbekannt sind
und der Verlauf der inkrementellen Energiefreisetzungsrate nicht monoton ist,
ist eine iterative Auswertung des gekoppelten Kriteriums erforderlich. Der
hierfür entwickelte Optimierungsalgorithmus ist in Abschnitt 5.2.3 detailliert
beschrieben.

5.2.1 Berechnung der Energiefreisetzungsrate

Wie in Abschnitt 3.3.2 beschrieben, gibt es verschiedene Methoden zur Be-
rechnung der inkrementellen Energiefreisetzungsrate. In dieser Arbeit wird
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die inkrementelle Energiefreisetzungsrate mit Hilfe des virtuellen Rissschließ-
integrals berechnet, mit dem die Arbeit bestimmt werden kann, die erforderlich
ist, um einen virtuellen Riss durch Belastung seiner Rissflächen quasistatisch
zu schließen. Es handelt sich also um ein lokales Verfahren, bei dem nur
der Bereich um den Riss betrachtet wird. Die Auswertung des virtuellen
Rissschließintegrals kann für beide Versagensmoden getrennt erfolgen. Dabei
werden entlang des Risspfades die Spannungen der ungerissenen Struktur mit
den Differenzen der oberen (o.) und unteren (u.) Rissflankenverschiebungen
der gerissenen Struktur multipliziert und über die Rissfläche bzw. Risslänge
integriert. Die Energiefreisetzungsraten der beiden relevanten Rissöffnungs-
moden ergeben sich aus

ḠI = 1
2b∆a

ˆ ∆a

0
σzz(s)

(
w(o.)(s)− w(u.)(s)

)
bds, (5.3)

ḠII = 1
2b∆a

ˆ ∆a

0
τxz(s)

(
u(o.)(s)− u(u.)(s)

)
bds (5.4)

mit der Breite b und der Risslänge ∆a. Für die numerische Auswertung
entlang eines diskretisierten Risspfades kann im Fall geometrischer Linearität
eine vereinfachte Form des virtuellen Rissschließintegrals verwendet werden,
bei der die Integrale in Summen überführt werden (Rybicki u. Kanninen,
1977, Krueger, 2004, Carrere et al., 2015). Dazu werden die Knotenkräfte px
und pz mit den entsprechenden Knotenverschiebungen multipliziert und für
die Knoten entlang des Risspfades aufsummiert:

ḠI = 1
2b∆a

N∑
k=1

pzk

(
w

(o.)
k − w(u.)

k

)
, (5.5)

ḠII = 1
2b∆a

N∑
k=1

pxk

(
u

(o.)
k − u(u.)

k

)
. (5.6)

Qualitativ ergeben sich so die in Abbildung 5.2 dargestellten Verläufe für
die inkrementellen Energiefreisetzungsraten ḠI und ḠII der Rissöffnungsmo-
den I und II sowie die inkrementelle Gesamtenergiefreisetzungsrate Ḡ, die
jeweils vom Koordinatenursprung ausgehen. Für verhältnismäßig kleine Risse
dominiert der Einfluss der Energiefreisetzungsrate von Modus I, der deutlich
über der Energiefreisetzungsrate von Modus II liegt. Nach Erreichen eines
lokalen Maximums fällt die Kurve dann wieder ab und der Einfluss des Riss-
öffnungsmodus II wird mit zunehmender Risslänge stärker. Die inkrementelle
Gesamtenergiefreisetzungsrate zeigt somit einen nicht monoton ansteigenden
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∆a

G

GI

GII

G

Abbildung 5.2: Qualitative Darstellung der Komponenten der inkrementellen Ener-
giefreisetzungsrate an einschnittigen Überlappungsfügungen in Abhängigkeit von der
Risslänge ∆a.

Verlauf, wodurch wie in Abschnitt 2.6 beschrieben die Auswertung des gekop-
pelten Kriteriums aufwendiger wird. Eine weitere häufig angewandte Methode
zur Berechnung der Energiefreisetzungsrate ist die Bestimmung der Differenz
der Gesamtenergie der Klebverbindung vor und nach der Entstehung eines
Risses finiter Länge. Die Subtraktion großer sich wenig unterscheidener Zahlen
bei der Bestimmung der Potentialdifferenz für die gesamte Klebverbindung
kann jedoch zu einer Verringerung der Genauigkeit der ermittelten Energie-
freisetzungsrate führen. Ein anderes bewährtes Verfahren, das insbesondere
bei analytischen Auswertungen vielfach verwendet wird, basiert auf einer stark
vereinfachten Form des J-Integrals. Dabei wird angenommen, dass sich die
Länge des Überlappungsbereiches der Klebverbindung infolge der Entstehung
eines Risses um die Risslänge verringert (Hu, 1995). Für elastisches Material-
verhalten kann so ein Ausdruck für die Energiefreisetzungsraten hergeleitet
werden, der ausschließlich von den Spannungen am Rand des Überlappungs-
bereichs abhängt (Hu et al., 1992, Krenk, 1992, Fraisse u. Schmit, 1993),
sodass eine Berechnung der Rissflankenverschiebungen nicht erforderlich ist.
Der Nachteil ist jedoch, dass die so berechneten Energiefreisetzungsraten bei
verschwindender Risslänge nicht gegen Null gehen (Weißgraeber, 2014).

5.2.2 Modellierung der gerissenen Struktur

Die Modellierung von Rissen in Klebverbindungen wird im Folgenden zu-
nächst für die analytische und anschließend für die numerische Umsetzung
beschrieben. Bei der bisherigen analytischen Modellierung der ungerisse-
nen Klebverbindung wird die Verbindung zwischen der Klebschicht und den

87



Kapitel 5 Versagensanalyse von Klebverbindungen

Fügepartnern durch den Verschiebungsansatz der Klebschicht gemäß den
Gleichungen (4.13) und (4.14) realisiert. Sie enthalten die Verschiebungen
û(i)(x) und ŵ(i)(x), die den Verschiebungen des oberen und unteren Füge-
partners entsprechen, ausgewertet an der Schichtgrenze zur Klebschicht. Die
so erzeugte Kopplung der Verschiebungen ermöglicht eine Lastübertragung
zwischen den verschiedenen Schichten. Tritt nun, wie in Abbildung 5.3 zu
sehen, vom Rand ausgehend ein Riss zwischen Fügepartner und Klebschicht
mit der Risslänge ∆a auf, so müssen zwei Bereiche, der bereits gerissene
und der noch ungerissene Bereich, modelliert werden. Der ungerissene Be-
reich kann weiterhin mit der in Abschnitt 4.1.2 vorgestellten Modellierung
beschrieben werden. Im gerissenen Bereich hingegen muss die Kopplung
zwischen dem Fügepartner und der Klebschicht, zwischen denen der Riss
verläuft, aufgehoben werden, damit sich der Riss öffnen und die Rissflanken
sich unabhängig voneinander verformen können. Dazu ist eine entsprechende
Modifizierung des Verschiebungsansatzes der Klebschicht erforderlich, die im
Folgenden am Beispiel eines linksseitigen Risses zwischen oberem Fügepartner
und Klebschicht, wie in Abbildung 5.3 dargestellt, näher beschrieben wird.

1

2
a

y, v

x, u

z, w

l

∆a

ũ(a), w̃(a)

û(1), ŵ(1)

Abbildung 5.3: Schematische Darstellung zur Modellierung des Überlappungsbereichs
der Klebverbindung mit einem Riss der Länge ∆a.

Die Verschiebungen der oberen Rissflanke gehören zum oberen Fügepartner
und werden durch dessen Verschiebungsansatz beschrieben, der unverändert
dem Ansatz in den Gleichungen (4.3) und (4.4) aus Abschnitt 4.1.2 entspricht.
Die Verschiebungen der unteren Rissflanke werden durch den Verschiebungs-
ansatz der Klebschicht beschrieben, der im gerissenen Fall nicht mehr von
den Verschiebungen des oberen Fügepartners abhängen kann, sondern neu
formuliert werden muss. Daher werden im Verschiebungsansatz der Kleb-
schicht, wie in Abbildung 5.3 zu sehen, anstelle der Verschiebungen des oberen
Fügepartners neue Verschiebungsfunktionen ũ(a)(x) und w̃(a)(x) eingeführt,
die den horizontalen und vertikalen Verschiebungen der unteren Rissflanke
entsprechen. Der neue Ansatz für die Verschiebungen der Klebschicht im
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gerissenen Fall ergibt sich somit aus den Gleichungen (4.13) und (4.14) zu

u(a)(x, z) = ũ(a)(x) + û(2)(x)
2 + z

û(2)(x)− ũ(a)(x)
t

+ F (n)
u (x, z), (5.7)

w(a)(x, z) = w̃(a)(x) + ŵ(2)(x)
2 + z

ŵ(2)(x)− w̃(a)(x)
t

+ F (n)
w (x, z). (5.8)

Aufgrund der unterschiedlichen Modellierung und der unterschiedlichen An-
zahl von Verformungsfunktionen im gerissenen und ungerissenen Bereich
werden beide Bereiche separat voneinander betrachtet. Das Gesamtpotential
der Klebverbindung errechnet sich somit aus der Summe der Potentiale der
beiden Bereiche, die entsprechend der jeweiligen Modellierung für den geris-
senen und ungerissenen Bereich getrennt aufgestellt werden. Folglich liefert
die Anwendung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials auch zwei
Differentialgleichungssysteme, die das Verhalten der beiden Bereiche beschrei-
ben. Zur Lösung der Differentialgleichungssysteme sind, wie in Abschnitt
4.1.2 beschrieben, an den äußeren Enden der Fügepartner Randbedingungen
zu berücksichtigen. Zusätzlich werden am Übergang zwischen gerissenem und
ungerissenem Bereich Übergangsbedingungen für die Fügepartner und die
Klebschicht formuliert, sodass beide Bereiche miteinander verbunden sind.
Die Übergangsbedingungen ergeben sich aus dem Prinzip vom Minimum des
Gesamtpotentials, sodass am Übergang alle Verformungsfunktionen der geris-
senen Seite identisch mit denen der ungerissenen Seite sind. Darüber hinaus
liefert das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials auch dynamische
Übergangsbedingungen, die als Schnittkräfte oder Momente am Übergang
interpretiert werden können. Da die beiden neuen Verformungsfunktionen
ũ(a)(x) und w̃(a)(x) nur für den gerissenen Bereich definiert sind, werden hier
die folgenden Beziehungen als Übergangsbedingungen verwendet:

ũ(a)
(
x = ∆a− l

2

)
= û(1)

(
x = ∆a− l

2

)
, (5.9)

w̃(a)
(
x = ∆a− l

2

)
= ŵ(1)

(
x = ∆a− l

2

)
. (5.10)

Mit den Rand- und Übergangsbedingungen lassen sich die Differentialglei-
chungen lösen und die Rissflankenverschiebungen für die Auswertung des
virtuellen Rissschließintegrals berechnen.

Das Einbringen von Rissen in die numerische Modellierung ist vergleichsweise
einfach und die Modellierung unterscheidet sich nur geringfügig von der un-
gerissenen Klebverbindung. Im Gegensatz zur ungerissenen Konfiguration
werden entlang des vorgesehenen Risspfades an der Schichtgrenze zwischen
Fügepartner und Klebschicht die Knoten, die beide Schichten verbinden,
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durch Doppelknoten ersetzt, von denen jeweils einer zum Fügepartner und
einer zur Klebschicht gehört. Dadurch wird die Verbindung im gerissenen
Bereich zwischen den beiden Schichten aufgehoben und die Doppelknoten
können sich unabhängig voneinander bewegen und ermöglichen so eine dem
Lastfall entsprechende Rissöffnung. Die knotenweise ermittelten Rissflanken-
verschiebungen werden dann zur Berechnung der Energiefreisetzungsrate
in die Gleichungen (5.5) und (5.6) eingesetzt. Zur Durchführung des Opti-
mierungsverfahrens und zur genauen Bestimmung der initialen Risslänge
wird sowohl bei der Modellierung des ungerissenen als auch bei der Model-
lierung des gerissenen Zustands eine gegenüber Abbildung 4.4 modifizierte
Vernetzung verwendet. Anstatt das Netz zum linken und rechten Rand hin
kontinuierlich zu verfeinern, werden entlang des Risspfades Elemente mit
konstanter Kantenlänge le verwendet, sodass der Prozess der Rissöffnung mit
gleich großen Schritten beschrieben werden kann.

5.2.3 Optimierungsverfahren

In diesem Abschnitt wird der iterative Optimierungsalgorithmus vorgestellt,
der in dieser Arbeit sowohl für die analytische als auch für die numerische Aus-
wertung des gekoppelten Kriteriums zur Berechnung der kritischen Belastung
und der initialen Risslänge verwendet wird. Wie bereits in Abschnitt 3.3.2

∆a

L
G Bereich

R
Bereich

∆aR∆aL

Abbildung 5.4: Qualitative Darstellung der für das gekoppelte Kriterium relevanten
Bereiche der nicht monoton verlaufenden inkrementellen Energiefreisetzungsrate in Ab-
hängigkeit von der Risslänge ∆a.
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beschrieben und in Abbildung 5.4 schematisch dargestellt, ist der Verlauf der
inkrementellen Energiefreisetzungsrate über die Risslänge bei Klebverbindun-
gen nicht durchgehend monoton steigend. So fällt die Energiefreisetzungsrate
nach einem lokalen Maximum bei noch relativ kleinen Risslängen mit zu-
nehmender Risslänge zunächst auf ein lokales Minimum ab, von dem aus sie
wieder ansteigt. Der in Abbildung 5.4 grau hinterlegte Bereich um das lokale
Minimum ist für die Versagensanalyse uninteressant, da dort die Energie-
freisetzungsrate stets kleiner und somit weniger kritisch als an den beiden
Randpunkten bei den Risslängen ∆aL und ∆aR ist. Für die Versagensanalyse
sind die beiden Bereiche links und rechts des grau markierten Bereichs rele-
vant, die nachfolgend als Bereich L und Bereich R bezeichnet werden und in
denen die Energiefreisetzungsrate monoton ansteigt. Um zu ermitteln, welcher
der beiden Bereiche der Energiefreisetzungsrate letztlich für das Versagen der
Klebverbindung verantwortlich ist, werden im Optimierungsalgorithmus beide
Bereiche separat untersucht und für beide die jeweilige kritische Last ermittelt.
Die gesuchte kritische Versagenslast entspricht dann der kleineren der beiden
Lasten. Der Optimierungsalgorithmus ist in Abbildung 5.5 dargestellt, wobei
der linke Teil dem Bereich L der Energiefreisetzungsrate aus Abbildung 5.4
und der rechte Teil dem Bereich R der Energiefreisetzungsrate entspricht.

Auswertung von Bereich L

Die Lösung des in Gleichung (2.58) beschriebenen Optimierungsproblems zur
Bestimmung der kritischen Versagenslast mit dem gekoppelten Kriterium
führt bei der Auswertung für den Bereich L zu zwei möglichen kritischen
Fällen:

• Im Bereich 0 < ∆a < ∆aL kann das gekoppelte Kriterium aufgrund
des monoton steigenden Verlaufs der Energiefreisetzungsrate und
des monoton fallenden Verlaufs der Spannung, wie in Abbildung
2.3 veranschaulicht, ausgewertet werden. Die kritische Last mit der
initialen Risslänge ist gefunden, sobald das Energiekriterium und
das Spannungskriterium genau in einem gemeinsamen Punkt, das
heißt bei gleicher Risslänge, erfüllt sind.

• Am lokalen Maximum bei ∆a = ∆aL kann dagegen der Fall auftre-
ten, dass das Energiekriterium dort gerade in dem Punkt erfüllt ist,
während das Spannungskriterium überkritisch ist, also in einem be-
stimmten Bereich auch noch für Risslängen größer als ∆aL erfüllt ist.
Das Spannungskriterium gibt also einen Bereich an, in dem es unter
kritischer Belastung erfüllt ist, während das Energiekriterium nur
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für genau einen Punkt innerhalb dieses Bereiches eingehalten wird,
der am lokalen Maximum bei ∆aL liegt. Dessen genaue Position
wird noch bestimmt.

Vor der Auswertung ist jedoch nicht klar, welcher der beiden Fälle versa-
gensrelevant ist, und auch die Lage des lokalen Maximums ist noch unbekannt.

Initialisierung:
i = 0, F0

ungerissene Konfig.
mit Fi und

Spannungskriterium
⇒ ∆aS,i

Initialisierung:
j=1, ∆aj =j ·le

gerissene Konfig.
mit Fi,∆aj und

Rissschließintegral
⇒ Ḡ

→ Ḡj < Ḡj-1

→ ∆aj≥∆aS,i

Abbruchbed.
Prüfe

j=j+1i= i+1

Bereich L Bereich R

Konvergenzbed.
Prüfe

→ Gl. (5.11)

der Last mit
Anpassung

Energiekrit.
→ Gl. (5.12)

init. Risslänge ∆aL

krit. Last FL

Nein

Nein

Ja

Ja Ja

init. Risslänge ∆aR

krit. Last FR

Konvergenzbed.
Prüfe

→ Gl. (5.11)

gerissene Konfig.
mit Fi,∆aS,i und

Rissschließintegral
⇒ Ḡ

ungerissene Konfig.
mit Fi und

Spannungskriterium
⇒ ∆aS,i

Nein

der Last mit
Anpassung

Energiekrit.
→ Gl. (5.12)

i= i+1

init. Risslänge ∆ac

krit. Versagenslast Fc

Abbildung 5.5: Ablaufplan des Optimierungsverfahrens zur iterativen Ermittlung der
kritischen Versagenslast. Die Abkürzung Konfig. steht für Konfiguration und entspricht
der betrachten gerissenen oder ungerissenen Klebverbindung.
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Das genaue iterative Vorgehen zur Bestimmung der kritischen Last im Be-
reich L ist im linken Teil der Abbildung 5.5 dargestellt und wird im Folgenden
näher erläutert. Zunächst wird der aufgebrachten Last Fi ein frei wählbarer
Startwert F0 zugewiesen, der den Ausgangspunkt für eine große Iterations-
schleife mit dem Index i bildet. Innerhalb der Iterationsschleife wird das
gekoppelte Kriterium ausgewertet. Dazu wird zunächst einmal die ungeris-
sene Klebverbindung betrachtet und die Spannungen werden entlang des
potentiellen Risspfades ermittelt. Die Spannungsergebnisse werden in das
Spannungskriterium aus Gleichung (5.1) eingesetzt und es wird die Risslänge
∆aS berechnet, bis zu der das Spannungskriterium erfüllt ist. Es folgt eine
integrierte Iterationsschleife über den Index j, in der eine Reihe von Berech-
nungen gerissener Konfigurationen durchgeführt wird, bei denen die Risslänge
sukzessive um den Wert le erhöht wird. In der numerischen Auswertung ent-
spricht le der Elementkantenlänge entlang des Risspfades. In der analytischen
Auswertung ist diese Länge frei wählbar, wobei hinreichend kleine Werte
für eine hohe Ergebnisgenauigkeit empfehlenswert sind. Für jede gerissene
Konfiguration werden die Rissflankenverschiebungen bestimmt, aus denen
zusammen mit den entsprechenden Spannungen der ungerissenen Konfigura-
tion unter Verwendung des virtuellen Rissschließintegrals die inkrementelle
Energiefreisetzungsrate berechnet wird. Auf diese Weise werden aus den dis-
kreten Ergebnissen der verschiedenen gerissenen Konfigurationen schrittweise
Werte auf der Kurve der Energiefreisetzungsrate ermittelt und es wird für
jeden dieser Werte geprüft, ob das Energiekriterium bereits erfüllt ist. Dies
wird so lange fortgesetzt, bis entweder die Energiefreisetzungsrate gegenüber
der vorherigen Iteration abnimmt (Ḡj < Ḡj−1), womit das lokale Maximum
der Energiefreisetzungsrate erreicht wäre, oder bei der Auswertung der ge-
rissenen Konfigurationen die Risslänge aus dem Spannungskriterium bereits
überschritten ist und die Spannungen nicht mehr kritisch sind (∆aj ≥ ∆aS,i).
Da das lokale Maximum in der Regel bei recht kleinen Risslängen auftritt und
damit auch der Bereich L relativ klein ist, ist die Berechnung von nur wenigen
gerissenen Konfigurationen meist ausreichend. Sobald die Iterationsschleife
am lokalen Maximum oder an der Risslänge des Spannungskriteriums beendet
ist, wird an dieser Stelle eine Konvergenzprüfung mit dem Energiekriterium
durchgeführt. Unter Verwendung des Energiekriteriums nach Griffith aus
Gleichung (5.2) wird Folgendes gefordert:∣∣∣∣1− ḠGc

∣∣∣∣ < ε. (5.11)

Die Konvergenzqualität ist erreicht, wenn die relative Abweichung der Glei-
chung (5.11) unter einen Toleranzwert ε fällt, der für die nachfolgenden
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Auswertungen auf ε = 0,001 festgelegt wurde. Ist das Konvergenzkriterium
erfüllt, so ist die aktuelle Last Fi die gesuchte kritische Last FL für den
Bereich L und die Risslänge ∆aj die entsprechende initiale Risslänge ∆aL.
Wenn das Konvergenzkriterium nicht erfüllt ist, erfolgt in Abhängigkeit des
Energiekriteriums eine Anpassung der aufgebrachten Last. Aufgrund der
näherungsweise quadratischen Abhängigkeit der Energiefreisetzungsrate von
der aufgebrachten Last erfolgt die Lastanpassung mit

Fi+1 =
√
Gc

Ḡ
Fi (5.12)

und der Algorithmus wird mit der so angepassten Last erneut durchlaufen.

Auswertung von Bereich R

Bei der Anwendung des Optimierungsverfahrens für den Bereich R kann
bei monoton zunehmender Energiefreisetzungsrate und monoton abnehmen-
der Spannung das in Abbildung 2.3 dargestellte Verfahren, bei dem beide
Teilkriterien des gekoppelten Kriteriums in genau einem Punkt erfüllt sind,
angewendet werden. Der Algorithmus zur Bestimmung der kritischen Versa-
genslast im Bereich R ist daher eine vereinfachte Version des Algorithmus
für den Bereich L. Abhängig von der Startlast F0 wird zunächst ebenfalls in
einer großen Iterationsschleife mit dem Index i eine ungerissene Konfigura-
tion berechnet und das Spannungskriterium ausgewertet. Im Gegensatz zum
Bereich L wird dann aber nur eine einzige gerissene Konfiguration mit der
aus dem Spannungskriterium erhaltenen Risslänge ∆aS berechnet, wodurch
die Auswertung weniger komplex wird. Aus den Rissflankenverschiebungen
und den Spannungen wird die Energiefreisetzungsrate ermittelt, die anschlie-
ßend in das Energiekriterium eingesetzt und dessen Konvergenzgüte nach
Gleichung (5.11) überprüft wird. Bei unzureichender Konvergenz wird die
aufgebrachte Last gemäß Gleichung (5.12) angepasst. Bei hinreichender Kon-
vergenzgüte liefert die letzte Iterationsschleife die kritische Last FR und die
initiale Risslänge ∆aR für den Bereich R.

Bestimmung der kritischen Versagenslast

Nach Durchlaufen der Optimierungsschleifen für beide Bereiche wird die
kritische Versagenslast Fc der Klebverbindung ermittelt. Dies ist die kleinere

94



5.3 Versagensanalyse mittels Kohäsivzonenmodellierung

der beiden kritischen Lasten FL und FR und die zugehörige Risslänge ist
dann die gesuchte initiale Risslänge der Klebverbindung. Es gilt:

Fc = min
{
FL, FR

}
mit ∆ac =

{
∆aL falls Fc = FL,

∆aR falls Fc 6= FL.

(5.13)

Für den Fall FL = FR wird die kleinere Risslänge ∆aL verwendet.

5.3 Versagensanalyse mittels
Kohäsivzonenmodellierung

Zur Überprüfung der Ergebnisse des gekoppelten Kriteriums der Finiten
Bruchmechanik, die mit dem in Abschnitt 5.2 beschriebenen Verfahren ermit-
telt wurden, wird in dieser Arbeit neben experimentellen Referenzergebnissen
auch die in der Praxis bewährte Kohäsivzonenmodellierung angewendet. Die
Auswertung erfolgt numerisch mit der Finite-Elemente-Software ABAQUS in
Kombination mit Python. Durch eine parametrische, skriptbasierte Auswer-
tung ist die Modellierung auf beliebige Klebverbindungen mit unterschiedli-
chen Geometrien anwendbar. Im Rahmen dieser Arbeit werden einschnittige
Überlappungsfügungen mit der Kohäsivzonenmodellierung untersucht. Dabei
wird die Klebverbindung zweidimensional unter Berücksichtigung eines ebe-
nen Verzerrungszustandes in Tiefenrichtung modelliert. Mit der Annahme
aus Abschnitt 5.1, dass zu erwarten ist, dass bei einschnittigen Überlap-
pungsfügungen ein Riss ausgehend von einer Bimaterialkerbe entlang der
jeweiligen Schichtgrenze zwischen Klebschicht und Fügepartner entsteht, wird
zwischen den Elementen der Klebschicht und denen des Fügepartners eine
Reihe von Kohäsivzonenelementen vorgesehen. Diese bilden, wie in Abbil-
dung 5.6 dargestellt, eine eigene Schicht mit verschwindender Höhe, sodass
die ursprünglichen Abmessungen der Klebverbindung durch die eingefügten
Kohäsivzonenelemente nicht verändert werden. Für die Vernetzung werden
zweidimensionale Kohäsivzonenelemente mit vier Knoten5 für die Kohäsiv-
zone und zweidimensionale Kontinuumselemente mit ebenfalls vier Knoten6
für die Klebschicht und die Fügepartner verwendet.

Bei der Durchführung der Versagensanalyse wird die zu untersuchende Kleb-
verbindung durch eine kontinuierlich aufgebrachte Belastung bis zum vollstän-
digen Versagen beansprucht. Im Gegensatz zu den Auswertungen der Finiten
5 In ABAQUS: Kohäsivzonenelement vom Typ COH2D4
6 In ABAQUS: Kontinuumselement vom Typ CEP4
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Kohäsivzone
Fügepartner

Klebschicht

Abbildung 5.6: Schematischer Detailausschnitt der gewählten Vernetzung der Klebver-
bindung mit den zwischen Klebschicht und Fügepartner eingebrachten Kohäsivzonenele-
menten.

Bruchmechanik erfolgt die Belastung der Klebverbindung hier verschiebungs-
basiert. Eine kraftbasierte Belastung hätte zur Folge, dass bei vollständigem
Versagen der Struktur aufgrund der weiterhin konstant wirkenden Kraft
unendlich große Verschiebungen auftreten würden, die bei der numerischen
Berechnung in ABAQUS zu Konvergenzproblemen führen würden. Dies ist bei
einer verschiebungsbasierten Belastung nicht der Fall. Außerdem wird anstelle
der Verwendung der general sandwich-type-Modellierung aus Abschnitt 4.1.1
die gesamte Geometrie der Klebverbindung modelliert. Damit entfällt die
Berechnung der Schnittgrößen aus der aufgebrachten Verschiebung, was die
Qualität der Ergebnisse verbessert.

Mit zunehmender Belastung kommt es, wie in Abschnitt 3.3.2 beschrieben,
aufgrund des Kohäsivgesetzes zum Versagen einzelner Kohäsivzonenelemente
und damit zur Rissbildung und zum Risswachstum. Zur Beschreibung des
konstitutiven Verhaltens der Kohäsivzonenelemente wurde in dieser Arbeit
das bilineare Kohäsivgesetz aus Abbildung 3.6 verwendet. Danach verformen
sich die belasteten Kohäsivzonenelemente zunächst linear-elastisch, bis die
Spannungen groß genug sind, um ein Schadensinitiierungskriterium zu erfül-
len. In Abbildung 3.6 ist dies der Fall, wenn eine Separation von δ1 erreicht
wird, bei welcher der Versagensbeginn des Elements eingeleitet wird. Das
hier verwendete Schadensinitiierungskriterium ist ein quadratisches Interakti-
onsgesetz, ähnlich dem Spannungskriterium der Finiten Bruchmechanik aus
Gleichung (5.1): (

〈σzz〉
σc

)2

+
(
τxz
τc

)2

= 1. (5.14)

Das Symbol 〈·〉 ist die Macaulay-Klammer, die sicherstellt, dass nur Zugspan-
nungen berücksichtigt werden und eine Schädigung nicht durch Druckspan-
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nungen verursacht werden kann:

〈σzz〉 =
{
σzz falls σzz ≥ 0,
0 falls σzz < 0.

(5.15)

Nach Schädigungsbeginn nimmt die Steifigkeit des Kohäsivzonenelementes
kontinuierlich bis zum Erreichen der kritischen Separation δc ab, bei der
das Element vollständig versagt. Das Kohäsivzonenelement kann dann keine
Last mehr übertragen und wird aus dem Finite-Elemente-Modell entfernt,
wodurch der Riss über das betrachtete Element hinauswächst. Das Versagen
der Kohäsivzonenelemente wird durch ein Interaktionsgesetz7(Stein et al.,
2017) der Form (

GI

GIc

)2

+
(
GII

GIIc

)2

= 1 (5.16)

beschrieben.

Die Genauigkeit der Ergebnisse und das Konvergenzverhalten der Kohäsiv-
zonenmodellierung werden durch verschiedene nicht-physikalische Parameter
beeinflusst, die im Folgenden näher erläutert werden. Es handelt sich dabei um
die Anzahl Ne der Kohäsivzonenelemente in der Prozesszone, die Steifigkeit
Ke der Kohäsivzonenelemente und den viskosen Regularisierungsparameter µ.
Damit die Lösungen unabhängig von der gewählten Vernetzung sind, ist eine
ausreichend große Anzahl von Kohäsivzonenelementen in der Prozesszone
erforderlich. Die Länge der Prozesszone ist dabei nach Hillerborg et al. (1976),
Falk et al. (2001) und Hui et al. (2003) näherungsweise beschreibbar als

lKZM = ME
Gc

(σc)2 (5.17)

mit den Materialkonstanten E, Gc und σc sowie dem Parameter M , der
nach Hillerborg et al. (1976) auf eins gesetzt wird. Abbildung 5.7 zeigt
für eine einschnittige Überlappungsfügung die Abhängigkeit der kritischen
Versagenslast von der Anzahl der Kohäsivzonenelemente in der Prozesszone,
wobei mit zunehmender Elementanzahl eine Konvergenz der Versagenslast
erkennbar ist. Wie in der Arbeit von Turon et al. (2007) beschrieben, sind in
vielen Fällen 2 bis 10 Elemente in der Prozesszone ausreichend, weshalb hier,
auch in Übereinstimmung mit Abbildung 5.7,Ne = 10 gewählt wurde. Wie aus
der Abbildung ersichtlich wird, führt eine weitere Erhöhung der Elementanzahl
nur noch zu einer geringfügigen Verbesserung der Ergebnisgenauigkeit um
etwa 1,5% bei gleichzeitiger Erhöhung des numerischen Rechenaufwandes.
7 Engl.: Power Law
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Abbildung 5.7: Konvergenzstudie der kritischen Versagenslast in Abhängigkeit von
der Anzahl der Kohäsivzonenelemente in der Prozesszone einer einschnittigen Überlap-
pungsfügung bestehend aus zwei mit dem Klebstoff AV138 verbundenen Stahlplatten
mit Ke = 106 N/mm3 und µ = 10−5 s. Die Abmessungen der Struktur sind in Tabelle
5.2 angegeben.

Einen weiteren Einfluss auf die Güte der Lösung hat die Steifigkeit Ke der
Kohäsivzonenelemente, die den linear-elastischen Bereich im Kohäsivgesetz
vor einer Schädigungsinitiierung beschreibt. Bei der hier verwendeten Mo-
dellierung mit einer Kohäsivzonenschicht von verschwindender Höhe muss
die Elementsteifigkeit einerseits so hoch sein, dass die Nachgiebigkeit der
Gesamtstruktur nicht durch Verformungen der Kohäsivzonenelemente beein-
flusst wird, andererseits darf die Steifigkeit nicht zu hoch sein, da sonst der
Rechenaufwand erheblich ansteigt (Lu et al., 2019). Wie in den Arbeiten von
Camanho et al. (2003) und Turon et al. (2007) beschrieben, ist ein Wert in der
Größenordnung von 106 N/mm3 bei der Betrachtung von Rissen in Schicht-
verbunden unter Mixed-Mode-Belastung geeignet. Dies wird auch durch die
Ergebnisse der in Abbildung 5.8a dargestellten Konvergenzstudie bestätigt,
weshalb für die Auswertungen in dieser Arbeit im Folgenden Ke = 106 N/mm3

verwendet wird.

Die Nichtlinearität des Kohäsivgesetzes der Kohäsivzonenelemente während
des Schädigungsprozesses führt zu starken Konvergenzproblemen bei der nu-
merischen Auswertung von Kohäsivzonenmodellierungen. Um diesem Problem
entgegenzuwirken, kann ein geeignet gewählter viskoser Regularisierungspara-
meter µ verwendet werden, wie in Chaboche et al. (2001), Yu et al. (2016) und
Sepasdar u. Shakiba (2020) beschrieben. Dabei wird dem Kohäsivgesetz eine
künstliche Viskosität hinzugefügt, welche die Konvergenzeigenschaften verbes-
sert, aber gleichzeitig die kritische Versagenslast aufgrund einer Erhöhung der
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(a) Konvergenzanalyse der Versagenslast
mit einem viskosen Regularisierungsparame-
ter von µ = 10−5 s und einer Anzahl von
Ne = 10 Elementen in der Prozesszone.

(b) Last-Verschiebungsdiagramm für eine
Klebverbindung mit einer Elementsteifigkeit
von Ke = 106 N/mm3 und einer Anzahl von
Ne = 10 Elementen in der Prozesszone.

Abbildung 5.8: Untersuchung des Einflusses der Elementsteifigkeit Ke und des viskosen
Regularisierungsparameters µ der Kohäsivzonenmodellierung auf die Versagenslast anhand
einer einschnittigen Überlappungsfügung aus Stahl und AV138 mit den Abmessungen
aus Tabelle 5.2.

Bruchzähigkeit überschätzt. Dieser Effekt zeigt sich in den Ergebnissen in Ab-
bildung 5.8b, wo mit zunehmendem viskosen Regularisierungsparameter die
kritische Last künstlich erhöht wird und der Lastabfall erst verzögert eintritt.
Als Kompromiss zwischen Konvergenzgüte und Ergebnisgenauigkeit wird in
den folgenden Auswertungen ein Regularisierungsparameter von µ = 10−5 s
verwendet.

5.4 Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird das in dieser Arbeit vorgestellte Auswerteverfahren
des gekoppelten Kriteriums der Finiten Bruchmechanik auf konkrete Kleb-
verbindungen angewendet. Die Auswertungen erfolgen sowohl analytisch mit
dem Verschiebungsansatz 3. Ordnung (AM3) als auch numerisch mit der
Finite-Elemente-Analyse (FEA) und werden mit den Ergebnissen der durch-
geführten Kohäsivzonenmodellierung (KZM) und mit Experimenten (EXP)
aus der Literatur verglichen. Die Auswahl der betrachteten Klebverbindungen
ergibt sich aus der Verfügbarkeit von Veröffentlichungen, in denen experi-
mentelle Versuchsergebnisse und bruchmechanische Kennwerte angegeben

99



Kapitel 5 Versagensanalyse von Klebverbindungen

Tabelle 5.1
Materialkennwerte der in diesem Abschnitt verwendeten Klebstoffe.

Einzelschicht E ν σc τc GIc GIIc

GPa − MPa N/mm

AV138 a 4,89 0,35 39,45 30,2 0,3 0,6
HysolEA9321 b 3,87 0,36 46,0 33,0 0,45 0,9
Redux 326 c 4,44 0,35 50,9 36,6 0,3 0,6
Loctite 330 d 0,88 0,15 35,0 20,2 0,12 0,24
a Materialkennwerte von da Silva et al. (2006) und Campilho et al. (2011).
b Materialkennwerte von da Silva et al. (2006) und da Silva et al. (2009b).
c Materialkennwerte von da Silva et al. (2009b) und Stein et al. (2015).
d Materialkennwerte von Goglio et al. (2008) und Stein (2018).

sind. Die in diesem Abschnitt verwendeten Klebstoffe sind in der Tabelle 5.1
aufgeführt. Es handelt sich um die Zweikomponentenklebstoffe AV138 und
Hysol EA 9321 auf Epoxidharzbasis sowie die Strukturklebstoffe Redux 326
und Loctite 330. Die Bruchzähigkeiten des Modus II, für die in der Literatur
keine Werte gefunden werden konnten, wurden über den Zusammenhang
GIIc = 2GIc ermittelt, wie er auch von Jung Lee et al. (2010) und Stein et al.
(2015) für hinreichend spröde Klebstoffe zugrunde gelegt wurde.

Im Folgenden werden zunächst am Beispiel einer einschnittigen Überlap-
pungsfügung die für die Auswertung mit der Finiten Bruchmechanik relevan-
ten Spannungen und Energiefreisetzungsraten dargestellt und ein Vergleich
zwischen den Ergebnissen der analytischen und numerischen Umsetzung
vorgenommen. Anschließend erfolgt die eigentliche Versagensanalyse an ver-
schiedenen Struktursituationen, wobei konkrete kritische Versagenslasten
und initiale Risslängen berechnet und mit entsprechenden Referenzlösungen
verglichen werden.

5.4.1 Ergebnisse zur Auswertung des gekoppelten
Kriteriums

Zentraler Bestandteil der Versagensanalyse mit dem gekoppelten Kriterium
der Finiten Bruchmechanik ist die iterative Auswertung des Spannungskri-
teriums und des Energiekriteriums. Daher werden in diesem Abschnitt die
Ergebnisse der für die Auswertung der beiden Kriterien relevanten Größen,
auf deren Grundlage die anschließende Versagensbewertung möglich ist, dar-
gestellt. Die Auswertungen erfolgen beispielhaft an der in Abbildung 5.9
dargestellten einschnittigen Überlappungsfügung, bestehend aus zwei mit
dem Klebstoff AV138 verbundenen Stahlfügepartnern unter Zugbelastung. Die

100



5.4 Ergebnisse
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Abbildung 5.9: Schematische Darstellung einer einschnittigen Überlappungsfügung von
Stahlfügepartnern, die mit dem Klebstoff AV138 verbunden sind.

Tabelle 5.2
Geometrische Abmessungen gemäß Abbildung 5.9 für die in diesem Abschnitt verwendete
einschnittige Überlappungsfügung in mm.

l h1 h2 t b lf

Standardkonfiguration 25 2 2 0,5 25 95

Materialkennwerte des Klebstoffs sind in Tabelle 5.1, die der Stahlfügepartner
in Tabelle 4.1 angegeben. Die Abmessungen der betrachteten Fügung sind
der Tabelle 5.2 zu entnehmen. Die Berechnung der für die general sandwich-
type-Modellierung erforderlichen Schnittgrößen erfolgt hier nach dem Konzept
von Talmon l’Armée et al. (2016). Das analytische Konzept berücksichtigt
einen nichtlinearen Zusammenhang zwischen der äußeren Belastung und den
Schnittgrößen aufgrund der starken Biegeverformungen, die bei einschnittigen
Überlappungsfügungen auftretenden.

Abbildung 5.10 zeigt die Ergebnisse der Schub- und Schälspannungen, die
in der linken Hälfte des Überlappungsbereichs bei −l/2 ≤ x ≤ 0 auftreten.
Aufgrund der Symmetrie der Struktur treten entsprechende Spannungsverläufe
auch in der rechten Hälfte der Überlappungsfügung auf. Die Spannungen
werden horizontal in der Mitte (m.) der Klebschicht sowie an der oberen
(o.) und unteren (u.) Schichtgrenze zwischen Klebschicht und Fügepartner
ausgewertet (Auswertepfade H1, H2 und H3 in Abbildung 4.5b). Im Vergleich
zu den Spannungen in der Klebschichtmitte ist zu erkennen, dass an der
oberen und unteren Schichtgrenze aufgrund der Bimaterialübergänge deutlich
höhere Spannungen auftreten. Dies ist sowohl in den analytischen als auch in
den numerischen Spannungsergebnissen erkennbar, die beide gut miteinander
übereinstimmen. Die Spannungen σ(o.)

zz und τ (o.)
xz an der oberen Schichtgrenze

sind aufgrund der zusätzlichen Kerbwirkung am Rand betragsmäßig am
größten, was eine Rissentstehung dort am ehesten erwarten lässt. Daher
werden die Spannungen an der oberen Schichtgrenze zur Auswertung des
Spannungskriteriums herangezogen.
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Abbildung 5.10: Spannungsverläufe der (a) Schälspannungen und (b) Schubspannungen
an den Schichtgrenzen zwischen Klebschicht und oberem bzw. unterem Fügepartner und in
der Klebschichtmitte für die in Abbildung 5.9 dargestellte Klebverbindung (Auswertepfade
H1, H2 und H3 in Abbildung 4.5b).

Für die Auswertung des Energiekriteriums wird die inkrementelle Energiefrei-
setzungsrate in Abhängigkeit von der betrachteten Risslänge benötigt. Wie
in Abschnitt 5.2.1 beschrieben, wird die Energiefreisetzungsrate in dieser Ar-
beit über das virtuelle Rissschließintegral berechnet, für dessen Auswertung
die bereits in Abbildung 5.10 dargestellten Spannungen der ungerissenen
Struktur und die Rissflankenverschiebungen der gerissenen Struktur benötigt
werden. Die Rissflankenverschiebungen sind in Abbildung 5.11a exemplarisch
für eine gerissene Klebverbindung mit einer Risslänge von 0,5mm dargestellt.
Abgebildet sind die Verläufe der horizontalen und vertikalen Rissflankenver-
schiebungen des oberen (o.) und unteren (u.) Rissufers aus den analytischen
und numerischen Berechnungen. Trotz der erkennbaren Unterschiede zeigen
die analytischen und numerischen Ergebnisse plausible Verschiebungsverläufe.
So ist erkennbar, wie die korrespondierenden Verschiebungen an der Rissspitze
noch genau übereinander liegen und mit zunehmendem Abstand von der Riss-
spitze auseinander laufen. Für das virtuelle Rissschließintegral sind dabei wie
aus den Gleichungen (5.3) und (5.4) ersichtlich nicht die absoluten Verschie-
bungswerte relevant. Stattdessen gehen die Differenzen der Verschiebungen in
das virtuelle Rissschließintegral ein, die den horizontalen und vertikalen Riss-
öffnungen entsprechen und in den analytischen und numerischen Ergebnissen
nahe beieinander liegen. Dementsprechend ergeben sich aus den Spannungen
an der Schichtgrenze und den Differenzen der Rissflankenverschiebungen die
in Abbildung 5.11b dargestellten Energiefreisetzungsraten. Qualitativ zeigen
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Abbildung 5.11: Darstellung der horizontalen und vertikalen Rissflankenverschiebungen
eines 0,5mm langen Risses zwischen der Klebschicht und dem oberen Fügepartner sowie
der inkrementellen Energiefreisetzungsraten in Abhängigkeit von der Risslänge für die in
Abbildung 5.9 dargestellte Klebverbindung.

sowohl die analytisch als auch die numerisch ermittelten Kurven aller drei
Energiefreisetzungsraten die in Abschnitt 5.2.1 beschriebenen charakteristi-
schen Verläufe. Die inkrementelle Gesamtenergiefreisetzungsrate Ḡges zeigt
mit zunehmender Risslänge zunächst ein lokales Maximum aufgrund der
Energiefreisetzungsrate ḠI und nach kurzem Abfall wieder einen weiteren
Anstieg aufgrund der Zunahme der Energiefreisetzungsrate ḠII. Die anfäng-
liche Dominanz des Rissöffnungsmodus I ist im Wesentlichen auf die im
Vergleich zu den Schubspannungen deutlich höheren Schälspannungsverläufe
zurückzuführen. Die erkennbaren Abweichungen zwischen den analytischen
und numerischen Ergebnissen hängen dort maßgeblich von der Approximation
der hohen Randspannungen ab und liegen bei etwa 10%. Mit zunehmender
Risslänge nimmt jedoch der Einfluss der lokalen Spannungsspitzen auf die in-
krementellen Energiefreisetzungsraten ab und die Abweichungen zwischen den
Kurven aus der analytischen und numerischen Berechnung werden geringer.

5.4.2 Versagensanalyse einschnittiger Stahlfügungen

Auf Basis der Ausführungen aus Abschnitt 5.4.1 wird im Folgenden die
vorgestellte Versagensanalyse auf verschiedene Stahlfügungen angewendet.
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Dabei wird das Versagensverhalten von einschnittigen Überlappungsfügungen
unter Zugbelastung und deren Abhängigkeit von verschiedenen geometrischen
Parametern untersucht. Die Materialkennwerte von Stahl sind der Tabelle 4.1
zu entnehmen.

Parameterstudien mit der Finiten Bruchmechanik

Zunächst erfolgt in Abbildung 5.12 eine Auswertung der analytischen und nu-
merischen Ergebnisse des gekoppelten Kriteriums der Finiten Bruchmechanik.
Analysiert wird der Einfluss der Klebschichtdicke und der Überlappungslänge
auf die kritischen Versagenslasten und die initialen Risslängen. In Abbildung
5.12a wird die Versagenslast von mit dem Klebstoff AV138 verbundenen
Stahlfügepartnern in Abhängigkeit von der Dicke der Klebschicht ausgewertet.
Es ist zu erkennen, dass mit zunehmender Klebschichtdicke die kritische Versa-
genslast, bei der die Klebverbindung versagt, kontinuierlich abnimmt. Dieses
auch als Klebschichtdickeneffekt bezeichnete Phänomen zeigt sich sowohl
bei der analytischen als auch bei der numerischen Auswertung der Finiten
Bruchmechanik. Die initialen Risslängen zeigen einen diskontinuierlichen
Verlauf. So lassen sich die Kurven der Risslängen in Abhängigkeit von der
Klebschichtdicke in zwei Bereiche einteilen: einen Bereich größerer Risslängen,
die mit zunehmender Klebschichtdicke abnehmen, und einen Bereich kleine-
rer Risslängen, die mit zunehmender Klebschichtdicke leicht zunehmen. Der
Grund für das Auftreten der beiden Bereiche liegt in dem in Abbildung 5.4
dargestellten nicht monotonen Verlauf der Energiefreisetzungsrate. Während
bei dünneren Klebschichten der in Abbildung 5.4 dargestellte Bereich R mit
vergleichsweise großen Risslängen versagensrelevant ist, ist es bei dickeren
Klebschichten der Bereich L, in dem kleine Risslängen vorliegen. Bezogen auf
das in Abbildung 5.5 dargestellte Optimierungsverfahren gilt demnach für
dünnere Klebschichten Fc = FR und für dickere Klebschichten Fc = FL für
die kritische Versagenslast. Die maximale Abweichung zwischen den analyti-
schen und numerischen Ergebnissen liegt bei 5%. Vorhandene Abweichungen
lassen sich im Wesentlichen durch Abweichungen in den Verläufen der Ener-
giefreisetzungsrate erklären, die in Abbildung 5.11b dargestellt sind. Dort ist
zu erkennen, dass die analytischen Ergebnisse der Energiefreisetzungsraten
überwiegend oberhalb der numerischen Ergebnisse liegen. Dementsprechend
sind die analytisch berechneten Versagenslasten etwas geringer als die nume-
rischen. Die leicht unterschiedlichen Werte der Klebschichtdicken, bei denen
sich die analytischen und numerischen Risslängen sprunghaft ändern, sind
ebenfalls auf die Unterschiede in den Energiefreisetzungsraten zurückzuführen.
An den Stellen, an denen die Sprünge in den Risslängen auftreten, zeigen
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(c) Einschnittige Überlappungsfügung mit
den Abmessungen: l = b = 25mm, h1 = h2 =
2mm, lf = 95mm.

(d) Einschnittige Überlappungsfügung mit
den Abmessungen: l = 12,7mm, b = 25mm,
h1 = h2 = 1,6mm, lf = 88.9mm.

Abbildung 5.12: Vergleich der mit dem gekoppelten Kriterium berechneten analytischen
(AM3) und numerischen (FEA) Versagenslasten und initialen Risslängen verschiedener
einschnittiger Überlappungsfügungen in Abhängigkeit von der Klebschichtdicke bzw. der
Überlappungslänge. Die Abmessungen beschreiben die Klebverbindung wie in Abbildung
3.3 dargestellt.
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die Versagenslasten einen Knick, der ebenfalls darauf hinweist, dass sich der
versagensrelevante Bereich in der Kurve der Energiefreisetzungsrate geändert
hat. Die gleichen Erkenntnisse lassen sich aus den Ergebnissen in den Abbil-
dungen 5.12c und 5.12d ziehen, in denen die Klebstoffe Hysol EA 9321 und
Loctite 330 verwendet wurden. Auch hier wird der Klebschichtdickeneffekt
wiedergegeben.

In Abbildung 5.12b wird der Einfluss der Länge des Überlappungsbereichs
auf das Versagensverhalten an einer mit dem Klebstoff Redux 326 gefügten
Klebverbindung gezeigt. Es ist zu erkennen, dass die kritische Versagenslast
mit zunehmender Überlappungslänge ansteigt. Dies ist aufgrund der größeren
Klebefläche, über welche die Lastübertragung zwischen den Fügepartnern
erfolgt, anschaulich nachvollziehbar. Wie bereits in Abbildung 4.13 veran-
schaulicht, nehmen die Spannungsspitzen in der Klebschicht mit zunehmender
Überlappungslänge ab und der Versagensfall tritt erst bei höheren Lasten
ein. Ein Sprung im Verlauf der initialen Risslängen ist bei einer Änderung
der Überlappungslänge nicht zu beobachten. Der Grund hierfür ist, dass die
Position des lokalen Maximums im Verlauf der Energiefreisetzungsrate in Ab-
bildung 5.4, die, wie von Weißgraeber (2014) untersucht, einen entscheidenden
Einfluss auf den Versagensfall hat, hauptsächlich von der Klebschichtdicke
und nicht von der Überlappungslänge abhängt.

Grundsätzlich lässt sich festhalten, dass die analytischen und numerischen
Ergebnisse der Finiten Bruchmechanik eine sehr gute Übereinstimmung auf-
weisen. Die größte Abweichung der Versagenslasten liegt im Bereich von 5%,
wobei die analytische Lösung meist etwas konservativer ist. Damit zeigt sich
für die analytische Modellierung, wie schon bei den Ergebnissen aus Kapitel
4, die Eignung der gewählten Schubdeformationstheorie 1. Ordnung für die
Fügepartner und des gewählten Verschiebungsansatzes 3. Ordnung für die
Klebschicht. Der Einfluss, den die Ansatzordnung der Klebschichtverschie-
bungen auf die Versagenslasten hat, ist in Abbildung 5.13 exemplarisch für
die Stahl-AV138-Stahl-Fügung aus Abbildung 5.12a dargestellt. Wie bereits
im Kapitel 4 in Abbildung 4.10b gezeigt, führt eine niedrigere Ansatzordnung
zu einer schlechteren Approximation der Spannungsspitzen am Rand des
Überlappungsbereichs. Die Auswirkungen auf die Versagenslasten und die
resultierenden initialen Risslängen sind in den Abbildungen 5.13a und 5.13b
dargestellt. Es zeigt sich, dass die mit dem linearen Verschiebungsansatz
berechneten Versagenslasten mit zunehmender Klebschichtdicke deutlich von
den numerischen Ergebnissen abweichen. Bei Verwendung des quadratischen
Verschiebungsansatzes sind die Abweichungen dagegen deutlich geringer,
ebenso wie bei der Wahl eines Ansatzes 3. oder 4. Ordnung, für die die
Ergebnisse genau aufeinander liegen. Das deutet darauf hin, dass eine weitere

106



5.4 Ergebnisse

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
7

8

9

10

Klebschichtdicke t in mm −→

K
ri

t.
V

er
sa

ge
ns

la
st

F
c

in
kN
−→

F
(AM3)
c

F
(AM1)
c

F
(AM2)
c

F
(AM4)
c

F
(FEA)
c

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
0

0,5

1

1,5

2

2,5

Klebschichtdicke t in mm −→

In
it

.
R

is
sl

än
ge

∆
a

c
in

m
m
−→

∆a
(AM3)
c

∆a
(AM1)
c

∆a
(AM2)
c

∆a
(AM4)
c

∆a
(FEA)
c

(a) Verläufe der kritischen Versagenslasten (b) Verläufe der initialen Risslängen

Abbildung 5.13: Darstellung des Einflusses der Ansatzordnung des in dieser Arbeit
eingeführten analytischen Verschiebungsansatzes für die Klebschicht auf die mit der
Finiten Bruchmechanik berechneten (a) Versagenslasten und (b) Risslängen.

Erhöhung der Ansatzordnung keine weiteren Verbesserungen bringen würde.
Die Betrachtung der Risslängen in Abbildung 5.13b liefert eine Erklärung
für die sichtbaren Abweichungen der mit dem linearen Ansatz berechneten
Versagenslasten. Demnach nimmt mit zunehmender Klebschichtdicke die
Übereinstimmung der analytisch berechneten Risslängen mit der numeri-
schen Lösung ab und der charakteristische sprunghafte Abfall der Risslängen
tritt nicht auf. Dies ist auf eine unzureichende Approximation der Spannun-
gen zurückzuführen, wie bereits in Abbildung 4.10b anhand einer anderen
Klebverbindung gezeigt, wodurch sich kein lokales Maximum in der Ener-
giefreisetzungsrate ausbildet, sodass der kritische Bereich stets bei großen
Risslängen liegt. Ähnliches ist auch bei den mit dem quadratischen Verschie-
bungsansatz berechneten Ergebnissen zu erkennen. Der in Abbildung 5.4 als
Bereich L eingeführte Teil der Energiefreisetzungsratenkurve vor dem lokalen
Maximum wird in der Optimierungsrechnung aufgrund der unzureichenden
Approximation der Spannungsergebnisse nicht richtig erfasst. Ab der Verwen-
dung des Ansatzes 3. Ordnung sind die Übereinstimmungen hingegen auch
bei den Risslängen sehr gut, mit Abweichungen von unter 5%.

Vergleich mit Referenzlösungen

Um die zuvor dargestellten Ergebnisse der Versagensanalyse mit der Finiten
Bruchmechanik realistisch einordnen zu können, werden diese im Folgenden
mit numerischen und experimentellen Referenzlösungen verglichen. Die nu-
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merischen Referenzlösungen wurden mit der in Abschnitt 5.3 beschriebenen
Kohäsivzonenmodellierung berechnet. Die experimentellen Ergebnisse stam-
men aus den Veröffentlichungen von da Silva et al. (2004), da Silva et al.
(2006) und Castagnetti et al. (2011), die Parameterstudien an einschnittigen
Überlappungsfügungen aus hochfesten Stahlfügepartnern mit den in Tabelle
5.1 angegebenen spröden Klebstoffen durchgeführt haben. Da die Ermittlung
einer initialen Risslänge, die das Versagen der Klebverbindung einleitet, bei
der Kohäsivzonenmodellierung und bei experimentellen Versuchen aufgrund
der schnellen Ausbreitung des Risses nicht möglich ist, werden in Abbil-
dung 5.14 nur die kritischen Versagenslasten verglichen. Bei den betrachteten
Klebverbindungen handelt es sich um die bereits in Abbildung 5.12 mit der
Finiten Bruchmechanik ausgewerteten Klebverbindungen. Die Ergebnisse in
Abbildung 5.14a zeigen durchweg eine sehr gute Übereinstimmung mit den
Ergebnissen der Kohäsivzonenmodellierung und den Experimenten bei maxi-
malen Abweichungen von 7-8%. Auch der Klebschichtdickeneffekt zeigt sich
in den Referenzlösungen in ähnlicher Form. Bei der Auswertung des Einflus-
ses der Überlappungslänge in Abbildung 5.14b zeigen die Referenzlösungen
ähnlich wie die Ergebnisse der Finiten Bruchmechanik einen Anstieg der
Versagenslast mit zunehmender Überlappungslänge. Größere Abweichungen
ergeben sich lediglich bei der größten untersuchten Überlappungslänge für das
Ergebnis der Kohäsivzonenmodellierung, wie bereits in der Auswertung von
Stein (2018) festgestellt. Die Ergebnisse der mit Hysol EA 9321 verklebten
Struktur in Abbildung 5.14c ähneln denen der Stahl-AV138-Stahl-Fügung. Die
höhere Bruchzähigkeit von Hysol EA 9321 führt zu vergleichsweise höheren
Versagenslasten. Die mit dem gekoppelten Kriterium der Finiten Bruchmecha-
nik berechneten Ergebnisse liegen bei dickeren Klebschichten etwas über dem
Streubereich der Experimente. In Abbildung 5.14d sind die Versagenslasten
der mit Loctite 330 gefügten Klebverbindung dargestellt. Es fällt auf, dass
die Ergebnisse der Finiten Bruchmechanik bei geringen Klebschichtdicken
zum Teil deutlich von den experimentellen Ergebnissen abweichen, mit Ab-
weichungen von bis zu 20%. Diese starken Abweichungen sind auf die hier
verwendeten Bruchzähigkeiten zurückzuführen, die nicht wie in den anderen
Literaturquellen experimentell bestimmt wurden. Stattdessen wurden sie aus
der Arbeit von Stein (2018) übernommen, wo sie mit einer Methode der
minimalen Abweichungen zwischen den experimentellen Werten und der dort
verwendeten analytischen Modellierung ermittelt wurden. Dementsprechend
wurden die Werte der Bruchzähigkeiten speziell für die analytische Model-
lierung von Stein (2018) hergeleitet. Da hier jedoch eine andere analytische
Modellierung verwendet wird, sind die Bruchzähigkeiten nur bedingt geeignet
und gewisse Abweichungen zu den Experimenten erwartbar. Die Eignung der
hier vorgestellten Modellierung wird aber grundsätzlich bestätigt, da bei der
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(a) Einschnittige Überlappungsfügung mit
den Abmessungen: l = b = 25mm, h1 = h2 =
2mm, lf = 95mm. Die experimentellen Ergeb-
nisse entstammen da Silva et al. (2006).

(b) Einschnittige Überlappungsfügung mit
den Abmessungen: b = 25mm, t = 0,12mm,
h1 = h2 = 1,5mm. Die Gesamtlänge der Fü-
gepartner ist jeweils 94 mm. Die experimen-
tellen Ergebnisse entstammen da Silva et al.
(2004).
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(c) Einschnittige Überlappungsfügung mit
den Abmessungen: l = b = 25mm, h1 = h2 =
2mm, lf = 95mm. Die experimentellen Ergeb-
nisse entstammen da Silva et al. (2006).

(d) Einschnittige Überlappungsfügung mit
den Abmessungen: l = 12,7mm, b = 25mm,
h1 = h2 = 1,6mm, lf = 88.9mm. Die experi-
mentellen Ergebnisse entstammen Castagnet-
ti et al. (2011).

Abbildung 5.14: Vergleich der analytisch (AM3) und numerisch (FEA) ermittelten
kritischen Versagenslasten des gekoppelten Kriteriums mit denen der Kohäsivzonenmo-
dellierung (KZM) und mit Experimenten (EXP) anhand verschiedener einschnittiger
Überlappungsfügungen in Abhängigkeit von der Klebschichtdicke bzw. der Überlap-
pungslänge. Die Abmessungen beschreiben die Klebverbindung wie in Abbildung 3.3
dargestellt.
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Kohäsivzonenmodellierung die gleichen Bruchzähigkeiten wie bei der Auswer-
tung der Finiten Bruchmechanik verwendet wurden und die Ergebnisse der
Kohäsivzonenmodellierung sehr gut mit denen der Finiten Bruchmechanik
übereinstimmen.

Die vorgestellten Ergebnisse der Finiten Bruchmechanik zeigen bis auf wenige
erklärbare Ausnahmen eine sehr gute Übereinstimmung mit den Referenz-
lösungen und liegen überwiegend im Bereich der experimentellen Streuungen.
Die Diagramme bestätigen so das in dieser Arbeit vorgestellte Auswertever-
fahren der Finiten Bruchmechanik und die Modellierung der Klebverbindung.
Weiterhin werden die Anwendung der general sandwich-type-Modellierung und
die verwendete Schnittgrößenberechnung durch die Ergebnisse bestätigt. Die
Rechenzeit der analytischen Auswertung der Finiten Bruchmechanik beträgt
exemplarisch für das Ergebnis aus Abbildung 5.14a mit einer Klebschichtdicke
von t = 0.5mm eine Minute. Die Rechenzeit der numerischen Auswertung
der Finiten Bruchmechanik liegt dagegen bei etwa 10 Minuten und die der
Kohäsivzonenmodellierung sogar über einer Stunde. Damit eignet sich das
vorgestellte Auswerteverfahren der Finiten Bruchmechanik auch aufgrund
seiner Effizienz für den Einsatz bei Versagensbewertungen in der Praxis.

5.4.3 Versagensanalyse verstärkter Betonstrukturen

Im Folgenden wird die Versagensanalyse auf weitere relevante Klebefügungen
und Lastfälle angewendet, um ihre vielseitige Anwendbarkeit zu demonstrie-
ren. Dazu werden mit CFK verstärkte Betonstrukturen untersucht, die in der
Praxis häufig zur Sicherung von Betonträgern, an denen sich bereits Risse
gebildet haben, eingesetzt werden. In Abbildung 5.15a sind die Ergebnisse
für einen auf Zug beanspruchten Betonträger dargestellt, der durch einen
Epoxidharzkleber mit einer CFK-Verstärkung aus T300 verbunden ist. Die
Materialkennwerte von Beton und Epoxy sind in der Tabelle 4.1 und die von
T300 in der Tabelle 4.2 angegeben. Als zu überprüfender Versagensfall wird
hier das Ablösen der Verstärkung vom Betonfügepartner durch die Bildung
von Rissen an den Bimaterialkerben zwischen Beton und Epoxy betrachtet.
Da Beton aufgrund seiner geringen Zugfestigkeit unter Zugbeanspruchung
besonders versagensanfällig ist, werden anstelle des Klebstoffs die Festigkeiten
und Bruchzähigkeiten des Betons für die Analyse mit dem gekoppelten Kriteri-
um der Finiten Bruchmechanik verwendet. Basierend auf der Veröffentlichung
von Grégoire et al. (2013) werden die Festigkeiten σc = τc = 3, 9MPa und die
Bruchzähigkeiten GIIc = 2GIc = 0, 0852 N/mm verwendet. Als konservative
Annahme wird die Schubfestigkeit mit der Zugfestigkeit gleichgesetzt. Die
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(a) Analyse unter mechanischer Beanspru-
chung

(b) Analyse unter thermischer Beanspru-
chung

Abbildung 5.15: Mechanische und thermische Versagensanalyse von Verstärkungspflas-
tern in Abhängigkeit von der Klebschichtdicke mit den Abmessungen: l = b = 100mm,
10h1 = h2 = 20mm, lf = 50mm. Die Länge lf entspricht hier jeweils der Länge der nicht
verklebten Enden des unteren Fügepartners.

berechneten Ergebnisse in Abbildung 5.15a zeigen, dass der Einfluss der
Klebschichtdicke auf die kritischen Versagenslasten gering ist und diese mit
zunehmender Klebschichtdicke nur geringfügig ansteigen. Die Übereinstim-
mung zwischen analytischen und numerischen Ergebnissen ist sowohl für die
Versagenslasten als auch für die Risslängen gut. Die maximale Abweichung der
Versagenslasten liegt im Bereich von 6%. Die Versagenslast von Fc = 63 kN
bei einer Klebschichtdicke von 1mm entspricht einer mittleren Spannung von
31,5MPa, die auf den Betonträger wirkt und etwa dem Achtfachen der Zug-
festigkeit des Betons entspricht. Folglich wird bei dem Verstärkungspflaster
zunächst ein Versagen der Betonstruktur eintreten, bevor es zu einem Ablö-
sen der Verstärkung kommt. Das Verstärkungspflaster erfüllt somit seinen
Zweck.

In Abbildung 5.15b wird die gleiche Struktur unter thermischer Belastung
untersucht. Auch hier wird das Versagen zwischen Betonfügepartner und
Klebschicht betrachtet, jedoch in Abhängigkeit von einer kritischen Tem-
peraturänderung anstelle einer kritischen mechanischen Versagenslast. Das
gekoppelte Kriterium der Finiten Bruchmechanik wird entsprechend für die
Analyse eines thermischen Versagensfalles angepasst und liefert eine kritische
Temperaturänderung bezogen auf einen spannungsfreien Zustand der Struktur
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bei Raumtemperatur. Die Ergebnisse zeigen, dass die kritische Temperaturän-
derung mit zunehmender Klebschichtdicke abnimmt. Die Übereinstimmung
zwischen analytischen und numerischen Ergebnissen der Temperaturände-
rungen ist zufriedenstellend mit einer maximalen Abweichung von 15% bei
sehr dünnen Klebschichten. Die Abweichung der Risslängen ist noch deutlich
geringer. Temperaturänderungen von 60K bis 100K werden in eher seltenen
Fällen nur unter extremen Bedingungen erreicht (Almasaeid et al., 2022),
sodass ein thermisches Versagen des Verstärkungspflasters nicht zu erwarten
ist. Es ist aber durchaus möglich, dass bei anderer Wahl der geometrischen Pa-
rameter und bei Überlagerung von mechanischer und thermischer Belastung
praxisrelevante kritische Fälle auftreten.
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Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein neues analytisches Modell zur strukturmechani-
schen Analyse der Lastübertragung von Klebverbindungen entwickelt. Auf-
bauend auf dieser Modellierung wurde ein geeignetes Konzept zur bruchme-
chanischen Versagensbewertung von Klebverbindungen erstellt und in Form
eines Optimierungsalgorithmus implementiert.

Der Schwerpunkt bei der strukturmechanischen Analyse lag dabei auf der
Entwicklung einer analytischen Modellierung, die es erlaubt, das mit zuneh-
mender Klebschichtdicke komplexer werdende Verformungsverhalten in der
Klebschicht korrekt zu erfassen. Im Gegensatz zu bestehenden sogenann-
ten weak-interface-Ansätzen wurde ein durch Verschiebungsterme höherer
Ordnung erweiterter Verschiebungsansatz in der Klebschicht vorgestellt. Die
zusätzlichen Verschiebungsterme enthalten Polynomfunktionen, die zusätz-
liche Verformungsmoden der Klebschicht, gewichtet mit neu eingeführten
Verformungsfunktionen, beinhalten und somit eine genauere Abbildung des
Deformationszustandes der Klebschicht infolge äußerer Beanspruchungen
ermöglichen. Zugrunde gelegt wurde eine general sandwich-type-Modellierung,
mit der sich die Klebverbindung auf den Überlappungsbereich reduzieren
lässt. Ausgehend von den Grundgleichungen der linearen Elastizitätstheorie
wurde unter Anwendung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials
ein Differentialgleichungssystem zur Bestimmung der Spannungs- und Ver-
schiebungslösungen hergeleitet. Anschließend wurden mit der entwickelten
Modellierung für konkrete Fügekonfigurationen unter mechanischen und ther-
mischen Belastungen Auswertungen durchgeführt, die stets mit numerischen
Referenzlösungen verglichen wurden. Anhand von einschnittigen Überlap-
pungsfügungen unter Zugbeanspruchung wurden die Vorteile der vorgestell-
ten Modellierung gegenüber bestehenden analytischen Modellen sowie die
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Notwendigkeit eines Ansatzes höherer Ordnung bei zunehmender Klebschicht-
dicke aufgezeigt. Neben einschnittigen Überlappungsfügungen wurden auch
verschiedene andere Fügekonfigurationen und Lastfälle untersucht und die je-
weiligen Ergebnisse anschaulich interpretiert. Die Untersuchung einschnittiger
Überlappungsfügungen zeigte deutlich, wie eine Verlängerung des Überlap-
pungsbereichs zu einer Reduzierung der Spannungen in der Klebschicht führt.
Darüber hinaus bewirkte die Verwendung dickerer Klebschichten mit geringe-
rer Steifigkeit eine gleichmäßigere Spannungsverteilung und eine Abnahme
der Spannungsspitzen, die am Rand des Überlappungsbereichs auftreten. Die
analytischen Ergebnisse zeigen dabei stets eine sehr gute Übereinstimmung
mit den Ergebnissen der numerischen Vergleichsrechnungen.

Die daran anknüpfende Versagensbewertung erfolgte mit Hilfe des gekop-
pelten Spannungs- und Energiekriteriums der Finiten Bruchmechanik mit
dem Ziel, für verschiedene Klebverbindungen die kritischen Lasten und die
initialen Risslängen zu bestimmen. Die hierfür erforderliche Rissmodellierung
fand in der analytischen Umsetzung durch eine Modifikation des zuvor für die
ungerissene Verbindung entwickelten Verschiebungsansatzes der Klebschicht
statt. Die Modellansätze für den gerissenen und den ungerissenen Bereich
der Klebverbindung wurden durch Übergangsbedingungen, die sich aus dem
Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials herleiten ließen, miteinander
verbunden. Damit konnten die Verläufe der Spannungen der ungerissenen
Verbindung und der Rissflankenverschiebungen der gerissenen Verbindung
berechnet und die inkrementelle Energiefreisetzungsrate durch die Auswer-
tung des Rissschließintegrals ermittelt werden. Vergleichsrechnungen mit der
Finite-Elemente-Methode lieferten dabei sehr ähnliche Ergebnisse. Anschlie-
ßend wurde ein Optimierungsalgorithmus entwickelt, mit dem sich, unter
Verwendung der Ergebnisse der Spannungen und Energiefreisetzungsraten,
das gekoppelte Kriterium der Finiten Bruchmechanik auswerten lässt. Die
daraus resultierenden Ergebnisse wurden mit Referenzlösungen verglichen.
Zunächst erfolgte ein Vergleich der analytischen mit der numerischen Um-
setzung des gekoppelten Kriteriums, wobei die vorteilhafte Anwendung des
Verschiebungsansatzes höherer Ordnung für die Klebschicht auch für die
Versagensbewertung bestätigt werden konnte. Vergleiche mit den Ergebnis-
sen einer Kohäsivzonenmodellierung und den Ergebnissen experimenteller
Untersuchungen bestätigten weiterhin die Anwendbarkeit des gekoppelten
Kriteriums auf den hier untersuchten Versagensfall der Rissinitiierung in
Klebverbindungen. In Parameterstudien zeigte die analytische Modellierung
eine korrekte Abbildung des Klebschichtdickeneffekts und eine zu erwartende
Abnahme der Versagenslast bei Verkürzung des Überlappungsbereichs.
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6.2 Ausblick

Der zentrale Vorteil einer analytischen Modellierung liegt in der deutlich hö-
heren Effizienz im Vergleich zu Finite-Elemente-Analysen oder Experimenten,
wodurch sie sich besonders für die Vorauslegung und Strukturoptimierung
von Klebverbindungen eignet. Um eine einfache analytische Beschreibung
zu ermöglichen, werden vereinfachende Modellannahmen entsprechend der
betrachteten Struktursituation getroffen. Hierdurch wird aber auch die An-
wendbarkeit des Modells eingeschränkt, sodass im Folgenden mögliche Erwei-
terungen der in dieser Arbeit vorgestellten Modellierung aufgezeigt werden.

Bei dem vorliegenden Modell werden Klebverbindungen unter der Annahme
eines ebenen Verzerrungszustandes und linear-elastischen Materialverhaltens
betrachtet. Dies erweist sich insbesondere bei der Betrachtung hochfester
Fügepartner mit sprödem Klebstoff als sehr geeignet. Nichtlinear-elastisches
und plastisches Materialverhalten werden nicht berücksichtigt, wobei eine
entsprechende Erweiterung des Materialmodells die Anwendbarkeit der Mo-
dellierung noch weiter verbessern würde. Die Fügepartner wurden als isotrop
oder transversal isotrop modelliert. Eine Erweiterung der Modellierung auf
orthotrope Fügepartner oder Laminate ist mit geringem Aufwand möglich.
Hierdurch würde die Modellierung insbesondere für den Einsatz im Flugzeug-
bau noch attraktiver werden. Die Anwendung der Schubdeformationstheorie
1. Ordnung liefert für die in dieser Arbeit betrachteten Strukturen sehr gute
Ergebnisse, setzt aber eine ausreichende Schlankheit der Fügepartner voraus.
Für dickere, schubweichere Fügepartner ist eine Erweiterung der Modellierung
auf die Anwendung der Schubdeformationstheorie 3. Ordnung nach Reddy
(2003) mit ähnlicher Implementierung sinnvoll. Bei der Modellierung der Kleb-
schicht konnte durch die hier verwendeten Polynomterme höherer Ordnung
eine erfolgreiche Erweiterung des weak-interface-Ansatzes für dickschichtige
Klebverbindungen erreicht werden. Alternative Ansätze, beispielsweise auf
Basis trigonometrischer Funktionen, wurden in dieser Arbeit nicht untersucht,
könnten aber zu einer weiteren Verbesserung der Abbildung des Verformungs-
verhaltens beitragen. Darüber hinaus ist auch eine Zerlegung der Klebschicht
in mehrere Teilschichten mit jeweils eigenen Ansätzen denkbar, wie dies in
der Arbeit von Weißgraeber (2014) erfolgt ist. Anstelle von linearen Ansätzen
könnten in den Teilschichten die in dieser Arbeit vorgestellten kubischen
Ansätze verwendet werden und es bestünde die Möglichkeit einer gezielten
Verfeinerung des Ansatzes in einzelnen stark beanspruchten Bereichen der
Klebschicht. Um Biegeeffekte, die in einschnittigen Überlappungsfügungen
auftreten, auszuschließen ist auch eine Betrachtung von zweischnittigen Über-
lappungsfügungen von Relevanz. Für eine analytische Untersuchung bedarf
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es einer entsprechenden Modifikation der general sandwich-type-Modellierung
auf zwei Klebschichtbereiche und drei Fügepartner. Von praktischem Interesse
ist auch die analytische Untersuchung der in Abschnitt 3.3.2 vorgestellten
konstruktiven Mechanismen zur Reduzierung von Spannungsspitzen am Rand
der Klebverbindung, wie zum Beispiel eine mit dem general sandwich-type-
Ansatz kompatible Modellierung von Klebkehlen und deren Einfluss auf die
Versagensanalyse.

Die in dieser Arbeit durchgeführte Versagensbewertung betrachtet ausschließ-
lich das Versagen von Klebverbindungen durch klebschichtseitigen Grenz-
schichtbruch infolge Rissbildung zwischen Klebschicht und Fügepartner. Je
nach Material der Fügepartner ist Versagen aber auch durch die Rissbildung
in den Fügepartnern und bei Laminaten durch Delaminationsrisse möglich.
Durch die Berücksichtigung weiterer Versagensarten kann eine noch allge-
meingültigere Versagensbewertung erreicht werden. Die Ergebnisse hängen
ebenfalls von dem hier gewählten elliptischen Spannungskriterium und dem
zugrunde gelegten Energiekriterium nach Griffith ab, für die auch andere
existierende Kriterien in Betracht gezogen werden können. Bei Verwendung
eines Interaktionsgesetzes für das Energiekriterium wäre beispielsweise eine
klare Zuweisung des versagensrelevanten Rissöffnungsmodus möglich.
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Anhang A

Differentialgleichungssystem

Detaillierte Darstellung des Differentialgleichungssystems (A.1) mit den zuge-
hörigen Randbedingungen (A.2) für die in Kapitel 4 dieser Arbeit vorgestellte
Modellierung von Klebverbindungen. Die Gleichungen sind beispielhaft für
den in Gleichung (4.26) und (4.27) dargestellten kubischen Verschiebungs-
ansatz über die Klebschichtdicke hergeleitet.

[
0 A
I 0

]
Ψ′ +

[
C B
0 −I

]
Ψ =

[
d
0

]
(A.1)

[
D A

]
Ψ = r + rT (A.2)

Die in den Differentialgleichungen und Randbedingungen auftretenden Un-
termatrizen A, B, C und D sowie die Vektoren d, r und rT sind in den
Gleichungen (A.3) bis (A.10) angegeben.

A =



a1 0 a2 a3 0 a4 a5 0 a6 0
0 a7 0 0 a8 0 0 a9 0 a10
a2 0 a11 a12 0 a13 a2 0 a14 0
a3 0 a12 a15 0 a16 a5 0 -a6 0
0 a8 0 0 a17 0 0 a9 0 -a10
a4 0 a13 a16 0 a18 a16 0 a19 0
a5 0 a2 a5 0 a16 a20 0 0 0
0 a9 0 0 a9 0 0 a21 0 0
-a6 0 -a14 a6 0 -a19 0 0 a22 0
0 -a10 0 0 a10 0 0 0 0 a23


(A.3)
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B =



0 b1 0 0 b2 0 0 b3 0 0
-b1 0 b4 b2 0 b5 b3 0 0 0
0 -b4 0 0 -b6 0 0 b7 0 0
0 -b2 0 0 -b1 0 0 -b3 0 0
-b2 0 b6 b1 0 b8 -b3 0 0 0
0 -b5 0 0 -b8 0 0 b9 0 0
0 -b3 0 0 b3 0 0 0 0 b10
-b3 0 -b7 b3 0 -b9 0 0 b10 0
0 0 0 0 0 0 0 b10 0 0
0 0 0 0 0 0 b10 0 0 0


(A.4)

C =



c1 0 c2 -c1 0 c3 0 0 0 0
0 c4 0 0 -c4 0 0 0 0 0
c2 0 c5 -c2 0 c6 0 0 0 0
-c1 0 -c2 c1 0 -c3 0 0 0 0
0 -c4 0 0 c4 0 0 0 0 0
c3 0 c6 -c3 0 c7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 c8 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 c9 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 c10 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 c11


(A.5)

D =



0 d1 0 0 -d1 0 0 d2 0 0
-d3 0 d4 d3 0 d5 d6 0 0 0
0 -d7 0 0 d7 0 0 d8 0 0
0 d1 0 0 -d1 0 0 -d2 0 0
-d3 0 d9 d3 0 d10 -d6 0 0 0
0 -d11 0 0 d11 0 0 d12 0 0
0 -d2 0 0 d2 0 0 0 0 d13
-d6 0 -d14 d6 0 -d15 0 0 d16 0
0 0 0 0 0 0 0 d13 0 0
0 0 0 0 0 0 d16 0 0 0


(A.6)

d =
[
0 e12 0 0 -e12 0 0 0 0 0

]T
(A.7)
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rT =
[
rT1 0 rT2 rT3 0 rT4 rT5 0 0 0

]T
(A.8)

r
∣∣
x=−l/2 =

[
N11 Q11 M11 N21 Q21 M21 0 0 0 0

]T
(A.9)

r
∣∣
x=l/2 =

[
N12 Q12 M12 N22 Q22 M22 0 0 0 0

]T
(A.10)

Die einzelnen Matrizen- und Vektoreinträge sind im Folgenden aufgelistet:

e1 = E(1)h1

E(a)∗
(

1−ν(1)2) e2 = E(2)h2

E(a)∗
(

1−ν(2)2) , e3 = κ(1)E(1)h1

2E(a)∗(1+ν(1))
,

e4 = κ(2)E(2)h2

2E(a)∗(1+ν(2))
, e5 = E(1)h3

1

12E(a)∗
(

1−ν(1)2) , e6 = E(2)h3
2

12E(a)∗
(

1−ν(2)2) ,
e7 = 1− ν(a), e8 = G(a)

E(a)∗ , e9 =
(
G(a)

E(a)∗ + ν(a)
)
,

e10 =
(
G(a)

E(a)∗ − ν
(a)
)

e11 = ν(a) e12 =
(
1 + ν(a))α(a)∆T

e13 = E(1)h1α
(1)∆T

E(a)∗(1+ν(1))
e14 = E(2)h2α

(2)∆T
E(a)∗(1+ν(2))

, (A.11)

a1 = e1 + t

3e7, a2 = th1

6 e7, a3 = t

6e7, a4 = − th2

12 e7,

a5 = t

3e7, a6 = − t
2

30e7, a7 = e3 + t

3e8, a8 = t

6e8,

a9 = t

3e8, a10 = − t
2

30e8, a11 = e5 + th2
1

12 e7, a12 = th1

12 e7,

a13 = − th1h2

24 e7, a14 = − t
2h1

60 e7, a15 = e2 + t

3e7, a16 = − th2

6 e7,

a17 = e4 + t

3e8, a18 = e6 + th2
2

12 e7, a19 = − t
2h2

60 e7, a20 = 8t
15e7,

a21 = 8t
15e8, a22 = − 2t3

105e7, a23 = − 2t3
105e8, (A.12)
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b1 = 1
2e10, b2 = 1

2e9, b3 = 2
3e9, b4 = e3 −

h1

4 e10,

b5 = −h2

4 e9, b6 = −h1

4 e9, b7 = h1

3 e9, b8 = e4 −
h2

4 e10,

b9 = h2

3 e9, b10 = 4t
15e9 (A.13)

c1 = −1
t
e8, c2 = −h1

2t e8, c3 = −h2

2t e8, c4 = −1
t
e7,

c5 = −e3 −
h2

1
4t e8, c6 = −h1h2

4t e8, c7 = −e4 −
h2

2
4t e8, c8 = −16

3t e8,

c9 = −16
3t e7, c10 = 4t

5 e8, c11 = 4t
5 e7 (A.14)

d1 = −1
2e11, d2 = 2

3e11, d3 = 1
2e8, d4 = e3 −

h1

4 e8,

d5 = −h2

4 e8, d6 = 2
3e8, d7 = h1

4 e11, d8 = h1

3 e11,

d9 = −h1

4 e8, d10 = e4 + h2

4 e8, d11 = −h2

4 e11, d12 = h2

3 e11,

d13 = 4t
15e11, d14 = h1

3 e8, d15 = h2

3 e8, d16 = 4t
15e8, (A.15)

rT1 = e13 + t

2e12, rT2 = h1t

4 e12, rT3 = e14 + t

2e12, rT4 = −h2t

4 e12,

rT5 = 2t
3 e12. (A.16)
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Schnittgrößen für die Spannungsanalyse

Tabelle A.1
Übersicht der Schnittgrößen, die an den Enden des Überlappungsbereichs der in Kapi-
tel 4 untersuchten Klebverbindungen wirken. Die Schnittgrößen sind pro Einheitstiefe
aufgetragen, mit den Schnittkräften N und Q in N/mm und den Schnittmomenten M in
Nmm/mm.

Abbildung N11 Q11 M11 N12 Q12 M12 N21 Q21 M21 N22 Q22 M22

4.5a 200 6,7 166,7 0 0 0 0 0 0 200 6,7 −166,7
4.11a 0 4 400 0 0 0 0 0 −4 −400 0 0
4.11b 0 0 0 0 0 200 0 4,4 44,4 0 4,4 −44,4
4.11c 0 0 0 0 0 0 0 2000 0 0 2000 0
4.12a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4.12b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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