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1 Einleitung

Das systematische Konstruieren und Detaillieren flachiger und stabférmiger Bauteile
mittels Stabwerkmodellen wurde durch Schlaich und Weischede [F3], aufbauend auf dem
durch Moersch gepragten Begriff der Fachwerksanalogie [F4] entwickelt. Hierbei werden
Krafte konsequent vom Lastangriffspunkt (= Quelle) bis zur Lagerung bzw. Lasteinlei-
tung in den Untergrund (= Mindung) verfolgt und anhand von Vektoren in Kraftecken
analysiert. Dies ermdglicht die anschauliche Ermittlung der Kraftgré3en sowohl in den
Bauteilen selbst als auch die Analyse des Kraftflusses und der Kraftgré3en innerhalb der
Details. Dem Ingenieur ist es mdglich, komplexes Materialverhalten wie Nichtlinearitat,
Inhomogenitat und Plastizitat wirklichkeitsnah in die Tragwerksentwicklung einzubeziehen
und System beeinflussende Kraftumlagerungen im Entwurfsprozess zu bertcksichtigen.
Ohne die Anwendung von Stabwerkmodellen miissen Details im Allgemeinen mit hohem
numerischem Aufwand durch computergestiitzte Berechnungen analysiert werden, da
sich diese «Diskontinuitatsbereiche» der allgemeinen technischen Biegelehre entziehen.
Bei der Entwicklung dynamischer Stabwerkmodelle wurde die Idee der Kraftflussanalyse
von der Statik aufgegriffen und auf dynamische Prozesse erweitert.

Bei Tragwerken spielen dynamische Prozesse nicht nur aufgrund von menschenindu-
zierten Schwingungen oder Schwingungen durch Erdbeben oder Wind eine Rolle. Auch
durch Bauteilversagen kénnen Tragwerke kinematisch werden und durch einen Bewe-
gungsprozess in ein neues, statisches System tUbergehen. Hierbei wird definitionsgeman
sowohl der bewegte als auch der statische Anteil des Prozesses der Dynamik zuge-
ordnet. Eine lickenlose Analyse und Darstellung des gesamten Prozesses durch Stab-
werkmodelle wird méglich, da sowohl der Ruhezustand als auch der bewegte Prozess
durch Krafte definiert wird. Befinden sich die Krafte im Gleichgewicht, ist der Kérper im
statischen Ruhezustand (Ausnahme: Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit). Bleibt
jedoch eine Kraft tbrig, d.h. sind die Krafte nicht im Gleichgewicht, treibt diese Kraft den
Korper an und er bewegt sich.

Als Beispiel wird in der vorliegenden Arbeit ein versagender Glasbogen mit Zugband
untersucht. Als Ausgangslage befindet sich der Glasbogen in einem statischen Gleichge-
wichtszustand und somit in einer Ruhelage. Die gekrimmte Glasscheibe tragt die Lasten
aufgrund der Geometrie und Lagerungsbedingungen wie ein Bogen ab. Wird die Glas-
scheibe zerstort, befinden sich die Krafte nicht mehr im Gleichgewicht und die gebro-
chene, jedoch Uber die Folie noch lose zusammenhangende Glasscheibe fallt herab, bis
sie auf den Zugstaben liegen bleibt und dort wieder ein statisches Gleichgewicht bildet.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Analyse des oben beschriebenen Bewegungspro-
zesses mit dynamischen Stabwerkmodellen. Hierbei soll die Auswertung der Ergebnisse
eine Aussage Uber das Potential und den Erkenntnisgewinn dieses neuen Verfahrens
liefern. Neben der ermittelten Bewegungsgeometrie, den kinematischen GréRen und
Kraften wahrend des Bewegungsprozesses, kdnnte die gefundene Endgeometrie als Ba-
sis fUr eine nachfolgende Resttragfahigkeitsuntersuchung dienen. Der Rahmen der vorlie-
genden Arbeit umfasst jedoch ausschlieRlich den Bewegungsprozess vom Zeitpunkt der
Zerstérung des Glasbogens bis zum Auffinden eines neuen statischen Gleichgewichts.



1.1 Ubersicht

Das zweite Kapitel beschaftigt sich mit den Materialeigenschaften von Einscheibensi-
cherheitsglas (ESG) und den Systemeigenschaften von Verbundsicherheitsglas (VSG).
Die zur Analyse des Glasbogens erforderlichen Parameter von intaktem und gebro-
chenem VSG aus ESG werden ausgewahlt und diskutiert. Weiterhin wird die zur Berech-
nung erforderliche Steifigkeit fir intaktes VSG unter Beriicksichtigung des nachgiebigen
Verbundes recherchiert und bestimmt.

In der Literatur nicht dokumentierte Materialparameter, wie die Rissgeschwindigkeit und
Ausdehnung von brechendem ESG werden im Rahmen dieser Arbeit durch weiterge-
hende Versuche experimentell ermittelt.

Im dritten Kapitel werden die mechanischen und mathematischen Grundlagen zur Be-
rechnung von Tragwerken mit statischen und dynamischen Stabwerkmodellen beschrie-
ben.

Im vierten Kapitel wird die Herstellung und das statische Tragverhalten eines Bogens

mit Zugband unter Bericksichtigung der Steifigkeiten mit Stabwerkmodellen analysiert.
In Kombination mit dem Prinzip der virtuellen Krafte lasst sich fir samtliche Geometrien
(Bogen, Rahmen, Balken) eine anschauliche Berechnungsmethode ableiten.

Im fiinften Kapitel wird die Anwendung der dynamischen Stabwerkmodelle allgemein
beschrieben und der mechanische und mathematische Hintergrund dargestellt. Nachfol-
gend wird das Verfahren an weniger komplexen Grundaufgaben (Pendel, Bogen) ohne
Bertcksichtigung der Materialeigenschaften tiberprift.

Das sechste Kapitel beschéftigt sich mit der Kontrolle der durch die dynamischen Stab-
werkmodelle ermittelten Ergebnisse aus Kapitel flinf. Die Kontrolle erfolgt Gber beweg-
liche, physisch gebaute Tragmodelle, die mit einer Highspeedkamera gefilmt werden.
Die Tragmodelle wiederum werden durch die theoretische Analyse mit Bewegungs-
gleichungen geeicht und tberprift.

Im siebten Kapitel wird der gesamte Lebenszyklus eines Glasbogens mit Zugband durch
Stabwerkmodelle analysiert. Es wird die Herstellung, die statische Standzeit und der be-
wegte Versagensprozess bis hin zum neuen statischen Gleichgewicht der gebrochenen
Scheibe nach dem Herunterfallen des Bogens unter Berlcksichtigung der Materialeigen-
schaften mit dynamischen Stabwerkmodellen dargestellt.

Im achten Kapitel wird ein Fazit gezogen und in einem Ausblick weitere Anwendungs-
moglichkeiten fur Forschungsaufgaben im Zusammenhang mit dynamischen Stabwerk-
modellen vorgeschlagen.



2 Materialeigenschaften und Tragverhalten von Verbundsicherheitsglas aus
Einscheibensicherheitsglas

Die nachfolgende Recherche zu Materialeigenschaften von Glas und Verbundsicherheits-
glas dient der Festlegung von Rahmenbedingungen, die aufgrund differierender Angaben
in der Literatur fur die Analyse eines Glasbogens mittels Stabwerkmodellen erforderlich
ist. Die Streuung der Angaben zu den Glaseigenschaften resultiert in erster Linie aus
unterschiedlichen Prufverfahren, verschiedenen Rezepturen, Beanspruchungen wahrend
der Lagerung und Transport und damit einhergehenden Oberflachendefekten im Glas-
korper. Weitere untergeordnete Rahmenbedingungen kdnnen der Literatur entnommen
werden [F9].

Bei der Recherche handelt es sich um Eigenschaften, die Einfluss auf das Tragverhalten
des in Kapitel 7 untersuchten Glasbogens wahrend der Herstellung, der Standzeit und
der Zerstérung haben. Der betrachtete Bogen wurde in Verbundsicherheitsglas (VSG)
aus Einscheibensichereitsglas (ESG) mit einer Zwischenschicht aus Polyvinybutyral
(PVB) hergestellt. Das Basisprodukt der Scheiben ist ein im Floatverfahren hergestelltes
Kalk-Natron-Silikat-Glas, das in der Weiterverarbeitung thermisch vorgespannt wurde.
Auf andere Glassorten oder Vorspannprozesse wird im Rahmen dieser Arbeit nicht ein-
gegangen. Die wichtigsten Materialeigenschaften, die dieser Arbeit als Grundlage dienen,
werden in Tabelle 2.1 aufgelistet und in den darauf folgenden Abschnitten diskutiert und
begrindet. Zu Materialeigenschaften, die in der Literatur nach Kenntnis des Verfassers
nicht untersucht wurden, werden im Rahmen dieser Arbeit Versuche durchgefiihrt (Kapitel
2.2).

Eigenschaft Einheit Recherche Annahme Quelle
Dichte p kg/m? 2.500 2.500 [N3]
Elastizitdtsmodul E N/mm? 70.000 70.000 [N3]
Zugfestigkeit N/mm? 7-100 45 [F9]
Druckfestigkeit N/mm? 390 - 900 590 [F9], [F10]
Bruchstauchung Promille 56-12,9 8,6 [F9]
Thermischer Ausdehnungskoeffizient o, K’ 9-10° 9:10°® [N3]
Charakteristische Biegezugfestigkeit FLG N/mm? 45 45 [N3], [F23]
Charakteristische Biegezugfestigkeit ESG N/mm? 120 120 [F23]
Oberflachendruckspannung aus thermischen N/mm? 90 - 150 110 [F23], [F9],
Vorspannprozess bei ESG 75 [F31]
Ausdehnung von brechendem ESG (12 mm) % 0,08-2,3 0,11 [F9], Kap. 2.2
Bruchgeschwindigkeit von brechendem ESG m/s - 1.504 Kap. 2.2
E-Modul Zug von gebrochenem VSG N/mm? 51 51 [F2]
E-Modul Biegung von gebrochenem VSG N/mm? 42 4,2 [F2]

Tab. 2.1 Physikalische Eigenschaften von Kalk-Natron-Silikat-Glas als ESG und VSG



21 Diskussion der gewahlten Materialparameter

211 Linear-elastisches Materialverhalten

In der Arbeit von Frank Schneider [F28] wurde das inelastische Materialverhalten von
Glas untersucht und quantifiziert. Fir das im Bauwesen in der Regel relevante Natron-
Silikat-Glas betragen die zeitabhangigen, inelastischen Verformungen maximal 2% der
elastischen Verformungen. Dieser inelastische Anteil ist bereits nach einem Tag zu ca.
90% vorhanden. Aufgrund der geringen GréRe der inelastischen Verformungen wird der
Werkstoff Glas in der vorliegenden Arbeit vereinfachend als linear-elastisches Material
mit einem E-Modul von 70.000 N/mm? betrachtet.

2.1.2 Sprodes Materialverhalten

Aufgrund des spréden Materialverhaltens des Werkstoffs Glas treten in erster Linie an
den Oberflachendefekten Spannungsspitzen auf, die nicht durch Umlagerungen (pla-
stisches Fliessen) im Glaskorper abgebaut werden kénnen. Diese Oberflachendefekte
resultieren aus mechanischer Beanspruchung aus Herstellung, Transport und Weiter-
verarbeitung des Werkstoffs. Aufgrund dieses Verhaltens pflanzt sich ein Riss, der zum
Bruch der Scheibe flihrt, mit bis zu 1.520 m/s in einem Floatglas fort. Hierbei ist die
GroRe der Rissgeschwindigkeit von der Oberflachenspannung [F30] abhangig. Versuche
zur Rissgeschwindigkeit von Einscheibensicherheitsglas werden im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiihrt. Sie werden in Kapitel 2.2 beschrieben.

2.1.3 Spannungs-Dehnungsverhalten unter einachsiger Beanspruchung

In Abbildung 2.1a ist das Spannungs- Dehnungsverhalten von Floatglas (FLG) und
Einscheibensicherheitsglas (ESG) unter Druck-, in 2.1b unter Biegezugbeanspruchung
dargestellt.
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Abb. 2.1 Spannungs-Dehnungsdiagramm von Kalk-Natron-Silikatglas (a) unter Druckbeanspruchung (b) unter
Biegebeanspruchung, in Anlehnung an [F9]

In der Arbeit von Andreas Fink [F10] wurde die in 2007 zurlickgezogene DIN 1249-10
angegebene Priffestigkeit flr kurzzeitige Druckbelastung von 700 N/mm? bis 900 N/mm?
in keinem Fall erreicht (Abb. 2.1a). Sie lag mit 390 N/mm? bis 590 N/mm? deutlich darun-
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ter. Weiterhin konnte durch die Versuche eine Abhangigkeit zwischen der Belastungsge-
schwindigkeit und der Festigkeit festgestellt werden, ahnlich der Charakteristik biegebe-
lasteter Proben. Bei abnehmender Belastungsgeschwindigkeit wurden auch geringere
Pruffestigkeiten erzielt. Bei Langzeitbelastungen bis zu 50 Jahren ist mit einer Festig-
keitsminderung um den Faktor drei zu rechnen. Fir die vorliegende Untersuchung wird
von einer deutlich geringeren Standzeit als 50 Jahre und einer stoRartigen Versagenslast
ausgegangen, ausgelost beispielsweise durch Steinschlag. Aus diesem Grund wird in der
vorliegenden Arbeit mit 590 N/mm? eine Druckfestigkeit im oberen Bereich der von Fink
ermittelten Werte fur Kurzzeitbelastungen gewahilt.

Die Biegezugfestigkeit ist ebenfalls von der Belastungsdauer, jedoch zusatzlich von der
GrolRe der belasteten Flache und der Grofie der Oberflachendefekte abhéngig [F9]. Je
groRer die Oberflachendefekte sind, desto kleiner wird die Biegezugfestigkeit (Abb. 2.2c).
Der Flacheneinfluss wirkt sich dahingehend aus, dass die Wahrscheinlichkeit gro3er Ris-
stiefen im belasteten Probekdrper bei grol3en Flachen groRer ist, als bei kleinen. In Bild
2.2b ist der Einfluss aus der Dauer der Belastung dargestellt. Je groRRer die Belastungs-
dauer, desto starker sinkt die Biegezugfestigkeit.
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Abb. 2.2 Abnahme der Biegezugfestigkeit (a) abhangig von der Flache unter gréRter Zugbeanspruchung
(b) abhangig von der Belastungsdauer (c) abhangig von der Schadigungstiefe [F9]

2.1.4 Eigenspannungszustand von thermisch vorgespanntem
Einscheibensicherheitsglas (ESG)
Durch einen thermischen Vorspannprozess ist es moglich, die Empfindlichkeit des Float-
glases gegen Oberflachendefekte zu reduzieren und damit die Oberflachenfestigkeit des
Glases zu erhéhen. Die Vorspannung wird aufgebracht, indem das Glas auf eine Tem-
peratur oberhalb des Transformationsprozesses erhitzt (650°C) und anschlie3end durch
Anblasen mit Luft schnell wieder abgeklhlt wird. Der dadurch eingepragte Spannungs-
zustand verursacht Druckspannungen auf der kerbempfindlichen Glasoberflache und
Zugspannungen im Glasinneren [F28]. Erst wenn die aufgebrachte Biegezugspannung
die aus dem thermischen Vorspannprozess aufgebrachte Druckspannung an der Glaso-
berflache Uberschreitet, kann die dulRere Last die vorhandenen Risse und Oberflachen-
defekte (die durch die eingepragte Vorspannung Uberdrickt wurden) beeinflussen und
vergrofRern. Beziglich der Verteilung der Oberflachenspannung kann die Glasscheibe
prinzipiell in vier Zonen eingeteilt werden [F21].
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Abb. 2.3 Spannungsverteilung einer thermisch vorgespannten Scheibe in vier Zonen [F21]

Eine parabelférmige Spannungsverteilung kann nur in Zone 1 angenommen werden
[F26]. Vereinfachend wird in dieser Arbeit durchgangig mit einer parabelférmigen Span-
nungsverteilung gerechnet.

Uber die GréRe der Eigenspannungen an der Oberflache gehen die Angaben in verschie-
denen wissenschaftlichen Untersuchungen auseinander. Die Werte differieren in der Lite-
ratur zwischen 75 und 150 N/mm?. In der vorliegenden Arbeit wird von einer eingepragten
Oberflachenspannung von 110 N/mm? ausgegangen. Dieser Wert wurde bei der Kontrolle
zweier Referenzkorper flr das Glasdach in Wasseralfingen mittels eines optischen Mess-
verfahrens durchschnittlich ermittelt [F31]. Weiterhin deckt sich der Wert mit den Ergeb-
nissen der Versuche zur Expansionskraft von ESG (Kapitel 2.2). Die Spannung Uber die
Querschnittshéhe lasst sich durch nachfolgende Formel berechnen [F23].

o _g. [1.3.(22)
0% =0, {1 3(dJ] (2.1)
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Abb. 2.4 Parabelférmige Spannungsverteilung einer thermisch vorgespannten Glasscheibe mit einer Ober-
flachendruckspannung von 110 N/mm?

2.1.5 Bruchbild von ESG

Ist die Schadigung der vorgespannten Glasscheibe tiefer als die eingepragte Druckzo-
nenhohe, kann das innere Gleichgewicht im Querschnitt nicht mehr aufrechterhalten
werden. Das Glas zerspringt in kleine, wirfelformige, stumpfkantige Bruchstiicke mit
einer Kantenlange von ca. 0,6 cm x 0,6 cm x Glasdicke. Diese Bruchstiicke hangen un-
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tereinander in grofieren, lockeren Verbanden zusammen. Die stumpfen Kanten entstehen
durch Abplatzungen am Scheibenrand. Sie betragen bei einer Scheibendicke von 10 mm
ca. 1,5 mm [F2].

7 mm

Abb. 2.5 (a) Glaskorn mit Abplatzungen (b) Glaskorner in lockerem Verband, in Anlehnung an [F2]

2.2 Versuche zu Materialeigenschaften von ESG

Um den Bewegungsvorgang eines zerstorten Glasbogens zu analysieren, ist neben den
in Abschnitt 2.1.1 angefiihrten Materialeigenschaften die Kenntnis Uber die Ausdehnung
einer ESG-Scheibe wahrend des Bruchvorgangs und die Rissgeschwindigkeit von ESG
erforderlich. Versuche zur Dehnung von brechendem ESG wurden in [F9] durchgefihrt
und mit einer durchschnittlichen Ausdehnung von € = 2,3 % quantifiziert. Eine theore-
tische Kontrolle dieses Ergebnisses (siehe Abschnitt 2.2.1) deutet jedoch auf einen Mess-
fehler hin, weswegen im Rahmen dieser Arbeit weitere Versuche durchgefiihrt wurden
(Abschnitt 2.2.2).

Gesicherte Angaben zur Rissgeschwindigkeit wurden lediglich zu nicht vorgespanntem
Floatglas recherchiert. Um dennoch hinreichend genaue Werte fir die Analyse des
zerstorten Glasbogens zu erhalten, wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit auch
Messungen zur Rissgeschwindigkeit von ESG durchgefihrt. Bei den Versuchen handelt
es sich nicht um Parameterstudien mit wechselnden Rahmenbedingungen. Die Versuchs-
reihen wurden ausschlieRlich an Einscheibensicherheitsglas mit Scheibendicken von

12 mm durchgefiihrt, da diese Dimensionierung bei der Analyse des zu untersuchenden
Glasbogens mit Zugband zur Anwendung kam und damit eine Randbedingung dieser
Arbeit darstellt.

2.21 Theoretische Betrachtung der Ausdehnung von ESG bei Bruch

Aufgrund des Spannungs- Dehnungs- Verhaltens des Glases (Abschnitt 2.1.3) kann
davon ausgegangen werden, dass durch den Eigenspannungszustand des thermisch
vorgespannten Glases an der gedrickten Oberflache Stauchungen vorliegen und in der
Kernzone der Glasscheibe Dehnungen. Wird die Scheibe zerstort, entspannen sich die
Dehnungen zumindest teilweise wieder, was fur die Glasoberflache eine Ausdehnung

und fur den Kern ein Zusammenziehen zur Folge hat. Wahrend sich die ausdehnenden
Glaskérner an der Scheibenoberflache voneinander abstoRen, fehlt fiir die Ubertragung
der Zugkrafte in der Kernzone des Glases ein «Detail». D.h. es ergibt sich liber den Glas-
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querschnitt ein Ungleichgewicht, das eine Ausdehnung der Scheibe hervorruft.
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Abb. 2.6 (a) Spannungsverteilung vor dem Bruch der Scheibe (b) durch Bruch der Scheibe

Uber das Hooksche Gesetz lassen sich aus den Spannungen am Querschnitt die Deh-
nungen ermitteln. Ermittelt man das «Auseinanderdriften» der Bruchstiicke mit den Rand-
spannungen, erhalt man die maximal mogliche Ausdehnung der Scheibe:

Dehnung aus Randspannung:

2
e 0 _ _MTkN/em™ ;5046 (2.2)
E 7.000 kN/cm?

Werden die Dehnungen nicht Uber die maximalen Randspannungen berechnet, sondern

mit gemittelten Spannungen Uber die Druckzonenhoéhe, ergibt sich fiir einen 100 cm brei-
ten Probekdorper:

R
o —Rouws __ 254kN

m =53 kN/cm?
Ao (0,48 cm-100 cm)

Dehnung aus gemittelten Druckspannungen:

2
g=9m _ m —0,00075 (2.3)
E 7.000 kNcm

Vernachlassigt wurden bei den Dehnungsberechnungen die noch in den Bruchstiicken
verbleibenden Restspannungen. Je nach GréRe dieser Restspannungen missen die
theoretisch ermittelten Dehnungen noch reduziert werden.



2.2.2. Versuche zur Ausdehnung und Rissgeschwindigkeit von brechendem
Einscheibensicherheitsglas
Folgender Versuchsaufbau wurde zur Messung der Dehnung und Rissgeschwindigkeit

des Glases verwendet:

-
|
|

a)
Legende: (1) Lagerbrett (2) Stahlrahmen, S235 (3) Abdeckung (4) Distanzschlitten aus Stahl mit Zentrierdorn

(5) Ringkraftmesser (6) ESG-Probekdrper (7) Schrauben zur Lagefixierung
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c)
Abb. 2.7 (a) Isometrie (b) Aufsicht und Ansicht (c) Foto der Messeinrichtung



Als Probekoérper wurden sechs Glasscheiben aus ESG mit den Abmessungen
[/b/h=100/10/1,2 cm zerstort. Fir die Versuchsdurchfihrung wurden die Probe-
korper (6) in den Stahlrahmen (2) eingelegt. Um ein Herausspritzen kleiner Glasteile zu
verhindern und um die Lage der Scheibe zu fixieren, wurde der Probekdrper mit einer

in einem gefrasten Holzrahmen (3) eingelegten Plexiglasscheibe abgedeckt. Um die
Ausdehnung des Glases bei Bruch nicht durch Reibung an der Abdeckung zu verfalschen
wurden die Schrauben nicht angezogen. Sie dienten lediglich der genauen Ausrichtung
des Versuchskorpers auf der Messeinrichtung. An jedem Versuchskérper wurde die Deh-
nung der Scheibe und an drei Probekorpern zusatzlich die Rissgeschwindigkeit gemes-
sen.

2.2.3. Auswertung der Versuche zur Ausdehnung von brechendem ESG

Far die Messung der Ausdehnung der Glasscheiben beim Bruchvorgang wurden sechs
ESG-Scheiben geprift. Zwei Scheiben lagen sowohl in Langs- als auch in Querrichtung
passgenau in dem Stahlrahmen (Versuch 4 und 5). Bei vier Scheiben waren in Querrich-
tung bis 0,5 mm Spiel vorhanden, um beim Bruch eine Zwangung und damit ein Abstut-
zen an den Seitenteilen des Rahmens zu verhindern.

In Langsrichtung lag das Glas passgenau an den Stahlteilen an. Eine zentrische Last-
einleitung aus der Glasscheibe in den Ringkraftmesser (Ringwaage der Fa. Tiedemann
& Betz, Typ F 580) wurde Uber ein verschiebliches Stahlblech mit gefrdstem Lastein-
leitungsdorn gewahrleistet. Nachfolgend wurde der Glaskorper mit einem Korner an
einem Ende der Scheibe von oben angeschlagen. Aufgrund des sproden Materialver-
haltens und der thermischen Vorspannung brach der komplette Glaskorper in kleine
Bruchstiicke. Die auf der Messuhr ablesbare Stauchung des Federrings (1 Skalenteil

= 0,01 mm) konnte wiederum Uber eine Messscala in eine Kraft umgerechnet werden.

Versuch Bemerkung Skalenteile [mArIn] IE:Z?
1 mit Spiel in Querrichtung 87 0,87 1511
2 mit Spiel in Querrichtung 67 0,67 1127
3 mit Spiel in Querrichtung 90 0,90 1540
4 passgenau in Querrichtung 25 0,25 422
5 passgenau in Querrichtung 26 0,26 439
6 mit Spiel in Querrichtung 79 0,79 1326
4] mit Spiel in Querrichtung (aus 1, 2, 3, 6) 80,75 0,81 1376

Tab. 2.2 Versuchsergebnisse

Aufgrund der Messergebnisse und der Passgenauigkeit der Scheiben in Querrichtung ist
zu vermuten, dass sich die Scheiben in den Versuchen 4 und 5 an den Seiten des Stahl-
rahmens abstltzten. Zur Berechnung der Dehnungen wurden daher nur die Versuche 1,
2, 3 und 6 herangezogen. Die Versuche ergaben eine durchschnittliche Stauchung des
Federrings von: Al= 0,81 mm.

Uber die zugehérige Messtabelle wurde eine durchschnittliche «Expansionskraft» von:
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F = 13.76 KN zugeordnet.
Zur Ermittlung der tatséachlichen Dehnung der Glasscheibe wird nachfolgend die Deh-

nung des Stahlrahmens bericksichtigt und mit der Dehnung des Glases addiert.

F-l 13,76kN - 100cm
Algyy = = =0,011cm
E-A  21.000kN/cm?-(5,0cm - 1,2cm)

Al G = Al g+ Al = 0,081 cm + 0,011 cm = 0,092 cm (2.4)
mit: Al,,... Stauchung des Federrings an der Messeinrichtung
Al ., Langenanderung der Seitenteile des Stahlrahmens
Al .. Langenanderung der Glasscheibe in der Messvorrichtung
Messeinrichtung Stahlrahmen Glaskorper

N 7
N

Alstahl a)

oy
-

AlMess b)

% AlGlas

Abb. 2.8 Langenanderung der Glasscheibe durch Bruch (a) Ausgangslange, (b) Langenanderung der Einzel-
komponenten

Aufgrund der passgenauen Lagerung des Probekorpers in der Messvorrichtung kann sich
die Glasscheibe nicht frei ausdehnen, da die Stauchung des Federrings und die Dehnung
des Stahlrahmens eine Rickstellkraft auf die Glasscheibe verursachen. Um das Mal3 der
freien Dehnung des gebrochenen Glases ohne Messvorrichtung zu erhalten, muss somit
noch die Glasstauchung aufgrund der aufgebauten Gegenkraft aus dem Ringkraftmesser
zu der oben ermittelten Dehnung addiert werden. Zur Ermittlung dieser Dehnung wird
nachfolgend als druckbelasteter Querschnitt die Querschnittshéhe abzlglich der Abplat-
zungen am Rand angesetzt. Als Langenanderung aus «aufl3erer» Kraft der Kraftmessdo-
se erhalt man:

13,76 kN
(0,.9cm -10cm)- 7.000 kN/cm?

Algar = 1-Z =100cm- - 0,022¢cm (2.5)
’ E

Durch Addition der Langenanderung aus (2.4) und (2.5) erhalt man die Langenanderung
des Glases flir den Fall, dass es sich beim Bruch frei ausdehnen kann.

Al =Al + Al =0,092 cm + 0,022 cm = 0,114 cm

Glas Glas,M Glas,F
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Ohne Einschnirung ergibt sich damit eine Dehnung des Glases durch Bruch von:

g:AT'=o,oo114 (2.6)

Die experimentell ermittelten Dehnungen liegen zwischen den der theoretischen Betrach-
tung aus gemittelten Dehnungen und den maximal mdglichen aus der Randspannung:

8theorelisch, gemittelt= 0’00075 < e = 0100114 <€ = 0,00160

experimentell theoretisch, Rand

Fir die Berechnungen des brechenden Glasbogens in Kapitel 7 wird von der experimen-
tell ermittelten Dehnung ¢ = 0,0011 (= 0,11 %) ausgegangen.

2.2.4 Auswertung der Versuche zur Rissgeschwindigkeit von brechendem Ein-
scheibensicherheitsglas
Im Rahmen der Literaturrecherche konnten keine Angaben zur Rissgeschwindigkeit von
ESG gefunden werden; lediglich Versuchsergebnisse flir nicht vorgespanntes Flachglas
von v = 1.520 m/s [F26] und der Hinweis auf die Abhangigkeit zwischen Glasspannung
und Rissgeschwindigkeit [F30]. Aus diesem Grund wird im Rahmen dieser Arbeit eine
Versuchsreihe mit drei ESG-Scheiben mit den Abmessungen|/b/d=100/10/1,2 cm
gepruft. Zur Erfassung der Rissgeschwindigkeit wurde der Bruchvorgang mit einer
Highspeedkamera mit 8.000 Bildern je Sekunde gefilmt und die Einzelbilder nachfolgend
graphisch ausgewertet. Da das gebrochene Glas in der Aufnahme heller erscheint, wird
der Rissfortschritt anhand eines festgelegten Grauwertes ermittelt. Ausgewertet werden
die Bilder b - f der Abbildung 2.9. Dadurch werden Ungenauigkeiten fiir den Fall ausge-
schlossen, dass der Start und das Ende des Bruchs zwischen zwei Bildaufnahmen lie-
gen. Die dargestellte Bilderreihe zeigt exemplarisch einen der drei Versuche. Die Ergeb-
nisse aller drei Versuche sind in Tabelle 2.3 zusammengefasst und im Anhang zu diesem
Abschnitt zusatzlich graphisch dargestellt.

Versuch Rissfortschritt Anzahl der Bilder Rissgeschwindigkeit
[m] [ [m/s]
1 0,94 5 1.504
2 0,77 4 1.540
3 0,92 5 1.469
7] 1.504

Tab. 2.3 Ergebnisse aus den Versuchen zur Rissgeschwindigkeit von ESG

Als Mittelwert aus allen drei Versuchen ergibt sich eine Rissgeschwindigkeit von:

v =1.504 m/s (2.7)
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Abb. 2.9 (a) - (f) Aufnahmen des Rissfortschritts mit 8.000 Bildern pro Sekunde: Probekdrper 1
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2.3 Materialeigenschaften von Polyvinylbutyral (PVB)

Polyvinylbutyral (PVB) wird im Bauwesen aufgrund der guten Haftungseigenschaften in
Verbindung mit Glas als «Klebstoff» zwischen den Glasscheiben verwendet. Da es sich
bei PVB um einen viskoses, thermoplastisches Material handelt, ist das Tragverhalten
in erster Linie von der Belastungsdauer und der Temperatur abhangig. Fur den Lastab-
trag des intakten Glasbogens aus Verbundsicherheitsglas ist vor allem der Schubmodul
der PVB-Folie relevant. Er bestimmt, mit welcher Nachgiebigkeit die Einzelglasscheiben
miteinander verbunden sind.

2.3.1 Viskoelastisches Tragverhalten

PVB-Folien weisen ein viskoelastisches Materialverhalten auf. Diese Eigenschaft be-
schreibt ein zeitlich verzdgertes, jedoch vollstandig reversibles Verformungsverhalten
eines Werkstoffs unter duRerer Einwirkung. Auf der einen Seite wird dieses zeitabhangige
Verhalten durch das Kriechen, d.h. der zeitabhangigen Dehnung bei anhaltenden, kon-
stanten Spannungen beschrieben (Abb. 2.10a), andererseits durch die Relaxation, d.h.
den Spannungsabbau bei konstanter Verformung (Abb. 2.10b).

o T
€
€0

1 Zeit t Zeit t

- t

€ (e}
K L o(t)
i ) Zeit t "

t
a) b)
Abb. 2.10 Viskoelastisches Materialverhalten [F24] (a) Kriechen / Retardation (b) Relaxation

Zeit t

2.3.2 Einfluss der Temperatur

Weiterhin handelt es sich bei PVB um einen amorphen Thermoplasten, der je nach
Temperatur einen festen, oder einen plastisch verformbaren bis hin zu einem flissigen
Aggregatzustand einnehmen kann [F2].

Glaszustand Glasupergang  Scmelze  FlieRibergang
| Zersetzung

Modul R,G

| entropieelastisches viskoses

energieelastisches Verhalton Verhalten

Verhalten |

TG ™ TZ Temperatur T

Abb. 2.11 Schematischer Modulverlauf [F24]
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- Bis ca. 10° C befindet sich PVB im energieelastischen, d.h. hartelastischen Bereich.
Nach Entlastung sind die aufgebrachten Dehnungen somit vollstdndig und unmittel-
bar reversibel.

- Zwischen 10° und 20° C ist PVB im Bereich der Glaslibergangstemperatur (TG). Das
Verhalten andert sich abrupt von hartelastisch zu gummi- bzw. entropieelastisch. Die
Verformungen sind ebenfalls reversibel, aufgrund der Entropie gegentber der Kraft-
einwirkung jedoch zeitverzogert.

- Von 20° bis 60° C nimmt der Schubmodul mit zunehmender Temperatur ab.

- Ab 60° C beginnt das PVB zu erweichen und wird zunehmend plastisch-viskos. Es
wird zunehmend weicher bis es den Schmelzpunkt TM erreicht.

Neben der Abhangigkeit der physikalischen Eigenschaften von der Temperatur und Bela-
stungsdauer haben weiterhin Alterung der Folie, Rezeptur, unterschiedliche Lagerungs-
bedingungen der Folie vor der Verarbeitung und damit verschiedene Feuchtigkeitsverhalt-
nisse einen Einfluss. Weitere mdgliche Beeinflussungen kdnnen der Literatur entnommen
werden [F24].

2.3.3 Zugtragverhalten von PVB-Folien

In der Arbeit von Mark Fahlbusch [F2] wurden Kurzzeit- und Dauerzugversuche mit
PVB-Folien durchgefuhrt. Es ergab sich, dass keine Spannung tber 4 N/mm? dauerhaft
aufgenommen werden kann.

Spannung
[N/mm?]

4,50
4,00 -
3,50

3,00 A
2,50

2,00 A
1,50

1,00 A
0,50
0

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00
Dehnung [-]

O mittelwert 04h O mittelwert 24h QO mittelwert 48h O mittelwert 72h
L inear (mittelwert 4h) = Linear (mittelwert 24h) e Linear (mittelwert 48h) = = = Linear (mittelwert 72h)

Abb. 2.12 Zugtragverhalten bei Spannungen von 1,0 - 4,0 N/'mm?, in Anlehnung an [F2]

Die in Arbeit [F2] untersuchte Grenzspannung von o = 20 N/mm? ist somit nur fir kurz-
zeitige Zugbeanspruchungen anwendbar. Fur die Analyse des Bewegungsprozesses
des zerstorten Glasbogens ist jedoch nicht die Zugtragfahigkeit der PVB-Folie, sondern
die der gebrochenen VSG-Scheibe relevant, da die PVB-Folie durch die Haftung der
Glaskorner eine wesentlich grofiere Steifigkeit besitzt als die PVB-Folie allein (Abschnitt
2.4.3).
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2.3.4 Schubtragverhalten von PVB-Folien

In der Arbeit von Schuler [F24] wurden ausflhrliche Untersuchungen zu dem Einfluss
der Temperatur und der Belastung (Belastungsdauer und Belastungsgeschichte) auf das
Materialverhalten von Polyvinylbutyral und damit auf das Tragverhalten von Verbundsi-
cherheitsglas durchgefihrt und mit bereits vorhandenen Verdffentlichungen verglichen.
Das Resultat der Untersuchungen und Recherchen ist in nachfolgender Tabelle zusam-
mengefasst.

Lastdauer
1 sek. 1 min. 1 Std. 1 wo 1 mo. 3 mo.
Temperatur

<0°C 100,00 99,90 94,50 8,97 4,08 1,95
<10°C 34,40 13,80 0,99 0,65 0,55 0,48
<20°C 1,66 0,93 0,57 0,41 0,36 0,32
<30°C 0,67 0,54 0,42 0,27 0,22 0,19
<40°C 0,54 0,42 0,30 0,12 0,08 0,05
<50°C 0,41 0,29 0,18 0,03 0,00 0,00
<60°C 0,28 0,17 0,05 0,00 0,00 0,00
<70°C 0,15 0,04 0,00 0,00 0,00 0,00

Tab. 2.4 Rechenwerte fur Schubmoduli von PVB [N/mm?] in Abhangigkeit der Temperatur und Belastungsdauer,
Auswahl aus [F24] ohne Berticksichtigung von Alterungseinflissen

Castdauer | o5 zcp <5 sek. <10 min. <7 Tage Stéindig
Temperatur (StoB) (Windbden) (Windgrundlast) (Schneelast) (Eigengewicht)
<3°C monolithisch* monolithisch* monolithisch* 1,00 0,20
<25°C monolithisch* 1,00 0,35 0,10 0,00
<50°C monolithisch* 0,30 0,10 0,05 0,00
<70°C monolithisch* 0,15 0,00 0,00 0,00

Tab. 2.5 Rechenwerte fir den Schubmodul von PVB [N/mm?] in Abhangigkeit der Temperatur und Belastungs-
dauer [FKG 2001]

* Berechnung einschichtig mit der Gesamtglasdicke oder mehrschichtig mit G = 2 N/mm?

Ein Anwendungsvorschlag fir den Ansatz des Verbundes zwischen zwei Glasscheiben
wird in [F12] fur den Fachverband des konstruktiven Glasbau (FKG) gemacht. Bei dem
Bemessungsvorschlag wird dabei auf die in Tabelle 2.5 abgebildeten Schubmoduli ver-
wiesen (siehe auch Abschnitt 2.4.1).
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24 Systemeigenschaften von Verbundsicherheitsglas (VSG)

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die statische und dynamische Analyse eines Glas-
bogens aus Verbundsicherheitsglas mit Zugband. Das Tragverhalten der Verbundglas-
scheibe wahrend der Standzeit ist hierbei stark von der Schubtragfahigkeit der PVB-Folie
beeinflusst, da sie maligeblich die Steifigkeit des Systemquerschnitts bestimmt (Abschnitt
2.4.2). Nach der Zerstérung des Glases sind die Materialeigenschaften der gebrochenen
VSG-Scheibe maligebend (Abschnitt 2.4.3 - 2.4.4).

Bezlglich der Steifigkeit des intakten Querschnitts bilden die VSG-Scheiben mit vollem
Verbund und ohne Verbund ein Extrema. Hierbei ist der Biegewiderstand der VSG-Schei-
be mit vollem Verbund doppelt so grof® wie der Biegewiderstand ohne Verbund, wenn die
Deckschichten die gleiche Dicke h besitzen. Bei Betrachtung der Steifigkeit des Systems
handelt es sich bei vollem Verbund um das Vierfache der Steifigkeit der addierten Ein-
zelscheiben. Bei einem nachgiebigen Verbund liegen die Werte des Biegewiderstands
und der Querschnittssteifigkeit zwischen vollem und keinem Verbund. An welchen der
Extremwerte sich das System annahert, hangt von der Schubsteifigkeit der PVB-Folie ab.
Nachfolgend sind die Spannungsverlaufe der verschiedenen Verbundtragwirkungen tber

den Querschnitt dargestellt.

Biegewiderstand und Steifigkeit Spannungsverlauf

VSG-Scheibe ohne Verbund
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VSG-Scheibe mit nachgiebigem Verbund

%(h2~b)< W <%(h2-b) §/01,oben

7

y O2,0ben
2
O2,unten

Abb. 2.13 (a-c) Spannungsverlauf in VSG
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2.41 Ansatz der Verbundwirkung bei der Bemessung

Nach dem aktuell geltenden Baurecht darf in Deutschland ein Schubverbund lediglich

fur linienférmig gelagerte, absturzsichernde Verglasung [TRAV 2003] bei StolReinwirkung
angesetzt werden. Fir die Berechnung der Verglasung darf hierbei vereinfachend der
volle, monolithische Glasquerschnitt in die Berechnung eingehen. Gemal einer Empfeh-
lung des Bau-Uberwachungsvereins [BUV 2001] sollte jedoch hierbei die Schichtdicke
der PVB-Folie nicht mit in die Berechnung einflieRen. Bezlglich der Bericksichtigung
der Verbundwirkung zwischen den Einzelglasscheiben unterscheidet der BUV 2001 nach
[F24] je nach Lastfall zwischen vollem und keinem Verbund. Ein Ansatz mit nachgiebigem
Verbund wird fur keinen Lastfall vorgeschlagen. Abweichend von den Angaben der TRAV
ist eine Berlcksichtigung des Verbundes zwischen den Einzelscheiben von VSG nur
durch Zulassungen im Einzelfall méglich.

Einen Anwendungsvorschlag zur Bemessung der Glasscheiben in Abhangigkeit des
Schubmoduls der PVB-Folie wurde 2010 in [F12] fir den Fachkreis fir konstruktiven
Glasbau (FKV) gemacht. Bezugnehmend auf Tabelle 2.5 wird fir die Berechnung fol-
gende Anmerkung gemacht:

,Die Verbundglasscheibe kann mittels geeigneter Rechenverfahren oder mit der FE- Me-
thode (Sandwichelemente, Volumenelemente mit schubweicher Zwischenschicht etc.)
berechnet werden. Fiir jeden Lastfall ist der zugeordnete Schubmodul aus Tabelle 1 an-
zusetzen. Die Uberlagerung von Lastféllen erfolgt bei linearer Berechnung durch Super-
position der fiir jeden Lastfall (mit zugehérigem G) ermittelten Spannung und Verformung.
Bei nichtlinearer Berechnung sind die Lasten nacheinander entsprechend der realen
Belastungsgeschichte aufzubringen.”

Da es sich bei der vorliegenden Arbeit nicht um die Bemessung einer VSG-Scheibe han-
delt, sondern um die Analyse des Lastabtrages eines Glasbogens, wird dem Vorschlag
des Fachkreises fiir konstruktiven Glasbau Folge geleistet. Die Schnittgroflen werden
getrennt nach Lastfallen unter der Beriicksichtigung des nachgiebigen Verbundes mit
dem zugehdrigen Schubmodul der PVB-Folie ermittelt und anschlieend superponiert.
Das dazu erforderliche Flachenmoment 2. Grades wird aus dem im folgenden Abschnitt
beschriebenen Rechenverfahren flr den nachgiebigen Verbund abgeleitet.

2.4.2 Biegesteifigkeit einer VSG-Scheibe mit nachgiebigem Verbund

In der Arbeit von Geralt Siebert [F22] werden fiir den Lastabtrag dul3erer Lasten folgende
Loésungsansatze zur Berlcksichtigung des nachgiebigen Verbundes bei Verbundsicher-
heitsglas vorgestellt und anhand eines Beispiels miteinander verglichen:

- Lineare Sandwichtheorie [Stamm 1974]

- Theorie des nachgiebigen Verbundes [Wolfel 1987]

- Erweiterung der technischen Biege- und Verdrehtheorie [Glsgen 1999]

- Losung der Differentialgleichung fiir den Sandwichbalken unter Berticksichtigung
des Vierschneiden-Biegeversuchs an Verbundglasscheiben [Hooper 1973]

- Differentialgleichung des Sandwichelements mit biegesteifen Deckschichten und
schubweicher Kernschicht [Stamm, Witte 1974]

- Berechnung Uber zwei ideelle Teiltrager [Kreuzinger, Scholz 1998]
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Die Kontrolle der Verfahren flihrte fir alle aufgelisteten Verfahren zu einer sehr guten

Ubereinstimmung der Ergebnisse. Fiir die Berechnung des Glasbogens mit Zugband wird

das Verfahren nach Woélfel angewandt. Das ausschlief3lich mit Hand berechenbare Ver-

fahren ergibt anschauliche und nachvollziehbare Spannungsverlaufe fiir den VSG-Quer-

schnitt. Hierbei wird das Moment aus aulerer Last in Abhangigkeit des Schubmoduls der

Zwischenschicht und der Steifigkeit der einzelnen Deckschichten auf die Einzelschichten

und den Gesamtquerschnitt aufgeteilt. Die Einzelquerschnitte haben hierbei dreieckfor-

mig lineare Spannungsverlaufe, wohingegen der Verbundquerschnitt als Zweipunktequer-

schnitt mit Spannungsblécken angesehen wird. Aus dem Berechnungsverfahren nach

Wolfel Iasst sich nachfolgend die Steifigkeit des Verbundquerschnitts ableiten.

o aus Teilbiege- o aus Teilbiege-
momenten der moment des
Deckschichten Verbundquerschnitts
T o G'1,0ben G'1,0ben
2 / o
) 4
g ESG O'1,unten © O'1,unten
e M
< o O2,0ben  O2,0ben
s [0
S
) 4
N ESG O2,unten / © O2,unten 021

Abb. 2.14 Spannungsverlauf in VSG mit nachgiebigem Verbund

Vorgehensweise nach Wolfel:

B, - E.A,-E,A, .e?
E.A,+E,A,
1 —_—
12 IQQ dx
k BS . 0
- S . 2 1 _
Q IMM dx
0
G-e?b
Sq = 3
q
M=M,+ Mg
B B
M, :ﬁ'ﬁo M, M, :ﬁ'ﬂo M
B
:BO = DB
B S
°+ﬁ+m
E, E-Modul der Deckschichten
A Querschnittsflache der Deckschichten

| Flachenmoment 2. Grades der Deckschichten

Uberlagerung der
Spannungsanteile

G1,2é

(2.8)

(2.9)
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Schubmodul der Zwischenschicht

>

Schubflache der Zwischenschicht

o

B, Biegesteifigkeit des Querschnitts bei vollem Schubverbund
Sq Schubsteifigkeit des Verbundteils

K Verhaltnis der Querkraftverformung zur Gesamtverformung
B,=B,+B, Biegesteifigkeit der Deckschichten, B, =E, - |,, B, =E, - |,
M, =M, +M, Summe der Teilbiegemomente der Deckschichten

M, Teilbiegemoment der Verbundschicht

B, Verhaltniswert zur Aufteilung der Biegemomente

Die Aufteilung der Querkrafte auf die Deckschichten bzw. den Verbundquerschnitt erfolgt
analog. Nachfolgend kénnen die Spannungen in den Deckschichten und die Schubspan-
nung t_ in der Verbundschicht ermittelt werden.

M, h, Mg
1112 :iTT_e'PH (2.10)
M, h M
02221 =i|_2272_ e~22 (2.11)
Q
s =(1-A) (2.12)

Aus dem Gewichtungsfaktor B zur Aufteilung des Biegemomentes Iasst sich die Steifig-
keit des Verbundquerschnitts in Abhangigkeit des Schubmoduls der PVB-Folie ableiten.

AM

Mges=
Mp+ Ms -

Mo {.....

K
|

T
K1

Abb. 2.15 Aufteilung des Biegemomentes in Abhangigkeit der Querschnittssteifigkeit

Bei Annahme gleicher Krimmungen an der betrachteten Stelle I&sst sich gemaR Dia-
gramm 2.15 folgende Beziehung ableiten.

M, =k, - El; (I, = Flachenmoment 2. Grades der beiden Deckschichten)
M, =K, - Elg (I = Flachenmoment 2. Grades des Verbundteils)
My _ i Ely b
ﬁo_Ms_K1'E|s oo Po
| =1+ (Flachenmoment 2. Grades des VSG-Querschnitts unter Be

ges S D
ricksichtigung des nachgiebigen Verbunds)
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2.4.3 Zugtragfahigkeit von gebrochenem VSG

In der Dissertation von Mark Fahlbusch [F2] wurde das Tragverhalten gebrochener VSG-
Scheiben untersucht. Die Versuche ergaben, dass die Kornverzahnung des Glases bis zu
einer Spannung von 0,7 N/mm? mafgeblich den Lastabtrag einer gebrochenen Scheibe
bestimmt. Weiterhin steigert der Verbund der Glaskdrner bis zu einer Spannung von 1,0
N/mm? die Steifigkeit der Scheibe.

Grundsatzlich kann davon ausgegangen werden, dass eine gebrochene VSG-Scheibe
nicht nur tragfahiger, sondern auch wesentlich steifer ist als eine reine PVB-Folie. Das ist
fur die Bereiche, in denen sich die Glaskorner der beiden Scheiben gegenseitig tberlap-
pen (1.) aber auch in den Bereichen, in denen der Riss komplett durch den Querschnitt
verlauft (2.) nachvollziehbar:

1. Der Riss verlauft gemaf der Abbildung 2.16a nicht durch beide Scheiben. Die
Glaskorner beider Scheiben tGberlappen sich gegenseitig. Aufgrund der Schub-
steifigkeit der Folie wird die Folie dort nicht allein belastet und gedehnt, sondern
im Verbund mit dem Glas. Auch wenn der Verbund zwischen Folie und Glas
nachgiebig ist, fuhrt er dennoch zu einer deutlichen Versteifung des Querschnitts.

| Riss

I\ s )
v . PVB-Folie 1

a) b)
Abb. 2.16 (a) Uberlappungsbereiche von Glaskérnern (b) durchgehende Risse

2. Bei durch beide Scheiben durchgangig verlaufenden Rissen wird in dem gedffneten
Riss, im Gegensatz zu (1.), ausschlieRlich die Folie beansprucht. Da die Folie im
Riss eine geringe Lange aufweist, ist dort die Ldngenanderung trotz einer grof3en
Dehnung gering.

O .
_ _ Folie
Al = ERiss IRiss = E x

Riss Langenanderung der Folie im Riss

Folie

Da die Dehnung und damit die Folienspannung im Riss des Glaskorpers grof} ist,
kommt es lokal auch zu Rissen in der Folie. In diesen Bereichen kann davon ausge-
gangen werden, dass sich die Krafte in die umliegenden Bereiche umlagern.

Als Rahmenparameter fur den gebrochenen, zugbelasteten Glaskorper wird in der vor-
liegenden Arbeit mit 51 N/mm? der in [F2] ermittelte und in Abbildung 2.17 dargestellte
Anfangs- E-Modul einer gebrochenen VSG-Scheibe angesetzt. Basis der Dehnungen war
eine Spannung von 2,0 N/mm? und 2,5 N/mm?2. Der E-Modul einer reinen PVB-Folie spielt
bei der Betrachtung des zerstorten Glasbogens somit keine Rolle.
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Spannung

[N/mm?] y = 50,874x
3,00 - R?=0,9754
2,50
2,00 -

1,50 E Eiz]:rz(Reihe 2)
1,00 -
0,50

0

0% 1% 2% 3% 4% 5% 6%
Dehnung [%]

Abb. 2.17 Anfangs- E-Modul fiir Zug von gebrochenem VSG , aus [F2]

Die Lastweiterleitung der Druckkrafte innerhalb des zerstorten Glaskorpers erfolgt Uber
Kontakt zwischen den Glaskérnern. Bei Druck kann in einer gebrochenen VSG-Scheibe
somit der E-Modul des ungebrochenen Glases von 70.000 N/mm? angenommen werden.

2.4.4 Biegetragfihigkeit von gebrochenem VSG
Eine Rest- Biegesteifigkeit von gebrochenem VSG lasst sich Gber ein Kraftepaar aus
Zugkraft in der PVB-Folie und einer Druckkraft durch die Glaskorner ermitteln.

Abb.2.18 Glaskorner unter Biegebeanspruchung, in Anlehnung [F2]

In der Arbeit [F2] wird fur einen gebrochenen VSG-Querschnitt von 12 mm ESG / 1,52
mm PVB /12 mm ESG ein E-Modul von 4,2 N/mm? und ein Flachenmoment 2. Grades
von Iy = 27,6 cm* ermittelt. Diese Angaben werden fiir die Analyse des brechenden Glas-
bogens mit Zugband Gbernommen.
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3 Mechanische und mathematische Grundlagen

31 Grundlagen der Statik

3.1.1 Stabwerkmodelle

Das systematische Konstruieren und Detaillieren flachiger und stabférmiger Bauteile
mittels Stabwerkmodellen baut auf dem durch Moersch gepragten Begriff der «Fach-
werksanalogie» auf [F3]. Hierbei werden Krafte konsequent vom Lastangriffspunkt (=
Quelle) bis zur Lagerung bzw. Lasteinleitung in den Untergrund (= Mindung) verfolgt und
anhand von Vektoren in Kraftecken analysiert. Dies ermdglicht die anschauliche Analyse
der KraftgréRen sowohl in den Bauteilen selbst, als auch die Ermittlung des Kraftflusses
und der KraftgréRen innerhalb der Details. Wahrend die Systemgeometrie und die Rich-
tung der angreifenden Krafte dem Lageplan entnommen werden, kénnen die Kraftgrofien
anhand der vektoriellen Darstellung im Krafteck analysiert werden. Ist ein Krafteck ge-
schlossen, besteht Gleichgewicht am betrachteten Knoten. Das Ubertragen der Pfeilrich-
tung aus dem Krafteck an die entsprechenden Knoten im Lageplan definiert, ob es sich
um Zug (Pfeil zeigt vom Knoten weg) oder um Druck (Pfeil zeigt zum Knoten) handelt.

Lageplan Krafteck: 1 cm = ... KN
Umfahrungssinn: O

St (Zug)
F

""" - S2 (Druck)
b)
Abb. 3.1 Beispiel Stabwerkmodell (a) Lageplan (b) Krafteck an Knoten 2

Dem Ingenieur ist es dadurch moglich, kompliziertes aber wirklichkeitsnahes Material-
verhalten wie Nichtlinearitat, Inhomogenitat und Plastizitat in die Tragwerksentwicklung
einzubeziehen und im Entwurfsprozess material- und systembedingte Kraftumlagerungen
zu berlcksichtigen.

3.1.2 Ergédnzende Darstellungsregeln fiir Kraftecke

Um die Vorgehensweise zur Erstellung der Kraftecke im Rahmen dieser Arbeit besser
nachvollziehen zu kénnen, werden in diesem Abschnitt Darstellungsregeln festgelegt und
Ergénzungen vorgeschlagen.

Bei der Erstellung der Kraftecke startet man in der Regel an Knoten, an denen maximal
zwei unbekannte KraftgréRen angreifen und analysiert von dort ausgehend samtliche
Knoten des Systems. Hierbei kann fur jeden Knoten ein eigenes Krafteck gezeichnet oder
alternativ alle Knoten in einem Krafteck analysiert werden. Da in dieser Arbeit samtliche
Knoten in einem Krafteck dargestellt werden, wird der Startpunkt im Krafteck durch einen
Kreis kenntlich gemacht. GemafR der gewahlten Umfahrungsrichtung um den Knoten wer-
den die Kraftgrofien im Krafteck eingetragen. Ist eine KraftgréRe bekannt, wird sie fiir den
Nachbarknoten weiter verwendet. D.h. man erganzt das angefangene Krafteck, indem die
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bereits gezeichnete Kraftgrofie flir den neuen Nachbarknoten in der entgegengesetz-

ten Richtung nochmals bericksichtigt wird. Zur Verdeutlichung welches die «Hin»- und
welches die «Ruckrichtung» ist, werden nachfolgend zwei verschiedene Pfeiltypen
verwendet. Flr den zuerst betrachteten Knoten ein geschlossener, gefiillter Pfeil. Die
Nachbarknoten werden mit offenen, ungefillten Pfeilen gezeichnet usw.. Flr das Beispiel
in Abbildung 3.2c bedeutet das: geschlossene Pfeile fur die Umfahrung des Knoten 1 und
offene Pfeile fir die Umfahrung des Knoten 2.

Weiterhin werden die Kraftecke durch die qualitative Darstellung von Momenten erganzt.
In den Uberwiegenden Fallen werden Stabwerkmodelle dahingehend entwickelt, dass
rein normalkraftbelastete Tragwerke entstehen. Der Entwurf eines Stabwerks in einer
Stahlbetonscheibe ist beispielsweise dann optimal, wenn daraus ausschlieRlich Zug- und
Druckkrafte resultieren. Die Druckkrafte werden durch den Beton Glbernommen, flr die
Zugkrafte wird Bewehrung angeordnet. Wenn, wie in dem Fall des zu analysierenden
Bogens, zusatzlich noch Querkrafte vorhanden sind, sind daran zwangslaufig Momente
gekoppelt, da gilt:

Moy = [Qu dx 31
Bei Kraftecken handelt es sich um eine vektorielle Darstellung der Krafte. Deswegen ist
die malistabliche Darstellung der Momente in einem Krafteck analog der Normal- und
Querkrafte nicht vorgesehen. Es ist dennoch mdglich, die Momente zumindest qualitativ
im Krafteck zu bertcksichtigen, damit die Darstellung fur eventuell nachfolgende Berech-
nungsschritte (wie beispielsweise eine Spannungsberechnung) komplett ist und alle zu
bertcksichtigenden KraftgréRen abbildet. Vorgeschlagen wird im Rahmen dieser Arbeit
eine Momentenflache, die analog der Formel 3.1 an den Querkraftvektor gekoppelt ist
und sich Gber das Produkt aus Querkraft und Stablange berechnet: AM, =Q, - |..

Das ist moglich, weil die Querkraft aufgrund der polygonalen Geometrie eines Stabwerk-
modells mit den zugehorigen Kraften in den Knickpunkten Gber die Stabldnge immer und
ausschlielich einen konstanten Verlauf hat (siehe auch Abschnitt 4.1.1: Geometrische
Vereinfachung). Das Moment an einem bestimmten Knoten erhalt man durch Addition
der einzelnen Momentenabschnitte AM.. Dabei ist die Querkraft vorzeichengerecht zu
bertcksichtigen. Die vorgeschlagenen Darstellungsregeln sind in Abbildung 3.2 an einem
Kragarm mit einem Winkel zur Horizontalen veranschaulicht.

Lageplan Krafteck: 1 cm = ... kN
Umfahrungssinn: O
F
Knoten 1 Knoten 2 Knoten Moment im
K1 hin riick 1+2 Krafteck
N
@ e & e 2— AM1= Q1
F Av Av O
N Mk1=0
K2 SN SN 23 Mikz= Mk1 + AM1
a) b) c) d)

Abb. 3.2 Stabwerkmodell eines schragen Kragarms (a) Lageplan (b) Kraftecke fur beide Knoten getrennt
(c) beide Knoten in einem Krafteck (d) qualitative Darstellung von Momenten im Krafteck
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3.1.3  Prinzip der virtuellen Kréfte

Basierend auf dem Arbeitssatz wird das Prinzip der virtuellen Krafte angewandt, um in
einem statisch bestimmten System Verformungen oder eine unbekannte Kraftgrofie

in einem statisch Uberbestimmten System zu berechnen. In einem ersten Schritt wird
nachfolgend die Anwendung am Beispiel des Stabzweischlags der Abbildung 3.3, also
bei einem statisch bestimmten System beschrieben. Gesucht ist die horizontale Verschie-
bung an Knoten 2. Hierflr wird eine virtuelle 1-Kraft in Richtung der gesuchten Verschie-
bung angetragen und nachfolgend die aufdere Arbeit (W) beider Systeme mit der inneren
Arbeit (= Formanderungsenergie I1) gleichgesetzt [F19].

0-System 1-System

1 1

S

o s -
2 —
S2 S2 2
a) b)
Abb. 3.3 Lageplane (a) 0-System (b) 1-System

Der Arbeitsbegriff in der Mechanik ist durch das Produkt aus Kraft und zurtickgelegtem
Weg definiert:

F

N W= OIF' du'

u
Abb. 3.4 Arbeit

Unter der Voraussetzung, dass F vom Anfangswert 0 bis zum Endwert F’ gesteigert wird
und sich die Last unter dieser Kraft F um den Weg u’ vertikal verschiebt, ergibt sich fir
den ersten Anteil der duReren Arbeit:

W,=05-F-u

Der zweite Arbeitsanteil entsteht durch die horizontale Verschiebung der virtuellen 1-Kraft
durch die Kraft 1. Sie wird ebenfalls von 0 bis zum Endwert 1 gesteigert:

W, =05-1-h

Durch die aufdere Kraft F wird der Knoten 2 zusatzlich in horizontaler Richtung verscho-
ben. Fir die dort bereits in voller Gro3e wirkende 1-Kraft bedeutet das einen weiteren
Arbeitsanteil von:

W, =1-h
Durch Addition der drei Terme erhalt man die insgesamt geleistete Arbeit:
1 1
W, ,==F-u+—=-1-h+1-h
o =7 5 (32)



Zur Betrachtung der Formanderungsenergie wird das Superpositionsgesetz angewandt
[F19], wonach sich die Summe der Stabkrafte durch die Addition der Stabkrafte aus F
und 1 ergibt: S=S; +S;

Die gespeicherte Formanderungsenergie ist demzufolge:

. 2 2 —2 _
1B +8f 1, 1S’ 198 | <8 8l
H - 1 1 N 1 1 _ 1 1 1
2Z EA, 22 EA, +2z EA, +Z EA, (3.3)
Setzt man nachfolgend die dufiere Arbeit (3.2) mit der Formanderungsenergie (3.3)
gleich, kiirzen sich auf beiden Seiten Term 1 und Term 2 heraus (Herleitung siehe F19)
und es bleibt lediglich Term drei bestehen, der die horizontale Verformung in Richtung der
1-Kraft durch Koppeln der SchnittgroRen beider Systeme beschreibt:

1.h = ZS‘E—i'II' horizontale Verschiebung des Knotens 2

Auf der Basis dieses Prinzips lasst sich fur statisch Gberbestimmte Systeme eine be-
liebige Kraftgrofie ermitteln. Hierfir werden ebenfalls ein 0-System und ein 1-System
gebildet. Grundlage beider Systeme ist das urspringliche System, bei dem das Bauteil
der gesuchten KraftgroRe weggelassen und damit das tberbestimmte zu einem statisch
bestimmten System gemacht wird. Im 0-System wird als Belastung ausschlielich die
aulere Kraft (Abb. 3.5b) und im 1-System ausschlieRlich eine virtuelle 1-Kraft bertck-
sichtigt (Abb. 3.5d), die die Kraftgrofie des weggelassenen Bauteils ersetzt. Zur anschau-
lichen Erklarung wird das Beispiel aus Abbildung 3.3 erweitert und durch ein einwertiges
Lager an Knoten 2 ergénzt (Abb. 3.5a). Dadurch kann sich die horizontale Verformung
des obigen Beispiels nicht einstellen und das Tragwerk wird aufgrund des neuen Lagers
anders deformiert, als bei der ungezwangten Verformung. Durch die umgekehrte Betrach-
tung dieser Aussage wird das Vorgehen der Berechnungsweise sehr anschaulich:
Angenommen, das neu eingeflihrte horizontale Lager an Knoten 2 ware nicht vorhanden.
Das unter dieser Annahme statisch bestimmte System wirde sich unter der au3eren Last
F horizontal verschieben. Die Berechnung analog des Beispiels aus Abbildung 3.3 ergibt
die VerschiebungsgroRe 8., (Abb. 3.5b). Nachfolgend wird die horizontale Kraft gesucht,
die Knoten 2 wieder auf die urspriingliche x-Koordinate zurlickschiebt (Abb. 3.5¢). Diese
KraftgréoRe hat zwangslaufig die gleiche Grélie wie die in Realitat vorhandene Lagerkraft,
die diese Verformung verhindert. Um die zur Verschiebung (oder Verhinderung dieser
Verschiebung) nétige Kraft zu berechnen, wird im ersten Schritt die Federkonstante des
Systems in der besagten Richtung ermittelt. Die Ermittlung der Federkonstante kann mit
einer beliebigen horizontalen Kraft an Knoten 2 erfolgen. Da die Konstante kraftunabhan-
gig ist, kurzt sich die Kraft in der weiterfiihrenden Berechnung heraus. Bei dem beschrie-
benen Prinzip wird in der Regel eine 1-Kraft verwendet (Abb. 3.5d).
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Statisch liberbestimmtes System

0-System ges: X 1-System (Th. 1. 0.)

1

S1

h =810

b) d) e)
Abb. 3.5 Statisch tberbestimmtes System (a) Lageplan (b) 0-System (c) Haltekraft X des Lagers
(d) 1-System nach Th. I. Ordnung (e) Federkonstante k des 1-Systems

Durch Koppeln der SchnittgroRen des 1-Systems mit sich selbst erhalt man als Kehr-
wert die Federkonstante (1/611) des Systems, d.h. die Steifigkeit des Systems auf diese
horizontale Kraft bezogen (Abb. 3.5e). Da das Prinzip auf der Theorie erster Ordnung
basiert, werden alle Kraftgrof3en auf Basis der Ursprungsgeometrie ermittelt. Das Produkt
aus zurlickgelegter Verschiebung und der Federkonstanten «k» des Systems ergibt die
gesuchte Kraft «X».
Kraft = Weg - Federkonstante — X = —5i

11
Mit der statisch Uberzahligen Kraftgrofie «X» lassen sich nachfolgend alle weiteren
Schnittkrafte Gber die Gleichgewichtsbedingungen berechnen.

3.2 Grundlagen der Kinematik

In der Kinematik wird die Geometrie einer Bewegung beschrieben ohne auf die Krafte als
Ursache der Bewegung einzugehen.

Fur die Beschreibung sind Koordinaten und Zeitangaben erforderlich, um die Lage des
Korpers im Raum zu einem bestimmten Zeitpunkt zu definieren. Die augenblickliche Lage
eines Punktes P wird durch den Ortsvektor r in Bezug auf einen festen Bezugspunkt 0
festgelegt [F8]. Durch eine Lageanderung des Punktes P wahrend der Zeit t beschreibt
r(t) die Bahn des Punktes P.

Zwei benachbarte Lagen des Punktes P und P im Raum zu zwei Zeitpunkten t und t + At
wird durch die Anderung des Ortsvektors Ar = r (t + At) — r(t) beschrieben (Abb. 3.6). Die
Grenzwertbetrachtung dieser Anderung bezogen auf die Zeit ergibt die Geschwindigkeit

(Grenzwert des Differenzenquotienten aus Weg und Zeit).
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v = lim w: |im£:ﬂ:;t
At—0 At At—0 At dt

aus [F8]

Demnach ist die Geschwindigkeit v ( v = r ) die Ableitung des Ortsvektors Uber die Zeit.
Da es sich bei der oben dargestellten Formel um eine Grenzwertbetrachtung handelt
(d.h. die benachbarten Punkte riicken infinitesimal nahe zueinander), ist die Anderung
des Ortsvektors die Bahntangente in Punkt P. Somit ist auch der Geschwindigkeitsvektor

tangential zur Bahn gerichtet.
AV

V(M”Xm

a) c)
Abb. 3.6 Abhangigkeit von Lage, Orts- und Geschwindigkeitsvektor, aus [F8]

Ebenso wie der zuriickgelegte Weg hangt auch die Geschwindigkeit von der Zeit ab.
Analog des zurlickgelegten Weges kann auch die Geschwindigkeit in den benachbarten
Lagen P und P‘ durch v(t) und v(t+At) ausgedriickt werden. Die Anderung des Geschwin-
digkeitsvektors ist hier demzufolge: Av = v (t + At) — v(t).

Der Grenzwert der Geschwindigkeitsanderung ist definiert als Beschleunigung (Grenz-
wert des Differenzenquotienten aus Geschwindigkeit und Zeit).

Die Beschleunigung ist somit die erste Ableitung von v bzw. die zweite Ableitung von r.
Sie ist ebenfalls ein Vektor, hat in ihrer Ausrichtung jedoch keinen Zusammenhang mit
der Bahngeometrie.

v(t+At)-r(t) lim Av _dv - -

a=Ilim v=r aus [F8]

At—0 At N At*OE B a B

Im Umkehrschluss kann die Geschwindigkeit auch durch Integration der Beschleunigung
und der zuriickgelegte Weg Uber Integration der Geschwindigkeit berechnet werden.

Beschleunigung: a(t)

t+At
Geschwindigkeit: v(t) = ja(t)dt

t

t+At
Zurlickgelegter Weg: rt)= Iv(t)dt

t

Dieses Vorgehen (Integration der Beschleunigung und Geschwindigkeit) wird bei der Ana-
lyse mit dynamischen Stabwerkmodellen beschritten. Der so berechnete zurtickgelegte
Weg wird analog des Ortsvektors Ar der Abb. 3.6 im Lageplan dargestellt (s. Kapitel 5).
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3.3 Grundlagen der Kinetik

In der Kinetik wird das Zusammenspiel zwischen Kraft und Bewegung, also eine Ver-
knipfung der Kraft mit der Kinematik, beschrieben. Die kinetischen Grundgesetze
basieren in erster Linie auf der Zusammenfassung aller experimentellen Erfahrungen
Newtons und gipfelten bereits 1687 in den drei Newton‘schen Grundgesetzen. Diese
Grundgesetze werden allgemein als richtig angesehen, da sie mit den Erfahrungen und
den Schlussfolgerungen aller Experimente Gbereinstimmen. Da sie jedoch nicht wirklich
bewiesen werden konnen, haben sie Axiomen Charakter.

1. Newton‘sches Gesetz:
Wenn auf einen Massepunkt keine Kraft wirkt, ist der Impuls konstant [F8].

p =m - v = konstant (m = Masse, p = Impuls, v = Geschwindigkeit)
Mit anderen Worten bedeutet das, dass ein Massepunkt eine geradlinige, gleichféormige

(v = konstant) Bewegung ausflhrt, solange keine Kraft auf den Korper einwirkt!

2. Newton'sches Gesetz:
Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der auf den Massepunkt wirkenden Kraft.

. dp d(mv)
All : —= =F
gemein At pm
. . dv
bei konstanter Masse: ma =m-a=F

Wenn sich wahrend eines bewegten Vorgangs die Masse eines Kdrpers nicht verandert,
ist die Kraft eine vektorielle GroRe, die im Raum dieselbe Richtung aufweist wie die Be-
schleunigung.

3. Newton'sches Gesetz:
Zu jeder Kraft gibt es eine entgegengesetzt gerichtete, gleich grolRe Gegenkraft [F8]:

actio = reactio

In Worten ausgedrickt wird eine Kraft, die von einem Kdérper auf einen anderen wirkt, in
selber Grole, jedoch in entgegengesetzter Richtung erwidert.

3.3.1 Translation und Rotation

Ein geradlinig im Raum fortbewegter Korper erfahrt gemal des 2. Newton‘schen Ge-

setzes lediglich eine Bewegungsanderung, wenn eine Kraft auf ihn einwirkt. Ob die

Anderung der Bewegung eine Geschwindigkeitsanderung ist oder ausschlieRlich eine

Anderung der Bewegungsgeometrie hdngt von der Wirkungsrichtung der angreifenden

Kraft ab:

a) Haben der Kraftvektor und der Geschwindigkeitsvektor dieselben Wirkungslinien
wird der Korper beschleunigt bzw. abgebremst (Ar # 0), ohne dass der Korper sei-
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b)

30

ne Richtung andert. Es liegt eine reine Translation vor, bei der die Geschwindigkeit
zu- oder abnimmt.

; ng
m Bewegu“gs"cmu

F
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o

Abb. 3.7 Translation

Gibt es einen spitzen oder stumpfen Winkel zwischen der angreifenden Kraft und
dem bewegten Massepunkt, wird der Kérper sowohl beschleunigt (bzw. abge-
bremst), als auch zusatzlich in seiner Richtung umgelenkt.

Der vektorielle Anteil der Kraft, der parallel zum Geschwindigkeitsvektor verlauft,
treibt den Korper an (Abb. 3.8), so dass sich Geschwindigkeit und somit auch der
zurlckgelegte Weg erhoht. Der orthogonale Kraftanteil bewirkt eine Richtungsan-
derung des Korpers, ohne die Geschwindigkeit oder die Entfernung des zuriickge-
legten Weges zu beeinflussen (analog Fall c).

Ba\ n \Oor Kr aftell \“\,\SS

FH
./v

Fr
Bahn nach Krafteinfluss

Abb. 3.8 Einfluss der Kraft auf die Bahnkurve

Wirkt die Kraft kontinuierlich und ausschlie3lich orthogonal zum Geschwindigkeits-
vektor in Richtung eines Zentrums, unterliegt der Korper einer Kreisbewegung.
Der Kérper andert seine Geschwindigkeit nicht und legt daher keinen zusatzlichen
Weg zuriick (Ar = 0). Die Kraft &ndert ausschliel3lich die Bewegungsrichtung des
Korpers und bringt die Masse auf eine Kreisbahn. Die zum Zentrum zeigende Kraft
ist die Zentripetalkraft und hat die Grofe:

sz=m-

ﬁ

r

In Abbildung 3.9 ist eine Rotationsbewegung mit konstanter Geschwindigkeit in
Translation und Bewegung zum Zentrum aufgeteilt. Die in Realitat kontinuierliche

wirkenden Zentripetalkrafte werden hier vereinfacht in einzelnen Schritten darge-

stellt.

N
=m-v3/r

F zentripetal

FTranslation = 0

Abb. 3.9 Rotation mit konstanter Geschwindigkeit



34 Grundlagen der Mathematik: Numerische Integration

Die numerische Integration wird in der Mathematik als ndherungsweise Berechnung von
Integralen bezeichnet. Dazu wird die zu berechnende Flache unterhalb der Funktion in
einfachere Teilfiguren wie Rechtecke, Trapeze, Parabeln oder auch Funktionen héheren
Grades unterteilt und diese Teilflachen nachfolgend aufsummiert.

Ly
Furey ¥
y
T
M I=(y, +y,*ty,*...*y ) h
s
a h b
Xg X) Xy e X,

Abb. 3.10 Numerische Integration, aus [F32]

Abbildung 3.10 stellt eine der einfachsten Varianten der Gaul3schen Integrationsformeln
dar. Sie nahert jeden Abschnitt der Flache unter der Kurve durch ein Rechteck an, des-
sen Hohe dem Funktionswert in der Mitte des Abschnitts entspricht. Fur alle Formeln zur
numerischen Integration gilt: Je gréRer die Anzahl der Abschnitte n, in die das Intervall
unterteilt wird, desto besser ist die Naherung.

Die numerische Integration wird haufig von Computerprogrammen verwendet, da durch
sie auch Funktionen ndherungsweise integriert werden kdnnen, fur die es keine Stamm-
funktion gibt.

3.5 Relativbewegungen und Tragheitskrafte

Durch das Prinzip von d ‘Alembert lasst sich ein durch Krafte angeregter Bewegungs-
vorgang (Kinetik) auf die Statik zurlickfiihren. Die Bewegung eines Massepunktes kann
durch das 2. Newton‘sche Gesetz (F = m - a) beschrieben werden. Durch Umformen
dieses Terms wird ein statisches Gleichgewicht ablesbar:

F-m-a=0

Die das statische Gleichgewicht herstellende Kraft wird nach d ‘Alembert (1717 — 1783)
D’Alembertsche Tragheitskraft genannt. Da zu ihr jedoch keine Gegenkraft existiert,
verletzt sie das 3. Newton‘sche Gesetz (actio = reactio) und wird daher als Scheinkraft
bezeichnet. Zur anschaulichen Betrachtung dieser Tragheitskrafte und deren Darstellung
mittels Vektoren ist das Verstandnis ihrer Wirkungsrichtung elementar. Diese Aussage
scheint banal, wird jedoch bei der Berticksichtigung von Tragheitskraften in Mehrmassen-
systemen ein wichtiger Parameter der Analyse durch dynamische Stabwerkmodelle. Zur
Veranschaulichung der auftretenden Tragheitskrafte dienen nachfolgende Beispiele:
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Beispiel 1: Beschleunigendes Motorrad
Ein Motorradfahrer beschleunigt sein Motorrad durch Betatigen des Gashebels. Das

Beschleunigen ist gleichbedeutend mit der Aussage «Das Motorrad wird durch eine Kraft

nach vorne angetrieben»: F = m a

Motorrad < Motorrad

Die Person auf dem Motorrad sptirt, wie es sie bei der Beschleunigung gegen die Sitzleh-
ne drlckt, d.h. sie splrt eine Kraft nach hinten. Diese Kraft nach hinten ist jedoch keine
reale Kraft, sondern die Tragheit des Motorradfahrers:

FTrégheil= Fahrer ’ aMotorrad

Die Masse des Motorradfahrers mdchte eigentlich trdge an dem urspriinglichen Ort
verharren, wird aber von der Sitzlehne des Motorrads nach vorne gedrtickt. Wenn der
Motorradfahrer keine Lehne hatte und sich nicht festhalten wurde, fihre das Motorrad

einfach unter ihm weg und er bliebe auf der Stralle stehen.

Beispiel 2: Karussell mit konstanter Geschwindigkeit

Um einen mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Massepunkt auf einer Kreisbahn

zu halten, ist ausschlielich die Zentripetalkraft erforderlich (Abb. 3.9). Sie lenkt den mit
konstanter Geschwindigkeit geradeaus fliegenden Korper immer zum Zentrum gerichtet
um. Bei einem Karussellfahrer macht sich die Zentripetalkraft dahingehend bemerkbar,
dass die Lehne des Karussellsitzes in die Seite des Karussellfahrers druckt. Fir ihn fuhlt
es sich an, als wirde er nach auf3en gedriickt werden. Diese geflihlte Scheinkraft ist
allgemein als Zentrifugalkraft bekannt. In der Realitat wird jedoch die trage Masse des
Karussellfahrers von der Sitzlehne nach innen gedrickt. Es handelt sich fiir einen in dem
System befindlichen Massepunkt somit um eine Relativbewegung. Ware die Zentripetal-
kraft nicht vorhanden, flége der Karussellfahrer mit konstanter Geschwindigkeit gerade-
aus weiter, d.h. tangential zur Kreisbahn.

Beispiel 3: Freier Fall
In der Betrachtung des freien Falls wird die Wirkung der tragen Masse nochmals verdeut-

licht. Ein fallender Korper ist der Gravitation «g» der Erde ausgesetzt und wird mit der
Kraft G zu Boden gezogen:

G=Mg e 9

Ware keine Gravitation vorhanden, wirde der Korper in seiner Lage verharren wollen.
D.h. auch auf der Erde weist er eine trdge Masse auf, die iUberwunden werden muss:
F= Myzge ~ A

Hierbei hat die schwere Masse die gleiche GréRRe wie die trage Masse. Mochte man die
Beschleunigung berechnen, mit der ein Koérper zu Boden fallt, kann die Gewichtskraft mit
der Tragheitskraft gleichgesetzt und die Masse herausgekurzt werden:

m-g=m-a — g=a

Das Ergebnis zeigt, dass ein Kdrper im freien Fall ausschliel3lich mit der Beschleunigung
g (= 9,81 m/s?) Richtung Erde fallt und dabei vollstandig unabhangig von der Masse ist.
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4 Analyse eines Glasbogens mit Zugband durch Stabwerkmodelle
Herstellung und statisches System

Als Vorstufe zur Analyse eines versagenden Glasbogens mit Zugband mittels dyna-
mischen Stabwerkmodellen wird in diesem Kapitel die Herstellung des Bogens und das
statische System mit Stabwerkmodellen berechnet. Ziel ist, den gesamten «Lebenszy-
klus» des Glasbogens mit einem Verfahren zu beschreiben. Der damit einhergehende
Erkenntnisgewinn ermdglicht dem Ingenieur eine Beeinflussung des Lastabtrags und der
Resttragfahigkeit durch Variation der Bogengeometrie und Beriicksichtigung der spezi-
fischen Materialeigenschaften.

Um einen Bogen mit Stabwerkmodellen berechnen zu kdnnen, muss das System vorab
geometrisch vereinfacht werden. Die kontinuierliche Bogengeometrie wird durch gerade
Stabe und damit als Polygonzug abgebildet, in dessen Knickpunkten die Lasten zu Re-
sultierenden zusammengezogen werden (Abschnitt 4.1.2). Da es sich um ein statisch ein-
fach Uberbestimmtes System handelt, missen weiterhin die Biege- und Dehnsteifigkeiten
der einzelnen Tragwerksteile berlicksichtigt werden, um eine realitdtsnahe Kraftflussana-
lyse zu erhalten (Abschnitt 4.3). Fir die Ermittlung der statisch Gberzahligen Schnittkraft
wird in den folgenden Abschnitten eine Kombination aus Stabwerkmodell und dem Prin-
zip der virtuellen Krafte vorgeschlagen. Nachfolgend wird die Vorgehensweise allgemein
dargestellt und in Kapitel 7 auf den Glasbogen mit Zugband angewendet.

4.1 Statisches System: Bogen mit Zugband

Bei dem zu untersuchenden Bogen mit Zugband handelt es sich um ein innerlich einfach
statisch Uberbestimmtes System.

e,

{ — E—
|
1

Abb. 4.1 Statisches System: Glasbogen mit Zugband, beliebige Geometrie, hier Sinusbogen

Der Lastabtrag erfolgt durch Normalkrafte, Querkrafte und Momente. Wie grof} hierbei
der Anteil von Normalkraft und Querkraft bzw. Moment ist, hangt von folgenden Rahmen-
bedingungen ab:

- dem Zusammenspiel zwischen Bogengeometrie und Belastung
- den Steifigkeiten von Bogen und Zugband

Der optimale Lastabtrag eines Bogens kann Uber die Geometrie einer Stutzlinie entwi-
ckelt werden. Diese Stltzlinie kann jedoch ausschlieBlich im Zusammenhang mit der
zugehdrigen Belastung optimal sein. Die Entwicklung einer Stitzlinie aus einer beliebigen
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Belastung Uber ein Krafteck und Lageplan ist exemplarisch in Abbildung 4.2 dargestellt.

Belastung Krafteck Lageplan / Stutzlinie
F3
Fs As Fa \
Fi v \ Fa A St FZ :‘ l r
An 1 2 3 Bu B H H
A .. = A
Bu Fa Bv
a) b) c)

Abb. 4.2 Entwicklung der Stitzlinie zu einer beliebigen Belastung (a) Belastung (b) Krafteck (c) Geometrie der
Stutzlinie

Die Lagerreaktionen A und B, werden durch die Gleichgewichtsbedingungen M =0
und ZV = 0, analog der Berechnung eines Balkens ermittelt. Die GréRe der horizontalen
Lagerreaktionen A, und B, ist frei wahlbar. Je groRRer die Horizontalkrafte gewahlt wer-
den, desto flacher wird der Bogen. Aus einem kleinen Stich resultieren naturlich grof3ere
Stabkrafte als bei einem grof3en Stich.

Weichen Belastung und die zugehdrige, optimale Geometrie voneinander ab, entstehen
Querkraft und Biegung im System. Wie grof3 der Anteil an Biegung und Normalkraft ist,
hangt von der Steifigkeit der Einzelkomponenten ab. Je steifer ein Bauteil ist, desto mehr
Lasten zieht es an. Dieses Phanomen kann durch Stabwerkmodelle sehr anschaulich
dargestellt und analysiert werden. Ein Berechnungsvorschlag hierzu wird in Abschnitt 4.3
vorgestellt.

4.1.1 Geometrische Vereinfachung

Um das System mit Stabwerkmodellen zu analysieren, muss der kontinuierlich ge-
krimmte Bogen in einen Polygonzug vereinfacht werden. Fir die nachfolgenden Un-
tersuchungen werden vier Abschnitte (finf Knoten) gewahlt, was eine groRtmogliche
Vereinfachung darstellt. Sie liefert einerseits ausreichend genaue Ergebnisse und lasst
andererseits alle Versagens- und Bewegungsmadglichkeiten zu, die das System beeinflus-
sen konnen. Eine geringere Anzahl von Knoten wiirde entweder keine Bewegungsfreiheit
(Abb. 4.3a) oder nur eine antimetrische Verformung (Abb. 4.3b) ermoglichen.

f !

a- keine Verformungsfigur méglich c- symmetrisch und antimetrische Verformung maglich
BN
S o RS . Ursprungsgeometrie
e N polygonale Vereinfachung
f T ——————— antimetrische Verformung
. . e ) symmetrische Verformung
b- nur antimetrische Verformung méglich

Abb. 4.3 Polygonale Vereinfachung der Geometrie
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4.1.2 Lage der Knickpunkte, Knoten und Einzellasten

Zur Analyse der SchnittgréRen mittels Stabwerkmodellen kann die Lage der Knickpunkte
auf dem Bogen beliebig gewahlt werden, da sich aus der gewahlten Lage die zugehorig
passenden Lasten Uber Lasteinzugsbreiten ergeben. Grundsatzlich kann jedoch davon
ausgegangen werden, dass eine gleichmafige und symmetrische Einteilung genauere
Ergebnisse liefert als eine asymmetrische.

Fir das folgende Beispiel werden die Knickpunkte so gewahlt, dass sich im projizierten
Grundriss gleiche Lasteinzugsbreiten ergeben. Fir die Lastkonzentration in den Knick-
punkten bedeutet das gleiche Einzellasten (halbe GréRe am Lager) bei Gleichstrecken-
lasten (z.B. Schneelasten) und unterschiedliche Lastgrofien aller anderen Lastfalle (z.B.

Eigengewicht).
l F2 lFs' F4
S2 Ss3
j F1 S1 5 3 py S4 Fsy
1 5
= z
L/4 | L/4 | L/4 | L/4

1 1 1
L

Abb. 4.4 Statisches System der gewahlten Vereinfachung des Bogens mit Zugband

Im Anhang zu diesem Abschnitt wird eine Vergleichsrechnung zwischen der polygonalen
Vereinfachung und einem kontinuierlichen System auf Basis einer sinusférmigen Geome-
trie durchgefiihrt. Fir das gerechnete Beispiel ergibt sich bei der Normalkraft eine maxi-
male Abweichung von 0,85 %. Sie liegt im Zugband des Bogens vor.

Die Abweichung des maximalen Momentes betragt 0,38 %, wobei die Lage des Maxi-
malmoments im Bogen mit der kontinuierlichen Geometrie um x = 40 cm von der Lage
des Maximalmoments der polygonalen Geometrie abweicht. Dass die Lage abweicht,
die Momente jedoch annahernd die gleiche GréRRe aufweisen, ist durch zwei gegenlau-
fige Effekte zu erklaren. Aufgrund der Berechnung mit resultierenden Einzellasten wird
ein Feldmoment im Vergleich zur Berechnung mit Streckenlasten groRer. Aufgrund der
Geometrie und Einzellasten des polygonalen Systems verlauft das Moment zwischen
den Knoten jedoch zwangslaufig linear, wodurch das maximale Moment nur an Knoten 2
vorliegen kann. Die eigentliche Lage des maximalen Moments wird durch die polygonale
Aufteilung somit «Ubergangen».

Die Abweichungen der minimalen Momente und der Querkrafte fallen groRRer aus. Sie
spielen jedoch aufgrund des sehr geringen Einflusses bei der Bemessung eine unterge-
ordnete Rolle.
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4.2 Herstellung des Glasbogens

4.21 Thermische Vorspannung

Bezlglich der Spannungsverteilung des thermischen Vorspannprozesses wird eine
Druckspannung an der Scheibenoberflache von 110 N/mm? angesetzt. Diese Ober-
flachenspannungen wurden durchschnittlich an den gepriften Referenzscheiben des
Projekts «Loggia Wasseralfingen» (siehe Kapitel 7) ermittelt.
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Abb. 4.5 Eigenspannungen aus thermischer Vorspannung der Glasscheiben

Aufgrund des Gleichgewichts der Spannungen Uber den Querschnitt werden im sta-
tischen Zustand keine resultierenden Krafte aus der thermischen Vorspannung in das
System eingebracht. Fir die Analyse des Glasbogens wahrend der Standzeit miissen
somit lediglich die Spannungen an den Scheibenoberseiten (110 N/mm?) in die Berech-
nung einflieBen. Sie werden mit den Spannungen aus der Herstellung des Bogenstichs
und den Spannungen aus der aul3eren Belastung superponiert.

Fir den Bruchzustand flief3en die in Kapitel 2.2 ermittelten Werte fiir die Expansionskraft
des Glases durch die Zerstérung in die Analyse mit dynamischen Stabwerkmodelle ein.

4.2.2 Aufbringen des gewiinschten Stichs

Wahrend die geometrische Vereinfachung und die statische Analyse eines Bogens mit
Zugband in diesem Kapitel allgemein gultig beschrieben wird, hangt die Analyse der
Herstellung stark von der Art und Weise ab, wie der Bogenstich in die Glasscheibe einge-
bracht wird. Aus diesem Grund wird die Herstellung in diesem Abschnitt nicht allgemein
beschrieben. Als Grundlage der Berechnungen dient die Herstellung des Glasbogens

in Wasseralfingen (Untersuchung aus Kapitel 7). Bei dem betrachteten Projekt wird der
Stich in die Glasscheibe eingebracht, indem die ebene Scheibe wie ein zweiseitig ge-
lagerter Balken belastet und die gewilinschte Verformung ber Biegung der Glasplatte
hergestellt wird. Flr diesen Vorgang wird die Raumtemperatur auf 60°C erhéht. Aufgrund
der viskosen Materialeigenschaften der PVB-Folie bei dieser Temperatur ist die Schub-
tragfahigkeit der Folie vernachlassigbar gering und die Verbundwirkung zwischen den
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Glasscheiben somit kaum mehr vorhanden (siehe Kapitel 2.3). Die Glasscheiben kénnen
wie zwei getrennte Einzelscheiben berechnet werden. Nachdem sich der Stich einstellt,
werden die vorgewarmten Zugbander zwangungsfrei eingebaut. Nachfolgend wird die
Klimakammer auf eine Raumtemperatur von ca. 20° C abgekihlt (Abb. 4.6).
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Abb. 4.6 Einbringen des Bogenstichs in der Klimakammer, aus [F31]

Durch das Einbauen der Zugbéander und das Umdrehen des Systems &ndert sich der
Lastabtrag. Aus der biegebelasteten Glasplatte wird ein Bogentragwerk, das durch die
Fixierung der Scheibenrander in der gekrimmten Geometrie gehalten wird. Aufgrund
dieser elastischen Zwangung befinden sich, anders als bei einer gekrimmt hergestellten
Scheibe, Spannungen im Glas. Wahrend die Geometrie des rein biegebelasteten Balkens
durch eine Parabel beschrieben werden kann, entspricht die Geometrie des in die Form
gezwangten Bogens einer Sinusfunktion. Es handelt sich hierbei um einen Druckstab mit
grofRen Verschiebungen (Elastica), der geometrisch affin zur Knickbiegelinie des Euler-
falls 2 ist.

. X
Wiy = Winax -SIH(ETJ Funktion der Knickbiegelinie des Eulerfalls 2
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Abb. 4.7 Knickverformung eines Balkens als Druckstab, aus [F29]

Die Verzweigungslast des zweiten Eulerfalls fur den schubstarren Biegebalken folgt aus
der Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir das in Abbildung 4.7 dargestellte Knickpro-
blem El-w"+F-w=0 aus [F13].

2
T

Mit der Lésung: F; = El'lT (4.1)
Diese Differentialgleichung erméglicht es jedoch lediglich, Durchbiegungen kleiner der
kritischen Knicklast F, , zu ermitteln.

4.2.3 Modellierung der Elastica mit Stabwerkmodellen
Sollen Stabverformungen aus einer Druckkraft groRer als F,_ ermittelt werden, kann die
Uberkritische Knickbiegelinie mit Stabwerkmodellen simuliert werden. Hierfur wird auf das
System eine Last am Scheibenrand aufgebracht, die die Scheibe wie einen Druckstab
belastet. Der Druckstab weicht aufgrund seiner Imperfektion nach oben aus und krimmt
sich gemaR der Knickbiegelinie. Anders als die Betrachtung eines perfekten Stabes und
dem damit einhergehenden Knickproblem kann die Analyse eines imperfekten Stabes
eher einem Spannungsproblem zugeordnet werden. Wahrend ein perfekter Stab bis zum
Erreichen der kritischen Knicklast keine Verformungen aufweist und sich erst im Uberkri-
tischen Bereich stark verformt, weist der imperfekte Stab schon bei geringen Belastungen
Verformungen auf. Eine Annaherung der Last-Verformungskurven ist erst im Uberkri-
tischen Bereich vorhanden.

F
Vi

perfekt //
A==

Frit|—

imperfekt

r
Wmax

Abb. 4.8 Annaherung der Knickverformung eines perfekten und imperfekten Stabes, aus [F29]

Bei der Simulation mit Stabwerkmodellen wird die Last schrittweise auf das System

aufgebracht. So kann die zunehmende Verformung des Systems in die Berechnung ein-
flielen (Berechnung nach Theorie Il. Ordnung). Weiterhin ist die Genauigkeit durch eine
Reduktion des Kraftzuwachses bei der Anndherung an die kritische Knicklast steuerbar.
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Abb. 4.9 Statisches System: Herstellung des Bogenstichs als Druckstab durch elastische Krimmung

Als Vorgehensweise wird eine Kombination aus Stabwerkmodellen mit dem Prinzip der
virtuellen Krafte (PdvK) vorgeschlagen. Hierbei wird im 0-System die duf3ere horizontal
wirkende Kraft F eingetragen, die den Druckstab staucht. Im 1-System wird die virtuelle
Kraft 1 in Richtung des gesuchten Zuwachses der Stichhdhe (Abb. 4.10a) bzw. in Rich-
tung der Lagerverschiebung (Abb. 4.10b) angesetzt.

Durch Koppeln der Schnittkraftlinien aus Normalkraft, Querkraft und Moment erhalt man
die Verformung in Richtung der im 1-System angetragenen virtuellen Kraft. Da es sich
bei den nachfolgenden Betrachtungen um Glasbdgen handelt, kbnnen aufgrund der im
Bauwesen relevanten Dimensionierungen und damit einhergehenden Steifigkeiten die
Verformungen aus Normalkraft und Querkraft vernachlassigt werden. Ihr Anteil an der
Gesamtverformung ist vernachlassigbar gering.

MM N’ QQ
Syo = ?ds + I n ds + _[ S ds Verformung des Systems 4.2)
0- System 1- System
F 1 L/4 L L/4 1 L/4 1 L/4 | 1 L/4 1 L/4 1 L/4 | L/4 |
M- Linie M- Linie

M- Linie M- Linie

b)
Abb. 4.10 0-System und 1-System mit zugehdrigen Momentenlinien fir das PdvK
(a) Ermittlung des Stichs (b) Ermittlung der Horizontalverschiebung am Auflager

Da der Druckstab zu Beginn der Berechnung ausschlieBlich eine Imperfektion und somit
eine sehr geringe Abweichung von der Horizontalen aufweist, ist die Bogenlange mit der
Spannweite des Bogens annahernd identisch. Die vereinfachte Geometrie von L/4 fiir
jeden Stababschnitt fiihrt somit zu hinreichend genauen Ergebnissen. Fur die oben ge-
wahlte polygonale Aufteilung in vier Abschnitte ergibt die Auswertung der Integrale (4.2)
nach Einsetzen der Rahmenbedingungen fir alle beliebigen symmetrischen Geometrien
und Bogensteifigkeiten eine Verformung von:
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F-ly -1, -(6h, +5h,)

Ah, = . ..
2 9 -El Zuwachs an Stichhtéhe (4.3)

aw. =l '(2h12 +h;h, +h22) Horizontalverschiebung am Lager (4.4)
* 6 -El

Mit:

Geometrische GrolRRen siehe Lageplan (Abb. 4.9)
ly Spannweite des Bogens im ersten Berechnungsschritt

l Spannweite des Bogens im aktuellen Berechnungsschritt

In der Regel wird das Prinzip der virtuellen Krafte in der oben dargestellten Form fur die
Verformungsberechnung eines statischen Zustands verwendet. Fir die Anwendung einer
mehrstufigen Laststeigerung muss in der Formel noch der Lastzuwachsfaktor eingerech-
net werden. Er berticksichtigt, dass eine bereits auf das System wirkende und mit dem
System in Gleichgewicht stehende Kraft durch den Zuwachs der Stichhéhe einen zusatz-
lichen Einfluss auf das System austibt (Theorie 2. Ordnung).

Fir die Herleitung des Lastzuwachsfaktors wird die Glasscheibe nachfolgend wie eine
durch die aullere Last gespannte, elastische Feder betrachtet. Zur Berechnung der
Federkonstante wird fur die Kraft F der Formel (4.3) 1 kN angesetzt. Somit erhalt man als
Federkonstante:

_1-1?-(6h, +5h,)

K
. 96 -El

Sucht man nachfolgend die Verformung des Bogens in Richtung der angetragenen
virtuellen Kraft aufgrund einer aueren Last F, muss lediglich die Federkonstante mit der
aufBeren Last multipliziert werden: Ah, = F - k|

Die Stichhtéhe des Bogens ist hierbei ein linearer Parameter der Federkonstanten. Das
wird bei der Betrachtung der Momentenlinie im 0-System (Abb. 4.10a) anschaulich, da
sie Uber die Exzentrizitat F - h berechnet wird, d.h. bei der Hohe xh ist M = F - xh. Da
dieser Faktor beim Koppeln der M-Linien ausgeklammert werden kann, ist die Federkon-
stante linear abhangig von der Stichhéhe des Bogens:

Key = Iﬁ—LX'M;"N Mds=x~I—Mv‘k”'Mds
i El El

Betrachtet man nun zwei aufeinander folgende Schritte i-1 und i berechnet sich die Fe-
derkonstante fur die dulere Gesamtlast ZF, (= alle bis zu diesem Zeitschritt aufaddierten
Lastschritte AF)) nicht aus der absoluten Stichhohe h, sondern auf Basis des Zuwachses
der Stichhohe Ah, durch den Lastzuwachs AF,. Die Herleitung ist in Abbildung 4.11 an-
schaulich dargestellt. In Bild a) ist der Berechnungsschritt i-1 dargestellt, die Verformung
aus dieser Last ist geometrisch bereits berticksichtigt. D.h. die duliere Last ZF , steht mit
der dargestellten Geometrie aus Schritt i-1 im Gleichgewicht.
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Schritt: i-1

a)

h1 h2 h1
IFi1 =
Schritt: i
b) c) Ah1 Ahz2aFi) Ah1(aF)
. . h1 h2 h1 . . h1 h2 7
AFi 2F= AFi SEL &
d "
) Ah1aFi Ahzier) Ah1(aFi

AFi ZFi1 = AFi Fin®2

2Fi 2Fi

Abb. 4.11  Verformungszuwachs durch Lastzuwachs nach Theorie Il. Ordnung

Wird in Berechnungsschritt i die Belastung nun nachfolgend um AF, gesteigert (b), ist die
Verformung daraus Ah, (c). Die Last 2F_ ist in den Bildern (b) und (c) grau dargestellt, da
sie mit der Geometrie aus i-1 im Gleichgewicht steht. MGchte man nun die Gesamtlast
ZF bericksichtigen (d), wirkt sie sich nur noch auf den Verformungszuwachs Ah, aus AF,
aus. D.h. dass analog der obigen Uberlegung dieser Verformungszuwachs Ah die Basis
zur Berechnung der Federkonstanten flr ZF, darstellt und nicht der Absolutwert der Stich-
héhe. Damit ergibt sich aus der Verformungsberechnung Gber AF, in Schritt i die Feder-
konstante fur die Gesamtlast:

AF, -1y -1, - (Bh, +5h, )
96 -El

Federkonstante in Berechnungsschritt i

kAFi :AFi 'kf,1 =

Die Erhohung des Stichs aus der Gesamtlast 2F, ergibt sich nachfolgend aus der Multipli-
kation mit der Federkonstanten des aktuellen Zeitschritts.
Zuwachs der Stichhohe aus Lastzuwachs:

F 1,1 -(6h, +5h,)

Ahy, = 3F 2
' 96 -El

Vertikale Verformung an Knoten 3 (4.5)

Die Verformung an Knoten 2 und 4 ergibt sich Giber die Geometrie des Sinushalbbogens:
Ah, = Ah, -sin| 72X | = Ah, -sin[ =
L 4

Fir die Horizontalverschiebung des Lagers gilt analog der obigen Beschreibung:

_yp AR g-(2n7+hh, +h,?)

: 5. El (4.6)

AW

X,i

Die Spannweite im aktuellen Berechnungsschritt ergibt sich somit zu:
Li = Li-1 - AWx,i

Da die einzigen EinflussgréRen neben der Biegesteifigkeit (El = konstanter Wert) geome-
trische GréRRen sind, kdnnen samtliche Berechnungsparameter aus dem sich schrittweise
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andernden Lageplan entnommen werden (Abb. 4.12). Die Formeln (4.5 und 4.6) lassen
sich somit anwenden, ohne dass die Schnittkraftlinien gezeichnet und gekoppelt werden
missen. Die Ermittlung der Knickbiegelinie und Knicklast zugehoérigen Stabschnittgrofien,
kénnen fir den jeweiligen Lageplan mit der zugehdérigen dufleren Last durch Kraftecke
veranschaulicht werden. Nachfolgend sind exemplarisch drei Schritte dargestellt.

Schritt 1 Ahm:zF'AAFrM-ID-(Ghm+5h20)
AR / ‘ 9 -El Krafteck
2,1
xhto ar
F1 —g
1 Lo/4 Lo/4 ,l as
Lo %
\Aw,“ - ZF‘.AFw‘lo‘(Zhwu;J"Ehlwohzu +hao’
S AF, 1y -lg-(Bh +5h,,)
Schritt 2 r 22 = 5F2° 96 -El
Ah2,2
Aht.2 Krafteck
|
G ) _ Q
AF2 Fi T Qi
. +—— L1/4 1 L1/4 -+ L1/4 + L1/4 1 I o
| 2 L1 T
AR, ‘|0‘(2h1 2+ hyihy *hztz)
AW, , =2F) ————————= =/ 5l - .
JRp—— AFy-13 -1y - (6,5 + 5h,,)
I 96 -El
Sehritt 3 N
—— Ah13 Krafteck
— h2z2
AF3 >F2 =
= L2/4 + L2/4 L2/4 f L2/4
| 3Fs 1

L2
\ AFs-Iu‘(Zh 22+h12h“+h“2)
w SF. . ¥ 22

6-El

Abb. 4.12 Schrittweise Ermittlung der Knickbiegelinie und zughdrigen SchnittgroRen

Legende:
AF, Lastzuwachs im Berechnungsschritt i
2F, Gesamtlast im Berechnungsschritt i
: Spannweite im Berechnungsschritt i
. Hohe an Knoten x im Berechnungsschritt i
Anh . Vertikale Verformung an Knoten x im Berechnungsschritt i
Aw Horizontale Lagerverformung im Berechnungsschritt i

4.2.4 Kontrolle der Ergebnisse

Zur Ermittlung von Durchbiegungen fur Werte F > F,__ ist in [F29] die Herleitung fir das

krit
Naherungsverfahren nach Galerkin beschrieben. Mit Gleichung (4.7) kann das Gleich-
gewicht zwischen einer Uberkritischen Druckkraft und dem Systemwiderstand durch
Ausknickung ermittelt werden. Da es sich bei diesem Naherungsverfahren um ein einfach
anzuwendendes Handrechenverfahren handelt, wird es in Kapitel 7 als Kontrolle des

Ergebnisses durch Stabwerkmodelle herangezogen.
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Abb. 4.13 Naherungsverfahren von Galerkin verglichen zur exakten Losung

In Abbildung 4.13 erkennt man fur einen ermittelten Verhaltniswert F / F_. nahe eins eine

krit
gute Affinitat zwischen der Naherungslésung durch Galerkin und der exakten Lésung.
Durch Umstellen der Gleichung 4.7 erhalt man die Druckkraft, die den nach Eulerfall 2

ausknickenden Druckstab um w verformt.

F= % mit: F,, gemat (4.1) “o
1-

817

Weiterhin lasst sich unter Annahme eines dehnsteifen Querschnitts die zugehdrige Hori-
zontalverformung f ermitteln:

F
fzz.(F——1J.| (4.9)

krit

Grundsatzlich kann es sich bei dieser Kontrolle jedoch nur um eine grobe Naherung han-
deln, da das Verfahren von Galerkin auf der mathematischen Herleitung eines perfekten
Stabes basiert (siehe Abb. 4.8).

4.3 Lastabtrag durch duBere Lasten

Bei dem Bogen mit Zugband handelt es sich um ein innerlich einfach statisch unbe-
stimmtes System. Somit héngt der Lastabtrag bzw. die Gewichtung zwischen dem Anteil
aus Bogenwirkung (Normalkraft) und Biegung im Bogen in erster Linie von der Bogen-
geometrie und den Steifigkeiten der einzelnen Tragwerksteile ab. In Abbildung 3.14 sind
die Extremfalle des moglichen Lastabtrags dargestellt; In Abb. 4.14b ausschlieRlich durch
Normalkraft und in Abb. 4.14c ausschlieBlich tber Biegung. Die graphische Analyse mit
Stabwerkmodellen zeigt deutlich, dass in diesem Beispiel ein Lastabtrag ausschlieRlich
durch Normalkrafte nicht mdglich ist, d.h. in Abb. 4.14b schlie3en sich die Kraftecke nicht.
Das ist nachvollziehbar, da es sich bei der Sinusgeometrie nicht um die Stltzlinie zu der
im Lageplan 4.14a eingetragenen Gleichstreckenlast handelt. Folglich ist eine Querkraft
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(= Vorhandensein eines Momentes) erforderlich, um ein statisches Gleichgewicht herzu-
stellen. In Abbildung 4.14c ist das andere Extrem dargestellt, namlich die Annahme, das
System trige ausschlieRlich Gber Querkraft und Biegung ab. Das Tragwerk hatte lediglich
die Form eines Bogens, verhielte sich jedoch wie ein gekrimmter Balken. D.h. das Zug-
band ist entweder gar nicht vorhanden oder extrem weich.

F3
LFz l lF4
S2 S3
1 5
AN 4
L/4 | L/4 | L/4 | L/4
1 1 1
L
a)
Ohne Querkraft kann das Krafteck nicht

Fs geschlossen gezeichnet werden Fsy Ny
-
Bv Bv Fal |O
N3
Q3
F3 Q2
N2
Av A/ F2[\O
Fq N1

b) c)

Abb. 4.14 Kraftfluss aus auRerer Belastung (a) Lageplan (b) Krafteck bei ausschlieRlichem Lastabtrag durch
Normalkrafte (c) Krafteck bei Uberwiegendem Lastabtrag durch Querkrafte

Bei einer sinnvollen Dimensionierung eines Glasbogens mit Zugband ist ein kombinierter
Lastabtrag Giber Biegung und Normalkraft zu erwarten. Bei einer Optimierung der Quer-
schnitte ist hierbei ein groRer Normalkraftanteil anzustreben. In Abbildung 4.15 ist dieser
kombinierte Lastabtrag anschaulich in einem Krafteck dargestellt.

Fs

By Fa

F3

F2

d

Av

F1

Abb. 4.15 Krafteck: Lastabtrag durch Normalkrafte und Querkrafte bzw. Biegung
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Die GroRRe der Querkraft ist, wie bereits beschrieben, von der Biegesteifigkeit der Glas-
scheiben und der Dehnsteifigkeit des Zugbandes abhangig, was in dem Krafteck durch
die Lage der Querkraft anschaulich dargestellt wird. Eine biegesteifere Glasscheibe zieht
mehr Querkraft an als eine weiche, wodurch die Querkraftvektoren im Krafteck weiter
nach links riicken (Extremfall Balken). Andersherum aktiviert ein verhaltnismagig dehn-
steifes Zugband mehr Bogentragwirkung (Normalkraft), was die Querkrafte nach rechts
ricken lasst. Die genaue Lage der Querkraft bzw. die GroRe der Zugbandkraft kann unter
Zuhilfenahme des Prinzips der virtuellen Krafte ermittelt werden. Wahit man das Zugband
als statisch Uberbestimmte Kraft, erhalt man fur die Zugbandkraft Z allgemein:

—ds I—ds —ds

d —ds @ds
EA El GA

Allgemeine Formel zur Berechnung der Zugbandkraft durch das PdvK

Bei der oben gewahlten geometrischen Vereinfachung erhalt man nach Einsetzen der
Rahmenbedingungen und Ausnutzung der Symmetrie fur alle beliebigen Geometrien und
Steifigkeitsverteilungen:

2, NN +1, NN | [-14FIh, +1,/24-(-10-Fih, ~11-FIh, )] 2.],-QQ: +1,-Q,Q;]

A EcAs _ Ecls _ GeAs _
2:|l f '(NZ)Z_ L kannieasn bl enn,en?] 2" @f - 2)2_
EGAG EZAZ EGIG GGAG
Mit:
F Einzellast des Stabwerkmodells
N'X Normalkraft des Stabes x im 0-System
Ny Normalkraft des Stabes x im 1-System

Q'X Querkraft des Stabes x im 0-System
Qy Querkraft des Stabes x im 1-System
Spannweite des Bogens

Lange des 1. Bogenabschnitts

iy

N

Lange des 2. Bogenabschnitts

h, Hohe des 1. Knotens

h, Hohe des 2. Knotens

Es Elastizitatsmodul des Bogengurtes
E, Elastizitatsmodul des Zugbandes
G, Schubmodul des Bogengurtes

As Querschnittsflache des Bogengurtes
A, Querschnittsflache des Zugbandes

®

Flachentragheitsmoment des Bogengurte
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Bei einem Glasbogendach mit Zugband sind bei der Wahl von baurelevanten Querschnit-
ten die Steifigkeitsverhaltnisse in der Regel so verteilt, dass lediglich die Dehnsteifig-

keit des Zugbandes und die Biegesteifigkeit des Druckgurtes ausschlaggebend fiir die
Verteilung der Last verantwortlich sind. Die Normal- und Querkrafte im Druckgurt spielen
bei der Ermittlung der Zugbandkraft eine vernachlassigbare Rolle. Durch Herauskurzen
dieser vernachlassigbaren Anteile und Umstellen der Terme, erhalt man die vereinfachte,
allgemein guiltige Formel zur Ermittlung der Zugbandkraft:

F-1-(16h, +11h,)

og| Ecl +2h12+h1h2+h22
E,A, 6

Z= Zugbandkraft (4.10)

Durch die Formel wird deutlich, dass die Zugbandkraft ausschlief3lich Uber die aullere
Last, die Biege- und Dehnsteifigkeit und geometrische GréRen des Systems ermittelt
werden kann. Das Zeichnen und Koppeln der Schnittkraftlinien des 0- und 1-Systems
erubrigt sich somit, was den Berechungsaufwand erheblich reduziert.

Die Abweichung der vereinfachten Formel im Vergleich zur genauen Lésung mit allen
Koppeltermen betragt 0,09 % (Vergleichsberechnung siehe Anhang zu diesem Abschnitt).
In dem Krafteck der Abbildung 4.15 wird somit das Zusammenspiel aus Bogengeometrie
und duleren Lasten veranschaulicht. Durch die in Formel 4.10 ermittelte Zugbandkraft
werden nachfolgend die Steifigkeitsverhalinisse der Tragwerksteile bericksichtigt. Auf-
grund der so ermittelten Kraft kann nun das Krafteck (Abb. 4.15) fertig gezeichnet und
samtliche Schnittgrofen dargestellt werden. Durch die Lage der Querkraft im Krafteck
ist weiterhin die Art des Lastabtrags und der Tragwerkstypus (Bogen / Rahmen / Balken)
gekennzeichnet.
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5 Dynamische Stabwerkmodelle

Die Idee, Bewegungsprozesse anhand von Stabwerkmodellen zu analysieren (= dyna-
mische Stabwerkmodelle) basiert auf der Kraftflussanalyse mittels Stabwerkmodellen in
der Statik und erweitert die Anwendung auf komplette dynamische Prozesse. Grundsatz-
lich befasst sich die Dynamik mit dem Zusammenspiel von Kraften und Bewegungen,
wobei sowohl die Statik als auch die Kinetik Teilgebiete der Dynamik sind. In der Statik
befindet sich der Kdrper in einer Ruhelage, da die am Koérper angreifenden Krafte im
Gleichgewicht stehen und die Geschwindigkeit des Kérpers null ist.

Im Gegensatz zu der statischen Ruhelage stehen die Krafte in der Kinetik nicht im Gleich-
gewicht und der Kérper bewegt sich, was eine sich kontinuierlich &ndernde Systemge-
ometrie zur Folge hat. Fir die Analyse eines Bewegungsprozesses mit dynamischen
Stabwerkmodellen wird der kontinuierliche Bewegungsablauf in einzelne Zeitschritte
unterteilt. In dem jeweils aktuellen Zeitabschnitt wird die Systemgeometrie zu Beginn

des Zeitschritts betrachtet und die an dem Koérper angreifenden Krafte im Lageplan und
Krafteck analysiert. Sind die Krafte im Gleichgewicht und die Geschwindigkeit ist null, be-
findet sich der Korper in Ruhelage. Ist jedoch kein Gleichgewicht vorhanden, bleibt eine
resultierende Kraft Gbrig, die den Kérper im nachsten Zeitabschnitt antreibt und somit die
Systemgeometrie andert. Diese resultierende Kraft wird nachfolgend dynamische Kraft

genannt. Sie wird durch die Anordnung eines imaginaren, dynamischen Stabs ermittelt.

An der gednderten Systemgeometrie kann wiederum Uber den Lageplan und das Kraf-
teck die aktuelle dynamische Kraft ermittelt werden, die fiir den Antrieb des Korpers im
anschliellenden Zeitschritt verantwortlich ist. Der vollstandige Bewegungsvorgang wird
dadurch Schritt fur Schritt zusammengesetzt.

Der Begriff dynamisches Stabwerkmodell beschreibt somit zwei wichtige Rahmenbedin-

gungen des entwickelten Analyseverfahrens:

(1) Ein kompletter dynamischer Prozess (incl. Bewegung) wird durch

Stabwerkmodelle analysiert.
(2) Die den Korper antreibende dynamische Kraft muss durch einen imaginaren
dynamischen Stab ermittelt werden.

In der Tragwerksplanung werden dynamische Analysen, abgesehen von Schwingungs-
betrachtungen, erforderlich, wenn sich ein Tragwerk nach einem Bauteilversagen bewegt,
dadurch Schnittkrafte umlagert und nachfolgend ein neues statisches Gleichgewicht
findet. Beispielsweise bei Glaskonstruktionen, die durch plétzliches und unvorherseh-
bares Versagen und Herabfallen des Glaskdrpers zu einem Risiko fir Passanten werden
konnten, ist in den aktuell glltigen Richtlinien [N9] und [N10] eine Resttragfahigkeit gefor-
dert. Diese sagt aus, dass das Tragwerk auch nach Glasbruch noch eine definierte Zeit
halten muss, bevor es komplett einstirzt.

Als Thema dieser Arbeit wird ein solches Szenario mit dynamischen Stabwerkmodellen
anschaulich analysiert und dargestellt. Es wird exemplarisch auf einen unterspannten
Glasbogen aus Verbundsicherheitsglas mit Zugband angewandt, der in Wasseralfingen
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als Glasdach konzipiert und gebaut wurde. Die dynamische Betrachtung des Glasbogens
mit Stabwerkmodellen beginnt im Moment der schlagartigen Zerstérung des Glasbogens
durch beispielsweise Steinschlag. Der statische Anfangszustand des Systems endet mit
dem Glasversagen und das Glas «fallt» nach unten durch. Das Fallen ist ein kinetischer
Vorgang und zwar so lange, bis das Glas bzw. die Folie mit den daran klebenden Glas-
kérnern auf den hadngenden Zugbandern aufliegt und somit wiederum statisch wird (Ka-
pitel 7). Dieses neue statische System muss nachfolgend eine definierte Zeit standsicher
sein, um die Resttragfahigkeit zu gewahrleisten.

In diesem Kapitel werden die allgemeine Vorgehensweise und Hintergriinde fur die An-
wendung dynamischer Stabwerkmodelle beschrieben. Nachfolgend wird die Anwendbar-
keit an den Grundaufgaben Pendel und Bogen ohne Bericksichtigung der Materialeigen-
schaften Uberprift. Nach der Kontrolle der Grundaufgaben wird in Kapitel 7 die Aufgabe
«versagender Glasbogen mit Zugband» am Beispiel des Glasdachs in Wasseralfingen
mit dynamischen Stabwerkmodellen gelst.

5.1 Kurzbeschreibung der Vorgehensweise

Die allgemeine Vorgehensweise der dynamischen Stabwerkmodelle beschrankt sich
grundsatzlich auf vier Berechnungen (bzw. Darstellungen) je Zeitschritt. Die Berech-
nungen sind fir jeden Knoten durchzufiihren, der eine Wegstrecke zuriicklegt. Knoten-
punkte die sich ausschliel3lich verdrehen, miissen nicht gesondert betrachtet werden.
Die Verdrehung wird automatisch im Lageplan graphisch bericksichtigt. Die komplette
Bewegung setzt sich schrittweise durch Wiederholen folgender vier Schritte zusammen.

Zeitschritt i

a, Lageplan und Krafteck liefern die dynamische Kraft: den’i

b, 2. Newton‘sches Axiom ergibt die Beschleunigung: a = den,i /' m
c, Integration Uber die Zeit liefert die Geschwindigkeit: Av = a - At
d, Integration Uber die Zeit liefert den Weg: Ar, =v - At

Das Eintragen des berechneten Weges Ar, in den Lageplan liefert die Basis fur
den nachsten Zeitschritt i+1.

Zeitschritt i+1

a,, Lageplan und Krafteck liefern die dynamische Kraft: denm

.. 2. Newton‘sches Axiom ergibt die Beschleunigung: a,, = den,i+1 /m
C Integration Uber die Zeit liefert die Geschwindigkeit: Av,, =a,, At
d.., Integration Uber die Zeit liefert den Weg: Ar, =v,, At

Das Eintragen des berechneten Weges Ar,_, in den Lageplan liefert wiederum
die Basis fir den nachsten Zeitschritt i+2.

Zeitschritt i+2
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5.2 Hintergriinde

5.21 Lageplan

Zu Beginn der Analyse durch dynamische Stabwerkmodelle wird das dynamische Sy-
stem dargestellt, samtliche auf das System einwirkenden Krafte an den Knotenpunkten
eingetragen, falls erforderlich die Lagerreaktionen berechnet und eine Stab- und Kno-
tennummerierung eingefihrt. Der Berechnungsaufwand reduziert sich, wenn im Lageplan
die Bahnkurven der Massen eingetragen werden kénnen. Wenn sie zu diesem Zeitpunkt
noch unbekannt sind, werden sie durch das dynamische Stabwerkmodell schrittweise
ermittelt. In Abbildung 5.1 ist der Lageplan einer reinen Translation (a) und einer reinen
Rotation (b) dargestellt.

Lageplan Translation Lageplan Rotation

1

a) b)
Abb. 5.1 Lageplan des kinematischen Systems (a) Translation (b) Rotation

5.2.2 Der dynamische Stab

Das kinematische System wird im Lageplan durch einen imaginaren, sehr weichen,
gelagerten Stab erganzt, der das System statisch, in einigen Fallen auch statisch Gber-
bestimmt macht. Seine Systemlinie muss in der zu erwartenden Bewegungsrichtung der
betrachteten Masse liegen; im Falle einer rotierenden Bewegung in Richtung der Bahn-
tangente. Dieser imaginare, weiche Stab wird nachfolgend dynamischer Stab genannt, da

Uber ihn die dynamische Kraft ermittelt wird, die die Masse antreibt. Er kann als Zug- oder
Druckstab eingetragen werden.

Lageplan Translation Lageplan Rotation

o
)
oa® @ﬁomx 5///

o~

=

a)
Abb. 5.2 Lageplan incl. dynamischem Stab (a) Translation (b) Rotation

Der Einsatz der dynamischen Stabe ist nur bei statisch Uberbestimmten Systemen zwin-
gend erforderlich (Erklarung siehe 5.3). Bei statisch bestimmten Systemen kdnnte dieser
Schritt auch Ubersprungen und die dynamische Kraft direkt in das Krafteck einge-
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tragen werden (siehe Abschnitt 5.6, Beispiele 1 - 3: Einmassenpendel).

Da es sich bei dem dynamischen Stab um einen imaginaren Stab ohne Querschnitt han-
delt, wird er nachfolgend wie eine Feder behandelt. Das Verhalten dieser Feder erinnert
aufgrund der fehlenden Ruckstellkraft trotz Stauchung bzw. Streckung an ein plastisches
Material. Der lineare Zusammenhang zwischen der Dehnung und der Kraft der Feder ist
jedoch eher mit einem elastischen Materialverhalten vergleichbar.

Nachfolgend wird die Federsteifigkeit ermittelt, die affin zur Massentragheit ist. D.h.,
dass die dynamische Kraft die Feder in der gleichen GrélRenordnung staucht, wie sie

die Masse in einem Zeitschritt um den Weg Ar antreibt. Aus dieser Uberlegung lasst sich
die Federkonstante des dynamischen Stabes Giber den Quotienten aus Kraft und Weg
berechnen:

F .
Ky =—2>  Einheit: [EH'“; m}
E m s®-m

Der zuriickgelegte Weg wird durch die zweifach integrierte Beschleunigung ersetzt:

m .. | kg N
kdyn = A—t2 E|nhe|t . |:S—2:| = |:E:|

Nach Einsetzen fir a = den/ m und Herauskurzen von den erhalt man die Federkonstante
des dynamischen Stabes:

m B k N
Kayn = Y Einheit : {—g} = {—} (5.1)

S m

Sie ist ausschlieBlich von dem gewahlten Zeitschritt und der Masse abhangig. Ein langer

Zeitschritt hat eine gro’e Wegstrecke zur Folge, was gleichbedeutend mit einer weichen

Feder ist. Ebenso verhalt es sich bei einer kleinen Masse, da die antreibende Kraft ge-

mafk dem 2. Newton‘schen Axiom eine kleine Masse starker beschleunigt als eine grol3e,

was ebenfalls mit einer grofden Wegstrecke und somit einer weichen Feder gleichbedeu-

tend ist.

Die Bertcksichtigung der dynamischen Stébe ist bei statisch Uberbestimmten Systemen

zwingend erforderlich, da sich die Krafte aufgrund der Massentragheit an den Knoten im

System umlagern. Diese Umlagerung wird durch die dynamischen Stabe berlcksichtigt.

In sémtlichen Systemen und Berechnungsschritten, in denen die dynamischen Stébe

an allen Knoten die gleiche Steifigkeit besitzen, kdnnen die KraftgréRen unabhangig

vom Absolutwert der Federkonstanten berechnet werden, solange die Federsteifigkeiten

verglichen zu den Stabsteifigkeiten des Bogens klein sind. In diesen Fallen kdnnen die

Federkonstanten bei der Berechnung der dynamischen Krafte herausgekiirzt werden

(siehe Abschnitt 5.4). Im Gegensatz dazu ist die Berticksichtigung der absoluten Steifig-

keitswerte der dynamischen Stabe erforderlich, wenn:

- zusatzliche Krafte aufgrund geometrischer Zwangungen des Nachbarknotens (z.B.
Zentripetalbewegungen) entstehen (Abschnitt 5.4.2) oder

- die Steifigkeiten der dynamischen Stabe im System unterschiedlich grof3 sind oder

- die Steifigkeiten der dynamischen Stabe nicht wesentlich kleiner sind als die Dehn-
steifigkeit der realen Stabe.
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5.2.3 Ermittlung dynamischer Krafte in Kraftecken

Im Krafteck werden dem festgelegten Dreh- bzw. Richtungssinn folgend an dem betrach-
teten Knoten samtliche angreifenden Krafte als Vektoren und die Systemlinien der an
den Knoten angreifenden Stabe eingezeichnet. Der dynamische Stab wird hierbei wie ein
tatsachlich vorhandener Stab behandelt. Nimmt man ihn nachfolgend heraus, erhalt man
die dynamische Kraft, die die Masse im nachsten Zeitschritt antreibt. Sie hat die Kraft-
grélRe des dynamischen Stabes, jedoch in entgegengesetzter Richtung. In Abbildung 5.3
sind die Kraftecke fiir die Lageplane der Abbildung 5.2 dargestellt.

Krafteck zu Abb. 5.2a (Translation) Krafteck zu Abb. 5.2b (Rotation)
Mafstab: 1 cm = ... KN MaRstab: 1 cm = ... KN
Umfahrungssinn: C) Umfahrungssinn: Q

Abb. 5.3 Krafteck (a)fur Abb. 5.2a: Translation (b) fur Abb. 5.2b: Rotation

In dem abgebildeten Beispiel der Abbildungen 5.2 - 5.3 handelt es sich um ein Einmas-
sensystem, auf das ausschlieBlich eine aulRere Kraft «F» einwirkt. Da die Tragwerke in
diesem Beispiel durch das Einbringen der dynamischen Stabe statisch bestimmt sind,
haben die Dehnsteifigkeiten der einzelnen Stabe keinen Einfluss auf die Verteilung der
Kréafte.

Wenn Systemverformungen aus Imperfektionen oder Stabdehnung bzw. Stauchung oder
andere nachgiebige Bauteile berlicksichtigt werden sollen, kann das Uber Federkrafte

(x - k) im Krafteck mit in die Berechnung eingehen. Ebenso bei der Berlicksichtigung von
Dampfungskraften (v - D). Die Abhangigkeiten der zu berucksichtigenden Krafte von den
kinematischen ZustandsgréRen werden in der allgemeinen Bewegungsgleichung der
Strukturdynamik deutlich:

(@a-m)y+(v-D)+(x-k)=F (5.2)
a-m Beschleunigung [m/s?] * Masse [kq] = Tragheitskraft [N]

v-D  Geschwindigkeit [m/s] * Dampfung [kg/s] = Dampfungskraft [N]

x -k  Weg [m] * Federkonstante [N/m] = Federkraft [N]

F = auldere Kraft [N]

Wahrend die Tragheitskraft das Produkt aus Masse und Beschleunigung ist, werden die
Dampfung mit der Geschwindigkeit und die Federkraft Gber den zurtickgelegten Weg des
Knotens berechnet. Es zeigt sich somit, dass es unter diesen Umstanden sinnvoll ist, die
kinematischen GréRen analog Abschnitt 5.1 schrittweise zu berechnen und nicht alle drei
Schritte zu einer Formel zusammen zu fassen.
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Im Krafteck sind alle Einflussfaktoren sowohl aus der Systemgeometrie als auch aus in-
neren und auleren Kraften berlcksichtigt, wodurch das Freischneiden des dynamischen
Stabes im Krafteck analog dem Freischneiden der Masse aus dem System verstanden
werden kann. Die Masse wird dadurch hypothetisch behandelt, als bewege sie sich frei
im Weltraum. Beeinflusst wird sie dabei ausschlieRlich durch eine Kraft mit der Richtung
und GréRe des Vektors den.

5.2.4 Kinematische Zustandsgréofen
Nach der Ermittlung der dynamischen Kraft durch den dynamischen Stab im Krafteck
werden die kinematischen Grofien Beschleunigung, Geschwindigkeit und zuriickgelegter
Weg ermittelt. Die dynamische Kraft bezogen auf die Masse liefert die Beschleunigung
(zweites Newton‘sches Axiom) des Kdrpers im betrachteten Zeitschritt:

dyn

a=— Beschleunigung (5.3)

Die Integration der Beschleunigung uber die Zeit liefert die Geschwindigkeit. Da die
Bewegung in kleine Zeitschritte eingeteilt wird, kann der mathematische Hintergrund der
Berechnung als eine numerische Integration beschrieben werden, bei der die Funktion
der Beschleunigung in Rechtecksflachen mit den Stitzstellen At unterteilt wird (Abb. 5.4).
Das ermdglicht die Ermittlung der Geschwindigkeitszunahme durch eine einfache Multipli-
kation der Beschleunigung a mit dem gewahlten Zeitschritt At: Av,= a, - At

Da es sich dabei um die Anderung der Geschwindigkeit handelt, muss die Geschwindig-
keit aus dem vorhergehenden Zeitschritt addiert bzw. subtrahiert werden, um den Abso-
lutwert zu erhalten:

v,i=v, , +(a-At) Geschwindigkeit (5.4)

Bei der Analyse der Bewegung mit Stabwerkmodellen ist die Beschleunigung zu Beginn
der Bewegung noch nicht bekannt. Sie setzt sich Schritt fur Schritt zusammen, bis die
komplette Funktion ermittelt ist. In Diagramm 5.4a sind die ersten sechs Zeitschritte der
Berechnung mit dynamischen Stabwerkmodellen im Vergleich zur genauen Funktion
dargestellt. Die Rechteckflachen orientieren sich dabei immer an der vorderen Stitzstelle,
d.h. an der Anfangsbeschleunigung eines jeden Zeitschritts. Die Grundlage des Dia-
gramms bildet eine harmonische Schwingung.

Grolkere Genauigkeit erhalt man durch die Berechnung mit Mittelwerten (Abbildung 5.4b).
Die mittleren Beschleunigungen werden durch einen zusatzlichen Berechnungsschritt
vorweg ermittelt. D.h. nach der Kenntnis der Beschleunigungen der ersten beiden Zeit-
schritte werden diese gemittelt und nachfolgend fur den ersten Zeitschritt verwendet.

1 '
a',+a',

Apittelwert = > — a, des ersten Zeitschritts
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az ~—~ genaue Funktion az ~—~ genaue Funktion
X Stabwerk Ergebnisse X Stabwerk Ergebnisse
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Abb. 5.4 Einteilung der Beschleunigungsfunktion in Rechteckflachen (a) Anfangswerte (b) Mittelwerte

Zur Berechnung des zurtickgelegten Weges wird nachfolgend die Geschwindigkeit Gber
die Zeit integriert (Diagramm 5.5): Ar, = v, - At
Auch bei dem zurtickgelegten Weg handelt es sich um den Zuwachs aus dem aktuellen

Zeitschritt. Fir den Absolutwert muss der Weg aus dem vorhergehenden Zeitschritt ad-
diert werden:

rr=r_+ (v -At) Weg (5.5)

Geschwindigkeit: v1 = vo + Av1/2
V(t) = V(t-1) + Av(t)

£
wl & 7
=
/ 3 g
V2 A a * * '
A
g [} ! g
o il
vid [/ ((L g g I \ ~—~ genaue Funktion
= a ‘é’ © X Stabwerk Ergebnisse
: g g t[S] ez 7} Teilflachen Stabwerke
At 2At 3At  4At 5At BAt

Abb. 5.5 Einteilung der Geschwindigkeitsfunktion in Rechteckflachen

Die vollstandige Funktion setzt sich wiederum schrittweise aus den im dynamischen
Stabwerkmodell berechneten Teilflachen zusammen. Die Abb. 5.5 zeigt erneut sechs
Zeitschritte einer harmonischen Schwingung des dynamischen Stabwerkmodells im Ver-
gleich zur genauen Funktion.

Weiterhin wird im Diagramm deutlich, dass die Geschwindigkeit im ersten Zeitschritt
halbiert werden muss, wenn der Kérper aus einer Ruhelage beschleunigt wird. Der erste
Teilabschnitt der genauen Geschwindigkeitsfunktion ist fiir diesen Fall immer durch eine
Dreiecksflache genauer angenahert als durch eine Rechteckflache. Der Flacheninhalt

dieser Dreiecksflache lasst sich durch eine Rechteckflache berechnen, indem der Zeit-
schritt halbiert wird.
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(vo -At)
2

FIéChe Dreieck —

Durch die Halbierung des ersten Zeitschritts wird die Geschwindigkeitsfunktion nachfol-
gend immer als Mittelwert der Stiitzstellen At angenahert (Abb. 5.5). Erreicht eine Masse
einen Wendepunkt, d.h. der Zuwachs oder die Abnahme der Geschwindigkeit hat ein
wechselndes Vorzeichen, hat das keinen Einfluss auf die oben beschriebene Vorgehens-
weise, da sich der Flacheninhalt unterhalb der Funktion analog des Flacheninhalts der
Rechteckflachen berechnet, namlich At - v

Mitte ™
v bei At/2
AVia
e = t[s]
o Avi
A= (Avi - Avi1)-At
At \ n= 2

Abb. 5.6 Vorzeichenwechsel bei Geschwindigkeit und Weg

Der zuriickgelegte Weg wird in den Lageplan eingetragen und bildet aufgrund der neuen
Systemgeometrie die Grundlage fur den nachsten Zeitschritt.

5.2.5 Eintragen des berechneten Weges im Lageplan: Translation und Zentri-
petalbewegung

Bei dem zurtickgelegten Weg aus der dynamischen Kraft handelt es sich je Zeitschritt im-

mer um eine lineare Wegstrecke. Bei einer reinen Translation kann der berechnete Weg

daher ohne weiteren Arbeitsschritt in den Lageplan eingetragen werden.

Schritt i "
Schritt i+1
. ._ _— —
Schritt i-1 ///f\r dyn,i \.
: — 7}\‘4
- den,i

Abb. 5.7 Eintragen der Translation im Lageplan

Handelt es sich jedoch um eine Rotation, gibt es zwei Moglichkeiten den zurliickgelegten

Weg im Lageplan zu berlcksichtigen:

a- Der aus der dynamischen Kraft ermittelte lineare Weg wird, analog der
Geometrie des dynamischen Stabes, als Tangente an die Kreisbahn eingetragen.
Zusatzlich dazu wird der Weg Richtung Rotationszentrum «r, » berechnet,
der aus der Zentripetalkraft resultiert und den Korper zurtick auf die Kreisbahn
fuhrt (Abb. 5.8).
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Bahnkurve

/}D,/

Abb. 5.8 Rotation als Translation tangential + Zentripetalweg

Nachdem die zurlickgelegte Wegstrecke L analog des obigen Abschnitts 5.2.4
berechnet wurde, erhalt man nachfolgend die Zentripetalkraft bzw. den Zentripe-
talweg in Abhangigkeit der Geschwindigkeit des Kérpers Vigni [F19].

2
Vs
F,, =m.—2 (5.6)

’ I

I Radius der Rotationsbewegung
m Masse des Knotens

Die daraus folgenden kinematischen GréRen Beschleunigung, Geschwindigkeit
und Weg in Richtung Rotationszentrum werden analog der Translation aus der
dynamischen Kraft berechnet. Jedoch ist die Geschwindigkeit aufgrund der konti-
nuierlich andauernden Richtungsanderung der Zentripetalkraft immer wie eine
Bewegung aus der Ruhelage zu behandeln, d.h. hier wird zur Berechnung des
Weges jeder Zeitschritt halbiert und samtliche BewegungsgréRen werden wie
absolute GrolRen behandelt (siehe Formel 5.8).

F,
Ay = el Zentripetalbeschleunigung (5.7)
Tom
At
Vopi = 8z Y Zentripetalgeschwindigkeit (5.8)
Moi= Voo At Zentripetalweg (5.9)

Ist man ausschlief3lich am Zentripetalweg interessiert, lasst er sich am ein-

fachsten durch Abmessen im Lageplan ermitteln. Alternativ dazu kann man die

Formeln 5.6 - 5.9 auch zusammenfassen:
Vi - At

r..
w0i 5| (5.10)

Da die Zentripetalkraft aufgrund der Betrachtung in Zeitschritten nicht genau auf
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das Rotationszentrum zeigt, kann Mo Uber den Schnittpunkt aus der Bahnkurve
und dem Kreis mit dem Radius von r, eingetragen werden.

Die Bertcksichtigung der Zentripetalkraft ist immer bei der Analyse von Mehr-
massensystemen erforderlich, da die Zentripetalkraft eine Relativbeschleunigung
zur Nachbarmasse darstellt (hierzu siehe Abschnitt 5.3).

b- Der aus der dynamischen Kraft ermittelte lineare Weg wird direkt auf der Kreis
bahn eingetragen (Abb. 5.9). D.h. die berechnete Wegstrecke bildet nicht wie
oben beschrieben die Tangente an die Kreisbahn, sondern eine Sekante.

Das ist moglich, weil der zum Rotationszentrum zeigende Weganteil, der den
Korper auf die Kreisbahn zwingt, keine Auswirkung auf die zurlickgelegte Entfer-
nung hat, sondern lediglich die Bewegungsrichtung dndert. Dieses Vorgehen
reduziert den Berechnungsaufwand erheblich, ist formal jedoch weniger elegant,
da der berechnete Vektor F, eine andere Richtung aufweist, als der nachfolgend
eingetragene Weg. Weiterhin ist das Eintragen der zuriickgelegten Entfernung
als Sekante nur bei Einmassensystemen maoglich. Bei Mehrmassensystemen
wirkt sich der Zentripetalweg zusatzlich auf das System und die Umlenkkréafte der
Massen aus (siehe Abschnitt 5.3).

Bahnkurve

Abb. 5.9 Rotationsbewegung als Sekante

Wird eine Rotationsbewegung mit grofter Amplitude und groRen Zeitschritten untersucht,
empfiehlt es sich, die daraus resultierenden gro3en Wegabschnitte zusatzlich mit einem
Faktor zu belegen, der das Verhaltnis zwischen der tatsachlich zuriickgelegten Bogenlan-
ge und der berechneten, linearen Entfernung bericksichtigt.

In Realitat bewegt sich die Masse auf der Geometrie des Kreisbogens. Diese Geometrie
ware sehr genau angenadhert, wenn man extrem kleine Zeitschritte wahlte, die daraufhin
zu sehr kleinen Wegabschnitten fiihrten. Die kreisformige Bahnkurve ist so durch einen
Polygonzug mit sehr kleinen Abschnitten relativ genau angenédhert. Das bedeutet jedoch
einen grofRen Berechnungsaufwand, weswegen es sich lohnt, groRere Zeitschritte zu
wahlen.

Der berechnete Wegabschnitt wird nachfolgend linear und nicht als Bogenlange einge-
tragen, was den Korper etwas zu weit fortbewegt, wenn der lineare Wegabschnitt nicht
durch besagten Faktor abgemindert wird. In dem Grundlagenbeispiel 2 «Einmassenpen-
del mit 160° Amplitude» (Abschnitt 5.6.2) wurde dieser Faktor ab einer Wegabweichung >
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1 % zwischen Bogenlangenlange und linearer Wegstrecke berucksichtigt. Fir die Masse
bedeutet das im Lageplan einen Uberstrichenen Winkel von a > 25°.

Die Wegstrecke und die Bogenlange kénnen entweder aus dem Lageplan heraus gemes-
sen oder Uber die Formel 5.11 der Abbildung 5.10 berechnet werden.

Foyni - 180°

rdyn,i

g Faktor: —~=—— /3 (5.11)
£ ﬂll-2~sin1[ "V"-'j
s 2|

L Weg aus den

b Bogenlange

| Rotationsradius

Abb. 5.10 Korrekturfaktor der linearisierten Bewegung

5.3 Auswirkung der Zentripetalkraft auf den Kraftfluss

In einigen Fallen ist es ratsam, nicht auf die Ermittlung der Zentripetalkraft zu verzichten,
sondern sie bei der Analyse des Kraftflusses zu berlcksichtigen. Das gilt fir Mehrmas-
sensysteme, da die Zentripetalkraft bei einer Rotation mit hoher Geschwindigkeit einen
erheblichen Einfluss auf die Krafte des gesamten Systems austiben kann.

Bei Einmassensystemen wird die Berticksichtigung der Zentripetalkraft erforderlich, wenn
die genauen Bindungskrafte zwischen der rotierenden Masse und dem Lager des Rotati-

onszentrums ermittelt werden sollen.

5.3.1 Zentripetalkraft und Stabkrafte in statisch bestimmten Einmassensystemen
Wie bereits in Abschnitt 5.2.5 beschrieben, resultiert die Zentripetalkraft aus einer geo-
metrischen Zwangung. Die Masse wird aufgrund einer Bindung zum Rotationszentrum
auf eine Kreisbahn gezwungen. Solange diese Bindung aufrechterhalten wird, existieren
Tragheitskrafte, die Zug in dieser Bindung bzw. in dem die Bindung herstellenden Stab
hervorrufen. Ist man an den genauen Bindungskraften interessiert, missen die im Kraft-
eck ermittelten Stabkrafte aus aulleren Lasten mit der Zentripetalkraft addiert werden:
IS=S5,*tF, (Abb. 5.11)

Aus Grunden der Anschaulichkeit ist es moglich, die Zentripetalkraft in den Kraftecken
einzutragen. Jedoch kann sie im Krafteck nicht zur direkten Ermittlung der dynamischen
Stabkrafte herangezogen werden, da sie kein Bestandteil der «Lastgeschichte» ist.
Aufgrund des standigen Richtungswechsels der Zentripetalkraft zum Rotationszentrum
addiert sie sich nicht auf, wie die Geschwindigkeit und der Weg aus der dynamischen
Kraft. Die direkte Berticksichtigung der Zentripetalkraft im Krafteck zur Ermittlung der
dynamischen Kraft wirde deshalb zu Fehlern fiihren. In Abschnitt 5.4 wird deshalb
vorgeschlagen, die Auswirkung des Zentripetalweges auf die dynamische Stabkraft durch

eine Formel zu berlcksichtigen.
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Abb. 5.11 Darstellung der Zentripetalkraft im Krafteck

5.3.2 Zentripetalkraft und Stabkrafte in statisch bestimmten Mehrmassen-
systemen
Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, hat die Zentripetalkraft bei Einmassen-
systemen keine Auswirkung auf den und damit keinen Einfluss auf die Fortbewegung
des Knotens. Geht man jedoch davon aus, dass das System an Knoten 2 durch einen
weiteren Stab mit einer weiteren Masse zu einem Doppelpendel erganzt wirde, hatte
die Zentripetalbeschleunigung der oberen Masse eine Auswirkung auf die untere Masse.
Diese Aussage lasst sich fur alle Mehrmassensysteme verallgemeinern:

«Die erzwungene Relativbewegung eines Knotens aktiviert Tragheitskréfte an den Mas-
sen der benachbarten Knotenx.

Deutlich wird das durch die Betrachtung eines etwas weniger komplexen Beispiels (Abbil-
dung 5.12), dem Einmassenpendel, dessen Knoten im Lagerpunkt zusatzlich nach oben
beschleunigt wird (= erzwungene Relativbewegung von Knoten 1 zu Knoten 2).

Ohne die aufgebrachte Beschleunigung a, an Knoten 1 bestiinde das Krafteck an Knoten

2 lediglich aus dem unteren Teil «F, - S S, _». Die Beschleunigung an Knoten 1

taus F2 ~ “dyn2
ruft jedoch Tragheitskrafte an Knoten 2 hervor, da es sich um eine «erzwungene Relativ-
bewegung» handelt. Diese Tragheitskraft erganzt das Krafteck durch den Vektor a, - m,

was sich auch auf die dynamische Stabkraft den auswirkt.

Knoten 2 Knoten 1

T Vorgabe: at

"A

a1*Mkieiner

F2

Abb. 5.12 Berticksichtigung von Relativbewegungen (siehe auch Beispiel 3)
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Durch die Relativbeschleunigung a, wird denZ groRer (=S , was gleichbedeutend

dyn2, es)
mit einer grofReren zurtickgelegten Wegstrecke ist. Das Iegyt cfen Schluss nahe, dass die
Periodendauer einer solchen Schwingung bei steigender Beschleunigung des Nachbar-
knotens kleiner wiirde. Diese Annahme wird in Grundlagenbeispiel 3: «Einmassenpendel
mit zusatzlicher Lagerbeschleunigung» genauer untersucht und bestatigt.
Relativbewegungen dieser Art kdnnen in Mehrmassensystemen auch durch die Zentripe-
talkraft entstehen, wenn die rotierende Masse durch die dynamische Kraft vorerst linear
angetrieben und nachfolgend durch eine Zentripetalbeschleunigung auf die Kreisbahn
gezwungen wird. Aufgrund dieser erzwungenen Relativbewegung wird ebenfalls die trage
Masse des Nachbarknotens aktiviert. Die zusatzlichen Stabkrafte aus der Massentragheit
des Nachbarknotens haben in Mehrmassensystemen auch einen Ruckkopplungseffekt
auf den die Relativbewegung verursachenden Knoten, der die dynamische Stabkraft
erhdhen oder abmindern kann.

Um diesen Ruckkopplungseffekt von Relativbewegungen anschaulich zu beschreiben,
wird nachfolgend das Kréaftegleichgewicht bzw. die Bewegung eines Doppelpendels fur
einen Zeitschritt analysiert. Hierbei werden beide Knoten ausschlief3lich durch die Gra-
vitationsbeschleunigung angetrieben. In einem ersten Schritt werden dynamische Stabe
nur in Richtung der Rotationsbewegung eingetragen. Dadurch erhalt man ein statisch
bestimmtes System, dass durch Stabwerkmodelle einfach zu analysieren ist.

Lageplan Krafteck: Mafstab: 1 cm = ... KN
Umfahrungssinn: Q

Abb. 5.13 Doppelpendel: Lageplan und Krafteck

Startet man die Betrachtung durch ein Krafteck an Knoten 3, bleibt in Abbildung 5.13
unberlcksichtigt, dass sich in der Realitdt Knoten 2 relativ zu Knoten 3 bewegt. D.h., es
muss ein Weg gefunden werden, die relative Beschleunigung von Knoten 2 zu Knoten 3
zu ermitteln. Genauso verhalt es sich, wenn an Knoten 2 begonnen wird. Die Bewegung
beider Massen beeinflusst die jeweils andere. Zur Verdeutlichung dieser Aussage werden
zwei Extremfalle betrachtet:

Fall 1) Annahme: Knoten 2 ist keine schwingende Masse, sondern ein
Festauflager. Aufgrund der Gewichtkraft der unteren Masse wird, analog eines
Einmassenpendels, eine Kraft Uber das Seil an den oberen Knoten geleitet.
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Fall 2) Wirde sich Knoten 2 im freien Fall abwarts bewegen, fielen beide Massen gleich
schnell. Aus diesem Grund wurde die untere Masse keine Gewichtskraft Gber das
Seil an den oberen Knoten abgeben. Die Seilkraft ware null und ebenso die
Umlenkkraft denz. Es handelte sich somit nicht um eine Rotation, sondern um
eine reine Translation beider Massen. D.h. Masse 2 und 3 bewegten sich parallel
zueinander im freien Fall.

Die Realitat liegt zwischen den betrachteten Extremfallen. Die obere Masse bewegt sich
mit einer Beschleunigung kleiner als 9,81 m/s? abwarts. Wie schnell, hangt wiederum
von der Kraft ab, die von der unteren Masse an den oberen Knoten abgegeben wird. Das
wiederum hangt von der Beschleunigung ab, mit der die obere Masse fallt ... usw.

Somit kann vorab nicht eindeutig definiert werden, wie weit sich die obere Masse ab-
warts bewegt und von der unteren Masse beschleunigt wird. Aus diesem Grund muss die
GroRe der Seilkraft 2 iterativ ermittelt werden. Hierfiir wird der vertikale Anteil von S, , an
den unteren Knoten angetragen und von der unteren Gewichtskraft «F,» abgezogen. Mit
dem Differenzwert wird die Seilkraft, die den oberen Knoten belastet, ermittelt usw..

Iterationsschritt 0 Iterationsschritt 1 Iterationsschritt 2 Iterationsschritt 3

AF2

Abb. 5.14 Doppelpendel: Krafteck mit vier Iterationsschritten zur Berlicksichtigung von relativen Bewegungen

Dieses iterative Vorgehen zeigt die Beeinflussung des einen Knotens durch die Be-
wegung des anderen Knotens und veranschaulicht die allgemeingultige Aussage zu

dem Einfluss von Relativbewegungen eines Systems. Grundsatzlich ist dieses iterative
Vorgehen jedoch ziemlich aufwandig und lediglich bei statisch bestimmten Systemen
beherrschbar. Statisch bestimmt ist das Doppelpendel, weil die Bewegung der unteren
Masse in Richtung von S, nicht durch einen dynamischen Stab modelliert wurde. Ordnet
man einen weiteren dynamischen Stab in Richtung der Stabachse 2 an, werden samt-
liche Knotenbewegungen ohne lteration direkt durch einen dynamischen Stab darstellbar,
da der Knoten in allen Richtungen eine geflihrte Bewegung ausfiihrt. Das System wird
dadurch jedoch statisch einfach Uberbestimmt. Das hat zur Folge, dass erst eine statisch
Uberbestimmte Kraftgrofie ermittelt werden muss, bevor mit den dynamischen Stabwerk-
modellen fortgefahren wird.
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5.4 Kraftfluss in statisch einfach iiberbestimmten Mehrmassensystemen

Nachfolgend wird eine Vorgehensweise vorgeschlagen, die dynamische Stabwerkmodel-
le mit dem Prinzip der virtuellen Krafte verbindet, um so einfach statisch tberbestimmte
Tragwerke analysieren zu kénnen. Das Vorgehen wird allgemein an einem Bogen her-
geleitet und nachfolgend auf alle statisch einfach Uberbestimmten Systeme mit belie-
biger Geometrie verallgemeinert. In den nachfolgenden Grundlagenbeispielen findet das
Vorgehen Anwendung bei den Beispielen 4 - 6: Bogen mit variierender Belastung und
Anfangsgeometrie. Die Ergebnisse der Grundlagenbeispiele werden in Kapitel 6 kontrol-
liert bevor das Verfahren in Kapitel 7 bei der Analyse des versagenden Glasbogens mit
Zugband zur Anwendung kommt.

5.4.1 Dynamische Kréfte aus duBeren Lasten

Der in Abbildung 5.15 dargestellte Bogen simuliert, gemaf der in Kapitel 4 beschriebenen
Vereinfachung, einen Bogen mit fiinf Knoten. Er ist aufgrund der gelenkigen Knoten-
punkte kinematisch und hat bei der hier dargestellten allgemeinen Herleitung eine belie-
bige Geometrie.

A

Abb. 5.15 Kinematisches System eines versagenden Bogens, beliebige Geometrie

Um den Lageplan fur den ersten Zeitschritt zu zeichnen, werden die dynamischen Stabe
an allen Knoten eingetragen, die eine Wegstrecke zuricklegen, wodurch das kinema-

tische System einfach statisch Gberbestimmt wird.

.

dynamischer Stab

den3

D,_.

A
Abb. 5.16 Lageplan des dynamischen Stabwerkmodells, Zeitpunkt 0

Zur Berechnung der statisch Uberzahligen wird in dieser Arbeit eine Kombination aus
Stabwerkmodellen mit dem Prinzip der virtuellen Krafte (PdvK) vorgeschlagen. Als sta-
tisch Uberzahlige wird vorerst die dynamischen Stabkraft 3 (dens) gewahlt und ausgeldst.
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Lageplan Krafteck

0-System lp 0-System An
hier: Ohne MaBstab < 9 F
Drehsinn:
Q Sdyn2 St p
Sdyn4 F
S;
A 2 F
Bx
Lageplan Krafteck
1-System 1-System
hier: Ohne MaBstab A  Saynz
Drehsinn: Q g <
S | 1
S
I
’ i Sdyn4
A B Br

Abb. 5.17 Ermittlung der Stab- und dynamischen Krafte bei beliebiger Bogengeometrie

Fir den allgemeinen Fall mit ungleichen polygonalen Abschnitten ergibt sich durch das
Koppeln des 0- und des 1-Systems fur die dynamische Stabkraft 3:

S (E () (59) (6501 6 S s
S =‘;1_o= i A_ _ ka‘_ - _E1A1 _ _EzAz _ _EsAs _ _E4A4 K2 2
" J'SiE'ASi + jisdyn:(jdym (5131)41 +(SZSZJAIZ +(SBS3)-|3 +(SASA)-I4 +§dyn2 '§dyn2 +§dyn4 -§dyn4 +u
! ' EqA, ExA, E3A; EsA, kK2 Krs k2
Mit: (5.12)
S Stabkraft i im 0-System
Si Stabkraft i im 1-System
l Stablange
EA Dehnsteifigkeit der Stabe des Bogens
S;ynk,i dynamische Stabkraft an Knoten k, im Zeitschritt i, im 0-System
Sdynk, dynamische Stabkraft an Knoten k, im Zeitschritt i, im 1-System
K, Federkonstante der dynamischen Stabe

Obige Formel ist fir samtliche Geometrien, Lasten und Steifigkeitsverteilungen anwend-
bar. Es ist jedoch mdéglich, diese Formel fur verschiedene Anwendungen stark zu verein-
fachen.

a- Symmetrische Systeme mit symmetrischen Lasten
Fir symmetrische Systeme, die analog Kapitel 4 polygonal vereinfacht werden,

gilt:

|1 = |4, 8'1 :S'4 y §1 =§4 und |2 = l3 y 8'2 :SI?, y §2 =§3 und S;jynz :S'dyn4 s gdynz =§dyn4
Weiterhin sind aufgrund gleicher Massen an den Knotenpunkten die Steifigkeiten
der dynamischen Stébe gleich grol: k_, = k., =k, = k.
Die Symmetrie lasst es zu, nur jeden zweiten Term (daflr aber mit dem Faktor

zwei) zu berucksichtigen.
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2(81 -S1 j A 2(82 . §2j -ly 2(S'dyn2 : gdynZ)
+

Sd 3 :51_02 E1A1 E2A2 kF (5 13)
yn — = - = — — .
511 2(81 -S1)~|1 2(32 'SZ)"Z Z(denZ 'denZJ +1
+ +
EA>>k_,

In den meisten Fallen ist die Dehnsteifigkeit der realen Stabe in Relation zur
Steifigkeit der weichen dynamischen Staben sehr grols (EA >> k). Die Terme
der Bogenstabkrafte spielen fir das Ergebnis somit eine vernachlassigbare Rolle
und kdnnen gestrichen werden. In diesen Fallen kirzt sich weiterhin die
Federsteifigkeit der dynamischen Stabe heraus, wenn die Massen an allen
Knoten gleich grof? sind. Genauso verhalt es sich auch, wenn die
Materialeigenschaften, d.h. die Steifigkeiten der Stabe nicht bertcksichtigt
werden. Die Berechnung von dens vereinfacht sich dann zu nachfolgenden
Formeln:

Beliebige Geometrie, sym. Lasten sym. Geometrie, sym. Lasten

2(8 'dyn2 ) §dyn2 \J

. 2
2(8 dyn2) + 1

(S ‘dyn2 ) §dyn2) + (S Idyn4 ’ gdyn4j
a 2 _ 2
(denZ J + (den4 ) +1

Alle weiteren Varianten lassen sich aus der allgemeinen Formel 5.12 ableiten.

(5.14)

Sayns = Sayns =

Da die Steifigkeit der dynamischen Stabe zeitabhangig ist, kann diese
Vereinfachung nicht angewandt werden, wenn die Analyse eines sehr

kurzen Zeitschritts erforderlich ist. Das ist in den seltenen Fallen erforderlich, bei
denen in sehr kurzer Zeit hohe Krafte in das System eingebracht werden. Ein
Beispiel hierfiir ist die Expansionskraft bei Glasbruch (siehe Zeitschritt 1,

Kapitel 7) oder das Zusammenziehen des vorgedehnten Zugbandes (Zeitschritt
2+3, Kapitel 7).

Aus der ermittelten GréRe der statisch Uberzahligen S lassen sich im Krafteck samt-

dyn3

liche Kréfte, incl. der dynamischen Krafte eindeutig bestimmen (Abbildung 5.18).
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Krafteck AH
hier: ohne MaBstab

Umfahrungssinn: O R ) F
i& S )

2-[Siyyns - Sayn
-2 J e .

_ 2
Z(dean +1

Abb. 5.18 Ermittlung der dynamischen Krafte und der Bogenkrafte im Krafteck

B

Die dynamischen Krafte haben die Kraftgrofie der im Krafteck ermittelten dynamischen

Stabe S, , zeigen jedoch in die entgegengesetzte Richtung.

dyn’

5.4.2 Dynamische Krafte aus Zentripetalbewegungen

Die durch das beschriebene Vorgehen tGber den ermittelte lineare Wegstrecke der ein-
zelnen Massen sollte in einem weiteren Schritt «korrigiert» werden, um die Rotation der
Knoten 2 und 4 um die Festauflager zu berticksichtigen. Sie legen neben der beschrie-
benen linearen Wegstrecke aus der dynamischen Kraft einen zusatzlichen Weg Richtung
Rotationszentrum zurtick (Zentripetalweg gem. Abschnitt 5.2.5).

A &” g

Abb. 5.19 Dynamische Stabkrafte aus dem Zentripetalweg (geometrischem Zwang)

Die einfachste und am wenigsten aufwendige Méglichkeit den Einfluss dieser geome-
trischen Zwangung auf den Kraftfluss zu ermitteln, ist die Berechnung Uber den zurtick-
gelegten Zentripetalweg (Formel 5.10). Auch hier wird den3 als statisch Uberbestimmte
Kraftgrof3e ausgeldst. Das hat den Vorteil, dass das 1-System nicht erneut berechnet
werden muss. Die KraftgroRen kdnnen der Analyse aus Abschnitt 5.4.1, Abbildung 5.17b
entnommen werden. Auch hier wird vorerst die allgemeingtltige Formel aufgestellt und
nachfolgend mdgliche Vereinfachungen aufgezeigt:

AS s = bor S1)+ e S4) (5.15)
yn — 2 — - 2 _ 2 :
(S1j -1 ( j -1, (Ssj [ ) an (denzj 12 [den4)
+ + SIS S
EA, E.A; EsA, EJA, Kea Kes Kes

64



Mogliche Vereinfachungen ergeben sich analog der Ermittlung von den aus aulleren Kraf-
ten, aufgrund symmetrischer Systemgeometrien oder verhaltnismaRig groRen Stabsteifig-

keiten.
a) Symmetrische Systeme, symmetrische Lasten:
20,01 - St
ASgyns = — _(ng ) — (5.16)
2(31) -y Z(Szj -1y Z(denzj +1
+ +
E.A, E,A, ke

b) EA>>k,
AuRerdem koénnen bei groRen Steifigkeitsunterschieden zwischen realen Staben und
virtuellen dynamischen Staben die ersten zwei Terme des Nenners gestrichen werden:

Beliebige Geometrie, sym. Lasten sym. Geometrie, sym. Lasten
r— R 517)
(Sore) +15 (am 2 (S 1)t

Alle weiteren Varianten lassen sich aus der allgemeinen Formel 5.15 ableiten.

Ist die dynamische Stabkraft durch den Zentripetalweg ermittelt, kann das in Abschnitt
5.4.1 (Abb. 5.18) gezeichnete Krafteck durch AdenS erganzt werden. Die Stabkrafte, die

aus den3 folgen (also aus aulerer Belastung) sind in nachfolgendem Krafteck grau ge-

zeichnet, die gesamten Stabkrafte «S, . . =S, .+AS, .» schwarz.
Krafteck ‘ An
hier: ohne MaBstab ‘ R
Umfahrungssinn: Q < < F
denZ S 5
Sdyn3 + ASdyn3 F
' - den4
ZA(denz ~den2) Z(r 3 ) S;
zp1 "~ 91
Sayn3 = — = ASgyns = T 2 1 . 3 F
2‘[denzj +1 Hsdynz] +1}/kF o 7
B

Abb. 5.20 Krafteck der Abb. 5.18 mit zusatzlicher Kraft durch Zentripetalbewegung
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5.5 Verallgemeinerung der Vorgehensweise aus 5.4

In Abschnitt 5.4 wurde das Verfahren «dynamisches Stabwerkmodell» in Verbindung mit
dem Prinzip der virtuellen Krafte zur Berechnung eines statisch einfach iberbestimmten
Tragwerks vorgestellt. Zur Herleitung der Formeln wurde ein Bogen mit Zugband heran-
gezogen; als statisch Uberbestimmte die dynamische Stabkraft 3 gewahit.
Grundsatzlich kann diese Vorgehensweise bei jedem beliebigen, statisch einfach Uber-
bestimmten System angewandt werden. Beliebig ist sowohl die Geometrie als auch die
Belastung. Weiterhin kann statt des dynamischen Stabes 3 auch jeder andere dyna-
mische Stab ausgeldst und berechnet werden. In diesem Fall werden die Indizes der
dynamischen Stabkrafte einfach an die gewtinschte Berechnungssituation angeglichen.
Beispiel: Fur ein asymmetrisches System mit drei dynamischen Staben wird die dy-
namische Stabkraft 2 gesucht. In der Formel 5.14a werden die Indizes der Stabkrafte
dahingehend ausgetauscht (siehe Formel unten) und das Krafteck des 0- und 1-Systems
analog angeglichen:

(S'dyn:i ’ §dyn3) + (S'dyn4 ’ §dyn4j
— 2 2
(den3) + (den4 \) +1

Dieses Vorgehen ist fur alle oben angegebenen Formeln und Kraftecke gultig.

dyn2 =

Bei symmetrischen Systemen kann es sinnvoll sein, einen der dynamischen Stabe
auszulosen, der um ein Lager rotiert. So konnte AS, ausgerechnet werden, bevor das
Krafteck aus den gezeichnet wird, um nachfolgend die Summe beider Krafte auf einmal
im Krafteck darzustellen.
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5.6 Grundaufgaben mit dynamischen Stabwerkmodellen

Der versagende Glasbogen mit Zugband ist ein kinematisches Mehrmassensystem, das
unter Bericksichtigung der komplexen Materialeigenschaften von brechendem Glas
analysiert wird. Um die Vorgehensweise der dynamischen Stabwerkmodelle vorab an
weniger komplexen Systemen zu Uberprifen, werden nachfolgend sechs Grundaufgaben
ohne Berlcksichtigung der Materialeigenschaften mit dynamischen Stabwerkmodellen
untersucht und nachfolgend in Kapitel 6 kontrolliert.

In den Beispielen 1 bis 3 werden Einmassenpendel mit unterschiedlichen Auslenkungen
bzw. Festauflager und beschleunigtem Auflager untersucht. Bei den Aufgaben 4 bis 6
handelt es sich um die Analyse von Bdgen, die als Mehrmassensysteme mit variierender
Geometrie und Belastung modelliert werden.

Die Darstellung der kompletten Bewegung erfolgt dabei jeweils in einem Lageplan. Diese
Abbildung setzt sich aus den in Abschnitt 5.1 bis 5.4 beschriebenen Berechnungsschrit-
ten zusammen. Um die Lastgeschichte in dem zusammengefassten Lageplan anschau-
licher darzustellen, nehmen die Grauwerte mit dem Bewegungsablauf zu, d.h. sie werden
mit ansteigenden Zeitschritten dunkler. So wird graphisch ablesbar, wo sich der Start-
punkt befindet und wie sich der Ablauf gestaltet.

Dem Lageplan zugehdrig sind jeweils die Kraftecke der einzelnen Zeitschritte und die
daraus resultierenden, zuriickgelegten Wege abgebildet. Da in diesem Teil der Arbeit nur
die wichtigsten Daten und Darstellungen zusammengefasst sind, befindet sich im Anhang
zu jedem Beispiel eine umfassende Tabelle mit allen berechneten Werten, Formeln und
kinematischen GroRen.
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5.6.1 Beispiel 1: Einmassenpendel mit kleiner Amplitude (10°)

Das erste Beispiel wurde gewahlt, um die Vorgehensweise mit dynamischen Stabwerk-
modellen an einem weniger komplexen Einmassensystem zu Uberprifen und darzustel-
len. Die Amplitude des Ausschlags betragt 10°, damit das Ergebnis der dynamischen
Stabwerkmodelle mit linearisierten Bewegungsgleichungen und hoher Genauigkeit
kontrolliert werden kann. Bei gréReren Amplituden wirden die Ergebnisse zu stark von
der Realitat abweichen, wenn die Berechnung mit linearisierten Differentialgleichungen
durchgefiihrt wiirde.

Die Wahl der Pendellédnge unterlag mit 63,6 cm sehr praktischen Erwagungen. Einerseits
sollte das nachtraglich gebaute Tragmodell zur Kontrolle der Ergebnisse (Kapitel 6) eine
handhabbare GréRe haben, andererseits sollte fir die halbe Periode der Pendelbewe-
gung eine gerade Sekundenanzahl herauskommen, um fir die dynamischen Stabwerk-
modelle mit einfachen, gleichen Teilschritten rechnen zu kénnen:

T—20 = ﬂ'\/g =TI ’% =080s :—0 EZ:ZEEQ:::%
’ g Erdbeschleunigung

Obwohl die Masse bei einem Einmassenpendel aufgrund gleicher Gro3e von schwerer
und trager Masse irrelevant ist, wurde bei den Lésungen mit dynamischen Stabwerkmo-
dellen mit einer definierten Masse gerechnet, um bei der grundsatzlichen Vorgehens-
weise einer einheitlichen Systematik zu folgen. Die Masse betragt analog des spateren
Tragmodells 0,85 kg.
In Abbildung 5.21 sind sdmtliche Lageplane in einer Darstellung zusammengefasst. Die
nebenstehende Tabelle zeigt die Kraftecke und die Ergebnisse der kinematischen Zu-
standsgrofen.
Die Berechnung wurde mit den Mittelwertsbeschleunigungen durchgefihrt (gem. Ab-
schnitt 5.2.4). Die zwei in Abbildung 5.21a dargestellten Berechnungsschritte dienen
somit lediglich der Ermittlung der mittleren Beschleunigung des ersten Zeitschritts.
Der berechnete Weg wird analog Abschnitt 5.2.5 b als Sekante in den Lageplan eingetra-
gen, d.h. die Zentripetalkraft wird nicht gesondert betrachtet.
Zur Ermittlung der dynamischen Kraft wird das Eintragen der dynamischen Stabe im La-
geplan Ubersprungen und die Kraft «den» direkt in die Kraftecke eingetragen.

Schritt Schritt

Krafteck Krafteck
Zeit Dynamische Kraft [N] Zeit Dynamische Kraft [N]
[s] Kinematische Groen s] Kinematische Groen
2 -1
Fom = 1,44 5 Fam =133
z z
0,00 83 0,10 8
010 e ) 020 5 -
, o/ Fon=144N - © Fon=133N

S

; ar=1,70 m/s?
z v1=0,085m/s
ri= 0,0085m

v a1=1,57 m/s?
z

Abb. 5.21a Berechnung der Durchschnittsbeschleunigung
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Lageplan Kraftecke

t=0,00s-0,80s MaRstab: 1 cm =4 N
|=0,636 m, m=0,85kg p—
Kraftecke
Zeit Dynamische Kraft [N]
[s] Kinematische GroRen
1
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0,00
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5
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z z
0,40 g 8
[} ©
- i n X
o
050 Ol = Fon=0,00N
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6
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0,50 2| s
- " TI’ X
0,60 2| o
2]
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7
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z
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Abb. 5.21 Dynamisches Stabwerkmodell: Einmassenpendel mit 10° Amplitude b) Lageplan c) Kraftecke
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5.6.2 Beispiel 2: Einmassenpendel mit groBer Amplitude (160°)

In diesem Beispiel wird die Anwendbarkeit dynamischer Stabwerkmodelle bei Rotations-
bewegungen mit grolRen Amplituden Uberprift. Die Darstellung sédmtlicher Zeitschritte
erfolgt wiederum in einer Abbildung. Die Berechnung wurde mit Mittelwertbeschleuni-
gungen durchgefihrt.

Zur Demonstration der Berechnung der Zentripetalbewegungen wurde das etwas auf-
wandigere Verfahren gewahlt, d.h. die Translation «ry » wird als Tangente an die Bahn-
kurve angetragen und nachfolgend der Zentripetalweg «r,» zum Rotationszentrum
berechnet (Abschnitt 5.2.5 a).

Fir die grofleren Wegstrecken der Zeitschritte 5 bis 12 wurde die Abweichung zwischen
Bogenlange und linearer Fortbewegung gemal Abschnitt 5.2.5 (Abb. 5.10) Gber den
Faktor «f» korrigiert.

Lageplan
t=0,00s-1,60s
I=0,636 m, m = 0,275 kg
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Berechnung des tangentialen Weges «ry . » gemalf Abschnitt 5.2.4 (incl. Faktor f)
Berechnung des Abminderungsfaktors «f = Fayni / Bogenlange» gemald Abschnitt 5.2.5
Berechnung des Zentripetalweges «r,» gemal’ Abschnitt 5.2.5-a

Kraftecke
Mafstab: 1 cm = 1.33 N, At =0,1 Sekunden
2 _0 9’1“ -1 o) N
F““’ F(ﬂ“ﬁ 2
+
0,00 o 0,00 o positive
- W G - \ G Bewegungsrichtung
0,10 py 0,10 b
’ k) ' 3
sek. z sek. “ negative
Bewegungsrichtung
aayn2 = -3,360 m/s? adyn1 = -3,600 m/s?
rayn2 = -1,68 cm, f = 1,00
1 2 _o2™ 3 4 S
1 for K
Qw
0,00 Mittelwert der 0,10 ® 0,20 0,30
- Beschleunigung aus - ) G - - G
0,10 | Schritt -1 und Schritt -2 0,20 “:,\ 0,30 0,40
-
B
sek. | Gauni = -3,48 mis? sek. “z sek. sek. “}4/
rayn1 = -1,74 cm, f = 1,00 rayn2 = -5,35 cm, f = 1,00 rayn3 = -9,70 cm, f = 1,00 rayna = -15,32 cm, f = 1,00
rzp,1 =-0,02 cm rzp2 = -0,23 cm rzp3=-0,74 cm rzp4 =-1,86 cm
5 6 7 8 P
T %,
= ) S
5 g
0,40 0,50 :’3 0,60 [l 0,70
- - ” - » -
0,50 0,60 s/ |C 0,70 Gl\=a 0,80 @
« z
sek. sek. sek. sek.
S: 0
94/\, g= 0,06 N
rdyn5 = -22,64 cm, f = 0,99 rayn6 = 31,64 cm, f = 0,99 rayn7 = -40,95 cm, f = 0,98 rayng = -46,38 cm, f = 0,96
rzp5 = -4,08 cm Izp6 = 7,96 cm rzp7 = 13,42 cm rzps = 17,69 cm
9 Fayn=0,07 N 11 12
-«
z g
0,80 z 1,00 8 1,10 n
. S - ~ - b
0,90 Gla 1,10 e 1,20 & >
1] 5
(7] o
sek. sek. sek.
N
S= 0,45 N 5= Q.
rayne = -47,46 cm, f = 0,97 rayn,10 = 41,28 cm, f = 0,98 rayn,11 = 32,04 cm, f = 0,99 rayn,12 = 23,01 cm, f = 0,99
rzpe = 18,18 cm rzp,10 = 13,66 cm rzp,11 = 8,16 cm rzp,12 = 4,19 cm
13 14 15 16 Fans
0,93N
1,20 1,30 1,40 1,50
1,30 1,40 1,50 1,60 Gl /&
Ui
sek. sek. sek. sek. @
rayn,13 = 15,63 cm, f = 1,00 rayn,14 = 9,99 cm, f = 1,00 rayn,15 = 5,64 cm, f = 1,00 rayn,16 = 2,07 cm, f = 1,00
rzp13 = 1,93 cm rzp,14 = 0,79 cm rzp,15 = 0,25 cm rzp,16 = 0,03 cm

b)
Abb. 5.22 Dynamisches Stabwerkmodell: Einmassenpendel mit 160° Amplitude (a) Lageplan (b) Kraftecke
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5.6.3 Beispiel 3: Einmassenpendel, 10° Amplitude, beschleunigtes Auflager

Das dritte Grundlagenbeispiel dient der Beriicksichtigung von Relativbeschleunigungen
bei der Analyse mit dynamischen Stabwerkmodellen. Hierfur wird das Beispiel 1 (Ein-
massenpendel mit Amplitude 10°) wiederholt und das Auflager vertikal mit a = 3,0 m/

s? beschleunigt. Diese Zwangsbeschleunigung des Knoten 1 hat eine Tragheitskraft an
Knoten 2 zur Folge, die die Seilkraft und damit die dynamische Kraft der Masse steigert.
D.h. der Kérper legt einen grofleren Weg zurlick, als ein Kérper ohne Relativbewegung
des Nachbarknotens. Als Resultat bendétigt die Masse weniger Zeit fur eine halbe Schwin-
gung. In diesem Beispiel sind das nur 0,70 Sekunden verglichen zu 0,80 Sekunden des
vergleichbaren Beispiels ohne Beschleunigung des Auflagers (Beispiel 1).

Fir diese Aufgabe wurden nicht Mittelwert- sondern Anfangsbeschleunigungen herange-
zogen.

Die Translation aus der dynamischen Stabkraft wird als Sekante eingetragen, weswegen
die Zentripetalbewegung nicht zusatzlich berechnet wird.

Als Masse wurde m = 1,0 kg gewahlt. Daraus ergibt sich eine Gewichtskraft von 9,81 N.
Die Tragheitskraft aufgrund der Beschleunigung des Auflagers von a = 3,0 m/s? betragt
T=23,00 N.

Zur Ermittlung der dynamischen Kraft wird das Eintragen von dynamischen Stében im La-
geplan Ubersprungen und die resultierende Kraft «den» in den Kraftecken eingetragen.
Durch die Vorgabe einer Beschleunigung fir das Auflager steigert sich nicht nur die dyna-
mische Kraft der Pendelmasse. Auch das gesamte System erfahrt eine Bewegung «nach
obeny. Diese Bewegung des gesamten Systems wird durch eine getrennte Betrachtung
der vertikalen Wegstrecke berlicksichtigt, der sowohl die Knotenmasse als auch das
Auflager unterliegt.

Die vertikale Aufwartsbewegung wird in diesem Beispiel mit negativem Vorzeichen
beschrieben. Das Vorzeichen der dynamischen Kraft ist durch die horizontale Richtung
definiert:

-F, «——> +F
dyn dyn
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Lageplan Kraftecke
t=0,00s-0,70 s MaRstab: 1 cm =6.2 N
|=0,636 m, m=1,00 kg

Schrit Kraftecke

Zeit Dynamische Kraft [N]
[s] Kinematische GroRRen

Fan <25, . 5 x
T Fan1 =2,22N
2,22 m/s?

5 Z van1=0,11m/s
© a1 = 1,11 cm
]
n
»

|

0,00
0,10 vertikal

avt = -3,00 m/s?
v =-0,15 m/s
ri =-1,50 cm

den :2,01 N > X
T Fan2=2,01 N
agn2 = 2,01 m/s?

Z ven2=0,31m/s
ran2 = 3,1cm

0,10
0.20 G vertikal

aw = -3,00 m/s?
vv2 =-0,45 m/s
ne2=-4,5cm

Fan=13g N > x
T Fapaz =1,38N

=4 -
0,20 o Z vans=0,45m/s
g
n
(2]

i foms = 4,5 cm
0.30 G vertikal

aw =-3,00 m/s?
v =-0,75 m/s
rns =-7,5cm

Foyn=0,49 N > X
T Fapna = 0,49 N
agyna = 0,49 m/s?

Z vana = 0,50 m/s
fama = 5,0m

0,30

12,80 N

0:40 G vertikal

aw = -3,00 m/s?
vu =-1,05 m/s
ru =-10,5cm

ToynT
i Fan=-0,51N > X
T Fans =-0,51N
auns = -0,51 m/s?

=0,45m/s
040 rams = 4,5 cm

S=

12,80 N

0,50

®

vertikal

avs = -3,00 m/s?
ws =-1,35 m/s
ns =-13,5 cm

S

=141N

> X
T Foms =-1,41N
agns = -1,41 m/s?

Z vans =0,31m/s

0.50 rams = 3,1 m

0.60 G vertikal
aw =-3,00 m/s?
Ve = -1,65 m/s
e =-16,5cm

_20N

z

0
0‘?0 % ren7 = 1,1 cm
0.70 AN vertikal
aw =-3,00 m/s?
v =-1,95 m/s
rn7=-19,5cm

Abb. 5.23 Dynamisches Stabwerkmodell: Einmassenpendel mit 10° Amplitude und Lagerbeschleunigung



5.7 Beispiele 4 - 6: Bogen mit variierenden Geometrien und Lasten

Ein Beitrag zur Formfindung im Hinblick auf die Resttragfahigkeit
In den drei nachfolgenden Beispielen werden Bégen mit unterschiedlichen Geometrien
und Lasten analysiert. Alle drei Systeme simulieren hierbei Glasbogen, bei denen durch
plétzlichen Bruch Gelenke entstehen. Diese werden bei der Untersuchung mit Stabwerk-
modellen jeweils in den Knickpunkten des Systems eingefuhrt, wodurch der kinematische
Prozess beginnt. Die Analyse des Bewegungsprozesses erfolgt in diesem Kapitel jedoch
ohne die Bertlicksichtigung der Materialeigenschaften, d.h. die Steifigkeitsverteilung der
einzelnen Bauteile wird lediglich dahingehend bericksichtigt, dass die dynamischen Sta-
be wesentlich weicher sind, als die realen Stabe. Anstelle eines Zugbandes werden beide
Lager zweiwertig modelliert.
Das Ziel dieser Beispiele ist neben der Erprobung dynamischer Stabwerkmodelle an
statisch Uberbestimmten Mehrmassensystemen herauszufinden, ob das Verfahren einen
grundsatzlichen Beitrag im Entwurfsprozess leisten kann. Das ist der Fall, wenn die
durch die Stabwerkmodelle ermittelten Bewegungsablaufe aufgrund unterschiedlicher
Anfangsgeometrien oder Lasten zu unterschiedlichen Endgeometrien fiihren. Da diese
Endgeometrien wiederum die Basis fur die Resttragfahigkeitsanalyse darstellen, ist das
Auffinden der Geometrie von Bedeutung und kann durch die Gestaltung und Variation der
Ursprungsgeometrie beeinflusst werden. Vor allem bei Systemquerschnitten aus ESG
sinkt die Biegetragfahigkeit bei Bruch der Scheibe auf ein vernachlassigbar geringes
Niveau. Fur das zerstdrte System bedeutet das einen vorwiegenden Lastabtrag durch
Normalkrafte, wodurch die Geometrie des Systems von elementarer Bedeutung ist.
Aus Grinden der Nachvollziehbarkeit werden die Kraftecke des 0-Systems, 1-Systems
und das endgultige Krafteck getrennt voneinander dargestellt. Zwar kdnnten sie gemein-
sam in einem Krafteck analysiert werden, da sie auf derselben Geometrie basieren, aber
das Drucken auf Papier macht in einigen Fallen unterschiedliche Malstabe erforderlich.
Bei einheitlichen Maf}staben wirden einige 0-Systeme aufgrund sehr groer Werte die
druckbaren Formate sprengen. In der Alternative waren die Kraftecke des 1-Systems
aufgrund sehr kleiner Vektoren nicht mehr lesbar.
Weiterhin werden die Kraftecke des 0- und 1-Systems aus Symmetriegriinden nur zur
Halfte dargestellt. Die dazu passenden Lageplane werden aus Layoutgriinden nicht den
einzelnen Zeitschritten zugeordnet abgebildet, sondern nachfolgend in Abb. 24 in allge-
meiner Form mit den zugehdrigen Berechnungsformeln fiir die gewahlte Unbekannte.
Da die Darstellung zur Ermittlung der dynamischen Kraft sehr kompakt ist, wird hier die
Arbeitsreihenfolge fur jeden Zeitschritt in Kurzform zusammengefasst:

1- Kraftecke fur das 0- und 1-System zeichnen

2- Uberzahlige KraftgroRe aus dulerer Last ausrechnen (Formel 5.14)

3- Endgultiges Krafteck zeichnen — samtliche KraftgrofRen aus duflderen Lasten
4- Zentripetalbewegung der Massen 2 und 4 berechnen (Formel 5.10)

5- Uberzahlige KraftgréRe aus Zentripetalbewegung berechnen (Formel 5.17)
6- (3) ergédnzen — samtliche Kraftgréflen aus dullerer Last und Zentripetalbew.
7- Uber F die zurlickgelegten Wege berechnen (Formeln 5.3 - 5.5)

dyn,ges
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Beispiel 4: 0- und 1-System des sinusférmigen Bogens mit symmetrischen Lasten

0-System l F3=9,81 N 1-System
3 F4=9,81 N

F2=9,81 N

2 . (S;iyn2 . §dyn2j
_ 2
2. (sdynzj 1

2'(r1p1 §1)

Auslésen des dynamischen Stabes 3:  Sy3 = (5.14b)

ASyyns = (5.17b)

_ 2
{2 . (denzj + 1}/k,:

Beispiel 5: 0- und 1-System des rahmenartigen Bogens mit symmetrischen Lasten

0-System 1F3=9,81 N 1-System
lF2=9,81 N 3 lF4=9,81 N

4

2

2 . [S'dyn2 . §dyn2)
—
2. (sdynzj 1

2- (I’Zm §1)

Auslosen des dynamischen Stabes 3: S, ; = (5.14b)

ASyyms = (5.17b)

_ 2
|:2 . (dean + 1:|/kF

Beispiel 6: 0- und 1-System des sinusformigen Bogens mit asymmetrischen Lasten

0-System l F3=9,81 N 1-System
\F4=14,03 N

F2=5,69 N 3

4

(S‘dynz '§dyn2 ) + (S‘dynS '§dyn3)

kf2 kf3

S -
e (§dyn2)2 + (§dyn3)2 + i
Kz K Kia

Auslosen des dynamischen Stabes 4: (5.12)

AS gy = o 51} s 54) (5.15)

_ 2 _ 2
(denZJ (den3) 1
+ +—
kF2 kF3 kF4

Abb. 24 a-c) 0- und 1-Systeme der Beispiele 4 bis 6 zu versagenden Bdgen
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5.71

Beispiel 4: Versagender Sinusbogen mit symmetrischer Last

iﬁ =9,81N

a)
Lageplan 1 dynamische Stabkraft 3
t=0,00s F3=9,81 N aus dynamischer Kraft: Saynz = 2,85 N (5.14)
At =0,04s rzp2 = 0,02 mm (5.10)
F2=9,81 N 3 F4=9,81 N aus Zentripetalbewegung: ASdyns = -0,03 N (5.17)
Krafteck 1
lcm = 10N
Drehsinn: f)

Sdayn2 = -4,34 N — rzp2

Kraftecke 0- System 1°- System Sayn2,ges = -4,35 N
1cm = 10N
Sdyn3z= 2,85 N
\ Sayn2 = Sdyns,ges = 2,82 N
9
F2 Sayn4 =
| -0,33 Sdyn,a = Sdyn,2 4
Sdyn2 = Q0
Sdyn,a = 1
-5,26 N Fs
adyn2,1 = 4,35 m/s2 _ Vdyn2,1 = 0,08 m/s _ rayn21 = 0,35 cm
Lageplan 2 dynamische Stabkraft 3
t=0,04s F3=9,81 N aus dynamischer Kraft: Sdynz = 2,79 N (5.14)
At = 0,04 s rzp2 = 0,23 mm (5.10)
F2=9,81 N 3 F4=9,81 N aus Zentripetalbewegung: ASdynsz = -0,38 N (5.17)
Krafteck 2
lcm = 10N An
Drehsinn: f)
2 S>> F2
A ; B
. . S2
Kraftecke 0- System 1°- System 2‘”"‘2 — _5:é72§ N reez > Fs
lcm = 10N dyn2.ges = =3, Z S
y/ 3
Sayn,2 = Seyns= 2,79 N P
Sayns = Saynses = 2,41 N i 3 >
-0,27 ” -
Bx
1

Adyn3,2 = 5,27 Mm/sS2 _ Vdyn32 = 0,30 Mm/S _ rayn32 = 1,19 cm

Lageplan 3
t=10,08s F3=9,81 N
At =0,04s l
3

Kraftecke
lcm = 10N

0- System

Sadyn2 =
Sdyn4 =

-7,66 N

dynamische Stabkraft 3

aus dynamischer Kraft: Sayn3 = 1,65 N (5.14)
rzp2 = 0,95 mm (5.10)
aus Zentripetalbewegung: ASdyn3 = -1,54 N (5.17)
Krafteck 3
Drahainn: 1 A
< (38 F2
=53
Sdyn2 = =7,47 N — rzp2
Seynz,ges = 7,65 N Fs
S5
Sayn3 = 1,65 N -
Sdynz,ges = 0,11 N - S, Fa
&
BH

adyn3,3 = 7,65 M/S2 _ Vaynz,s = 0,60 mM/s _ rayns;3s = 2,42 cm
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Lageplan 4
t=0,12s F3=9,81 N
At =0,04s
3

F2=9,81 N
py

A

dynamische Stabkraft 3

aus dynamischer Kraft: Sayns = -1,77 N (5.14)
rzp2 = 2,64 mm (5.10)

aus Zentripetalbewegung: ASayns = -3,63 N (5.17)

Krafteck 4

icm = 10N

Drehsinn: f)

Sayn2 = -9,80 N

Kraftecke 0- System 1°- System - > rwz
lcm = 10N Sayn2,ges = -9,49 N
Seyns = -1,77 N _
F2 Saynz,ges = -5,40 N
Sayn2 = %
Sdyn4 = 1 Sdyn2 =
oo & 05N
! Adyn3,4 = 9,49 M/s2 _ Vaynz4 = 0,98 m/s _ rayn34 = 3,93 cm
Lageplan 5 dynamische Stabkraft 3
t=0,16s F3=9 81 N aus dynamischer Kraft: Sayns = -5,91 N (5.14)
At = 0,04 s ' rzpz = 5,26 mm (5.10)
aus Zentripetalbewegung: ASdyns = -5,22 N (5.17)
Krafteck 5
lcm = 10N

Drehsinn: () S‘K

P F2
e
Kraftecke 0- System 1’- System 2‘”” = ’_10_';71(’)\"\‘ = w2 / h
icm = 10N dyn2ges = =
. Seyns = -5,91 N / R
2 = - g
Sdyn,2 = o = 0,92 Sdyn3,ges 11,13 N e
Sadyn,a = X5 _ S. Z
412,21 N gd“’z - *
dyn,4 = B
Fs 0,28N
adyn3,s = 9,10 m/s2 _ Vdyn3s = 1,35 m/S _ rayn3s = 5,39 cm
Lageplan 6 dynamische Stabkraft 3
t=0,20s aus dynamischer Kraft: Sayns = -8,97 N (5.14)
At =0,015s F3=9,81 N rzp2 = 5,98 mm (5.10)
la aus Zentripetalbewegung: ASayns = -4,09 N (5.17)
Krafteck 6
lcm = 10N A
Drehsinn: f) St
F2
e
e
Kraftecke 0- System 1°- System gdv”z - __lt_]’slgoNNH w2 Fs
icm = 10N dyn2,ges = ,
Sans = -8,97 N S
Sayn2 = Fa S1= 0,76 Saynz,ges = -13,06 N —
Sayna = % Sdyn2 = P
-14,14 N i Sdyna = 1 S:
E 0,44N B
Adynz,6 = 8,60 M/S2 _ Vaynzs = 1,50 m/s _ rayn3s = 2,21 cm
Lageplan 7 dynamische Kréfte = 0
t=0,215s
Statischer Endzustand F3=9,81 N Krafteck 7 A
3 lcm = 10N S
l Drehsinn: f)
F2
D
6’7»
F3
Sayn2= 0N D
Sdynz= 0N c
Fa
. S1
Knoten 2 und 4 liegen auf
STATISCHER ENDZUSTAND B
r=0

b-h)

Abb. 5.25 Dynamisches Stabwerkmodell: Versagender Sinusbogen mit symmetrischen Lasten

(a) Lageplane (b-h) Kraftecke 1 -7
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5.7.2 Beispiel 5: Versagender, rahmenartiger Bogen mit symmetrischer Last

{ Fayn3s

9\/,1‘ -4,25
@ 1
S3

a)
Lageplan 1 dynamische Stabkraft 3
t=0,00s aus dynamischer Kraft: Sayns = -4,69 N (5.14)
At=0,04s PoRY F3=9,81 N e rz2 = 0,00 mm (5.10)
’ l ’ aus Zentripetalbewegung: ASdyns = 0,00 N (5.17)
ol 2 I
2 4 Krafteck 1
lcm = 10N An
Drehsinn: f)
A I F2
S2
Kraftecke 0- System 1°- System Sayn2= 1,29 N F3
o-M. ) Sems=-4,69N — Ss
Seme= 1,29N
Sayn2= S Fa
92 Sayna= b
©
9(,'5‘ -1,84
Sdyn,2 = 1 BH
Sdyn,a = S
9.91 N : Ao = 4,69 M/S2 _ Vayat = 0,09 M/S _ reyms,1 = 0,38 cm
Lageplan 2 dynamische Stabkraft 3
t=0,04s F3=0.81 N aus dynamischer Kraft: Sdyns = -5,50 N (5.14)
At =0,04s _ 3= _ rzpz = 0,02 mm (5.10)
F2=9,81 N l Fa=9,81 N aus Zentripetalbewegung: ASayns = -0,01 N (5.17)
l : |
2 ¢ Krafteck 2
lcm = 10N An
Drehsinn: /)
. < F2
Sayn2= 1,48 N Izp2 3
= e 2
Kraftecke 0- System 1°- System Somages = 1,46N - E Fs
o.M Seyma = 5,50 N - S
Sdynz,ges = -5,51 N
Sayn2= Bv
) S:Zn;= Sdyns = Sdyn2 S Fa
230N 2,18
Y
Sayn,2 ) 1 BH
Sayna =\ S3
13,25 N adyn32 = 5,51 m/s2 _ Vayns2 = 0,31 m/s _ rayn32 = 1,26 cm
Lageplan 3 dynamische Stabkraft 3
t=0,08s aus dynamischer Kraft: Sayn3 = -7,69 N (5.14)
At =0,04s = F3=9,81 N _ rzp2 = 0,05 mm (5.10)
1:2_9’81 N 1:4_9’81 N aus Zentripetalbewegung: ASayns = -0,01 N (5.17)
2 Y Krafteck 3
lcm = 10N An
Drehsinn: /)
Av Sy F2
A
Saynz= 1,16 N —=rz2 o S
Kraftecke 0- System 1°- System Sayn2ges = 1,12 N - Fs
0.M. Sayn3z = -7,69 N Ss
Sdyn3,ges = -7,70 N -
Bv
Sdyn2= S, =& Fa
00 Sema= dyn4. dyn2 S
Bu

adyn3,3 = 7,70 m/s2 _ Vdyn33 = 0,62 M/S _ rayn33 = 2,49 cm




Lageplan 4 dynamische Stabkraft 3
t=0,12s aus dynamischer Kraft: Sayns = -10,31 N (5.14)
At =0,04s - — rz2 = 0,03 mm (5.10)
, Fa= = = '
lz 981N F3=9,81N Fa=9,81N aus Zentripetalbewegung: ASaynz = 0,00 N (5.17)
2 l, L,
Krafteck 4
5 Sz ! S3 : lcm = 10N
\ / An
g 2| : Drehsinn: 9
Si \“;\ A1 / Al S4
: x A L4 2 MO 2R
A B 1 d
Sayn2 = -0,52 N rzp2 / Sz
Kraftecke 0- System 1°- System Sayn2,es = -0,52 N F3
S Seyns = -10,31 N .
s Sdyn3,ges = -10,31 N
dyn,2 = -
Sayn,a = ® gzynf: Sdyns = Sdyn,2 Bv S Fa
- e 7
130,25 N //,\:\\ 12,59
I Bh
ki c* Ss 1
F2 ' adyns4 = 10,32 m/s2 _ Vaynsa = 1,03 m/s _ rayn34 = 4,14 cm
Lageplan 5 dynamische Stabkraft 3
t=0,16s aus dynamischer Kraft: Sayns = -12,28 N (5.14)
At =10,04s rz2 = 0,00 mm (5.10)
4 F2=9,81 N =9, : i
l Fa=9.81 N 1:4 9,81N aus Zentripetalbewegung: ASeyns = 0,00 N (5.17)
2 l < Krafteck 5
3 3 lcm = 10N
X « Ss -/ Drehsinn:
(3 ‘\_ s /& Sa
O
A B Seynz = 2,79 N —= rzp2 .
Sdyn2,ges = 2,79 N —
Kraftecke 0- System =
o, Y 17~ System Seyns = -12,28 N ;
Sadynz,ges = -12,28 N .
6’&
Seyn2 = Sayn2= Sdyna = Sdynz —
Sdyn4 = A Sayna=
Fi -29,82 N 155 2,20
| 6"‘//
F2 S, E}l
Ss adyn3,s = 12,29 m/s2 _ Vayn3s = 1,53 m/s _ rayn3s = 6,10 cm
Lageplan 6 dynamische Stabkraft 3
t=0,20s aus dynamischer Kraft: Sayns = -12,56 N (5.14)
At =0,031s rz2 = 0,02 mm (5.10)
F2=9,81 N F4=9,81 N aus Zentripetalbewegung: ASayns = -0,01 N (5.17)
Krafteck 6
lcm = 10N
Drehsinn: Av
F2
Sdyn2 = -5,16 N Fzp2
Sdyn2,ges = -5,15 N -
Krafteck - - F
Yerm = 10N 0 System 17~ System Seyns = -12,56 N ) s
Sadynz,ges = -12,57 N -
Sayn2=
Sayn2 = Sayna= Sayns = Sayn2 — F
F1 Sdyn,a = ,»“\.3 1,23 B ¢
- z v
20,56 N o 1
F2 S5
adyn3,6 = 12,57 m/s2 _ Vaynzs = 1,92 m/s _ rayn3s = 5,94 cm
Lageplan 7 - Statischer Endzustand dynamische Krifte = 0
t=0,231s
Krafteck 7
F2=9,81 N F4=9,81 N I
l l Drehsinn: /) An
2 3 < S F2
S;
Sayn2= 0,00 N Flle
Seyn3z= 0,00 N
Seyna= 0,00 N S
Fa
Knoten 3 liegt auf S
STATISCHER ENDZUSTAND @,
BH

b-h)

Abb. 5.26 Dynamisches Stabwerkmodell: Versagender, rahmenartiger Bogen mit symmetrischen Lasten

(a) Lageplane (b-h) Kraftecke 1 -7
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5.7.3

‘Fz =5,69N

Beispiel 6: Versagender Sinusbogen mit asymmetrischer Last

lFa =9,81N

F=14,03N

A
a)
Lageplan 1 dynamische Stabkraft 4
t=0,00s F3=9,81 N aus dynamischer Kraft: Seyna = -8,33 N (5.14)
At =0,04s l F4=14,03 N rzp2 = 0,00 mm rzp4 = 0,04 mm (5.10)
3 aus Zentripetalbewegung: ASayns = -0,01 N (5.17)

9\ :

2

O

Krafteck 1
lcm = 10N
Drehsinn: f)

rayn2,3= 1,39 cm reyns,s = 2,85 cm

A B Sayn2 = -1,01 N Fzp2
Sdyn2,ges = -1,01 N —
Kraftecke 0- System 1°- System Seys= 2,46 N —/
0.M. Sdynz,ges = 2,45 N
Seyns = -8,33 N —=raps
Sdyn3 = Sdyna,ges = -8,34 N
28,58 N
Sama = =0,14 =0,47
7,30 N Fayn2,1 = 0, cm _ faynd1 =0, cm
Lageplan 2 dynamische Stabkraft 4
t=0,04s F3=9,81 N aus dynamischer Kraft: Sayne = -9,28 N (5.14)
At =0,04s l F4=14,03 N rzp2 = 0,05 mm rzp4 = 0,38 mm (5.10)
F2=5,69 N 3 \ aus Zentripetalbewegung: ASayns = -0,08 N (5.17)
Krafteck 2
lcm = 10N A
Drehsinn:
f) o F2
Seyn2 = -1,43 N —= rzp2
Seynzges = -1,50 N s F3
Kraftecke 0- System 1’- System Sayns= 2,53 N Ss
0.M. Sdynz,ges = 2,26 N
S; Sayns = -9,28 N Fzpa Fa
— F2 Sdyna,ges = -9,36 N
Sdynz = ynd.g ’
39,11 N /4 Fs
‘ Fa B
Sdyn2 = > _ 3
863; N ° 112 S rayn22= 0,56 cm _ reyns2= 1,51 cm
Lageplan 3 dynamische Stabkraft 4
t=0,08s F3=9,81 N aus dynamischer Kraft:  Sayns = -11,86 N (5.14)
At=0,04s 1 Fa=14.03 N rp2 = 0,28 mm rps = 1,34 mm (5.10)
3 ! aus Zentripetalbewegung: ASgyns = -0,10 N (5.17)
Krafteck 3
lcm = 10N A
Drehsinn: f)
F2
Sdyn2 = -2,69 N — rzp2 =
-2 I
Sayn2,ges = -2,98 N / S, F3
Seynz= 1,98 N Y, D
Saynz,ges = 0,68 N
Seme = -11,86 N rm/ Fe
Sadyna,ges = 11,96 N S,
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Lageplan 4
t=0,12s
At =0,04s l
3

F4=14,03 N

dynamische Stabkraft 4
aus dynamischer Kraft:
rzp2 = 1,21 mm

Krafteck 4
lcm = 10KN

Drehsinn: f)

Seynz = 4,71 N —> rzp2
Sdyn2,ges = -4,91 N

Sdyns = -14,53 N
rzpa = 3,33 mm
aus Zentripetalbewegung: ASdyns = 0,52 N

(5.14)
(5.10)
(5.17)

Kraftecke 0- System 1°- System Sayn3 = -3,83 N
o.M. Séynsges = -7,00 N
s Sia. Sayna = 14,53 N —= rzps
Sdyn,3 = - els, 7R Sayneges = -14,01 N
-92,23N Fs Sy =
i F2 6,27
s Sdyn2 =
dyn,2 = 3%
-16,28 N = 0,40 ° raynz,e = 2,75 €M _ raynss = 4,42 cm
Lageplan 5 dynamische Stabkraft 4
t=0,16s F3=9,81 N aus dynamischer Kraft: Sayns = -15,59 N (5.14)
At=10,04s \ rzp2 = 3,09 mm rzpa = 6,31 mm (5.10)
3 aus Zentripetalbewegung: ASgyns = 1,94 N (5.17)
Krafteck 5
lcm = 10N A
Drehsinn: 1
() 5/\’\ F2
Siyz=-5,60 N —=rmz S
Sayn2,ges = -3,89 N ul — | Fs
Kraftecke 0- System Seyna = -4,96 N o
o.M. s Seynsges = -9,99 N T
4
Sayns = -15,59 N zp4 . Fa
Sdyn,3 = F2 Seynd,ges = -13,58 N —
-44,03 N . s,
| Fa B
Sayn.2 =
_2t84 N =38 -0.18 S rayn2,5 = 3,84 cm _ roynas = 5,94 cm
Lageplan 6 dynamische Stabkraft 3 (Sayns = 0)
t=0,20s aus dynamischer Kraft: Saynz = -2,29 N (5.14)
At = 0,047 s F3=9,81 N rzp2 = 5,52 mm rzpa = 0 mm (5.10)
aus Zentripetalbewegung: ASdyns = -2,66 N (5.17)

Kraftecke
o.M.

0- System

Sy
F2

Sdyn,2 = E
-7,35N ‘ Fs

Krafteck 6
lcm = 10N
Drehsinn: f)

Saynz= -6,94N —> rewz _—

Sdyn2,ges = -6,43 N

Saym=-229N

Sdynz,ges =-4,95 N
Sayna = 0

Fa=14,03 N

C S4 B

Knoten 2 und 4 liegen auf
STATISCHER ENDZUSTAND

C
Sdyn,3 = Fe
ausgeldst Sdyn4 = 0,00 rayn26 = 6,98 cm _ raynss = 0
Lageplan 7 dynamische Kréfte = 0
t=0,247s

Krafteck 7
lcm = 10N
Drehsinn: /)

Sdayn2= 0,00 N
Sayn3= 0,00 N
Sayn4= 0,00 N

A .
BE
F2
o
< K Fs
%
Fa
Sa
B

b-h)

Abb. 5.27 Dynamisches Stabwerkmodell: Versagender, Sinusbogen mit asymmetrischen Lasten

(a) Lageplane (b-h) Kraftecke 1 -7
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5.8 Besprechung der Ergebnisse

5.8.1 Konsistenz der Berechnungen

Um die Geometrie eines neuen Zeitschritts genau definieren zu kdnnen, miissen nicht
samtliche Wege aller Massen bekannt sein. Es ist ausreichend, die Wege von maximal
zwei Massen zu berechnen. Die Lage der anderen Knotenpunkte ergibt sich bei dehn-
starren Querschnitten aufgrund der vorgegebenen Stablangen. Bei der Wahl der Massen,
die den zuriickgelegten Weg vorgeben, d.h. die Geometrie des nachfolgenden Lageplans
definieren, sollte es sich immer um Massen handeln, die in den ersten Zeitschritten fallen
und damit die anderen Massen nach oben driicken. Diese Massen haben aufgrund ihrer
kontinuierlichen Bewegungsrichtung eine gréRere Berechnungsgenauigkeit. Wirden die
sich zuerst aufwarts bewegenden Massen den Weg vorgeben, d.h. diejenigen, die zuerst
nach oben gedriickt und spater nach unten gezogen werden, kann es aufgrund der Be-
rechnung in Zeitschritten passieren, dass der Wendepunkt verpasst wird und die Massen
eine zu lange andauernde Beschleunigung in die «falsche» Richtung erfahren.
Grundsatzlich kann also gesagt werden, dass die durch dynamische Stabwerkmodelle
berechneten Wegstrecken nur dann fir alle Knoten der neuen Geometrie konsistent sind,
wenn jeder Zeitschritt getrennt fir sich betrachtet wird. Bei einem Bewegungsablauf mit
aufeinander folgenden Zeitschritten liefern die zuerst fallenden Knoten die genaueren
Ergebnisse und die anderen Knoten folgen der Vorgabe.

5.8.2 Beschreibung der Ergebnisse und ihr Beitrag zur Formfindung im Hinblick
auf die Resttragfahigkeit

Wie bereits in der Einleitung der vorliegenden Arbeit beschrieben, fallt ein Glasbogen mit

Zugband nach dem Bruch der Scheibe herunter und bleibt auf den Zugstaben liegen.

In diesem statischen Endzustand bildet der Glaskorper eine Falte in Querrichtung aus,

wenn die Anfangsgeometrie eine Sinusfunktion war. Diese Aussage basiert auf einem

GroRversuch, der im Jahr 2002 fir das Projekt «Loggia Wasseralfingen» durchgefuhrt

wurde [F2]. Hierflr wurde eine sinusférmig elastisch vorgekriimmte VSG-Scheibe zerstort

und der Fallprozess dokumentiert (genauer Kapitel 7).

S i 5 3 ‘f.. ; /

Abb. 5.28 GroRversuch eines zerstrten, herabgefallenen Sinusbogens aus Glas [F2]

Die drei Grundlagenbeispiele 4 bis 6 zu den versagenden Bdgen sollen nun aufzeigen,
ob sich dieser Bewegungsprozess auch mit dynamischen Stabwerkmodellen analysieren
lasst und wenn ja, ob die Analyse mit variierenden Anfangsgeometrien oder asymme-

82



trischen Lasten zu anderen Endgeometrien fiihrt. In Abbildung 5.29 werden die Bewe-
gungsgeometrien der drei Versuche 4, 5 und 6 vergleichend dargestellt.

a) b) c)
Abb. 5.29 Bewegungsablauf versagender Bogen mit verschiedenen Anfangsgeometrien bzw. Lasten
(a) Versuch 4 (b) Versuch 5 (c) Versuch 6

In Beispiel 4 wird analog des GroRversuchs aus Abbildung 5.28 eine Analyse mit einer si-
nusférmigen Anfangsgeometrie und symmetrischen Lasten durchgefihrt. Der Fallprozess
des Bogens ist symmetrisch und es bildete sich im Endzustand analog des GrofRversuchs
eine Falte in der Mitte des Tragwerks aus (Abb. 5.29a).

Im Gegensatz dazu stellt sich bei der etwas flacheren und rahmenartigeren Anfangs-
geometrie des Beispiels 5 eine andere Endgeometrie ein. Hier entstehen am Ende der
Bewegung zwei Falten statt einer (5.29b). Diese haben eine niedrigere statische Hohe,
weisen jedoch in allen Bereichen eine kontinuierlichere Krimmung auf. Aufgrund dieser
Krimmungen ist das Endsystem in Querrichtung steifer, da es die Lasten vorwiegend
Uber Normalkrafte abtragen kann. Die ebenen Bereiche des Endsystems aus Beispiel 4
sind dahingegen in erster Linie biegebelastet (genauer Kapitel 7).

In Abbildung 5.30 sind die Endgeometrien aus Beispiel 4 und 5 mit polygonaler und ver-
einfacht kontinuierlicher Krimmung dargestellt.

statische Héhe

Endzustand __statische Héhe
EndzM

a) c)
statische Hohe
Endzustand statische Hohe
Endzustand
ebener Bereich ebener Bereich
b) d)

Abb. 5.30 Endgeometrien des herabgefallenen Bogens (a+b) Beispiel: 4 polygonal + kontinuierlich
(c+d) Beispiel: 5 polygonal + kontinuierlich

Der Ausloser fir die unterschiedlichen Endgeometrien ist jeweils schon im ersten Zeit-
schritt der Analyse mit dynamischen Stabwerkmodellen zu erkennen.

In Beispiel 4 bewegen sich die lagerndheren Knoten 2 und 4 nach dem Bruch der Schei-
be nach unten, wahrend der mittige Knoten 3 nach oben gedrtckt wird. Diese Tatsache
hat die bereits beschriebene «einfaltige» Endgeometrie zur Folge.

Die im Vergleich zu Beispiel 4 rahmenartigere Geometrie des Beispiels 5 hat eine andere
Verteilung der dynamischen Krafte zur Folge. Hier bewegen sich die lagernahen Knoten
zuerst nach auf’en und der mittige Knoten «fallt» herab. Die lagernahen Knoten werden
erst im finften Zeitschritt nach unten gezogen. Der mittige Knoten trifft damit zuerst auf
die Zugstabe, wodurch das System zwei Falten ausbildet.
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In einer weitergehenden Betrachtung musste noch untersucht werden, inwiefern diese
Falten ein stabiles oder labiles Gleichgewicht bilden. In den Kraftecken der letzten Zeit-
schritte ist das wiederum anschaulich abzulesen. Das letzte Krafteck des flnften Bei-
spiels zeigt im Bereich der mittleren Lagerung ausschliellich einen vertikalen Vektor des
Lagers C. Gegen Seitenlasten oder leichte Asymmetrien wirde sich die Endgeometrie
voraussichtlich dahingehend verandern, dass eine Falte zur Seite rollt und sich mit der
der anderen Falte vereint. Das hangt bei einer genauen Analyse jedoch vom Durchhang
des Zugbandes und der Reibung zwischen dem gebrochen Glaskérper und den Zugsta-
ben im Bereich der Lagerung C ab, was im Rahmen dieser Arbeit nicht ndher untersucht
wird .

Das sechste Beispiel basiert auf der Geometrie des ersten Beispiels, wird jedoch asym-
metrisch belastet. Aufgrund der asymmetrischen Belastung ist auch die Fallbewegung
asymmetrisch und der lagernahe Knoten vier trifft zuerst auf das Zugband. Das End-
system gleicht jedoch dem ersten Beispiel, da der Randknoten 2 zwar zeitversetzt zu
Knoten 4, jedoch vor dem mittleren Knoten 3 auf den Zugstab herabfallt.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Analyse mit dynamischen Stabwerk-
modellen qualitative und quantitative Aussagen zur Fallbewegung, Endgeometrie, auf-
tretenden Kraften und Zeitdauern versagender Bauteile moglich macht. Diese Aussagen
kénnen wiederum den Formfindungsprozess eines Bogens beeinflussen, wenn die
Resttragfahigkeit oder Krafte wahrend bestimmter Versagensszenarien innerhalb des
Entwurfs bertcksichtigt werden missen.
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