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Kurzfassung

Mehrschichtverbunde aus faserverstärktem Kunststoff werden aufgrund ihrer
Vielseitigkeit und ihrer hervorragenden spezifischen Eigenschaften vermehrt
zur Konstruktion von Strukturbauteilen eingesetzt. Ihr lagenweiser Aufbau
bietet große Chancen, stellt aber zugleich auch eine ernstzunehmende Her-
ausforderung dar: Einerseits ermöglicht er es, die effektiven Eigenschaften
des Verbunds gezielt einzustellen, andererseits führen die schichtweise unter-
schiedlichen elastischen Eigenschaften zu einem lokalisierten Auftreten hoher
interlaminarer Spannungen in der Nähe der freien Ränder. Dieser Randeffekt
kann eine Trennung der Einzelschichten auslösen und infolgedessen zu einer
Degradation der Steifigkeit und Festigkeit und möglicherweise einem Total-
versagen der Verbundstruktur führen. In dieser Arbeit wird ein effizientes
Berechnungswerkzeug zur strukturmechanischen Analyse und Auslegung von
Faser-Kunststoff-Verbunden entwickelt, das sowohl den Laminat-Randeffekt
beschreibt als auch die Entstehung von Delaminationen zuverlässig vorher-
sagt.

Zur Ermittlung der Verschiebungen und Spannungen in der Nähe der freien
Ränder von Winkelverbunden wird ein neues verschiebungsbasiertes Mehr-
schichtverfahren konzipiert, das auf der Schubdeformationstheorie dritter
Ordnung beruht. Die Modellierung lässt sich durch die Annahme eines gene-
ralisierten ebenen Verzerrungszustands auf eine zweidimensionale Geometrie
reduzieren und resultiert in einem System gewöhnlicher Differentialgleichun-
gen, für das eine geschlossen-analytische Lösung angegeben werden kann. Um
die Methode zu verifizieren, wird ein numerisches Referenzmodell auf Basis
eines speziell entwickelten Finiten Elements implementiert. In einem umfang-
reichen Vergleich an verschiedenen Struktur- und Belastungskonfigurationen
wird gezeigt, dass das analytische Verfahren die typische Verwölbungsgestalt
und die dominante interlaminare Schubspannung in guter Übereinstimmung
mit den numerischen Referenzergebnissen reproduziert.

Auf Basis dieser Ergebnisse wird ein Konzept zur Bewertung der Delaminati-
onsneigung von Winkelverbunden mittels der Finiten Bruchmechanik entwi-
ckelt. Die Herleitung von Skalierungsgesetzen sowie das Monotonieverhalten
der mechanischen Feldgrößen erlauben eine hocheffiziente Implementierung
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des gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums. Die hohe Vorhersagege-
nauigkeit der neuen Methode wird anhand experimenteller sowie numerischer
Referenzdaten herausgestellt. Hierzu wird im Finite-Elemente-Programm
Abaqus ein Kohäsivzonenmodell implementiert. Für mechanisch belastete
Laminate zeigen die ermittelten effektiven Festigkeiten eine sehr gute Über-
einstimmung mit den Referenzergebnissen. Insbesondere ist das analytische
Verfahren in der Lage, die wichtigsten qualitativen Effekte, den Schichtdicken-
effekt und den Einfluss des Schichtwinkels, korrekt abzubilden. Im Falle einer
kombinierten thermisch-mechanischen Belastung wird in Übereinstimmung
mit den Referenzergebnissen gezeigt, dass die effektive mechanische Festigkeit
durch eine überlagerte Temperaturdifferenz signifikant beeinflusst wird. Zu-
dem wird die Effizienz der vorgeschlagenen Bewertungsmethode genutzt, um
den Einfluss wichtiger Strukturparameter auf die Versagenslast zu erfassen
und die große Relevanz der Delaminationsentstehung in Winkelverbunden im
Vergleich zu einem möglichen intralaminaren Versagen hervorzuheben.
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Abstract

Composite laminates made of fiber-reinforced plastic are increasingly used
for the design of structural components due to their versatility and excellent
mass-specific properties. Their layered structure is their biggest advantage
and disadvantage at the same time. On the one hand, it enables structural
designers to adapt the effective material stiffness properties to given require-
ments. On the other hand, the layerwise discontinuous stiffness properties
cause highly localized concentrations of interlaminar stresses near the free
edges. The so-called free-edge effect may induce interfacial cracks, which
consequently lead to a rapidly decreasing stiffness and strength and possibly
end in the total failure of the structure. For the structural mechanical analysis
and assessment of composite materials, this work develops a computational
tool that both efficiently describes the free-edge effect and reliably predicts
the onset of delaminations.

A new displacement-based multilayer method based on third-order shear
deformation theory is developed to determine displacements and stresses
near the free edges of angle-ply laminates. The model can be reduced to a
two-dimensional geometry by assuming a state of generalized plane strain
that results in a system of ordinary differential equations, which allows for an
analytical closed-form solution. To verify the method, a numerical reference
model is implemented based on a specially developed finite element. In a
comprehensive comparison of various structural and loading configurations,
it is demonstrated that the analytical method reproduces the typical warping
deformation and the dominant interlaminar shear stress in good agreement
with the numerical reference results.

Based on these results, a concept for predicting interlaminar crack nucleation
in symmetric angle-ply laminates is developed using Finite Fracture Mechanics.
The derivation of scaling laws as well as the monotonic behavior of the
mechanical field quantities allow a highly efficient implementation of the
coupled stress and energy criterion. The excellent prediction accuracy of the
new method is highlighted using experimental as well as numerical reference
data. To this end, a cohesive zone model is set up in the finite element software
Abaqus. For laminates subjected to a mechanical loading, the determined
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effective strengths show a very good agreement with the reference results.
In particular, the analytical method is able to correctly reproduce the most
important qualitative phenomena, the layer thickness effect and the influence
of the ply angle. In the case of a combined thermomechanical loading, it is
shown in agreement with the reference results that the effective mechanical
strength is significantly affected by a superimposed temperature. Moreover,
the efficiency of the proposed model is exploited to quantify the influence of
important structural parameters on the failure load and to emphasize the
high relevance of delamination occurrence in angle-ply laminates compared
to a possible intralaminar failure.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

In den letzten Jahrzehnten haben sich Verbundmaterialien als eine der wich-
tigsten Werkstoffklassen des Leichtbaus etabliert. Im Falle von faserver-
stärkten Kunststoffen besteht der Verbund aus einer Kunststoffmatrix als
Bettungsmasse, die die verstärkenden Fasern umgibt. Der Hauptteil der anlie-
genden mechanischen Lasten wird hierbei von den Fasern getragen, während
die Matrix die Fasern fixiert und stützt (Schürmann, 2007). Besonders effizient
lassen sich die stark anisotropen Eigenschaften solcher Strukturen nutzen,
indem sie schichtweise zu einem Laminat zusammenfügt werden. Durch die
gezielte Kombination von Lagen unterschiedlicher Vorzugsrichtung können
die Eigenschaften des Mehrschichtverbunds präzise auf seinen Einsatzzweck
angepasst werden.
Zusammen mit weiteren Vorzügen, wie einer sehr hohen spezifischen Festigkeit
und Steifigkeit, einstellbaren elektrischen und thermischen Leitfähigkeiten
und einer ausgezeichneten Korrosionsbeständigkeit, sorgte das für ein starkes
Wachstum des europäischen Markts für Faser-Kunststoff-Verbunde in den
vergangenen zehn Jahren (Witten u. Matthes, 2022). Gerade im Transport-
sektor kommt das Leichtbaupotential der Werkstoffklasse besonders zum
Tragen: So kann bei einem Mittelstreckenflugzeug eine Gewichtseinsparung
von 1 kg eine Minderung des Kerosinverbrauchs um bis zu 2000 l während
der Produktlebensdauer bewirken (Neitzel et al., 2014). Das führte dazu,
dass der Strukturgewichtsanteil von Faser-Kunststoff-Verbunden in modernen
Verkehrsflugzeugen wie der Boeing 787 oder dem Airbus A350 bereits über
50% erreicht hat. Neben dem gesamten Transportsektor sind das Bauwesen,
die Elektroindustrie, der Sportartikelmarkt und in jüngerer Vergangenheit
insbesondere die Herstellung von Windenergieanlagen wichtige Anwendungs-
felder für Faser-Verbund-Werkstoffe.
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Kapitel 1 Einleitung

Trotz der unbestrittenen Potentiale dieser innovativen Werkstoffklasse konnte
sich ihr Einsatz in vielen Branchen noch nicht in der vollen industriellen
Breite durchsetzen. Das liegt einerseits an der verglichen mit konventionel-
len Werkstoffen schlechteren Wirtschaftlichkeit (Neitzel et al., 2014). Zum
anderen stellen Mehrschichtverbunde aus faserverstärkten Kunststoffen die
Anwenderin vor große Herausforderungen. Aufgrund des komplexen Aufbaus
und der anisotropen Eigenschaften kommt es bei der Konstruktion und der
Analyse von Strukturbauteilen aus Verbundlaminaten zu einem erheblichen
Mehraufwand.
Die Spannungsanalyse ist schon für eine unidirektional faserverstärkte Einzel-
schicht erheblich umfangreicher als bei der Verwendung isotroper Materialien.
Mit dem Grad der Werkstoffanisotropie wird auch die Versagensbewertung
anspruchsvoller, da zusätzliche Versagensformen zu berücksichtigen sind (bei-
spielsweise Cuntze, 2006).
Der Aufbau eines Mehrschichtverbunds führt zu einer weiteren Erhöhung
der Komplexität. Aufgrund der lagenweise unterschiedlichen Materialeigen-
schaften kommt es in der Nähe freier Ränder zu lokalen, teilweise singulären
Überhöhungen interlaminarer Spannungen. Dieses, als Randeffekt bezeichnete,
Phänomen kann die Entstehung interlaminarer Risse und somit die Trennung
der Laminatschichten zur Folge haben. Delaminationen dieser Art wurden in
zahlreichen Studien experimentell beobachtet (beispielsweise Lorriot et al.,
2003, Lagunegrand et al., 2006, Diaz Diaz u. Caron, 2006) und können zur
raschen Degradation der Laminatsteifigkeit und folglich zum Totalversagen
der Struktur führen. Die klassischen Laminattheorien und bruchmechanischen
Konzepte erfassen weder den Randeffekt noch die Initiierung interlaminarer
Risse. Gerade in Anbetracht der möglicherweise schwerwiegenden Folgen
bedürfen sie einer gesonderten und eingehenden Betrachtung.

Um die Berechenbarkeit von Verbundwerkstoffen zu verbessern und ihre
Anwendung in allen Teilbereichen des Leichtbaus weiter zu etablieren, ist es
unerlässlich, das mechanische Verhalten zuverlässig beschreiben zu können.
Das betrifft die Deformations- und Spannungsanalyse einerseits, aber ande-
rerseits auch die Vorhersage des möglichen Versagens, insbesondere die der
kritischen interlaminaren Rissentstehung in Form von Randdelaminationen.
Aufgrund der diversen Struktur- und Materialparameter ist im Vorauslegungs-
prozess oft eine große Anzahl von Parameterstudien und Variantenvergleichen
notwendig. Hier gibt es einen hohen Bedarf an physikalisch motivierten, leicht
anwendbaren Berechnungswerkzeugen, die Spannungen, Verformungen und
das mögliche Versagen effizient und zuverlässig vorhersagen.
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1.2 Ziel der Arbeit

1.2 Ziel der Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung einer effizienten und
zuverlässigen Methode zur Bewertung des Randeffekts und der interlaminaren
Rissentstehung in ebenen Mehrschichtverbunden. Aufgrund ihrer großen
Bedeutung für Wissenschaft und Technik beschränkt sich die Studie auf die
wichtige Klasse der symmetrischen ausgeglichenen Winkelverbunde.

Zur Bewertung des Versagensverhaltens einer Struktur ist das Verständnis der
zugrunde liegenden Lastübertragungsmechanismen und der sich einstellenden
Deformationsgestalt unerlässlich. Daher soll in dieser Arbeit eine maßgeschnei-
derte analytische Methode zur effizienten Ermittlung der Verschiebungs- und
Spannungsfelder in Winkelverbunden unter mechanischer und thermischer
Belastung entwickelt werden. Hierbei sind insbesondere die stark anisotropen
und schichtweise unterschiedlichen Materialeigenschaften der verwendeten
Faser-Kunststoff-Verbund-Werkstoffe zu berücksichtigen. Zur Sicherung der
Qualität der Lösung ist diese anhand von numerischen Referenzdaten zu
validieren.

Das Versagen von Mehrschichtverbunden kann in zwei Hauptkategorien
unterteilt werden: intra- und interlaminares Versagen. Während zur Beschrei-
bung der Vorgänge innerhalb einer Schicht bereits eine Palette von bewährten
Konzepten existiert, gibt es bezüglich der Rissentstehung zwischen zwei Einzel-
schichten noch großen Forschungsbedarf. In dieser Arbeit soll das gekoppelte
Spannungs- und Energiekriterium der Finiten Bruchmechanik genutzt werden,
um mögliche Randdelaminationen in Winkelverbunden vorherzusagen. Zu
diesem Zweck ist ein rein analytisches Bewertungsverfahren zu entwickeln,
welches die effektiven Festigkeiten zuverlässig und mit hoher Genauigkeit
bestimmt. Um die Vorhersagequalität zu überprüfen, ist ein numerisches Ko-
häsivzonenmodell zu implementieren, anhand dessen die erlangten Ergebnisse
verifiziert werden. Zusätzlich soll ein Vergleich mit experimentellen Daten die
Vorhersagen des entwickelten Berechnungsmodells absichern.

Ein Hauptaugenmerk ist zudem auf die Effizienz und einen hohen Automa-
tisierungsgrad des Bewertungsverfahrens zu legen. Das soll gewährleisten,
dass die Methode im Vorauslegungsprozess von Verbundstrukturen gewinn-
bringend für größere Parameterstudien und Optimierungsaufgaben eingesetzt
werden kann.
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1.3 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die wichtigsten theoretischen Grundlagen für diese Arbeit
dargelegt. Nach einer Einführung in die lineare Elastizitätstheorie und die
Mechanik ebener Laminate folgt eine Beschreibung der relevantesten Aspekte
der klassischen Festigkeits- und Bruchmechanik. Das Kapitel schließt mit
einer Darstellung des gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums zur
Analyse finiter Risse.

Kapitel 3 gibt einen Einblick in den aktuellen Stand der Wissenschaft zum
Laminat-Randeffekt. Zunächst werden die grundlegenden Wirkmechanismen
des Randeffekts und das daraus resultierende Versagensverhalten beschrieben.
Es folgt ein Überblick über die existierenden Modelle zur Analyse der Span-
nungen in der Nähe freier Laminatränder und abschließend eine Darstellung
verschiedener Ansätze zur Bewertung des interlaminaren Versagens.

In Kapitel 4 wird eine maßgeschneiderte Berechnungsmethode zur effizien-
ten Ermittlung der Spannungs- und Verschiebungsfelder in der Nähe freier
Ränder von Winkelverbunden entwickelt. Hierzu werden drei neuartige ver-
schiebungsbasierte Verfahren vorgeschlagen, die sich im Polynomgrad ihrer
Ansatzfunktion unterscheiden. Die Ergebnisse der unterschiedlichen Konzepte
werden diskutiert und anhand einer speziell für diesen Zweck entwickelten
Finite-Element-Formulierung verifiziert. Das Modell mit der größten Überein-
stimmung zu den Referenzergebnissen wird für die weitere Verwendung im
Rahmen dieser Studie ausgewählt.

In Kapitel 5 wird die Entstehung von Randdelaminationen untersucht. Hierzu
wird das gekoppelte Kriterium der Finiten Bruchmechanik implementiert
und auf Basis der Resultate des entwickelten Berechnungsmodells rein analy-
tisch ausgewertet. Zur Absicherung der Ergebnisse wird das Bruchkriterium
vergleichsweise mit Daten aus Finite-Elemente-Analysen umgesetzt und zu-
sätzlich ein Kohäsivzonenmodell herangezogen. Die analytisch bestimmten
effektiven Festigkeiten werden kritisch diskutiert und zur Bewertung der
Vorhersagegenauigkeit mit experimentellen und numerischen Referenzdaten
verglichen. Das entwickelte Verfahren wird angewendet, um exemplarisch den
Einfluss wichtiger Materialparameter auf die Delaminationsneigung auszuwei-
sen und die Relevanz des interlaminaren Versagensmodus zu diskutieren.

Kapitel 6 stellt die Ergebnisse der vorliegenden Studie zusammenfassend dar
und gibt einen Ausblick auf mögliche Folgearbeiten.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wichtigsten theoretischen Grundlagen für diese
Arbeit dargelegt. Nach einer Einführung der Grundgleichungen der linearen
Elastizitätstheorie, werden verschiedene Theorien zur Modellierung von ebenen
Laminaten vorgestellt. Es folgt eine Beschreibung der relevantesten klassischen
Festigkeitskriterien und eine Einführung in die linear-elastische Bruchme-
chanik. Das Kapitel schließt mit einer zusammenfassenden Darstellung des
gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums zur Vorhersage der Entste-
hung finiter Risse. Auf die jeweilige Fachliteratur wird in den Unterkapiteln
verwiesen.

2.1 Lineare Elastizitätstheorie

Die vorliegende Arbeit stützt sich auf die Annahme kleiner Verformungen und
linear-elastischen Materialverhaltens, weswegen im Folgenden die lineare Elas-
tizitätstheorie angewendet wird. Der Abschnitt fasst die zugrunde liegenden
Gleichungen kurz zusammen. Die dargestellten Inhalte sind den Werken von
Becker u. Gross (2002), Gross et al. (2018) und Sadd (2009) entnommen.

Spannungszustand. Aus den äußeren Belastungen eines Körpers durch
Volumenkräfte f und Oberflächenkräfte t resultieren im Körper innere Kräfte.
Sei der Körper entlang einer beliebigen Schnittfläche A mit der Flächennorma-
le n geteilt und sei ∆F die Kraft, die vom gegenüberliegenden Körperteil auf
das Flächenstück ∆A um den Punkt P wirkt. Dann definiert der Grenzwert

t = lim
∆A→0

∆F
∆A (2.1)

den Spannungsvektor im Punkt P . Aus den drei Spannungsvektoren auf drei
unabhängigen Schnittflächen durch den Punkt P , d.h. Schnittflächen mit line-
ar unabhängigen Normalenvektoren, lässt sich der Spannungsvektor für jeden
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beliebigen Schnitt durch diesen Punkt bestimmen. Diese drei Spannungs-
vektoren charakterisieren den Spannungszustand im Punkt P eindeutig und
bilden die Grundlage zur Definition des Cauchyschen Spannungstensors:

σ =
[
t1 t2 t3

]T =

[
σ11 σ12 σ13
σ12 σ22 σ23
σ13 σ23 σ33

]
=

[
σ11 τ12 τ13
τ12 σ22 τ23
τ13 τ23 σ33

]
. (2.2)

Hierbei repräsentieren die Diagonalelemente σ11, σ22 und σ33 die Normal-
spannungen, während die Nichtdiagonalelemente σ12, σ23 und σ13 auch als
τ12, τ23 und τ13 bezeichnet werden und die Schubspannungen darstellen. Der
Spannungstensor σ ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe und ist über
die Cauchysche Formel mit dem Spannungsvektor verknüpft:1

ti = σijnj . (2.3)

Ein beliebiger Teilkörper befindet sich im Gleichgewicht, wenn sich die auf
ihn wirkenden Volumenkräfte fi und Oberflächenkräfte ti zu null addieren:ˆ

∂V

ti dA+
ˆ
V

fi dV = 0 . (2.4)

Mithilfe der Cauchyschen Formel (2.3), des Integralsatzes von Gauß und der
Annahme, dass das Volumen V beliebig ist, folgt die Gleichgewichtsbedingung
in lokaler Form:

σij,j + fi = 0 . (2.5)

Deformation. Zur Beschreibung der Deformation eines Körpers dient in
der linearen Elastizitätstheorie der infinitesimale Verzerrungstensor ε, dessen
Komponenten εij über die partiellen Ableitungen der Verschiebungen ui
definiert sind:

εij = 1
2(ui,j + uj,i) . (2.6)

Die Diagonalelemente ε11, ε22 und ε33 dieses symmetrischen Tensors zweiter
Stufe werden als Dehnungen, die Nichtdiagonalelemente ε12, ε13 und ε23
als Schubdeformationen bezeichnet. Auch gebräuchlich sind die technischen
Gleitungen γ23, γ13, γ12:

γ23 = 2ε23 ,
γ13 = 2ε13 ,
γ12 = 2ε12 .

(2.7)

1 Für Ausdrücke in Indexschreibweise wird die Einsteinsche Summenkonvention ange-
wendet, wonach über doppelt auftretende Indizes innerhalb eines Produkts summiert
wird: σijnj =

∑
j
σijnj .
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2.1 Lineare Elastizitätstheorie

Konstitutives Verhalten. Das Stoffgesetz stellt eine Beziehung zwischen
den im Körper herrschenden Spannungen σij und Verzerrungen εij her. In
der linearen Elastizitätstheorie ist dieser Zusammenhang direkt proportional
und wird durch das Hookesche Gesetz beschrieben:

σij = cijklεkl . (2.8)

Die Koeffizienten cijkl sind die Komponenten eines Elastizitätstensors vierter
Stufe und beschreiben die mechanischen Eigenschaften des Materials. In in-
vertierter Form lässt sich das Hookesche Gesetz mithilfe der Nachgiebigkeiten
sijkl angeben:

εij = sijklσkl . (2.9)

Durch eine additive Erweiterung können zudem die durch eine Temperatur-
änderung ∆T hervorgerufenen thermischen Dehnungen αij∆T berücksichtigt
werden:

εij = sijklσkl + αij∆T . (2.10)

Hierbei sind αij die thermischen Ausdehnungskoeffizienten des Materials. Aus
der Symmetrie des Spannungstensors σ, der Symmetrie des infinitesimalen
Verzerrungstensors ε und energetischen Betrachtungen folgt, dass auch im
allgemeinen Fall der Anisotropie nur 21 der 81 Steifigkeiten cijkl unabhängig
voneinander sind. Das ermöglicht die Darstellung des Hookeschen Gesetzes in
einer weithin gebräuchlichen, auch als Voigt-Notation bezeichneten, Vektor-
Matrix-Schreibweise:

σ11
σ22
σ33
τ23
τ13
τ12

 =


C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C26 C36 C46 C56 C66




ε11
ε22
ε33
γ23
γ13
γ12

 . (2.11)

Die meisten technischen Materialien besitzen bestimmte Symmetrieeigenschaf-
ten, so dass sich die Anzahl der unabhängigen Einträge Cij weiter verringert.
Ist im Material eine Symmetrieebene vorhanden, man spricht in diesem Fall
von monoklinem Materialverhalten, so entfallen einige Kopplungen zwischen
den Spannungs- und Verzerrungskomponenten und die Anzahl unabhängi-
ger Steifigkeiten reduziert sich auf 13. Angenommen die Symmetrieebene
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sei die x1, x2-Ebene, lässt sich die konstitutive Beziehung folgendermaßen
vereinfachen:

σ11
σ22
σ33
τ23
τ13
τ12

 =


C11 C12 C13 0 0 C16
C12 C22 C23 0 0 C26
C13 C23 C33 0 0 C36
0 0 0 C44 C45 0
0 0 0 C45 C55 0
C16 C26 C36 0 0 C66




ε11
ε22
ε33
γ23
γ13
γ12

 . (2.12)

Ein für diese Arbeit wichtiges Beispiel für Monoklinie ist eine unidirektional
faserverstärkte Kunststoffschicht, deren Faserorientierung nicht mit der x1-
Richtung übereinstimmt.
Orthotropes Materialverhalten liegt vor, wenn im Material drei senkrecht
aufeinander stehende Symmetrieebenen vorhanden sind. In diesem Fall sind
die Normalspannungen und die Gleitungen bzw. die Schubspannungen und
die Dehnungen entkoppelt und es existieren noch neun unabhängige Einträge
Cij : 

σ11
σ22
σ33
τ23
τ13
τ12

 =


C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66




ε11
ε22
ε33
γ23
γ13
γ12

 . (2.13)

Eine unidirektional faserverstärkte Schicht, deren Faserrichtung mit der x1-
Richtung übereinstimmt, stellt den noch spezielleren Fall der transversalen
Isotropie dar: Die Materialeigenschaften verhalten sich invariant gegenüber
einer Drehung um die Vorzugsrichtung. Das Stoffgesetz besitzt die gleiche
Besetzung wie im orthotropen Fall (2.13), allerdings lassen sich die Koeffizi-
enten Cij auf nur fünf unabhängige Steifigkeiten zurückführen. Im Falle der
vollständigen Isotropie existieren gar nur noch zwei unabhängige Einträge.

Reduktion auf ebene Probleme. Viele technische Fragestellungen können
in guter Näherung auf zwei Dimensionen reduziert behandelt werden. Hier
sind besonders zwei wichtige Sonderfälle hervorzuheben:
Man spricht von einem ebenen Verzerrungszustand, wenn die Verschiebungen
in einer Raumrichtung verschwinden und die übrigen Feldgrößen unabhängig
von dieser Richtung sind. Folglich verschwinden auch die Verzerrungen in
dieser Richtung. Sei die x3-Richtung die Vorzugsrichtung, so folgt ε33 = γ23 =
γ13 = 0.
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Ein ebener Spannungszustand tritt auf, wenn die Dicke einer Struktur klein
gegenüber den anderen Dimensionen ist und zudem nur Belastungen in der
Ebene auftreten. Eine solche Struktur wird auch als Scheibe bezeichnet.
Aufgrund der geringen Dicke kann in guter Näherung gefolgert werden, dass
alle Spannungskomponenten in dieser Richtung verschwinden: σ33 = σ23 =
σ13 = 0. Die verbleibenden, ebenen Spannungen sind zudem näherungsweise
konstant in Dickenrichtung.

Energetische Betrachtungen. Neben den eingeführten Grundgleichungen
bieten energetische Betrachtungen oft einen zielführenden Zugang zu den
Problemen der Elastostatik. Die bei der Deformation eines elastischen Körpers
geleistete Arbeit wird als Formänderungsenergie Πi gespeichert. Sie ergibt
sich aus der Integration der spezifischen Formänderungsenergie U :

Πi =
ˆ
V

UdV. (2.14)

Πi wird auch als elastisches oder inneres Potential des Körpers bezeichnet.
Für den Sonderfall der linearen Elastizität ergibt sich die Formänderungs-
energiedichte als

U =
ˆ εkl

0
σij dεij =

ˆ εkl

0
cijklεkl dεij = 1

2σijεij . (2.15)

Nach dem Energieerhaltungssatz der Kontinuumsmechanik muss die Änderung
der inneren Energie E und der kinetischen Energie K eines Körpers gerade
der Summe der zugeführten Leistungen sein (Gross u. Seelig, 2016):

Ė + K̇ = P +Q . (2.16)

Hierbei ist P die Leistung der äußeren Kräfte und Q stellt den kompletten
verbleibenden Energiefluss über die Systemgrenzen dar. Im vorliegenden Fall
einer quasi-statischen Modellierung ohne nicht-mechanische Energieformen
gilt K = 0 und Q = 0. Zudem entspricht für ein rein elastisches Material die
innere Energie gerade der Gesamtformänderungsenergie Πi, so dass sich der
Energiesatz für den Übergang von Zustand 1 zu Zustand 2 zu

Πi
2 −Πi

1 = W a
12 (2.17)

vereinfacht, wobei W a
12 die Arbeit der äußeren Kräfte bezeichnet.

Ein weiteres bedeutendes Prinzip stellt der allgemeine Arbeitssatz dar. Er
gilt unabhängig vom Materialverhalten und stellt einen Zusammenhang
zwischen einem Gleichgewichtssystem von Spannungen σ(1)

ij , Volumenkräften
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f
(1)
i und Flächenkräften t

(1)
i und einem kinematisch zulässigen Feld von

Verschiebungen u(2)
i und Verzerrungen ε(2)

ij dar. Die Felder (1) und (2) sind
hierbei beliebig, müssen aber die zugehörigen Randbedingungen erfüllen. Aus
den Gleichgewichtsbedingungen (2.5) und den kinematischen Gleichungen
(2.6) folgt nach einigen Umformungsschritten der allgemeine Arbeitssatz:

ˆ
V

σ
(1)
ij ε

(2)
ij dV =

ˆ
V

f
(1)
i u

(2)
i dV +

ˆ
∂Vt

t
∗(1)
i u

(2)
i dA+

ˆ
∂Vu

t
(1)
i u

∗(2)
i dA .

(2.18)

Hierbei sind t∗i die auf dem Randstück ∂Vt vorgegebenen Spannungen und
u∗i die auf ∂Vu aufgebrachten Verschiebungen. Die linke Seite der Gleichung
verkörpert die von den Spannungen geleistete innere Arbeit. Das erste Integral
auf der rechten Seite stellt die Arbeit der Volumenkräfte und die beiden letzten
Ausdrücke die Arbeit der Oberflächenkräfte dar.
Werden nun im allgemeinen Arbeitssatz die tatsächlich wirkenden Kraftgrößen
(σij , ti und fi) und als kinematisches System die virtuellen Verschiebungen
δui und zugehörigen virtuellen Verzerrungen δεij eingesetzt, folgt das Prinzip
der virtuellen Verrückungen:

ˆ
V

σijδεij dV =
ˆ
V

fiδui dV +
ˆ
V

t∗i δui dV bzw.

δW i = δW a .

(2.19)

Hier wurde zudem vorausgesetzt, dass die virtuellen Verrückungen δui auf dem
Randstück ∂Vu verschwinden. Das Prinzip besagt, dass sich ein deformierbarer
Körper genau dann im Gleichgewicht befindet, wenn die innere Arbeit bei
einer virtuellen Verrückung aus der Gleichgewichtslage gleich der Arbeit der
äußeren Kräfte ist.
Für rein elastisches Materialverhalten ist die virtuelle innere Arbeit δW i gleich
der virtuellen Änderung des inneren Potentials δΠi. Besitzen die äußeren
Kräfte zudem ein Potential, dann gilt δW a = −δΠa und aus dem Prinzip
der virtuellen Verrückungen folgt direkt das Prinzip vom Stationärwert des
Gesamtpotentials:

δΠ = δΠi + δΠa = 0 . (2.20)

Es besagt, dass ein elastischer Körper dann im Gleichgewicht ist, wenn
bei beliebigen kinematisch zulässigen Variationen der Verschiebungen und
Verzerrungen die Änderung des Gesamtpotentials null ist.
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2.2 Mechanik ebener Laminate

Der folgende Abschnitt fasst die Grundlagen zur Modellierung von ebenen
Laminaten zusammen. Zu diesem Zweck werden sowohl die klassische Lami-
nattheorie als auch zwei Theorien höherer Ordnung knapp eingeführt. Die
hier wiedergegeben Inhalte sind den Lehrbüchern von Becker u. Gross (2002),
Mittelstedt u. Becker (2016) und Reddy (2003) entnommen.

Im Sinne der vorliegenden Arbeit ist ein Laminat ein Verbund aus mehre-
ren miteinander gefügten Einzelschichten. Bei den Einzelschichten handelt
es sich um unidirektional faserverstärkte Kunststofflagen, die perfekt mit-
einander verbunden sind und sich in ihrer Faserorientierung unterscheiden
können. Abbildung 2.1 zeigt eine Einzelschicht, deren Faserorientierung um
den Winkel ϑ in Bezug auf die globale x-Achse des Laminatkoordinatensys-
tems gedreht ist. Zur Vereinfachung der Notation besitzt jede Lage ein lokales
x1, x2, x3-Schichtkoordinatensystem, dessen x1-Achse in Faserlängsrichtung
deutet. Wird in den Einzelschichten ein ebener Spannungszustand und or-
thotropes Materialverhalten zugrunde gelegt, lässt sich das Konstitutivgesetz
der Einzelschicht im Materialhauptachsensystem für die verbleibenden drei
Spannungskomponenten in Anlehnung an das dreidimensionale Materialgesetz
(2.13) kompakt angeben:[

σ11
σ22
τ12

]
=

[
Q11 Q12 0
Q12 Q22 0

0 0 Q66

]{[
ε11
ε22
γ12

]
−∆T

[
α11
α22
0

]}
. (2.21)

Hierbei sind Qij die sogenannten reduzierten Steifigkeiten, die sich aus den ge-
läufigen Ingenieurkonstanten (Elastizitätsmoduli Ei, Querkontraktionszahlen

x x1

y

x2
z, x3

ϑ

Abbildung 2.1: Unidi-
rektional verstärkte Ein-
zelschicht. Das x1, x2, x3-
Koordinatensystem ist an
der Faserlängsrichtung
ausgerichtet und wird als
Materialhauptachsensys-
tem bezeichnet. Es ist um
den Winkel ϑ in Bezug
auf das globale x, y, z-
Laminatkoordinatensystem
gedreht.
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νij , Schubmoduli Gij) berechnen lassen:

Q11 = E1

1− ν12ν21
, Q12 = ν12E2

1− ν12ν21
, Q22 = E2

1− ν12ν21
,

Q66 = G12.

(2.22)

Die technische Gleitung γ12 besitzt in Gleichung (2.21) keinen thermischen
Anteil, da der zugehörige Wärmeausdehnungskoeffizient α12 im Material-
hauptachsensystem gleich null ist.
Zur Beschreibung des Laminats als Verbund von Einzelschichten unterschied-
licher Orientierung ist es zweckmäßig, das Konstitutivgesetz im globalen
x, y, z-Laminatkoordinatensystem zu formulieren. Die Spannungen und Deh-
nungen lassen sich gemäß[

σxx
σyy
τxy

]
= T

[
σ11
σ22
τ12

]
,

[
εxx
εyy
γxy

]
= (T T )−1

[
ε11
ε22
γ12

]
(2.23)

vom Materialhauptachsensystem in das Laminatkoordinatensystem überfüh-
ren, wobei die Transformationsmatrix durch

T =

[ cos2 ϑ sin2 ϑ −2 cosϑ sinϑ
sin2 ϑ cos2 ϑ 2 cosϑ sinϑ

cosϑ sinϑ − cosϑ sinϑ cos2 ϑ− sin2 ϑ

]
, (2.24)

gegeben ist. Eingesetzt in die konstitutive Beziehung im Schichtkoordinaten-
system (2.21) ergibt sich[

σxx
σyy
τxy

]
=

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66

{[εxxεyy
γxy

]
−∆T

[
αxx
αyy
αxy

]}
(2.25)

als Konstitutivgesetz der Einzelschicht im Laminatkoordinatensystem. Hierbei
transformieren sich die Wärmeausdehnungskoeffizienten genauso wie die
Dehnung gemäß Gleichung (2.23) und für die reduzierten Steifigkeiten im
Laminatkoordinatensystem gilt:

Qij = TikQklTjl. (2.26)

2.2.1 Klassische Laminattheorie

Ein Mehrschichtverbund entsteht durch das Zusammenfügen von mehre-
ren Einzelschichten. Hierbei sei angenommen, dass sich die x, y-Ebene des
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h
2

h
2

z2

zk−1

z1
z0

zk

zN−1
zN

Laminat-Mittelebene

Schicht 1
Schicht 2
Schicht 3

Schicht k

SchichtN

z

Abbildung 2.2: Darstellung eines Mehrschichtverbunds. Bezeichnung der Einzelschichten
und der z-Koordinaten der Schichtgrenzen.

Laminatkoordinatensystems, wie in Abbildung 2.2 dargestellt, stets in der
Mittelebene des Verbunds befindet und die z-Achse in Dickenrichtung orien-
tiert ist. Die Schichten werden ausgehend von der untersten Lage in Richtung
der z-Koordinate nummeriert. Dabei werden sie durch ihre Faserorientie-
rung gekennzeichnet: Die Bezeichnung [+10◦/− 10◦/− 10◦/+ 10◦] steht für
einen ausgeglichenen Winkelverbund (AWV), welcher aus vier Schichten sym-
metrisch zur Mittelebene aufgebaut ist. Eine Symmetrie zur Mittelebene
kann durch ein tiefgestelltes „s“ und direkt aufeinander folgende Schichten
mit betragsgleichen, aber vorzeichenverschiedenen Faserwinkeln durch „±“
gekennzeichnet werden. So ergibt sich für den beispielhaft eingeführten sym-
metrischen AWV die Kurzschreibweise [±10◦]s.
Die klassische Laminattheorie2 (CLT) ist eine weitverbreitete Näherung für
hinreichend dünne Laminate, die auf der Kinematik der Kirchhoffschen Plat-
tentheorie und der Scheibentheorie beruht. Hierbei wird analog zur Theorie
schubstarrer Platten vorausgesetzt, dass Normalen zur Laminatmittelebene
auch nach der Deformation noch gerade und senkrecht zur deformierten
Mittelebene sind. Diese Annahme wird als Normalenhypothese bezeichnet.
Zudem erfährt das Laminat keine Dickenänderung und in den Einzelschichten
liegt ein ebener Spannungszustand vor. Die Verschiebungen in der CLT setzen
sich somit aus den Verschiebungen der Laminatmittelfläche ûi und einem

2 Engl.: Classical laminate theory
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Anteil aus der Verdrehung der Normalen zur Mittelebene zusammen:

ux(x, y, z) = ûx(x, y)− z ∂ûz
∂x

(x, y),

uy(x, y, z) = ûy(x, y)− z ∂ûz
∂y

(x, y),

uz(x, y, z) = ûz(x, y).

(2.27)

Gemäß den kinematischen Grundgleichungen (2.6) ergeben sich die ebenen
Verzerrungen zu[

εxx
εyy
γxy

]
=

ε̂xxε̂yy
γ̂xy

+ z

κxxκyy

κxy

 =

 ûx,x

ûy,y

ûx,y + ûy,x

+ z

 −ûz,xx−ûz,yy
−2ûz,xy

 , (2.28)

wobei die Größen κij die Verkrümmungen der Laminatmittelfläche darstel-
len. Das Einsetzen in das Konstitutivgesetz der Einzelschicht in globalen
Koordinaten (2.25) liefert die ebenen Spannungskomponenten der k-ten La-
minatlage:[
σxx
σyy
τxy

](k)

=

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66

(k){ε̂xxε̂yy
γ̂xy

+ z

κxxκyy

κxy

−∆T

[
αxx
αyy
αxy

](k)}
.

(2.29)
Zur Beschreibung des Verhaltens des Gesamtverbunds ist es oft zweckmäßig
nicht die Spannungen in jedem Punkt, sondern die Schnittgrößen als integrales
Maß für die Belastung der Struktur heranzuziehen. Zur Ermittlung der
Schnittkräfte und -momente werden die Spannungen über die Laminatdicke
integriert3:[

Nxx
Nyy
Nxy

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
σxx
σyy
τxy

]
dz =

N∑
k=1

ˆ zk

zk−1

[
σxx
σyy
τxy

](k)

dz,

[
Mxx

Myy

Mxy

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
σxx
σyy
τxy

]
z dz =

N∑
k=1

ˆ zk

zk−1

[
σxx
σyy
τxy

](k)

z dz.

(2.30)

Hier istN die Anzahl der Schichten im Laminat und die Koordinaten zk−1 und
zk kennzeichnen die untere bzw. obere Schichtgrenze der k-ten Lage, wie in
3 Man beachte, dass es sich bei den Schnittgrößen genau genommen um Kraft- bzw.
Momentenflüsse handelt, die auf die Breite des Laminats bezogen sind.
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2.2 Mechanik ebener Laminate

Abbildung 2.2 dargestellt ist. Einsetzen der Definition der schichtweisen Span-
nungen (2.29) liefert das Konstitutivgesetz der klassischen Laminattheorie:

Nxx
Nyy
Nxy
Mxx

Myy

Mxy

+


NT
xx

NT
yy

NT
xy

MT
xx

MT
yy

MT
xy

 =


A11 A12 A16 B11 B12 B16
A12 A22 A26 B12 B22 B26
A16 A26 A66 B16 B26 B66
B11 B12 B16 D11 D12 D16
B12 B22 B26 D12 D22 D26
B16 B26 B66 D16 D26 D66




ε̂xx

ε̂yy

γ̂xy
κxx
κyy
κxy

 . (2.31)
Das Gesetz stellt einen Zusammenhang zwischen den Schnittgrößen und den
Verzerrungen und Verkrümmungen der Mittelfläche her. Die thermischen
Schnittkräfte NT

ij und -momenteMT
ij können als diejenigen Schnittlasten inter-

pretiert werden, die aufgebracht werden müssten, um die aus der thermischen
Last resultierenden Verzerrungen rein mechanisch hervorzurufen:NT

xx

NT
yy

NT
xy

 =
ˆ h/2

−h/2

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66

[αxxαyy
αxy

]
∆T dz ,

MT
xx

MT
yy

MT
xy

 =
ˆ h/2

−h/2

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66

[αxxαyy
αxy

]
∆Tz dz .

(2.32)

Die im Konstitutivgesetz (2.31) auftretende Matrix wird als Laminatsteifig-
keitsmatrix bezeichnet, deren Koeffizienten wie folgt definiert sind:

Aij =
ˆ h/2

−h/2
Qij dz =

N∑
k=1

(
Qij
)
k

(zk − zk−1),

Bij =
ˆ h/2

−h/2
Qijz dz = 1

2

N∑
k=1

(
Qij
)
k

(z2
k − z2

k−1),

Dij =
ˆ h/2

−h/2
Qijz

2 dz = 1
3

N∑
k=1

(
Qij
)
k

(z3
k − z3

k−1).

(2.33)

Die Koeffizienten Aij , Bij und Dij , i, j = 1, 2, 6, werden als Dehn-, Kopplungs-
bzw. Biegesteifigkeiten bezeichnet. Die Besetzung der Steifigkeitsmatrix un-
terscheidet sich je nach Laminataufbau maßgeblich. So ist beispielsweise aus
der Definition der Kopplungssteifigkeiten Bij direkt ersichtlich, dass diese
für einen mittensymmetrischen Aufbau identisch verschwinden. In diesem
Fall sind die Schnittkräfte von den Krümmungen der Mittelfläche und die
Schnittmomente von den Verzerrungen der Mittelfläche entkoppelt.
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

2.2.2 Theorien höherer Ordnung

Die in der klassischen Laminattheorie angenommene Schubstarrheit der Struk-
tur hat zur Folge, dass kein Konstitutivgesetz für die interlaminaren Schub-
spannungen existiert. Diese Einschränkung ist insbesondere bei schubwei-
cheren oder dickeren Laminaten fragwürdig. Durch die Verwendung von
Verschiebungsansätzen mit einem höheren Polynomgrad bezüglich der Di-
ckenkoordinate kommt es nicht zu dieser Restriktion. Im Folgenden werden
zwei höherwertige Laminattheorien diskutiert.

Schubdeformationstheorie erster Ordnung. In der Schubdeformations-
theorie erster Ordnung4 (FSDT) wird die Normalenhypothese gelockert, so
dass Normalen zur Laminatmittelebene zwar nach der Deformation noch
gerade, aber nicht mehr zwingend senkrecht zur deformierten Mittelebene
sind. Das hat zur Folge, dass die Verdrehwinkel ψx und ψy der Normalen als
neue Unbekannte im weiterhin linearen Verschiebungsansatz auftreten:

ux(x, y, z) = ûx(x, y) + zψx(x, y)
uy(x, y, z) = ûy(x, y) + zψy(x, y)
uz(x, y, z) = ûz(x, y).

(2.34)

Gemäß der kinematischen Grundgleichungen (2.6) ergeben sich die ebenen
Verzerrungen zu[

εxx
εyy
γxy

]
=

ε̂xxε̂yy
γ̂xy

+ z

κxxκyy

κxy

 =

 ûx,x

ûy,y

ûx,y + ûy,x

+ z

 ψx,x

ψy,y

ψx,y + ψy,x

 , (2.35)

wobei im Gegensatz zur CLT die Schubverzerrungen nicht verschwinden:[
γyz
γxz

]
=
[
ψy + ûz,y

ψx + ûz,x

]
. (2.36)

Die transversalen Schubspannungen der k-ten Laminatlage ergeben sich
aus dem dreidimensionalen Materialgesetz für monoklines Materialverhalten
(2.12): [

τyz
τxz

](k)

=
[
C44 C45
C45 C55

](k) [
γyz
γxz

]
. (2.37)

4 Engl.: First-order shear defomation theory
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2.2 Mechanik ebener Laminate

Die Steifigkeiten Cij im Laminatkoordinatensystem lassen sich aus denjenigen
im Hauptachsensystem transformieren:

C44 = C44 cos2 ϑ+ C55 sin2 ϑ,

C45 = (C55 − C44) cosϑ sinϑ,
C44 = C44 sin2 ϑ+ C55 cos2 ϑ,

(2.38)

wobei im Hauptachsensystem C44 = G23, C55 = G13, C45 = 0 gilt. Es ist
ersichtlich, dass die transversalen Schubspannungen nach dem Konstitutivge-
setz (2.37) lagenweise konstant sind und sich folglich im Allgemeinen weder
Spannungsfreiheit am Rand noch die Kontinuität an der Schichtgrenze erfül-
len lässt. Aus den Schubspannungen lassen sich die Querkräfte Qx und Qy
als integrales Maß für die Belastung in Dickenrichtung bestimmen:

[
Qy
Qx

]
=
ˆ +h/2

−h/2

[
C44 C45
C45 C55

][
γyz
γxz

]
=
[
A44 A45
A45 A55

][
γyz
γxz

]
. (2.39)

Für die Schnittkräfte Nij und -momente Mij gilt weiterhin der konstitutive
Zusammenhang (2.31) aus der CLT.

Schubdeformationstheorie dritter Ordnung. Um die transversalen Schub-
spannungen realitätsgetreuer abzubilden, können die kinematischen Annah-
men weiter gelockert werden. In der Schubdeformationstheorie dritter Ord-
nung5 (TSDT) wird ein kubischer Ansatz für die ebenen Verschiebungen ux
und uy gewählt, womit die Normalen zur Laminatmittelebene bei der Defor-
mation weder gerade noch senkrecht bleiben müssen. Andererseits erhöht sich
auch die Komplexität und damit der Berechnungsaufwand durch das Einfüh-
ren der neuen Freiheitsgrade θx, θy, λx und λy im Verschiebungsansatz:

ux(x, y, z) = ûx(x, y) + zψx(x, y) + z2θx(x, y) + z3λx(x, y),
uy(x, y, z) = ûy(x, y) + zψy(x, y) + z2θy(x, y) + z3λy(x, y),
uz(x, y, z) = ûz(x, y).

(2.40)

5 Engl.: Third-order shear deformation theory
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Die Auswertung der kinematischen Beziehungen (2.6) resultiert in einem
Polynom dritten Grades für die ebenen Verzerrungen:[

εxx
εyy
γxy

]
=

=

[
ûx,x
ûy,y

ûx,y + ûy,x

]
︸ ︷︷ ︸

ε0

+ z

[
ψx,x
ψy,y

ψx,y + ψy,x

]
︸ ︷︷ ︸

ε1

+ z2

[
θx,x
θy,y

θx,y + θy,x

]
︸ ︷︷ ︸

ε2

+ z3

[
λx,x
λy,y

λx,y + λy,x

]
︸ ︷︷ ︸

ε3

,

(2.41)
und in einem quadratischen Ausdruck für die transversalen Schubdeformatio-
nen: [

γyz
γxz

]
=
[
ψy + ûz,y

ψx + ûz,x

]
︸ ︷︷ ︸

γ0

+ z 2
[
θy
θx

]
︸ ︷︷ ︸
γ1

+ z2 3
[
λy
λx

]
︸ ︷︷ ︸
γ2

.
(2.42)

Die transversalen Schubspannungen ergeben sich in der Schubdeformations-
theorie dritter Ordnung mithilfe des Stoffgesetzes (2.37) folglich als quadrati-
sche Funktionen der Koordinate z.
Zur Darstellung einer konstitutiven Beziehung für die TSDT werden neben
den bereits definierten Schnittkräften Nij und -momenten Mij die zusätzli-
chen Wölbmomente Oij und Pij eingeführt:[

Oxx
Oyy
Oxy

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
σxx
σyy
τxy

]
z2 dz,

[
Pxx
Pyy
Pxy

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
σxx
σyy
τxy

]
z3 dz. (2.43)

Ebenso werden neben den Querkräften Qi weitere Schnittgrößen höherer
Ordnung definiert:[

Sy
Sx

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
τyz
τxz

]
z dz,

[
Ry
Rx

]
=
ˆ h/2

−h/2

[
τyz
τxz

]
z2 dz. (2.44)

Hiermit lässt sich nun das Konstitutivgesetz der TSDT angeben:NMO
P

+

N
T

MT

OT

P T

 =

A B D E
B D E F
D E F G
E F G H


ε0
ε1
ε2
ε3

 ,
[
Q
S
R

]
=

[
AS BS DS

BS DS ES
DS ES FS

][
γ0
γ1
γ2

]
,

(2.45)
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wobei die Vektornotationen ε0, ε1, ε2, ε3 und γ0,γ1,γ2 zur Darstellung der
Verzerrungen und Schubdeformationen gemäß der Gleichungen (2.41) und
(2.42) dienen. Die Koeffizienten der neuen Steifigkeitsmatrizen sind folgender-
weise definiert:

(Eij , Fij , Gij , Hij) =
ˆ h/2

−h/2
Qij (z3, z4, z5, z6) dz i, j = 1, 2, 6,

(BSij , DS
ij , E

S
ij , F

S
ij) =

ˆ h/2

−h/2
Cij (z, z2, z3, z4) dz i, j = 4, 5.

(2.46)

Die in der Theorie dritter Ordnung hinzugekommenen thermischen Schnitt-
lasten höherer Ordnung lassen sich alsOTxxOTyy

OTxy

 =
ˆ h/2

−h/2

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66

[αxxαyy
αxy

]
∆Tz2 dz bzw.

PTxxPTyy
PTxy

 =
ˆ h/2

−h/2

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66

[αxxαyy
αxy

]
∆Tz3 dz

(2.47)

darstellen. Bei der Berechnung der Steifigkeitsmatrizen werden teilweise
Ausdrücke von vierter oder noch höherer Ordnung der Laminatdicke be-
rücksichtigt, welche insbesondere bei dünnen Laminaten einen nur geringen
Einfluss haben werden. Hier muss der Anwender abwägen, ob eine leichte Er-
höhung der Genauigkeit den Berechnungsaufwand der Theorie rechtfertigt. Im
Rahmen der vorliegenden Studie werden ausschließlich mittensymmetrische
Laminate behandelt, was die Auswertung der TSDT erheblich vereinfacht. In
diesem Fall ergeben sich: Bjl = Ejl = Gjl = 0 und BSjl = ESjl = 0.

2.3 Einführung in die Festigkeits- und Bruchmechanik

Um das Versagensverhalten von Werkstoffen und Strukturen zu beurteilen,
wurden in der Vergangenheit zahlreiche Ansätze vorgeschlagen. In diesem
Kapitel werden die für diese Arbeit wichtigsten Theorien kurz beschrieben.
Nach einer knappen Zusammenfassung der klassischen Festigkeitskriterien
und der Grundlagen der linear-elastischen Bruchmechanik, wird die Theorie
der Finiten Bruchmechanik eingeführt.
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2.3.1 Klassische Versagenskriterien

Die Entwicklung der klassischen Festigkeitskriterien begann teilweise bereits
Ende des 19. Jahrhunderts. Ein Überblick über die etabliertesten Kriteri-
en für isotrope Materialien findet sich bei Gross u. Seelig (2017) und für
unidirektional verstärkte Werkstoffe in den Werken von Schürmann (2007)
oder Mittelstedt u. Becker (2016). Die Kriterien haben meistens die Form
einer Spannungs- oder Verzerrungsfunktion, deren Größe mit einem kritischen
Materialkennwert verglichen wird:

f(σij) = σc, g(εij) = εc. (2.48)

Der kritische Wert kann zum Beispiel im Falle einer Spannungsformulierung
eine Festigkeit oder Fließgrenze σc oder im Falle einer Verzerrungsformulie-
rung eine kritische Bruchdehnung εc sein. Hierbei sei vorausgesetzt, dass das
Materialverhalten nur von dem aktuellen Spannungszustand, nicht aber von
der Belastungsgeschichte abhängt. Die Versagensbedingung kann als Fläche
im sechsdimensionalen Spannungsraum bzw. im dreidimensionalen Haupt-
spannungsraum interpretiert werden. Klassische Festigkeitskriterien sind in
ihrer Anwendung weit verbreitet und eignen sich für homogene oder schwach
inhomogene Spannungszustände. An Stellen lokal stark überhöhter oder gar
singulärer Spannungen verlieren sie ihre Aussagekraft, da die Versagensbedin-
gung (2.48) dort für beliebig kleine äußere Lasten erfüllt ist. Im Folgenden
wird ein in der vorliegenden Arbeit verwendetes Festigkeitskriterium für
unidirektional verstärkte Werkstoffe vorgestellt.

Versagensmoduskonzept. Die Grundidee von Cuntze (1996, 1999) war es,
ein physikalisch fundiertes Kriterium zu formulieren, in dem jeder Versagens-
modus in einem einzelnen Teilkriterium bewertet wird. Aus Überlegungen
hinsichtlich der Werkstoffsymmetrie postulierte er im Rahmen des Versagens-
moduskonzepts6, dass die Anzahl der unabhängigen Versagensmoden und
Festigkeiten mit der Anzahl der unabhängigen Steifigkeiten des Materials
übereinstimmen muss. Für unidirektional verstärkte Laminateinzelschichten
ergeben sich demnach aufgrund des transversal isotropen Materialverhaltens
fünf unabhängige Versagensmoden. Hierbei handelt es sich um zwei Faser-
bruchformen (FF1, FF2) und drei Zwischenfaserbrucharten (IFF1, IFF2,
IFF3), für die Cuntze fünf unabhängige Kriterien formulierte (Cuntze u.
Freund, 2004, Cuntze, 2006). Die Teilkriterien lassen sich unter der Annahme

6 Engl.: Failure Mode Concept
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eines ebenen Spannungszustands kompakt im Materialhauptachsensystem
angeben:

FF1: σ11

Xt
≥ 1, für σ11 > 0,

FF2: −σ11

Xc
≥ 1, für σ11 < 0,

IFF1: σ22

Yt
≥ 1, für σ22 > 0,

IFF2: −σ22

Yc
≥ 1, für σ22 < 0,

IFF3: |τ12|
S − µ12σ22

≥ 1.

(2.49)

Hierbei sind Xt und Xc die axiale Zug- bzw. Druckfestigkeit in Faserrichtung,
Yt und Yc die transversale Zug- bzw. Druckfestigkeit und S die Scherfestig-
keit. Für die als innerer Reibkoeffizient interpretierbare Größe µ12 empfehlen
Petersen et al. (2016) auf Basis einer experimentellen Studie an einem koh-
lenstofffaserverstärkten Kunststoff einen Wert von µ12 = 0,22. Durch die
Überlagerung der Teilkriterien zu einem Interaktionsgesetz ergibt sich eine
glatte Versagensfläche im Spannungsraum:(

σ11 + |σ11|
2Xt

)m
+
(
−σ11 + |σ11|

2Xc

)m
+(

σ22 + |σ22|
2Yt

)m
+
(
−σ22 + |σ22|

2Yc

)m
+
(

|τ12|
S − µ12σ22

)m
= 1.

(2.50)

Der Exponent m wird als Interaktionskoeffizient bezeichnet.

2.3.2 Grundlagen der linear-elastischen Bruchmechanik

Im Gegensatz zu den Festigkeitskriterien, die einen weitgehend homogenen
Spannungszustand in einer ungestörten Struktur voraussetzen, beschäftigt
sich die Bruchmechanik mit dem Verhalten von Körpern mit initialem Riss
und hierbei insbesondere mit der Frage der Rissausbreitung. Die Unterdiszi-
plin der linear-elastischen Bruchmechanik stützt sich auf die Annahme, dass
inelastische Vorgänge nur in einem sehr kleinen Bereich um die Rissspitze
auftreten und für die makroskopische Betrachtung vernachlässigt werden
können. Die hier dargestellten Grundlagen sind den Standardwerken von
Gross u. Seelig (2017) und Kuna (2008) entnommen.
Es werden grundsätzlich die in Abbildung 2.3 dargestellten Formen der Riss-
öffnung unterschieden. Im Falle von Modus I öffnet sich der Riss symmetrisch
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Modus I Modus II Modus III

Abbildung 2.3: Illustration der Rissöffnungsmoden.

und senkrecht zur Rissebene. Bei Modus II tritt eine antisymmetrische Sche-
rung der Rissufer senkrecht zur Rissfront und bei Modus III parallel zur
Rissfront auf.

Rissspitzenfeld. Mithilfe einer asymptotischen Analyse können Reihendar-
stellungen für die Spannungen und Verschiebungen im Nahfeld der Rissspitze
ermittelt werden. Für den Fall eines geraden Risses in einer ebenen Struktur
ergibt sich bezüglich eines Polarkoordinatensystems (r, φ) mit Ursprung in
der Rissspitze folgende Darstellung:

σij = r−1/2σ̂
(1)
ij (φ) + σ̂

(2)
ij (φ) + r1/2σ̂

(3)
ij (φ) + ... ,

ui − ui0 = r1/2û
(1)
i (φ) + rû

(2)
i (φ) + r3/2û

(3)
i (φ) + ... .

(2.51)

Hier ist ui0 eine mögliche Starrkörperbewegung und σ̂
(k)
ij (φ), û(k)

i (φ) sind
Funktionen des Winkels φ, die bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt sind.
Im Nahfeld der Rissspitze dominiert der erste Term der Reihendarstellung
(2.51), welcher bezüglich der Spannungen für r → 0 singulär wird, so dass die
Glieder höherer Ordnung dort in guter Näherung vernachlässigt werden kön-
nen. Es ist üblich, das Rissspitzenfeld in symmetrische und antisymmetrische
Anteile aufzuspalten. Dabei entspricht der symmetrische Anteil

σij = KI r
−1/2f I

ij(φ) ,

ui − ui0 = KI r
+1/2gI

i(φ) .
(2.52)

gerade einer Modus I-Rissöffnung. Der hierbei auftretende Spannungsintensi-
tätsfaktor KI ist ein Maß für die Stärke der Spannungsüberhöhung und ist
abhängig von der Geometrie, dem Material und der äußeren Belastung der
Struktur7. Für die antisymmetrischen Anteile der Rissöffnung (Modus II bzw.
7 Der Spannungsintensitätsfaktor wird in der Literatur auch kurz als K-Faktor bezeichnet.
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Modus III) lassen sich äquivalente Beziehungen mit den zugeordneten Span-
nungskonzentrationsfaktoren KII und KIII angeben. Die Spannungskonzentra-
tionsfaktoren gehen nicht aus der asymptotischen Analyse hervor und müssen
gesondert bestimmt werden. Dies kann für Sonderfälle auf rein analytischem
Wege und für allgemeinere Struktursituationen mithilfe von numerischen
Verfahren passieren. Umfangreiche Sammlungen von Spannungsintensitäts-
faktoren für eine Vielzahl von Struktursituationen finden sich zum Beispiel
in den Handbüchern von Tada et al. (2000) oder Pilkey u. Pilkey (1997). Im
allgemeinen Fall gemischter Belastung ist es zweckmäßig die Felder gemäß
den Rissöffnungsmoden aufzuspalten:

σij = r−1/2 [KIf
I
ij(φ) +KIIf

II
ij(φ) +KIIIf

III
ij (φ)

]
. (2.53)

Der Exponent des ersten Terms der Verschiebungsreihe (2.51) wird als Singu-
laritätsordnung λ bezeichnet, wobei die Spannungen mit rλ−1 abklingen. Für
einen Riss in homogenem, isotropem Material gilt λ = 1/2, die Spannungen
haben dementsprechend ein Abklingverhalten der Ordnung 1/

√
r.

Neben dem diskutierten Fall des Risses gibt es auch in anderen strukturme-
chanischen Konfigurationen Stellen singulärer Spannungen mit gegebenenfalls
anderen Singularitätsordnungen:

σij = rλ1−1σ̂
(1)
ij (φ) + rλ2−1σ̂

(2)
ij (φ) + rλ3−1σ̂

(3)
ij (φ) + ... ,

ui − ui0 = rλ1 û
(1)
i (φ) + rλ2 û

(2)
i (φ) + rλ3 û

(3)
i (φ) + ... .

(2.54)

Insbesondere sind Spitzkerben zu nennen, bei denen sich die Singularitäts-
ordnung je nach Öffnungswinkel zwischen 1/2 und 1 bewegt. Ebenso treten
singuläre Spannungen an Bimaterialübergängen auf, wobei λ maßgeblich vom
elastischen Kontrast der Fügepartner abhängt. Für 1/2 < λ1 < 1 spricht man
von schwachen, für 0 < λ1 ≤ 1/2 von starken Singularitäten. Situationen mit
λ < 0,5 treten nur in Sonderfällen auf, so zum Beispiel in bestimmten Bimateri-
alkerben (Hell u. Becker, 2015, Sator, 2010). Ebenso zeigt Hell (2018), dass un-
ter der Forderung einer an der Singularität beschränkten Formänderungsener-
gie und Verschiebung die Singularitätsordnung nie negativ werden kann.

K-Konzept. Die Darstellung (2.52) legt nahe, dass es um eine Rissspitze
eine Zone gibt, in der der Verlauf der mechanischen Feldgrößen vor allem
durch den Spannungsintensitätsfaktor charakterisiert wird. Diese Zone ist
begrenzt, da in größerer Entfernung zur Rissspitze die Terme höherer Ord-
nung der Reihenentwicklung (2.51) nicht mehr vernachlässigbar sind. Die
Gültigkeit der Darstellung (2.52) ist jedoch auch nach innen beschränkt,
da sich in einer Zone um die Rissspitze Vorgänge abspielen, die sich nicht
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mit der linearen Elastizitätstheorie beschreiben lassen. Da dieses innerste
Gebiet jedoch gegenüber der K-dominierten Zone sehr klein ist, muss auch
das Geschehen dort indirekt vollständig von K charakterisiert sein. Der Span-
nungsintensitätsfaktor kann also als alleiniges Maß für die Belastung der
Struktur in der Umgebung der Rissspitze genutzt und somit zur Formulierung
einer Versagenshypothese herangezogen werden:

KI = KIc. (2.55)

Das sogenannte K-Konzept besagt, dass es zu Risswachstum kommt, wenn
der Spannungsintensitätsfaktor genauso groß ist wie die materialspezifi-
sche Bruchzähigkeit Kc. Die Formulierung (2.55) bezieht sich auf eine reine
Modus I-Rissöffnung, sie lässt sich jedoch äquivalent auf Modus II oder Mo-
dus III übertragen. Für gemischte Beanspruchungen kann eine geeignete Form
f(KI,KII,KIII) = 0 gewählt werden.

Energiebilanz beim Rissfortschritt. Zur energetischen Betrachtung des
Rissfortschritts ist es zweckmäßig, alle Energieformen, die mit dem Bruchpro-
zess zusammenhängen, als eigenen Term Γ in die Energiebilanz aufzunehmen.
Handelt es sich um einen quasistatischen Vorgang, sind keine nichtmechani-
schen Energieformen beteiligt und besitzen die äußeren Kräfte ein Potential,
kann der Energiesatz (2.16) wie folgt geschrieben werden:

Π̇i + Π̇a + Γ̇ = 0, (2.56)

wobei aufgrund der Irreversibilität des Prozesses Γ̇ ≥ 0 gelten muss. Die beim
Rissfortschritt um die Bruchfläche dA dissipierte Energie dΓ lässt sich unter
der Annahme der Existenz einer konstanten spezifischen Bruchenergie als

dΓ = Gc dA (2.57)

angeben. Hierbei ist Gc eine materialspezifische Konstante, die als Risswider-
stand oder Bruchzähigkeit bezeichnet wird. Mithilfe dieser Definition lässt
sich die Energiebilanz als Bruchkriterium schreiben:

− dΠ
dA = G = Gc, (2.58)

wobei G die auf den infinitesimalen Rissfortschritt bezogene Energiefrei-
setzungsrate ist. Dieses Kriterium wurde in leicht modifizierter Form zum
ersten Mal von Griffith (1921) formuliert und besagt, dass die Änderung
des Gesamtpotentials beim quasistatischen Rissfortschritt gleich der für den
Rissfortschritt benötigten Energie sein muss. Für reine Moden lässt sich
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innerhalb der linear-elastischen Bruchmechanik zeigen, dass das Griffithsche
Kriterium vollkommen äquivalent zum K-Konzept ist und es gilt:

G = K2
I

E∗
(Modus I), G = K2

II
E∗

(Modus II), G = K2
III

2G (Modus III) (2.59)

mit

E∗ =
{
E im ebenen Spannungszustand
E/(1− ν2) im ebenen Verzerrungszustand

. (2.60)

2.3.3 Bruchmechanik finiter Risse

Die Finite Bruchmechanik8 (FBM) ist verglichen mit der klassischen Festig-
keits- oder der Bruchmechanik ein junges Forschungsgebiet, deren Grundzüge
erstmals von Hashin (1996) skizziert wurden. Sie findet vor allem Anwendung
bei der Bewertung von schwachen Spannungssingularitäten oder Spannungs-
konzentrationen und füllt somit eine wichtige Lücke im Feld der Versagens-
analyse. Einen detaillierten Überblick über die Theorie und die vielfältigen
Anwendungen der FBM findet sich bei Weißgraeber et al. (2016b).

Versagen an Bimaterialpunkten und Kerben. Während die klassische
Festigkeitsmechanik gut geeignet ist, um annähernd homogene Spannungs-
verteilungen zu beurteilen, fokussieren sich bruchmechanische Konzepte auf
die starke Spannungssingularität des Rissspitzenfelds. Im Falle schwacher
Spannungssingularitäten, wie sie zum Beispiel an Bimaterialpunkten oder
Kerben auftreten, sind jedoch beide Konzepte nicht anwendbar. Auf der einen
Seite führt die lokale Auswertung eines festigkeitsbasierten Kriteriums in dem
Punkt gegen Unendlich strebender Spannungen zu einer verschwindend ge-
ringen Versagenslast. Auf der anderen Seite kann ein energetisches Kriterium
vom Griffith-Typ (2.58) auch für beliebig große äußere Lasten niemals erfüllt
werden, da die differentielle Energiefreisetzungsrate G für Singularitätsexpo-
nenten λ > 0,5 identisch verschwindet (Hell, 2018, Felger, 2020, Leguillon u.
Sanchez-Palencia, 1999).
Als Alternative wurden zahlreiche nichtlokale Versagenskriterien für die Ana-
lyse schwacher Spannungssingularitäten vorgeschlagen. Auf der Seite der
Festigkeitsmechanik besteht die Idee darin, die Bewertung nicht am Ort
unbegrenzter Spannungen, sondern entweder punktweise in einem gewissen
Abstand dazu (Peterson u. Wahl, 1936, Whitney u. Nuismer, 1974) oder
8 Engl.: Finite Fracture Mechanics
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über eine gewisse Distanz gemittelt (Neuber, 1936, Novozhilov, 1969) durch-
zuführen. Waddoups et al. (1971) begegnen dem Problem indem sie einen
fiktiven Anfangsriss finiter Länge einführen, um anschließend die Werkzeuge
der linear-elastischen Bruchmechanik nutzen zu können. In seinem Übersichts-
werk fasst Taylor (2007) diese Überlegungen als Theorie kritischer Distanzen9
zusammen. All diesen Konzepten ist gemeinsam, dass sie einen neuen Län-
genparameter einführen, der vorab nicht bekannt ist und zum Beispiel über
geeignete Experimente bestimmt werden muss. Da es sich dabei nicht um
einen Materialkennwert handelt, sondern zudem eine Abhängigkeit von der
Geometrie der Struktur besteht (Dunn et al., 1997, Qian u. Akisanya, 1998),
ist die Anwendbarkeit der Theorien teilweise unpraktikabel.

Grundidee der Finiten Bruchmechanik. Hashin (1996) beobachtete bei
der Rissinitiierung in Laminaten, dass sich entstehende Mikrorisse in einem
sehr kurzen Zeitraum zu einem Riss finiter Länge vereinen. Da der betrachtete
Zeitraum sehr kurz ist, modellierte Hashin die Rissentstehung in spröden
Strukturen nicht als kontinuierlichen, sondern als diskreten Vorgang. Er
formulierte die Idee von spontan initiierenden Rissen mit endlicher Rissgröße
∆A und begründete damit das neue Gebiet der FBM. Zudem zeigte er, dass
die freigewordene Energie bezogen auf die finite Rissfläche als Maß für ein
energetisches Kriterium vom Griffith-Typ (2.58) herangezogen werden kann.
Analog zur differentiellen wird eine inkrementelle Energiefreisetzungsrate

Gi = −∆Πi

∆A , i ∈ {I, II, III} (2.61)

definiert, indem die Änderung des Gesamtpotentials bei der Rissinitiierung
∆Π mit der endlichen Größe ∆A des entstehenden Risses in Beziehung
gesetzt wird. Dabei bezeichnet der Index i ∈ {I, II, III} die Energiefreisetzung,
die den verschiedenen Rissöffnungsmoden entspricht. Der Grenzwert der
inkrementellen Energiefreisetzungsrate für ∆A → 0 ist die differentielle
Energiefreisetzungsrate und umgekehrt kann G durch Mittelwertbildung aus
G berechnet werden:

Gi(∆A) = 1
∆A

ˆ
∆A
Gi(A) dA. (2.62)

Gekoppeltes Spannungs- und Energiekriterium. Basierend auf den
Ideen von Hashin schlug Leguillon (2002) ein gekoppeltes Spannungs- und
Energiekriterium für die instantane Entstehung eines Risses finiter Größe ∆A
in hinreichend spröden Strukturen vor. Die aus einem festigkeits- und einen
9 Engl.: Theory of critical distances
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bruchmechanischen Teilkriterium bestehende Versagenshypothese benötigt
als Parameter nur eine Festigkeit und eine Bruchzähigkeit, nicht aber einen
empirischen Längenparameter. Vielmehr liefert das Modell, neben der kriti-
schen Last, die initiale Risslänge als Ergebnis. Das Spannungsteilkriterium
fordert, dass die gesamte Oberfläche Ωc des potentiellen Risses im ungerisse-
nen Zustand überlastet ist. Hierzu muss eine Versagenshypothese von Typ
(2.48) in jedem Punkt x ∈ Ωc erfüllt sein:

f (σij(x)) ≥ σc ∀x ∈ Ωc (∆A) , (2.63)

wobei σc eine geeignete Materialfestigkeit ist. Das energetische Teilkriterium
fordert, dass die Änderung des Gesamtpotentials bei der Bildung eines Risses
der finiten Größe ∆A größer oder gleich der für den Bruchprozess benötigten
Energie sein muss. Mithilfe der Definitionen der Energiefreisetzungsrate
finiter Risse (2.61) und der Bruchzähigkeit (2.57) lässt sich ein Kriterium
vom Griffith-Typ (2.58) in inkrementeller Darstellung formulieren:

G(∆A) ≥ Gc. (2.64)

Da im Folgenden ausschließlich ebene Probleme mit einer konstanten Tiefe
l behandelt werden, ist die Rissgröße ∆A = l∆a direkt proportional zur
Risslänge ∆a. Das gekoppelte Kriterium postuliert die spontane Initiierung
eines Risses finiter Länge ∆a, wenn die beiden notwendigen Bedingungen
(2.63) und (2.64) gleichzeitig erfüllt sind:

f (σij(x)) ≥ σc ∀x ∈ Ωc (∆a) ∧ G(∆a) ≥ Gc. (2.65)

Im Allgemeinen führt die Auswertung des gekoppelten Kriteriums (2.65) zu
einem beschränkten Optimierungsproblem, in dem die kleinste kritische Last
Pf gesucht wird, die beide Teilbedingungen gleichzeitig erfüllt:

Pf = min
P,∆a>0

{P | f(σij(x)) ≥ σc ∀x∈Ωc(∆a) ∧ G(∆a) ≥ Gc}. (2.66)

In vielen Problemen der Strukturmechanik zeigen die Spannungen in der
betrachteten Umgebung der Singularität ein streng monoton fallendes Ver-
halten, während die inkrementelle Energiefreisetzungsrate streng monoton
zunimmt. In solchen Situationen, von Bažant u. Planas (1997) als positive
Geometrien10 bezeichnet, vereinfacht sich die Auswertung des gekoppelten
Kriteriums maßgeblich, da sich die beiden Teilkriterien (2.63, 2.64) mit Gleich-
heit erfüllen lassen. Das monoton steigende Energiekriterium liefert somit
eine untere Grenze für die Risslängen, welche aus energetischer Sicht möglich
10Weißgraeber et al. (2016a) bezeichnen Struktursituationen, in denen auch die inkre-
mentelle Energiefreisetzungsrate abnimmt, als negative Geometrien.
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sind. Dahingegen ist der überlastete Bereich nach außen begrenzt und das
monoton fallende Spannungskriterium stellt eine obere Schranke für mögliche
Risslängen dar. Ist die Spannungsfunktion f(σij) zudem direkt proportional
zur äußeren Last P und die inkrementelle Energiefreisetzungsrate G direkt
proportional zum Quadrat der äußeren Last, dann lässt sich die Last P aus
dem Kriterium (2.65) eliminieren und die initiale Risslänge ∆af ergibt sich
als Lösung der impliziten Gleichung

f2(σij (∆a))
σ2c

= G (∆a)
Gc

. (2.67)

Die zugehörige Versagenslast Pf lässt sich anschließend eindeutig unter Ver-
wendung von ∆af aus einem der beiden Teilkriterien (2.63, 2.64) ermitteln.

Anwendung der Finiten Bruchmechanik. Das gekoppelte Spannungs-
und Energiekriterium wurde erfolgreich auf zahlreiche Struktursituationen
mit Spannungssingularitäten und -überhöhungen angewendet. Stellvertre-
tend für Konfigurationen mit singulären Spannungen seien hier insbesondere
Spitzkerben (Leguillon, 2002, Leguillon u. Yosibash, 2003, Carpinteri et al.,
2008, Sapora et al., 2013), Klebeverbindungen (Carrere et al., 2015, Stein
et al., 2015, Doitrand u. Leguillon, 2018, Felger et al., 2019b) und Bimaterial-
übergänge (Felger et al., 2019a, Bremm, 2022) genannt. Auch eignet sich die
FBM zur Analyse der Querrissbildung (García et al., 2016, Hell, 2018) und
der Entstehung von Delaminationen (Martin et al., 2010, Hebel et al., 2010,
Dölling et al., 2020, Frey et al., 2021c) in Mehrschichtverbunden. Ebenfalls
beachtenswert ist die Erweiterung des Anwendungsbereichs des gekoppelten
Kriteriums durch Leguillon u. Yosibash (2017) und Rosendahl (2020) auf
nichtlineares Materialverhalten.
Die Finite Bruchmechanik lässt sich auch zur Bewertung von nichtsingulären
Spannungskonzentrationen einsetzen, wobei insbesondere Löcher (Camanho
et al., 2012, Martin et al., 2012, Weißgraeber et al., 2016a, Felger et al., 2017,
Rosendahl et al., 2017) und Bolzenverbindungen (Catalanotti u. Camanho,
2013, Nguyen-Hoang, 2022) zu erwähnen sind. Dabei ist es möglich den
experimentell beobachteten Lochgrößeneffekt korrekt abzubilden. Größenef-
fekte treten auch in anderen Struktursituationen wie Klebeverbindungen und
Laminaten auf und beschreiben die Abhängigkeit der effektiven Festigkeit
der Struktur von der charakteristischen Abmessung des Spannungskonzentra-
tors, wie beispielsweise dem Lochdurchmesser, der Klebschichtdicke oder der
Einzelschichtdicke (Bažant u. Planas, 1997). Während klassische Festigkeits-
kriterien Größeneffekte nicht erfassen, können diese mithilfe der FBM in guter
Übereinstimmung zu experimentellen Befunden wiedergegeben werden.
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Der Laminat-Randeffekt: Stand der
Forschung

Dieses Kapitel gibt einen Einblick in den aktuellen Stand der Wissenschaft
zum Laminat-Randeffekt. Das dient zum einen dem besseren Verständnis, zum
anderen der Einordnung der vorliegenden Arbeit in den wissenschaftlichen
Kontext. Zunächst werden die grundlegenden Wirkmechanismen des Randef-
fekts und das daraus resultierende Versagensverhalten beschrieben. Es folgt ein
Überblick über die existierenden Modelle zur Analyse der Spannungen in der
Nähe freier Laminatränder und abschließend eine Darstellung verschiedener
Ansätze zur Bewertung des interlaminaren Versagens.

3.1 Das Wesen des Randeffekts

Der Laminat-Randeffekt wurde vermutlich erstmalig in den Sechzigerjahren
des vergangenen Jahrhunderts erwähnt (Mittelstedt u. Becker, 2007a) und ist
seitdem Gegenstand zahlreicher wissenschaftlicher Arbeiten. Er beschreibt
das Auftreten stark lokalisierter interlaminarer Spannungen in der Nähe freier
Ränder von Mehrschichtverbunden aufgrund der lagenweise unterschiedlichen
Steifigkeitseigenschaften. Diese mitunter singulären Spannungen werden von
der klassischen Laminattheorie (CLT) nicht erfasst und können zu vorzeitigem
Versagen infolge von Randdelaminationen oder zur Minderung der effektiven
Laminatsteifigkeit führen.

3.1.1 Grundprinzip

Die zugrunde liegenden Wirkmechanismen des Randeffekts werden im Folgen-
den an zwei Beispielen erläutert. Abbildung 3.1 zeigt zwei mittensymmetrische
Laminate unter uniaxialer Zuglast: einen [0◦/90◦]s-Kreuzverbund (a) und
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(b) Winkelverbund: [±ϑ]s

Abbildung 3.1: Laminate unter axialer Zugbelastung. Darstellung der Verformungen
der unverklebten Einzelschichten (oben) und des Gesamtverbunds im gefügten Zustand.

einen ausgeglichenen [±ϑ]s- Winkelverbund (b). Im oberen Teil der Abbildung
ist die Deformationsgestalt dargestellt, die sich einstellen würde, wenn die
Einzelschichten nicht miteinander verklebt wären, sondern sich frei verformen
könnten. Im gefügten Zustand sind die Verschiebungen an den Schichtgrenzen
stetig und der Verbund verformt sich als Ganzes, wie im unteren Teil von
Abbildung 3.1 dargestellt ist. In einem hinreichenden Abstand von den Enden
sind die durch die Lasteinleitung induzierten lokalen Effekte entsprechend
des Saint-Venant-Prinzips abgeklungen und es liegt eine in Längsrichtung
konstante Zugbelastung vor. Da neben der Belastung auch die Geometrie der
Proben in x-Richtung unveränderlich ist, sind die resultierenden Dehnungs-
und Spannungsfelder zwar dreidimensional, aber nur von den Querschnittsko-
ordinaten y und z abhängig und in Längsrichtung konstant. Dieser spezielle
Zustand wird als generalisierter ebener Verzerrungszustand11 (GEVZ) be-
zeichnet. Ausführliche Herleitungen des GEVZs finden sich beispielsweise bei
Lekhnitskii (1963) oder Hwu (2010).

Kreuzverbund. Im Falle des [0◦/90◦]s-Kreuzverbunds besitzen die Lagen
abweichende Querkontraktionseigenschaften und würden sich im ungefügten
Zustand in Folge der Zugbelastung unterschiedlich stark in Querrichtung

11Engl.: state of generalized plane strain
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Abbildung 3.2: Gleichgewichtsbetrachtungen zum Laminat-Randeffekt am Beispiel eines
[0◦/90◦]s-Kreuzverbunds.

deformieren (siehe Abbildung 3.1a oben). Die 0◦-Schichten besitzen in Quer-
richtung keine verstärkenden Fasern und ziehen sich somit aufgrund der
größeren Nachgiebigkeit der Matrix stärker zusammen als die 90◦-Lagen.
Da im Rahmen dieser Arbeit eine ideale Fügung der Lagen innerhalb eines
Mehrschichtverbunds angenommen wird, müssen die Verschiebungen an der
Schichtgrenze stetig sein und die Deformationsgestalt kann sich nicht frei aus-
bilden. Infolgedessen kommt es zu einer Querkontraktionsbehinderung und zu
im Randbereich stark überhöhten interlaminaren Spannungen zwischen den
Schichten. Zur Verdeutlichung wird eine Gleichgewichtsbetrachtung an dem
in Abbildung 3.2 links dargestellten Randstück der oberen 0◦-Schicht durchge-
führt. Hierbei sei der rechte Rand des freigeschnittenen Elements hinreichend
weit im Laminatinneren, so dass die Randspannungen dort abgeklungen
sind. Aufgrund der Querkontraktionsbehinderung steht der betrachtete Aus-
schnitt der Struktur unter einer Zuglast σyy, welche am spannungsfreien
Rand verschwindet und sich im Inneren beispielsweise aus der klassischen
Laminattheorie ergibt. Das Kräftegleichgewicht in dieser Richtung

−
ˆ y∗

0
τyz dy +

ˆ 2t

t

σyy dz = 0 (3.1)

impliziert das Vorhandensein der interlaminaren Schubspannung τyz. Hierbei
sei t die Einzelschichtdicke und y∗ die Breite des freigeschnittenen Elements.
Der qualitative Verlauf der Schubspannung τyz ist in der Mitte der Ab-
bildung 3.2 dargestellt: Am freien Rand muss die Komponente gemäß der
Randbedingung verschwinden, und auch in Richtung der Laminatmitte wird
sie der CLT entsprechend abklingen.12 Eine Momentenbetrachtung um eine
Parallele zur x-Achse durch den Bimaterialpunkt (y = 0, z = t) zeigt, dass
12Strenggenommen besitzt die Spannung τyz am Bimaterialpunkt eine Unstetigkeit: Bei
Annäherung entlang der Schichtgrenze werden gemäß Gleichung (2.54) aufgrund der
diskontinuierlichen Materialeigenschaften alle Spannungskomponenten σij singulär, was
für τyz im Widerspruch zur Randbedingung steht. Die Singularität von τyz ist jedoch
so stark lokalisiert, dass sie für die folgenden Betrachtungen vernachlässigt wird. Eine
ausführlichere Diskussion hierzu findet sich bei Bremm (2022).
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eine auftretende interlaminare Schälspannung σzz die Momentenwirkung der
Zugspannung σyy kompensieren kann:

−
ˆ y∗

0
σzzy dy −

ˆ 2t

t

σyy(z − t) dz = 0. (3.2)

Diese Spannungskomponente muss in der Nähe des Randes das Vorzeichen
wechseln, um das Kräftegleichgewicht in Dickenrichtung nicht zu verletzten.
Der qualitative Verlauf der Schälspannung σzz ist in der Abbildung 3.2 rechts
dargestellt: Während auch diese Komponente im Laminatinneren abklingt,
zeigt sie im Bimaterialpunkt am freien Rand ein schwach-singuläres Verhalten.
Da es sich hierbei zudem um eine Zugspannung handelt, ist die Struktur an
dieser Stelle stark gefährdet hinsichtlich der Entstehung eines interlaminaren
Risses.

Winkelverbund. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Modellierung des
Randeffekts und des daraus resultierenden Versagens in ausgeglichenen Win-
kelverbunden (AWVs). In einem [±ϑ]s-Winkelverbund besitzen die einzelnen
Schichten zwar die gleichen Querkontraktions-, jedoch unterschiedliche Schub-
deformationseigenschaften. Folglich erführen Schichten mit unterschiedlichen
Faserwinkeln in einem ungefügten Zustand auch unterschiedliche Schubdefor-
mationen. Diese Situation ist in Abbildung 3.1b oben dargestellt: Schichten
mit betragsgleichen, aber vorzeichenverschiedenen Faserorientierungen (±ϑ)
zeigen unter uniaxialer Zugbelastung ebenso betragsgleiche, aber vorzeichen-
verschiedene Scherungen γxy. Durch die Verbindung der Schichten innerhalb
des Laminats werden diese Schubdeformationen teilweise verhindert und
es stellt sich die im unteren Teil der Abbildung 3.1b verbildlichte Verwöl-
bungsform ein, die in zahlreichen experimentellen Studien beobachtet wurde,
beispielsweise von Lecomte-Grosbras et al. (2013) oder Herakovich et al.
(1985). Die Schubdeformationsbehinderung bewirkt das Auftreten von ebenen
Schubspannungen τxy, welche gemäß der CLT lagenweise konstant und be-
tragsgleich sind, jedoch je nach Vorzeichen des Faserwinkels unterschiedliche
Vorzeichen besitzen. In Richtung des spannungsfreien Randes müssen die
Schubspannungen τxy zur Erfüllung der Randbedingung auf null zurückgehen,
was das Auftreten der interlaminaren Schubspannungen τxz in der unmit-
telbaren Umgebung des Bimaterialpunkts am freien Rand zur Folge hat.
Zum besseren Verständnis wird wieder eine Gleichgewichtsbetrachtung an
einem freigeschnittenen Element der oberen +ϑ-Schicht durchgeführt (vgl.
Abbildung 3.3 links). Die ebene Schubspannung τxy wirkt am rechten Rand
des betrachteten Elements gemäß der CLT in positive x-Richtung. Um die
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Abbildung 3.3: Gleichgewichtsbetrachtungen zum Laminat-Randeffekt am Beispiel eines
[±ϑ]s-Winkelverbunds.

resultierende Kraft zu kompensieren, muss in der Grenzfläche zwischen den
Schichten die interlaminare Schubspannung τxz auftreten:

ˆ 2t

t

τxy dz −
ˆ y∗

0
τxz dy = 0. (3.3)

Die Komponente hat direkt im Bimaterialpunkt am freien Rand einen schwach-
singulären Charakter und klingt im Inneren des Laminats rasch ab, wie in
Abbildung 3.3 dargestellt ist. Auch in Winkelverbunden besteht somit auf-
grund der in Randnähe auftretenden interlaminaren Schubspannung τxz die
Gefahr der Bildung interlaminarer Risse.
Der Vollständigkeit halber ist zu erwähnen, dass in Randnähe auch die inter-
laminaren Spannungen σzz und τyz auftreten, wobei diese ein bis zwei Grö-
ßenordnungen kleiner als die Schubspannung τxz sind (Dölling, 2022, Martin
et al., 2010). Zudem verschwindet τyz direkt am Rand und die Schälspannung
σzz ist dort eine Druckspannung, was sie hinsichtlich einer Randdelamination
weniger kritisch macht. Aus diesen Gründen wird im weiteren Verlauf der vor-
liegenden Arbeit ausschließlich die interlaminare Schubspannungskomponente
τxz zur Modellierung der interlaminaren Rissentstehung in symmetrischen
AWVs herangezogen.

3.1.2 Versagen an freien Laminaträndern

Das Versagen von Verbundmaterialien kann prinzipiell in zwei Hauptkate-
gorien unterteilt werden: intra- und interlaminares Versagen. Während sich
bei einer interlaminaren Schädigung die Einzelschichten im Rahmen von
Delaminationsvorgängen voneinander lösen, beschreibt das intralaminare
Geschehen die Entstehung von Faser- und Zwischenfaserbrüchen innerhalb
einer Einzelschicht. Daneben existieren weitere kritische Grenzzustände wie
beispielsweise das Erreichen der Fließgrenze oder der Glasübergangstem-
peratur des Matrixmaterials, Stabilitätsversagen oder Verformungsgrenzen,
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auf die in dieser Arbeit nicht näher eingegangen wird (Schürmann, 2007).
Das inter- und das intralaminare Versagen werden üblicherweise getrennt
voneinander betrachtet, können aber auch miteinander gekoppelt auftreten.
So kann es durch entstehende Delaminationen zu Steifigkeitsreduktionen und
Spannungsumverteilungen kommen, die dann wiederum maßgeblich für das
folgende intralaminare Versagen sind (Garg, 1988). Auslöser für Delaminatio-
nen sind interlaminare Spannungen zwischen den Schichten, die beispielsweise
an freien Laminaträndern, bestehenden Materialfehlern oder an Klebe- und
Bolzenverbindungen auftreten können.
Im Folgenden wird die interlaminare Rissinitiierung in Winkelverbunden in-
folge des Laminat-Randeffekts näher beschrieben. Insbesondere das Versagen
von AWVs unter Zugbelastung wurde in zahlreichen experimentellen Studi-
en untersucht, da sich hier zuverlässig Delaminationen beobachten lassen,
die durch singuläre Randspannungen verursacht wurden (Herakovich, 1982).
Lauraitis (1971) stellte in einer der ersten Studien zu diesem Thema fest,
dass in [±ϑ]s-Winkelverbunden mit Faserorientierungen von ϑ = 15◦ oder 30◦
die Schichtentrennung einen maßgeblichen Anteil am Versagen der Struktur
hat, während bei großen Schichtwinkeln (ϑ = 60◦, 75◦) keine Delaminationen
auftreten. Auch Pipes et al. (1972) beobachteten interlaminare Randrisse
an [±30◦]s-Winkelverbunden und vermuteten einen Zusammenhang zu den
gemessenen transversalen Schubverzerrungen. Im Gegensatz dazu konnten
sie an [±45◦]s-Proben keine interlaminare Rissentstehung feststellen. Diese
Ergebnisse wurden von Rotem u. Hashin (1975) und Herakovich (1981) im
Allgemeinen bestätigt. Auch sie stellten fest, dass Winkelverbunde unter
uniaxialer Zugbelastung mit Orientierungen von ϑ < 45◦ zu Delaminationen
neigen, während diese für Winkel ϑ > 45◦ nicht mehr zu beobachten sind.
Herakovich et al. (1985) analysierten die transversale Schubverzerrung am
freien Rand als Funktion des Schichtwinkels und stellten ein Maximum für
ϑ = 15◦ fest.
Oplinger et al. (1973) verglichen die kritische Delaminationslast von [±ϑ]8-
und [+ϑ4/− ϑ8/+ ϑ4]-Laminaten und stellten fest, dass diese für ϑ = 10◦ bei
der Verwendung dünnerer Schichten in alternierender Reihenfolge ([±ϑ]8) grö-
ßer ist als bei der Zusammenfassung von Einzelschichten gleicher Orientierung.
Dieser Schichtdickeneffekt beschreibt die Abnahme der Delaminationslast
mit zunehmender Einzelschichtdicke und wird auch in den experimentellen
Studien von Harrison u. Bader (1983), Lorriot et al. (2003), Lagunegrand
et al. (2006), Diaz Diaz u. Caron (2006) und Herakovich (1982) beschrieben.
Letzterer beobachtet zudem einen Wechsel der Versagensart in Abhängigkeit
der Schichtdicke: Während bei der Verwendung von dünnen Schichten die
intralaminare Rissbildung ausschlaggebend ist, gewinnt bei dickeren Lagen
zunehmend das interlaminare Versagen an Bedeutung. Für Lagenwinkel von
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ϑ = 45◦ konnte kein Dickeneffekt beobachtet werden, zudem versagten die
Laminate innerhalb der Einzelschichten.
Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass Randdelamination in symmetri-
schen, ausgeglichenen Winkelverbunden mit Faserorientierung bis zu ϑ = 45◦
unter uniaxialer Zugbelastung eine der vorherrschenden Versagensarten ist.
Zudem scheint ein Größeneffekt in Form einer Abhängigkeit der effektiven
Versagenslast von der Einzelschichtdicke zu existieren.

3.2 Modelle zur Spannungsanalyse

Seit den ersten Studien von Pipes u. Pagano (1970) und Puppo u. Even-
sen (1970) ist die Analyse der interlaminaren Spannungskonzentrationen an
freien Laminaträndern Gegenstand wissenschaftlicher Arbeit. Die klassische
Laminattheorie beschreibt das globale Verhalten eines Mehrschichtverbunds,
indem sie die Verzerrungen der Laminatmittelebene auf die Effektiveigen-
schaften des geschichteten Materials zurückführt. Da das Geschehen des
Laminat-Randeffekts stark lokalisiert ist und aus den lagenweise unterschied-
lichen Steifigkeitseigenschaften resultiert, ist die CLT nicht geeignet die-
ses darzustellen. Trotz der Vielzahl der Studien ist bis heute keine exakte
geschlossen-analytische Formulierung zur Beschreibung der Spannungen be-
kannt (Mittelstedt u. Becker, 2007a). Viele Arbeiten begegnen dem Thema
näherungsweise in analytischer Form, andere entwerfen semi-analytische oder
numerische Modelle.
Dieses Unterkapitel gibt einen Überblick über die Ansätze zur Spannungsana-
lyse, wohlwissend dass dieser Überblick aufgrund der sehr großen Anzahl der
erschienenen Publikationen nicht vollständig ist. Der interessierte Leser sei
auf die zahlreichen Übersichtsarbeiten zu diesem Thema verwiesen (Mittel-
stedt et al., 2022, Mittelstedt u. Becker, 2007a, 2004, Kant u. Swaminathan,
2000, Reddy u. Robbins Jr, 1994, Herakovich, 1989b, Pagano, 1989, Pagano
u. Soni, 1989, Soni u. Pagano, 1983, Salamon, 1980). Der Schwerpunkt der
vorliegenden Zusammenstellung liegt auf den analytischen Methoden, im
Anschluss werden einige numerische Ansätze diskutiert.

3.2.1 Näherungsweise geschlossen-analytische Methoden

Die Vorstellung der analytischen Näherungslösungen folgt einer von Mittel-
stedt u. Becker (2007a) vorgeschlagenen Klassifizierung. Sie unterteilen diese
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Methoden in einfache gleichgewichtsbasierte Untersuchungen, verschiebungs-
basierte und spannungsbasierte Modelle. Die verschiebungs- und spannungs-
basierten Theorien können entweder mit Ansatzfunktionen, welche über die
gesamte Laminatdicke gültig sind, oder mit schichtweisen Ansätzen formuliert
werden.

Gleichgewichtsmodelle. Die frühen Überlegungen von Puppo u. Even-
sen (1970) basieren auf anisotropen Lagen, die durch Grenzflächenschichten
zur Übertragung der interlaminaren Schubspannungen verbunden sind. Die
Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen führt zu einem Satz von Differen-
tialgleichungen, der eine grobe qualitative Abschätzung der interlaminaren
Schubspannungen ermöglicht. Einige Jahre später schlugen Pagano u. Pipes
(1971, 1973) ein Modell vor, das ebenfalls auf Gleichgewichtsforderungen und
den Annahmen der CLT basiert und erste Näherungen für die interlaminare
Normalspannung liefert. Daraus zogen sie Schlussfolgerungen für die Opti-
mierung der Schichtreihenfolge zur Vermeidung von interlaminarem Versagen.
Das Modell wurde von Harris u. Orringer (1978) verfeinert und von Conti u.
De Paulis (1985) für Spannungsvorhersagen in Dickenrichtung angewendet.

Verschiebungsbasierte Modelle. Bei der Verwendung von verschiebungs-
basierten Ansätzen führt die Modellierung der Verbundstruktur als effektive
Einzelschicht zu einem kontinuierlichen Verschiebungsfeld in Dickenrichtung,
ohne dass Übergangsbedingungen an den Grenzflächen formuliert werden
müssen. Andererseits ergeben sich aus diesem Ansatz und dem lagenweise
unterschiedlichen konstitutiven Materialverhalten Unstetigkeiten der inter-
laminaren Spannungen an den Schichtgrenzen. Pagano (1974) entwickelte
ein Modell zur Berechnung der interlaminaren Normalspannung in symme-
trischen Laminaten unter uniaxialer Dehnung und homogener thermischer
Belastung. Es basiert auf den kinematischen Annahmen des GEVZs und
einem global formulierten Verschiebungsfeld nach der Schubdeformationstheo-
rie erster Ordnung (FSDT), das mit einem zusätzlichen linearen Term für
die Verschiebung in Dickenrichtung angereichert wird. Becker (1993, 1994a)
schlug zur Ermittlung der Schälspannung in mittensymmetrischen Lamina-
ten vor, das CLT-Verschiebungsfeld mit speziellen Termen höherer Ordnung
anzureichern, um die Verwölbungsgestalt abbilden zu können. Hierfür ent-
wickelte er Formulierungen für Kreuz- und Winkelverbunde, die jeweils auf
trigonometrischen Funktionen basieren. Das resultierende Eigenwertproblem
liefert die interlaminaren Spannungen effizient in Form von abklingenden
Exponentialfunktionen als geschlossen-analytische Lösung. In einer weiteren
Studie verfeinerte Becker (1994b) diesen Ansatz für Winkelverbunde, indem
er einen verallgemeinerten Verschiebungsansatz verwendete und ihn mithilfe

36



3.2 Modelle zur Spannungsanalyse

der Methode komplexer Potentiale löste. Zudem leiteten Becker u. Kress
(1994) aus diesem Modell einen Ausdruck für die Minderung des effektiven
Elastizitätsmoduls infolge des Randeffekts ab.
Im Vergleich zu einer globalen Formulierung der Verschiebungen bieten schicht-
weise Ansätze eine größere Flexibilität zur Anpassung an den Schichtaufbau
der Struktur. Einerseits sind bei dieser Strategie Übergangsbedingungen er-
forderlich, um die Kontinuität der Verschiebungen an den Grenzflächen zu
gewährleisten, andererseits kann so Stetigkeit der interlaminaren Spannungen
gefordert werden. Pipes u. Pagano (1974) approximierten die Verschiebungen
in Winkelverbunden unter uniaxialer Dehnung mit hyperbolischen Fourier-
reihen. Konvergenzuntersuchungen zeigten aber, dass für eine quantitative
Darstellung der Lösung eine sehr große Anzahl von Reihengliedern entwickelt
werden müssen. Kress u. Becker (1995) schlugen die Verwendung eines schicht-
weise konstanten Verschiebungsfeldes für ein quasi-isotropes sechslagiges La-
minat unter einachsiger Zuglast vor, wobei die Verschiebung in Dickenrichtung
vernachlässigt wurde. Das Modell liefert die Steifigkeitsreduzierung aufgrund
des Randeffekts in guter Übereinstimmung mit Referenzlösungen. Die von
Zhu u. Lam (1998) vorgeschlagene Methode basiert auf einem schichtweisen
Verschiebungsfeld, das als kubisches Polynom der Dickenkoordinate formuliert
ist. Es garantiert dabei die Kontinuität der Verschiebungen und interlamina-
ren Spannungen an den Schichtgrenzen. Die Freiwerte der Ansatzfunktionen
werden mithilfe einer Rayleigh-Ritz-Methode bestimmt und die resultieren-
de Lösung erfüllt die dynamischen Randbedingungen in einem integralen
Sinn. Tahani u. Nosier (2003) schlugen ein Modell zur Untersuchung von
Kreuzverbunden vor. Sie formulierten Ansätze für die Verschiebungen an den
Schichtgrenzen und interpolierten dazwischen linear. Um die Genauigkeit des
Verfahrens zu erhöhen wird jede der physikalischen Schichten in mehrere ma-
thematische Schichten unterteilt. Auf Basis einer Konvergenzstudie schlugen
die Autoren die Verwendung von sechs Unterschichten pro Laminatlage vor.
Diese Methodik wurde von Mittelstedt u. Becker (2006, 2007b, 2008) auf
Laminate mit beliebigem Aufbau unter thermischer und mechanischer Belas-
tung erweitert. Sie verwendeten einen Variationsansatz zur Ermittlung eines
Systems von Differentialgleichungen zweiter Ordnung und bestimmten eine
geschlossene Lösung in Form von abklingenden Exponentialfunktionen. Im
Inneren des Laminats stimmen die Ergebnisse mit der CLT-Lösung überein,
während die Spannungsfreiheit des Randes in einem integralen Sinn erfüllt
wird.

Spannungsbasierte Modelle. Eine alternative Herangehensweise besteht
darin, nicht die Formfunktionen für die Verschiebungen sondern für die Span-
nungen zu postulieren. Flanagan (1994) untersuchte den Randeffekt in Kreuz-
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und Winkelverbunden und entwickelte zu diesem Zweck die Spannungen über
die gesamte Laminatdicke als harmonische Reihe. Mithilfe des Prinzips vom
Minimum des Gesamtergänzungspotentials leitete er ein System gewöhnli-
cher Differentialgleichungen für die Spannungen ab. Die Lösung erfüllt alle
Spannungsrandbedingungen exakt, zeigt aber ein unrealistisches oszillierendes
Verhalten in der Nähe des freien Randes.
Die große Mehrheit der Autoren von spannungsbasierten Theorien verwen-
det schichtweise Ansätze. Wichtige Vertreter dieser Klasse sind Kassapo-
glou u. Lagace (1986, 1987), die die sogenannte Force-Balance-Methode zur
Bestimmung der interlaminaren Spannungen in symmetrischen Laminaten
vorschlugen. Sie modellierten die Spannungen in jeder Schicht separat als
Produkt aus einem exponentiellen Term für die Breitenrichtung und einem
Polynom für die Dickenrichtung. Die freien Konstanten der Formfunktionen
werden durch Auswertung der Übergangsbedingungen an den Schichtgrenzen
und der Randbedingungen mithilfe des Prinzips vom Minimum des Gesamt-
ergänzungspotentials bestimmt. Diese Methode ist in der Lage, sowohl die
CLT-Lösung im Inneren des Laminats als auch die ansteigende Spannung
am freien Rand in guter Näherung zu reproduzieren. Durch diese Studie
inspiriert, passten zahlreiche Forscher das Modell weiter an (Kassapoglou,
1989, Morton u. Webber, 1993, Rose u. Herakovich, 1993, Lin et al., 1995)
und verallgemeinerten es auf thermische Lasten (Webber u. Morton, 1993).
Neben der weitverbreiteten Force-Balance-Methode gibt es weitere Theori-
en, die auf schichtweise formulierten Spannungsfunktionen beruhen. Tang
(1975) und Tang u. Levy (1975) verwendeten Potenzreihen bezüglich der
Schichtdicke und hyperbolische sowie trigonometrische bezügliche der Breite
zur Approximation der Spannungsfelder. Die wesentliche Einschränkung des
geschlossen-analytischen Verfahrens besteht darin, dass die resultierenden
Spannungen nicht über die gesamte Dicke der Struktur kontinuierlich sind.
Bar-Yoseph u. Pian (1981) und Bar-Yoseph (1983) arbeiteten an ähnlichen
Ideen. Pagano (1978a,b) schlug die Verwendung von schichtweisen Spannun-
gen mit linearer Abhängigkeit von der Dickenkoordinate und die Unterteilung
der physikalischen Schichten in mathematische Subschichten vor, um die Ge-
nauigkeit des Modells zu erhöhen. Die aus einem Variationsansatz ermittelte
Lösung erfüllt alle Rand- und Übergangsbedingungen, andererseits ist das
Verfahren aber sehr rechenaufwändig. Um es effizienter zu gestalten, unter-
teilten Pagano u. Soni (1983) den Problembereich und verwendeten das oben
beschriebene Modell nur in dem randnahen Bereich. Für den verbleibenden
Teil schlugen sie die Verwendung einer Einschichttheorie mit geringerem
Rechenaufwand vor. Dieser Ansatz wird in der Literatur als global-local-model
bezeichnet. Die Ideen von Pagano und Soni wurden von anderen Autoren
übernommen und weiterentwickelt (Harrison u. Johnson, 1996, Johnson u.
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Kemp, 1985, Diaz Diaz et al., 2002, Pagano et al., 1998).
In der vorliegenden Studie wird eine effiziente analytische Methode zur Er-
mittlung der Randspannungen in symmetrischen AWVs entwickelt. Dabei
werden die Verschiebungen schichtweise als Produkt aus unbekannten Expo-
nentialfunktionen in Breitenrichtung und Polynomen für die Dickenrichtung
modelliert. Die durch das Prinzip vom Stationärwert des Gesamtpotentials ge-
wonnene Lösung erfüllt alle Kontinuitätsbedingungen an den Schichtgrenzen
und die Laminatoberfläche ist spannungsfrei. Die Forderung der Spannungs-
freiheit des Randes wird im integralen Sinne erfasst. Zudem zeigt die Lösung
eine gute Übereinstimmung mit numerischen Referenzdaten.

3.2.2 Numerische Methoden

Die näherungsweise geschlossen-analytischen Modelle sind sehr effizient und
vermitteln dem Anwender ein Verständnis für die Wirkmechanismen und die
wichtigsten Einflussparameter des Randeffekts. Andererseits sind sie meist
nur für spezielle Laminataufbauten und Lastfälle konstruiert und folglich
beschränkt in ihrer Anwendbarkeit. Demgegenüber lassen sich numerische
Verfahren oft besser auf neue Struktursituationen erweitern und sind somit
gerade in der industriellen Praxis unersetzlich.
Gerade in der Anfangsphase der Randeffekt-Forschung spielte das Verfahren
der Finiten Differenzen eine bedeutende Rolle. So lösten Pipes u. Pagano
(1970) in ihrer wegweisenden Arbeit das System partieller Differentialgleichun-
gen mit dieser Methode und ermittelten so das dreidimensionale Spannungs-
feld an den Rändern von [±ϑ]s-Winkelverbunden. In der Folgezeit wurden
weitere auf dem Verfahren der Finiten Differenzen basierende Arbeiten publi-
ziert (Pipes, 1972, 1980, Altus et al., 1980). Bauld et al. (1985) veröffentlichten
einen Vergleich zwischen Ergebnissen, die mit dem Verfahren der Finiten
Differenzen und mit der Finite-Element-Methode erzielt wurden. Sie sahen
die beiden Ansätze hinsichtlich der Ergebnisgüte als gleichwertig an und
erkannten, dass beide Verfahren die Spannungssingularität, selbst mit einer
sehr feinen Diskretisierung, nicht vollständig erfassen können.
In den folgenden Jahren gewann die Finite-Element-Methode zunehmend
an Bedeutung und es erschien eine große Anzahl von Studien zum Laminat-
Randeffekt, von denen hier nur eine kleine Auswahl erwähnt wird. Eine aus-
führlichere Zusammenfassung findet sich in den zu Beginn von Abschnitt 3.2
zitierten Übersichtsstudien. Wang u. Crossman (1977a,b, 1978a,b) publizierten
eine Serie von detaillierten Untersuchen an Laminaten mit unterschiedlichen
Schichtreihenfolgen unter mechanischer, thermischer und hygroskopischer
Belastung. Hierfür verwendeten sie eine Diskretisierung aus dreiecksförmigen
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Elementen basierend auf der Kinematik des GEVZs, welche in Richtung
des Bimaterialpunkts stark verfeinert ist. Um die Effizienz der Methode zu
erhöhen wurde das Innere der Laminate teilweise als Einschichtmodell abge-
bildet. Whitcomb u. Raju (1983) entwickelten ein Verfahren zur Reduktion
des Problemgebiets auf einen randnahen Bereich, wobei sie die benötigten
Schnittlasten aus der CLT ermittelten. Ebenso benutzten sie ein zweidimen-
sionales Modell auf Basis des ebenen Spannungszustands zur Abbildung des
Randeffekts in Kreuzverbunden und merkten an, dass dies für Winkelverbun-
de aufgrund der Schubkopplung nicht möglich ist. In einer weiteren Studie
untersuchten sie den Schichtdickeneffekt und fanden heraus, dass die Ein-
zelschichtdicke der angrenzenden Lagen, nicht aber die Gesamtlaminatdicke
einen Einfluss auf das Abklingverhalten der interlaminaren Spannungen zu
haben scheint (Whitcomb u. Raju, 1985). Wu (1987, 1990) beschäftigte sich
mit dem Einfluss von thermischen Eigenspannungen auf die Laminatfestig-
keit, konnte aber keine eindeutige Tendenz feststellen. In seinem Modell
berücksichtigte er außerdem Nichtlinearitäten und untersuchte den Einfluss
eventuell vorhandener, dünner Zwischenschichten aus Matrixmaterial. Yi
(1993) behandelte in seiner Studie den Einfluss von zeitabhängigen Vorgängen
in viskoelastischen Materialien auf die interlaminaren Spannungen. Weiterhin
wurde der Randeffekt infolge von piezoelektrischen Effekten von Artel u. Be-
cker (2005) für Winkel- und Kreuzverbunde untersucht. Sie stellten fest, dass
die Auswirkungen der Kopplung der elektrischen und mechanischen Felder
auf die interlaminaren Spannungen im Falle des Kreuzverbunds kritischer
sind als beim Winkelverbund. Zhang u. Binienda (2014) analysierten den
Randeffekt in Gewebelagen unter Zugbelastung mithilfe eines Modells, in dem
sie mittels sich wiederholender Elementarzellen die Fasern und die Matrix
getrennt darstellten. Sie konnten die Verformung infolge des Randeffekts
in guter Übereinstimmung zu experimentellen Befunden darstellen. Die in-
terlaminaren Spannungen und das daraus resultierende Versagen zwischen
den Glaskeramik- und den Stahlschichten in Hochtemperaturbrennstoffzellen
aufgrund von thermischer Belastung wurden in einer Studie von Bremm et al.
(2021) untersucht. Generell können die singulären interlaminaren Spannungen
am freien Rand von Laminaten mithilfe von verschiebungsbasierten Stan-
dardelementen nur mit einer sehr feinen Diskretisierung und folglich einem
sehr großen Berechnungsaufwand zufriedenstellend abgebildet werden (Pin
u. Pian, 1973). Aufgrund dessen wurden in zahlreichen Studien Spezialele-
mente entwickelt, die aufgrund ihrer Ansatzfunktionen besser geeignet sind
die Spannungssingularität darzustellen. Allerdings erfordert die Verwendung
dieser Elemente teilweise Vorkenntnisse oder ist auf Spezialfälle beschränkt,
was ihre breite Anwendung erschwert.
Eine andere Möglichkeit, um den Randeffekt samt der Spannungskonzentra-
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tion effizient abzubilden, bietet die von Song u. Wolf (2000a,b) entwickelte
Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode (Mittelstedt u. Becker, 2005, Artel
u. Becker, 2006, Dieringer u. Becker, 2015, Dölling et al., 2018b, 2021). Bei
diesem Verfahren muss das Problemgebiets nur entlang des Randes diskreti-
siert werden, während in radialer Richtung analytische Potenzfunktionen als
Ansätze verwendet werden. Daraus resultiert ein deutlich verringerter Berech-
nungsaufwand und gleichzeitig die Möglichkeit, die singulären Spannungen in
Form einer endlichen Potenzreihe mit hoher Genauigkeit zu modellieren.
In dieser Arbeit wird eine Finite-Element-Analyse (FEA) als Referenzlösung
für die analytische Spannungsmodellierung herangezogen.

3.3 Modelle zur Versagensbewertung

Für die Gestaltung von Faserverbundstrukturen ist neben der Kenntnis der
Belastungen auch die Vorhersage des potentiellen Versagens von größter
Wichtigkeit. Da die ebenen Schichtspannungen beschränkt sind, können zur
Analyse des intralaminaren Versagens klassische Festigkeitskriterien (vgl.
Unterabschnitt 2.3.1) herangezogen werden. Dieses Vorgehen hat sich viel-
fach bewährt und es steht eine große Bandbreite an Versagenskriterien für
unidirektional verstärkte Materialien zur Verfügung. Zur Analyse der Entste-
hung von Delaminationen aufgrund der teilweise singulären interlaminaren
Spannungen eignen sich diese Konzepte, wie in Unterabschnitt 2.3.3 erläutert
ist, nicht. Aufgrund des singulären Verhaltens des Spannungsfeldes am freien
Rand werden lokale Festigkeitskriterien schon bei verschwindend geringen
äußeren Lasten erfüllt. Darüber hinaus sind bruchmechanische Ansätze wegen
des fehlenden Anfangsrisses ebenfalls nicht geeignet. Als Alternative wurden
zahlreiche nichtlokale Versagenskriterien zur Vorhersage der Initiierung inter-
laminarer Risse vorgeschlagen.
Viele Autoren arbeiten mit spannungsbasierten Konzepten, die entweder in
einem bestimmten Abstand zur Singularität (point method) oder über eine
gewisse Distanz gemittelt (line method) ausgewertet werden. Die Auswer-
telänge ist dabei anfänglich unbekannt. Kim u. Soni (1984) bewerteten die
interlaminare Festigkeit von mittensymmetrischen Laminaten mithilfe der
Schälspannung, die über die Distanz einer Einzelschichtdicke gemittelt ist. In
einer weiteren Studie (Soni u. Kim, 1986) verallgemeinerten sie ihre Methode
durch die Einbeziehung aller interlaminaren Spannungskomponenten. Zhou u.
Sun (1990) verwendeten ein quadratisches Interaktionskriterium, wobei sie
die Spannungskomponten über eine Länge von zwei Schichtdicken mittelten.
Sie stellten dem inter- das intralaminare Versagen gegenüber und merkten an,
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dass für den betrachteten AWV die interlaminare Rissbildung bis zu einem
Schichtwinkel von 35◦ dominant ist. Brewer u. Lagace (1988) berechneten
die Mittelungslänge für das von ihnen angewandte Interaktionskriterium
aus experimentellen Daten. Hierfür zogen sie Daten für drei verschiedene
Laminataufbauten heran und bildeten daraus einen Durschnittswert. Für das
verwendete kohlefaserverstärkte Epoxidharz (AS1/3501-6) erhielten sie für die
Mittelungslänge einen Wert, der zwischen ein und zwei Einzelschichtdicken
liegt. Auch Lagunegrand et al. (2006) nutzten experimentelle Daten um die
Auswertelänge zu ermitteln. Sie gaben einen Wert von circa einem Zwanzigstel
der Einzelschichtdicke an. Diaz Diaz u. Caron (2006) schlugen ein punktweise
ausgewertetes Schubspannungskriterium zur Vorhersage der interlaminaren
Rissentstehung in AWVs vor. Dabei verwendeten sie den Spannungswert
unmittelbar am freien Rand, der aufgrund der Art der durchgeführten Span-
nungsanalyse endlich ist (Diaz Diaz et al., 2002).
Andere nichtlokale Konzepte postulieren einen bestehenden Anfangsriss um
die Werkzeuge der linear-elastischen Bruchmechanik anwenden zu können. Ry-
bicki et al. (1977) verwendeten ein energetisches Kriterium vom Griffith-Typ
(2.58) um Delaminationen in mittensymmetrischen Laminaten zu analysieren.
Hierbei postulierten sie einen Anfangsriss von der Dimension der Einzel-
schichtdicke. Ein ähnliches Vorgehen wählten Wang u. Crossman (1980)
und Crossman et al. (1980) zur Bewertung des interlaminaren Versagens
in [±25◦/90n]s-Verbunden. Auch sie vermuteten einen inhärenten Defekt
mit der Länge einer Einzelschichtdicke und nahmen an, dass sich dieser in
einer dünnen Harzschicht zwischen den Laminatlagen ausbreiten wird. Die
ermittelten Delaminationslasten stimmen gut mit experimentellen Befun-
den überein und der Schichtdickeneffekt kann korrekt abgebildet werden.
In einer anderen Studie modellierten Crossman et al. (1979) die Größe des
Anfangsrisses als Funktion der Festigkeit, Steifigkeit und Bruchzähigkeit des
Materials. Auch Leguillon (1999) stellte die Größe als materialspezifischen
Kennwert in Abhängigkeit von Steifigkeit und Bruchzähigkeit dar. Er sah
dabei einen gewissen Bezug zu anderen charakteristischen Dimensionen wie
zum Beispiel dem Faserdurchmesser. Zwei Jahre später verglichen Leguillon
et al. (2001) die Anwendung eines gemittelten Spannungskriteriums mit den
Voraussagen des Griffith-Kriteriums unter der Annahme eines initialen Risses.
Sie sahen keinen Zusammenhang zwischen den Längenparametern der beiden
Methoden, vielmehr müsste die Auswertungslänge des Spannungskriteriums
deutlich größer sein als die Größe des Initialrisses in der Bruchmechanik, um
die gleichen Versagenslasten zu erzielen.
Das Modell von O’Brien (1982) geht von einer vollständigen Delamination
über die komplette Breite des Laminats aus. Auf Basis dieser Annahme wird
die Energiefreisetzung mittels der CLT modelliert und kommt folglich ohne
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inhärenten Anfangsriss aus. Diese einfach anwendbare Methode erlaubt einige
qualitative Erkenntnisse wie zum Beispiel den Einfluss der Schichtdicke oder
der Schichtorientierung abzuschätzen.

Finite Bruchmechanik. Die Finite Bruchmechanik ist ein nichtlokales
Versagenskonzept, das die festigkeitsmechanische und die bruchmechanische
Betrachtungsweise vereint. Durch die Berücksichtigung eines spannungs- und
eines energiebasierten Teilkriteriums entfällt, wie in Unterabschnitt 2.3.3
erläutert ist, die Notwendigkeit einen künstlichen Längenparameter vorzu-
geben. Die Theorie wurde bereits mehrfach zur Vorhersage von Randdela-
minationen in Verbundstrukturen angewendet. So nutzten Hebel u. Becker
(2008) und Bremm et al. (2021) das gekoppelte Kriterium um auf Basis von
Finite-Element-Analysen Versagensmechanismen in Hochtemperaturbrenn-
stoffzellen zu analysieren. Hierbei wurden erfolgreich Delaminationen zwischen
Glaskeramikdichtungen und Stahlschichten infolge thermischer Belastungen
vorausgesagt. Hebel et al. (2010) und Martin et al. (2010) beschäftigten
sich in ihren Studien mit der interlaminaren Rissentstehung in symmetri-
schen Winkelverbunden. Martin et al. (2010) ermittelten dabei die benötigten
Versagensparameter, die Bruchzähigkeit und die Festigkeit, mithilfe einer Aus-
gleichsrechnung aus experimentell bestimmten Delaminationslasten. Dieses
Vorgehen führt einerseits zu einer sehr guten Übereinstimmung der errech-
neten effektiven Festigkeiten mit den experimentellen Daten, andererseits
aber auch zu diskutablen Werten für die Festigkeit und die Bruchzähigkeit.
Dölling et al. (2018a,b, 2019, 2021) bewerteten die Delaminationsneigung
von Winkelverbunden, wobei sie die hocheffiziente Skalierte-Rand-Finite-
Elemente-Methode nutzten, um die Eingangsdaten für die FBM zu generieren.
Unter Verwendung von analytischen Methoden untersuchten Frey et al. (2020,
2021a,b) die interlaminare Rissentstehung in [±ϑ]s-Verbunden Die Studien
von Dölling et al. (2021) und Frey et al. (2021c) verwenden die Finite Bruch-
mechanik zur Vorhersage von Delaminationen in Verbundwerkstoffen unter
thermischer Last.

Kohäsivzonenmodellierung. Ein anderes Konzept, das sich zur Beschrei-
bung von Delaminationsprozessen eignet, ist die Kohäsivzonenmodellierung13
(CZM). Wie in der Finiten Bruchmechanik werden in diesem Konzept sowohl
festigkeitsmechanische als auch energetische Aspekte bei der Versagensbewer-
tung berücksichtigt. In der jüngeren Vergangenheit erfährt das Modell eine
zunehmende Beliebtheit, da es geeignet ist, um spröde und duktile Bruchvor-
gänge in den verschiedensten Struktursituationen abzubilden (Gross u. Seelig,
13 Engl.: cohesive zone model
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Abbildung 3.4: Prinzipskizze des Kohäsivzonenmodells (a) und des bilinearen Konstitu-
tivgesetzes.

2017, Da Silva u. Campilho, 2012). Zudem ist es benutzerfreundlich in vielen
Finite-Element-Programmpaketen implementiert.
Die Modellierung basiert auf den Arbeiten von Barenblatt (1959) und Dugdale
(1960) und berücksichtigt den Schädigungsprozess entlang eines vordefinierten
Pfades in einer streifenförmigen Prozesszone. Innerhalb dieser sogenannten
Kohäsivzone können sich die durch die Kohäsionsspannung t(δ) belasteten
potenziellen Rissufer um den Betrag δ separieren (vgl. Abbildung 3.4a). Das
oft stark nichtlineare Konstitutivgesetz der Kohäsivzone beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen der Rissöffnung δ und der Kohäsionsspannung t(δ). In
Abbildung 3.4b ist beispielhaft ein bilinearer Verlauf dargestellt: Die Spannung
nimmt linear mit der Rissöffnung zu, bis die Materialfestigkeit σc erreicht ist.
Anschließend beginnt die Steifigkeitsdegradation bis das Material bei einer
kritischen Rissöffnung δc vollständig versagt. Für linear-elastische Materialien
entspricht die Fläche unter der Kurve genau der Bruchzähigkeit Gc, wobei
die Form des Konstitutivgesetzes an die jeweilige Struktursituaion angepasst
werden kann (Alfano, 2006, Cornetti et al., 2018). Die Vorhersagegenauigkeit
von numerischen CZM-Implementierungen ist nicht nur von der Form des Ko-
häsivgesetzes abhängig, sondern insbesondere auch von der Wahl numerischer
Parameter wie der Größe oder der initialen Steifigkeit der Kohäsivelemente.
Zudem geht die Lösung des nichtlinearen Randwertproblems oft mit einem
erheblichen Rechenaufwand einher. Einen guten Überblick über die Details
zur Kohäsivzonenmodellierung bietet die Veröffentlichung von Elices et al.
(2001).
Im Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit sind insbesondere die Studien
von Camanho u. Davila (2002), Camanho et al. (2003), Turon et al. (2007),
Yang u. Cox (2005) und Harper u. Hallett (2008) erwähnenswert, in denen De-
laminationsprozesse in Laminaten mithilfe der CZM analysiert wurden. Frey
et al. (2021c) und Dölling (2022) verwendeten die CZM um die Vorhersagen
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der FBM bezüglichen der interlaminaren Rissbildung in Winkelverbunden
abzusichern.
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Kapitel 4

Entwicklung von effizienten Modellen zur
analytischen Beschreibung des
Laminat-Randeffekts

Ziel dieses Kapitels ist die Entwicklung einer maßgeschneiderten analytischen
Methode zur Ermittlung der Verschiebungen und Spannungen in der Nähe
der freien Ränder von Winkelverbunden unter mechanischer und thermischer
Belastung. Da die erzielten Ergebnissen als Grundlage für eine Vorhersage
möglicher Randdelaminationen dienen, sind insbesondere die Verläufe entlang
des potentiellen Risspfades von Interesse. Zunächst werden das zugrunde
liegende mechanische Modell und die verwendeten Annahmen eingeführt. Zur
Ermittlung der mechanischen Feldgrößen werden anschließend drei neuar-
tige verschiebungsbasierte Mehrschichtverfahren vorgeschlagen, die sich im
Polynomgrad ihrer Ansatzfunktion unterscheiden. Die Ergebnisse der unter-
schiedlichen Konzepte werden diskutiert und anhand einer speziell für diesen
Zweck entwickelten Finite-Elemente-Formulierung verifiziert. Das Modell
mit der größten Übereinstimmung zu den Referenzdaten wird für die weitere
Verwendung im Rahmen dieser Studie ausgewählt. Die vorgestellten Modellie-
rungen und Ergebnisse wurden in international begutachteten Fachzeitschriften
und Tagungsbänden publiziert (Frey et al., 2020, 2021a,b, 2023).

4.1 Mechanisches Modell

In diesem Abschnitt wird das diskutierte mechanische Modell einschließlich
der zugehörigen Grundgleichungen und Bezeichnungen eingeführt. Betrachtet
wird zuerst allgemein das auf der linken Seite von Abbildung 4.1 dargestellte
Verbundlaminat aus homogenen, anisotropen und linear-elastischen Schichten,
welches einer axialen Zugkraft Px und einer homogenen Temperaturdifferenz
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Abbildung 4.1: Links: Laminat unter uniaxialer Zugkraft Px und homogener thermischer
Belastung ∆T . Rechts: Repräsentativer Ausschnitt Ω der Länge l. Die Zuglast wirkt in
Form einer konstanten Längsdehnung ε0 auf den Rand ∂Ωε = ∂Ω+

ε ∪ ∂Ω−
ε .

∆T ausgesetzt ist. Die Struktur besitzt die Höhe h und die Breite 2b. Ein kar-
tesisches x, y, z-Koordinatensystem mit den entsprechenden Verschiebungen
ux, uy und uz wird so eingeführt, dass die x, y-Ebene die Laminatmittelebene
enthält und die Längsbelastung Px in x-Richtung zeigt. Gemäß den Erläute-
rungen in Abschnitt 3.1 sei angenommen, dass die durch die Lasteinleitung
induzierten lokalen Effekte in einem Bereich ausreichend weit von den Enden
abgeklungen und die sich einstellenden Verzerrungs- und Spannungsfelder
zwar dreidimensional, jedoch unabhängig von der Längskoordinate sind. Es
liegt somit ein generalisierter ebener Verzerrungszustand (GEVZ) vor. Die
Zugbelastung wird in der Modellierung des mittigen Gebiets durch eine
homogene axiale Dehnung ε0 dargestellt (vgl. Abbildung 4.1 rechts).

Verschiebungsfeld. Unter diesen Voraussetzungen lässt sich das schicht-
weise Verschiebungsfeld nach einem von Lekhnitskii (1963) und Hwu (2010)
beschriebenen Verfahren allgemein als

ux(x, y, z) = S11(Ay +Bz + C)x +ux(y, z) + ωyz − ωzy + ux0,

uy(x, y, z) = −S11
A

2 x
2 − κtxz +uy(y, z)− ωxz + ωzx+ uy0,

uz(x, y, z) = −S11
B

2 x
2 + κtxy +uz(y, z) + ωxy − ωyx+ uz0

(4.1)

darstellen, wobei S11 eine Komponente des Nachgiebigkeitstensors S ∈ R6x6

der jeweiligen Lage ist. Die Größen ux0, uy0, uz0 und ωx, ωy, ωz stehen für
die Starrkörpertranslationen und -rotationen der Struktur, A und B charak-
terisieren die Biegungen in der x, y- und der x, z-Ebene. C bezeichnet die
gleichmäßige Längsdehnung des Körpers und κt ist der Verdrehwinkel pro
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Längeneinheit um die x-Achse. Die drei Funktionen ux(y, z), uy(y, z) und
uz(y, z) sind unbekannte Komponenten der Verschiebungen, die gemäß den
Annahmen des GEVZs nicht von der Längskoordinate x abhängen.
Das Verschiebungsfeld (4.1) enthält zehn unbekannte Konstanten, die aus
den Rand- und Symmetriebedingungen des jeweiligen Randwertproblems
bestimmt werden müssen. Die vorliegende Studie konzentriert sich auf die Si-
tuation eines symmetrischen ausgeglichenen [±ϑ]s-Winkelverbunds bestehend
aus vier Schichten der Dicke t. Nach Pipes u. Pagano (1970) und Mittelstedt
u. Becker (2007a) erfüllt das Verschiebungsfeld in diesem Fall bestimmte Sym-
metriebedingungen. Bezüglich der Laminatmittelebene (x, y-Ebene) gilt

ux(y, z) = ux(y,−z),
uy(y, z) = uy(y,−z),
uz(y, z) = −uz(y,−z)

(4.2)

und in Bezug auf eine zur x, z-Ebene parallele Ebene mit y = b

ux(y + b, z) = −ux(−y + b, z),
uy(y + b, z) = −uy(−y + b, z),
uz(y + b, z) = uz(−y + b, z).

(4.3)

Die Auswertung dieser Eigenschaften führt auf die Konstanten A = B = κt =
ux0 = uy0 = uz0 = ωx = ωy = ωz = 0 (Wang u. Choi, 2020). Mit S11C = ε0
ergibt sich das Verschiebungsfeld in stark vereinfachter Form zu

ux(x, y, z) = ε0 x+ ux(y, z),
uy(x, y, z) = uy(y, z), (4.4)
uz(x, y, z) = uz(y, z),

wobei die axiale Dehnung ε0 aus einem mechanischen und einem thermischen
Anteil bestehen kann.

Randwertproblem. Im Folgenden wird die Voigt-Notation verwendet und
zur Vereinfachung der Darstellung ein neuer Differentialoperator L definiert:

L = Lx
∂

∂x
+ Ly

∂

∂y
+ Lz

∂

∂z
. (4.5)
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Hierbei gilt:

Lx =


1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , Ly =


0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , Lz =


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Somit kann das resultierende Randwertproblem in kompakter Form angegeben
werden:

LTC (Lu− α∆T ) = 0 in Ω, (4.6)(
LT
xnx + LT

y ny + LT
z nz
)
C (Lu− α∆T ) = 0 auf ∂Ω\∂Ωε, (4.7)

ux,x = ε0 auf ∂Ωε. (4.8)

Hierbei ist C ∈ R6×6 der linear-elastische Steifigkeitstensor in Voigt-Notation
und α ∈ R6×1 der als Spaltenvektor aufgeschriebenen Satz an thermischen
Ausdehnungskoeffizienten. Zu beachten ist, dass sich die Größen C und α
von Schicht zu Schicht unterscheiden und somit Funktionen der Koordinate
z sind. Der Rand der Struktur ∂Ω kann gemäß Abbildung 4.1 in zwei Teile
untergliedert werden: Während die äußere Dehnung ε0 auf die Oberfläche
∂Ωε = ∂Ω+

ε ∪ ∂Ω−ε wirkt, ist der verbleibende Teil des Randes (∂Ω\∂Ωε)
lastfrei. Die Größe n = [nx ny nz]T stellt den Einheitsnormalenvektor auf
der jeweiligen Oberfläche dar und die Verschiebungen sind mit u : R3 → R3

bezeichnet. Gleichung (4.6) entsteht durch Einsetzen des Materialgesetzes und
der kinematischen Grundgleichungen in die Gleichgewichtsbedingungen.

Modellreduktion. Die im Modell vorhandenen Symmetrien gemäß der Be-
dingungen (4.2) und (4.3) erlauben die Reduktion der betrachteten Struktur
auf ein zweischichtiges Viertelmodell der Breite b. Da die unbekannten Felder
ui(y, z) im Verschiebungsansatz des generalisierten ebenen Verzerrungszu-
stands nach Ansatz (4.4) unabhängig von der Längskoordinate sind, kann die
Geometrie zudem auf ein ebenes Modell in der y, z-Ebene zurückgeführt wer-
den. Die Reduktion der Modellgeometrie ist in Abbildung 4.2 dargestellt und
erlaubt eine effiziente Betrachtung des Randwertproblems (4.6). Die Rand-
bedingungen des Viertelmodells können aus den Symmetriebedingungen des
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Abbildung 4.2: Die Symmetrieeigenschaften und der generalisierte ebene Verzerrungs-
zustand erlauben, es die Struktur auf ein zweidimensionales Viertelmodell zu reduzieren.

ursprünglichen Modells abgeleitet werden. Bezüglich der Laminatmittelebene
(z = 0) gilt

ux,z(y, z = 0) = 0,
uy,z(y, z = 0) = 0,
uz(y, z = 0) = 0

(4.9)

und am rechten Rand bei y = b

ux(y = b, z) = 0,
uy(y = b, z) = 0,

uz,y(y = b, z) = 0.
(4.10)

Der linke Rand (y = 0) und die Oberfläche des Laminats bei z = 2t sind unbe-
lastet und spannungsfrei, wobei am Bimaterialpunkt – dort wo die Grenzfläche
zwischen den Schichten auf den freien Rand trifft (y = 0, z = t) – singuläre
interlaminare Spannungen auftreten. Zur Vereinfachung der Schreibweise
werden zwei lokale Koordinatensysteme in den Mittelebenen der Schichten
eingeführt. Das auf die y, z-Ebene reduzierte Modell inklusive der diskutierten
Randbedingungen ist in Abbildung 4.3 dargestellt und dient als Grundlage
für die weiteren Betrachtungen.

In den folgenden Abschnitten werden effiziente analytische Konzepte entwi-
ckelt, um die Spannungen und Verschiebungen in der Nähe der freien Ränder
von symmetrischen AWVs zu ermitteln. Wie in Abschnitt 3.2 ausgeführt
ist, existieren bereits Modelle zur analytischen Darstellung des Laminat-
Randeffekts. Bisher wurde keine exakte geschlossen-analytische Lösung des
Randwertproblems (4.6) gefunden (Mittelstedt u. Becker, 2007a), und auch
die hier vorgeschlagenen Verfahren liefern Näherungslösungen. Das Ziel der
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pot. Risspfad
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−ϑ
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+ϑ

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung des zweidimensionalen Viertelmodells.

Modellierung ist die Entwicklung eines maßgeschneiderten Berechnungswerk-
zeugs, das die zur Vorhersage von interlaminaren Versagen benötigten Daten
bereitstellt. Aus diesem Grund sind insbesondere die Verläufe entlang des
potentiellen Risspfades – also ausgehend vom freien Rand entlang der Grenz-
fläche zwischen zwei Schichten unterschiedlicher Orientierung – von Interesse.
Für den betrachteten Winkelverbund existieren in Randnähe drei stark über-
höhte interlaminare Spannungskomponenten, welche für die Entstehung einer
Delamination maßgeblich seien können: die Schubspannungen τxz und τyz,
sowie die Schälspannung σzz. Wie bereits in Abschnitt 3.1.1 beschrieben, ist
die Schubspannung τxz ca. zwei Ordnungen größer als die anderen beiden
Komponenten (Dölling, 2022, Martin et al., 2010). Da τyz zudem direkt am
Rand verschwindet und die Schälspannung σzz dort eine Druckspannung ist,
konzentrieren sich die folgenden Betrachtungen auf die Schubspannungen τxz.
Die Verschiebung uz ist in der betrachten Situation gemäß den Annahmen des
GEVZs unabhängig von der x-Koordinate, wodurch sich die kinematische Be-
ziehung für die ausschlaggebende transversale Schubverzerrung zu γxz = ux,z
vereinfacht. Somit ist die Verschiebung uz für die Vorhersage der Delami-
nation von untergeordneten Interesse und wird im Folgenden vernachlässigt
(Puppo u. Evensen, 1970, Herakovich et al., 1985).

In den folgenden Unterkapiteln werden drei verschiebungsbasierte Mehr-
schichtmodelle entwickelt, die sich in dem Grad der Ansatzfunktion unter-
scheiden: das grundlegendste Modell besitzt schubstarre Schichten, während
die fortgeschritteneren Konzepte auf der Schubdeformationstheorie erster
bzw. dritter Ordnung basieren.
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4.2 Konzept mit schubstarren Schichten

Verbundlaminate sind in den meisten technischen Anwendungen als flächige
Strukturen geringer Dicke (h � b, l) konzipiert. In einem ersten Konzept
werden die mechanischen Feldgrößen dementsprechend innerhalb einer Ein-
zelschicht als konstant über die Dicke modelliert.

4.2.1 Grundkonzept

Als Ausgangspunkt für die Überlegungen in diesem Abschnitt dient der folgen-
de Ausdruck für das Verschiebungsfeld der k-ten Laminatschicht (k = 1, 2):

u(k)
x (x, y, z) = ε0 x+ û(k)

x (y),

u(k)
y (x, y, z) = û(k)

y (y),

u(k)
z (x, y, z) = 0.

(4.11)

Die unbekannten Verschiebungen û(k)
i sind in den Mittelebenen der Schich-

ten definiert und in Dickenrichtung unveränderlich. Die Auswertung der
kinematischen Grundgleichungen (2.6) ergibt[

εx
εy
γxy

](k)

=

[
ε0
ûy,y
ûx,y

](k)

. (4.12)

für die ebenen Verzerrungen, während die transversalen Schubdeformationen
verschwinden: γyz = γxz = 0. Die ebenen Spannungen lassen sich anschließend
aus der Konstitutivgesetz der Einzelschicht (2.25) ermitteln.

Der in Dickenrichtung schichtweise konstante Ansatz (4.11) führt im Allgemei-
nen zu an den Grenzflächen diskontinuierlichen Verschiebungen und ist nicht
in der Lage die Verwölbung des Laminats zu reproduzieren. Insbesondere die
transversale Schubverzerrung γxz, die für Modellierung des Randeffekts in
symmetrischen Winkelverbunden wesentlich ist (Wang u. Crossman, 1977b),
verschwindet.
Um dieses Problem zu umgehen, wird eine virtuelle Grenzschicht der Dicke t
zwischen den Mittelebenen der unidirektionalen Laminatlagen eingeführt, in-
nerhalb der die transversalen Schubverzerrungen auf Basis einer vereinfachten
Kinematik modelliert werden. Abbildung 4.4 zeigt eine schematische Skizze
des resultierenden Modells, das im Folgenden in Anlehnung an die general
sandwich-type-Ansätze der Klebschichtmodellierung (Bigwood u. Crocombe,
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Abbildung 4.4: Schematische Darstellung des Sandwich-Modells für den Laminat-
Randeffekt. Die Grenzschicht („a“) ist der eigentlichen Struktur überlagert.

1989, Stein, 2018) als Sandwich-Modell (SW) bezeichnet wird. Die virtuelle
Grenzschicht, die mit dem hochgestellten Index (a) bezeichnet ist, wird der
eigentlichen Struktur überlagert, so dass die Höhen der Einzelschichten (t)
und des Viertelmodells (2t) unverändert bleiben.

Modellierung der Grenzschicht. Die virtuelle Grenzschicht ist nach
dem weak-interface-Ansatz konzipiert. Gemäß dieses Modellierungsansatzes
(Hashin, 2002, Benveniste u. Miloh, 2001, Lenci, 2001) dürfen die Verschiebun-
gen, d. h. im vorliegenden Fall ux und uy, an der Grenzfläche Unstetigkeiten
aufweisen und die Dehnungen in der virtuellen Schicht werden als konstant
in Dickenrichtung angenommen. Daher können die transversalen Schubde-
formationen direkt durch die Verschiebungen der Laminatlagen ausgedrückt
werden: [

γyz
γxz

](a)

= 1
t

[
û

(1)
y − û(2)

y

û
(1)
x − û(2)

x

]
. (4.13)

Das konstitutive Verhalten der Grenzschicht wird durch eine kontinuierliche
Verteilung linearer Federn in die tangentialen Richtungen modelliert, wobei die
Spannungen einem orthotropen Materialgesetz folgen. Für die interlaminaren
Schubspannungen wird die Beziehung[

τyz
τxz

](a)

=
[
C44 0

0 C55

](a) [
γyz
γxz

](a)

(4.14)

postuliert, wobei die Schubsteifigkeiten C(a)
ij der Grenzschicht aus denen der

beiden Laminatlagen gemittelt werden. Es folgt: C(a)
44 = C

(+ϑ)
44 = C

(−ϑ)
44 ,

C
(a)
55 = C

(+ϑ)
55 = C

(−ϑ)
55 und C(a)

45 = 0.
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τ
(a)
yz

τ
(a)
yz

σ
(1)
y

τ
(1)
xy

σ
(2)
y

τ
(2)
xy

τ
(2)
xy + dτ (2)

xy

σ
(2)
y + dσ(2)

y

dy

τ
(a)
xz

τ
(a)
xz

τ
(1)
xy + dτ (1)
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σ
(1)
y + dσ(1)

y
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z

y

Abbildung 4.5: Freikörperbild eines infinitesimalen Streifens (Breite dy) des Sandwich-
Modells.

System gewöhnlicher Differentialgleichungen. An einem freigeschnit-
tenen infinitesimalen Streifen der Breite dy werden die Gleichgewichtsbe-
dingungen schichtweise ausgewertet. Für das in Abbildung 4.5 dargestellte
Element ergeben sich die folgenden vier Beziehungen:

τ (1)
xy,yt− τ (a)

xz = 0,

σ(1)
yy,yt− τ (a)

yz = 0,

τ (2)
xy,yt+ τ (a)

xz = 0,

σ(2)
yy,yt+ τ (a)

yz = 0.

(4.15)

Das Einsetzen der Materialgesetze und der kinematischen Beziehungen der
Laminatschichten (2.25, 4.12) und der Grenzschicht (4.13, 4.14) in die Gleich-
gewichtsbedingungen führt auf ein System aus vier homogenen gewöhnlichen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das
System lässt sich mithilfe der Systemmatrizen T1,T2 ∈ R4×4 und dem Vektor
der unbekannten Verschiebungen

Ψ =
[
û

(1)
x û

(1)
y û

(2)
x û

(2)
y

]T (4.16)

kompakt angeben:
T 1Ψ,yy + T2Ψ = 0. (4.17)
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Die Randbedingungen am spannungsfreien Rand (y = 0) und in der Symme-
trieebene (y = b) vervollständigen das zu lösende Randwertproblem:

σ(1)
yy (y = 0) = 0, û(1)

y (y = b) = 0,

σ(2)
yy (y = 0) = 0, û(2)

y (y = b) = 0,

τ (1)
xy (y = 0) = 0, û(1)

x (y = b) = 0,

τ (2)
xy (y = 0) = 0, û(2)

x (y = b) = 0.

(4.18)

Die äußeren Lasten (ε0 bzw. ∆T ) werden dabei über die Randbedingungen
berücksichtigt.

4.2.2 Lösung des Differentialgleichungssystems

Um eine allgemeine Lösung des Systems (4.17) zu bestimmen, wird zunächst
ein Hilfsvektor

Φ =
[
Ψ Ψ,y

]T (4.19)
definiert, mit dessen Hilfe das System zweiter Ordnung in ein System erster
Ordnung überführt werden kann:

Φ,y = TΦ mit T =
[

0 I
−T−1

1 T2 0

]
∈ R8×8. (4.20)

Hierbei ist I ∈ R4×4 die Einheitsmatrix.

Rückführung auf Eigenwertproblem. Das System gewöhnlicher Dif-
ferentialgleichungen (4.20) für die unbekannten Verschiebungen und ihre
Ableitungen lässt sich mithilfe des Ansatzes

Φ = veλy (4.21)

effizient lösen, wobei v ein Eigenvektor der Systemmatrix T und λ der
zugehörige Eigenwert ist. Zu jedem der Eigenwerte λi, i ∈ {1, ..., 8}, existiert
eine linear unabhängige Vektorlösung χi des Systems (4.20). Im Allgemeinen
können die Eigenwerte je nach betrachteter Struktursituation entweder null,
real oder komplex sein (Weißgraeber et al., 2014, Stein, 2018).

Im vorliegenden Fall gibt es vier Null-Eigenwerte λi = 0, aber nur zwei
zugehörige linear unabhängige Eigenvektoren vi. Aus diesen ergeben sich
gemäß des Ansatzes (4.21) zwei Lösungsvektoren:

χi = vi mit i = 1, 2 , (4.22)

56



4.2 Konzept mit schubstarren Schichten

wobei es sich um Starrkörperbewegungen, hier speziell um Verschiebungen in
x- bzw. y-Richtung, handelt. Falls, wie im vorliegenden Fall, die geometrische
Vielfachheit einer Nullstelle geringer ist als die algebraische Vielfachheit, so
lassen sich zusätzlich zu den Eigenvektoren linear unabhängige Hauptvektoren
höherer Ordnung bestimmen, so dass zu einem n-fachen Eigenwert auch n
linear unabhängige Lösungsvektoren konstruiert werden können. Nach Merz
u. Knabner (2017) erfüllen die Hauptvektoren v(k) der Stufe k zum Eigenwert
λ folgende Bestimmungsgleichung:

(T − λI)kv(k) = 0 ∧ (T − λI)k−1v(k) 6= 0 . (4.23)

Man beachte, dass die geläufigen Eigenvektoren genau den Hauptvektoren
erster Stufe entsprechen. Für das betrachtete System können für den vier-
fachen Nulleigenwert neben den beiden Eigenvektoren zwei Hauptvektoren
zweiter Stufe gefunden werden. Aus den Hauptvektoren vi der Stufe k lassen
sich die Lösungsanteile

χi(y) = eλy
k−1∑
n=0

1
n! (T − λiI)nviyn mit i = 3, 4 (4.24)

konstruieren. Die Lösungen zu den Hauptvektoren zweiter Ordnung entspre-
chen für die betrachtete Struktursituation einer Dehnung in y-Richtung und
einer Drehung um die z-Achse.

Reelle Eigenwerte treten in Paaren von betragsgleichen positiven und ne-
gativen Zahlen λR = ±a, a ∈ R, auf und besitzen die linear unabhängigen
Eigenvektoren v+

R und v
−
R . Die Lösungen zu den reellen Eigenwerten sind

gemäß des Ansatzes (4.21) als Exponentialfunktionen gegeben:

χR = {v+
R e

ay, v−R e
−ay}. (4.25)

Je nach Vorzeichen des Eigenwerts handelt es sich um abklingende oder
ansteigende Lösungsanteile, wobei in der betrachteten Struktursituation mit
einer Singularität bei y = 0 nur die abklingenden Anteile von Bedeutung
sind. Im vorliegenden Fall gibt es zwei Paare von betragsgleichen reellen
Eigenwerten und somit vier zugehörige linear unabhängige Vektorlösungen
χ5, χ6, χ7 und χ8.

Allgemeine Lösung. Die Gesamtheit der acht linear unabhängigen Lö-
sungsvektoren bildet das sogenannte Fundamentalsystem

X =
[
χ1 χ2 ... χ8

]
(4.26)
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und die allgemeine Lösung Φ ergibt sich aus der Linearkombination aller
möglichen speziellen Lösungen:

Φ(x, y) =
8∑
i=1

Ciχi , (4.27)

wobei die unbekannten Koeffizienten Ci aus den Randbedingungen des Sys-
tems (4.18) bestimmt werden.

Es lässt sich zusammenfassen, dass das Sandwich-Modell mit den Verschie-
bungen û

(k)
i (i = x, y, k = 1, 2) vier Unbekannte besitzt und in einem

lagenweise konstanten Verschiebungsfeld resultiert, das an der Schichtgrenze
einen Sprung aufweist. Die interlaminaren Schubspannungen ergeben sich aus
diesem Verschiebungssprung auf Basis der speziellen Grenzschicht-Kinematik
(4.13) und dem linear-elastischen Materialgesetz (4.14).

4.3 Konzept mittels der Schubdeformationstheorie
erster Ordnung

Um die Verwölbung der Struktur abbilden zu können, ohne eine virtuelle
Zwischenschicht einzuführen, wird in den folgenden beiden Konzepten die
Abhängigkeit der Verschiebung ux von der Dickenkoordinate z direkt im
Verschiebungsansatz berücksichtigt. Grundlage der folgenden Betrachtun-
gen ist wieder der in Abbildung 4.3 dargestellte Querschnitt des Laminat-
Viertelmodells in der y, z-Ebene.

4.3.1 Grundkonzept

In diesem Abschnitt wird gemäß der in Abschnitt 2.2.2 eingeführten Schub-
deformationstheorie erster Ordnung das Verschiebungsfeld der k-ten Lami-
natschicht (k = 1, 2) als Polynom ersten Grades der Dickenkoordinate z
formuliert:

u(k)
x (x, y, z) = ε0x+ û(k)

x (y) + z(k)ψ(k)
x (y),

u(k)
y (x, y, z) = û(k)

y (y) + z(k)ψ(k)
y (y),

u(k)
z (x, y, z) = 0.

(4.28)

Die unbekannten Funktionen û(k)
i und ψ(k)

i entsprechen den Verschiebungen
der Schichtmittelebene bzw. den Verdrehwinkeln der Normalen und hängen
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nur von der Koordinate y ab. Die Auswertung der kinematischen Beziehungen
(2.6) ergibt die ebenen Verzerrungskomponenten als lineare Funktion von z:[

εx
εy
γxy

](k)

=

[
ε0
ûy,y
ûx,y

]
︸ ︷︷ ︸
ε0

(k)

+ z(k)

[ 0
ψy,y
ψx,y

]
︸ ︷︷ ︸

ε1

(k)

, (4.29)

während die transversalen Schubdeformationen lagenweise konstant sind:[
γyz
γxz

](k)

=
[
ψy
ψx

]
︸ ︷︷ ︸
γ0

(k)

. (4.30)

Die Spannungen und Schnittgrößen können gemäß der im Grundlagenteil
eingeführten konstitutiven Beziehungen (2.29, 2.31, 2.37, 2.39) ermittelt
werden. Das Modell erster Ordnung erlaubt gemäß des Ansatzes (4.28) eine
lineare Variation der Verschiebungen u(k)

x und u(k)
y über die Schichtdicke. Die

Übergangsbedingungen

u(1)
x (z(1) = −t/2) = u(2)

x (z(2) = +t/2)

u(1)
y (z(1) = −t/2) = u(2)

y (z(2) = +t/2),
(4.31)

gewährleisten dabei die Stetigkeit der Verschiebungen zwischen den Laminat-
lagen. Das ermöglicht es, die Verdrehwinkel der Normalen der Mittelebene
der -ϑ–Schicht in Abhängigkeit der übrigen kinematischen Größen auszu-
drücken: [

ψ
(2)
x

ψ
(2)
y

]
=

2/t
(
û

(1)
x − û(2)

x

)
− ψ(1)

x

2/t
(
û

(1)
y − û(2)

y

)
− ψ(1)

y

 , (4.32)

was die Anzahl der Freiheitsgrade des Modells von acht auf sechs reduziert.

4.3.2 Variationsproblem

Für das vorgestellte Modell ist es zweckmäßig, sich zur Gewinnung der Dif-
ferentialgleichungen eines energiebasierten Variationsprinzips zu bedienen,
da eine Herleitung auf Basis der Formulierung von Gleichgewichtsbedingun-
gen in diesem Fall nicht eindeutig ist (Mittelstedt, 2017). Das Prinzip vom
Stationärwert des Gesamtpotentials (2.20) liefert eindeutig die sechs Differen-
tialgleichungen samt der zwölf Randbedingungen, die zur Bestimmung der
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unbekannten kinematischen Größen nötig sind. Da im vorliegenden Fall keine
Spannungsrandbedingungen und Volumenlasten existieren, verschwindet das
äußere Potential: Πa = 0. Die Anwendung des Verfahrens vereinfacht sich
somit zur Forderung, dass die Variation des inneren Potentials verschwindet:

δΠ = δΠi = δ
(
Πi,(1) + Πi,(2)) = 0, (4.33)

wobei das innere Potential der k-ten Schicht auf Basis der Schnittgrößen
angegeben werden kann:

Πi,(k) = l

2

ˆ b

0

{
N (k)T

(
ε

(k)
0 − ε(k)

T

)
+M (k)T

ε
(k)
1 +Q(k)T

γ
(k)
0

}
dy. (4.34)

Hierbei ist εT = ∆T [αxx αyy αxy]T der Vektor der ebenen thermischen
Verzerrungen, die Größen ε0, ε1 bzw. γ0 enthalten Verzerrungsanteile gemäß
den Gleichungen (4.29, 4.30) und die Länge l ist in der gewählten ebenen
Betrachtung beliebig.

Differentialgleichungssystem. Die Anwendung des Variationsverfahrens
liefert nach Ausführung der partiellen Integration und Einsetzen der kinema-
tischen und konstitutiven Beziehungen (4.29, 4.30, 2.31, 2.39) ein System von
sechs gekoppelten, homogenen Differentialgleichungen:

N (1)
xy,y + 2

t
(M (2)

xy,y −Q(2)
x ) = 0,

N (2)
xy,y −

2
t

(M (2)
xy,y −Q(2)

x ) = 0,

N (1)
yy,y + 2

t
(M (2)

yy,y −Q(2)
y ) = 0,

N (2)
yy,y −

2
t

(M (2)
yy,y −Q(2)

y ) = 0,

M (1)
xy,y −M (2)

xy,y = Q(1)
x −Q(2)

x ,

M (1)
yy,y −M (2)

yy,y = Q(1)
y −Q(2)

y .

(4.35)
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Die Randbedingungen am spannungsfreien Rand (y = 0) und in der Symme-
trieebene (y = b) vervollständigen das zu lösende Randwertproblem:

N (1)
xy (y = 0) + 2/tM (2)

xy (y = 0) = 0, û(1)
x (y = b) = 0,

N (1)
yy (y = 0) + 2/tM (2)

yy (y = 0) = 0, û(2)
x (y = b) = 0,

N (2)
xy (y = 0)− 2/tM (2)

xy (y = 0) = 0, û(1)
y (y = b) = 0,

N (2)
yy (y = 0)− 2/tM (2)

yy (y = 0) = 0, û(2)
y (y = b) = 0,

M (1)
xy (y = 0) +M (2)

xy (y = 0) = 0, ψ(1)
x (y = b) = 0,

M (1)
yy (y = 0) +M (2)

yy (y = 0) = 0, ψ(1)
y (y = b) = 0.

(4.36)

Die äußeren Lasten (ε0 bzw. ∆T ) werden über die dynamischen Randbedin-
gungen im System berücksichtigt.

Lösung des Systems. Werden die Schnittkräfte durch die zugrunde liegen-
den Verschiebungen ausgedrückt, können die Differentialgleichungen (4.35) in
Matrixschreibweise kompakt als System zweiter Ordnung

T1Ψ,yy + T2Ψ = 0 (4.37)

mit den Systemmatrizen T1,T2 ∈ R6×6 und dem Vektor der Unbekannten

Ψ = Ψ ∈ R6×1 =
[
û

(1)
x , û

(1)
y , û

(2)
x , û

(2)
y , ψ

(1)
x , ψ

(1)
y

]T (4.38)

angeben werden. Analog zu der in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Vorgehens-
weise kann das Differentialgleichungssystem auf ein System erster Ordnung
reduziert und mithilfe des Exponentialansatzes (4.21) auf ein Eigenwert-
problem zurückgeführt werden. Die allgemeine Lösung für die unbekannten
kinematischen Größen ergibt sich gemäß Gleichung (4.27) als Linearkom-
bination aller möglichen speziellen Lösungen. Die Verdrehwinkel ψ(2)

x und
ψ

(2)
y der Schicht 2 werden anschließend mithilfe der Substitutionsbeziehung

(4.32) bestimmt.

Von besonderem Interesse für die Vorhersage des interlaminaren Versagens
ist der Verlauf der transversalen Schubspannung τxz. Das Modell erster
Ordnung bildet den Verlauf der Verschiebungen linear über die Dicke ab und
resultiert somit in lagenweisen konstanten transversalen Schubverzerrungen
und -spannungen, wodurch im Allgemeinen weder die Spannungsfreiheit des
freien Rand bei z = 2t noch die Stetigkeit an den Schichtgrenzen gewährleistet
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ist. Abhilfe schafft die Bestimmung der interlaminaren Schubspannungen aus
der Integration der lokalen Gleichgewichtsbedingungen:[

τyz(z)
τxz(z)

]
=
ˆ 2t

z

[
σyy,y(z)
τxy,y(z)

]
dz, (4.39)

was im vorliegenden Fall zu einem quadratischen Verhalten von τxz in Dicken-
richtung führt. Allerdings steht der so ermittelten Schubspannungsverlauf im
Widerspruch zu dem im Modell verwendeten Konstitutivgesetz (2.37) und ist
somit nicht mehr exakt im Sinne der Elastizitätstheorie.

Es lässt sich zusammenfassen, dass das Modell erster Ordnung sechs Unbe-
kannte besitzt (u(k)

i , ψ
(1)
i ) und in der Lage ist, ein lineares Verschiebungsfeld

und eine schichtweise konstante Schubverzerrung zu reproduzieren. Die Stetig-
keit der Verschiebungen an der Schichtgrenze wird bereits im Variationsansatz
berücksichtigt, während die Rand- und Übergangsbedingungen an die trans-
versalen Schubspannungen erst in der Spannungsnachrechnung zur Geltung
kommen. Insbesondere bei dickeren oder schubweicheren Laminaten kann es
aufgrund der Annahme lagenweiser konstanter Schubverzerrungen zu größeren
Ungenauigkeiten kommen.

4.4 Konzept mittels der Schubdeformationstheorie
dritter Ordnung

Mit dem Ziel die Rand- und Übergangsbedingungen realitätsgetreuer berück-
sichtigen und die Deformation der Struktur detaillierter abbilden zu können,
wird ein Verschiebungsansatz dritter Ordnung implementiert.

4.4.1 Grundkonzept

Um die Verwölbungsform des symmetrischen ausgeglichenen Winkelverbunds
möglichst exakt und zugleich effizient zu modellieren, eignet sich ein Ansatz
nach der Schubdeformationstheorie dritter Ordnung (vgl. Abschnitt 2.2.2).
Die Verschiebungen der k-ten Einzelschicht ergeben sich zu:

u(k)
x (x, y, z) = ε0x+ û(k)

x (y)+ z(k)ψ(k)
x (y)+ z(k)2

θ(k)
x (y)+ z(k)3

λ(k)
x (y),

u(k)
y (x, y, z) = û(k)

y (y)+ z(k)ψ(k)
y (y)+ z(k)2

θ(k)
y (y)+ z(k)3

λ(k)
y (y),

u(k)
z (x, y, z) = 0.

(4.40)
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Wie im vorangegangen Modell stehen die unbekannten Funktionen û(k)
i und

ψ
(k)
i für die Verschiebungen der Schichtmittelebenen bzw. die Verdrehwinkel

der Normalen der Mittelebene. Zusätzlich kommen in der Theorie dritter
Ordnung die Freiheitsgrade höherer Ordnung θ(k)

i und λ(k)
i hinzu. Die Aus-

wertung der kinematischen Beziehungen (2.6) resultiert in einer Darstellung
der ebenen Verzerrungskomponenten als Polynom dritten Grades von z:[

εx
εy
γxy

](k)

=

[
ε0
ûy,y
ûx,y

]
︸ ︷︷ ︸
ε0

(k)

+ z(k)

[ 0
ψy,y
ψx,y

]
︸ ︷︷ ︸

ε1

(k)

+ z(k)2

[ 0
θy,y
θx,y

]
︸ ︷︷ ︸
ε2

(k)

+ z(k)3

[ 0
λy,y
λx,y

]
︸ ︷︷ ︸
ε3

(k)

.

(4.41)

Die transversalen Schubverzerrungen[
γyz
γxz

](k)

=
[
ψy
ψx

]
︸ ︷︷ ︸
γ0

(k)

+ z(k)2
[
θy
θx

]
︸ ︷︷ ︸
γ1

(k)

+ z(k)2
3
[
λy
λx

]
︸ ︷︷ ︸
γ2

(k)

(4.42)

und demzufolge auch die interlaminaren Schubspannungen τxz und τyz, zeigen
eine quadratische Abhängigkeit von der Dickenkoordinate. Somit besteht die
Möglichkeit, mehr Rand- und Übergangsbedingungen zu berücksichtigen als
in der Theorie erster Ordnung. Neben der Stetigkeit der Verschiebungen
kann nun auch die Stetigkeit der interlaminaren Schubspannungen an den
Schichtgrenzen und die Spannungsfreiheit der freien Oberfläche gefordert
werden:

τ (1)
yz (z(1) = −t/2) = τ (2)

yz (z(2) = +t/2),

τ (1)
xz (z(1) = −t/2) = τ (2)

xz (z(2) = +t/2),

τ (1)
yz (z(1) = +t/2) = 0,

τ (1)
xz (z(1) = +t/2) = 0,

τ (2)
yz (z(2) = −t/2) = 0,

τ (2)
xz (z(2) = −t/2) = 0.

(4.43)

Zusammen mit den kinematischen Übergangsbedingungen (4.31) ist es da-
durch möglich, die Freiheitsgrade höherer Ordnung θ(k)

i und λ(k)
i auf Verschie-
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bungen der Schichtmittelflächen û(k)
i und die Verdrehwinkel der Normalen

ψ
(k)
i zurückzuführen:

λ
(1)
x

λ
(1)
y

λ
(2)
x

λ
(2)
y

 = − 4
3t2


ψ

(1)
x + tθ

(1)
x

ψ
(1)
y + tθ

(1)
y

ψ
(2)
x − tθ(2)

x

ψ
(2)
y − tθ(2)

y

 , (4.44)


θ

(1)
x

θ
(1)
y

θ
(2)
x

θ
(2)
y

 = 2
5t2


Aθ + C45

C55
Bθ

−Bθ − C45
C44

Aθ

−Aθ + C45
C55

Bθ

Bθ − C45
C44

Aθ

 ,

mit Aθ = −3û(1)
x + 3û(2)

x + tψ(1)
x + tψ(2)

x ,

Bθ = +3û(1)
y − 3û(2)

y − tψ(1)
y − tψ(2)

y ,

Cij = C
(1)
ij .

(4.45)

Somit besitzt das Modell dritter Ordnung nach Auswertung der Rand- und
Übergangsbedingungen in Dickenrichtung noch die acht Unbekannten û(k)

i und
ψ

(k)
i , i, k ∈ {1, 2}. Zudem ist aus der Substitutionsvorschrift (4.45) erkennbar,

dass sich die vier unbekannten Größen θ(k)
i aus lediglich zwei unabhängigen

Funktionen Aθ(û(1)
x , û

(2)
x , ψ

(1)
x , ψ

(2)
x ) und Bθ(û(1)

y , û
(2)
y , ψ

(1)
y , ψ

(2)
y ) bestimmen

lassen.

4.4.2 Variationsproblem

Wie im Modell erster Ordnung ist es auch in diesem Fall zweckmäßig die
Differentialgleichungen und die zugehörigen Randbedingungen mittels des
Prinzips vom Stationärwert des Gesamtpotentials (4.33) zu bestimmen. Das
innere Potential der Schicht k in der Theorie dritter Ordnung ist gegeben
durch

Πi,(k) = l

2

ˆ b

0

{
N (k)T

(
ε

(k)
0 − ε(k)

T

)
+

M (k)T

ε
(k)
1 +O(k)T

ε
(k)
2 + P (k)T

ε
(k)
3 +

Q(k)T

γ
(k)
0 + S(k)T

γ
(k)
1 +R(k)T

γ
(k)
2

}
dy.

(4.46)
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Hierbei ist εT = ∆T [αxx αyy αxy]T der als Spaltenvektor dargestellte Satz an
thermischen Dehnungen, ε0, ε1, ε2, ε3 bzw. γ0,γ1,γ2 enthalten Verzerrungsan-
teile gemäß der Gleichungen (4.41, 4.42) und die Länge l ist in der gewählten
ebenen Betrachtung beliebig. Da bei dem betrachteten Randwertproblem kein
äußeres Potential vorhanden ist (Πa = 0), ergibt sich das Gesamtpotential
als Π = Πi,(1) + Πi,(2).

Differentialgleichungssystem. Die Auswertung der Variationsvorschrift
δΠ = 0 führt zu einem System von acht homogenen gewöhnlichen Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung:

N (1)
xy,y − 3c2(O(1)

xy,y −O(2)
xy,y) + 6c3(P (1)

xy,y + P (2)
xy,y)

+ d1(Q(1)
x +Q(2)

x )− d2(R(1)
x +R(2)

x ) = 0,

N (1)
yy,y − 3c2(O(1)

yy,y −O(2)
yy,y) + 6c3(P (1)

yy,y + P (2)
yy,y)

+ d1(Q(1)
y +Q(2)

y )− d2(R(1)
y +R(2)

y ) = 0,

N (2)
xy,y + 3c2(O(1)

xy,y −O(2)
xy,y)− 6c3(P (1)

xy,y + P (2)
xy,y

− d1(Q(1)
x +Q(2)

x ) + d2(R(1)
x +R(2)

x ) = 0,

N (2)
yy,y + 3c2(O(1)

yy,y −O(2)
yy,y)− 6c3(P (1)

yy,y + P (2)
yy,y)

− d1(Q(1)
y +Q(2)

y ) + d2(R(1)
y +R(2)

y ) = 0,

M (1)
xy,y + c2t(O(1)

xy,y−O(2)
xy,y)− c3t(7P (1)

xy,y + 2P (2)
xy,y)

− d3(9Q(1)
x −Q(2)

x )− d4(12S(1)
x − 7S(2)

x ) = 0,

M (1)
yy,y + c2t(O(1)

yy,y −O(2)
yy,y)− c3t(7P (1)

yy,y + 2P (2)
yy,y)

− d3(9Q(1)
y −Q(2)

y )− d4(12S(1)
y − 7S(2)

y ) = 0,

M (2)
xy,y + c2t(O(1)

xy,y−O(2)
xy,y)− c3t(2P (1)

xy,y + 7P (2)
xy,y)

+ d3(Q(1)
x − 9Q(2)

x )− d4(7S(1)
x − 12S(2)

x ) = 0,

M (2)
yy,y + c2t(O(1)

yy,y −O(2)
yy,y)− c3t(2P (1)

yy,y + 7P (2)
yy,y)

+ d3(Q(1)
y −Q(2)

y )− d4(7S(1)
y − 12S(2)

y ) = 0,

(4.47)

wobei die verwendeten Konstanten durch

c2 = 2
5t2 , c3 = 4

15t3 ,

d1 = 3
5t , d2 = 84

5t3 , d3 = 2
25 , d4 = 4

25t

(4.48)

gegeben sind.
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Die zugehörigen Randbedingungen am freien Rand (y = 0)

N (1)
xy − 3c2(O(1)

xy −O(2)
xy ) + 6c3(P (1)

xy + P (2)
xy ) = 0,

N (1)
yy − 3c2(O(1)

yy −O(2)
yy ) + 6c3(P (1)

yy + P (2)
yy ) = 0,

N (2)
xy + 3c2(O(1)

xy −O(2)
xy )− 6c3(P (1)

xy + P (2)
xy ) = 0,

N (2)
yy + 3c2(O(1)

yy −O(2)
yy )− 6c3(P (1)

yy + P (2)
yy ) = 0,

M (1)
xy + c2t(O(1)

xy −O(2)
xy )− c3t(7P (1)

xy + 2P (2)
xy ) = 0,

M (1)
yy + c2t(O(1)

yy −O(2)
yy )− c3t(7P (1)

yy + 2P (2)
yy ) = 0,

M (2)
xy + c2t(O(1)

xy −O(2)
xy )− c3t(2P (1)

xy + 7P (2)
xy ) = 0,

M (2)
yy + c2t(O(1)

yy −O(2)
yy )− c3t(2P (1)

yy + 7P (2)
yy ) = 0

(4.49)

und in der Symmetrieebene (y = b)

û(1)
x (y = b) = 0, ψ(1)

x (y = b) = 0,

û(1)
y (y = b) = 0, ψ(1)

y (y = b) = 0,

û(2)
x (y = b) = 0, ψ(2)

x (y = b) = 0,

û(2)
y (y = b) = 0, ψ(2)

y (y = b) = 0

(4.50)

folgen ebenfalls eindeutig aus der Auswertung des Prinzips vom Minimum des
Gesamtpotentials (4.33). Über die Randbedingungen finden auch die äußeren
Lasten ε0 bzw. ∆T Eingang in das Randwertproblem.

Lösung des Systems. Werden die Schnittkräfte durch die zugrunde lie-
genden Verschiebungen ausgedrückt, können die Differentialgleichungen (4.47)
in Matrixschreibweise kompakt als System zweiter Ordnung

T1Ψ,yy + T2Ψ = 0, (4.51)

mit den Systemmatrizen T1,T2 ∈ R8×8 und dem Vektor der Unbekannten

Ψ = Ψ ∈ R8×1 =
[
û

(1)
x , û

(1)
y , û

(2)
x , û

(2)
y , ψ

(1)
x , ψ

(1)
y , ψ

(2)
x , ψ

(2)
y

]T (4.52)

angeben werden.
Analog zu der in Unterabschnitt 4.2.2 beschriebenen Vorgehensweise kann das
Differentialgleichungssystem auf ein System erster Ordnung reduziert und mit-
hilfe des Exponentialansatzes (4.21) auf ein Eigenwertproblem zurückgeführt
werden. Die allgemeine Lösung für die unbekannten kinematischen Größen
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ergibt sich gemäß Gleichung (4.27) als Linearkombination aller möglichen
speziellen Lösungen.
Die zuvor mittels der Rand- und Übergangsbedingungen eliminierten Größen
θ

(k)
i und λ(k)

i werden anschließend mithilfe der Substitutionsvorschrift (4.44)
ermittelt. Von besonderen Interesse für die Vorhersage des interlaminaren
Versagens im folgenden Kapitel 5 ist der Verlauf der interlaminaren Schub-
spannung. Diese wird wie im Modell erster Ordnung gemäß Gleichung (4.39)
aus der Integration der lokalen Gleichgewichtsbedingungen bestimmt.

Das Modell dritter Ordnung besitzt acht Unbekannte (u(k)
i , ψ

(k)
i ) und ist in

der Lage einen kubischen Verlauf der Verschiebungen und ein quadratisches
Verhalten der transversalen Schubverzerrungen über die Schichtdicke wieder-
zugeben. Die Stetigkeit der Verschiebungen an der Schichtgrenze wird ebenso
bereits im Variationsansatz berücksichtigt wie die Rand- und Übergangsbe-
dingungen für die interlaminaren Schubspannungen an den Schichtgrenzen
und der freien Oberfläche des Laminats.

4.4.3 Modellierung der gerissenen Struktur

Zur Untersuchung potentieller Randdelaminationen mithilfe der Finiten
Bruchmechanik ist neben der interlaminaren Schubspannung auch die Ener-
giefreisetzung eines potentiellen Risses von Interesse (vgl. Abschnitt 2.3.3).
Um diese zu bestimmen, müssen in einem ersten Schritt die Deformation der
gerissenen Struktur und insbesondere die Verschiebungen der entstandenen
Rissflanken ermittelt werden.

Grundkonzept. Hierzu wird das bekannte Laminatviertelmodell mit ei-
nem interlaminaren Riss der Länge ∆a versehen. Das resultierende Modell
ist in Abbildung 4.6 dargestellt, wobei die Rissöffnung sich nicht wie gezeigt
normal zu den Rissflanken einstellen wird, sondern fast ausschließlich tan-
gential in x-Richtung stattfindet (Rissöffnungsmodus III). Das Modell wird
zur mathematischen Beschreibung in einen gerissenen Teilbereich A und
einen ungerissenen Bereich B untergliedert. Alle Größen der entsprechenden
Bereiche sind mit einem hochgestellten A bzw. B gekennzeichnet.

Der ungerissene Teilbereich B (∆a ≤ y ≤ b) wird, abgesehen von seiner
Länge und den Übergangsbedingungen bei y = ∆a, entsprechend des Modells
der ungerissenen Struktur (Abschnitt 4.4.1) behandelt. Es gelten weiterhin
die Rand- und Übergangsbedingungen (4.43) und folglich lassen sich die
kinematischen Größen θ(k,B)

i und λ(k,B)
i gemäß der Substitutionsvorschrift
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∆T

y

z

t

t

1

2

A Bτ
(1)
iz = 0

∆a
b

τ
(2)
iz = 0

τ
(k)
iz = 0

τ
(1)
iz = τ

(2)
iz , u

(1)
i = u

(2)
i

x, ε0

τ
(1)
iz = τ

(2)
iz , u

(1)
i = u

(2)
i

Abbildung 4.6: Schematische Darstellung der gerissenen Struktur.

(4.44) auf die Verschiebungen der Mittelflächen û(k,B)
i und die Verkippungen

der Normalen ψ(k,B)
i zurückführen.

Im Teilbereich A hingegen verschwinden die interlaminaren Schubspannungen
auf den Rissflanken:

τ (1,A)
yz (z(1) = −t/2) = 0,

τ (1,A)
xz (z(1) = −t/2) = 0,

τ (2,A)
yz (z(2) = +t/2) = 0,

τ (2,A)
xz (z(2) = +t/2) = 0.

(4.53)

Weiterhin Gültigkeit hat die Spannungsfreiheit der Modellober- und Unterseite
gemäß der dritten bis sechsten Beziehung von (4.43).
Auch hier können die Freiheitsgrade höherer Ordnung θ(k,A)

i und λ(k,A)
i auf

Verschiebungen der Schichtmittelflächen û(k,A)
i und die Verdrehwinkel der

Normalen ψ(k,A)
i zurückgeführt werden:

θ
(1,A)
x

θ
(1,A)
y

θ
(2,A)
x

θ
(2,A)
y

 =

0
0
0
0

 ,

λ

(1,A)
x

λ
(1,A)
y

λ
(2,A)
x

λ
(2,A)
y

 = − 4
3t2


ψ

(1,A)
x

ψ
(1,A)
y

ψ
(2,A)
x

ψ
(2,A)
y

 .
(4.54)
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Somit besitzt das Modell dritter Ordnung im Teilbereich A nach Auswer-
tung der Rand- und Übergangsbedingungen in Dickenrichtung noch die acht
Unbekannten û(k,A)

i und ψ(k,A)
i mit k = 1, 2, i = x, y. Für die spätere Formu-

lierung der Übergangsbedingungen zwischen Teilsystem A und Teilsystem B
ist hervorzuheben, dass die Substitutionsgleichungen für die kinematischen
Größen θ(k)

i und λ(k)
i von Bereich A nicht denen des ungerissenen Bereichs B

gemäß Gleichung (4.44) entsprechen, da sich auch die Rand- bzw. Übergangs-
bedingungen an der Schichtgrenze unterscheiden.

Differentialgleichungssystem. Analog zu dem in Abschnitt 4.4.2 beschrie-
benen Vorgehen wird das Prinzip vom Stationärwert des Gesamtpotentials
(4.33) angewendet, um die zugrundeliegenden Differentialgleichungen und
Randbedingungen zu ermitteln. Das innere Potential der Schicht k teilt sich
in einen Anteil des Bereichs A und einen Anteil des Bereichs B auf:

Πi,(k) = Πi,(k,A) + Πi,(k,B) =

= l

2

ˆ ∆a

0

ˆ +t/2

−t/2

(
ε

(k,A)
ij − α(k)

ij ∆T
)
σ

(k,A)
ij dz(k) dy

+ l

2

ˆ a

∆a

ˆ +t/2

−t/2

(
ε

(k,B)
ij − α(k)

ij ∆T
)
σ

(k,B)
ij dz(k) dy .

(4.55)

Die Anwendung des Variationsverfahrens liefert ein System von je acht homo-
genen Differentialgleichungen für die beiden Teilbereiche A und B. In Form
von Schnittgrößen dargestellt sieht das System für den gerissenen Teilbereich
wie folgt aus:

N (1,A)
xy,y = 0,

N (2,A)
xy,y = 0,

N (1,A)
yy,y = 0,

N (2,A)
yy,y = 0,

M (1,A)
xy,y − c1P (1,A)

xy,y −
4
5Q

(1,A)
x = 0,

M (2,A)
xy,y − c1P (2,A)

xy,y −
4
5Q

(2,A)
x = 0,

M (1,A)
yy,y − c1P (1,A)

yy,y −
4
5Q

(1,A)
y = 0,

M (2,A)
yy,y − c1P (2,A)

yy,y −
4
5Q

(2,A)
y = 0,

(4.56)

wobei die verwendete Konstante durch c1 = 4/3t2 gegeben ist.
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Rand- und Übergangsbedingungen. Für den freien Rand bei y = 0
ergeben sich die folgenden acht dynamischen Randbedingungen:

N (1,A)
xy (y = 0) = 0,

N (2,A)
xy (y = 0) = 0,

N (1,A)
yy (y = 0) = 0,

N (2,A)
yy (y = 0) = 0,

M (1,A)
xy (y = 0)− c1P (1,A)

xy (y = 0) = 0,

M (2,A)
xy (y = 0)− c1P (2,A)

xy (y = 0) = 0,

M (1,A)
yy (y = 0)− c1P (1,A)

yy (y = 0) = 0,

M (2,A)
yy (y = 0)− c1P (2,A)

yy (y = 0) = 0.

(4.57)

Im ungerissenen Teilbereich B behalten die im vorigen Abschnitt hergeleiteten
acht Differentialgleichungen (4.47) und die acht kinematischen Randbedin-
gungen (4.50) in der Laminatmitte bei y = b ihre Gültigkeit.
Zusätzlich führt das Prinzip vom Stationärwert des Gesamtpotentials auf 16
Bedingungen am Übergang vom gerissenen zum ungerissenen Teilbereich der
Struktur. An der Stelle y = ∆a ergeben sich die folgenden acht kinematischen
Übergangsbedingungen für die Verschiebungen der Schichtmittelebenen û(k)

i

und die Verkippungen der Normalen ψ(k)
i :

û(1,A)
x (y = ∆a) = û(1,B)

x (y = ∆a),

û(2,A)
x (y = ∆a) = û(2,B)

x (y = ∆a),

û(1,A)
y (y = ∆a) = û(1,B)

y (y = ∆a),

û(2,A)
y (y = ∆a) = û(2,B)

y (y = ∆a),

ψ(1,A)
x (y = ∆a) = ψ(1,B)

x (y = ∆a),

ψ(2,A)
x (y = ∆a) = ψ(2,B)

x (y = ∆a),

ψ(1,A)
y (y = ∆a) = ψ(1,B)

y (y = ∆a),

ψ(2,A)
y (y = ∆a) = ψ(2,B)

y (y = ∆a).

(4.58)
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Zudem resultieren aus der Variation acht dynamische Übergangsbedingungen
für die Schnittgrößen an der Stelle y = ∆a:

N (1,A)
xy = N (1,B)

xy − 3c2
(
O(1,B)
xy −O(2,B)

xy

)
+ 6c3

(
P (1,B)
xy + P (2,B)

xy

)
,

N (1,A)
yy = N (1,B)

yy − 3c2
(
O(1,B)
yy −O(2,B)

yy

)
+ 6c3

(
P (1,B)
yy + P (2,B)

yy

)
,

N (2,A)
xy = N (2,B)

xy + 3c2
(
O(1,B)
xy −O(2,B)

xy

)
− 6c3

(
P (1,B)
xy + P (2,B)

xy

)
,

N (2,A)
yy = N (2,B)

yy + 3c2
(
O(1,B)
yy −O(2,B)

yy

)
− 6c3

(
P (1,B)
yy + P (2,B)

yy

)
,

M (1,A)
xy − c1P (1,A)

xy = M (1,B)
xy + c2t

(
O(1,B)
xy −O(2,B)

xy

)
− c3t

(
7P (1,B)

xy + 2P (2,B)
xy

)
,

M (1,A)
yy − c1P (1,A)

xy = M (1,B)
yy + c2t

(
O(1,B)
yy −O(2,B)

yy

)
− c3t

(
7P (1,B)

yy + 2P (2,B)
yy

)
,

M (2,A)
xy − c1P (2,A)

xy = M (2,B)
xy + c2t

(
O(1,B)
xy −O(2,B)

xy

)
− c3t

(
2P (1,B)

xy + 7P (2,B)
xy

)
,

M (2,A)
yy − c1P (2,A)

yy = M (2,B)
yy + c2t

(
O(1,B)
yy −O(2,B)

yy

)
− c3t

(
2P (1,B)

yy + 7P (2,B)
yy

)
.

(4.59)

Ein wichtiges Ziel der Modellierung der gerissenen Struktur ist die Ermitt-
lung der Rissflankenverschiebungen, da diese für die bruchmechanischen
Untersuchungen im Folgekapitel von großem Interesse sind. Allerdings ge-
währleisten die kinematischen Übergangsbedingungen an die Verschiebungen
der Schichtmittelebenen û(k)

i und die Verkippungen der Normalen ψ(k)
i (4.58)

im Allgemeinen nicht die Stetigkeit der Verschiebungen an der Rissspitze.
Um diese sicherzustellen, werden zusätzlich zwei kinematische Bedingungen
an der Stelle y = ∆a formuliert:

θ(1,A)
x = θ(1,B)

x und θ(1,A)
y = θ(1,B)

y . (4.60)

Im gerissenen Teilbereich sind die Freiheitsgrade θ(k,A)
i gemäß der Beziehung

(4.54) gleich null. Da im ungerissenen Teilbereich nach Gleichung (4.45) zudem
nur zwei der vier Größen θ(k,B)

i unabhängig sind, folgt aus den zusätzlichen
kinematischen Bedingungen (4.60), dass am Übergang (y = ∆a) auch alle
Größen θ(k,B)

i identisch verschwinden und die Verläufe aller θ(k)
i stetig sind.

Unter dieser Voraussetzung sind gemäß den Substitutionsvorschriften (4.44,
4.54) auch alle Freiheitsgrade λ(k)

i bei y = ∆a stetig.
Die Formulierung der zwei zusätzlichen kinematischen Bedingungen (4.60)
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bewirkt somit zusammen mit den acht Übergangsbedingungen für die Verschie-
bungen der Schichtmittelebenen û(k)

i und die Verkippungen der Normalen
ψ

(k)
i (4.58), dass alle 16 kinematischen Größen (û(k)

i , ψ(k)
i , θ(k)

i , λ(k)
i ) am

Übergang vom gerissenen zum ungerissenen Teilbereich stetig sind. Dieses
Vorgehen gewährleistet somit die Stetigkeit der Verschiebungen nicht nur
entlang der Schichtmittelebenen, sondern in der gesamten Struktur. Um
die beiden zusätzlichen kinematischen Bedingungen (4.60) berücksichtigen
zu können, werden die fünfte und die siebte Teilgleichung der dynamischen
Übergangsbedingungen (4.59) nicht zur Lösung des Randwertproblems her-
angezogen.

Lösung des Systems. Werden die Schnittkräfte durch die zugrunde liegen-
den Verschiebungen ausgedrückt, können die Differentialgleichungen (4.47,4.56)
in Matrixschreibweise kompakt als System zweiter Ordnung

T1Ψ,yy + T2Ψ = 0 (4.61)

mit den Systemmatrizen T1,T2 ∈ R16×16 und dem Vektor der Unbekannten

Ψ =Ψ ∈ R16×1 =[
û(1,A)
x , û(1,A)

y , û(2,A)
x , û(2,A)

y , ψ(1,A)
x , ψ(1,A)

y , ψ(2,A)
x , ψ(2,A)

y ,

û(1,B)
x , û(1,B)

y , û(2,B)
x , û(2,B)

y , ψ(1,B)
x , ψ(1,B)

y , ψ(2,B)
x , ψ(2,B)

y

]T (4.62)

angeben werden. Das Differentialgleichungssystem kann analog zu der in
Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Vorgehensweise gelöst werden.

4.5 Verifizierung und Vergleich der analytischen
Modelle

Im folgenden Unterkapitel wird die Vorhersagegenauigkeit der entwickelten
analytischen Modelle durch den Vergleich der Spannungs- und Verschiebungs-
lösungen mit Referenzergebnissen aus Finite-Elemente-Analysen überprüft.
Zu diesem Zweck wird zunächst ein speziell für den generalisierten ebenen
Verzerrungszustand entwickeltes Finites Element vorgestellt. Anschließend
werden die analytischen Näherungslösungen mit dem numerischen Ergebnis
verglichen und die Vorhersagegenauigkeit der vorgeschlagenen Modelle wird
diskutiert. Das Ziel des Vergleichs ist es, das analytische Verfahren mit der
höchsten Vorhersagequalität für die weitere Verwendung im Rahmen dieser
Studie auszuwählen. Die Betrachtung findet für verschiedene Materialien,
Schichtdicken, Schichtwinkel und Lastfälle statt.
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4.5.1 Numerisches Vergleichsmodell

Zur Verifizierung des analytischen Verfahrens wird mithilfe des Finite-Elemente-
Programmpakets Abaqus (Version 2018) ein numerisches Referenzmodell
erstellt. Wie bereits in Abschnitt 3.1 beschrieben, herrscht in der Nähe des frei-
en Laminatrands ein dreidimensionaler Spannungszustand. Die Spannungen
und Dehnungen sind allerdings unter den Annahmen des GEVZ in Längs-
richtung der Struktur (x-Richtung) unveränderlich. Diese Eigenschaft wurde
bereits in vorherigen Abschnitten genutzt, um die analytischen Überlegungen
auf eine zweidimensionale Struktur zu reduzieren (vgl. Abschnitt 4.1).
In den Elementbibliotheken der, dem Autor bekannten, kommerziellen Finite-
Elemente-Programme existieren keine ebenen Elemente, welche in der Lage
sind die Kinematik des GEVZ abzubilden. Deshalb besteht ein mögliches
Vorgehen darin, die Verschiebungsfreiheitsgrade der Knoten von dreidimensio-
nalen Standardelementen über Kopplungsgleichungen miteinander zu verknüp-
fen, so dass die Kinematik des GEVZs abgebildet wird (Hebel, 2010, Lessard
et al., 1996, Frey et al., 2021c, Artel, 2007). Diese Methode ist ineffizient
bezüglich der zum Aufbringen der Kopplungsgleichungen und zum Lösen des
Gleichungssystem benötigten Rechenzeit. Aus diesem Grund wird im Rahmen
dieser Arbeit ein spezielles Finites Element entwickelt, das den GEVZ in
zwei Dimensionen vollständig reproduzieren kann, was zu einer erheblichen
Reduzierung des Rechenaufwands führt. Martin et al. (2010) verfolgten in
ihrer Studie einen ähnlichen Ansatz.

Entwicklung eines Finiten Elements. Das vorgeschlagene zweidimen-
sionale Element, im Folgenden auch als GEVZ-Element bezeichnet, ist in
Abbildung 4.7 dargestellt. Es besitzt vier Knoten mit je drei Freiheitsgraden,
den Knotenverschiebungen v(e)

n =
[
u

(e)
n , v

(e)
n , w

(e)
n

]T , wobei n ∈ {1, 2, 3, 4}
die Knotennummer ist, e ∈ {1, ..., Ne} das jeweilige Element und Ne die Ge-
samtzahl der Elemente im gesamten Modell bezeichnet. Die Verschiebungen
innerhalb des Elements werden näherungsweise als

ũ(e) =
[
ũ

(e)
x , ũ

(e)
y , ũ

(e)
z

]T =
4∑

n=1

Nnv
(e)
n +

[
N5ε0lx, 0, 0

]T (4.63)

beschrieben, wobei die Formfunktionen als

Nn = 1
4

(
1 + 2bn

y

ly

)(
1 + 2cn

z

lz

)
, N5 = 1

2

(
1 + 2 x

lx

)
(4.64)

definiert sind. Die verwendeten Koeffizienten bn and cn sind in Tabelle 4.1
zusammengestellt. Der zweite Term in Gleichung (4.63) berücksichtigt die
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v1
1

u1 w1

2

34

ly

lz
x

y

z

v2

u2 w2

v4

u4

v3

w4 u3
w3

Abbildung 4.7: Prinzipskizze des neu entwickelten Finiten Elements mit drei Freiheits-
graden an jedem der vier Knoten. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wurde der Index
(e) für die Knotenverschiebungen weggelassen. Das Element hat die Abmessungen ly in
y- und lz in z-Richtung. Die gedachte Tiefe in x-Richtung sei lx.

homogene axiale Dehnung ε0 in x-Richtung. Folglich sind die resultierenden
Verzerrungen durch

ε̃(e) =
[
ε̃

(e)
x , ε̃

(e)
y , ε̃

(e)
z , γ̃

(e)
yz , γ̃

(e)
xz , γ̃

(e)
xy

]T =
4∑

n=1

B(e)
n v(e)

n +B
(e)
0 ε0lx (4.65)

gegeben, wobei die Matrizen B(e)
n und B(e)

0 die partiellen Ableitungen der
Ansatzfunktionen enthalten:

B(e)
0 =

[
∂N5
∂x

, 0, 0, 0, 0, 0
]T
,

B(e)
n =



∂Nn
∂x

0 0
0 ∂Nn

∂y
0

0 0 ∂Nn
∂z

0 ∂Nn
∂z

∂Nn
∂y

∂Nn
∂z

0 0
∂Nn
∂y

0 0


.

(4.66)

Die Bestimmung der Elementsteifigkeit mittels einer numerischen Integration
führt oftmals zu überhöhten Werten, da die linearen Ansatzfunktionen die De-
formationsmoden der Struktur nur unzureichend wiedergeben können (Hahn
u. Reck, 2018). Zur Umgehung dieses Problems wird in der beschriebenen
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4.5 Verifizierung und Vergleich der analytischen Modelle

Tabelle 4.1
Koeffizienten der Formfunktionen Nn

Knotennummer 1 2 3 4

bn -1 1 1 -1
cn -1 -1 1 1

Formulierung der volumetrische Anteil der Verzerrung ε̃(e) nicht an jedem In-
tegrationspunkt, sondern über das Elementvolumen gemittelt, berücksichtigt.
Diese, in der Fachliteratur auch als B-bar method bezeichnete, Methode wird
unter anderem von Hughes (1987) und Zienkiewicz et al. (2005) beschrieben
und auch in Abaqus für bestimmte Elemente angewendet. Technisch umge-
setzt wird sie, indem in der kinematischen Beziehung (4.65) die modifizierte
Matrix B(e)

n anstelle von B(e)
n verwendet wird:

B(e)
n = B(e)

n −B
(e)
n,V +B

(e)
n,V mit

B
(e)
n,V = 1

3



∂Nn
∂x

∂Nn
∂y

∂Nn
∂z

∂Nn
∂x

∂Nn
∂y

∂Nn
∂z

∂Nn
∂x

∂Nn
∂y

∂Nn
∂z

0 0 0
0 0 0
0 0 0

, B
(e)
n,V = 1

3



∂Nn
∂x

∂Nn
∂y

∂Nn
∂z

∂Nn
∂x

∂Nn
∂y

∂Nn
∂z

∂Nn
∂x

∂Nn
∂y

∂Nn
∂z

0 0 0
0 0 0
0 0 0


.
(4.67)

Hierbei sind die über das Volumen gemittelten Ableitungen der Formfunktio-
nen wie folgt definiert:

∂Nn

∂xi
= 1
V

ˆ
V

∂Nn
∂xi

dV. (4.68)

Durch die Definition der Matrix

B(e) =
[
B

(e)
1 , B

(e)
2 , B

(e)
3 , B

(e)
4

]
(4.69)

und des Vektors der Elementknotenverschiebungen

v(e) =
[
u

(e)
1 , v

(e)
1 , w

(e)
1 , u

(e)
2 , v

(e)
2 , w

(e)
2 , u

(e)
3 , v

(e)
3 , w

(e)
3 , u

(e)
4 , v

(e)
4 , w

(e)
4

]T (4.70)

lässt sich die Verzerrung des Elements (e) in Matrixschreibweise ausdrücken:

ε̃(e) = B(e)v(e) +B
(e)
0 ε0lx. (4.71)
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Unter Verwendung dieser Approximation der Verzerrungen und des Elas-
tizitätsgesetzes σ̃(e) = C(e)ε̃(e) ergibt sich für das Gesamtpotentials eines
Elements (Πa,(e) = 0):

Π(e) = Πi,(e) = 1
2

ˆ
V (e)

{(
ε̃(e)− α(e)∆T

)T
C(e) (ε̃(e)− α(e)∆T

)}
dV. (4.72)

Die Anwendung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials liefert
nach Aufsummieren über alle Ne Elemente des Modells und Einsetzen der
kinematischen Beziehung (4.71):

δΠ =
Ne∑
e=1

δv(e)T
{ ˆ

V (e)

(
B(e)T

C(e)B(e)
)

dV v(e)+

ˆ
V (e)

(
B(e)T

C(e)B
(e)
0 ε0lx

)
dV

−
ˆ
V (e)

(
B(e)T

C(e)α(e)∆T
)

dV
}

= 0.

(4.73)

Damit diese Forderung für beliebige virtuelle Verschiebungen δv(e) erfüllt ist,
muss der Ausdruck in den geschweiften Klammern verschwinden. Es folgt:

K(e)v(e) = F
(e)
d + F

(e)
T , (4.74)

wobei die Elementsteifigkeitsmatrix K(e) und der mechanische und der ther-
mische Beitrag zum Elementlastvektor, F (e)

d und F (e)
T , definiert sind als

K(e) =
ˆ
V (e)

B(e)T
C(e)B(e)T

dV,

F
(e)
d = −

ˆ
V (e)

B(e)T
C(e)B

(e)
0 ε0lxdV,

F
(e)
T =

ˆ
V (e)

B(e)T
C(e)α(e)∆TdV.

(4.75)

Die Formulierung des neuen Elements wurde in der Programmiersprache
Fortran umgesetzt und mittels einer Subroutinenschnittstelle14 in Abaqus
implementiert. Die Assemblierung aller Elementsteifigkeitsmatrizen und Ele-
mentlastvektoren zu einem globalen Gleichungssystem und die Lösung dessen
wird anschließend wieder von Funktionen des Abaqus-Hauptprogramms
bewerkstelligt. Die Ergebnisse der benutzerdefinierten Formulierung wur-
den umfassend mit Referenzergebnissen verifiziert, die durch vollständige
dreidimensionale Finite-Elemente-Analysen von Schneider (2019) gewonnen
wurden.
14Hierbei wurde die Subroutine UEL (Engl.: User element) verwendet.
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+ϑ

−ϑ

Abbildung 4.8: Randnaher Bereichs des diskretisierten Laminatviertelmodells. Eine
zusätzliche Detailansicht (links) zeigt die stark verfeinerte Diskretisierung in Richtung
des Bimaterialpunktes.

Aufbau des Laminatmodells. Auf Basis des GEVZ-Elements wurde ein
numerisches Referenzmodell des Laminatviertels aus Abbildung 4.3 unter Ver-
wendung der in Abschnitt 4.1 diskutierten Rand- und Symmetriebedingungen
erstellt. Die Umsetzung erfolgte hierbei über die Python-Schnittstelle von
Abaqus, was einen vollautomatisierten und parametrisierten Programmab-
lauf vom Modellaufbau bis hin zur Auswertung der Ergebnisse sicherstellt.
Die axiale Dehnung ε0 wird auf alle Elemente der Struktur gleichmäßig auf-
gebracht, ebenso wirkt die homogene Temperaturlast ∆T auf alle Knoten des
Modells. Weiterhin wird für die Einzelschichten linear-elastisches, monoklines
Materialverhalten vorausgesetzt, wobei die Schichten untereinander als ideal
verbunden angenommen werden. Die Vernetzung erfolgt ausschließlich mit
rechteckigen GEVZ-Elementen. Um die hohen Spannungsgradienten am freien
Rand abbilden zu können, wird dort eine Partition mit einer stark verfeinerten
Diskretisierung erstellt. Im diesem Bereich haben die Elemente eine minimale
Kantenlänge in y- und in z-Richtung von 10−3 mm, wobei sich die Einzel-
schichtdicke in der Größenordnung von 10−1mm befindet. Ein Ausschnitt der
diskretisierten Struktur ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Je nach Schichtdicke
haben die implementierten Modelle insgesamt zwischen 2 · 105 und 4 · 105

Freiheitsgrade und benötigen auf einem gewöhnlichen Arbeitsplatzrechner15
zwischen 60 und 120 Sekunden Berechnungszeit inklusive Modellaufbau und
Ausgabe der Ergebnisse.

4.5.2 Ergebnisse der ungerissenen Konfiguration

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der entwickelten analytischen Me-
thoden mit denen des numerischen Modells verglichen. In den nachstehenden
Diagrammen sind die Ergebnisse der analytischen Ansätze als durchgezogene
Linien dargestellt (schwarz: TSDT, blau: FSDT, grau: SW), während die
15Die Angabe beziehen sich auf die Nutzung eines Arbeitsplatzrechners mit Intel® CoreTM
i5 Prozessor mit 6 Kernen mit jeweiliger Taktfrequenz von 3,6 GHz.
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Tabelle 4.2
Linear-elastische Materialeigenschaften einer unidirektionalen Einzelschicht im lokalen
Materialhauptachsensystem. Die fehlenden Daten ergeben sich aus Symmetriegründen zu
E33 = E22, G13 = G12, ν13 = ν12 und α22 = α33.17

Einzelschicht E11 E22 G12 G23 ν12 ν23 α11 α22 t0

GPa − 10−6/K mm

T800/914 a 159 8,4 4,1 4,1 0,33 0,5 0,02 22,5 0,125
G947/M18 b 97,6 8,0 3,1 2,7 0,37 0,5 -0,6 d 30,0 d 0,19
T700/CTE1 c 153,82 10,61 5,58 5,58 0,315 0,315 3,1 e 24,7 e 0,13

a Lorriot et al. (2003), b Lagunegrand et al. (2006), c Diaz Diaz u. Caron (2006),
d typische Werte für kohlefaserverstärkte Einzelschichten aus Becker u. Gross (2002),

e Werte eines vergleichbaren Materials aus Wei et al. (2015)

Daten aus den Finite-Elemente-Analysen (FEA) mit Kreisen gekennzeichnet
sind. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf symmetrische [±ϑ]s-
Winkelverbunde aus drei verschiedenen kohlefaserverstärkten Epoxidharzen,
deren Materialeigenschaften und Schichtdicken in Tabelle 4.2 aufgeführt
sind. Alle Konfigurationen haben eine Breite von 2b = 20mm und werden
entweder durch eine homogene Längsdehnung ε0 = 1 oder eine konstante
Temperaturdifferenz ∆T = −1K belastet16.

Vergleich der Verschiebungen. Abbildung 4.9 zeigt die durch eine axiale
Dehnung ε0 induzierte Längsverschiebung ux für zwei Struktursituationen: für
ein [±10◦]s-Laminat aus dem Material T800/914 (a,b) und ein T700/CTE1-
[±30◦]s-Verbund (c,d). Die Darstellungen 4.9a und 4.9c illustrieren den Verlauf
der Verschiebungen in den Schichtmittelebenen in Abhängigkeit des normier-
ten Randabstands y/t. Die Absolutwerte der Verschiebungen nehmen mit
zunehmendem Abstand zum freien Rand monoton ab, was den Erwartungen
gemäß der linearen Elastizitätstheorie entspricht. Dieses Phänomen wird
von allen drei analytischen Modellen qualitativ korrekt erfasst. Während
das Modell erster Ordnung (FSDT) das Verhalten deutlich unter- und das
Sandwich-Modell (SW) es deutlich überschätzt, stimmen die Resultate des

16Die Ergebnisse wurden mithilfe der Einheitslasten generiert. Diese liegt im mechanischen
Lastfall weit über der Bruchdehnung der Materialien. Ergebnisse mit anderen Lasten
lassen sich im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie mithilfe linearer Skalierung
effizient umrechnen.

17Unidirektionalen Schichten besitzen transversal-isotrope Materialeigenschaften, die
sich durch fünf elastische Konstanten charakterisieren lassen. Der Schubmodul in der
isotropen Ebene ergibt sich gemäß der linearen Elastiziätstheorie zu G23 = E23/(2 (1 +
ν23)). Dies ist bei den der Literatur entnommenen Daten nur für das Materialsystem
G947/M18 der Fall. In der vorliegenden Arbeit wird trotzdem mit den in der Literatur
angegebenen Daten gearbeitet, weswegen hier sechs elastische Konstanten angegeben
sind.
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Abbildung 4.9: Normierte Längsverschiebung ux/t in Bezug auf den normierten Rand-
abstand (a,c) bzw. die normierte Dickenkoordinate (b,d). Die Abbildung bezieht sich
auf [±ϑ]s-Verbunde aus den Materialien T800/914 und T700/CTE1 unter homogener
Längsdehnung ε0.

Modells dritter Ordnung (TSDT) sehr gut mit den Referenzergebnissen über-
ein.
Auch die Verteilung der Längsverschiebung ux in Dickenrichtung, dargestellt
in Abbildung 4.9b und 4.9d, wird durch das TSDT-Modell in sehr guter Über-
einstimmung mit den FEA-Daten beschrieben. Die Ergebnisse des FSDT-
und des SW-Modells weichen von den Referenzergebnissen ab. Hier wird
der Polynomgrad der Verschiebungsansätze der Modelle sichtbar: Während
das Sandwich-Modell eine schichtweise konstante Verschiebung bezüglich
der Dickenrichtung und der Ansatz erster Ordnung eine lineare Verteilung
vorhersagt, ergibt das Modell dritter Ordnung ein kubisches Verhalten. Die

79



Kapitel 4 Modelle zur Beschreibung des Laminat-Randeffekts

0 1 2 3 4

−1

0

1

·10−5

FEA

TSDT

FSDT
SW

Norm. Koordinate y/t −→

N
or

m
.

V
er

sc
hi

eb
un

g
u

x
/

t
−→

+ϑ

−ϑ

G947/M18, [±20◦]S, ∆T =−1K

(a) Abhängigkeit vom Randabstand

0 0,5 1 1,5 2

−1

0

1

·10−5

FEA

TSDT

FSDT

Norm. Koordinate z/t −→

N
or

m
.

V
er

sc
hi

eb
un

g
u

x
/

t
−→

G947/M18,
[±20◦]S,

∆T =−1 SW

(b) Verlauf über die Dicke

Abbildung 4.10: Normierte Längsverschiebung ux/t in Bezug auf den normierten Ran-
dabstand (a) bzw. die normierte Dickenkoordinate (b). Die Abbildung bezieht sich auf
einen symmetrischen AWV mit dem Lagenaufbau von [±20◦]s aus der Materialkombina-
tion G947/M18 unter homogener Temperaturlast von ∆T = −1K.

Ergebnisse für die beiden dargestellten Materialkombinationen ähneln sich
qualitativ stark, wobei die Absolutwerte der Verschiebungen beim T800/914-
[±30◦]s-Verbund höher sind.
Die Längsverschiebung eines [±20◦]s-AWVs aus der Materialkombination
G947/M18 unter einer homogenen Temperaturlast von ∆T = −1K ist in
Abbildung 4.10 dargestellt. Im Gegensatz zum Zuglastfall prägt sich die
Verwölbung jedoch mit umgekehrten Vorzeichen aus: Die +ϑ-Schicht wird in
negative und die −ϑ-Schicht in positive x-Richtung deformiert. Die bezüglich
der mechanisch belasteten Laminate getätigten Aussagen treffen auch unter
thermischer Last zu. Das Modell dritter Ordnung (TSDT) beschreibt die
Verteilung der Längsverschiebungen sowohl in Abhängigkeit vom Randab-
stand als auch in Dickenrichtung mit sehr guter Übereinstimmung zu den
FEA-Referenzergebnissen.

Die Abhängigkeit der Längsverschiebung ux von der Schichtorientierung ϑ
ist in Abbildung 4.11 für einen [±ϑ]s-Verbund aus der Materialkombination
T700/CTE1 dargestellt. Zu diesem Zweck ist die Verschiebung ux in nor-
mierter Form am freien Rand in der Mittelebene der +ϑ-Schicht über dem
Lagenwinkel aufgetragen. Zum einen wird deutlich, dass die drei analytischen
Modelle den Einfluss der Schichtorientierung in Übereinstimmung mit den
FEA-Daten wiedergeben. Zweitens ist zu erkennen, dass die maximale axiale
Verschiebung unter thermischer Belastung bei höheren Lagenwinkeln auftritt
als unter mechanischer Belastung. Dieses Verhalten wurde qualitativ auch
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Abbildung 4.11: Normierte Längsverschiebung ux/u
max
x am freien Rand in der Mittele-

bene der +ϑ-Schicht in Abhängigkeit des Schichtwinkels ϑ. Die Studie bezieht sich auf
[±ϑ]s-Verbunde aus der Materialkombination T800/914 unter gleichmäßiger Längsdeh-
nung ε0 bzw. homogener Temperaturlast ∆T .

von Herakovich (1981) vorhergesagt, der diesen Effekt auf die Abhängigkeit
der Materialdaten von der Schichtorientierung zurückführte. Er erklärte das
Auftreten der Verwölbung durch die unterschiedlichen Schubverzerrungsko-
effizienten der Einzelschichten. Diesen Koeffizient definierte er für uniaxiale
Zuglasten als ηxy,x = γxy/ε0 = S16/S11 und postulierte, der Randeffekt sei
für denjenigen Winkelverbund am ausgeprägtesten, bei dem der Unterschied
der Schubverzerrungskoeffizienten der ±ϑ-Schichten ∆ηxy,x am größten sei.
Für Temperaturlasten definierte er den Schubverzerrungskoeffizienten als
ηxy,x = αxy. In der vorliegenden Studie ergeben die Auswertungen des Mo-
dells dritter Ordnung und des numerischen Modells übereinstimmend eine
maximale axiale Verschiebung für ϑ = 15◦ im mechanischen Lastfall und
ϑ = 50◦ im thermischen Lastfall, während die Überlegungen von Herakovich
zu geringfügig kleineren Schichtwinkeln führen.

Der Vollständigkeit halber ist in Abbildung 4.12 die Verschiebung uy für einen
[±20◦]s-G947/M18-Verbund dargestellt. Die Verschiebung in Querrichtung
(y-Richtung) ist in beiden Schichtmittelebenen identisch und fällt ausgehend
vom freien Rand monoton ab bis sie in der Mitte des Laminats, gemäß der
vorgegebenen Symmetriebedingungen, verschwindet. Die Verschiebung uy
wird von allen drei analytischen Modellen in Übereinstimmung mit den nume-
rischen Referenzdaten wiedergegeben. Da sich die Materialeigenschaften der
±ϑ-Schichten in Querrichtung nicht unterscheiden, ist die Querkontraktion
über die Dicke des Laminats weitgehend konstant und hat insbesondere an

81



Kapitel 4 Modelle zur Beschreibung des Laminat-Randeffekts

0 2 4

1,2

1,4

z

y

t

t

+ϑ

−ϑ

·10−3

FEA

Analytik

Norm. Koordinate y/t −→

N
or

m
.

V
er

sc
hi

eb
un

g
u

y
/

t
−→

G947/M18, [±20◦]S, ∆T =−1K

(a) Abhängigkeit vom Randabstand

0 1 2

1,2

1,4

z

y

t

t

+ϑ

−ϑ

·10−3

FEA

Analytik

Norm. Koordinate z/t −→

N
or

m
.

V
er

sc
hi

eb
un

g
u

y
/

t
−→

G947/M18, [±20◦]S, ∆T =−1K

(b) Verlauf über die Dicke

Abbildung 4.12: Normierte Querkontraktion uy/t in Bezug auf den normierten Rand-
abstand (a) bzw. die normierte Dickenkoordinate (b). Die Studie bezieht sich auf einen
symmetrischen AWV mit dem Lagenaufbau von [±20◦]s aus dem Material G947/M18
unter homogener Temperaturlast von ∆T = −1K.

der Schichtgrenze einen verschwindend geringen Gradienten in z-Richtung.
Herakovich (1989a) folgert daraus, dass an der Schichtgrenze keine relevanten
Spannungen σyy und somit auch keine bedeutenden interlaminaren Spannun-
gen τyz und σzz vorhanden sein können. Diese Beobachtung wird von anderen
Studien bestätigt (beispielsweise Martin et al., 2010, Dölling et al., 2020, Frey
et al., 2021c).

Vergleich der interlaminaren Schubspannung τxz. In Abbildung 4.13
ist die interlaminare Schubspannung τxz in [±ϑ]s-Verbunden unter uniaxialer
Zuglast für zwei verschiedene Materialkonfigurationen illustriert. Die Span-
nungskomponente ist auf die äußere Last normiert als τxz/(Exxε0) dargestellt.
Dabei ist Exx die effektive Längssteifigkeit des Laminats, die sich gemäß
Mittelstedt u. Becker (2016) näherungsweise unter Verwendung der CLT aus
den Dehnsteifigkeiten Aij ermitteln lässt:

Exx = 1
h

(
A11 −

A2
12

A22

)
. (4.76)

Die Darstellungen 4.13a und 4.13c zeigen den Verlauf der normierten in-
terlaminaren Schubspannung entlang der Schichtgrenze in Abhängigkeit der
normierten Koordinate y/t. Die Finite-Elemente-Lösung sagt eine starke
Zunahme der interlaminaren Spannung mit abnehmendem Randabstand vor-
aus. Aus theoretischer Sicht wird die Spannung an dem Punkt, an dem die
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Abbildung 4.13: Normierte interlaminare Schubspannungen τxz/(Exxε0) in Bezug
auf den normierten Randabstand (a,c) bzw. die normierte Dickenkoordinate (b,d). Die
Auswertung der Spannungen für die Darstellungen (b) und (d) erfolgte im Abstand einer
Einzelschichtdicke vom freien Rand (y = t). Die Abbildung bezieht sich auf symmetrische
AWV mit dem Lagenaufbau von [±ϑ]s aus den Materialien T800/914 und T700/CTE1
unter homogener Längsdehnung ε0.

Grenzfläche auf den freien Rand trifft, singulär (Wang u. Choi, 1982a,b).
Diese Singularität kann weder von der Finite-Elemente-Methode noch von
den analytischen Modellen dargestellt werden und wird als starke Span-
nungskonzentration abgebildet. Während in Richtung der Laminatmitte die
Überhöhung abklingt und alle betrachteten Methoden gut mit der Referenz-
lösung übereinstimmen, gelingt es in der Nähe des freien Randes nur dem
Modell dritter Ordnung die Spannungsüberhöhung auch in quantitativer Hin-
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Abbildung 4.14: Normierte interlaminare Schubspannungen τxz/(E11α11∆T ) in Bezug
auf den normierten Randabstand (a) bzw. die normierte Dickenkoordinate (b). Die Auswer-
tung der Spannungen für die Darstellung (b) erfolgte im Abstand einer Einzelschichtdicke
vom freien Rand (y = t). Die Abbildung bezieht sich auf einen [±20◦]s-Verbund aus der
Materialkombination G947/M18 unter homogener thermischer Belastung von ∆T = −1K.

sicht zu beschreiben. Dessen Ergebnisse stimmen für Randabstände größer
als die Hälfte der Schichtdicke (y > t/2) mit den numerischen Daten gut
überein. Dahingegen beschreiben das FSDT- und das SW-Modell den Effekt
nur qualitativ.
Die dargestellte interlaminare Schubspannung τxz wird in allen analytischen
Modellen nicht durch ihr jeweiliges konstitutives Gesetz bestimmt, sondern
durch Integration der Gleichgewichtsbedingung gemäß Gleichung 4.39, was
besonders bei der Betrachtung der Verläufe in Dickenrichtung deutlich wird
(vgl. Abbildung 4.13b,d). Die Auswertung resultiert in einem linearen bzw.
quadratischen Verlauf der Schubspannung in Bezug auf die z-Koordinate
für das schubstarre bzw. das Modell erster Ordnung und in einem Poly-
nom vierter Ordnung für das TSDT-Modell. Die Finite-Elemente-Lösung
sagt eine Kurve mit einem deutlichen Maximum an der Grenzfläche zwi-
schen der +ϑ- und der −ϑ-Schicht und Nullstellen an der freien Oberfläche
(z = 2t) und in der Laminatmittelebene (y = 0) voraus. Abbildung 4.13 (b,d)
zeigen deutlich, dass alle drei analytischen Ansätze die Nullstellen korrekt
abbilden, während nur das Modell dritter Ordnung den kompletten Verlauf
auch quantitativ gut approximiert. Aus Abbildung 4.14 wird deutlich, dass
die getätigten Aussagen auch auf thermisch belastete AWVs übertragbar sind.
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Abbildung 4.15: Normierte interlaminare Spannung τ∗
xz/τ

∗,max
xz im Abstand einer

Einzelschichtdicke vom freien Rand in Abhängigkeit vom Schichtwinkel. Die Studie bezieht
auf ein [±ϑ]s-Verbund aus der Materialkombination T700/CTE1 unter gleichmäßiger
Längsdehnung ε0 oder homogener Temperaturlast ∆T .

Die Abhängigkeit der interlaminaren Schubspannung τxz vom Lagenwinkel
ϑ ist in Abbildung 4.15 dargestellt. Dazu wird die Grenzflächenspannung in
normierter Form im Abstand einer Einzelschichtdicke (y = t) dargestellt18.
Zum einen wird deutlich, dass alle analytischen Modelle den Einfluss des
Lagenwinkels in Übereinstimmung mit den Ergebnissen der FEA wiedergeben.
Zum anderen ist zu erkennen, dass die maximale Schubspannung unter ther-
mischer Belastung bei höheren Lagenwinkeln auftritt als unter mechanischer
Belastung.
Dieses Verhalten wurde qualitativ auch von Herakovich (1981) vorhergesagt
und bereits diskutiert. In der vorliegenden Studie ergibt die Auswertung des
Modells dritter Ordnung eine maximale interlaminare Schubspannung für
ϑ = 36◦ im mechanischen Lastfall und ϑ = 45◦ im thermischen Lastfall.
Nach klassischen Festigkeitskriterien sind diese speziellen Winkelverbunde
besonders anfällig für interlaminare Rissbildung. Im weiteren Verlauf dieser
Arbeit wird das Delaminationsverhalten im Rahmen eines umfangreicheren
gekoppelten Spannungs- und Energiekriterium diskutiert, das diesen Schluss
nicht zulässt.

18Hierbei ist im mechanischen Lastfall τ∗
xz = τxz(y = t, z = t)/(Exxε0) und im Falle

einer Temperaturlast τ∗
xz = τxz(y = t, z = t)/(E11α11∆T ).
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Abbildung 4.16: Rissflankenverschiebung eines symmetrischen AWVs mit dem Lagen-
aufbau von [±10◦]s aus der Materialkombination T800/914 unter axialer Dehnung ε0 = 1
in Abhängigkeit vom Randabstand.

4.5.3 Ergebnisse der gerissenen Konfiguration

In diesem Abschnitt wird die Verschiebungslösung des auf der Schubdeforma-
tionstheorie dritter Ordnung basierenden Modells der gerissenen Struktur (vgl.
Abschnitt 4.4.3) verifiziert. In Abbildung 4.16a ist die axiale Verschiebung
der Rissflanken eines symmetrischen AWVs mit dem Lagenaufbau [±10◦]s
aus der Materialkombination T800/914 unter axialer Zuglast in Abhängigkeit
vom Randabstand dargestellt. Deutlich erkennbar verschieben sich die beiden
Rissufer antisymmetrisch in positive bzw. negative x-Richtung. Dieser Effekt
wird von der analytischen Lösung wiedergegeben, wobei leichte quantitative
Abweichungen zur Referenzlösung bestehen. In Querrichtung (y-Richtung)
schnürt sich das Laminat ein (vgl. Abbildung 4.16b), wobei beide Rissflanken
die gleichen Verschiebungen uy erfahren. Infolgedessen kommt es zu keiner
relevanten Rissöffnung im Rissöffnungsmodus II. Die analytische Lösung gibt
diese Beobachtungen in guter Übereinstimmung zu den Referenzdaten wieder.
In z-Richtung kommt es gemäß des numerischen Modells zu einer geringen
Modus I-Rissöffnung, deren Maximum jedoch zwei Größenordnungen geringer
ist als das der Modus III-Rissöffnung. Im weiteren Verlauf der vorliegenden
Arbeit wird deshalb von einer Rissform im reinen Öffnungsmodus III aus-
gegangen. In Abbildung 4.17 ist die Modus III-Rissöffnung für zwei weitere
Konfigurationen illustriert. Hierbei zeigt sich qualitativ ein ähnliches Ver-
halten, auch hier zeigen die Vorhersagen der entwickelten Modelle eine gute
Übereinstimmung mit den numerischen Daten. Zu beachten ist, dass im Fall

86



4.6 Anmerkungen

0 1 2

−2

0

2

z

y

t

t

+ϑ

−ϑ

FEA

TSDT

Norm. Koordinate y/t −→

N
or

m
.

V
er

sc
hi

eb
un

g
u

x
/

t
−→

+ϑ

−ϑ

T700/CTE1, [±30◦]S, ε0 = 1

(a) T700/CTE1, [±30◦]s, ε0 = 1

0 1 2
−2

0

2
·10−5

FEA

TSDT

Norm. Koordinate y/t −→

N
or

m
.

V
er

sc
hi

eb
un

g
u

x
/

t
−→

+ϑ

−ϑ

G947/M18, [±20◦]S, ∆T =−1K

(b) G947/M18, [±20◦]s,∆T =−1K

Abbildung 4.17: Rissflankenverschiebung ux von symmetrischem AWV mit dem Lagen-
aufbau von [±ϑ]s in Abhängigkeit vom Randabstand.

eines [±20◦]s-AWV aus dem Material G947/M18 bei einer Abkühlung um
∆T = −1K die Rissöffnung mit umgekehrten Vorzeichen stattfindet, vgl.
Abbildung 4.17b.

4.6 Anmerkungen

Das Ziel dieses Kapitels war die Entwicklung eines effizienten Berechnungs-
werkzeugs, das die Eingangsdaten für eine Analyse der interlaminaren Riss-
entstehung in symmetrischen AWVs bereitstellt. Hierzu wurden drei neuartige
verschiebungsbasierte Mehrschichtmodelle vorgestellt und deren Ergebnisse
mit denen einer maßgeschneiderten Finite-Elemente-Formulierung verglichen.
Als Ergebnis lässt sich festhalten, dass im Rahmen dieser Studie ein höherer
Polynomgrad der Ansatzfunktion zu einer besseren Übereinstimmung der
Ergebnisse mit den Referenzergebnissen führt. Mithilfe des Modells dritter
Ordnung kann die Deformation mit hoher Genauigkeit approximiert wer-
den, während die Modelle niedriger Ordnung die Überhöhung am freien
Rand und die Verteilung in Dickenrichtung teilweise nicht quantitativ korrekt
wiedergeben. Ebenso ist das TSDT-Modell am besten geeignet die interlami-
nare Spannungskomponente τxz abzubilden. Aufgrund der Ergebnisse dieses
Vergleichs wird im weiteren Verlauf der vorliegenden Studie mit dem Mo-
dell dritter Ordnung gearbeitet. Das analytische Wesen der vorgeschlagenen
Berechnungsmethode und eine effiziente Implementierung in der Programmier-
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sprache Python führen zu Rechenzeiten von lediglich 0,01 bis 0,02 Sekunden
für eine Spannungsanalyse auf einem gewöhnlichen Arbeitsplatzrechner19.

19Die Angabe beziehen sich auf eine Spannunsanalyse der ungerissenen Struktur und die
Nutzung eines Arbeitsplatzrechners mit Intel® CoreTM i5 Prozessor mit 6 Kernen mit
jeweiliger Taktfrequenz von 3,6 GHz.
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Kapitel 5

Analyse der interlaminaren Rissinitiierung
mithilfe der Finiten Bruchmechanik

Im folgenden Kapitel wird die Delaminationsneigung von ausgeglichenen Win-
kelverbunden unter mechanischer und thermischer Last mithilfe der Finiten
Bruchmechanik analysiert. Die in Abschnitt 4.1 vorgestellte Struktursitua-
tion und die Anwendung des Berechnungsmodells dritter Ordnung gemäß
Abschnitt 4.4 bilden hierfür die Grundlage. Auf Basis der analytisch ermit-
telten Ergebnisse wird das gekoppelte Kriterium der Finiten Bruchmechanik
implementiert. Anschließend wird zur Verifizierung der Ergebnisse einerseits
das Kriterium mit Daten aus Finite-Elemente-Analysen ausgewertet und
zusätzlich ein numerisches Kohäsivzonenmodell herangezogen. Nach einer
inversen Bestimmung der versagenskritischen Materialparameter erfolgt die
Untersuchung der interlaminaren Rissentstehung. Die rein analytisch erzielten
Ergebnisse werden kritisch diskutiert und zur Bewertung der Vorhersagegenau-
igkeit des Berechnungsmodells mit experimentellen und numerischen Daten
verglichen. Teile der hier dargestellten Inhalte wurden in international begut-
achteten Fachzeitschriften und Tagungsbänden publiziert (Frey et al., 2020,
2021c,b,a).

5.1 Einführung

Wie in Abschnitt 3.3 dargestellt, ist die Finite Bruchmechanik (FBM) geeignet,
um Delaminationen infolge der singulären Spannungen am Rand von ebenen
Mehrschichtverbunden zu analysieren. Die dem Autor bekannten Studien zur
Anwendung der FBM auf den Laminat-Randeffekt basieren jedoch alle auf
numerischen Verfahren zur Ermittlung der mechanischen Feldgrößen (Hebel
et al., 2010, Martin et al., 2010, Dölling et al., 2020). Im Gegensatz dazu
erlaubt die hier entwickelte, rein analytische Herangehensweise eine höchst
effiziente Versagensbewertung und ermöglicht somit auch die Durchführung
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größerer Parameterstudien zur Identifikation der Haupteinflussfaktoren auf die
effektive Festigkeit. Das physikalisch begründete Wesen der neuen Methode
ermöglicht zudem eine Interpretation der Wirkweise des Versagensprozesses.
Hierzu wird in Anlehnung an die experimentellen Studien von Lorriot et al.
(2003), Lagunegrand et al. (2006) und Diaz Diaz u. Caron (2006) voraus-
gesetzt, dass sich der interlaminare Riss ausschließlich in Modus III öffnet.
Dieses Vorgehen ist in Übereinstimmung mit den Ausführungen in Kapitel 4
und den Arbeiten von Kim u. Hong (1986), Martin et al. (2010) und Dölling
et al. (2020), die aufgrund der dominanten interlaminaren Schubspannung
τxz ebenfalls nur die Modus III-Rissöffnung berücksichtigen.

5.2 Versagensbewertung mittels analytischer Lösung

Die aus dem Berechnungsmodell dritter Ordnung (vgl. Abschnitt 4.4) ge-
wonnenen mechanischen Feldgrößen werden nun genutzt, um das gekoppelte
Kriterium der FBM auszuwerten.

5.2.1 Auswertung des gekoppelten Kriteriums

Für die betrachtete reine Modus III-Rissöffnung vereinfacht sich das gekop-
pelte Spannungs- und Energiekriterium (2.65) zu

τxz ≥ τc ∀ y ∈ Ωc (∆a) ∧ GIII(∆a) ≥ GIIIc, (5.1)

wobei τc die interlaminare Schubfestigkeit und GIIIc die Bruchzähigkeit bezüg-
lich einer Modus III-Rissöffnung darstellt. Die interlaminare Schubspannung
τxz ist unter der Annahme linear-elastischen Materialverhaltens direkt pro-
portional zur äußeren Last ε0 und nimmt – in der näheren Umgebung des
Bimaterialpunkts – mit zunehmendem Abstand vom freien Rand entlang der
Schichtgrenze streng monoton ab. Die inkrementelle Energiefreisetzungsrate
GIII hingegen verhält sich proportional zum Quadrat der äußeren Last und
besitzt entlang der Schichtgrenze mit zunehmenden Randabstand ein streng
monoton steigendes Verhalten. Somit sind alle Voraussetzungen erfüllt, um
das gekoppelte Kriterium in der Form (2.67) zu verwenden. Zusammen mit
den Beziehungen (5.1) ergibt sich die Gleichung

τ2
xz(∆a, ε∗0)

τ2c
= GIII(∆a, ε∗0)

GIIIc
(5.2)
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zur Bestimmung der unbekannten Länge ∆af . Die Dehnung ε∗0 ist hierbei belie-
big aber konstant. Das versagenskritische Spannungsniveau σf , im Folgenden
auch als effektive Festigkeit bezeichnet, kann anschließend gemäß

σf = Exxε
∗
0

τc
τxz(∆af , ε∗0) = Exxε

∗
0

√
GIIIc

GIII (∆af , ε∗0)
(5.3)

wahlweise aus dem Spannungs- oder dem Energieteilkriterium ermittelt wer-
den.

5.2.2 Berechnung der Energiefreisetzungsrate

Neben der Spannungsverteilung ist für die Versagensbewertung mit der FBM
auch die Menge der freigesetzten Energie bei der spontanen Bildung eines
Risses der Länge ∆a relevant. Diese kann mit dem Rissöffnungsintegral
ermittelt werden, wobei die bei der Rissbildung geleistete Spannungsarbeit
∆Wσ betrachtet wird (beispielsweise Cherepanov, 1979). Sie ergibt sich als
Integral über die gesamte Rissoberfläche ∆A:

∆Wσ = −1
2

ˆ
∆A

{
σz(u+

z − u−z ) + τyz(u+
y − u−y ) + τxz(u+

x − u−x )
}
dA, (5.4)

wobei τxz, τyz, σzz die interlaminaren Spannungskomponenten entlang des
potentiellen Risspfads vor der Rissöffnung und u±x , u±y und u±z die Verschie-
bungen des oberen und unteren Rissufers bezeichnen. Im vorliegenden Fall
einer antisymmetrischen Modus III-Rissöffnung vereinfacht sich die Beziehung
zu

∆Wσ = −l
ˆ ∆a

0
τxzu

+
x dy = ∆Π. (5.5)

Hier ist l die Länge der Struktur in x-Richtung. Die Arbeit ∆Wσ ist gleich der
Änderung des Gesamtpotentials ∆Π bei der Rissentstehung und kann somit
zur Ermittlung der inkrementellen Energiefreisetzungsrate G nach Gleichung
(2.61) genutzt werden.
Abbildung 5.1a zeigt die inkrementelle Energiefreisetzungsrate für die In-
itiierung eines interlaminaren Risses in einem [±10◦]s-Verbund aus der
Materialkombination G947/M18 unter einachsiger Zugbelastung. Die in-
krementelle Energiefreisetzungsrate ist dabei in dimensionsloser Form als
G∗III = GIII/(Exxtε2

0) über der normierten Risslänge ∆a/t aufgetragen. Es ist
ersichtlich, dass die inkrementelle Energiefreisetzungsrate ein streng monoton
steigendes Verhalten bezüglich der Risslänge aufweist, wobei die Steigung
in der unmittelbaren Umgebung der Singularität am stärksten ist und für
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Abbildung 5.1: Normierte inkrementelle Energiefreisetzungsrate G∗
III für [±ϑ]s-

Winkelverbunde. Dargestellt ist die Abhängigkeit von der Anfangsrisslänge ∆a für ein
[±10◦]s-Laminat unter Zuglast(a) und die Abhängigkeit vom Schichtwinkel ϑ bei einer fes-
ten Risslänge von ∆a = t für eine reine mechanische und eine reine thermische Belastung
(b).

längere Risse abnimmt. Das analytische Berechnungsmodell bildet die ho-
he Anfangssteigung nicht komplett ab, da es auch, wie in Abschnitt 4.5.2
diskutiert wurde, die theoretisch singulären Spannungen in direkter Nähe
zum freien Rand nicht in voller Höhe reproduziert. Für Risslängen größer als
die Einzelschichtdicke sind die vorhergesagten Werte aber in guter Überein-
stimmung zu den numerischen Referenzdaten. Da die Länge der initiierten
Risse in der Größenordnung der Einzelschichtdicke ist (Diaz Diaz u. Caron,
2006, Dölling, 2022), wird diese Abweichung toleriert. In Abbildung 5.1b ist
die Abhängigkeit der Energiefreisetzungsrate vom Schichtwinkel für Risse
in einem T700/CTE1-Winkelverbund unter uniaxialem Zug und homoge-
ner Temperaturbelastung dargestellt. Hierbei ist die entdimensionalisierte
Energiefreisetzungsrate auf ihr Maximum normiert. Es ist zu beachten, dass
die Entdimensionalisierung sich im thermischen Fall von obiger Definition
unterscheidet. Für Temperaturlasten gilt G∗III = GIII/(E11t(α11∆T )2). Die
Energiefreisetzungsrate geht in Richtung der Grenzfälle ϑ = 0◦ und ϑ = 90◦
gegen null und nimmt dazwischen ein deutliches Maximum an. Ähnlich
wie die interlaminare Schubspannung (vgl. Abbildung 4.15) erreicht auch
die Energiefreisetzung ihr Maximum für thermische Lasten erst bei größeren
Schichtwinkeln als unter mechanischer Last. Die analytische Modellierung sagt
die größten Werte von G∗III unter Zuglast für ϑ = 19◦ und unter thermischer
Last für ϑ = 51◦ vorher.
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5.2.3 Skalierungsgesetze

Skalierungsgesetze erlauben die effiziente Ermittlung von Spannungen und
Energiefreisetzungsraten für unterschiedliche Lastfälle und Konfigurationen
mit variierenden Strukturabmessungen. Im Fall des betrachteten symmetri-
schen AWVs unter uniaxialer Zugbelastung ist der Verlauf jeder Spannungs-
komponente σij entlang der Schichtgrenze eine Funktion der Koordinate y,
der Schichtdicke t, des Schichtwinkels ϑ, der Materialparameter und der Last
ε0:

σij = σij (y, t, ϑ, E11, E22, G12, G23, ν12, ε0) . (5.6)

Da die interlaminaren Spannungen nur in unmittelbarer Randnähe relevant
sind und auch die Länge der initiierten Risse klein ist, gilt für alle weiteren
Betrachtungen y � b, weswegen die Abhängigkeit von der Breite b bewusst
vernachlässigt wird. Mit den Werkzeugen der Dimensionsanalyse (Bluman
u. Kumei, 1989, Unger u. Leyer, 2015) wird nun ein Skalierungsgesetz für
die Spannung σij hergeleitet. Unter Verwendung eines Kraft-Länge-Systems
(LF -System) lässt sich die Dimensionsmatrix der Gleichung (5.6) wie folgt
angeben:

σ y t ϑ E11 E22 G12 G23 ν12 ε0

L -2 1 1 0 -2 -2 -2 -2 0 0
F 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0

Die Dimensionsmatrix kann dabei als lineare Abbildung interpretiert werde,
die die Potenzen der Eingangsgrößen auf die Potenzen der Basisdimensionen
(L, F ) abbildet (Bremm, 2022). Durch die Anwendung des Π-Theorems
(Buckingham, 1914, Barenblatt, 1996) kann die dimensionslose Darstellung

σij
E11

= F
(
y

t
, ϑ,

E22

E11
,
G12

E11
,
G23

E11
, ν12, ε0

)
= F (Π1,Π2,Π3,Π4,Π5,Π6,Π7)

(5.7)
für die Spannungen hergeleitet werden. Die anschließende Entwicklung der
Funktion F als Taylorreihe um den Entwicklungspunkt Π7 = ε0 = 0 ergibt

F (Π1,Π2,Π3,Π4,Π5,Π6,Π7) ≈F (Π1,Π2,Π3,Π4,Π5,Π6, 0)
+ F ′ (Π1,Π2,Π3,Π4,Π5,Π6, 0) Π7,

(5.8)

wobei F ′ die partielle Ableitung von F nach Π7 darstellt und Terme höherer
Ordnung vernachlässigt werden. Da für den lastfreien Zustand Π7 = ε0 = 0
die Spannung σij und folglich auch die Funktion F verschwinden muss, ist der
erste Term der Reihe (5.8) gleich null und es ergibt sich eine direkte Propor-
tionalität der Spannung zur äußeren Last. Dieses Ergebnis ist in der linearen
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Elastizitätstheorie bekannt, aber das genauere Betrachten der Gleichung (5.7)
zeigt zudem, dass die Spannung nicht explizit von der Schichtdicke t, sondern
nur vom Verhältnis y/t abhängt. Aus der Kenntnis des Spannungsverlaufs
σ∗ij (y, t = t∗, ε0 = ε∗0) für eine spezielle Last ε∗0 und eine spezielle Schichtdi-
cke t∗ lassen sich somit die Verläufe für beliebige Lasten und Schichtdicken
skalieren:

σij (y, t, ε0) = σ∗ij

(
y
t∗

t
, t∗, ε∗0

)
ε0

ε∗0
. (5.9)

Auch für die inkrementelle Energiefreisetzungsrate kann durch ähnliche Über-
legungen ein Skalierungsgesetz angegeben werden:

G (∆a, t, ε0) = G∗
(

∆at
∗

t
, t∗, ε∗0

)(
ε0

ε∗0

)2 (
t

t∗

)
, (5.10)

wonach G proportional zum Quadrat der äußeren Last ist. Zur Anwendung
der Beziehungen (5.9) und (5.10) sei vorausgesetzt, dass der Schichtwinkel
ϑ und die Materialparameter konstant bleiben. Die Verwendung der Skalie-
rungsgesetze reduziert den Berechnungsaufwand in den folgenden Studien
erheblich, da für jede Materialkombination nur noch der Schichtwinkel im Be-
rechnungsmodell, nicht aber die Höhe der äußeren Last und die Schichtdicke
variiert werden muss. Zur Verwendung für thermische Lastfälle müssen in den
Gleichungen (5.9) und (5.10) die Dehnungen ε0 bzw. ε∗0 durch die Tempera-
turdifferenzen ∆T bzw. ∆T ∗ ersetzt werden. Eine detaillierte Herleitung und
Verifizierung der Methode findet sich zum Beispiel bei Frey et al. (2021c).

5.3 Versagensbewertung mittels numerischer Modelle

Um die Vorhersagegenauigkeit des analytischen Verfahrens zu bewerten,
werden dessen Ergebnisse mit den Resultaten zweier numerischer Methoden
verglichen. Das ist zum einen die Auswertung der FBM mit Daten aus
Finite-Elemente-Analysen, zum anderen die Versagensanalyse auf Basis der
weitverbreiteten Kohäsivzonenmodellierung (CZM).

5.3.1 Auswertung des gekoppelten Kriteriums

Die interlaminare Rissentstehung wird analog zu der analytischen Herange-
hensweise (Abschnitt 5.2) mittels der Finiten Bruchmechanik analysiert, mit
dem Unterschied, dass die Eingangsgrößen des gekoppelten Spannungs- und
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Energiekriteriums mit dem in Abschnitt 4.5.1 vorgestellten Finite-Elemente-
Modell generiert werden. Es wird, in Übereinstimmung zur Auswertung mit
analytisch ermittelten Daten, eine reine Modus III-Rissöffnung vorausgesetzt
und folglich das Kriterium analog in der Form (5.1) ausgewertet. Ebenso
werden die interlaminare Schubspannung und die inkrementelle Energiefreiset-
zungsrate gemäß der vorgestellten Skalierungsgesetze (5.9, 5.10) auf andere
Schichtdicken und Lastniveaus umgerechnet.
Durch den Vergleich der beiden FBM-Auswertungen – basierend auf analy-
tisch bzw. numerisch erzeugten Eingangsdaten – lässt sich bemessen, inwiefern
Abweichungen der mechanischen Feldgrößen zu unterschiedlichen effektiven
Laminatfestigkeiten und Risslängen führen. Somit eignet sich dieser Vergleich
zur Beurteilung, ob das in Abschnitt 4.4 vorgeschlagene Berechnungsver-
fahren dritter Ordnung geeignet ist, um die Eingangsdaten für eine Finite
Bruchmechanik-Analyse zu generieren.

5.3.2 Bewertung mithilfe eines Kohäsivzonenmodells

Der Vergleich zwischen den Auswertungen des gekoppelten Kriteriums mit-
tels analytisch bzw. numerisch ermittelten Daten beantwortet jedoch nicht
die Frage, inwiefern die Finite Bruchmechanik ein adäquates Werkzeug zur
Analyse interlaminarer Risse in AWVs ist. Um dies zu beurteilen, wird die in
Abschnitt 3.3 vorgestellte Kohäsivzonenmodellierung (CZM) als alternatives
Versagensmodell zum Vergleich herangezogen. Wie ausgeführt, wurde sie in
der Vergangenheit bereits vielfach erfolgreich zur Vorhersage von Delami-
nationen eingesetzt und eignet sich, da sowohl festigkeits- als auch bruch-
mechanische Faktoren berücksichtigt werden, zudem um die Vorhersagen
der Finiten Bruchmechanik abzusichern (beispielsweise Stein et al., 2015,
Rosendahl et al., 2017, Talmon l’Armée u. Becker, 2020). Der interessierte
Leser sei auf die Veröffentlichungen von Martin et al. (2016) und Cornetti
et al. (2016, 2018) verwiesen, die die Übereinstimmung von FBM und CZM
im Detail thematisieren.

Modellaufbau. Im Rahmen dieser Forschungsarbeit wird ein Kohäsivzo-
nenmodell in dem kommerziellen Finite-Elemente-Programmpaket Abaqus
(Version 2018) implementiert. Die Umsetzung erfolgt parametrisiert über eine
Python-Schnittstelle des Programms, so dass auch größere Variantenstu-
dien effizient durchgeführt werden können. Der Aufbau entspricht dem in
Abschnitt 4.5.1 vorgestellten Finite-Elemente-Modell, wobei ein Viertel des
Laminats mit den in Abschnitt 4.1 diskutierten Rand- und Symmetriebedin-
gungen berücksichtigt wird. Zusätzlich wird zur Abbildung des Versagens
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feines Netz +ϑ

−ϑ

∆T

ε0

Kontinuums-
elemente

Kohäsiv-
elemente

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung des Kohäsivzonenmodells der Viertelstruk-
tur mit den verwendeten Rand- und Symmetriebedingungen. Eine Detailansicht des
Randbereichs zeigt die dort stark verfeinerte Diskretisierung.

zwischen den Laminatschichten eine Lage Kohäsivelemente mit verschwindend
geringer Dicke eingebracht. Da in der Elementbibliothek von Abaqus keine
zweidimensionalen Kohäsivelemente vorhanden sind, die die Kinematik des
GEVZs abbilden können, wird das Modell aus einer Schicht dreidimensionaler
Elemente mit linearen Ansatzfunktionen aufgebaut und die Kinematik über
Kopplungsgleichungen berücksichtigt. Die Diskretisierung erfolgt in einer
strukturierten Weise mit Hexaederelementen20, wobei die Netzfeinheit in
Richtung der Schichtgrenze und in Richtung des freien Randes stark zunimmt.
In der Nähe des freien Randes ist ein fein diskretisierter Bereich vorgesehen,
in dem die Elemente eine konstante Kantenlänge le in Richtung des Randes
besitzen. In Abbildung 5.2 ist der Modellaufbau inklusive der Diskretisierung
und der Randbedingungen schematisch dargestellt. Die axiale Dehnung ε0
und die homogene Temperaturlast ∆T werden gleichmäßig auf die gesamte
Struktur aufgebracht. Weiterhin wird für die Einzelschichten linear-elastisches,
monoklines Materialverhalten vorausgesetzt.
Das interlaminare Versagen wird über das konstitutive Verhalten der Ko-
häsivelemente abgebildet. Zu diesem Zweck wird ein bilineares Spannungs-
Separations-Gesetz implementiert, wie es in Abbildung 3.4b dargestellt ist.
Dabei wird der Beginn des Schädigungsprozesses über das Festigkeitskriteri-
um

τxz = τc (5.11)
bestimmt, in dem gemäß der Annahme einer reinen Modus III-Rissöffnung die
interlaminare Schubspannung τxz und die zugehörige Festigkeit τc berücksich-
tigt werden. Anschließend beginnt eine Degradation der Elementsteifigkeit,
bis das Material bei Erreichen der energetischen Bedingung

GIII = GIIIc (5.12)

vollständig versagt. Die Teilkriterien sind analog zur FBM gewählt, um eine
Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu gewährleisten.
20In der Elementbibliothek von Abaqus sind die verwendeten Kohäsivelemente mit der
Abkürzung COH3D8 und die verwendeten Kontinuumselemente mit C3D8 bezeichnet.
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Die Entstehung einer Delamination in einem Laminat unter gleichmäßiger
Längsdehnung und die damit einhergehende plötzliche Steifigkeitsabnahme
führen zu einem abrupten Rückgang der Reaktionslast in Längsrichtung (vgl.
Abbildung 5.3). Es sei erwähnt, dass die Reaktionslast bei einer weiteren
Steigerung der äußeren Dehnung in manchen Struktursituationen erneut
ansteigen kann. Zur Definition des Versagenspunkts wird innerhalb dieser
Studie jedoch die erstmalige sprungartige Degradation der Steifigkeit her-
angezogen. In diesem Punkt hat, für ein Laminat unter axialer Dehnung,
nicht nur der Verlauf der Reaktionslast einen deutlichen Sprung, sondern
auch der des elastischen Potentials. Bei einer rein thermischen Belastung
steht die Reaktionslast nicht für eine Charakterisierung des Versagens zur
Verfügung. In dieser Situation zeigt jedoch, neben der Formänderungsenergie,
die Längsdehnung eine plötzliche Änderung im Versagenspunkt, da die Ver-
formungsbehinderung zwischen den Einzelschichten mit der Rissinitiierung
gemindert wird, und kann somit zur Kennzeichnung des Versagenspunktes
genutzt werden.

Konvergenzstudien. Bei der Implementierung eines Kohäsivzonenmodells
ist der Einfluss einiger nicht-physikalischer Modellparameter sorgfältig zu
analysieren. Um zu gewährleisten, dass deren Einfluss auf die Berechnungser-
gebnisse vernachlässigbar klein ist, werden Konvergenzstudien bezüglich der
initialen Steifigkeit der ungeschädigten Kohäsivelemente K, der Kantenlänge
der Kohäsivelemente in der Prozesszone le und des viskosen Dämpfungspara-
meters η durchgeführt. Für die Untersuchungen wird ein [±10◦]s-AWV aus
kohlefaserverstärktem Epoxidharz (Materialkombination T800/914) unter
axialer Dehnung verwendet, wobei die Einzelschichtdicke t = 0,125 mm, die
Schubfestigkeit τc = 27,5 MPa und Bruchzähigkeit GIIIc = 0,38 N/mm beträgt.
Die Lösung wird im Folgenden als hinreichend exakt bezüglich des betrach-
teten Parameters angesehen, wenn eine weitere Erhöhung beziehungsweise
Reduzierung zu einer Änderung der ermittelten Versagenslast von höchstens
0,1 % führt.
Die initiale Steifigkeit der ungeschädigten Kohäsivelemente ist ausreichend
groß zu wählen, so dass die Nachgiebigkeit der Gesamtstruktur durch die zu-
sätzlichen Elemente nicht künstlich erhöht wird (Turon et al., 2007, Gonçalves
et al., 2000). Andererseits führen hohe Steifigkeitswerte zu langen Rechenzei-
ten und können numerische Probleme verursachen. Laut einer Übersichtsstudie
von Lu et al. (2019) verwenden die meisten Autoren Steifigkeiten zwischen
105 N/mm3 und 108 N/mm3. Eigene Konvergenzuntersuchungen zeigen, dass
die Versagenslast für die betrachtete Strukturkonfiguration ab einem Wert
von K ≥ 104 N/mm3 nicht mehr signifikant von der Wahl der Steifigkeit
abhängt.
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Abbildung 5.3: Last-Verformungsdiagramme zur Bestimmung des Einflusses der minima-
len Elementkantenlänge der Kohäsivelemente le und des viskosen Dämpfungsparameters η.
Die Studie wurde anhand eines [±10◦]S-Laminates aus der Materialkombination T800/914
mit einer Einzelschichtdicke von t = 0,125 mm durchgeführt. Die nicht-physikalischen
Modellparameter, welche nicht variiert wurden, betragen le = 0,0125 mm, η = 10−10 s
und K = 106 N/mm.

Auch die Größe der Kohäsivelemente in der Prozesszone kann einen we-
sentlichen Einfluss auf die Berechnung haben. Verschiedene Autoren haben
Vorschläge gemacht, wie die Länge lcz der Kohäsivzone auf Grundlage der
Materialkonstanten abschätzt werden kann. Eine ausführliche Übersicht ist in
Turon et al. (2007) zu finden. Als Ausgangspunkt für eine Konvergenzstudie
wird eine von Harper u. Hallett (2008) für Modus II angegebene Formel an
eine Modus III-Rissöffnung angepasst:

lcz = m

√
E
GIIIc

τ2c
t. (5.13)

Dabei wird neben den Materialkonstanten E,GIIIc, τc auch die Einzelschicht-
dicke t berücksichtigt. Der Parameter m ist eine modellspezifische Konstante,
für die Harper u. Hallett (2008) einen Wert von 0,5 vorschlagen. Nach Turon
et al. (2007) soll die Kohäsivzone mit Ne ∈ {2, ..., 10} Elementen diskretisiert
werden. Für eine Wahl von Ne = 10 ergibt sich für das verwendete Lami-
nat eine Größenordnung von le ≈ t/5 für die Länge der Kohäsivelemente21.
Die durchgeführte Konvergenzstudie, deren Ergebnisse in Abbildung 5.3a
dargestellt sind, zeigt eine hinreichend konvergierte Bruchlast bereits für
Elementgrößen le ≤ 0, 125mm, was der Einzelschichtdicke entspricht.
21Hierbei wurde für den Elastizitätsmodul konservativ der Wert des reinen Matrixmaterials
HexPly 914, E = 3900 MPa, aus dem Datenblatt des Herstellers Hexcel übernommen.
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Aufgrund des stark nichtlinearen Modellverhaltens kann es während der Lö-
sung des Randwertproblems zu numerischen Schwierigkeiten kommen. Die
Problematik kann deutlich entschärft werden, indem eine viskose Dämpfung in
das Konstitutivgesetz der Kohäsivelemente aufgenommen wird (Hamitouche
et al., 2008). Allerdings führen die viskosen Effekte zu einer Dissipation von
Energie und können somit zu einer künstlichen Erhöhung der Versagenslast
führen. In den in Abbildung 5.3b dargestellten Last-Verformungsdiagrammen
ist dieser Effekt deutlich erkennbar, allerdings kann die effektive Festigkeit
für η ≤ 10−6 s als konstant angesehen werden.

Über das Ergebnis der Konvergenzuntersuchungen hinausgehend werden in
den folgenden Studien die Steifigkeit der Kohäsivelemente K = 106 N/mm3,
die Elementkantenlänge le = t/10 und der Dämpfungsparameter η = 10−10 s
verwendet. Diese Wahl ist äußerst konservativ, wohlwissend dass das Kon-
vergenzverhalten des Modells von einer Variation der Materialparameter
beeinflusst werden kann. In der betrachteten Konfiguration führt dies zu
einem Modell mit circa 104 Freiheitsgraden und einer Berechnungsdauer von
ungefähr 5 Minuten auf einem herkömmlichen Arbeitsplatzrechner22.

5.4 Inverse Bestimmung der Bruchparameter

Die beiden in dieser Studie verwendeten Modelle zur Vorhersage des interla-
minaren Versagens, die Finite Bruchmechanik und die Kohäsivzonenmodellie-
rung, basieren auf den gleichen Bruchparametern. Da in beiden Konzepten
sowohl festigkeits- als auch bruchmechanische Aspekte berücksichtigt werden,
sind das im Falle der betrachteten Modus III-Rissöffnung die Schubfestigkeit
τc und die Bruchzähigkeit GIIIc.

Diaz Diaz u. Caron (2006) beschrieben die Entstehung einer Delamination
in AWVs als die Vereinigung von Mikrorissen in einer dünnen Harzschicht
zwischen den Laminatlagen. Hierbei geben sie für die Länge der Mikrorisse
und die Dicke der Harzschicht die Größenordnung des Faserdurchmessers
an. Auch Wu (1990) ging von einem Versagen des Matrixmaterials aus.
Experimentelle Studien von Crossman et al. (1980) und Johannesson et al.
(1984) legen nahe, dass neben dem reinen Matrixversagen, auch Ablöseprozesse
des Matrixmaterials von der Faser eine wichtige Rolle spielen. Johannesson
et al. (1984) beschrieben detailliert einen gezackten Verlauf der Rissfront,
für dessen exakte Form sie eine Abhängigkeit von der Faserorientierung
22Die Angabe beziehen sich auf die Nutzung eines Arbeitsplatzrechners mit Intel® CoreTM
i5 Prozessor mit 6 Kernen mit jeweiliger Taktfrequenz von 3,6 GHz.
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der angrenzenden Laminatlagen annahmen. Diese Beobachtungen zeigen,
dass die benötigte Festigkeit und Bruchzähigkeit als Bruchparameter der
Grenzfläche zu verstehen sind, die sowohl vom verwendeten Matrixsystem,
vom Fasermaterial und auch von der Faserorientierung der benachbarten
Schichten abhängen.

Bruchzähigkeit und Festigkeit der Grenzfläche. Basierend auf den ex-
perimentellen Beobachtungen einer gezackten Rissoberfläche postulierten
Marom et al. (1988) eine Formel zur Beschreibung der Abhängigkeit der
Bruchzähigkeit GIIc von den Faserorientierungen der benachbarten Schichten.
Je stärker die Rissausbreitungsrichtung von den Faserorientierungen abweicht,
desto größer ist die Bruchzähigkeit der Grenzfläche. Anderson u. König (2004)
wendeten diese, ursprünglich für gewebeverstärkte Materialien entwickelte
Beziehung an, um die experimentellen Daten aus Studien anderer Autoren
nachzurechnen und sahen insbesondere für spröde Werkstoffe eine gute Über-
einstimmung. Auch Hu et al. (2022, 2023) gaben eine Beziehung zwischen
den Faserwinkeln der angrenzenden Schichten und der gemessenen Modus
I-Bruchzähigkeit an, wobei sie im Gegensatz zu Marom et al. (1988) einen
lineare Abhängigkeit vom Schichtwinkel ϑ vorschlugen:

Gc(ϑ) = Gc (ϑ = 90◦) + 90◦ − ϑ
90◦

[
Gc (ϑ = 0◦)− Gc (ϑ = 90◦)

]
. (5.14)

Die angegebene Formel ist auf die in dieser Studie betrachtete Konfiguration
einer vom Rand ausgehenden Delamination in einem ausgeglichenen [±ϑ]s-
Winkelverbund angepasst. Ihr zufolge ist die Bruchzähigkeit der Grenzfläche
in einem [±90◦]s-Verbund am geringsten, da hier die Delaminationsrichtung
parallel zu der Faserorientierung ist. Sie steigt mit fallendem Schichtwinkel
ϑ linear an, bis sie für ϑ = 0◦ ihr Maximum erreicht. In diesem Fall ist die
Rissausbreitungsrichtung senkrecht zur Faserrichtung. Hu et al. (2022, 2023)
stützen ihre Aussagen auf den gezackten Verlauf der Rissfront und andere
mikromechanische Effekte wie das Lösen einzelner Fasern aus der Matrix oder
die Entstehung von Zwischenfaserbrüchen in den angrenzenden Schichten, die
sie in einer experimentellen Untersuchung bestätigen konnten. Der Befund
von Donaldson (1988), der in einer Studie an [±ϑ]s-Verbunden für ϑ = 45◦
eine kleinere Modus III-Bruchzähigkeit gemessen hat als für ϑ = 15◦, passt zu
diesen Erklärungen. Auch Allix et al. (1998) stellten in einer experimentellen
Studie an AWVs aus kohlefaserverstärktem Epoxidharz eine Abhängigkeit der
Bruchzähigkeiten GIc und GIIc von der Faserorientierung der angrenzenden
Schichten fest.
Bradley (1989) führte die Bruchzähigkeit des Verbunds auf den Modus I-Wert
des Matrixharzes Gmat

Ic zurück. Er gab für das Verhältnis GIIc/Gmat
Ic einen
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Bereich von 0,25 bis 7 und für das Verhältnis GIIc/GIc einen Bereich von 3
bis 10 an. Verglichen mit Modus I und II gibt es bezüglich einer Modus
III-Rissöffnung und der zugehörigen Bruchzähigkeit GIIIc bedeutend weniger
Untersuchungen (Tay, 2003). Li et al. (1997) folgerten aus Versuchen an
[90◦/+ 45◦3/− 45◦3/90◦]s-Laminaten, dass die Modus III-Bruchzähigkeit circa
viermal größer als GIc ist. Laut Liao u. Sun (1996) sind die Werte von GIIIc
und GIIc vergleichbar.

Eine Alternative zur Verwendung von experimentell ermittelten Bruchpara-
metern ist es, diese Parameter mithilfe der verwendeten Versagensmodelle
aus experimentell bestimmten Bruchlasten zurückzurechnen. Dieses Vorge-
hen wird im Folgenden auch als inverse Bestimmung der Bruchparameter
bezeichnet. Diaz Diaz u. Caron (2006) verwendeten die Methode zur Ermitt-
lung der Schubfestigkeit für die Vorhersage des interlaminaren Versagens in
Winkelverbunden mithilfe eines Schubspannungskriteriums. Sie erhielten eine
Festigkeit von τc = 265MPa, ein Wert der den des Matrixmaterials um ein
Vielfaches übersteigt, und erklärten das mithilfe von Größeneffekten (Wisnom,
1999, Fiedler et al., 2001, Hobbiebrunken et al., 2007). Demnach ist davon
auszugehen, dass die Schubfestigkeit der Grenzfläche aufgrund der sehr gerin-
gen Dicke höher ist als die des reinen Matrixmaterials. Auch Lagunegrand
et al. (2006) nutzten die Methode der Rückrechnung der Bruchparameter.
Zusätzlich zur Schubfestigkeit, für die sie einen vergleichbaren Wert wie Diaz
Diaz u. Caron (2006) erhielten, bestimmten sie die Mittelungslänge für das
verwendete nicht-lokale Festigkeitskriterium zu 11µm, was ca. einem hun-
dertstel der Einzelschichtdicke entspricht. In den beiden Studien ergaben
sich für unterschiedliche Schichtwinkel ähnliche Schubfestigkeiten, so dass
diese als unabhängig von der Faserorientierung angenommen wurde. Martin
et al. (2010) analysierten das interlaminare Versagen von AWVs mithilfe der
Finiten Bruchmechanik und bedienten sich dabei der imentellen Daten von
Lagunegrand et al. (2006) und Diaz Diaz u. Caron (2006). Dabei rechneten
sie sowohl GIIIc als auch τc aus den Versuchsdaten zurück. Auf diese Weise
ergaben sich für das Material T700/CTE1 ähnliche Schubfestigkeiten τc wie
bei Diaz Diaz u. Caron (2006), während die Festigkeiten für die G947/M18-
Verbunde sogar noch darüber lagen. Sowohl die Schubfestigkeiten als auch
die Bruchzähigkeiten variierten dabei mit der Faserorientierung.

Bestimmung im Rahmen der vorliegenden Studie. Die Methode der
inversen Bestimmung der Bruchparameter wird im Folgenden exemplarisch an
einem T800/914-[±ϑ]s-Verbund angewendet. Hierbei werden aus den von Lor-
riot et al. (2003) bestimmten Versagenslasten (Tabelle 5.1) die Bruchzähigkeit
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Tabelle 5.1
Experimentell ermittelte Versagenslasten σexp

f von drei [±ϑ]s-Verbunden in Abhängig-
keit der Einzelschichtdicke t und des Schichtwinkels ϑ. Die Basisschichtdicken t0 der
Materialsysteme können Tabelle 4.2 entnommen werden.

ϑ [°] σexp
f [MPa]

t = t0 t = 2t0 t = 3t0 t = 4t0 t = 5t0
T800/914a 10 826± 27 722± 28 655± 26 580± 27 619± 16

20 599± 16 495± 26 418± 15 394± 14 354± 22
30 406± 14 304± 7 269± 2 232± 8 227± 15

G947/M18b 10 812± 10 723± 13 690± 10 672± 16
30 391± 8 351± 5 339± 5 328± 8

T700/CTE1c 10 941± 19 765± 35 731± 31 679± 5
20 601± 37 503± 41 459± 13 479± 15

a Lorriot et al. (2003), b Lagunegrand et al. (2006), c Diaz Diaz u. Caron (2006)

GIIIc und die Schubfestigkeit τc zurück gerechnet. Für jede der untersuchten
Faserorientierungen (ϑ = 10◦, 20◦, 30◦) werden die Bruchparameter τc und
GIIIc innerhalb physikalisch sinnvoller Grenzen variiert und die zugehörigen
effektiven Festigkeiten σf mithilfe der Finiten Bruchmechanik analytisch
bestimmt. Das quadratische Mittel der relativen Fehler

e =

√√√√ 1
n

n∑
i=1

(
σf,i − σexp

f,i

σexp
f,i

)2

(5.15)

liefert ein Maß die Abweichung der berechneten von den experimentellen Daten
für das verwendete τc,GIIIc-Paar und wird zur Bewertung der Vorhersagequa-
lität des Modells herangezogen. Dabei ist n die Anzahl der berücksichtigten
Schichtdicken und σexp

f die experimentell ermittelte Bruchlast. Die Ergebnis-
se für ein [±20◦]s-Laminat aus der Materialkombination T800/914 sind im
linken Teil der Abbildung 5.4 als Konturplot dargestellt. Der kleinste Vor-
hersagefehler e ergibt sich demnach für ein Schubfestigkeit von τc = 56MPa
und eine Bruchzähigkeit von GIIIc = 0, 23N/mm. In Abbildung 5.5a sind die
ermittelten τc,GIIIc-Paare in Abhängigkeit des Schichtwinkels aufgetragen. Es
zeigt sich für das Material T800/914 eine mit wachsendem Schichtwinkel
kleiner werdende Schubfestigkeit, wohingegen bei der Bruchzähigkeit keine
klare Tendenz erkennbar ist. Diese Beobachtungen decken sich qualitativ mit
denen von Dölling (2022), der die Methode der inversen Materialdatenbestim-
mung auf Basis von Versagenslasten auswertete, die er mithilfe der Finiten
Bruchmechanik und der Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode generierte.
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Abbildung 5.4: Vorhersagefehler e zur Bestimmung der Versagensparameter GIIIc und τc
aus experimentellen Daten. In der linken Abbildung sind die Werte des Prädiktionsmaßes
e als Höhenlinien dargestellt, wobei die Bruchzähigkeit GIIIc und die Schubfestigkeit τc
innerhalb physikalisch sinnvoller Grenzen variiert werden. Im rechten Bildteil ist die
Schubfestigkeit konstant gleich der des Matrixmaterials.

Abweichend von dem beschriebenen Vorgehen wird im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit als Schubfestigkeit der Grenzfläche, unabhängig von der
Faserorientierung der angrenzenden Schichten, die des Matrixharzes ver-
wendet: τc = τmat

c . Die Festigkeiten der verwendeten Materialien sind in
Tabelle 5.2 aufgelistet.23 Dies ist als konservatives Vorgehen zu verstehen,
da davon ausgegangen wird, dass sich die Delamination in einer reinen Harz-
schicht ausbreitet und eventuell festigkeitssteigernde Mechanismen wie der
Größeneffekt oder andere mikromechanische Vorgänge vernachlässigt werden.
Auf Basis dieser Annahme wird bei der Bestimmung des Prädiktionsmaßes
nach Beziehung (5.15) nur noch die Bruchzähigkeit variiert. Die konstante
Festigkeit τc = τmat

c ist im linken Teil der Abbildung 5.4 durch eine vertikale
rote Linie hervorgehoben. Im rechten Bildteil ist das Fehlermaß e entlang die-
ser Linie dargestellt. Es nimmt für eine Bruchzähigkeit von GIIIc = 0,34N/mm
ein lokales Minimum an. Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass die
Vorhersagen des analytischen Verfahrens, unter der Annahme einer Schub-
festigkeit von τc = τmat

c , bei Verwendung dieser Bruchzähigkeit die beste
Übereinstimmung mit den experimentellen Bruchlasten bieten. Die so ermit-
telten Bruchzähigkeiten sind in Abbildung 5.5b für verschiedene Materialien
und Faserwinkel als diskrete Datenpunkte aufgetragen. Es zeigt sich für alle

23Weil in den Produktdatenblättern der Harzhersteller die Schubfestigkeit τmat
c nicht

spezifiziert ist, wird sie in Anlehnung an die Gestaltänderungsenergiehypothese aus der
angegebenen Zugfestigkeit bestimmt: τmat

c = σmat
c /

√
3.
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Abbildung 5.5: Ermittelte Versagensparameter GIIIc und τc in Abhängigkeit des Schicht-
winkels ϑ.

Laminate übereinstimmend der Trend einer mit steigendem Schichtwinkel
abnehmenden Modus III-Bruchzähigkeit. Diese Beobachtung deckt sich mit
den oben aufgeführten Untersuchungen von Donaldson (1988), Anderson u.
König (2004) und Hu et al. (2022, 2023).

Aus den so ermittelten Datenpunkten für konkrete Schichtwinkel wird im
Folgenden die Winkelabhängigkeit der Bruchzähigkeit modelliert. Gemäß
den Erkenntnissen von Hu et al. (2022, 2023) wird sie mittels einer linearen
Funktion aus den diskreten Datenpunkten interpoliert:

GIIIc(ϑ) = Gϑ=10◦
IIIc + a(ϑ− 10◦) (5.16)

Die zugehörigen Parameter nach Gleichung (5.16) sind in Tabelle 5.2 zusam-
men mit der entsprechenden Schubfestigkeit τc aufgelistet. Sie werden im
weiteren Verlauf der Studie sowohl für die Finite Bruchmechanik als auch
für die Kohäsivzonenmodellierung verwendet. Ergänzend finden sich in der
Tabelle die Zugfestigkeit und die Modus I-Bruchzähigkeit des verwendeten
Harzes.

5.5 Ergebnisse: Rissinitiierung unter mechanischer Last

Im folgenden Unterkapitel wird die interlaminare Rissentstehung von ausge-
glichenen symmetrischen Winkelverbunden unter axialer Dehnung analysiert.
Hierbei wird insbesondere herausgestellt, ob das vorgeschlagene analytische
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5.5 Ergebnisse: Rissinitiierung unter mechanischer Last

Tabelle 5.2
Interlaminare Bruchparameter des Verbunds (τc, GIIIc) und Modus I-Werte der Matrix-
harze (σmat

c ,Gmat
Ic ). Die angegeben Größen Gϑ=10◦

IIIc und a entsprechen den Parametern
der Gleichung (5.16). Die Daten der Matrixsysteme sind den Produktdatenblättern
entnommen.

τc Gϑ=10◦
IIIc a σmat

c Gmat
Ic

[MPa] [N/mm] [N/mm◦] [MPa] [N/mm]

T800/914a 27, 5 0, 38 −0, 0065 47, 7 0, 103
G947/M18b 46, 8 0, 64 −0, 0040 81, 1 0, 193
T700/CTE1c 28, 9 0, 37 −0, 0055 50, 0 −

a Lorriot et al. (2003), b Lagunegrand et al. (2006), c Diaz Diaz u. Caron (2006)

Verfahren ein geeignetes Werkzeug zur Vorhersage von Randdelaminationen
ist. Die Bewertung erfolgt zum einen durch den Vergleich der erzielten Er-
gebnisse mit numerischen Referenzdaten. Zum anderen wird anhand von
Versuchsergebnissen überprüft, in wieweit die entwickelte Methode in der
Lage ist experimentelle Daten qualitativ und quantitativ wiederzugeben und
somit prädiktiv zur Vorhersage von Randdelaminationen eingesetzt werden
kann.

5.5.1 Vergleich mit numerischen Resultaten

Die Gegenüberstellung der analytischen Resultate mit numerischen Referenz-
daten dient zwei Zwecken: Um zu prüfen, ob das vorgeschlagene Verfahren
anwendbar ist, um die Eingangsdaten für die Finite Bruchmechanik bereitzu-
stellen, wird das gekoppelte Kriterium zusätzlich mit numerischen FEA-Daten
ausgewertet. Der Vergleich der Versagenslasten mit den Vorhersagen eines Ko-
häsivzonenmodells als alternatives Versagensmodell gibt Ausschluss darüber,
ob das Konzept der Finiten Bruchmechanik geeignet ist um Randdelamina-
tionen in Faserverbundwerkstoffen vorherzusagen.

Analytische vs. numerische Anwendung der FBM. Die Auswertung
des gekoppelten Kriteriums nach Abschnitt 5.2.1 liefert in einem ersten Schritt
die initiale Länge der Randdelamination ∆af als Ergebnis der quadratischen
Gleichung (5.2). Anschließend wird wahlweise mittels des Energie- oder des
Spannungsteilkriteriums gemäß Beziehung (5.3) die effektive Festigkeit σf der
Struktur bezüglich Delaminationsversagen ermittelt.

Abbildung 5.6 zeigt die initialen Längen der in einem [±ϑ]s-Verbund aus
der Materialkombination T700/CTE1 entstandenen Delaminationen. Im Dia-
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Abbildung 5.6: Normierte Risslänge ∆af/t von T700/CTE1 [±ϑ]s-Laminaten in Ab-
hängigkeit der Einzelschichtdicke (a) und des Schichtwinkels (b). Ergänzend ist die
relative Abweichung δ der analytischen von den numerischen Werten als Säulendiagramm
verbildlicht, die zugehörige Ordinate befindet sich auf der rechten Diagrammseite.

gramm sind die Ergebnisse der analytischen Anwendung der Finiten Bruchme-
chanik denen einer Auswertung auf Basis von FEA-Daten gegenübergestellt.
Die vorgeschlagene Methode sagt mit sehr guter Übereinstimmung zu den
Referenzdaten Risslängen in der Größenordnung der Einzelschichtdicke t
voraus. Diese Erkenntnis deckt sich mit den Beobachtungen von Diaz Diaz
u. Caron (2006), die in einer experimentellen Studie Delaminationsversagen
feststellen, wenn sich mehrere Mikrorisse zu einem Riss in der Größenordnung
der Schichtdicke vereinigen. Abbildung 5.6a zeigt die normierte Risslänge
∆af/t in Abhängigkeit der normierten Einzelschichtdicke t/t0 für eine Faser-
orientierung von ϑ = 10◦. Es ist ersichtlich, dass die normierte Länge ∆af/t
mit zunehmender Schichtdicke leicht abnimmt, wobei die absolute Länge ∆af
größer wird. Diese Ergebnisse stimmen qualitativ mit denen von Hebel (2010)
und Martin et al. (2010) für andere kohlefaserverstärkte Laminate überein.
In Abbildung 5.6a ist ebenfalls die relative Abweichung

δ =
∣∣∣∣∆aana

f −∆aref
f

∆aref
f

∣∣∣∣ (5.17)

der analytischen Lösung ∆aana
f von der numerischen Referenzlösung ∆aref

f
dargestellt. Der relative Fehler steigt mit der Schichtdicke und beträgt im
betrachteten Fall für t/t0 = 4 knapp 3%. Eine Ursache für diese Abweichung
ist die Vernachlässigung der Verschiebung uz im analytischen Modell. Diese
Vereinfachung basiert auf der Voraussetzung dünner Schichten und verliert
somit mit zunehmender Dicke an Rechtfertigung.
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Abbildung 5.6b zeigt die normierte Risslänge ∆af/t in Abhängigkeit der
Faserorientierung t für eine Einzelschichtdicke von t = t0 = 0,13mm. Die
Risslänge nimmt mit dem Schichtwinkel zu, bis sie zwischen 20◦ und 30◦
ein Maximum erreicht und anschließend wieder abfällt. Auch Dölling (2022)
ermittelt für das Material für ϑ = 20◦ größere initiale Risslängen als für ϑ =
10◦. Auch hier ergeben sich sehr geringe Abweichungen der analytischen zu
den numerischen FBM-Ergebnissen, die zwar mit zunehmendem Schichtwinkel
größer werden, jedoch für alle dargestellten Konfigurationen kleiner als 2, 5%
sind.

Abbildung 5.7 zeigt die ermittelten effektiven Festigkeiten σf von [±ϑ]s-
Winkelverbunden aus drei verschiedenen Materialkombinationen. Dabei ist
jeweils die Abhängigkeit von der Einzelschichtdicke für ein [±10◦]s-Laminat
und die Abhängigkeit von der Faserorientierung bei konstanter Schichtdicke
t = t0 dargestellt. Den Resultaten der beiden Auswertungen der Finiten
Bruchmechanik – basierend auf analytisch bzw. numerisch generierten Ein-
gangsdaten – sind zusätzlich Ergebnisse eines Kohäsivzonenmodells (CZM)
gegenübergestellt, welche im folgenden Abschnitt diskutiert werden.
Bei allen drei Materialsystemen kann ein ausgeprägter Schichtdickeneffekt,
also eine abnehmende effektive Festigkeit bei steigender Einzelschichtdicke,
beobachtet werden. Das Phänomen lässt sich dadurch erklären, dass dickere
Schichten mehr Formänderungsenergie speichern können, welche zur Initiie-
rung eines interlaminaren Risses zur Verfügung steht. Durch die Berücksichti-
gung eines energetischen Teilkriteriums ist die Finite Bruchmechanik in der
Lage diesen Effekt abzubilden (beispielsweise Weißgraeber et al., 2016b). Zu-
dem ist den betrachteten Konfigurationen gemein, dass das versagenskritische
Spannungsniveau mit zunehmender Faserorientierung im untersuchten Win-
kelbereich 5◦ ≤ ϑ ≤ 45◦ geringer wird. Lediglich bei dem Material G947/M18
liegt für ϑ = 40◦ ein Tiefpunkt vor. Dieses Verhalten kann zu einem Teil mit
der Modellierung der Bruchzähigkeit als mit dem Schichtwinkel abnehmende
Funktion begründet werden. Außerdem ist die zunehmende Schubdeformati-
onsbehinderung zu berücksichtigen. Das analytische Modell gibt diese beiden
Effekte in guter Übereinstimmung zur numerischen Auswertung der FBM
wieder.
Wie bereits bei den initialen Risslängen zu beobachten war, steigt die relative
Abweichung zwischen analytischer und numerischer FBM-Lösung mit zuneh-
mender Schichtdicke und zunehmendem Schichtwinkel an. Die Analyse der
Daten für T700/CTE1 zeigt, dass der relative Fehler der effektiven Festigkei-
ten größer ist als der der Risslängen. Das ist wenig überraschend, da sich die
Versagenslast gemäß Gleichung (5.3) aus der Risslänge ∆af und einer weite-
ren fehlerbehafteten Größe, wahlweise τxz oder GIII, berechnet. Weiterhin ist
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erkennbar, dass der relative Fehler bei der Materialkonfiguration G947/M18
größer ist als bei den Konfigurationen T700/CTE1 oder T800/914. Ein wichti-
ger Grund hierfür ist, dass die entsprechende Konfiguration mit t0 = 0, 19mm
eine größere Einzelschichtdicke besitzt als die anderen betrachteten Struktu-
ren (siehe Tabelle 4.2). Eine weitere Ursache der Ungenauigkeiten liegt in den
Steifigkeitseigenschaften. Schichten aus der Materialkombination G947/M18
besitzen gegenüber den anderen betrachteten Materialkombinationen deutlich
geringere Schubsteifigkeiten. Die infolge dessen größeren Schubverzerrungen
und Verwölbungen können von der analytischen Berechnungsmethode nur
näherungsweise abgebildet werden. Vergleichsrechnungen mit einer verklei-
nerten Schichtdicke beziehungsweise erhöhten Schubsteifigkeiten zeigen eine
klare Reduktion der Abweichungen zwischen analytischen und numerischen
Ergebnissen.

Es kann festgehalten werden, dass sich die vorgeschlagene analytische Be-
rechnungsmethode sehr gut eignet, um die Eingangsdaten für die Finite
Bruchmechanik-Analysen von ausgeglichenen Winkelverbunden zu generie-
ren. Alle grundlegenden physikalischen Effekte werden übereinstimmend zur
numerischen Referenzlösung abgebildet und auch die quantitative Überein-
stimmung ist gut bis sehr gut. Die Abweichungen zwischen den analytischen
Resultaten und der Anwendung der FBM mit Finite-Elemente-Daten liegt be-
züglich der initialen Risslänge unter 3% und bezüglich der effektiven Festigkeit
mit einer Ausnahme (G947/M18, [±10◦]s, t = 4t0) für alle in Abbildung 5.7
dargestellten Konfigurationen unter 10%.

Kohäsivzonenmodell als alternatives Versagenskonzept. Durch den
Vergleich mit Ergebnissen eines unabhängigen Versagensmodells wird die
Eignung der Finiten Bruchmechanik zur Vorhersage interlaminarer Rissent-
stehung diskutiert. Hierzu wird das in Abschnitt 5.3.2 vorgestellte Kohäsivzo-
nenmodell (CZM) herangezogen, dessen Resultate ebenfalls in Abbildung 5.7
dargestellt sind.
Die Kohäsivzonenmodellierung bildet die beiden beobachteten Effekte, den
Schichtdickeneffekt und die fallende effektive Festigkeit mit größer werden-
dem Faserwinkel, qualitativ übereinstimmend zur Finiten Bruchmechanik ab.
Auch quantitativ untermauern die Resultate der CZM die Vorhersagen der
Finiten Bruchmechanik, wobei die Ergebnisse der Kohäsivzonenmodellierung
geringfügig konservativer sind. Die relative Abweichung zu den Resultaten
der numerischen Auswertung des gekoppelten Kriteriums sind für die in
Abbildung 5.7 dargestellten Konfigurationen nicht größer als 15%. Diese
Genauigkeitswerte liegen in der Größenordnung derer anderer Studien (Stein,
2018, Felger, 2020, Dölling, 2022). Es existieren zahlreiche Forschungsarbeiten,
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Abbildung 5.7: Effektive Festigkeit σf von [±ϑ]s-Laminaten in Abhängigkeit der Einzel-
schichtdicke (a,c,e) und des Schichtwinkels (b,d,f). Ergänzend ist die relative Abweichung δ
der analytischen von den numerischen FBM-Ergebnissen als Säulendiagramm verbildlicht.
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die die Unterschiede und Gemeinsamkeiten von Finiter Bruchmechanik und
Kohäsivzonenmodellierung im Detail thematisieren (beispielsweise Cornetti
et al., 2016, 2018, Martin et al., 2016, Doitrand et al., 2019). Sie stellen
dabei einen großen Einfluss des verwendeten Konstitutivgesetzes der Ko-
häsivelemente auf die resultierenden Versagenslasten fest. Rosendahl et al.
(2017) erzielt analog zu Cornetti et al. (2014) bei Verwendung eines tri-
linearen, trapezförmigen Konstitutivgesetz die besten Übereinstimmungen
zu FBM-Analysen mit punktweise ausgewertetem Spannungskriterium. Die
so erzielten Versagenslasten liegen meist etwas höher als bei Verwendung
eines bilinearen Kohäsivgesetzes. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird
darauf verzichtet Anpassungen im Konstitutivgesetz der Kohäsivzonenele-
mente vorzunehmen, um die Abweichung zu reduzieren. Der Mehraufwand
für die Auswahl und Implementierung eines trilinearen Kohäsivgesetzes steht
im Rahmen der vorliegenden Studie nicht im Verhältnis zum erwarteten
Mehrwert der Ergebnisse. Es wird ein bilinearer Zusammenhang gemäß Ab-
bildung 3.4 verwendet, da dieser alle grundlegenden Effekte abbildet und sich
durch seine breite Anwendung bewährt hat. Zudem ist er komfortabel im
Finite-Elemente-Programmpaket Abaqus implementiert.

Die qualitative und quantitative Übereinstimmung der versagenskritischen
Spannungen aus der Finiten Bruchmechanik und der Kohäsivzonenmodellie-
rung belegen einmal mehr das Vermögen der FBM die Entstehung interlami-
narer Risse in Mehrschichtverbunden vorherzusagen (siehe auch Abschnitt
3.3). Erstaunlich ist die quantitative Übereinstimmung auch vor dem Hinter-
grund, dass die Bruchparameter mithilfe des analytischen Modells kalibriert
wurden.

5.5.2 Vergleich mit Experimenten

Im folgenden Abschnitt werden die effektiven Festigkeiten aus der analytischen
Auswertung des gekoppelten Kriteriums mit Versuchsdaten aus der Literatur
verglichen. Die Literaturdaten der drei betrachteten Materialsysteme samt
den Quellenangaben sind in Tabelle 5.1 zusammengestellt. Abbildung 5.8
illustriert die Entwicklung der versagenskritischen Spannung σf mit steigender
Einzelschichtdicke t für unterschiedliche Schichtwinkel ϑ. Für den Schichtwin-
kel ϑ = 10◦ ist zudem die relative Abweichung δexp der berechneten Werte
von den experimentellen Ergebnissen als Säulendiagramm dargestellt. Diese
Konfiguration (ϑ = 10◦) wird zur Diskussion des Fehlers gewählt, da hierbei
für alle betrachteten Materialsysteme die mittlere quadratische Abweichung
maximal ist.
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Abbildung 5.8: Effektive Festigkeit σf von [±ϑ]s-Laminaten in Abhängigkeit der nor-
mierten Einzelschichtdicke. Ergänzend ist für ϑ = 10◦ die relative Abweichung δexp der
berechneten Werte von den experimentellen Ergebnissen als Säulendiagramm verbildlicht,
die zugehörige Ordinate befindet sich auf der rechten Diagrammseite.

Es ist klar erkennbar, dass der Schichtdickeneffekt und die Abnahme der
Versagenslast mit zunehmendem Schichtwinkel ϑ qualitativ und quantitativ
in guter Übereinstimmung zu den experimentellen Befunden wiedergegeben
werden. Dabei wird der Schichtdickeneffekt von der Finiten Bruchmechanik
leicht überschätzt. Das bedeutet, dass die effektive Versagenslast nach der
vorgeschlagenen Methode bei dünnen Schichten überschätzt wird und mit
zunehmender Einzelschichtdicke stärker abfällt als die Versuchsergebnisse das
belegen. Dieses Phänomen ist bei ϑ = 10◦ am ausgeprägtesten. Bei größeren
Schichtwinkeln ist die relative Abweichung deutlich kleiner. Auch Stein (2018)
beschreibt in einer Studie über Klebschichtversagen die Tatsache, dass die
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FBM für dünne Schichten zu hohe effektive Festigkeiten vorhersagt. Er führt
als Begründung an, dass bei dünnen Schichten die Sprödigkeit der Struktur
möglicherweise zu gering sei, um mit dem gekoppelten Kriterium ein genaues
Ergebnis zu erzielen. Es ist zudem erwähnenswert, dass sich die effektiven
Festigkeiten von allen drei Materialsystemen in einer sehr ähnlichen Größen-
ordnung befinden, obwohl die Bruchparameter τc und Gc von G947/M18
annähernd doppelt so groß sind als die der anderen Materialkombinatio-
nen (siehe Tabelle 5.2). Grund hierfür sind die geringeren faserdominierten
Steifigkeiten von G947/M18 (Tabelle 4.2), die bei gleicher äußerer Last zu
größeren Deformationen und folglich zu einer höheren Energiefreisetzungsrate
führen.

Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass die vorgeschlagene analytische
Auswertung des gekoppelten Kriteriums die effektiven Festigkeiten der Win-
kelverbunde in guter Übereinstimmung zu den experimentellen Ergebnissen
wiedergibt, die grundlegenden physikalischen Effekte abbildet und die relative
Abweichung mit einer Ausnahme (T800/914, [±10◦]s, t = t0) kleiner als
20% ist. Auch der Vergleich mit Versuchsdaten führt somit zu dem Schluss,
dass die vorgeschlagene analytische Methode sehr gut geeignet ist, um die
Entstehung von Randdelaminationen in symmetrischen AWVs zuverlässig
vorherzusagen.

5.5.3 Einfluss der Bruchparameter auf die effektive
Festigkeit

Nach der Verifizierung des entwickelten analytischen Modells, wird dieses
genutzt, um den Einfluss der Bruchparameter auf die initiale Länge der inter-
laminaren Risse und die effektive Festigkeit des Verbunds zu ermitteln.24 Das
dient zum einen dazu, die Folgen von Ungenauigkeiten bei der experimen-
tellen Bestimmung oder der Kalibrierung der Bruchparameter quantifizieren
zu können. Zum anderen kann auf diese Weise abgeschätzt werden, wie die
Verwendung von Materialsystemen mit anderen Festigkeits- oder Zähigkeits-
eigenschaften die Delaminationsneigung der Struktur verändert.
Der Einfluss der Schubfestigkeit τc und der Modus III-Bruchzähigkeit GIIIc
auf die Risslänge ∆af ist in Abbildung 5.9 dargestellt. Die Höhenlinien in der
Grafik 5.9a entsprechen dabei Kurven gleicher Risslänge. Generell lässt sich
festhalten, dass höhere Festigkeiten zu kürzeren Rissen führen, wohingegen

24Abgesehen von den Bruchparametern τc und GIIIc bleiben die Materialkennwerte in
dieser Studie unverändert.
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Abbildung 5.9: Einfluss der Bruchparameter τc und GIIIc auf die Risslänge eines [±10◦]s-
Verbunds aus der Materialkombination G947/M18.

hohe Bruchzähigkeiten die Bildung längerer Risse bevorteilen. Diese Ergebnis-
se passen zu den Erkenntnissen von Martin et al. (2010). Sie stellen auf Basis
einer Dimensionsanalyse eine direkte Abhängigkeit der initialen Risslänge zu
einer charakteristischen Bruchlänge Lf = E11Gc/(τ2

c ) her, wonach aus einem
konstanten Wert für Lf auch eine gleichbleibenden initiale Risslänge ∆af folgt.
In Diagramm 5.9a sind die Kurven gleicher charakteristischer Bruchlänge als
gepunktete Linien dargestellt. Rot markiert sind die in Abschnitt 5.4 bestimm-
ten Werte der Schubfestigkeit τ∗c und der Bruchzähigkeit G∗IIIc nach Tabelle 5.2.
Die Darstellung 5.9b zeigt die Auswirkung einer Variation der Bruchzähigkeit
beziehungsweise der Schubfestigkeit (gestrichelte Linie) ausgehend von diesen
Werten. Es ist ersichtlich, dass in dem betrachteten τc,GIIIc-Punkt die Schub-
festigkeit einen deutlich stärkeren Einfluss auf die Länge der entstehenden
Randdelamination hat.
Für den Anwender von zentraler Bedeutung ist insbesondere der Einfluss
der Bruchparameter auf die effektive Festigkeit der Struktur (siehe Abbil-
dung 5.10a). Es ist intuitiv und im Diagramm klar erkennbar, dass höhere
Werte der Bruchzähigkeit und der Schubfestigkeit im Allgemeinen auch die
Versagenslast steigern. Im Bereich sehr kleiner Festigkeiten, ist diese jedoch
stark von der Bruchzähigkeit bestimmt (linker Diagrammbereich), eine Varia-
tion von τc führt in diesem Grenzfall fast ausschließlich zu einer sich ändernden
Risslänge. Auch im Falle der in dieser Studie verwendeten Materialparameter
ist das Verhalten stark von der Bruchzähigkeit dominiert. In Abbildung 5.10b
ist ersichtlich, dass eine Halbierung der Bruchzähigkeit zu einer Reduktion
der effektiven Festigkeit um 25% führt, während es bei einer Halbierung der
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Abbildung 5.10: Einfluss der Bruchparameter τc und GIIIc auf die effektive Festigkeit
eines [±10◦]s-Verbunds aus der Materialkombination G947/M18.

Schubfestigkeit nur gut 5% sind.

Als Ergebnis der Sensitivitätsstudie ist festzuhalten, dass im Falle der betrach-
teten Struktur- und Materialkonfiguration die Bruchzähigkeit von entschei-
dender Bedeutung für die effektive Festigkeit des Laminats ist. Ein Anwender
kann durch die Wahl eines zähen Materialsystems die Delaminationsneigung
des Verbunds signifikant verringern. Eine Variation der Schubfestigkeit be-
einflusst in der aktuellen Studie vornehmlich die Größe des entstehenden
Risses.

5.5.4 Gegenüberstellung von inter- und intralaminarem
Versagen

Zu Beginn des Kapitels wurde die Frage gestellt, ob die vorgeschlagene Me-
thode zur Bewertung der interlaminaren Rissentstehung in der Lage ist,
experimentelle Versuchsdaten zu reproduzieren und grundlegende physikali-
sche Effekte wiederzugeben. Das sind einerseits der Schichtdickeneffekt und
die Abhängigkeit der effektiven Festigkeit von dem Schichtwinkel des AWVs.
Die Eignung diese Phänomene qualitativ und auch quantitativ wiederzugeben
wurde in Abschnitt 5.5.2 mit Erfolg festgestellt. Zu diesem Zweck wurde die
Initiierung von Randdelaminationen in [±ϑ]s-Verbunden mit Schichtwinkeln
von ϑ ≤ 45◦ untersucht.
Darüber hinaus wurde in zahlreichen experimentellen Studien ein Wechsel des
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Abbildung 5.11: Gegenüberstellung der intra- und der interlaminaren effektiven Fes-
tigkeit in Abhängigkeit des Schichtwinkels für [±ϑ]s-Laminate aus zwei verschiedenen
Materialkombinationen.

Versagensmodus festgestellt: Während für [±ϑ]s-Verbunde mit kleinem Faser-
winkel ϑ die Schichtentrennung der dominante Modus ist, wurde spätestens
für Winkel ϑ ≥ 45◦ zunehmend intralaminares Versagen detektiert (Lauraitis,
1971, Pipes et al., 1972, Rotem u. Hashin, 1975, Herakovich, 1981). Diese
Beobachtungen wurden in Abschnitt 3.1.2 im Detail beschrieben und sollen
nun anhand des entwickelten Versagensmodells reproduziert und diskutiert
werden.

Als Kriterium zur Feststellung des intralaminaren Bruchs wird das Versa-
gensmoduskonzept nach Cuntze in Form der Interaktionsbeziehung (2.50)
herangezogen, wobei basierend auf den Empfehlungen von Petersen et al.
(2016) für den inneren Reibungskoeffizienten ein Wert von µ = 0,22 und
für den Interaktionskoeffizienten m = 2,5 gewählt wird. In Abbildung 5.11
sind die kritischen Lasten bezüglich intra- und interlaminaren Versagens für
zwei Materialsysteme in Abhängigkeit vom Schichtwinkel ϑ gegenübergestellt.
Die Versagenslasten nehmen mit zunehmendem Schichtwinkel ϑ stark ab,
wobei die zum intralaminaren Versagen gehörende Festigkeit im Gegensatz
zur Delaminationslast unabhängig von der Schichtdicke ist. Für sehr kleine
Schichtwinkel entspricht die intralaminare Festigkeit des Verbunds nahezu
der Zugfestigkeit der unidirektionalen Schicht, wohingegen der Randeffekt
noch kaum ausgebildet und die kritische Delaminationslast dementsprechend
sehr hoch ist. In einem Bereich sehr geringer Schichtwinkel (ca. 0◦ < ϑ ≤ 5◦)
liegt sie oberhalb der intralaminaren Festigkeit und die intralaminare Riss-
entstehung wird die vorherrschende Bruchform darstellen. Mit zunehmendem
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Schichtwinkel unterschreitet die effektive interlaminare Festigkeit den intrala-
minaren Wert, bevor sie ihn für ϑ ≥ 35◦ wieder überschreitet. Die konkreten
Grenzen der Intervalle sind dabei von der verwendeten Materialkombination
und insbesondere von der Einzelschichtdicke abhängig. Die Ergebnisse sind
in guter Überstimmung zu den Untersuchungen von Zhou u. Sun (1990)
und Frey et al. (2020), die ähnliche Studien mit anderen Versagensmodellen
durchführten.

Es ist festzuhalten, dass in einem Bereich kleiner und mittlerer Schichtwin-
kel (ca. 5◦ ≤ ϑ ≤ 35◦) Delaminationen das dominierende Versagensbild in
ausgeglichenen Winkelverbunden unter Zugbelastung darstellen. Die Berück-
sichtigung möglicher Delaminationsbildung ist somit im Auslegungsprozess
von Winkelverbunden unerlässlich. Für größere und kleinere Faserorientie-
rungen kommt es dagegen öfter zu Versagen innerhalb der Einzelschichten.
Aufgrund der Dickenabhängigkeit der effektiven interlaminaren Festigkeit
sind Laminate mit dickeren Einzelschichten auch für größere Winkel noch
anfällig für Delaminationen.

5.6 Ergebnisse: Rissinitiierung unter thermischer Last

Während des Herstellungsprozesses werden faserverstärkte Kunststoffe übli-
cherweise bei erhöhten Temperaturen ausgehärtet. Zudem sind Verbundlami-
nate oft auch in ihrem Gebrauch hohen Temperaturschwankungen unterwor-
fen, so zum Beispiel in Luft- und Raumfahrtanwendungen. Daher sollte die
Untersuchung des Einflusses thermisch initiierter Spannungen ein wichtiger
Bestandteil der Vorauslegung von Laminatstrukturen sein.
Viele der in Abschnitt 3.2 eingeführten Methoden zur Analyse der interlamina-
ren Spannungen an Laminaträndern berücksichtigen auch Temperaturlasten.
Dahingegen gibt es deutlich weniger Forschungsarbeiten, die den Einfluss
thermischer Belastungen auf die Delaminationsneigung von faserverstärkten
Mehrschichtverbunden thematisieren. Eine Studie von Wu (1990) berücksich-
tigt im Rahmen einer Finite-Elemente-Analyse eine Abkühlung um circa 100K
und analysiert die Auswirkung auf das Versagensverhalten unter einer an-
schließenden mechanischen Belastung. Für Winkelverbunde wurde festgestellt,
dass die thermische Vorbelastung die effektive Festigkeit der Struktur steigert,
wobei zur Versagensvorhersage ein dehnungsbasiertes Kriterium verwendet
und dabei nicht zwischen inter- und intralaminarem Versagen unterschieden
wurde. In zwei Veröffentlichungen des Autors der vorliegenden Arbeit werden
Delaminationen von Winkelverbunden unter rein thermischer Belastung mit-
hilfe der Finiten Bruchmechanik analysiert (Frey et al., 2021a,c).
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Abgesehen von faserverstärkten Verbunden ist die Entstehung von interlami-
naren Rissen in geschichteten Strukturen unter thermischer Beanspruchung
Gegenstand reger wissenschaftlicher Arbeit. Hier seien exemplarisch einige
Arbeiten aufgeführt, die sich zur Versagensanalyse der Finiten Bruchmechanik
bedienen. So beschäftigen sich zahlreiche Arbeiten mit der Schichtentrennung
in Hochtemperaturbrennstoffzellen (Müller et al., 2006, Hebel u. Becker, 2008,
Hebel, 2010, Bremm et al., 2021, Bremm, 2022) und in anderen spröden
Bimaterialfügungen (Henninger u. Leguillon, 2008, Dölling et al., 2021).

Im folgenden Abschnitt wird die Entstehung interlaminarer Risse in ausgegli-
chen Winkelverbunden unter rein thermischer und thermisch-mechanischer
Belastung mithilfe des entwickelten analytischen Modells untersucht.

5.6.1 Diskussion der kritischen Temperaturdifferenzen

Abbildung 5.12 zeigt den Betrag derjenigen Temperaturdifferenz ∆Tf , die
benötigt wird, um in einem [±45◦]s-Verbund aus der Materialkombination
T700/CTE1 ohne jegliche mechanische Belastung eine Randdelamination
zu initiieren. Der Betrag |∆Tf | wird deshalb zur Diskussion der Ergebnisse
unter rein thermischer Belastung herangezogen, weil aufgrund der Symmetrie
der Struktur und der Materialeigenschaften eine positive und eine negative
Temperaturdifferenz gleichermaßen kritisch ist. Darstellung 5.12a illustriert
den Einfluss der Einzelschichtdicke auf die kritische Temperaturdifferenz für
einen [±45◦]-Verbund, während Abbildung 5.12b die Abhängigkeit der Versa-
genslast |∆Tf | von dem Schichtwinkel ϑ für eine konstante Einzelschichtdicke
t = 16t0 verbildlicht. Die folgenden Beobachtungen stimmen qualitativ mit
der Analyse des mechanischen Lastfalls (vergleiche Abschnitt 5.5) überein.
In Diagramm 5.12a ist ein ausgeprägter Schichtdickeneffekt zu erkennen:
Der Betrag der versagenskritischen Temperaturdifferenz ist für dünne Ein-
zelschichten sehr groß und fällt mit zunehmender Schichtdicke, aufgrund der
größeren gespeicherten Formänderungsenergie, stark ab. Aus Abbildung 5.12b
ist ersichtlich, dass der Betrag |∆Tf | auch mit zunehmendem Schichtwinkel
im Bereich ϑ ≤ 45◦ deutlich abnimmt.
Diese Erkenntnisse werden auch von der Referenzlösung des Kohäsivzonenmo-
dells (CZM) belegt. Diese gibt die versagenskritischen Temperaturdifferenzen
in qualitativ guter Übereinstimmung zur Finiten Bruchmechanik (FBM)
wieder und bildet die beschriebenen Effekte gleichermaßen ab. Die relative
Abweichung zwischen den Versagensmodellen ist dabei größer als im me-
chanischen Lastfall und erreicht maximal einen Wert von 47% für einen
[±45◦]s-Verbund mit einer Einzelschichtdicke von t = 16t0. Zu einem Teil ist
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Abbildung 5.12: Versagenskritische Temperaturdifferenz |∆Tf | von T700/CTE1-[±ϑ]s-
Laminaten in Abhängigkeit der normierten Einzelschichtdicke (a) und des Schichtwinkels
(b). Ergänzend ist die normierte initiale Risslänge ∆af/t dargestellt.

die Quantität der Diskrepanz auf die große Einzelschichtdicke der untersuch-
ten Konfigurationen zurückzuführen. Auch unter mechanischer Last steigt
die relative Abweichung mit zunehmender Schichtdicke an. Zum anderen
sei auf die Diskussion in Abschnitt 5.5 und die Möglichkeit, die relativen
Abweichungen durch Anpassungen im Konstitutivgesetz der Kohäsivelemente
zu verringern, hingewiesen. Auch in den Studien von Dölling (2022) und
Bremm (2022) wird für rein-thermische Lastfälle von Abweichungen zwischen
FBM und CZM in vergleichbarer Größenordnung berichtet.
Ergänzend ist in Abbildung 5.12a die Länge ∆af der initiierten Delamina-
tionen normiert dargestellt. Die Erkenntnisse stimmen auch hier mit den
Beobachtungen unter mechanischer Last überein. Die Risslängen sind in der
Größenordnung der Einzelschichtdicke, wobei die normierte Risslänge ∆af/t
mit zunehmender Schichtdicke abnimmt. Mit steigendem Schichtwinkel nimmt
die Risslänge zu, bis sie zwischen ϑ = 20◦ und ϑ = 30◦ ein Maximum erreicht
und anschließend wieder abfällt.

Es ist festzuhalten, dass die versagenskritischen Temperaturdifferenzen bezüg-
lich einer Delamination unter einer rein thermischen Belastung für ausgegliche-
ne Winkelverbunde aus der betrachteten Materialkonfiguration (T700/CTE1)
sehr hoch sind. Selbst im Falle eines [±45◦]s-Verbunds mit sehr dicken Ein-
zelschichten (t = 16t0) sagt die Finite Bruchmechanik eine Delamination erst
für eine Temperaturdifferenz von ±276,8 K voraus (CZM: |∆Tf | = 188,5 K).
Die Bildung von interlaminaren Rissen aufgrund einer reinen Temperaturlast
erscheint im vorliegenden Fall unrealistisch, dennoch eignet sich die Beispiel-
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Abbildung 5.13: Einfluss der Wärmeausdehnungskoeffizienten α11 und α22 auf die
versagenskritische Temperaturdifferenz |∆Tf | eines [±45◦]s-Verbunds aus der Material-
kombination T700/CTE1.

studie, um den Einfluss der Parameter Einzelschichtdicke und Schichtwinkel
auf die Delaminationsneigung zu erkennen. Zudem können mit dem vorge-
schlagenen analytischen Bewertungskonzept Parameterstudien durchgeführt
werden, um den Einfluss kritischer Stellgrößen zu ermitteln.

Einfluss der Wärmeausdehnungskoeffizienten. So ist beispielsweise die
Kenntnis darüber, wie die Wahl eines anderen Materialsystems das Versa-
gensverhalten verändern kann, für den Anwender von elementarer Bedeutung.
Abbildung 5.13 illustriert exemplarisch den Einfluss der Wärmeausdehnungs-
koeffizienten α11 und α22 auf den Betrag der versagenskritischen Temperatur-
differenz. In Diagramm 5.13a sind die α11, α22-Kombinationen mit gleicher
Versagenslast |∆Tf | als Höhenlinien gekennzeichnet. Es ist deutlich ersichtlich,
dass die Wahl eines Materialsystems mit kleinerem Ausdehnungskoeffizient α22
quer zur Faserrichtung die effektive Festigkeit deutlich steigert. Dahingegen
steigt |∆Tf | mit zunehmenden Wärmeausdehnungskoeffizient in Faserrich-
tung α11 leicht an. Im Diagramm rot gekennzeichnet sind die Ausgangswerte
der Wärmeausdehnungskoeffizienten α∗11 und α∗22 des verwendeten Material-
systems T700/CTE1 nach Tabelle 4.2. Aus Abbildung 5.13b ist ersichtlich,
wie sich die kritische Temperaturdifferenz ändert, wenn einer der beiden
Wärmeausdehnungskoeffizienten variiert wird, während der andere konstant
bleibt. Der starke Einfluss des Wärmeausdehnungskoeffizienten in Querrich-
tung ist auch hier deutlich zu erkennen: Die Wahl eines Materialsystems mit
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einem doppelt so großen Wert für α22 führt zu einer Reduktion von |∆Tf |
um mehr als die Hälfte. Der Einfluss des Wärmeausdehnungskoeffizienten in
Längsrichtung ist deutlich geringer.

5.6.2 Thermisch-mechanische Belastung

Die diskutierten Ergebnisse sagen das Auftreten von rein thermisch initi-
ierten Delaminationen in Winkelverbunden nur in speziellen Fällen vorher.
Allerdings werden Temperaturdifferenzen in den meisten technischen Anwen-
dungen durch mechanische Belastungen überlagert. Für die Gestaltung von
Mehrschichtverbunden ist die Kenntnis darüber, wie eine Temperaturlast die
effektive mechanische Festigkeit beeinflusst, von großer Relevanz.

Abbildung 5.14 zeigt die effektive mechanische Festigkeit σf eines [±30◦]s-
Laminats unter uniaxialer Zuglast in Abhängigkeit der Einzelschichtdicke.
Dabei ist die mechanische Last von einer homogenen thermischen Belas-
tung überlagert. Die Kurven entsprechen den effektiven Festigkeiten nach
dem analytischen FBM-Modell bei unterschiedlichen Temperaturdifferenzen
(∆T = −60 K, 0 K, 60 K).
Aufgrund der Überlagerung der thermischen und mechanischen Randbedin-
gungen sind die in Abschnitt 5.2.3 entwickelten Skalierungsgesetze für die
Spannungsfelder und die inkrementelle Energiefreisetzungsrate nicht mehr
in der dargestellten Form anwendbar. Grundsätzlich ist eine Skalierung der
Felder mit Lastfaktoren weiterhin denkbar, diese ist jedoch anzupassen und zu
verifizieren. Für die vorliegende Studie wurde darauf verzichtet und alternativ
das Minimierungsproblem der Finiten Bruchmechanik (2.66) iterativ gelöst.
Das verwendete Lösungsschema hat sich in verschiedenen Anwendungen der
FBM bewährt (beispielsweise Stein et al., 2015, Felger et al., 2019a, Rosendahl,
2020) und führt in der vorliegenden Konfiguration nach wenigen Iterationen
zum versagenskritischen Spannungsniveau σf .
Aus Abbildung 5.14 ist deutlich ersichtlich, dass eine überlagerte negative
Temperaturdifferenz die effektive Festigkeit der Struktur steigert, während
eine positive Temperaturdifferenz diese mindert. Diese Aussage wird auch
von den Ergebnissen des Kohäsivzonenmodells gestützt, welche den qualita-
tiven Trend übereinstimmend zur FBM abbilden. Auch die Resultate von
Wu (1990), der ebenfalls eine Steigerung der mechanischen Festigkeit durch
eine Abkühlung feststellte, belegen das beobachtete Verhalten. Um den Ef-
fekt zu quantifizieren, ist die relative Minderung der effektiven Festigkeit δt
durch eine Erwärmung der Struktur um ∆T = 60 K zusätzlich als Säulendia-
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Abbildung 5.14: Einfluss einer überlagerten thermischen Belastung ∆T auf die effektive
Festigkeit σf eines [±30◦]s-Verbund aus der Materialkombination T700/CTE1 unter
uniaxialer Zugbelastung.
Zusätzlich ist die relative Minderung der effektiven Festigkeit δt durch eine überlagerte
Temperaturdifferenz von ∆T = 60 K aufgetragen.

gramm illustriert und beträgt in der betrachteten Konfiguration für dickere
Einzelschichten (t ≥ 4t0) zwischen 11% und 12%.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wurde eine maßgeschnei-
derte analytische Methode zur Bewertung des Laminat-Randeffekts entwickelt.
Das Verfahren behandelt die wichtige Klasse der symmetrischen ausgegli-
chenen Winkelverbunde unter mechanischer und thermischer Belastung. Es
beinhaltet sowohl eine Analyse der in Randnähe stark überhöhten Spannun-
gen, als auch eine Bewertung des potentiell resultierenden interlaminaren
Versagens mithilfe der Finiten Bruchmechanik. Das analytische und physika-
lisch begründete Wesen der neuen Methode ermöglicht eine Interpretation der
Wirkweise und eine Identifikation der Haupteinflussfaktoren des Randeffekts.
Die effiziente Implementierung stellt sicher, dass die Methode gewinnbringend
zur Gestaltung von Verbundstrukturen und für größere Parameterstudien in
deren Vorauslegungsprozess genutzt werden kann.

Zu Beginn der Studie wurden die wichtigsten theoretischen Grundlagen zu-
sammengestellt. Das beinhaltete kurze Einführungen in die Themenfelder
der linearen Elastizitätstheorie, der Modellierung ebener Laminate und der
klassischen Festigkeits- und Bruchmechanik. Ein Hauptaugenmerk wurde
dabei auf das vergleichsweise neue Konzept der Finiten Bruchmechanik und
insbesondere deren Eignung zur Vorhersage von Grenzflächenversagen gelegt.
Anschließend wurden die Grundprinzipien des Laminat-Randeffekts vorge-
stellt. Die Darstellung umfasst sowohl eine Beschreibung der sich einstellenden
Deformationen und Spannungen als auch des resultierenden Versagensbilds.
Zudem beinhaltet sie einen Überblick über die bestehenden Modelle zur
Spannungsmodellierung und Versagensbewertung.

Zur effizienten Ermittlung der Verschiebungen und Spannungen in der Nähe
der freien Ränder von Winkelverbunden wurden anschließend drei neuartige
Verfahren entwickelt. Diese sind als verschiebungsbasierte Mehrschichtver-
fahren einzuordnen, welche sich im Polynomgrad ihrer Ansatzfunktionen
unterscheiden. Auf Basis des generalisierten ebenen Verzerrungszustands
konnten die Betrachtungen auf ein ebenes Modell reduziert werden. Die
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Herangehensweise resultierte in allen Fällen in einem System gewöhnliche Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung, dessen Lösung geschlossen-analytisch
angegeben werden konnte. Um die Qualität der Vorhersagen abzusichern,
wurde ein numerisches Referenzmodell im Finite-Elemente-Programmpaket
Abaqus erstellt. Die Entwicklung und Implementierung eines speziellen
Finiten Elements, das die Kinematik des generalisierten ebenen Verzerrungs-
zustands in zwei Dimensionen vollständig abbilden kann, führte zu einer
erheblichen Reduzierung des Berechnungsaufwands.
Auf Basis eines umfangreichen Vergleichs der analytischen Resultate mit
der numerischen Referenzlösung wurde von den drei entwickelten Analy-
severfahren eines für die weitere Verwendung in dieser Arbeit ausgewählt.
Das auf der Schubdeformationstheorie dritter Ordnung basierende Modell
berücksichtigt die Kontinuität der Verschiebungen und der interlaminaren
Spannungen an den Schichtgrenzen und erfüllt die Spannungsfreiheit des
Randes in einem integralen Sinn. Die aus der Schubdeformationsbehinderung
resultierende Verwölbungsgestalt wird in sehr guter Übereinstimmung zur
numerischen Referenzlösung wiedergegeben. Auch die interlaminare Schub-
spannungskomponente τxz, die für die Delaminationsentstehung maßgeblich
ist, stimmt qualitativ sehr gut mit den numerischen Daten überein. Ledig-
lich in unmittelbarer Nähe des Bimaterialpunkts (y < t/2) und der dort
auftretenden Spannungssingularität kommt es zu relevanten quantitativen
Abweichungen. Zudem wurde in einer Studie der Einfluss der Faserorientie-
rung von [±ϑ]s-Verbunden auf die interlaminaren Spannungen für thermische
und mechanische Belastungen untersucht und die Schichtwinkel maximaler
Spannungen identifiziert.
Die entwickelte Berechnungsmethode wurde erweitert, so dass auch Strukturen
mit Randdelaminationen analysiert werden können. Die Verschiebungen der
Rissflanken, die für die bruchmechanischen Betrachtungen relevant sind, zei-
gen eine sehr gute Übereinstimmung mit numerischen Referenzergebnissen.

Auf der Grundlage des neuen Modells zur Spannungsanalyse wurde ein Verfah-
ren zur Bewertung der Delaminationsneigung von Winkelverbunden mittels
der Finiten Bruchmechanik entwickelt. Das Monotonieverhalten der interlami-
naren Schubspannung und der inkrementellen Energiefreisetzungsrate in der
Umgebung des Bimaterialpunkts ermöglicht eine hocheffiziente Umsetzung
des gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums. Weiterhin wurden Ge-
setzmäßigkeiten hergeleitet, die es ausgehend von einer Referenzkonfiguration
erlauben, die Verläufe der Spannungen und inkrementellen Energiefreiset-
zungsraten auf andere, selbstähnliche Konfigurationen zu skalieren. Dies
führte, insbesondere bei der Bewertung des Einflusses der Einzelschichtdicke,
zu einer entscheidenden Reduzierung des Berechnungsaufwands.
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Die bruchmechanischen Betrachtungen wurden an [±ϑ]s-Verbunden aus drei
unterschiedlichen Materialsystemen, mit variierenden Faserorientierungen und
Einzelschichtdicken und für verschiedene Lastfälle durchgeführt. Die Verifizie-
rung der Berechnungsmethode erfolgte durch einen Vergleich der analytischen
Resultate mit experimentellen und numerischen Referenzergebnissen. Hierzu
wurde im Finite-Elemente-Programmpaket Abaqus ein Kohäsivzonenmodell
implementiert. Für mechanisch belastete Laminate zeigten die ermittelten
Versagenslasten für alle drei Materialsysteme eine sehr gute Übereinstimmung
mit den Referenzergebnissen. Insbesondere ist das analytische Verfahren in
der Lage, die wichtigsten qualitativen Effekte, den Schichtdickeneffekt und
den Einfluss des Schichtwinkels, korrekt wiederzugeben. Die quantitative
Übereinstimmung ist für moderate Schichtdicken und Faserorientierungen
ebenfalls sehr gut. So ist die relative Abweichung der vorhergesagten effekti-
ven Festigkeiten zu den experimentellen Referenzdaten in allen betrachteten
Konfigurationen mit einer Ausnahme kleiner als 20%.
In einer Parameterstudie konnte die effiziente Implementierung des neuen
Verfahrens genutzt werden, um den maßgeblichen Einfluss der Bruchzähigkeit
auf die effektive Festigkeit der Struktur herauszustellen. Weiterhin wurde
die Relevanz der Delaminationsentstehung im Vergleich zu einem möglichen
intralaminaren Versagen untersucht. Es konnte gezeigt werden, dass das in-
terlaminare Versagen in einem Bereich mittlerer Schichtwinkel der dominante
Versagensmodus für [±ϑ]s-Verbunde unter uniaxialer Zuglast ist. In den be-
trachteten Konfigurationen war dies für ein Intervall von ca. 5◦ ≤ ϑ ≤ 35◦
der Fall, wobei die exakten Grenzen des Bereichs von der verwendeten Mate-
rialkombination und insbesondere von der Einzelschichtdicke abhängen.
Eine Studie an einem mechanisch unbelasteten Winkelverbund lieferte die Er-
kenntnis, dass eine rein thermisch induzierte Delamination für die betrachtete
Materialkombination erst bei sehr großen Temperaturdifferenzen auftritt. Die
versagenskritische Temperaturdifferenz nimmt dabei, analog zu der effektiven
Festigkeit im mechanischen Lastfall, mit zunehmender Schichtdicke und stei-
gendem Faserwinkel ab. Zudem verringert ein größerer Wärmeausdehnungsko-
effizient α22 quer zu Faserrichtung die versagenskritische Temperaturdifferenz
deutlich, wie eine Parameteruntersuchung offenlegte. Weiterhin wurde in einer
Beispielstudie unter kombinierter thermischer und mechanischer Belastung
herausgestellt, dass die effektive mechanische Festigkeit durch eine überlagerte
Temperaturdifferenz von ∆T = +60K um ca. 10% vermindert wird.
Anhand der betrachteten Fallbeispiele konnte die Vielseitigkeit und die Präzi-
sion der entwickelten Berechnungsmethode eindrucksvoll aufgezeigt werden.
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Kapitel 6 Zusammenfassung und Ausblick

Ausblick. Das vorgeschlagene Bewertungsverfahren behandelt die wichtige
Klasse der symmetrischen ausgeglichenen Winkelverbunde. Für eine Genera-
lisierung auf andere Laminattypen sollte die Verschiebungskomponente uz
in der Modellierung berücksichtigt werden, da sie in Verbunden mit ande-
rem Aufbau oftmals nicht vernachlässigbar ist. Im verallgemeinerten Fall
treten in der Nähe des freien Rands neben τxz weitere relevante interlaminare
Spannungskomponenten auf, was bei der Entstehung einer Delamination
zu einer Überlagerung verschiedener Rissöffnungsmoden führt. Um dies zu
berücksichtigen, ist das Bruchkriterium entsprechend zu erweitern. In Ab-
schnitt 5.5.1 wurde eine mit der Schichtdicke zunehmende relative Abweichung
zwischen analytischer Vorhersage und numerischem Referenzergebnis beob-
achtet. Eine Berücksichtigung der Verschiebung uz kann zu einer höheren
Vorhersagegenauigkeit für Laminate mit dickeren Einzelschichten führen.

Wie in Abschnitt 5.5.1 diskutiert wurde, kann die Übereinstimmung zwischen
Finiter Bruchmechanik und Kohäsivzonenmodellierung durch eine Anpassung
des Konstitutivgesetzes der Kohäsivelemente verbessert werden. In der ange-
gebenen Literatur deutet sich an, dass die Verwendung eines trapezförmigen
Kohäsivgesetzes die beste Vergleichbarkeit bietet, falls das Spannungsteilkri-
terium der Finiten Bruchmechanik punktweise ausgewertet wird. Hier ist im
Detail herauszustellen, welche konkrete Formulierung des Kohäsivgesetzes
die bruchmechanischen Vorgänge in der betrachteten Struktur- und Mate-
rialkonfiguration am besten abbildet. Diese ist in geeigneter Form in das
Finite-Elemente-Modell zu implementieren.

In Abschnitt 5.6.2 wurde eine kombinierte thermisch-mechanische Belastung
behandelt. Aufgrund der Überlagerung zweier Lastfälle konnten die Spannun-
gen und die inkrementelle Energiefreisetzungsrate nicht mit den hergeleiteten
Vorschriften bezüglich der äußeren Last skaliert werden, weswegen das ge-
koppelte Kriterium iterativ gelöst wurde. Um die Effizienz der Methode für
kombinierte Lastfälle zu erhöhen, sind die Skalierungsgesetze für die interla-
minare Spannung und die inkrementelle Energiefreisetzungsrate anzupassen
und eine geeignete Umsetzung des gekoppelten Kriteriums zu entwickeln.

In Abschnitt 5.5.4 wurde der Delaminationsentstehung ein mögliches intra-
laminares Versagen gegenübergestellt. Ein anderer Ansatz besteht darin,
die beiden Versagensformen nicht in Konkurrenz zueinander, sondern als
interagierend zu betrachten. So kann ein Zwischenfaserriss, der auf eine
Schichtgrenze stößt, eine Delamination auslösen. Umgekehrt bewirken Dela-
minationen Steifigkeitsreduktionen und Spannungsumverteilungen, die die
Entstehung intralaminarer Risse beeinflussen.
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