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I

Vorwort des Herausgebers

Die Beherrschung und Berechnung der Rotorbewegung von Turbomaschi-
nen wird mehr und mehr zum kritischen Pfad bei der Entwicklung und dem
Betrieb von Turbomaschinen. Das Berechnungsvermögen kann zum Allein-
stellungsmerkmal und damit Wettbewerbsvorteil für Turbinen und Pumpen-
bauer werden. Die Prototypenkosten sind oft so hoch, dass wiederholte Er-
probungskosten und Zeiten nicht toleriert werden. Um eine Vorstellung der
Größe solcher Turbomaschinen zu bekommen, stelle man sich eine Kessel-
speisepumpe eines Kraftwerks mit 1GW Leistung vor. Die Antriebsleistung
der einzelnen Pumpe ist dann von der Größenordnung 10MW. Die Rotoren
haben Längen in der Größenordnung von 10m und die Gesamtmasse einer
einzelnen Pumpe ist in der Größenordnung 100 t.
Die Schwierigkeit der Rotordynamik erwächst im Wesentlichen durch die
Kraft der Flüssigkeit auf den Rotor, die sich in Folge der Durchströmung
von Ringspalten oder Axialspalten zwischen Rotor und Stator einstellt. Bei
Turbomaschinen ist der Strömung in Umfangsrichtung häufig eine Strömung
in Meridianrichtung überlagert. Darüber hinaus ist die Eintrittsströmung
zumeist, als Folge der Dralländerung im Laufrad, drallbehaftet.
Herr Sebastian Lang hat genau diese Strömung und die Kraftwirkung auf
den Rotor im Fokus seiner Forschung. Getrieben durch die Nöte der Industrie
hat er sich zu Beginn seiner Forschung die Aufgabe gestellt, ein zeiteffizien-
tes Berechnungswerkzeug zu entwickeln und eine experimentelle Validierung
so vorzubereiten, dass der Nachfolger von Herrn Lang, Herr Kuhr, an zwei
Prüfständen die beschriebenen Spaltströmungen generisch einstellen kann.
Nun mag man einwenden, dass die Feldgleichungen der Strömungsmechanik
seit den 80er Jahren des vergangenen Jahrhunderts zumindest für Newton-
sche Flüssigkeiten, sei die Strömung turbulent oder nicht, ohne Probleme
gelöst werden können. Hierbei ist einzuwenden, dass der Zeit- und Geld-
aufwand für 3D-CFD-Rechnungen zur Ermittlung von Lagerkräften in der
Entwicklung genauso wenig zu leisten ist, wie wiederholte Prototypvalidie-
rungen. Herr Lang gibt für einen (!) Betriebspunkt 5 h CPU-Zeit auf dem
Lichtenberg-Rechner für eine parallele Rechnung auf 16 Kernen an. In sei-
ner Arbeit hat Herr Lang 280 Referenzpunkte berechnet. Das sind beina-
he zwei Monate durchgehende CPU-Zeit auf einem Höchstleistungsrechner.
Zweitens ist die Lösungsqualität der RANS-Feldgleichungen bei rotierenden
turbulenten Strömungen bekanntermaßen nicht zufriedenstellend. Die RANS-
Lösungen bilden für Herrn Lang eine Orientierung, aber aus meiner Sicht
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keinen Maßstab. Erst kürzlich haben wir gezeigt, dass alte aber bewährte
und robuste Integralverfahren der Grenzschichttheorie mit Potenzfunktion
als Ansatzfunktionen RANS-Lösungen überlegen sind (Cloos et. al.: Swirl
boundary layer and flow separation at the inlet of a rotating pipe; Journal
of Fluid Mechanics 811 (2017), S. 350-371).
Die eigentliche Validierung der Berechnungsmethode von Herrn Lang erfolgt
erst durch die im Aufbau befindlichen Versuche. Dessen ungeachtet konnte
Herr Lang die RANS-Lösungen verwenden, um Schwächen seiner Methode
zu identifizieren und zukünftige Anpassungsmöglichkeiten aufzuzeigen. Herr
Lang nutzt in seinem Verfahren die bei uns sehr erfolgreich angewendeten
Ansatzfunktionen, die ihren Ursprung im Integralverfahren der Grenzschicht-
theorie haben. Damit hat er die Möglichkeit geschaffen, das Einlaufverhalten
in den Spalt wie in der oben zitierten Arbeit über Grenzschichten abzubil-
den. In der vorliegenden Form ist dies noch nicht enthalten, was die Un-
terschiede in den Lösungen zwischen der Methode von Herrn Lang und den
RANS-Lösungen insbesondere für kurze Spalte erklärt. Herr Lang zieht aus
dem Vergleich zwischen beiden Lösungen die richtigen Schlüsse. Die Berech-
nungsmethode von Herrn Lang ist so modular angelegt, dass eine Erweiterung
möglich ist.
Wenn denn nun, wie diskutiert, RANS-Lösung, ob der Kosten und ob der
Qualität nicht zum Einsatz kommen, dann mag man einwenden, dass es doch
die Reynoldssche Schmierfilmtheorie sowie Bulk-Flow-Ansätze gibt.
Die Reynoldssche Schmierfilmtheorie darf nur zur Anwendung kommen, wenn
das Produkt aus relativem Spalt und Umfangsreynoldszahl sehr viel kleiner
als Eins ist. Dies trifft bei den Spaltströmungen in Turbomaschinen häufig nur
bei Gleitlagern zu, nicht aber bei anderen Spalten, welche auch wesentlich zur
Rotordynamik beitragen. Zwar gibt es Anstrengungen, Trägheitskräfte in das
Lösungskorsett der Reynoldsschen Gleichung hineinzuzwängen. Physikalisch
ist dies jedoch fraglich. Die Natur rächt sich dadurch, dass die Pseudophysik
zu numerischer Instabilität führt. Stand der Technik bei Spaltströmungen
sind sogenannte Bulk-Flow-Ansätze, die in den 1970er Jahren entstanden
sind. Diese ignorieren den Einfluss der Wände auf den Impulstransport. Sie
sind asymptotisch nur für unendlich große Reynoldszahlen gültig.
Damit ist ausreichend die Not der Industrie aufgezeigt und die bisher unge-
nügende Antwort der ingenieurwissenschaftlichen Forschung.
Welche Antwort gibt Herr Lang? Herr Lang nutzt, dass die Spalte dünn
sind. Er bestätigt die bekannte Erkenntnis, dass der Druck über die Spalthö-
he konstant ist. Seine Methode nennt er CAPM (clearance-averaged pressure
model). Er verwendet wie Cloos et. al Potenzgesetzte als Ansatzfunktionen.
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Die Funktionen erstrecken sich von der Rotor- und Statorwand bis zur Ka-
nalmitte. Wie oben angesprochen, ist durch diesen Ansatz prinzipiell auch
die Drall- und axiale Grenzschicht darstellbar und zwar deutlich effizien-
ter im Vergleich zu teuren und ungenauen RANS- oder gar noch teureren
Large-Eddy-Lösungen. In diesem Fall treten jeweils zwei Grenzschichtdicken
für Drall und axialen Impuls als zusätzliche abhängige Veränderliche in das
Problem. Herr Lang führt sehr elegant und anspruchsvoll eine inspektionel-
le Dimensionsanalyse durch (vgl. Kap. 4.2.2). Aus rotordynamischer Sicht
sind insbesondere die beiden Kraftkomponenten auf den Rotor von Inter-
esse. Herr Lang zeigt, dass relativer Spalt und Reynoldszahl nur in einer
bestimmten Kombination in den Gleichungen 4.13 auftauchen. Professor Zie-
rep aus Karlsruhe hat das „scharfe Anschauen der Differentialgleichungen“ als
„Methode der Differentialgleichungen“ bezeichnet. Professor Sommerfeld hat
die Sommerfeldzahl durch „scharfes Hingucken“ definiert. Er reduziert so bei
laminarer Spaltströmung die Zahl der Veränderlichen. Bei turbulenter La-
gerströmung ist die Sommerfeldzahl deutlich weniger wichtig. Warum dies so
ist, zeigt Herr Lang in Kapitel 4.2.2. Er führt sehr elegant eine modifizierte
Reynoldszahl ein, die analog zur Sommerfeldzahl den relativen Spalt berück-
sichtigt. Dadurch gelingt ihm eine Reduktion der Zahl der Veränderlichen
auch für die Spaltströmungen, die trägheitsdominiert sind.
Beim Vergleich mit den RANS-Lösungen, deren Aussagekraft ich oben bereits
kritisch bewertet habe, will ich mich auf die wichtigen Kraftkomponenten
konzentrieren. Bild 4.10 zeigt den Vergleich von CAPM mit der CFD-Lösung
für einen langen Spalt. Das Bild stellt die Kraftkomponenten in Abhängigkeit
der Durchflusszahl und des Vordralls dar.
Hier gilt es zu bedenken, dass bekannte und im Einsatz befindliche „effiziente
Berechnungsverfahren“ den Einfluss des Vordralls und des axialen Druch-
flusses entweder nicht (Reynoldssche Schmierfilmtheorie) oder unzureichend
(Bulk-Flow-Modell) darstellen können. Vor diesem Hintergrund und dem
Vergleich der Rechenzeit - die 18 CFD-Rechnungen benötigen 90 h CPU-Zeit
auf einem Höchstleistungsrechner im Vergleich zu 5 Minuten Rechenzeit auf
einem Laptop - bewerte ich dieses Ergebnis als ein glückliches Ereignis für
die Industrie. In der Tat werden die Ergebnisse und die Methode von Herrn
Lang in der Industrie so aufgenommen. „Accelerating the Energiewende“ gilt
hier sprichwörtlich: Die Beschleunigung gelingt um den Faktor 1000.
Bei kürzerem Spalt (vgl. Abbildung 4.11) macht sich die nicht berücksichtigte
Einlaufströmung bemerkbar. Herr Lang adressiert dies richtigerweise und
zeigt den Lösungsweg.

Darmstadt, im Dezember 2017
Peter Pelz





Es gibt nur zwei Probleme im Leben:

(i) Du weißt, was du willst und du
weißt nicht, wie du es bekommst.

(ii) Du weißt nicht, was du willst.

Steven Snyder
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Vorwort

Als ich in meinem zweiten Jahr als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut
für Fluidsystemtechnik der Technischen Universität Darmstadt auf das For-
schungsthema der Spaltströmungen in Turbomaschinen einschwenkte, fand
ich mich auf einer grünen Wiese wieder: Das Thema war gerade frisch von
einem Industriepartner an das Institut herangetragen worden und die Vor-
bereitungen zu einem ersten Antrag auf Fördermittel steckten noch in den
Kinderschuhen. Die Herausforderungen, denen ich in den Folgejahren gegen-
über stand, empfinde ich auch rückblickend immer noch als überwältigend
und anspornend zugleich.
Die vorliegende Arbeit entstand während sowie im Anschluss an meine Zeit
als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut. Auf diesem Weg möchte ich
allen danken, die zu ihrem Gelingen beigetragen haben.
Allen voran danke ich meinem Doktorvater Prof. Dr.-Ing. Peter F. Pelz für die
Betreuung der Arbeit und die konstruktive Zusammenarbeit während dieser
Zeit. Die Freiräume und das Vertrauen, welche ich auf dem gesamten Weg
von der grünen Wiese bis zur Einreichung dieser Dissertation erfahren durfte,
sehe ich als großes Geschenk und nicht als Selbstverständlichkeit. Herrn Prof.
Dr. rer. nat. Michael Schäfer möchte ich für die Übernahme des Korreferates
sowie den freundlichen und entgegenkommenden Kontakt danken.
Seitdem ich im Februar 2009 als Hiwi an das Institut gekommen bin, ha-
be ich zahlreiche wissenschaftliche Mitarbeiter kommen und gehen sehen.
Ich habe erlebt, welche Bedeutung ein guter Zusammenhalt innerhalb ei-
ner solchen Gemeinschaft hat und möchte mich deshalb ganz herzlich bei
all meinen Kollegen für die schöne Zeit und die vielen fachlichen sowie per-
sönlichen Diskussionen und Gespräche bedanken. Stellvertretend möchte ich
Herrn Maximilian Kuhr herauspicken, der mich seit seinem Institutseintritt
das schöne Gefühl erfahren ließ, das Forschungsthema in guten Händen hin-
terlassen zu können.
Auch all jenen Studierenden, die Interesse und Engagement an meinem
Forschungsthema gezeigt und es mit ihren Beiträgen vorangebracht haben,
möchte ich herzlich danken. Stellvertretend sei hier Herr Robin Robrecht her-
ausgegriffen, der durch seine Bachelorarbeit und langjährige Hiwi-Tätigkeit
bei mir zu einem treuen Weggefährten für mich wurde. Es freut mich sehr,
dass auch er in den Dienst des Institutes eintreten und das Forschungsthema
zukünftig weitertreiben möchte.
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Der letzte und wichtigste Dank gilt meiner Familie. Meiner Mutter Heike
Lang und meiner Schwester Lisa Lang, dass sie mir stets Rückhalt, Unter-
stützung und Beistand gegeben haben, wenn die Herausforderungen drohten,
mal wieder über mich hereinzubrechen. Meinem Vater Prof. Dr.-Ing. Andreas
Lang für die zahlreichen Diskussionen, strategischen Ratschläge und dass er
mir als Vorbild stets einen festen Orientierungspunkt gegeben hat. Meiner
Verlobten Johanna Fath, die mich in all den Jahren durch Abitur, Studium
und jetzt also auch bis zur Einreichung dieser Dissertation begleitet, unter-
stützt und wo notwendig auch angetrieben hat.

Ich danke euch.

Hiermit erkläre ich, dass ich die vorliegende Arbeit, abgesehen von den in ihr
ausdrücklich genannten Hilfen, selbständig verfasst habe.

Darmstadt, im Oktober 2017
Sebastian Roland Lang
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Symbolverzeichnis

Die Symbole der ersten Spalte werden in der zweiten Spalte beschrieben. Bei
dimensionsbehafteten Größen gibt die dritte Spalte die Dimension an, wobei
die Basisgrößen Länge (L), Masse (M) und Zeit (T) sind. Bei dimensionslosen
Größen gibt die dritte Spalte deren Definition an.
Das Symbol � wird in der Arbeit in verschiedenen Zusammenhängen als
Platzhalter verwendet. Dimensionsbehaftete Größen werden durch eine
Tilde �̃ gekennzeichnet.

Dimensionsbehaftete Größen

Symbol Beschreibung Dimension

Ã Fläche L2

c̃r absolute Radialgeschwindigkeit LT−1

c̃ϕ absolute Umfangsgeschwindigkeit LT−1

C̃ϕ ausgezeichnete absolute Umfangsgeschwindigkeit LT−1

C̃ϕ,0 Umfangsgeschwindigkeit stromauf des
Spalteintrittes

LT−1

C̃ϕ,Wand effektive Relativgeschwindigkeit in Umfangs-
richtung zwischen Strömung und Wand

LT−1

C̃Wand effektive Relativgeschwindigkeit zwischen
Strömung und Wand

LT−1

c̃z Axialgeschwindigkeit LT−1

C̃z ausgezeichnete Axialgeschwindigkeit LT−1

C̃z,Wand effektive Relativgeschwindigkeit in axialer
Richtung zwischen Strömung und Wand

LT−1

˜̄Cz mittlere Axialgeschwindigkeit LT−1

d̃ Nebendämpfungskoeffizient MT−1

D̃ Hauptdämpfungskoeffizient MT−1

D̃h hydraulischer Durchmesser L
Δp̃ Druckdifferenz über Spalt L−1MT−2

ẽ Exzentrizität des Rotors L
ẽγ zusätzliche Exzentrizität des Rotors infolge

Neigung
L

F̃ Kraft von Strömung auf Rotor LMT−2

h̃ lokale Spalthöhe L
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Symbol Beschreibung Dimension

˜̄h mittleres Spaltspiel L

k̃ Nebensteifigkeitskoeffizient MT−2

k̃Wand Rauheit der Wand L

K̃ Hauptsteifigkeitskoeffizient MT−2

L̃ Spaltlänge bzw. Lagerbreite L
m̃ Nebenträgheitskoeffizient M

M̃ Hauptträgheitskoeffizient M

M̃z Reibmoment der Strömung auf den Rotor
um z-Achse

L2MT−2

p̃ Druck L−1MT−2

˜̄p Referenzdruck L−1MT−2

Q̃ Volumenstrom durch den Spalt L3T−1

r̃ Radialkoordinate zählend ab Statorachse L

R̃ Rotorradius L
t̃ Zeit T
w̃ϕ relative Umfangsgeschwindigkeit LT−1

W̃ϕ ausgezeichnete relative Umfangsgeschwindigkeit LT−1

x̃, ỹ, z̃ kartesische Koordinaten L
ỹ Radialkoordinate zählend ab Stator L
ỹRot Radialkoordinate zählend ab Rotor L
z̃ Axialkoordinate L

δ̃i,Wand Grenzschichtdicke der Geschwindigkeits-
komponente i an Stator oder Rotor

L

η̃ dynamische Viskosität L−1MT−1

ν̃ kinematische Viskosität L2T−1

�̃ Dichte L−3M
τ̃ Spannung bzw. Schubspannung L−1MT−2

τ̃Wand Betrag der resultierenden Wandschubspannung L−1MT−2

τ̃yi,Wand Wandschubspannung in Koordinatenrichtung i an
Stator oder Rotor

L−1MT−2

˜̄τyi,Rot Mittlere Wandschubspannung am Rotor in
Koordinatenrichtung i

L−1MT−2

τ̃yϕ|h̃0 Summe der Wandschubspannungen an Stator und
Rotor in Umfangsrichtung

L−1MT−2

τ̃yz|h̃0 Summe der Wandschubspannungen an Stator und
Rotor in axialer Richtung

L−1MT−2

ω̃ Kreisfrequenz der Orbitbewegung des Rotors T−1

Ω̃ Kreisfrequenz der Rotordrehung (Drehzahl) T−1
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Dimensionslose Größen

Symbol Beschreibung Definition

a� Koeffizienten in diskretisierten Gleichungen
A� Koeffizienten in Differentialgleichungssystem des

CAPM
B� Koeffizienten in Differentialgleichungssystem des

CAPM
cϕ absolute Umfangsgeschwindigkeit c̃ϕ/Ω̃R̃

Cϕ ausgezeichnete absolute Umfangs-
geschwindigkeit

C̃ϕ/Ω̃R̃

Cϕ,Wand effektive Relativgeschwindigkeit in Umfangs-
richtung zwischen Strömung und Wand

C̃ϕ,Wand/Ω̃R̃

CWand effektive Relativgeschwindigkeit zwischen
Strömung und Wand

C̃Wand/Ω̃R̃

cz Axialgeschwindigkeit c̃z/
˜̄Cz

Cz ausgezeichnete Axialgeschwindigkeit C̃z/
˜̄Cz

Cz,Wand effektive Relativgeschwindigkeit in axialer
Richtung zwischen Strömung und Wand

C̃z,Wand/
˜̄Cz

fWand Fanning-Widerstandszahl bzw. Wandreibungs-
faktor

F Kraft von Strömung auf Rotor 2F̃ /�̃Ω̃2R̃2L̃R̃

h lokale Spalthöhe h̃/˜̄h
kϕ, kz Turbulenzfaktoren
L Spaltlänge bzw. Lagerbreite L̃/R̃
mf Konstante in Hirs’ Wandschubspannungsmodell
nf Konstante im Exponent von Hirs’ Wandschub-

spannungsmodell
nϕ, nz Konstanten im Exponent der Potenzgesetze
N Anzahl Zellen
p Druck p̃/ ˜̄p
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XIV

Indices

Symbol Beschreibung

0, 1 Größe 0. bzw. 1. Ordnung bei Perturbationsansatz
1, 2 Laufindices
a, b Laufindices
Aus Spaltaustritt
c Kontinuitätsgleichung
i, j Laufindices der Indexnotation, Komponente eines Tensors
lin lineare Interpolation
n Halbindexgitterpunkt nördlich des aktuell betrachteten

Vollindexgitterpunktes
N Vollindexgitterpunkt nördlich des aktuell betrachteten

Vollindexgitterpunktes
NB Summationsindex für benachbarte Vollindexgitterpunkte
o Halbindexgitterpunkt östlich des aktuell betrachteten

Vollindexgitterpunktes
O Vollindexgitterpunkt östlich des aktuell betrachteten

Vollindexgitterpunktes
p Druckkorrekturgleichung
P aktuell betrachteter Vollindexgitterpunkt
r, ϕ, z zylindrische Koordinatenrichtungen
res resultierend
Rot Rotor
Stat Stator
s Halbindexgitterpunkt südlich des aktuell betrachteten

Vollindexgitterpunktes
S Vollindexgitterpunkt südlich des aktuell betrachteten

Vollindexgitterpunktes
up Aufwind-Interpolation
Wand Platzhalter für Stator bzw. Rotor
w Halbindexgitterpunkt westlich des aktuell betrachteten

Vollindexgitterpunktes
W Vollindexgitterpunkt westlich des aktuell betrachteten

Vollindexgitterpunktes
x, y, z kartesische Koordinatenrichtungen



XV

Abkürzungen

Abkürzung Beschreibung

AFM Ansatzfunktionenmodell
AiF Arbeitsgemeinschaft industrieller Forschungsvereinigungen
BFM Bulk-Flow-Modell
bspw. beispielsweise
CAPM Clearance-Averaged Pressure Model
CFD Computational Fluid Dynamics
d. h. das heißt
Engl. Englisch
i. d. R. in der Regel
IGF Industrielle Gemeinschaftsforschung
LKM Legendre-Kollokation-Methode
RDGL Reynoldssche Differentialgleichung
sog. sogenannt
TU Technische Universität
u. a. unter anderem
usw. und so weiter
z. B. zum Beispiel





Kapitel 1

Einleitung

In einer abstrahierten Betrachtungsweise besteht eine Turbomaschine zu-
nächst aus lediglich zwei Komponenten: dem drehenden Rotor und dem ru-
henden Stator. Aufgrund der Relativbewegung zwischen diesen Komponen-
ten stellt die Lagerung des Rotors sowie die Abdichtung unterschiedlicher
Druckniveaus innerhalb der Maschine eine Herausforderung dar. Im Laufe
der Zeit haben sich zur Erfüllung dieser Funktionen jedoch geradezu simpel
anmutende Maschinenelemente herausgebildet: Gleitlager und berührungslo-
se Fluiddichtungen nutzen strömungsmechanische Effekte in engen, von Fluid
durchströmten Ringspalten zwischen Rotor und Stator aus, um die notwen-
digen Lagerkräfte und Druckverluste zu erzeugen. In Abbildung 1.1 ist links
eine einstufige Turbomaschine mit Gleitlagern (a, b) und rechts eine zweistu-
fige Turbomaschine mit Laufradhals- (c, d) und Zwischenstufendichtung (e)
sowie einem Axialschubausgleichskolben (f) dargestellt.
Trotz ihres prinzipiell einfachen Aufbaus sind die Auswirkungen der Spalt-
strömungen innerhalb der Maschine sehr komplex. Die Fluidteilchen bewegen

Abbildung 1.1: Gleitlager (a, b) und Dichtspalte (c - f) in Turbomaschinen.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

sich infolge der Reibung an Rotor und Stator sowie der über den Spalt ab-
fallenden Druckdifferenz auf einer spiralförmigen Bahn durch den Ringspalt.
Das dafür aufzubringende Reibmoment sowie der den Ringspalt durchströ-
mende Schmiermittel- bzw. Leckagevolumenstrom stellen in der Maschinen-
auslegung zwingend zu berücksichtigende energetische Verluste dar. Weiter-
hin erzeugen nicht nur die in den Maschinen verbauten Gleitlager Kräfte auf
den Rotor. Die geometrischen und strömungsmechanischen Verhältnisse in
berührungslosen Fluiddichtungen1 sind denen in Gleitlagern so ähnlich, dass
auch sie wie zusätzliche Lagerstellen wirken. Die Auswirkungen der Spaltströ-
mungen auf das rotordynamische Verhalten der Maschine sind erheblich und
dürfen während der Auslegung keinesfalls vernachlässigt werden. Ohne diese
Einflüsse abgeschätzte rotordynamische Eigenschaften wie Eigenfrequenzen
und Eigenformen seien bspw. bei mehrstufigen Kreiselpumpen „nicht einmal
als erste Näherung zu gebrauchen“, vgl. Gülich.2

Werden Spaltströmungen und ihre Auswirkungen während der Auslegung
einer Turbomaschine nicht korrekt erfasst und beherrscht, so können u. a.

• nicht erreichte Wirkungsgradanforderungen,

• fehlerhafte Dimensionierungen,

• unzulässige Vibrationen und Lärm oder gar

• Ausfallzeiten und Schadensfälle

die Folge sein. Angesichts der enormen energetischen und funktionalen Be-
deutung dieser Maschinen in der modernen Gesellschaft ist dies unbedingt zu
vermeiden. Dennoch sind Unternehmen aufgrund wirtschaftlicher Gesichts-
punkte kontinuierlich bestrebt, Entwicklungs- und Auslegungsprozesse zu be-
schleunigen und so Kosten zu senken. Folglich ist es im Rahmen der Aus-
legung moderner Turbomaschinen notwendig, auf schnelle und gleichzeitig
verlässliche Vorhersagemethoden für die Auswirkungen von Spaltströmun-
gen zurückgreifen zu können.

1.1 Wissenschaftliche Fragestellung

Aus technischer Sicht sind die relevanten energetischen Auslegungsgrößen
von Gleitlagern und Dichtspalten einerseits das durch die Schleppströmung

1Im Folgenden auch als „Dichtspalte“ oder „Spaltdichtungen“ bezeichnet.
2
Gülich, Kreiselpumpen, ([34], 2010, Kapitel 10.6.2, Seite 586)
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in Umfangsrichtung erzeugte Reibmoment M̃z auf den Rotor sowie anderer-
seits die über den Spalt abfallende Druckdifferenz Δp̃ bzw. der zugehörige
Schmiermittel-/Leckagevolumenstrom Q̃.3 Für die rotordynamische Ausle-
gung ist es weiterhin notwendig, bei gegebenen geometrischen Verhältnis-
sen sowie den erwarteten strömungsmechanischen Betriebsbedingungen und
Rotorbewegungen die von den Spaltströmungen auf den Rotor ausgeübten
Kräfte zu bestimmen. Dies kann bspw. im zylindrischen Koordinatensystem
in Form der Radialkraft F̃r und der Tangentialkraft F̃ϕ erfolgen.4 Nachfol-
gend werden die verschiedenen Methoden diskutiert, die heute zur Ermittlung
dieser wichtigen Eingangsgrößen für die Auslegung zur Verfügung stehen.
Grundlegend können die Methoden in die drei Gruppen (i) experimentelle
Untersuchungen, (ii) numerische Simulationsverfahren im Sinne von Com-
putational Fluid Dynamics (CFD) und (iii) effiziente Berechnungswerkzeuge
eingeteilt werden. Die Ansätze in den Gruppen (i) und (ii) sind sehr aufwen-
dig und erfordern die Bereitstellung von Prüfständen oder Rechnerkapazitä-
ten sowie entsprechend kompetentem Personal. Demgegenüber repräsentieren
die Ansätze der Gruppe (iii) analytisch hergeleiteten Berechnungswerkzeu-
gen, die auf Spaltströmungen spezialisiert sind und innerhalb kurzer Zeit
sowie mit geringem rechnerischen Aufwand die für die Maschinenauslegung
erforderlichen Kenngrößen ermitteln. Selbstverständlich unterliegen analy-
tische Herleitungen, die zu derart vereinfachten mathematischen Beschrei-
bungen führen, gewissen physikalischen Annahmen. In Tabelle 1.1 sowie im
nachfolgenden Text wird ein Überblick über die Anforderungen, Möglichkei-
ten und Einschränkungen der Ansätze in den drei Gruppen gegeben.
Grundsätzlich steht man bei der Anwendung von Experimenten und numeri-
schen Simulationsverfahren zunächst vor ähnlichen Problemen: Die betrach-
tete Problemstellung muss geeignet abstrahiert werden, um eine Zugänglich-

Tabelle 1.1: Gegenüberstellung der verschiedenen Ermittlungsverfahren.

Ermittlung Anwendbarkeit

(i) Experiment aufwendig allgemein

(ii) CFD aufwendig allgemein

(iii) Berechnungswerkzeuge effizient eingeschränkt

3Dimensionsbehaftete Größen werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit konsequent
durch eine Tilde �̃ gekennzeichnet.

4Im späteren Verlauf der Arbeit erfolgt eine differenziertere Betrachtung dieser Begriffe.
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keit zu den gewünschten Informationen zu ermöglichen. Die Konstruktion des
Prüfstandes bzw. der Aufbau des Simulationsmodells muss sorgfältig erfol-
gen, um eine klare Trennung von gesuchten physikalischen Effekten und even-
tuellen, der Untersuchungsmethode inhärenten Unsicherheiten oder Fehlern
sicherzustellen. Werden diese wichtigen Schritte ohne die notwendige Erfah-
rung und Expertise ausgeführt, so besteht die Gefahr, dass trotz des hohen
Aufwandes Ergebnisse erarbeitet werden, die zu falschen Schlussfolgerungen
führen. Experimentelle Untersuchungen und numerische Simulationsverfah-
ren im Sinne von CFD können dementsprechend nicht als effiziente Ermitt-
lungsmethoden im Rahmen der Maschinenauslegung in Frage kommen. Hier
sind schnellere Berechnungswerkzeuge gefordert, um in kurzer Zeit Design-
Iterationen und deren Auswirkungen durchspielen zu können. Dennoch macht
ihre generische Herangehensweise und die allgemeingültige Anwendbarkeit
Experimente und CFD zu wertvollen Ergänzungen im Auslegungsprozess.
Auf der Seite der effizienten Berechnungswerkzeuge für Spaltströmungen
stellt die sog. „Reynoldssche Differentialgleichung der hydrodynamischen
Schmierfilmtheorie“ sicherlich den bekanntesten Berechnungsansatz dar. Die-
ses Standardwerkzeug für die effiziente Berechnung von Gleitlagern kann
aus den Navier-Stokes-Gleichungen unter Vernachlässigung des konvektiven
Impulstransportes hergeleitet werden. Entsprechend sind auf dieser Heran-
gehensweise nach Osborne Reynolds5 aufbauende Berechnungsansätze auf
Spaltströmungen beschränkt, bei denen der konvektive Impulstransport auch
tatsächlich nur eine untergeordnete Rolle spielt.
Im Bereich der effizienten Berechnung von Dichtspaltströmungen hat sich
der sog. „Bulk-Flow-Ansatz“ als Standardwerkzeug etabliert. Bei dieser Her-
angehensweise wird der konvektive Impulstransport nicht vernachlässigt,
sondern basierend auf spalthöhengemittelten Strömungsgeschwindigkeiten
(Engl. „bulk velocities“) ausgewertet, vgl. z. B. Childs.6 Diese Vorgehenswei-
se wird in der englischsprachigen Literatur auch als „method of averaged
inertia“ bezeichnet und sehr kritisch betrachtet.7,8 Anschaulich kann diese
Vereinfachung eigentlich nur dann als zulässige Annahme gewertet werden,
wenn die radiale Geschwindigkeitsverteilung der realen Spaltströmung tat-
sächlich nahezu homogen ist, also z. B. wenn große Reynoldszahlen vorlie-
gen. In radialer Richtung homogene Geschwindigkeitsverteilungen werden in

5
Reynolds, „On the Theory of Lubrication and its Application to Mr. Beauchamp Tower’s
Experiments, including an Experimental Determination of the Viscosity of Olive Oil“,
([65], 1886)

6
Childs, Turbomachinery Rotordynamics, ([14], 1993)

7
Szeri, Fluid Film Lubrication: Theory and Design, ([88], 2005, Kapitel 5.3, Seite 199)

8
Hirs, „A Bulk-Flow Theory for Turbulence in Lubricant Films“, ([36], 1973, Seite 142)
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der vorliegenden Arbeit (dem allgemeinen Sprachgebrauch folgend) auch als
„Blockprofile“ bzw. als „blockförmig“ bezeichnet.
Die bisherigen Ausführungen umfassen lediglich die beiden bekanntesten effi-
zienten Berechnungsansätze für Spaltströmungen. Ausführlichere Einsichten
in diese Gruppe von Ermittlungsverfahren werden in Kapitel 2.3 präsentiert.
Den bisherigen Erläuterungen kann jedoch bereits die wesentliche Erkenntnis
entnommen werden, dass heutige effiziente Berechnungswerkzeuge nicht ohne
weiteres zur Berechnung allgemeiner Spaltströmungen herangezogen werden
können. Zuvor muss durch den Anwender geprüft werden, ob die den Berech-
nungswerkzeugen jeweils zugrunde liegenden Annahmen und Vereinfachun-
gen für die konkret betrachtete Spaltströmung erfüllt sind.
Diese Prüfung wird speziell in Turbomaschinen durch komplexe strömungs-
mechanische Betriebsbedingungen der Spaltströmungen erschwert, was im
Folgenden exemplarisch anhand sog. „fördermediengeschmierten“ Gleitlager
erläutert wird: Diese Maschinenelemente nutzen das oftmals niederviskose
Prozessfluid der Turbomaschine als Schmiermedium. Es handelt sich hier-
bei um hybride Gleitlager, die ihre Tragkraft abhängig von der Einbaulage
in der Turbomaschine und deren Betriebspunkt hydrodynamisch erzeugen
und/oder aus der extern aufgeprägten Druckdifferenz beziehen. Ebenfalls
abhängig von der Einbaulage und dem Betriebspunkt können verdrallte Strö-
mungszustände stromauf des Spalteintrittes auftreten, bspw. infolge vorheri-
ger Förderstufen oder der Radseitenraumströmungen, vgl. Abbildung 1.1.
Diese Randbedingungen müssen typischerweise auch bei Dichtspalten in
Turbomaschinen beherrscht werden. Damit stellen fördermediengeschmierte
Gleitlager ein Beispiel für Maschinenelemente dar, deren strömungsmecha-
nische Betriebsbedingungen „zwischen“ denen konventioneller Gleitlager und
Dichtspalte stehen. Die angemessene Auswahl eines effizienten Berechnungs-
werkzeuges gestaltet sich für diese Spaltströmungen entsprechend schwierig.
Darüber hinaus fehlt es in der Literatur an systematisch ausgearbeiteten
Validierungen der heute vorhandenen Berechnungswerkzeuge mit speziellem
Fokus auf die komplexen Betriebsbedingungen in Turbomaschinen. Dadurch
sind also auch die genauen Einsatzgrenzen der heutigen Berechnungswerk-
zeuge nicht vollständig bekannt. Letztendlich ist es in der Praxis somit der
Erfahrung des jeweiligen Anwenders überlassen, einzuschätzen, ob überhaupt
eines der existierenden Berechnungswerkzeuge für die Betriebsbedingungen
im jeweils betrachteten Maschinenelement geeignet ist und wenn ja das am
besten geeignete für den speziellen Anwendungsfall auszuwählen.
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1.2 Zielsetzung und Methodik

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Handhabung ist fehleran-
fällig und zieht in der Praxis entsprechende Probleme nach sich. So führten
Zweifel an der Anwendbarkeit heutiger Auslegungsverfahren bei förderme-
diengeschmierten Gleitlagern in Kreiselpumpen 2014 zur Initiierung eines
Ideenwettbewerbes durch die deutsche Pumpenindustrie. In Folge dieses Ide-
enwettbewerbs entstand das AiF-geförderte IGF-Vorhaben „Fördermedienge-
schmierte Gleitlager in Pumpen“, das am Institut für Maschinenkonstruktion
der Otto-von-Guericke-Universität Magdeburg und am Institut für Fluidsys-
temtechnik der Technischen Universität Darmstadt bearbeitet wird. Im Rah-
men des Projektes wird die Anwendbarkeit heutiger effizienter Berechnungs-
methoden auf die speziellen Betriebsbedingungen fördermediengeschmierter
Gleitlager in Kreiselpumpen untersucht und die Berechnungswerkzeuge ent-
sprechend erweitert. Die vorliegende Dissertation entstand basierend auf den
für dieses Projekt formulierten und vom Autor der Dissertation mitentwi-
ckelten Forschungshypothesen seitens des Institutes für Fluidsystemtechnik.
Zielsetzung der vorliegenden Arbeit ist die Erarbeitung eines effizienten
und gleichzeitig möglichst allgemein anwendbaren Berechnungswerkzeuges
für Spaltströmungen sowie dessen Validierung für die typischen Einsatzbe-
dingungen in modernen Turbomaschinen. Um die gesteckte Zielsetzung zu
erreichen, werden in der Arbeit folgende Forschungsfragen beantwortet:

(i) Wie muss ein möglichst allgemein anwendbares effizientes Berechnungs-
werkzeug für Spaltströmungen in Turbomaschinen gestaltet sein?

(ii) Durch welchen Parameterraum wird der Einsatzbereich des Berech-
nungswerkzeuges in Turbomaschinen definiert?

(iii) Wie genau sind die Vorhersagen des Berechnungswerkzeuges in diesem
Parameterraum?

Zur Beantwortung der Forschungsfragen werden die wissenschaftlichen Me-
thoden der analytischen Modellbildung, inspektionellen Dimensionsanalyse
und numerischen Strömungssimulation (CFD) eingesetzt. Im Rahmen der
analytischen Modellbildung wird mithilfe von Axiomen wie Massen- und Im-
pulserhaltung zunächst das Grundgerüst für ein einheitlich anwendbares ef-
fizientes Berechnungswerkzeug gelegt. Dieses wird über empirische Modellie-
rungsschritte zu einer geschlossenen Beschreibung der Spaltströmung vervoll-
ständigt. Unter Einsatz eines numerischen Lösungsverfahrens wird schließlich
eine lauffähige Implementierung des effizienten Berechnungswerkzeuges in
MATLAB realisiert.
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Die Methode der Dimensionsanalyse bietet die Möglichkeit, durch alleinige
Betrachtung von Abhängigkeitslisten die Anzahl der Einflussparameter auf
ein betrachtetes Problem um die Anzahl der im Problem vertretenen Basis-
größen Länge L, Masse M und Zeit T zu reduzieren. Die inspektionelle Di-
mensionsanalyse kann als Ergänzung zu dieser Methode angesehen werden,
vgl. Ruark9 und Spurk10. Sie muss anhand der beschreibenden Gleichungen
des betrachteten Problems durchgeführt werden, bietet durch dieses erhöhte
Wissen über die physikalischen Zusammenhänge aber (eventuell) die Mög-
lichkeit, die Anzahl der Einflussparameter auf das betrachtete Problem noch
weiter zu reduzieren.11

Die numerische Strömungssimulation (CFD) wird mithilfe des kommerziel-
len Strömungslösers ANSYS Fluent umgesetzt und dient im Rahmen der
vorliegenden Arbeit als virtuelles Experiment. Dieses virtuelle Experiment
dient einerseits der Erarbeitung von Referenzergebnissen für die Validierung
des implementierten Berechnungswerkzeuges. Andererseits dienen die so ge-
wonnenen Daten auch als Grundlage für die Parametrisierung der empiri-
schen Modellanteile wie bspw. Geschwindigkeitsprofile und Wandschubspan-
nungsmodelle. Diese Modellbestandteile können nach heutigem Stand der
Forschung noch nicht geschlossen axiomatisch beschrieben werden.
Abschließend wird der formale Aufbau und die Vorgehensweise der vorliegen-
den Arbeit vorgestellt. Die Arbeit besteht aus einem Kernteil sowie einem
ausführlichen Anhang, in dem weiterführende Informationen wie Herleitun-
gen, Analysen und Nachweise zu finden sind. Im Kernteil der Arbeit wird
zunächst ein Überblick über die Grundlagen der Berücksichtigung von Spalt-
strömungen in Turbomaschinen sowie den aktuellen Stand der Forschung
im Bereich effizienter Berechnungswerkzeuge gegeben. Anschließend wird im
Rahmen der Modellbildung die Implementierung eines einheitlich anwend-
baren effizienten Berechnungswerkzeuges für Gleitlager und Dichtspalte er-
arbeitet. Schließlich wird die Validierung des implementierten Berechnungs-
werkzeuges vorgestellt. Im Rahmen der Validierung werden zunächst die nu-
merischen Strömungssimulationen in ANSYS Fluent beschrieben. Anschlie-
ßend erfolgt eine Parameterreduktion zur Vorbereitung der Parameterstudi-
en mithilfe der Methode der inspektionellen Dimensionsanalyse. Schließlich
werden die Ergebnisse des effizienten Berechnungswerkzeuges und der CFD-
Rechnungen vorgestellt und miteinander verglichen.

9
Ruark, „Inspectional Analysis: A Method which Supplements Dimensional Analysis“,
([66], 1935)

10
Spurk, Dimensionsanalyse in der Strömungslehre, ([84], 1992)

11Die inspektionelle Dimensionsanalyse bietet hierfür jedoch keine Garantie.



Kapitel 2

Grundlagen

Im Folgenden werden zunächst die Grundlagen der Charakterisierung so-
wie die Einsatzbedingungen von Spaltströmungen in Turbomaschinen erläu-
tert. Anschließend wird die in der vorliegenden Arbeit betrachtete generische
Problemstellung vorgestellt und eingegrenzt. Schließlich wird der Forschungs-
stand im Bereich effizienter Berechnungswerkzeuge für Spaltströmungen dar-
gelegt und daraus Schlussfolgerungen für die eigene Modellbildung gezogen.

2.1 Spaltströmungen in Turbomaschinen

2.1.1 Charakterisierung

Spaltströmungen in Gleitlagern und Dichtspalten haben komplexe Auswir-
kungen auf das energetische und rotordynamische Gesamtverhalten der Tur-
bomaschine und dürfen im Rahmen der Auslegung nicht vernachlässigt
werden. Ihre Eigenschaften werden über energetische und rotordynamische
Kenngrößen charakterisiert, die durch geeignete Verfahren ermittelt werden
müssen. Die relevanten energetischen Kenngrößen sind einerseits das durch
die Schleppströmung in Umfangsrichtung erzeugte Reibmoment M̃z sowie
andererseits die über den Spalt abfallende Druckdifferenz Δp̃ := p̃1− p̃2 bzw.
der zugehörige Schmiermittel-/Leckagevolumenstrom Q̃. Für die rotordyna-
mische Auslegung ist es gängige Praxis, die Spaltströmungen als Lagerstel-
len mit zugeordneten Steifigkeits-, Dämpfungs- und Trägheitseigenschaften
zu abstrahieren, vgl. Abbildung 2.1.

8
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Abbildung 2.1: Energetische (links) und rotordynamische (rechts) Charak-
terisierung von Spaltströmungen für die Auslegung.

Diese sog. „rotordynamischen Koeffizienten“ werden über linearisierte Bewe-
gungsgleichungen der Form

−
[
F̃x

F̃y

]
=

[
K̃ k̃

−k̃ K̃

] [
x̃
ỹ

]
+

[
D̃ d̃

−d̃ D̃

] [
˜̇x
˜̇y

]
+

[
M̃ m̃

−m̃ M̃

] [
˜̈x
˜̈y

]
(2.1)

in die rotordynamische Auslegung eingebracht. In Gleichung 2.1 sind mit K̃
bzw. k̃ die Haupt- und Nebensteifigkeit, mit D̃ bzw. d̃ die Haupt- und Ne-
bendämpfung sowie mit M̃ bzw. m̃ die Haupt- und Nebenträgheit des die
Spaltströmung abstrahierenden Ersatzlagers bezeichnet. Zusammen mit den
Koordinaten der Rotorauslenkung aus einer statischen Ruhelage x̃ und ỹ so-
wie deren mit �̇ und �̈ gekennzeichneten zeitlichen Ableitungen erzeugt die
Spaltströmung die Kraftkomponenten F̃x und F̃y auf den Rotor im kartesi-
schen Koordinatensystem. Abhängig von der statischen Ruhelage und der Art
der Rotorbewegung können die Matrizen in Gleichung 2.1 nichtlinear werden
und/oder die Eigenschaft der Schiefsymmetrie verlieren. Ferner müssen ins-
besondere bei breiten Lagern bzw. langen Dichtspalten zusätzliche Momen-
tenkoeffizienten in den Bewegungsgleichungen berücksichtigt werden.1,2,3

Die Bestimmung der rotordynamischen Koeffizienten kann mithilfe von Ver-
fahren der Parameteridentifikation erfolgen. Ein sehr anschauliches Verfah-
ren ergibt sich bspw. durch Annahme einer kreisförmigen Orbitbewegung der
Rotorachse um die Statorachse

x̃ = ẽ cos
(
ω̃t̃
)
, ỹ = ẽ sin

(
ω̃t̃
)

(2.2)

mit der Exzentrizität ẽ, der Kreisfrequenz der Orbitbewegung ω̃ und der
Zeit t̃, vgl. Abbildung 2.2 links. Der Rotor selbst rotiert mit der Kreisfre-
1
Childs, Turbomachinery Rotordynamics, ([14], 1993)

2
Brennen, Hydrodynamics of Pumps, ([9], 1994)

3
Dietzen, Bestimmung der dynamischen Koeffizienten von Dichtspalten mit Finite-
Differenzen-Verfahren, ([23], 1988)
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Abbildung 2.2: Kräfte bei orbitierendem Rotor (links) und exemplarische
Ermittlung der Koeffizienten K̃, d̃ und M̃ (rechts), vgl. Gleichung 2.3.

quenz Ω̃ um seine eigene Symmetrieachse. Der Spalt ist mit einem Fluid der
Dichte �̃ und der kinematischen Viskosität ν̃ gefüllt. Die Transformation der
Bewegungsgleichung 2.1 in ein zylindrisches Koordinatensystem ergibt

−
[
F̃r

F̃ϕ

]
=

[
K̃ẽ+ d̃ẽω̃ − M̃ẽω̃2

−k̃ẽ+ D̃ẽω̃ + m̃ẽω̃2

]
. (2.3)

Das Verfahren ermöglicht die Bestimmung der rotordynamischen Eigenschaf-
ten als Koeffizienten eines Ausgleichspolynoms 2. Grades an die Verläufe
von Radialkraft F̃r und Tangentialkraft F̃ϕ über der Orbitfrequenz ω̃, vgl.
Abbildung 2.2 rechts. Im Kern sind die rotordynamischen Koeffizienten also
Ergebnisse einer Auswertung der Kraftverläufe bei verschiedenen Anregungs-
frequenzen. Es ist leicht ersichtlich, dass auch allgemeinere Identifikationsver-
fahren, die direkt auf Gleichung 2.1 oder eine ihrer komplexeren Versionen
angewendet werden, im Kern zunächst eine verlässliche Ermittlung der Spalt-
strömungskräfte bei gegebenen Rotorbewegungen erfordern.

2.1.2 Einsatzbedingungen

Im vorangegangenen Abschnitt wurden die verschiedenen Kenngrößen be-
schrieben, die zur Berücksichtigung von Spaltströmungen im Rahmen der
Maschinenauslegung benötigt werden. Die Kenngrößen sind abhängig von
den geometrischen und strömungsmechanischen Betriebsbedingungen des im
Einzelfall betrachteten Maschinenelementes. Ferner wurde in Kapitel 1.1
herausgearbeitet, dass effiziente Berechnungswerkzeuge für Spaltströmungen
auf verschiedenen physikalischen Annahmen und Vereinfachungen beruhen
und daher nicht für beliebige Einsatzbedingungen allgemeingültig anwend-
bar sind. Aus Sicht eines Anwenders stellt sich daher die Frage: Ist anhand



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 11

der im Einzelfall vorliegenden Betriebsbedingungen zu erkennen, welches der
effizienten Berechnungswerkzeuge eingesetzt werden darf? Zur Beantwortung
dieser Frage werden im Folgenden die Einsatzbedingungen von Gleitlagern
und Dichtspalten in modernen Turbomaschinen analysiert.
Diese Einsatzbedingungen sind im Allgemeinen durch niederviskose Pro-
zessfluide und hohe Strömungsgeschwindigkeiten gekennzeichnet. Die für die
Spaltströmung relevanten Reynoldszahlen4 liegen in Größenordnungen von
O (103) bis O (104). Dadurch ist der konvektive Impulstransport nicht wie bei
konventionellen Gleitlagern (i. d. R. ölgeschmiert) vernachlässigbar.5 Gleich-
zeitig ist der Einfluss von Reibungsvorgängen auf die Spaltströmung deutlich
größer als bspw. auf die Strömung im restlichen Teil der Maschine.
Hydrostatisch bzw. hybrid betriebene Gleitlager beziehen im Gegensatz zu
rein hydrodynamisch betriebenen Gleitlagern ihre tragende Kraft hauptsäch-
lich bzw. zumindest zu einem erheblichen Teil aus äußerlich aufgeprägten
Druckdifferenzen. Damit ähnelt das Wirkprinzip ihrer Tragkrafterzeugung
dem von Dichtspalten. Weiterhin bietet es sich in Turbomaschinen aufgrund
der ohnehin vorhandenen Druckgefälle an, das oftmals niederviskose Pro-
zessfluid der Turbomaschine (z. B. Wasser) direkt als Schmiermittel in den
Gleitlagern einzusetzen, vgl. Abbildung 1.1. Die Strömungszustände in diesen
fördermediengeschmierten Gleitlagern sind hochturbulent und ähneln damit
eher den typischen Betriebsbedingungen in Dichtspalten als denen in kon-
ventionellen hydrodynamischen Gleitlagern, vgl. Abbildung 2.3.
Abhängig von der Anordnung der Zu- und Abläufe der Spaltströmungen in
der Turbomaschine können über den Ringspalt erhebliche Druckdifferenzen

Abbildung 2.3: Einsatzbedingungen konventioneller Gleitlager (links) und
von Spaltströmungen in Turbomaschinen (rechts).

4Gebildet mit dem Spaltspiel, vgl. Kapitel 2.2.3.
5Details folgen in Kapitel 2.3.
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aufgeprägt werden. Diese Druckdifferenzen führen zu nicht vernachlässigba-
ren Schmiermittel- bzw. Leckagevolumenströmen Q̃ durch den Spalt. Ferner
können aufgrund der Einbausituation auch bereits stromauf des Spalteintrit-
tes hohe Umfangsgeschwindigkeiten C̃ϕ,0 vorliegen, vgl. z. B. Gülich.6 Axiale
Strömungskomponenten sowie vorverdrallte Betriebszustände sind bei Spalt-
strömungen in Turbomaschinen sehr relevant und müssen im Rahmen der
Auslegung zwingend berücksichtigt werden. Dabei ist zusätzlich zu beachten,
dass diese strömungsmechanischen Betriebsbedingungen je nach Einbaulage
möglicherweise auch vom Betriebspunkt der Maschine abhängen.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Einsatzbedingungen von
Spaltströmungen in Turbomaschinen die Besonderheiten (i) Relevanz von
Konvektion, Reibung und Turbulenz, (ii) erhebliche axiale Strömungskom-
ponenten und (iii) nicht vernachlässigbarer Vordrall aufweisen, vgl. Abbil-
dung 2.3. Diese Einsatzbedingungen umfassen somit gleichzeitig Elemente,
die sonst entweder für konventionelle hydrodynamische Gleitlager oder be-
rührungslose Fluiddichtungen typisch sind. Entsprechend schwierig und un-
eindeutig ist die Auswahl eines geeigneten effizienten Berechnungswerkzeuges
für ein konkret betrachtetes Maschinenelement in einer Turbomaschine.

2.2 Betrachtete Problemstellung

Die Strömungsvorgänge in Turbomaschinen und damit in der realen Ein-
satzumgebung der betrachteten Spaltströmungen sind äußerst komplex. Ne-
ben den im vorherigen Kapitel beschriebenen strömungsmechanischen Be-
triebsbedingungen liegen in der Turbomaschine zahlreiche weitere Einflüsse
wie bspw. komplexe Zuführgeometrien, Sekundärströmungen, Strömungsab-
lösungen, Kavitation, Ausgasung usw. vor. Darüber hinaus ist es in der Ma-
schine kaum möglich, die relevanten Eigenschaften eines einzelnen Maschi-
nenelementes wie Reibmoment, Leckageverhalten und Strömungskräfte auf
den Rotor isoliert zu betrachten.
Aus diesem Grund werden die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit an-
hand eines generischen Spaltströmungsmodells durchgeführt. Das generische
Modell abstrahiert die Einsatzbedingungen in der Turbomaschine gerade so-
weit, dass die geometrischen und strömungsmechanischen Betriebsbedingun-
gen mit einer möglichst kleinen Anzahl an Parametern eindeutig definiert
werden können. Auf diese Art können die Einflüsse einzelner Parameter iso-
liert voneinander studiert und somit verallgemeinerbare Erkenntnisse in Be-
zug auf die Problemstellung in der realen Maschine erarbeitet werden.
6
Gülich, Kreiselpumpen, ([34], 2010, Kapitel 9.1, Seite 515ff)
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2.2.1 Generisches Strömungsmodell

Die betrachtete generische Strömungskonfiguration ist in Abbildung 2.4 dar-
gestellt. Es handelt sich dabei um einen zylindrischen Rotor mit Radius R̃,
der in einer zylindrischen Buchse der Länge L̃ und mit dem Innenradius R̃+˜̄h

mit der Kreisfrequenz Ω̃ rotiert.7 Das mittlere Spaltspiel ˜̄h ist dabei als die
Spalthöhe definiert, die sich im gesamten Spalt einstellt, wenn Rotor und
Stator koaxial ausgerichtet sind. Für Spaltströmungen in Turbomaschinen
gilt im Allgemeinen ˜̄h/R̃ ∼ O (10−3). Das Verhältnis wird in den Abbildun-
gen dieser Arbeit nicht maßstabsgerecht dargestellt, da die Spalthöhe sonst
in den Strichstärken der Zeichnungen untergehen würden.
Weist die Rotorachse im Vergleich zur Statorachse eine Exzentrizität ẽ
und/oder einen Neigungswinkel γ auf, so ist die „lokale“ Spalthöhe h̃ an
jeder Stelle (ϕ, z̃) im Spalt unterschiedlich. Durchläuft der exzentrisch ste-
hende und/oder geneigte Rotor Orbitbahnen um die Statorachse mit der
Kreisfrequenz ω̃, so ist die lokale Spalthöhe zusätzlich auch eine Funktion
der Zeit t̃. Selbstverständlich können im Allgemeinen auch die Exzentrizität,
der Neigungswinkel oder die Orbitfrequenz zeitabhängig sein.

Abbildung 2.4: Generische Spaltströmungskonfiguration.

7Bei Gleitlagern wird i. d. R. nicht von einer „Spaltlänge“, sondern von einer „Lagerbreite“
gesprochen. In der vorliegenden Arbeit wird die axiale Ausdehnung des Ringspaltes jedoch
wie bei Dichtspalten üblich als Spaltlänge L̃ bezeichnet.
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Der Ringspalt wird von einem Fluid der Dichte �̃ und der kinematischen
Viskosität ν̃ durchströmt. Die mittlere Axialgeschwindigkeit

˜̄Cz :=
Q̃

π
(
R̃ + ˜̄h

)2
− πR̃2

(2.4)

ist dabei als die Geschwindigkeit definiert, die der den Spalt durchströmende
Volumenstrom bei koaxial stehendem Rotor und Stator hervorruft. Unmit-
telbar stromauf des Spalteintrittes weist die Strömung die Umfangsgeschwin-
digkeit C̃ϕ,0 auf, was auch als Vordrall bezeichnet wird.8

Die Beschreibung der Strömung erfolgt mithilfe eines zylindrischen Koordina-
tensystems (r̃, ϕ, z̃), dessen Ursprung auf der Statorachse in der Spalteintritt-
sebene positioniert ist. Zur einfacheren Beschreibung der Strömungsvorgänge
im Ringspalt wird zusätzlich noch die senkrecht zur Statorwand zählende ra-
diale Koordinate ỹ := R̃ + ˜̄h− r̃ eingeführt.

2.2.2 Annahmen und Einschränkungen

Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt auf der Erarbeitung eines effizienten
Berechnungswerkzeuges für Spaltströmungen sowie dessen Erprobung unter
den geometrischen und strömungsmechanischen Betriebsbedingungen, wie sie
typischerweise in Turbomaschinen auftreten. Aus diesem Grund werden die
Untersuchungen der Arbeit auf Radialspalte mit glatten zylindrischen Spalto-
berflächen beschränkt. Die Praxisrelevanz dieser Bauart ist in ihrer einfachen
Realisierbarkeit begründet: Im Wesentlichen erfordert sie nur die Fertigung
einer Spielpassung z. B. mithilfe von Drehmaschinen. Axialspalte, oberflä-
chenprofilierte oder genutete Spaltgeometrien werden ebenfalls in modernen
Turbomaschinen eingesetzt, erfordern jedoch andere bzw. deutlich mehr Pa-
rameter zur Beschreibung der Geometrie und stellen somit jeweils eigenstän-
dige Forschungsgebiete dar.
Die Ringspaltströmung wird als inkompressibel angenommen. Dies ist z. B.
bei Kreiselpumpen, die i. d. R. Flüssigkeiten mit hohen Schallgeschwindigkei-
ten wie bspw. Wasser fördern, zulässig. Volumenkräfte wie die Gewichtskraft
sollen die Strömung nur in einem vernachlässigbaren Maße beeinflussen. Wei-
terhin wird die Strömung als isotherm angenommen, sodass die Stoffeigen-
schaften des Fluides als homogene Felder bzw. Konstanten angesehen werden

8In der vorliegenden Arbeit werden ausgezeichnete Geschwindigkeitswerte wie z. B. Mittel-
oder Maximalwerte durch Großbuchstaben repräsentiert. Kleinbuchstaben stehen hinge-
gen für radial verteilte Geschwindigkeiten, insbesondere z. B. Geschwindigkeitsprofile.
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können. Phasenwechsel- sowie Ausgasungsvorgänge sollen in der betrachte-
ten generischen Strömungskonfiguration keine Rolle spielen. Diese Annahme
ist bei Gleitlagern und Dichtspalten nicht generell erfüllt, vgl. z. B. die Ar-
beit von Taylor.9 Vielmehr hängt es von den im Einzelfall stromauf und
stromab des Ringspaltes vorliegenden Druck- und Sättigungsniveaus ab, ob
Phasenwechsel- und/oder Ausgasungsvorgänge auftreten, vgl. Abbildung 1.1.
Aufgrund ihrer Komplexität werden diese Phänomene im Rahmen eigen-
ständiger Forschungsthemen durch das Institut für Fluidsystemtechnik der
TU Darmstadt behandelt.10,11,12

Im Fokus der vorliegenden Arbeit steht die Erarbeitung eines effizienten Be-
rechnungswerkzeuges für die Spaltströmung selbst. Die Strömungsvorgänge
im Vorlauf stromauf des Spalteintrittes sowie im Nachlauf stromab des Spal-
taustrittes sind komplex, in hohem Maße abhängig von der dortigen Strö-
mungsführung und dementsprechend nur schwierig im Rahmen einer wie
hier angestrebten generischen Untersuchung abbildbar. Zur Umgehung dieser
Problematik werden dem generischen Spaltströmungsmodell im Rahmen der
vorliegenden Arbeit folgende Randbedingungen direkt in den Querschnit-
ten des Spaltein- und -austrittes aufgeprägt: Unmittelbar am Eintritt des
Ringspaltes, d. h. z̃ = 0, werden die Umfangsgeschwindigkeit c̃ϕ und die Axi-
algeschwindigkeit c̃z jeweils als Blockprofile vorgegeben. Diese Profile seien
weder von der Zeit t̃ noch von der Umfangsposition ϕ abhängig, sodass die
Randbedingungen am Spalteintritt

c̃ϕ
(
t̃, ỹ, ϕ, z̃ = 0

)
:= C̃ϕ,0, (2.5a)

c̃z
(
t̃, ỹ, ϕ, z̃ = 0

)
:= ˜̄Cz (2.5b)

sind. Umfangreiche Vorarbeiten im Rahmen der durch den Autor dieser Dis-
sertation betreuten Masterarbeit von Marant bestätigten, dass diese Rand-
bedingungen am Spalteintritt für verschiedene geometrische und strömungs-
mechanische Betriebsbedingungen repräsentativ sind.13

Am Spaltaustritt, d. h. z̃ = L̃, soll sich die Strömung möglichst frei ausbil-
den können. Zu diesem Zweck wird lediglich das Druckniveau der betrachte-

9
Taylor, „Cavitation of a Viscous Fluid in Narrow Passages“, ([91], 1963)

10
Lang, Dimitrov und Pelz, „Spatial and Temporal High Resolution Measurement of
Bubble Impacts“, ([45], 2012)

11
Pelz, Keil und Groß, „The Transition from Sheet to Cloud Cavitation“, ([61], 2017)

12
Groß und Pelz, „Diffusion-Driven Nucleation from Surface Nuclei in Hydrodynamic
Cavitation“, ([33], 2017)

13
Marant, „Numerische Untersuchung der rotierenden Spaltströmung durch plötzliche
Querschnittsübergänge“, ([52], 2015)
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ten inkompressiblen Strömung fixiert, indem für den über die gesamte Spal-
taustrittsfläche gemittelten Druck p̃ die Randbedingung

1

ÃAus

∫∫
ÃAus

p̃
(
t̃, ỹ, ϕ, z̃ = L̃

)
dÃ := 0 (2.6)

vorgegeben wird. Diese Vorgehensweise ermöglicht eine freie Ausbildung von
Druck und Strömungsgeschwindigkeiten am Spaltaustritt.
Abschließend sei darauf hingewiesen, dass die formulierten Randbedingun-
gen 2.5a und b sowie 2.6 von beiden im späteren Verlauf der Arbeit einge-
setzten Berechnungsmethoden14 eingehalten werden. Somit ist sichergestellt,
dass die gewonnenen Einsichten in Bezug auf die Validierung des effizienten
Berechnungswerkzeuges verallgemeinerbar sind und hinsichtlich ihrer quali-
tativen Aussagekraft auch auf Anwendungsfälle übertragen werden können,
deren Randbedingungen von den hier genutzten abweichen. Dieses Konzept
der Übertragung anhand einer generischen Musteranwendung gewonnenen,
qualitativen Erkenntnisse auf von dieser abweichende, reale Anwendungsfälle
wird auch in völlig anderen Bereichen der Ingenieurspraxis eingesetzt, vgl.
z. B. Kraftstoffverbrauchsangaben bei Kraftfahrzeugen oder die Effizienzbe-
wertung von Kreiselpumpen15.

2.2.3 Dimensionsanalyse

Als abhängige Größen der betrachteten generischen Strömungskonfigurati-
on können schließlich die Umfangsgeschwindigkeit c̃ϕ, die Axialgeschwindig-
keit c̃z und der Druck p̃ im Inneren des Ringspaltes identifiziert werden.
Sie sind im Allgemeinen Funktionen der Zeit sowie aller drei Raumkoordi-
naten

(
t̃, ỹ, ϕ, z̃

)
. Die Ermittlung der in der Maschinenauslegung gesuchten

integralen Kenngrößen wie Reibmoment M̃z, Leckageverhalten Q̃ bzw. Δp̃
und Strömungskräfte auf den Rotor, z. B. F̃r und F̃ϕ, erfordert im Kern al-
so die Berechnung der drei zeitlich und räumlich verteilten Feldgrößen c̃ϕ,
c̃z und p̃ bei gegebenen geometrischen, strömungsmechanischen sowie den
Bewegungszustand des Rotors charakterisierenden Betriebsbedingungen.
Die Ausbildung der drei Felder wird in dimensionsbehafteter Form durch
insgesamt 11 dimensionsbehaftete Parameter festgelegt, vgl. Abbildung 2.4.

14effizientes Berechnungswerkzeug und CFD
15

Lang, Ludwig, Pelz und Stoffel, „General Methodologies of Determining the
Energy-Efficiency-Index of Pump Units in the Frame of the Extended Product Ap-
proach“, ([46], 2013)
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Diese hohe Anzahl an Einflussparametern kann mithilfe der Methode der Di-
mensionsanalyse um die Anzahl der vertretenen Basisgrößen Länge L, Masse
M und Zeit T reduziert werden.16 In der vorliegenden Arbeit werden die
Längen des generischen Systems mithilfe des Rotorradius entdimensioniert,
woraus das relative Spaltspiel ψ := ˜̄h/R̃ und die dimensionslose Spaltlänge
L := L̃/R̃ hervorgehen. Die als Randbedingungen vorgegebenen Strömungs-
geschwindigkeiten werden mithilfe der Umfangsgeschwindigkeit der Rotor-
wand entdimensioniert, wodurch die Durchflusszahl φ := ˜̄Cz/Ω̃R̃ und der
dimensionslose Vordrall Γ := C̃ϕ,0/Ω̃R̃ entstehen. Die Viskosität wird in der
dimensionslosen Darstellung durch die Reynoldszahl Reϕ := Ω̃R̃˜̄h/ν̃ reprä-
sentiert. Die relative Exzentrizität ε := ẽ/˜̄h, der Neigungswinkel γ sowie die
dimensionslose Orbitfrequenz ω := ω̃/Ω̃ vervollständigen die dimensionslose
Form der Abhängigkeitsliste auf der Seite der Einflussparameter.
Auf der Seite der abhängigen Größen wird die gesuchte Umfangsgeschwin-
digkeit mithilfe der Umfangsgeschwindigkeit der Rotorwand entdimensioniert
cϕ := c̃ϕ/Ω̃R̃. Die Axialgeschwindigkeit wird hingegen über die mittlere Axi-
algeschwindigkeit cz := c̃z/

˜̄Cz entdimensioniert, sodass auch ihre Zahlenwerte
von der Größenordnung cz ∼ O (1) sind. Die dimensionslose Form der mitt-
leren Axialgeschwindigkeit wurde oben bereits in Form der Durchflusszahl
eingeführt. Aufgrund analoger Überlegungen wird auch der Druck mithilfe
eines zum jetzigen Zeitpunkt noch unbekannten Referenzdruckes entdimen-
sioniert p := p̃/ ˜̄p. Der Referenzdruck ˜̄p wird im weiteren Verlauf der Arbeit
jeweils problemspezifisch mit physikalischer Bedeutung belegt. Für die Di-
mensionsanalyse dieses Kapitels ist es ausreichend, ihn als Vielfaches von
�̃Ω̃2R̃2/2 zu entdimensionieren, d. h. p̄ := 2˜̄p/�̃Ω̃2R̃2. Es sei jedoch darauf
hingewiesen, dass es sich bei diesem Referenzdruck nicht um einen zusätzlich
vorzugebenden Einflussparameter, sondern vielmehr um einen untrennbaren
Bestandteil der gesuchten abhängigen Größe „Druck“ handelt.17

Das Ergebnis der Dimensionsanalyse ist die Abhängigkeitsliste

cϕ, cz, p = fn

(
ψ,L, φ,Γ ,Reϕ, ε, γ, ω

)
. (2.7)

In dieser Darstellung wird die Ausbildung der Felder der drei dimensions-
losen abhängigen Größen cϕ, cz und p wie erwartet nur noch durch 8 di-
mensionslose Einflussparameter festgelegt. Die Entdimensionierung weiterer
Größen wird je nach Relevanz für das Verständnis der Arbeit an späteren
16

Spurk, Dimensionsanalyse in der Strömungslehre, ([84], 1992, Kapitel 1.4, Seite 16)
17Mit anderen Worten: Das dimensionslose Feld p legt die Verteilung des Druckes um das

dimensionslose skalare Druckniveau p̄ herum fest.
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Stellen im Text oder im Symbolverzeichnis definiert. Des Weiteren sei darauf
hingewiesen, dass in Kapitel 4.2.2 mithilfe der Methode der inspektionellen
Dimensionsanalyse jeweils problemspezifisch noch schärfere Fassungen der
Abhängigkeitsliste 2.7 erarbeitet werden.

2.3 Effiziente Berechnungswerkzeuge

In Kapitel 1.1 wurden bereits die drei grundlegenden Gruppen von Er-
mittlungsverfahren für die in der Maschinenauslegung relevanten integralen
Kenngrößen von Spaltströmungen eingeführt. Dies sind (i) experimentelle
Untersuchungen, (ii) numerische Simulationsverfahren im Sinne von CFD
und (iii) effiziente Berechnungswerkzeuge, vgl. auch Tabelle 1.1. Diese Ar-
beit beschäftigt sich hauptsächlich mit Verfahren der Gruppe (iii).
Verfahren der Gruppen (i) und (ii) sind jedoch weder überflüssig noch un-
nötig. Sie stellen eine wertvolle Ergänzung zu den Verfahren der Gruppe
(iii) im Rahmen der Maschinenauslegung dar, da sie im Gegensatz zu diesen
auf deutlich weniger physikalischen Annahmen und Vereinfachungen beru-
hen. Vorausgesetzt die Verfahren werden im Rahmen ihrer Einsatzgrenzen
und mit der notwendigen Sorgfalt durch entsprechend kompetente Anwender
eingesetzt, können Verfahren der Gruppen (i) und (ii) als relativ allgemein
einsetzbare Referenzverfahren angesehen werden.
Beispiele für den Einsatz experimenteller Untersuchungen zur Bestimmung
von Spalteigenschaften sind u. a. bei Blumenthal und Schwarze, Childs und
San Andres, Jolly, Kanemori, Matros und Nordmann sowie in mehreren Dis-
sertationen zu finden.18 Ein Überblick über experimentelle Untersuchungen
und Methoden für hydrodynamische Gleitlager ist jeweils in den Übersichts-
artikeln von Swanson19 und Dimond20 enthalten. Verfahren der Gruppe (ii)
werden z. B. bei Athavale, Baskharone, Dietzen und Nordmann sowie Wu ein-
gesetzt. Des Weiteren werden von Kucinschi eine „Lattice-Boltzmann“- und
von Kyle eine „Smoothed Particle Hydrodynamics“-Methode zur Berechnung
von Schmierfilmströmungen eingesetzt.21

18Vergleiche Einträge [8, 16, 38, 39, 53, 54] und [3, 7, 29, 31, 32, 41, 43, 83] im Literatur-
verzeichnis.

19
Swanson und Kirk, „Survey of Experimental Data for Fixed Geometry Hydrodynamic
Journal Bearings“, ([87], 1997)

20
Dimond, Sheth, Allaire und He, „Identification Methods and Test Results for Tilting
Pad and Fixed Geometry Journal Bearing Dynamic Coefficients - A Review“, ([24], 2009)

21Vergleiche Einträge [5, 6, 23, 42, 44, 59, 96] im Literaturverzeichnis.
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Nachteil der Ermittlungsverfahren aus den Gruppen (i) und (ii) ist ihr hoher
Aufwand. Im Rahmen der Maschinenauslegung sind schnellere bzw. effizi-
entere Werkzeuge gefordert, um die benötigten Spaltkenngrößen bspw. im
Rahmen von Design-Iterationen oder Parameterstudien in kurzer Zeit und
mit geringem Ressourcenaufwand bestimmen zu können. Hier kommen die
effizienten Berechnungswerkzeuge der Gruppe (iii) zum Einsatz, die auch im
Fokus der vorliegenden Arbeit stehen.
Im Folgenden wird eine Übersicht über den Stand der Forschung im Be-
reich effizienter Berechnungsansätze für Gleitlager und Dichtspalte gegeben.
Ziel ist es, in den bereits in der Literatur vorhandenen Berechnungsansät-
zen diejenigen Elemente zu identifizieren, die als Grundlage eines neuen, für
möglichst allgemeine Spaltströmungen einsetzbaren effizienten Berechnungs-
werkzeuges genutzt werden können. Mithilfe der Literaturrecherche werden
damit wesentliche Bestandteile der Antwort auf die in Kapitel 1.1 formulierte
Forschungsfrage (i) erarbeitet.

2.3.1 Hydrodynamische Schmierfilmtheorie

Eine Einteilung der effizienten Berechnungswerkzeuge aus Gruppe (iii) kann
anhand der in den jeweiligen Herleitungen angenommenen Strömungszustän-
de erfolgen. Die Navier-Stokes-Gleichungen der stationären inkompressiblen
Strömung eines Newtonschen Fluides ohne Berücksichtigung von Volumen-
kräften und für konstante Stoffwerte sind in Indexnotation durch

∂c̃j
∂x̃j

= 0, (2.8a)

�̃c̃j
∂c̃i
∂x̃j

= − ∂p̃

∂x̃i

+ η̃
∂2c̃i

∂x̃j∂x̃j

(2.8b)

gegeben, vgl. Spurk.22 Dabei ist mit η̃ := �̃ν̃ die dynamische Viskosität des
Fluides bezeichnet. Aus einer Größenordnungsabschätzung für die Kontinui-
tätsgleichung 2.8a folgt, dass die Radialgeschwindigkeiten im Ringspalt ge-
genüber den übrigen Geschwindigkeiten vernachlässigbar sind, c̃r � c̃ϕ, c̃z.
Über eine analoge Größenordnungsbetrachtung für die radiale Komponente
des Impulssatzes, vgl. Gleichung 2.8b, kommt man weiterhin zu der Erkennt-
nis, dass auch der radiale Druckgradient im Ringspalt vernachlässigbar ist,
d. h. ∂p̃/∂ỹ ≈ 0, vgl. Spurk.23 Diese beiden grundlegenden Aussagen gelten
22

Spurk und Aksel, Strömungslehre: Einführung in die Theorie der Strömungen, ([85],
2007, Kapitel 4, Seite 101ff)

23
Spurk und Aksel, Strömungslehre: Einführung in die Theorie der Strömungen, ([85],
2007, Kapitel 8.1, Seite 245ff)
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ohne Einschränkungen für die in dieser Arbeit betrachteten Spaltströmungen
aufgrund der engen Spaltgeometrien ψ � O (1).
Die Größenordnung der verbleibenden konvektiven Terme in den Impuls-
bilanzen 2.8b kann durch �̃Ω̃2R̃2/R̃ abgeschätzt werden. Die verbleibenden
viskosen Terme können mit der Größenordnung η̃Ω̃R̃/˜̄h2 bemessen werden.
Das Verhältnis der beiden Größenordnungen entspricht der dimensionslosen
Diffusionszeit Ω̃˜̄h2/ν̃. Diese kann gemäß

�̃Ω̃2R̃2/R̃

η̃Ω̃R̃/˜̄h2
=

Ω̃˜̄h2

ν̃
=

˜̄h

R̃

Ω̃R̃˜̄h

ν̃
= ψReϕ (2.9)

durch das relative Spaltspiel und die Reynoldszahl ausgedrückt werden. Der
Zahlenwert von ψReϕ dient als Maß für die Relevanz von Trägheits- und
Reibungseffekten im betrachteten Strömungsproblem. Für sehr kleine Werte
ψReϕ � O (1) wird Reibung zum wichtigsten Einfluss auf die Strömung und
der Einfluss der Fluidträgheit wird vernachlässigbar. Für sehr große Werte
ψReϕ � O (1) wird der Reibungseinfluss gegenüber dem Trägheitseinfluss
vernachlässigbar, sodass von Potentialströmung gesprochen werden kann. Im
Bereich ψReϕ ∼ O (1) beeinflussen Reibung und Fluidträgheit die Strömung
schließlich in gleichem Maße und keiner der beiden Beiträge darf vernachläs-
sigt werden. Vergleiche diesbezüglich auch die weiterführende Diskussion bei
Lang und Pelz.24

Der Parameter ψReϕ nimmt eine zentrale Rolle bei der Herleitung der
Reynoldsschen Differentialgleichung im Rahmen der hydrodynamischen
Schmierfilmtheorie nach Osborne Reynolds ein.25 Diese Theorie repräsen-
tiert das heutige Standardwerkzeug in Bezug auf die effiziente Berechnung
von Gleitlagern. Aufgrund der sehr engen Ringspaltgeometrien ψ ∼ O (10−3)
und der als laminar angenommenen Spaltströmung Reϕ � O (102) gilt in der
Betrachtungsweise der hydrodynamischen Schmierfilmtheorie ψReϕ � O (1).
Entsprechend spielt Reibung eine dominante Rolle für die Spaltströmung und
die Trägheit des Fluides in Form der konvektiven Terme in den Impulsbilan-
zen 2.8b kann gegenüber den viskosen Spannungen vernachlässigt werden.
Das auf diese Art entstehende Strömungsproblem ist linear. Mithilfe von Su-
perposition der Geschwindigkeitsprofile in Umfangsrichtung und Auswertung
der über die Kanalhöhe h̃ integrierten Form der Kontinuitätsgleichung 2.8a
24

Lang und Pelz, „Unified Prediction of Hydrodynamic Forces in Plain Annular Seals
and Journal Bearings by means of an Analytically Derived Design Tool“, ([47], 2016)

25
Reynolds, „On the Theory of Lubrication and its Application to Mr. Beauchamp
Tower’s Experiments, including an Experimental Determination of the Viscosity of Olive
Oil“, ([65], 1886)
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kann aus ihm die stationäre Form der Reynoldsschen Differentialgleichung

1

R̃

∂

∂ϕ

(
h̃3

12η̃

1

R̃

∂p̃

∂ϕ

)
+

∂

∂z̃

(
h̃3

12η̃

∂p̃

∂z̃

)
=

1

2
Ω̃R̃

1

R̃

∂h̃

∂ϕ
(2.10)

gewonnen werden, vgl. Abbildung 2.5. Die Herleitung der Reynoldsschen Dif-
ferentialgleichung wird u. a. in den Werken von Constantinescu26, Szeri27 und
Spurk28 detailliert beschrieben.
Auf Grundlage der Reynoldsschen Differentialgleichung 2.10 hat sich im Lau-
fe der Jahrzehnte eine regelrechte „Berechnungstechnologie“ für Gleitlager
entwickelt.29 In deren Rahmen wurden Modellierungsansätze für komplexe
Phänomene wie bspw. Kompressibilität, Mehrphasenströmung und Kavita-
tion, Mischreibung und thermo-elasto-hydrodynamische Verformungen des
Ringkanals zu Gleichung 2.10 hinzugefügt. Die Historie und inhaltliche Span-
ne dieser Entwicklungen wird in den Übersichtsartikeln von Pinkus30, Szeri31,
Garg32 und Zakharov33 aufgearbeitet.

Abbildung 2.5: Superposition der Geschwindigkeitsprofile und betrachtetes
Kontrollvolumen (KV) im Falle der hydrodynamischen Schmierfilmtheorie so-
wie des Ansatzfunktionenmodells nach King [40], vgl. Kapitel 2.3.3.

26
Constantinescu, Laminar Viscous Flow, ([18], 1995, Kapitel 9.1.2, Seite 282f)

27
Szeri, Fluid Film Lubrication: Theory and Design, ([88], 2005, Kapitel 2.2, Seite 73ff)

28
Spurk und Aksel, Strömungslehre: Einführung in die Theorie der Strömungen, ([85],
2007, Kapitel 8.1, Seite 245ff)

29Siehe z. B. die Programmpakete COMBROS der TU Clausthal und Tribo-X der Otto-
von-Guericke-Universität Magdeburg.

30
Pinkus, „The Reynolds Centennial: A Brief History of the Theory of Hydrodynamic
Lubrication“, ([62], 1987)

31
Szeri, „Some Extensions of the Lubrication Theory of Osborne Reynolds“, ([89], 1987)

32
Garg, Sharda und Kumar, „On the Design and Development of Hybrid Journal
Bearings: A Review“, ([30], 2006)

33
Zakharov, „Hydrodynamic Lubrication Research: Current Situation and Future Pro-
spects“, ([99], 2010)
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In Bezug auf die in der vorliegenden Arbeit betrachtete Problemstellung ist
insbesondere von Interesse, wie im Rahmen der hydrodynamischen Schmier-
filmtheorie Fluidträgheiten berücksichtigt werden können, vgl. Kapitel 2.2.
In der Literatur hat sich dafür eine modifizierte Form

1

R̃

∂

∂ϕ

(
h̃3

kϕη̃

1

R̃

∂p̃

∂ϕ

)
+

∂

∂z̃

(
h̃3

kzη̃

∂p̃

∂z̃

)
=

1

2
Ω̃R̃

1

R̃

∂h̃

∂ϕ
+ Ĩ (c̃ϕ, c̃z) (2.11)

der Reynoldsschen Differentialgleichung herausgebildet. Diese vereint jeweils
einen Modellierungsansatz zur Berücksichtigung (i) turbulenter Strömung
sowie (ii) des konvektiven Impulstransportes.
Zunächst offenbart ein Vergleich mit Gleichung 2.10, dass anstatt des Zah-
lenwertes 12 der laminaren Reynoldsschen Differentialgleichung in Glei-
chung 2.11 die sog. „Turbulenzfaktoren“ kϕ und kz als Vorfaktoren vor der
dynamischen Viskosität stehen. Ihr Einsatz kann als lokale Korrektur der
Zähigkeit des Fluides angesehen werden. Der Ansatz ähnelt damit dem in
der allgemeinen Turbulenzmodellierung verbreiteten Wirbelviskositätskon-
zept zur Berücksichtigung turbulenter Spannungen, vgl. z. B. Pope.34 Die
Turbulenzfaktoren sind Funktionen der lokalen Reynoldszahlen und die in
der Literatur verbreiteten Ansätze unterscheiden sich hauptsächlich in den
physikalischen Herangehensweisen und der genauen Ausprägung des funk-
tionalen Zusammenhanges, vgl. Constantinescu35, Ng, Pan und Elrod36,37,
Hirs38 sowie die Übersicht bei Szeri39. Beispiele für den Einsatz der turbulen-
ten Reynoldsschen Differentialgleichung bei Spaltströmungen in Turboma-
schinen sind u. a. bei Simon40 und Blumenthal41 zu finden.
Weiterhin enthält die modifizierte Form 2.11 der Reynoldsschen Differenti-
algleichung im Vergleich zu Gleichung 2.10 noch zusätzlich den Quellterm
Ĩ (c̃ϕ, c̃z). Dieser entsteht direkt aus den konvektiven Termen der Impulsbi-
34

Pope, Turbulent Flows, ([63], 2015, Kapitel 10, Seite 358ff)
35

Constantinescu, „On Turbulent Lubrication“, ([19], 1959)
36

Ng und Pan, „A Linearized Turbulent Lubrication Theory“, ([58], 1965)
37

Elrod und Ng, „A Theory for Turbulent Fluid Films and its Application to Bearings“,
([27], 1967)

38
Hirs, „A Bulk-Flow Theory for Turbulence in Lubricant Films“, ([36], 1973)

39
Szeri, Fluid Film Lubrication: Theory and Design, ([88], 2005,
Kapitel 7.3 - 7.5, Seite 250ff)

40
Simon und Frêne, „Static and Dynamic Characteristics of Turbulent Annular Eccentric
Seals: Effect of Convergent-Tapered Geometry and Variable Fluid Properties“, ([81],
1989)

41
Blumenthal, Hagemann und Schwarze, „Experimentelle Untersuchung hydrody-
namischer Radialgleitlager mit Wasserschmierung“, ([8], 2011)
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lanzen 2.8b, wenn diese bei der Herleitung der Reynoldsschen Differentialglei-
chung als bekannt mitgeführt anstatt vernachlässigt werden. Selbstverständ-
lich ist er jedoch von den Strömungsgeschwindigkeiten abhängig und damit
selbst Teil der gesuchten Lösung. Aus diesem Grund muss die modifizierte
Reynoldssche Differentialgleichung 2.11 für Ĩ (c̃ϕ, c̃z) �= 0 iterativ gelöst wer-
den. Der beschriebene Modellierungsansatz zur Berücksichtigung des konvek-
tiven Impulstransportes wurde u. a. von Constantinescu42,43,44 und Burton45

ausgearbeitet. Sowohl Constantinescu als auch Burton berichten in ihren Ar-
beiten jedoch von Konvergenzproblemen im Zusammenhang mit dem iterati-
ven Lösungsverfahren, wenn der Einfluss der konvektiven Terme „zu wichtig“
wird. Constantinescu gibt einen kritischen Wert von ψReϕ ≈ 10 für das
Einsetzen dieser Konvergenzprobleme an.46 Dieser Wert wird bei Spaltströ-
mungen in Turbomaschinen leicht erreicht. Beispiele für die Anwendung einer
um den Einfluss der konvektiven Terme modifizierten Reynoldsschen Diffe-
rentialgleichung zur Berechnung von Quetschfilmdämpfern sind bei Tichy47

und San Andres48 zu finden.
Abschließend erfolgt eine Diskussion und Analyse, inwiefern die Reynolds-
sche Differentialgleichung als effizientes Berechnungswerkzeug für Gleitlager
und Dichtspalte in Turbomaschinen geeignet ist. Zunächst kann festgehal-
ten werden, dass Poisson-Gleichungen wie die Reynoldssche Differentialglei-
chung 2.10 einfach lösbar und zahlreiche Standardverfahren für diese Aufga-
be in Programmpaketen und -bibliotheken wie bspw. MATLAB vorhanden
sind. Allerdings sind Berechnungsverfahren basierend auf der Reynoldsschen
Differentialgleichung i. d. R. nicht systematisch für die komplexen Einsatzbe-
dingungen49 mediengeschmierter Gleitlager und Dichtspalte in Turbomaschi-
nen validiert, vgl. Kapitel 2.1.2. Des Weiteren weisen die bisher existieren-

42
Constantinescu, „On the Influence of Inertia Forces in Turbulent and Laminar Self-
Acting Films“, ([20], 1970)

43
Constantinescu und Galetuse, „On the Possibilities of Improving the Accuracy of
the Evaluation of Inertia Forces in Laminar and Turbulent Films“, ([21], 1974)

44
Constantinescu und Galetuse, „Operating Characteristics of Journal Bearings in
Turbulent Inertial Flow“, ([22], 1982)

45
Burton, Carper und Hsu, „An Experimental Study and Analysis of Turbulent Film
Tilted Pad Bearings“, ([11], 1974)

46
Constantinescu und Galetuse, „Operating Characteristics of Journal Bearings in
Turbulent Inertial Flow“, ([22], 1982, Abschnitt 5, Seite 176)

47
Tichy, „A Study of the Effect of Fluid Inertia and End Leakage in the Finite Squeeze
Film Damper“, ([92], 1987)

48
San Andres und Vance, „Effects of Fluid Inertia on Finite-Length Squeeze-Film Dam-
pers“, ([72], 1987)

49Beispielsweise ausgeprägte Axialströmung und Vordrall.
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den Berechnungswerkzeuge auf Basis der Reynoldsschen Differentialgleichung
Einschränkungen hinsichtlich der Behandlung von Spaltströmungen mit aus-
geprägten oder gar dominanten Trägheitseinflüssen, d. h. ψReϕ � O (1), auf.

2.3.2 Bulk-Flow-Ansatz

Eine allgemeinere Beschreibungsweise der Spaltströmung kann erarbeitet
werden, indem die Navier-Stokes-Gleichungen 2.8 über die Kanalhöhe h̃ in-
tegriert werden. Dadurch entsteht der sog. „Integro-Differentielle Ansatz“

h̃∫
0

∂c̃j
∂x̃j

dỹ = 0, (2.12a)

h̃∫
0

�̃c̃j
∂c̃i
∂x̃j

dỹ = −h̃ ∂p̃

∂x̃i

+ τ̃yi|h̃0 , (2.12b)

vgl. z. B. Launder und Leschziner.50 Der Begriff leitet sich daraus ab, dass
in dieser Beschreibungsweise die radiale Richtung integral, die Umfangs- und
axiale Richtung jedoch differentiell behandelt werden, vgl. die Kontrollvolu-
men in Abbildung 2.6. Der Druck wurde bei der Integration über die Ka-
nalhöhe als konstant angenommen ∂p̃/∂ỹ ≈ 0, vgl. Kapitel 2.3.1. Von den
Spannungen der Impulsbilanzen 2.8b bleiben in der integro-differentiellen
Betrachtungsweise lediglich die Werte an den Integrationsgrenzen - d. h. die
Wandschubspannungen an Stator und Rotor

τ̃yi|h̃0 := τ̃yi,Stat − τ̃yi,Rot (2.13)

in die jeweilige Koordinatenrichtung - stehen.51 Der Integro-Differentielle An-
satz bildet die Grundlage für die in diesem und den nächsten Kapiteln vor-
gestellten effizienten Berechnungswerkzeuge. Sie unterscheiden sich im We-
sentlichen durch die Art, wie die Geschwindigkeitsintegrale in den Gleichun-
gen 2.12 ausgewertet werden.

50
Launder und Leschziner, „Flow in Finite-Width, Thrust Bearings Including Inertial
Effects: I - Laminar Flow“, ([48], 1978)

51Strenggenommen bleiben zunächst noch weitere Spannungsterme stehen. Diese werden
jedoch in der Literatur i. d. R. nicht thematisiert. Im späteren Verlauf der vorliegenden
Arbeit bzw. in Anhang B wird im Rahmen von Größenordnungsbetrachtungen gezeigt,
dass diese Terme tatsächlich vernachlässigbar sind.
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Abbildung 2.6: Blockförmige Geschwindigkeitsprofile und betrachtetes Kon-
trollvolumen (KV) im Falle des Bulk-Flow-Ansatzes.

Werden die Integrale basierend auf spalthöhengemittelten Strömungsge-
schwindigkeiten ausgewertet, so führt dies zum sog. Bulk-Flow-Ansatz

1

R̃

∂(h̃C̃ϕ)

∂ϕ
+

∂(h̃C̃z)

∂z̃
= 0, (2.14a)

�̃h̃

(
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∂C̃ϕ

∂ϕ
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∂z̃

)
= − h̃

R̃

∂p̃

∂ϕ
+ τ̃yϕ|h̃0 , (2.14b)

�̃h̃

(
C̃ϕ

R̃

∂C̃z

∂ϕ
+ C̃z

∂C̃z

∂z̃

)
= −h̃∂p̃

∂z̃
+ τ̃yz|h̃0 . (2.14c)

Diese Vorgehensweise entspricht dem Einsetzen von Blockprofilen (Engl.
„bulk velocity profile“) der Größe C̃ϕ bzw. C̃z in die Geschwindigkeitsinte-
grale. Die Herleitung der Gleichungen 2.14 wird im Werk von Childs52 aus-
führlich vorgestellt.
Der Bulk-Flow-Ansatz repräsentiert das heutige Standardwerkzeug im Be-
reich der effizienten Berechnung von Spaltströmungen, bei denen Fluidträg-
heiten sehr relevant sind, d. h. ψReϕ � O (1). Historisch gesehen geht der An-
satz u. a. auf eine Grundlagenarbeit zur empirischen Beschreibung von Rei-
bungsvorgängen in Spaltströmungen von Hirs zurück.53 Im Laufe der 1980er
und 1990er Jahre wurde der grundlegende Ansatz u. a. von Childs, Nelson
und San Andres an der Texas A&M Universität, College Station, USA, zu
52

Childs, Turbomachinery Rotordynamics, ([14], 1993, Kapitel 4, Seite 227ff)
53

Hirs, „A Bulk-Flow Theory for Turbulence in Lubricant Films“, ([36], 1973)
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einem umfangreichen Berechnungswerkzeug für Dichtspalte und hydrosta-
tische Gleitlager weiterentwickelt.54 Dabei wurden Modellierungsansätze für
komplexe Strömungskonfigurationen wie bspw. barotrope und temperaturab-
hängige Fluideigenschaften, profilierte Spaltoberflächen und Labyrinthdich-
tungen zu den Gleichungen 2.14 hinzugefügt, vgl. z. B. Childs55,56 und Flor-
jancic57. Ein Überblick über den Entwicklungsstand des Modells am Ende
der 1980er Jahre wird im Werk von Childs gegeben.58 San Andres beschreibt
den Entwicklungsstand am Ende der 1990er Jahre.59

Um den Integro-Differentiellen Ansatz 2.12 lösen zu können, ist es zunächst
notwendig, die Wandschubspannungsterme τ̃yi|h̃0 geeignet zu modellieren. Aus
dem Umfeld des Bulk-Flow-Ansatzes sind einige einfach handhabbare Ansät-
ze hervorgegangen, die Wandschubspannungsterme für hochturbulente Spalt-
strömungen über die Strömungsgeschwindigkeiten auszudrücken. Zunächst
wird die sog. „Fanning“-Widerstandszahl

fWand :=
2τ̃Wand

�̃C̃2
Wand

(2.15)

eingeführt, wobei der Index Wand ein Platzhalter für die Indices Stat bzw.
Rot und C̃Wand eine charakteristische Strömungsgeschwindigkeit relativ zur
jeweiligen Wand ist.60 In der Literatur haben sich zur Beschreibung der
Fanning-Widerstandszahl insbesondere zwei empirische Modelle durchge-
setzt: Hirs’ Gleichung und Moodys Gleichung. Hirs’ Gleichung geht auf dessen
bereits oben angesprochene Grundlagenarbeit zur empirischen Beschreibung
von Reibungsvorgängen in Spaltströmungen zurück und wird im späteren
Verlauf der Arbeit noch detailliert betrachtet, vgl. Kapitel 3.2.2. Moodys
Gleichung wird zur Beschreibung der Fanning-Widerstandszahl im gesamten
Bereich hydraulisch glatter bis hydraulisch rauer Strömung basierend auf ei-
nem einzelnen empirischen Ausdruck eingesetzt. Ein quantitativer Vergleich
der Berechnungsergebnisse eines Bulk-Flow-Modells basierend auf Hirs’ sowie
54Vergleiche Einträge [12, 13, 56, 67, 71, 74, 98] im Literaturverzeichnis.
55

Childs und Dressman, „Convergent-Tapered Annular Seals: Analysis and Testing for
Rotordynamic Coefficients“, ([15], 1985)

56
Childs und Kim, „Analysis and Testing for Rotordynamic Coefficients of Turbulent
Annular Seals With Different, Directionally-Homogeneous Surface-Roughness Treatment
for Rotor and Stator Elements“, ([17], 1985)

57
Florjancic, „Annular Seals of High Energy Centrifugal Pumps: A New Theory and
Full Scale Measurement of Rotordynamic Coefficients and Hydraulic Friction Factors“,
([29], 1990)

58
Childs, Turbomachinery Rotordynamics, ([14], 1993, Kapitel 4, Seite 227ff)

59
San Andres, „Annular Pressure Seals and Hydrostatic Bearings“, ([68], 2006)

60Details folgen im späteren Verlauf der Arbeit.
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Moodys Gleichung ist bei Nelson zu finden.61 Daneben sind bei Elrod62 und
Zirkelback63 noch jeweils ein Ansatz zur empirischen Korrektur der Fanning-
Widerstandszahl für die Strömungsverhältnisse im Bereich des Spaltein- und
-austrittes sowie für den Transitionsbereich zwischen laminarer und turbu-
lenter Strömung zu finden.
Zur Lösung des Bulk-Flow-Ansatzes wird i. d. R. ein Perturbationsansatz

C̃ϕ = C̃ϕ,0 + ε C̃ϕ,1, p̃ = p̃0 + ε p̃1,

C̃z = C̃z,0 + ε C̃z,1, h̃ = h̃0 + ε h̃1

(2.16)

verwendet. Durch Einsetzen des Perturbationsansatzes 2.16 in die beschrei-
benden Gleichungen 2.14 werden diese in ein System 0. Ordnung und ein
System 1. Ordnung aufgeteilt. Das System 0. Ordnung charakterisiert die
Spaltströmung für eine statische Ruhelage des Rotors, während das Sys-
tem 1. Ordnung die dynamischen Vorgänge für kleine Rotorbewegungen um
diese Ruhelage beschreibt. Als Stand der Technik hinsichtlich der Lösung
der Systeme 0. und 1. Ordnung kann die Arbeit von San Andres angesehen
werden.64 Darin wird eine Finite-Volumen-Methode basierend auf rechtecki-
gen Kontrollvolumen zur räumlichen Diskretisierung sowie ein SIMPLEC-
Algorithmus zur Kopplung von Druck und Geschwindigkeit bei der nume-
rischen Lösung der inkompressiblen Gleichungen 0. und 1. Ordnung einge-
setzt. Arghir überträgt die Methode auf dreieckige Kontrollvolumen, um die
Einsetzbarkeit des Bulk-Flow-Ansatzes bei komplexen Spaltgeometrien zu
verbessern.65 Einen deutlicher abweichenden Ansatz schlägt Migliorini vor.66

Er ermittelt die Strömungsgrößen 0. Ordnung basierend auf einer numeri-
schen Strömungssimulation mithilfe einer kommerziellen CFD-Software. Die
so ermittelten Größen 0. Ordnung werden anschließend „verschmiert“ und
auf die Lösungsvariablen einer Bulk-Flow-Implementierung übertragen. Die-
se berechnet schließlich den Strömungszustand 1. Ordnung. Je nach Geome-
trie und betrachteter statischer Ruhelage des Rotors kann der Aufwand für
die CFD-Rechnung jedoch erheblich werden.
61

Nelson und Nguyen, „Comparison of Hirs’ Equation With Moody’s Equation for
Determining Rotordynamic Coefficients of Annular Pressure Seals“, ([57], 1987)

62
Elrod, Childs und Nelson, „An Annular Gas Seal Analysis Using Empirical Entrance
and Exit Region Friction Factors“, ([25], 1990)

63
Zirkelback und San Andres, „Bulk-Flow Model for the Transition to Turbulence
Regime in Annular Pressure Seals“, ([100], 1996)

64
San Andres, „Turbulent Hybrid Bearings with Fluid Inertia Effects“, ([71], 1990)

65
Arghir und Frêne, „A Triangle Based Finite Volume Method for the Integration of
Lubrication’s Incompressible Bulk Flow Equations“, ([4], 2001)

66
Migliorini, Untaroiu, Wood und Allaire, „A Computational Fluid
Dynamics/Bulk-Flow Hybrid Method for Determining Rotordynamic Coefficients
of Annular Gas Seals“, ([55], 2012)
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Abschließend erfolgt eine Diskussion und Analyse, inwiefern der Bulk-Flow-
Ansatz als effizientes Berechnungswerkzeug für Gleitlager und Dichtspalte
in Turbomaschinen geeignet ist. Zunächst kann festgehalten werden, dass
das Bulk-Flow-Modell 2.14 im Gegensatz zur Reynoldsschen Differentialglei-
chung, vgl. Kapitel 2.3.1, gerade auch zur Beschreibung solcher Spaltströmun-
gen gut geeignet ist, bei denen der konvektive Impulstransport eine wichtige
bzw. sogar dominante Rolle spielt, d. h. ψReϕ � O (1).
Das nichtlineare partielle Differentialgleichungssystem hat inkompressiblen
Charakter und beinhaltet konvektive Terme sowie Quellterme in Form der
Wandschubspannungen. Aus diesen Gründen sind Lösungsverfahren deutlich
aufwendiger und komplexer als bspw. im Falle der Reynoldsschen Differen-
tialgleichung, vgl. Kapitel 2.3.1. Bulk-Flow-Modelle werden in der Literatur
zwar ausgiebig, jedoch i. d. R. immer nur sehr exemplarisch und im Hinblick
auf konkrete Anwendungsfälle validiert. Systematisch durchgeführte Validie-
rungsmaßnahmen für eine einzelne Modellimplementierung und unter Nut-
zung eines gleichbleibenden Prüfstandes und Messverfahrens für einen großen
Teil des relevanten Parameterraumes sind nach Kenntnisstand des Autors
nicht vorhanden, vgl. Kapitel 2.2.3.
Ferner ist die ausschließliche Berücksichtigung spalthöhengemittelter Strö-
mungsgeschwindigkeiten als kritische Einschränkung des Bulk-Flow-Ansatzes
zu betrachten. Das Problemgebiet wird in der englischsprachigen Literatur als
„method of averaged inertia“ bezeichnet und von mehreren Autoren kritisch
diskutiert, vgl. z. B. Szeri67 und Hirs68. Anschaulich kann diese Vereinfachung
eigentlich nur dann als zulässige Annahme gewertet werden, wenn sich die
Strömungsgeschwindigkeitsprofile tatsächlich nahezu blockförmig ausbilden,
also z. B. bei sehr großen Reynoldszahlen Reϕ → ∞. Aufgrund dieses Um-
standes ist die Berechnung von Spaltströmungen moderater Reynoldszahlen
und insbesondere auch die Berechnung laminarer Spaltströmungen mithilfe
des Bulk-Flow-Ansatzes als kritisch anzusehen.

2.3.3 Ansatzfunktionenmodelle

Die in dieser Arbeit als „Ansatzfunktionenmodelle“ bezeichneten Berech-
nungswerkzeuge repräsentieren eine Verallgemeinerung des im vorherigen Ka-
pitel vorgestellten Bulk-Flow-Ansatzes. Historisch gesehen fanden die Ent-
wicklungen in beiden Bereichen parallel statt. Quantitativ sind aus dem Be-
reich des Bulk-Flow-Ansatzes jedoch deutlich mehr Arbeiten hervorgegangen.

67
Szeri, Fluid Film Lubrication: Theory and Design, ([88], 2005, Kapitel 5.3, Seite 199)

68
Hirs, „A Bulk-Flow Theory for Turbulence in Lubricant Films“, ([36], 1973, Seite 142)
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Im Unterschied zum Bulk-Flow-Ansatz werden bei der Herleitung eines An-
satzfunktionenmodells die integro-differentiellen Gleichungen 2.12 basierend
auf nicht-blockförmigen Geschwindigkeitsprofilen ausgewertet. Unter An-
nahme parabolischer Geschwindigkeitsprofile für die druckgetriebenen Strö-
mungsanteile, vgl. Abbildung 2.5, entstehen bspw. beschreibende Gleichun-
gen der Form

1

R̃

∂(h̃C̃ϕ)

∂ϕ
+

∂(h̃C̃z)

∂z̃
= 0, (2.17a)

�̃

(
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∂Ĩϕϕ
∂ϕ

+
∂Ĩϕz
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)
= − h̃

R̃

∂p̃

∂ϕ
+ τ̃yϕ|h̃0 , (2.17b)
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(
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∂Ĩϕz
∂ϕ

+
∂Ĩzz
∂z̃

)
= −h̃∂p̃

∂z̃
+ τ̃yz|h̃0 , (2.17c)

wobei mit

Ĩϕϕ :=

h̃∫
0

c̃2ϕ dỹ = a h̃ C̃2
ϕ + b h̃Ω̃R̃ C̃ϕ + c h̃Ω̃2R̃2, (2.18a)

Ĩϕz :=

h̃∫
0

c̃ϕc̃z dỹ = ah̃C̃ϕC̃z +
b

2
h̃Ω̃R̃C̃z, (2.18b)

Ĩzz :=

h̃∫
0

c̃2z dỹ = ah̃C̃2
z , (2.18c)

die ausgewerteten Geschwindigkeitsintegrale bezeichnet sind. Diese Gleichun-
gen sind beispielhaft zu verstehen und stammen aus der Arbeit von King.69

Nähere Informationen zu parabolischen Geschwindigkeitsprofilen sowie deren
Superposition sind z. B. bei Constantinescu zu finden.70

Man kann diesem Beispiel jedoch bereits eine wesentliche Eigenschaft von
Ansatzfunktionenmodellen entnehmen: Die Geschwindigkeitsprofile überneh-
men bei der Berechnung der Spaltströmung die Rolle von Ansatzfunktionen.
Sie werden bspw. über die Formparameter a, b und c in den Gleichungen 2.18
69

King und Taylor, „An Estimation of the Effect of Fluid Inertia on the Performan-
ce of the Plane Inclined Slider Thrust Bearing with Particular Regard to Turbulent
Lubrication“, ([40], 1977)

70
Constantinescu, „On the Influence of Inertia Forces in Turbulent and Laminar Self-
Acting Films“, ([20], 1970)
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verkörpert, welche von den globalen Betriebsparametern abhängen. Ausge-
zeichnete Geschwindigkeitswerte hingegen dienen als Lösungsvariablen. Sie
bemessen z. B. in Form der spalthöhengemittelten Geschwindigkeiten C̃ϕ, C̃z

in den Gleichungen 2.18 die „Stärke“ der Geschwindigkeitsprofile. Auf einen
Vorschlag von Pelz71 hin wurden effiziente Berechnungswerkzeuge dieser Art
im Rahmen der vorliegenden Arbeit entsprechend als „Ansatzfunktionenmo-
delle“ bezeichnet. Gemäß dieser Interpretation kann auch der im vorherigen
Kapitel vorgestellte Bulk-Flow-Ansatz 2.14 als Ansatzfunktionenmodell klas-
sifiziert werden. Aufgrund seiner großen Verbreitung und der Entwicklungs-
vielfalt in seinem Umfeld ist es jedoch sinnvoll, den Bulk-Flow-Ansatz als
eigenständige Klasse zu führen.
Ansatzfunktionenmodelle werden bei verschiedenen Autoren durch Einfüh-
rung von Stromfunktionen gelöst.72 Für die Zwecke der vorliegenden Arbeit
werden Lösungsansätze, die direkt auf den primitiven Variablen C̃ϕ, C̃z und
p̃ basieren, jedoch als geeigneter angesehen. Der nachfolgende Überblick ist
entsprechend auf diesen Teil der Literatur beschränkt.
Launder und Leschziner setzen eine Finite-Differenzen-Methode zur räum-
lichen Diskretisierung sowie einen SIMPLE-Algorithmus zur Kopplung von
Strömungsgeschwindigkeiten und Druck ein.73,74 Mit dieser Methode lösen
sie ein Ansatzfunkionenmodell sowohl für laminare als auch für turbulen-
te Strömungszustände im Ringspalt. Die Geschwindigkeitsintegrale werten
sie ebenfalls basierend auf Parabelprofilen aus, vgl. Gleichungen 2.18. Die
Formparameter a, b und c dieser Profile sind für laminare Strömung analy-
tisch ermittelbar. Im Falle turbulenter Strömung gehen die Formparameter
jedoch auf umfangreiche Parametrisierungsarbeiten zurück, die nach Angabe
von Launder und Leschziner in der Dissertation von Leschziner dokumen-
tiert sind.75 In deren Rahmen wird ein k-ε-Turbulenzmodell zur numerischen
Berechnung der radialen Komponente des Impulssatzes, jedoch unter Ver-
nachlässigung des konvektiven Impulstransportes, eingesetzt.
Simon kombiniert ein Ansatzfunktionenmodell mit einem Perturbationsan-
satz, um statische und dynamische Kenngrößen von Dichtspalten zu berech-

71Persönliche Kommunikation.
72Vergleiche Einträge [26, 35, 40, 82] im Literaturverzeichnis.
73

Launder und Leschziner, „Flow in Finite-Width, Thrust Bearings Including Inertial
Effects: I - Laminar Flow“, ([48], 1978)

74
Launder und Leschziner, „Flow in Finite-Width Thrust Bearings Including Inertial
Effects: II - Turbulent Flow“, ([49], 1978)

75
Leschziner, „Turbulent Flow in Finite Width Bearing Films Including Turbulence
Transport and Inertia Effects“, ([51], 1976)
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nen.76 Die von ihm verwendeten parabolischen Geschwindigkeitsprofile wer-
den für turbulente Strömungen ähnlich wie bei Launder und Leschziner im
Rahmen aufwendiger Vorarbeiten parametrisiert.
Brunetière löst ein Ansatzfunktionenmodell mithilfe einer Finite-Elemente-
Methode, um die Kennwerte einer hydrostatischen Dichtung zu ermitteln.77

Statt in Nachschlagewerken abgelegter empirischer Parametrisierungen wird
das Geschwindigkeitsprofil bei ihm jedoch mit einem Turbulenzmodell ge-
koppelt und damit während des Berechnungsganges an die turbulenten Strö-
mungszustände angepasst.
Abschließend erfolgt eine Diskussion und Analyse, inwiefern Ansatzfunktio-
nenmodelle als effiziente Berechnungswerkzeuge für Gleitlager und Dichtspal-
te in Turbomaschinen geeignet sind. Zunächst kann festgehalten werden, dass
Ansatzfunktionenmodelle ebenso wie der Bulk-Flow-Ansatz zur Berechnung
von Spaltströmungen mit nicht vernachlässigbarem bzw. sogar dominantem
konvektiven Impulstransport geeignet sind, d. h. ψReϕ � O (1). Ansatz-
funktionenmodelle können durch die modulare Einbindung der Geschwindig-
keitsprofile jedoch besser an Spaltströmungen bei beliebigen Reynoldszahlen
angepasst werden. Die Voraussetzung Reϕ → ∞ für die beim Bulk-Flow-
Ansatz fest vorgegebenen Blockprofile entfällt somit. Insbesondere können
mit Ansatzfunktionenmodellen sowohl laminare als auch turbulente Spalt-
strömungen in einem einheitlichen Modellrahmen behandelt werden.
In der Literatur werden die bei Ansatzfunktionenmodellen zugrunde geleg-
ten Geschwindigkeitsprofile bisher stets als „von Trägheitseffekten unbeein-
flusst“ angenommen.78 Dies bedeutet, dass stets voll ausgebildete Geschwin-
digkeitsprofile zur Auswertung der Geschwindigkeitsintegrale verwendet wer-
den, vgl. Integro-Differentieller Ansatz 2.12. Die Entwicklung der Geschwin-
digkeitsprofile auf dem Strömungsweg durch den Ringkanal ausgehend von
Blockprofilen am Spalteintritt hin zu bspw. Parabelprofilen stromab wird bis-
her nicht berücksichtigt. Durch die modulare Einbindung der Geschwindig-
keitsprofile sind Ansatzfunktionenmodelle aber prinzipiell auch zur Berück-
sichtigung solcher Einlaufvorgänge geeignet. So wurde auf die Erweiterbarkeit
von Ansatzfunktionenmodellen bspw. um Methoden der Grenzschichttheorie

76
Simon und Frêne, „Analysis for Incompressible Flow in Annular Pressure Seals“, ([80],
1992)

77
Brunetière und Tournerie, „Finite Element Solution of Inertia Influenced Flow in
Thin Fluid Films“, ([10], 2007)

78
Launder und Leschziner, „Flow in Finite-Width, Thrust Bearings Including Inertial
Effects: I - Laminar Flow“, ([48], 1978, Abschnitt 2, Seite 331)
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in der Literatur bereits mehrmals hingewiesen.79,80 Eine Umsetzung derarti-
ger Ansätze ist bisher jedoch nicht erfolgt.
Hinsichtlich des Lösungsaufwandes sind Ansatzfunktionenmodelle vergleich-
bar mit den Bulk-Flow-Ansätzen aus Kapitel 2.3.2. Entsprechend sind auch
die einsetzbaren Lösungsmethoden weitestgehend identisch mit den für Bulk-
Flow-Ansätze verfügbaren Methoden.
Ansatzfunktionenmodelle wurden in der Literatur bisher deutlich seltener
eingesetzt als Ansätze, die auf der Reynoldsschen Differentialgleichung oder
dem Bulk-Flow-Ansatz beruhen. Aus diesem Grund muss davon ausgegan-
gen werden, dass Ansatzfunktionenmodelle für die Berechnung von Spalt-
strömungen unter den komplexen Betriebsbedingungen in Turbomaschinen
noch nicht ausgiebig validiert sind.

2.3.4 Spalthöhenauflösende Methoden

Bei der Herleitung der spalthöhenauflösenden Methoden werden die Ge-
schwindigkeitsintegrale des Integro-Differentiellen Ansatzes durch Funktio-
nen ausgewertet, die zusätzliche Freiheitsgrade zur Charakterisierung der
Spalthöhenrichtung in das Problem einführen. Spalthöhenauflösende Metho-
den sind damit strenggenommen dreidimensionale Methoden. Dennoch sind
sie enger mit den reinen integro-differentiellen Methoden der vorherigen Kapi-
tel verwandt als mit numerischen Strömungssimulationen im Sinne von CFD.
Grund ist, dass sie prinzipiell auf einer zweidimensionalen Spaltabwicklung
gelöst werden können. Die Spalthöhenrichtung als dritte Raumrichtung muss
an jeder Stelle (ϕ, z̃) der Spaltabwicklung nur gerade so fein diskretisiert wer-
den, dass die radiale Verteilung der gesuchten Lösungsvariablen ausreichend
genau approximiert wird.
In der Literatur ist nur eine Autorengruppe vorhanden, die eine spalthöhen-
auflösende Methode als Berechnungswerkzeug für Spaltströmungen umsetzt.
Dieses basiert auf einer sog. „Legendre-Kollokation“-Methode (LKM). Dabei
werden die Geschwindigkeitsintegrale über sog. „Legendre-Polynome“

c̃i (ỹ) =
N∑

n=0

c̃i,nPn (ỹ) (2.19)

ausgewertet, wobei c̃i,n die sog. Legendre-Koeffizienten sind und Pn (ỹ) ein
79

Launder und Leschziner, „Flow in Finite-Width, Thrust Bearings Including Inertial
Effects: I - Laminar Flow“, ([48], 1978, Abschnitt 2, Seite 331)

80
Constantinescu und Galetuse, „Operating Characteristics of Journal Bearings in
Turbulent Inertial Flow“, ([22], 1982, Abschnitt 2, Seite 174)
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Legendre-Polynom vom Grad n bezeichnet, vgl. Abbildung 2.7. Die aus
dem Integro-Differentiellen Ansatz stammenden partiellen Ableitungen in
Umfangs- sowie in axialer Richtung können wie bei Bulk-Flow-Ansätzen und
Ansatzfunktionenmodellen z. B. über Finite-Differenzen-Methoden diskreti-
siert und numerisch gelöst werden.
Vorläufer der beschriebenen Legendre-Kollokation-Methode werden von
Schumack81 auf thermohydrodynamische Schmierungsprobleme angewendet.
Talmage82 setzt die Methode erstmals für beschreibende Gleichungen un-
ter Berücksichtigung des konvektiven Impulstransportes ein. Ab Ende der
1990er Jahre wird die Methode von Shyu weiterentwickelt und angewendet.
Zunächst setzt er sie für Keillager endlicher Breite unter Berücksichtigung des
konvektiven Impulstransportes sowie der Temperaturverteilung ein. Weiter-
hin vergleicht er die Berechnungsergebnissen seiner Methode mit denen der
Reynoldsschen Differentialgleichung sowie denen eines Bulk-Flow-Modells.83

Schließlich koppelt Shyu die Methode mit einem Bulk-Flow-Ansatz, um die
Rechenzeiten zu verkürzen.84,85

Abbildung 2.7: Geschwindigkeitsprofile als Legendre-Polynome und betrach-
tetes Kontrollvolumen (KV) im Falle der Legendre-Kollokation-Methode.

81
Schumack, „Application of the Pseudospectral Method to Thermohydrodynamic Lubri-
cation“, ([75], 1996)

82
Talmage und Carpino, „A Pseudospectral-Finite Difference Analysis of an Infinitely
Wide Slider Bearing with Thermal and Inertial Effects“, ([90], 1997)

83
Shyu, Talmage und Carpino, „Comparison of Lubrication Models for Plane Slider
Bearings“, ([78], 2000)

84
Shyu und Jeng, „An Efficient General Fluid-Film Lubrication Model for Plane Slider
Bearings“, ([76], 2002)

85
Shyu, Jeng und Chang, „Load Capacity for Adiabatic Finite-Width Plane Slider
Bearings in the Turbulent Thermohydrodynamic Regime“, ([77], 2006)
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Abschließend erfolgt eine Diskussion und Analyse, inwiefern die Legendre-
Kollokation-Methode als effizientes Berechnungswerkzeug für Gleitlager und
Dichtspalte in Turbomaschinen geeignet ist. Zunächst kann festgehalten wer-
den, dass die Legendre-Kollokation-Methode in der von Shyu eingesetzten
Form auch für Spaltströmungen mit nicht vernachlässigbarem bzw. sogar
dominantem konvektiven Impulstransport geeignet ist, d. h. ψReϕ � O (1).
Durch die Einbringung der Legendre-Koeffizienten c̃i,n als zusätzliche Frei-
heitsgrade passen sich die Geschwindigkeitsprofile während des Berechnungs-
ganges an die lokalen Strömungsbedingungen an. Damit können einerseits be-
liebige Reynoldszahlbereiche approximiert werden. Andererseits werden auf
diese Art generell Einlaufvorgänge wie bspw. die Entwicklung der Geschwin-
digkeitsprofile entlang des Strömungsweges durch den Spalt berücksichtigt.
Durch die Einbringung der zusätzlichen Freiheitsgrade in Form der Legendre-
Koeffizienten c̃i,n muss die Methode jedoch als dreidimensionales Verfahren
angesehen werden. Der hierdurch entstehende Mehraufwand ist beträchtlich:
Shyu gibt in einer seiner frühen Arbeiten an, dass zur Berechnung turbulen-
ter Spaltströmungen 51 × 31 ≈ 1500 Stützstellen für die Finite-Differenzen-
Methode erforderlich sind, mit deren Hilfe die Umfangs- und axiale Richtung
diskretisiert werden.86 Dies ist vergleichbar mit Lösungsmethoden aus dem
Bereich der Bulk-Flow-Ansätze und Ansatzfunktionenmodelle, vgl. z. B. San
Andres87 oder Launder und Leschziner88. Darüber hinaus werden in Shyus
Methode abhängig von der Reynoldszahl jedoch noch 26 bis 52 Kollokations-
punkte für die zusätzlichen Freiheitsgrade in radialer Richtung benötigt. Die
Gesamtzahl zu berechnender Freiheitsgrade liegt bei seiner Methode also in
der Größenordnung 51× 31× 26 ≈ 41000 und damit erheblich höher als bei
Bulk-Flow-Ansätzen oder Ansatzfunktionenmodellen.
Shyu selbst ist der einzige Anwender der Legendre-Kollokation-Methode in
der Literatur. Aus diesem Grund muss davon ausgegangen werden, dass die
Methode bisher nur unzureichend für die komplexen strömungsmechanischen
Betriebsbedingungen von Spaltströmungen in Turbomaschinen validiert ist.

86
Shyu, Talmage und Carpino, „Comparison of Lubrication Models for Plane Slider
Bearings“, ([78], 2000, Anhang, Seite 81)
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San Andres, „Thermohydrodynamic Analysis of Fluid Film Bearings for Cryogenic
Applications“, ([70], 1995, Abschnitt 4, Seite 968)

88
Launder und Leschziner, „Flow in Finite-Width, Thrust Bearings Including Inertial
Effects: I - Laminar Flow“, ([48], 1978, Abschnitt 3.3, Seite 335)
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2.3.5 Schlussfolgerungen

In den vorangegangenen Kapiteln wurde der Stand der Forschung in Bezug
auf effiziente Berechnungswerkzeuge für Spaltströmungen dargestellt. Dabei
wurden die Potentiale und Grenzen der einzelnen Ansätze in Bezug auf deren
Einsetzbarkeit als effiziente Berechnungswerkzeuge für die komplexen strö-
mungsmechanischen Betriebsbedingungen von Spaltströmungen in Turboma-
schinen diskutiert. Im Folgenden werden daraus Schlussfolgerungen für die
eigene Modellbildung der vorliegenden Arbeit gezogen. In Tabelle 2.1 sind we-
sentliche Eigenschaften aller vorgestellten effizienten Berechnungswerkzeuge
gegenübergestellt. Die Entscheidung für einen der Ansätze als Modellierungs-
grundlage muss im Spannungsfeld zwischen abbildbaren strömungsmechani-
schen Phämomenen und Berechnungsaufwand erfolgen.

Tabelle 2.1: Gegenüberstellung Reynoldssche Differentialgleichung (RDGL),
Bulk-Flow-Modell (BFM), Ansatzfunktionenmodell (AFM) und Legendre-
Kollokation-Methode (LKM).

konvektiver
Impulstransport

Geschwindigkeits-
profilform

Geschwindigkeits-
profilentwicklung

Berechnungs-
aufwand

RDGL eingeschränkt,
ψReϕ � O (1)

uneingeschränkt nicht möglich gering

BFM uneingeschränkt eingeschränkt,
Reϕ →∞

nicht möglich mittel

AFM uneingeschränkt uneingeschränkt erweiterbar mittel

LKM uneingeschränkt uneingeschränkt enthalten hoch

Die Legendre-Kollokation-Methode (LKM) als einzige Vertreterin spalthö-
henauflösender Methoden bringt keine Einschränkungen hinsichtlich der ab-
bildbaren Strömungsphänomene mit sich. Allerdings ist der Aufwand für
ihre numerische Lösung aufgrund der zusätzlichen Freiheitsgrade in radia-
ler Richtung erheblich größer als bei den anderen Ansätzen. Demgegenüber
ermöglichen die Reynoldssche Differentialgleichung (RDGL) und der Bulk-
Flow-Ansatz (BFM) deutlich effizientere Lösungsmethoden, bringen jedoch
jeweils gleich mehrere Einschränkungen hinsichtlich der abbildbaren Strö-
mungsphänomene mit sich. Die Ansatzfunktionenmodelle (AFM) schließlich
bieten einen Kompromiss aus den Vorzügen der zuvor genannten Berech-
nungsansätze: Lösungsverfahren für sie erreichen die gleiche Effizienz wie
die von Bulk-Flow-Ansätzen. Gleichzeitig kommen sie ohne Einschränkun-
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gen hinsichtlich der Berücksichtigung konvektiven Impulstransportes sowie
der betrachtbaren Reynoldszahlbereiche aus.89 Einzige strömungsmechani-
sche Einschränkung ist zunächst der Ausschluss von Einlaufvorgängen der
Geschwindigkeitsprofile auf dem Strömungsweg durch den Ringspalt. Aller-
dings wurde in Kapitel 2.3.3 bereits erläutert, dass Ansatzfunktionenmodelle
Schnittstellen zu grenzschichttheoretischen Betrachtungen aufweisen und da-
her zur Berücksichtigung solcher Phänomene erweitert werden können.
Schließlich wird der Grundansatz der Ansatzfunktionenmodelle als Basis für
die eigene Modellbildung der vorliegenden Arbeit gewählt, da sie

• die typischen Anwendungsgebiete der Reynoldsschen Differentialglei-
chung und des Bulk-Flow-Ansatzes als Spezialfälle einschließen,

• deutlich effizienter als spalthöhenauflösende Methoden berechnet wer-
den können und

• im Vergleich zu diesen lediglich Geschwindigkeitsprofilentwicklung
nicht prinzipiell einschließen. Sie bieten zur eventuellen zukünftigen
Einbeziehung dieses Phänomens jedoch klare Anknüpfungspunkte.

Es stellt sich nun die Frage, inwiefern im Rahmen der eigenen Modellbildung
auf in der Literatur bereits existierende Instanzen von Ansatzfunktionenmo-
dellen zurückgegriffen werden sollte bzw. an welchen Stellen es sinnvoll ist,
von diesen abzuweichen. In Kapitel 2.3.3 wurde beschrieben, dass die Auto-
ren von Ansatzfunktionenmodellen in der Literatur i. d. R. auf umfangreiche
eigene Parametrisierungsarbeiten zur Beschreibung der Geschwindigkeitspro-
file und Wandschubspannungen im Falle turbulenter Strömung zurückgrei-
fen. Aus heutiger Sicht sind diese Parametrisierungen (i) veraltet bzgl. der
eingesetzten numerischen Verfahren und Turbulenzmodelle, (ii) fragwürdig
hinsichtlich der betrachteten Strömungszustände90, (iii) nicht einfach auf die
komplexen strömungsmechanischen Betriebsbedingungen in Turbomaschinen
übertragbar und (iv) umständlich und unübersichtlich91.
Entsprechend können folgende Ziele für die eigene Modellbildung der vorlie-
genden Arbeit formuliert werden: Hinsichtlich der empirischen Modellanteile
(Geschwindigkeitsprofile und Wandschubspannungen) wird eine einfachere
und transparentere Handhabung angestrebt als es bei den zitierten Autoren
89ψReϕ � O (1) und Reϕ →∞ entfallen, vgl. RDGL und BFM in Tabelle 2.1.
90z. B. Vernachlässigung des konvektiven Impulstransportes für die Parametrisierungen bei

Launder und Leschziner [49].
91Vergleiche z. B. die sehr umfangreichen Ausgleichsfunktionen und Tabellenwerke bei

Launder und Leschziner [49].
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der Fall ist. Aufwendige eigene Parametrisierungsarbeiten sollen möglichst
vermieden werden. Stattdessen wird auf einfache und etablierte empirische
Beschreibungsweisen aus der Literatur zurückgegriffen. Diese sollen modular
eingebunden werden, sodass eine spätere Adaption an in dieser Arbeit noch
nicht betrachtete Betriebsbereiche einfach möglich ist. Auf diese Art soll auch
die Kompatibilität zu dem bereits vorhandenen Detailwissen über Spaltströ-
mungen, das die Literatur hervorgebracht hat, gewährleistet werden.
Letztlich wird mit der vorliegenden Arbeit auch ein Beitrag zur Schließung
der in der Literatur vorhandenen Wissenslücke hinsichtlich der systemati-
schen Validierung von Ansatzfunktionenmodellen für die komplexen strö-
mungsmechanischen Betriebsbedingungen in Turbomaschinen geleistet.



Kapitel 3

Modellbildung

Im vorangegangenen Kapitel wurde der Stand der Forschung in Bezug auf ef-
fiziente Berechnungswerkzeuge für Spaltströmungen in Turbomaschinen vor-
gestellt. Daraus wurde geschlussfolgert, dass die Klasse der Ansatzfunktio-
nenmodelle für die eigene Modellbildung der vorliegenden Arbeit am viel-
versprechendsten ist. Ansatzfunktionenmodelle wurden bisher jedoch nicht
systematisch für die komplexen Betriebsbedingungen von Spaltströmungen
in Turbomaschinen validiert.
Zur Schließung dieser Wissenslücke wird in der vorliegenden Arbeit eine eige-
ne, lauffähige Implementierung eines Ansatzfunktionenmodells in MATLAB
erarbeitet sowie validiert. Das Ansatzfunktionenmodell fußt zunächst ledig-
lich auf der grundlegenden Annahme ∂p̃/∂ỹ ≈ 0.1 Aus diesem Grund wird
es im Rest der Arbeit als „Clearance-Averaged Pressure Model“ (CAPM) be-
zeichnet. Inhalt des vorliegenden Kapitels ist die Beschreibung der Modell-
bildung und Implementierung. Die Validierung wird in Kapitel 4 vorgestellt.
Im Folgenden wird zunächst die axiomatische Beschreibung der Spaltströ-
mung mithilfe der Erhaltungssätze für Masse und Impuls vorgestellt. Das
resultierende Differentialgleichungssystem enthält noch unbekannte Terme
und wird daher im zweiten Schritt mithilfe empirischer Modellierungsansät-
ze geschlossen. Aufgrund der Komplexität des entstehenden Gesamtmodells
ist der Einsatz eines numerischen Lösungsverfahrens sinnvoll. Dieses wird in
Kapitel 3.3 vorgestellt. Schließlich wird die Implementierung in Kapitel 3.4
im Rahmen verschiedener Voruntersuchungen verifiziert und erprobt.

1Diese ist für technische Spaltströmungen im Sinne der vorliegenden Arbeit aufgrund der
geometrischen Verhältnisse ψ � O (1) generell erfüllt, vgl. Kapitel 2.3.1 bzw. Spurk [85].

38
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3.1 Axiomatische Beschreibung

Ziel dieses Unterkapitels ist die Herleitung der beschreibenden Gleichungen
des CAPM. Zu diesem Zweck wird zunächst die Herangehensweise an die Mo-
dellbildung basierend auf einem mitrotierenden Koordinatensystem erläutert.
Anschließend wird die Auswertung der Erhaltungssätze für Masse und Im-
puls, deren Überführung in die dimensionslose Darstellung sowie deren Ver-
einfachung beschrieben. Schließlich werden die resultierenden beschreibenden
Gleichungen des CAPM angegeben und diskutiert.

3.1.1 Herangehensweise

Die axiomatische Beschreibung der Spaltströmung geht von der in dieser
Arbeit betrachteten und in Kapitel 2.2 beschriebenen Problemstellung aus.
Insbesondere die in Kapitel 2.2.2 aufgezählten Annahmen sowie die in Ka-
pitel 2.2.3 vorgestellte Dimensionsanalyse stellen Grundlagen der folgenden
Erläuterungen dar.
Betrachtet werden Schwingungen des Rotors um die Statormitte auf kreis-
förmigen Orbitbahnen mit der Kreisfrequenz ω̃. Die Modellbildung basiert
auf einem rotierenden zylindrischen Koordinatensystem (r̃, ϕ, z̃). Die Rota-
tion des Bezugssystem erfolgt synchron mit der Orbitbewegung des Rotors,
sodass ω̃ gleichzeitig auch die Kreisfrequenz der Rotation des Koordinaten-
systems ist. Die z̃-Achse des mitrotierenden Koordinatensystems ist auf die
Symmetrieachse des Stators fixiert, während die r̃-Achse immer in Richtung
der Exzentrizität zeigt. In dieser Betrachtungsweise sind Bewegungen der
Rotorachse entsprechend auf die r̃-z̃-Ebene des mitrotierenden Koordinaten-
systems limitiert, vgl. Abbildung 3.1 rechts.
Die Spalthöhenfunktion kann in den Koordinaten des mitrotierenden Bezugs-
systems gemäß

h̃ (ϕ, z̃) = ˜̄h− [ẽ+ ẽγ (γ, z̃)] cos (ϕ) (3.1)

mit ẽγ(γ, z̃) = [z̃ − L̃/2] tan(γ) ausgedrückt werden. Dabei ist zu beachten,
dass der Ursprung der Umfangskoordinate ϕ gemäß der Definition des mit-
rotierenden Koordinatensystems in Richtung der Exzentrizität ẽ angeordnet
ist. Der Ursprung der axialen Koordinate z̃ befindet sich im Querschnitt des
Spalteintrittes. Ferner ist zu beachten, dass der Neigungswinkel γ so defi-
niert ist, dass er eine Drehung des Rotors im Richtungssinn der ϕ-Achse um
einen in axialer Richtung bei z̃ = L̃/2 liegenden Aufpunkt bezeichnet, vgl.
Abbildung 3.1 rechts.
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Abbildung 3.1: Herangehensweise über mitrotierendes Bezugssystem.

Durch die Einführung des bewegten Koordinatensystems ist es im Folgenden
notwendig, zwischen absoluten Geschwindigkeiten c̃i und relativen Geschwin-
digkeiten w̃i zu unterscheiden. Durch die Rotation des zylindrischen Koordi-
natensystems um dessen eigene z̃-Achse besteht lediglich in Umfangsrichtung
ein Unterschied zwischen absoluter und relativer Geschwindigkeitskomponen-
te. Ferner liegt keine Führungsgeschwindigkeit des bewegten Koordinaten-
systems vor, sodass zwischen absoluter Umfangsgeschwindigkeit c̃ϕ, relativer
Umfangsgeschwindigkeit w̃ϕ und der Orbitfrequenz ω̃ der Zusammenhang

c̃ϕ = w̃ϕ + ω̃r̃ (3.2)

besteht. In Kapitel 2 wurde bereits die Kanalkoordinate ỹ := R̃ + ˜̄h− r̃ ein-
geführt, die in radialer Richtung von der Statorwand ausgehend und damit
entgegen der r̃-Achse zählt. Durch ihre Einführung in Gleichung 3.2 wird
deutlich, dass die Beziehung zwischen absoluter und relativer Umfangsge-
schwindigkeit zu

c̃ϕ = w̃ϕ + ω̃
(
R̃ + ˜̄h− ỹ

)
≈ w̃ϕ + ω̃R̃, (3.3)

vereinfacht werden kann, da ˜̄h, ỹ � R̃ aufgrund der kleinen relativen Spalt-
spiele ψ � O (1) gilt. Damit kann der Absolutgeschwindigkeitsvektor über⎡

⎣c̃rc̃ϕ
c̃z

⎤
⎦ ≈

⎡
⎣ c̃r
w̃ϕ + ω̃R̃

c̃z

⎤
⎦ (3.4)

ausgedrückt werden.
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3.1.2 Herleitung

Im Folgenden wird die Herleitung der Grundgleichungen des CAPM skizziert.
Dabei werden nur die wesentlichen Schritte der Herleitung angesprochen, de-
tailliertere Ausführungen sind in Anhang A zu finden. Weiterhin sei erwähnt,
dass die Vorgehensweise in Teilen an die Herleitung des Bulk-Flow-Ansatzes
im Werk von Childs angelehnt ist.2

Betrachtet wird ein Kontrollvolumen im Ringspalt, vgl. Abbildung 3.2. Das
Kontrollvolumen erstreckt sich über die gesamte lokale Spalthöhe h̃ (ϕ, z̃),
wohingegen Umfangs- und axiale Richtung von ihm lediglich auf den in-
finitesimalen Längen R̃dϕ und dz̃ abgedeckt werden. Hierbei werden die in
Umfangsrichtung zeigenden Seitenflächen des Kontrollvolumens aufgrund des
infinitesimalen Öffnungswinkels dϕ und der geringen Krümmung ψ � O (1)
als parallel angenommen. Ferner wird für den Innenradius des Stators die Nä-
herung R̃+ ˜̄h ≈ R̃ angewendet. Aufgrund der geringen Krümmung kann die
Behandlung der Strömung basierend auf einem kartesischen Koordinatensys-
tem erfolgen. Zur Aufrechterhaltung eines engen Bezuges zu der betrachteten
Ringspaltgeometrie wird im Folgenden jedoch die Schreibweise mit der Um-
fangskoordinate ϕ beibehalten.
Zur Herleitung der beschreibenden Gleichungen müssen folgende Schritte
durchlaufen werden:

1. Auswertung der integralen Formen der Kontinuitätsgleichung sowie des
Impulssatzes im beschleunigten Bezugssystem in Umfangs- und axia-
ler Richtung für das betrachtete integro-differentielle Kontrollvolumen,
vgl. Abbildung 3.2.

2. Betrachtung des Grenzübergangs R̃dϕ, dz̃ → 0 zur Überführung der
rein integralen in eine integro-differentielle Beschreibungsweise. In die-
ser wird die radiale Richtung integral, Umfangs- und axiale Richtung
hingegen differentiell abgebildet, vgl. bspw. Gleichungen 2.17.

3. Entdimensionierung des erhaltenen partiellen Differentialgleichungssys-
tems durch Einführung der in Kapitel 2.2.3 vorgestellten dimensions-
losen Größen.

4. Größenordnungsabschätzung aller Terme des dimensionslosen partiel-
len Differentialgleichungssystems zur Bewertung deren Relevanz in Be-
zug auf die modellierte Problemstellung.

2
Childs, Turbomachinery Rotordynamics, ([14], 1993, Kapitel 4.2, Seite 229ff)
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Abbildung 3.2: Integro-differentielles Kontrollvolumen im Ringspalt.

Die beschriebene Herleitung ist umfangreich und wird aus Gründen der Über-
sichtlichkeit hier im Kernteil der Arbeit nicht weiter thematisiert. Detaillierte
Erläuterungen insbesondere zu den Schritten 1, 2 und 4 der oben beschrie-
benen Vorgehensweise sind in den Anhängen A und B zu finden.
Ausführung der beschriebenen Schritte führt letztendlich auf folgende dimen-
sionslose Form der integro-differentiellen Kontinuitäts- und Impulsgleichun-
gen in Umfangs- und axialer Richtung
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In den Gleichungen 3.5 wurden mit den Platzhaltern T� die transienten Ter-
me der jeweiligen Gleichung zusammengefasst. Weiterhin wurden mit O (ψ)
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jeweils alle Terme zusammengefasst, die von der Größenordnung des relati-
ven Spaltspiels ψ � O (1) oder kleiner sind. Diese umfassen hauptsächlich
die Einflüsse der Spannungen τϕϕ, τϕz und τzz, die auf den in Umfangs- und
axialer Richtung zeigenden Seitenflächen des betrachteten Kontrollvolumens
angreifen, vgl. Abbildung 3.2.3 Alle anderen Terme der Gleichungen 3.5 sind
von der Größenordnung O (1) oder größer. Die vollständigen Ausdrücke, für
die die Platzhalter T� und O (ψ) stehen, sowie die Größenordnungsabschät-
zungen für die Gleichungen 3.5, sind in den Anhängen A und B zu finden.

3.1.3 Vereinfachungen

Um den Aufwand zur Berechnung der Spaltströmung auf das Wesentliche
zu reduzieren, werden die Terme der Größenordnung O (ψ) in den Gleichun-
gen 3.5 im Folgenden vernachlässigt. Weiterhin werden die Betrachtungen
im Rahmen der vorliegenden Arbeit auf solche Betriebszustände beschränkt,
bei denen die Spaltströmung als bzgl. des mitrotierenden Koordinatensys-
tems stationär angesehen werden kann. Dadurch entfallen auch die transien-
ten Terme T� in den Gleichungen 3.5. Aufgrund des bewegten Bezugssystems
können allerdings auch mit dieser Annahme noch Orbitbewegungen des Ro-
tors mit konstanter Orbitfrequenz ω um die Statormitte erfasst werden.
Es sei darauf hingewiesen, dass die Einschränkung auf im mitrotierenden
System stationäre Betriebszustände eine kleinere Einschränkung darstellt,
als zunächst befürchtet werden könnte. Durch diese Betrachtungsweise kön-
nen die statischen Eigenschaften der Spaltströmung sowohl bei koaxial aus-
gerichteten Rotor- und Statorachsen ε = γ = 0 als auch bei exzentrisch
und/oder geneigt stehender Rotorachse ε und/oder γ �= 0 ermittelt werden.
Darüber hinaus können aufgrund des mitrotierenden Bezugssystems auch
die dynamischen Eigenschaften der Spaltströmung (bspw. rotordynamische
Koeffizienten) für Schwingungen des Rotors um die konzentrische statische
Ruhelage ε = γ = 0 berechnet werden. Hierfür ist die Betrachtung von Or-
bitbewegungen mit konstanter Orbitfrequenz ausreichend. Lediglich die Er-
mittlung der dynamischen Eigenschaften für Schwingungen um exzentrische
und/oder geneigte statische Ruhelagen des Rotors ε und/oder γ �= 0 ist im
Rahmen der stationären Betrachtungen nicht möglich. Eine Übersicht der
4 verschiedenen Kombinationsmöglichkeiten von statischen Ruhelagen und
Bewegungszuständen des Rotors ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Darüber
hinaus sind die durch das CAPM abgedeckten Betriebsbedingungen noch
einmal anschaulich in Tabelle 3.1 zusammengefasst.

3In Kapitel 2.3.2 wurde bereits angesprochen, dass diese Terme in der Literatur ebenfalls
- jedoch i. d. R. völlig unkommentiert - als vernachlässigbar angesehen werden.
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Tabelle 3.1: Mit dem CAPM mögliche statische und dynamische Vorhersagen
bei verschiedenen statischen Ruhelagen des Rotors.

statische Ruhelage statische Vorhersagen dynamische Vorhersagen

ε = 0 und γ = 0
√ √

ε �= 0 und/oder γ �= 0
√

nur eingeschränkt

Nach Stand der Forschung ist eine explizite Behandlung des vierten Falles
„Vorhersage der dynamischen Spalteigenschaften für statische Ruhelagen mit
ε und/oder γ �= 0“ erst für Extremfälle z. B. mit besonders großen statischen
Exzentrizitäten ε > 0.5, notwendig. Erst bei solch großen Abweichungen
der statischen Ruhelage des Rotors von der konzentrischen Lage weichen die
dynamischen Koeffizienten merklich von denen der konzentrischen Ruhela-
ge ab, vgl. z. B. Childs.4 Damit sind weite Teile der typischen dynamischen
Betriebsbedingungen von Dichtspalten und zumindest auch von schnelllau-
fenden bzw. schwach belasteten Radialgleitlagern5 bereits mit dem statio-
nären Ansatz abgedeckt. Es sei noch einmal ausdrücklich darauf hingewie-
sen, dass der stationäre Ansatz bereits die Berechnung der statischen Radial-
und Tangentialkräfte für beliebige Exzentrizitäten und/oder Neigungswin-
kel ε und/oder γ �= 0 einschließt, vgl. Tabelle 3.1.
Eine zukünftige Erweiterung des CAPM hinsichtlich der beschriebenen Ein-
schränkung ist prinzipiell möglich und erfordert eine Behandlung der transi-

Abbildung 3.3: Statische Ruhelagen und Bewegungszustände des Rotors.

4
Childs, Turbomachinery Rotordynamics, ([14], 1993, Kapitel 4.8, Seite 280)

5Hier liegen i. d. R. kleine statische Exzentrizitäten vor.
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enten Terme T� in den Gleichungen 3.5. Dies könnte z. B. in Form eines tran-
sienten Lösungsverfahrens oder eines Perturbationsansatzes erfolgen, vgl. die
Lösungsansätze für Bulk-Flow-Modelle in Kapitel 2.3.2.

3.1.4 Beschreibende Gleichungen

Einführung der im vorherigen Kapitel beschriebenen und diskutierten Ver-
einfachungen in die Gleichungen 3.5 führt auf die stationäre dimensionslose
Form der beschreibenden Gleichungen des CAPM
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Zur Verbesserung der Lesbarkeit wurden dabei die Klammern um die Terme
mit den Geschwindigkeitsintegralen weggelassen, vgl. Gleichungen 3.5. Diese
Schreibweise wird für den Rest der Arbeit beibehalten: Die partiellen Ablei-
tungsoperatoren ∂/∂ϕ und ∂/∂z sind im Folgenden stets auf den Gesamtterm
rechts des jeweiligen Operators in einem Summanden anzuwenden.
Neben den bereits in Kapitel 2.2.3 eingeführten dimensionslosen Betriebspa-
rametern und abhängigen Größen des Systems, vgl. bspw. die dimensionslose
Abhängigkeitsliste 2.7, wurden zur Entdimensionierung der beschreibenden
Gleichungen noch folgende Definitionen genutzt:
Die lokale Spalthöhe wurde mit dem mittleren Spaltspiel entdimensioniert
h(ϕ, z) := h̃(ϕ, z̃)/˜̄h. Dadurch kann die Spalthöhenfunktion gemäß

h (ϕ, z) = 1− [ε+ εγ (γ, z)] cos (ϕ) (3.7)

ebenfalls dimensionslos angegeben werden, vgl. Gleichung 3.1.
Die dimensionsbehafteten Koordinaten des rotierenden zylindrischen Bezugs-
systems wurden gemäß y := ỹ/h̃ = ỹ/(h˜̄h) und z := z̃/L̃ = z̃/(LR̃) entdi-
mensioniert. Durch Bezug auf die lokale Spalthöhe h̃ im Falle von ỹ und auf
die Spaltlänge L̃ im Falle von z̃ sind die Zahlenwerte von y und z jeweils auf
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das Intervall [0, 1] beschränkt. Der Zusammenhang zwischen absoluter und
relativer Umfangsgeschwindigkeit ergibt sich dimensionslos zu

cϕ ≈ wϕ + ω. (3.8)

Die an Stator und Rotor am Kontrollvolumen angreifenden lokalen Wand-
schubspannungen in die jeweilige Koordinatenrichtung sind in den Gleichun-
gen 3.6 mit der bereits in Gleichung 2.13 eingeführten Schreibweise zusam-
mengefasst. Sie werden ähnlich wie der lokale Druck p̃ in eine dimensionslose
Form überführt, vgl. Kapitel 2.2.3. Zunächst werden sie auf noch unbekannte,
über die Rotormantelfläche gemittelte Wandschubspannungen in die jeweilige
Koordinatenrichtung bezogen

τyi|10 (ϕ, z) :=
τ̃yi|h̃0 (ϕ, z̃)
˜̄τyi,Rot

. (3.9)

Diese Referenzwandschubspannungen wiederum werden über den Referenz-
druck ˜̄p entdimensioniert, sodass die sog. „Reibungszahlen“

μϕ :=
˜̄τyϕ,Rot

˜̄p
und μz :=

˜̄τyz,Rot

˜̄p
(3.10)

ins Problem eintreten. Diese insbesondere aus der Literatur zu Gleitlagern be-
kannten Größen können anschaulich als dimensionsloses Drehmoment μϕ und
dimensionslose Axialkraft μz auf den Rotor infolge Fluidreibung interpretiert
werden. Wie im Falle des Referenzdruckes sind beide Größen Teil des Berech-
nungsergebnisses für gegebene Betriebsbedingungen der Spaltströmung.
Es sei darauf hingewiesen, dass sämtliche in den Gleichungen 3.6 enthal-
tenen Koordinaten und Feldgrößen6 derart entdimensioniert wurden, dass
ihre Zahlenwerte von der Größenordnung O (1) sind. Die Relevanz der ein-
zelnen Summanden wird für verschiedene geometrische und strömungsme-
chanische Betriebsbedingungen entsprechend ausschließlich durch die aus in-
tegralen bzw. skalaren Parametern zusammengesetzten Vorfaktoren in den
Gleichungen 3.6 bestimmt. Dieser spezielle Stil der Entdimensionierung ist
Grundvoraussetzung für die im späteren Verlauf der Arbeit eingesetzte Me-
thode der inspektionellen Dimensionsanalyse.
Abschließend sei darauf hingewiesen, dass im Verlauf der Arbeit an verschie-
denen Stellen auch eine bzgl. der z-Achse rotationssymmetrische Implemen-
tierung des CAPM zur Berechnung von Betriebsbedingungen mit statisch
6h(ϕ, z), wϕ(y, ϕ, z), cz(y, ϕ, z), p(ϕ, z), τyϕ|10 (ϕ, z) und τyz|10 (ϕ, z). Zuvor als „lokale“
Größen bezeichnet.
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koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen ε, γ = 0 eingesetzt wird. Die
rotationssymmetrische Variante des CAPM unterscheidet sich von der zwei-
dimensionalen Implementierung lediglich durch die Annahme ∂/∂ϕ = 0. Aus
diesem Grund beschränken sich die folgenden Erläuterungen auf die allgemei-
nere, zweidimensionale Implementierung des CAPM. Alle im vorliegenden
Kapitel 3 thematisierten Aspekte der Modellbildung können analog auch auf
die rotationssymmetrische Implementierung übertragen werden. Textstellen,
an denen eine Unterscheidung der beiden Implementierungen wichtig ist, sind
im Folgenden aufgrund der inhaltlichen Zusammenhänge oder aufgrund von
Hinweisen im Text klar erkennbar.

3.2 Empirische Schließung

Die beschreibenden Gleichungen 3.6 des CAPM stellen ein nichtlineares parti-
elles Differentialgleichungssystem für die dimensionslosen abhängigen Größen
wϕ(y, ϕ, z), cz(y, ϕ, z) und p(ϕ, z) der Spaltströmung dar. Bevor das System
gelöst werden kann muss zunächst noch geklärt werden, wie die unbekannte
radiale Verteilung der Geschwindigkeiten sowie die Wandschubspannungs-
terme behandelt werden. Die Formulierung von Modellen und Gesetzen für
diese Einflussgrößen ist insbesondere bei turbulenter Strömung schwierig und
nach heutigem Stand der Forschung nicht im Rahmen geschlossener analy-
tischer Ausdrücke möglich. Zur Schließung der beschreibenden Gleichungen
des CAPM werden in der vorliegenden Arbeit daher empirische Relationen
für die Geschwindigkeitsprofile sowie die Wandschubspannungsterme verwen-
det. Die eingesetzten empirischen Beziehungen für den betrachteten Fall der
turbulenten Spaltströmung werden im Folgenden vorgestellt. Sie enthalten
empirische Konstanten, deren Parametrisierung mit konkreten Zahlenwerten
jedoch erst in Kapitel 4.2.1 erfolgt.

3.2.1 Geschwindigkeitsprofile

Herangehensweise

Zur Auswertung der Integrale über die Kanalhöhe, vgl. Gleichungen 3.6, wer-
den im Rahmen der vorliegenden Arbeit Potenzgesetze

ci (y) = Ci

(
y

δi,Wand

)1/ni

(3.11)

als Geschwindigkeitsprofile angenommen, vgl. Abbildung 3.4. Als Skalie-
rungslänge wird dabei die der Geschwindigkeitskomponente in die jeweilige
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Abbildung 3.4: Potenzgesetz zur Beschreibung turbulenter Spaltströmungen.

Koordinatenrichtung i und der jeweiligen Wand zugeordnete Grenzschicht-
dicke δi,Wand verwendet. Der Geschwindigkeitswert Ci am Ende der Grenz-
schicht dient als Skalierungsgeschwindigkeit. Beide Größen sind im Allgemei-
nen Funktionen der Position auf der Spaltabwicklung (ϕ, z). Der Exponent
1/ni ist eine von der globalen Reynoldszahl Reϕ abhängige Konstante.
Die Angaben von Gleichung 3.11 und Abbildung 3.4 dienen hauptsächlich
der Erläuterung der Skalierungslänge und -geschwindigkeit als wesentliche
Elemente des Potenzgesetzes. Ferner werden hiermit auch in Form der Ska-
lierungslängen δi,Wand (ϕ, z) die in den Potenzgesetzen verankerten Anknüp-
fungspunkte zur Einbindung von Methoden der Grenzschichttheorie im Rah-
men des CAPM aufgezeigt. Weiterführende Informationen diesbezüglich sind
bei Lang und Pelz zu finden.7 Es sei darauf hingewiesen, dass gemäß der aus
dem Stand der Forschung in Kapitel 2.3.5 gezogenen Schlussfolgerungen im
Rahmen der vorliegenden Arbeit keine Kopplung des Ansatzfunktionenmo-
dells mit grenzschichttheoretischen Methoden erfolgt.
Bei dem Potenzgesetz 3.11 handelt es sich um einen sehr einfachen und weit
verbreiteten Ansatz zur Approximation turbulenter Geschwindigkeitsprofi-
le, vgl. z. B. Sigloch.8 Nach Kenntnis des Autors werden Potenzgesetze in
der Literatur jedoch bisher nicht zur Beschreibung von Spaltströmungen im
Rahmen von Ansatzfunktionenmodellen eingesetzt. Im Folgenden wird da-
her erläutert, wie der Potenzansatz von Gleichung 3.11 zur Auswertung der
Geschwindigkeitsintegrale in den beschreibenden Gleichungen 3.6 des CAPM
eingebracht wird.

7
Lang und Pelz, „Unified Prediction of Hydrodynamic Forces in Plain Annular Seals
and Journal Bearings by means of an Analytically Derived Design Tool“, ([47], 2016)

8
Sigloch, Technische Fluidmechanik, ([79], 2008)
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Einbringung in die beschreibenden Gleichungen

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird konsequent die halbe dimensions-
lose Kanalhöhe als Skalierungslänge der Potenzgesetze eingesetzt. Diese be-
findet sich überall im Spalt bei y = yRot = 1/2, wobei zusätzlich die vom
Rotor aus zählende Kanalkoordinate yRot := 1 − y eingeführt wurde, vgl.
Abbildung 3.5. Diese Festlegung entspricht der Annahme voll ausgebildeter
Geschwindigkeitsprofile an jeder Stelle (ϕ, z) der Spaltabwicklung. Diese Be-
trachtungsweise wird auch im Rahmen von Ansatzfunktionenmodellen in der
Literatur angewendet, vgl. Kapitel 2.3.3. Ferner entsprechen die Skalierungs-
geschwindigkeiten damit den Geschwindigkeitswerten auf halber Kanalhöhe.
Diese werden im Englischen auch als „centerline velocities“ bezeichnet. Zur
Einbringung der empirischen Ausdrücke für die Geschwindigkeitsprofile in
die beschreibenden Gleichungen 3.6 ist es weiterhin notwendig, die absolu-
te Umfangsgeschwindigkeit über die relative Umfangsgeschwindigkeit auszu-
drücken. Auch für die Skalierungsgeschwindigkeit gilt Cϕ = Wϕ + ω, sodass
die Potenzgesetze gemäß

wϕ :=

{
(Wϕ + ω − 1) (2yRot)

1/nϕ − ω + 1 für yRot <
1
2

(Wϕ + ω) (2y)1/nϕ − ω für y ≤ 1
2

(3.12a)

cz :=

{
Cz (2yRot)

1/nz für yRot <
1
2

Cz (2y)
1/nz für y ≤ 1

2

(3.12b)

angegeben werden können. Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit für die
Umfangs- und die axiale Richtung verwendeten Potenzgesetze 3.12 sind in
Abbildung 3.5 veranschaulicht.

Abbildung 3.5: Potenzgesetze als vollentwickelte Geschwindigkeitsprofile.
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Die Integrale über die Kanalhöhe in den beschreibenden Gleichungen 3.6 sol-
len im Folgenden systematisch ausgewertet werden, sodass ein partielles Dif-
ferentialgleichungssystem für die Skalierungsgeschwindigkeiten Wϕ, Cz ent-
steht und damit der Einfluss der Kanalkoordinate y aus den Gleichungen
verschwindet. Im Falle der Geschwindigkeitsintegrale der Kontinuitätsglei-
chung wird

h

1∫
0

wϕ dy := Iϕ1Wϕ + Iϕ2, (3.13a)

h

1∫
0

cz dy := IzCz (3.13b)

definiert. Für die Umfangskomponente der Impulsgleichung wird analog

h

1∫
0

w2
ϕ dy := Iϕϕ1Wϕ + Iϕϕ2, (3.14a)

h

1∫
0

wϕcz dy := Iϕz1Wϕ + Iϕz2 (3.14b)

und für die axiale Komponente der Impulsgleichung

h

1∫
0

wϕcz dy := IzϕCz, (3.15a)

h

1∫
0

c2z dy := IzzCz (3.15b)

eingeführt.9 Über diese Definitionen können die beschreibenden Gleichungen

9Es sei darauf hingewiesen, dass die I-Koeffizienten damit nicht die gleiche Bedeutung
wie die in Kapitel 2.3.3 im Zusammenhang mit dem Ansatzfunktionenmodell nach King
angegebenen Koeffizienten haben, vgl. Gleichungen 2.17.
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des CAPM gemäß

∂(Iϕ1Wϕ)

∂ϕ
+

φ

L

∂(IzCz)

∂z
= −∂Iϕ2

∂ϕ
, (3.16a)

∂(Iϕϕ1Wϕ)

∂ϕ
+

φ

L

∂(Iϕz1Wϕ)

∂z
=

= − p̄

2
h
∂p

∂ϕ
+

p̄

2

μϕ

ψ
τyϕ|10 −

∂Iϕϕ2
∂ϕ

− φ

L

∂Iϕz2
∂z

,

(3.16b)

φ
∂(IzϕCz)

∂ϕ
+

φ2

L

∂(IzzCz)

∂z
= − p̄

2L
h
∂p

∂z
+

p̄

2

μz

ψ
τyz|10 (3.16c)

angegeben werden. In der vorliegenden Arbeit wird lediglich der Fall turbu-
lenter Spaltströmungen betrachtet. Unter Verwendung der diesen Fall gut
approximierenden Potenzgesetze 3.12 nehmen die in den Gleichungen 3.16
enthaltenen I-Koeffizienten die Formen

Iϕ1 :=
nϕ

nϕ + 1
h, Iϕ2 :=

1/2− ω

nϕ + 1
h, Iz :=

nz

nz + 1
h, (3.17a)

Iϕϕ1 := h

[
nϕ

n++
(1− 2ω) +

nϕ

nϕ + 2
Wϕ

]
, Iϕϕ2 :=

2ω2 − 2ω + 1

n++
h,

Iϕz1 :=
nϕnz

n+
hCz, Iϕz2 :=

n2
z

n+(nz + 1)
(1/2− ω)hCz,

(3.17b)

Izϕ := h

[
nϕnz

n+
Wϕ +

n2
z

n+(nz + 1)
(1/2− ω)

]
, Izz :=

nz

nz + 2
hCz (3.17c)

mit den Abkürzungen n+ := nϕnz +nϕ+nz und n++ := (nϕ+2)(nϕ+1) an.
Vorteil der eingeführten Darstellungsweisen 3.13 - 3.15 für die Geschwin-
digkeitsintegrale ist ihre auf diese Art ermöglichte modulare Einbeziehung
in die beschreibenden Gleichungen 3.16. Sollen von den Gleichungen 3.12
abweichende Geschwindigkeitsprofile verwendet werden, so müssen lediglich
die hinter den I-Koeffizienten stehenden Ausdrücke modifiziert werden. Die
Systematik der restlichen Modellbildung bleibt davon unbeeinflusst.
In Anhang C sind Geschwindigkeitsprofile und I-Koeffizienten für den Fall
laminarer Spaltströmung zu finden. Ferner sind dort auch die Ausdrücke der
I-Koeffizienten für den Spezialfall des Bulk-Flow-Ansatzes angegeben, vgl.
Kapitel 2.3.2.
Ergebnis der Einführung der empirischen Ausdrücke für die Geschwindig-
keitsprofile in die beschreibenden Gleichungen des CAPM ist das nichtlineare
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partielle Differentialgleichungssystem 3.16 für die Skalierungsgeschwindigkei-
ten Wϕ, Cz und den Druck p. Sie alle repräsentieren nunmehr ausgezeichnete
Größen und nehmen damit für jede Stelle (ϕ, z) auf der Spaltabwicklung
eindeutige Werte an. Das Differentialgleichungssystem ist nichtlinear, da die
Skalierungsgeschwindigkeiten Wϕ und Cz auch in den I-Koeffizienten enthal-
ten sind, vgl. Gleichungen 3.17. Auf die aus diesem Umstand resultierenden
Besonderheiten in Bezug auf die Lösung der Gleichungen wird in Kapitel 3.3
noch genauer eingegangen.

3.2.2 Wandschubspannungen

Die Wandschubspannungsterme in den beschreibenden Gleichungen 3.6 wer-
den als zweiter Bestandteil des CAPM im Rahmen der vorliegenden Arbeit
empirisch modelliert. Ziel der empirischen Beschreibung ist es, die unbekann-
ten Wandschubspannungsterme τyϕ|10 und τyz|10 über die Skalierungsgeschwin-
digkeiten Cϕ = Wϕ + ω und Cz auszudrücken.
Die folgenden Erläuterungen beziehen sich an mehreren Stellen auf Rela-
tivgeschwindigkeiten zwischen der Strömung und den Wänden (Stator und
Rotor). Um Verwechslungen vorzubeugen, wird im vorliegenden Unterkapi-
tel daher die Nutzung der Umfangsgeschwindigkeit wϕ bzw. Wϕ relativ zum
mitrotierenden Bezugssystem vermieden.
Bezüglich der Modellierung der Reibungsvorgänge muss zwischen den Fäl-
len der laminaren und der turbulenten Spaltströmung ein prinzipieller Un-
terschied beachtet werden: Während das Reibungsverhalten in verschiedenen
Raumrichtungen bei laminarer Strömung entkoppelt ist, liegt bei turbulenter
Strömung aufgrund der Schwankungsgeschwindigkeiten bzw. Reynoldsspan-
nungen eine intensive Interaktion der verschiedenen Raumrichtungen vor. Die
empirische Beschreibungsweise muss diese Kopplung im Falle der turbulenten
Spaltströmung berücksichtigen. Im Folgenden wird die in der vorliegenden
Arbeit eingesetzte Wandschubspannungsmodellierung für den Fall der tur-
bulenten Spaltströmung vorgestellt. Die entsprechende Vorgehensweise für
den Fall der laminaren Spaltströmung ist in Anhang D zu finden.

Effektive Relativgeschwindigkeiten

In Kapitel 2.3.2 wurde bereits die Fanning-Widerstandszahl eingeführt. Mit
ihrer Hilfe kann der Betrag der resultierenden Wandschubspannungen gemäß

τ̃Wand :=
√
τ̃ 2yϕ,Wand + τ̃ 2yz,Wand =

�̃

2
Ω̃2R̃2C2

WandfWand (3.18)
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ausgedrückt werden. Weiterhin ist mit

CWand :=
C̃Wand

Ω̃R̃
=
√
C2

ϕ,Wand + φ2C2
z,Wand (3.19)

eine dimensionslose effektive Relativgeschwindigkeit zwischen der Strömung
und der jeweiligen Wand bezeichnet. Die Komponenten der dimensionslosen
effektiven Relativgeschwindigkeiten werden in der vorliegenden Arbeit als
über die jeweilige Grenzschichtdicke gemittelte Relativgeschwindigkeit zwi-
schen Strömung und Wand in die jeweilige Koordinatenrichtung aufgefasst.
Einsetzen der Potenzgesetze 3.12 ergibt

Cϕ,Stat :=
1

δϕ,Stat

δϕ,Stat∫
0

cϕ dy =
nϕ

nϕ + 1
Cϕ, (3.20a)

Cϕ,Rot :=
1

δϕ,Rot

δϕ,Rot∫
0

(cϕ − 1) dyRot =
nϕ

nϕ + 1
(Cϕ − 1) , (3.20b)

Cz,Stat :=
1

δz,Stat

δz,Stat∫
0

cz dy =
nz

nz + 1
Cz, (3.20c)

Cz,Rot :=
1

δz,Rot

δz,Rot∫
0

cz dyRot =
nz

nz + 1
Cz, (3.20d)

unabhängig davon, ob die Grenzschichtdicken auf die halbe Kanalhöhe
(δi,Wand := 1/2) fixiert sind oder nicht, vgl. Abbildung 3.5.
Möglichkeiten zur empirischen Beschreibung der Fanning-Widerstandszahl
fWand in Gleichung 3.18 werden im späteren Verlauf des Kapitels themati-
siert. Zum jetzigen Zeitpunkt genügt die Feststellung, dass generell fWand > 0
gilt. Damit ist in den Gleichungen 3.18 und 3.19 keine Richtungsinformati-
on enthalten. Im Folgenden wird beschrieben, wie die resultierenden Wand-
schubspannungen τStat und τRot in ihre richtungsbehafteten Komponenten
τyϕ,Stat, τyz,Stat, τyϕ,Rot und τyz,Rot aufgeteilt werden.

Richtungssinn der Wandschubspannungen

Grundlage für den Richtungssinn der Wandschubspannungskomponenten ist
folgende Schnittuferkonvention: An Kontrollvolumenseiten, deren nach au-
ßen gerichtete Normalenvektoren in positive Koordinatenrichtungen zeigen,
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werden auch die Spannungsvektoren in positive Koordinatenrichtungen ange-
nommen. An Kontrollvolumenseiten, deren nach außen gerichtete Normalen-
vektoren in negative Koordinatenrichtungen zeigen, wird entsprechend um-
gekehrt verfahren. Der sich aus dieser Konvention ergebende Richtungssinn
der verschiedenen Wandschubspannungskomponenten ist in Abbildung 3.2
veranschaulicht. Er wurde auch bereits bei der Einführung der Schreibweise
τ̃yi|h̃0 := τ̃yi,Stat − τ̃yi,Rot in Gleichung 2.13 berücksichtigt.
Weiterhin wird angenommen, dass die durch die Wandschubspannungen ver-
körperte Reibung generell der Richtung der effektiven Strömungsgeschwin-
digkeit relativ zur jeweiligen Wand entgegengesetzt wirkt. Dieser Zusam-
menhang sowie die vektorielle Zusammensetzung der dimensionsbehafteten
Geschwindigkeits- und Wandschubspannungsvektoren in der Ebene der Spal-
tabwicklung sind in Abbildung 3.6 veranschaulicht. Schließlich können die
richtungsbehafteten Wandschubspannungskomponenten gemäß

τ̃yϕ,Stat = −τ̃Stat C̃ϕ.Stat

C̃Stat

, τ̃yϕ,Rot = τ̃Rot
C̃ϕ,Rot

C̃Rot

,

τ̃yz,Stat = −τ̃Stat C̃z,Stat

C̃Stat

, τ̃yz,Rot = τ̃Rot
C̃z,Rot

C̃Rot

(3.21)

angegeben werden. Unter Verwendung der Ausdrücke 3.21 gemeinsam mit
Gleichung 3.18 können die in den beschreibenden Gleichungen 3.6 des CAPM
enthaltenen dimensionslosen Wandschubspannungsterme schließlich gemäß

p̄μϕ τyϕ|10 = − (fStatCϕ,StatCStat + fRotCϕ,RotCRot) , (3.22a)

p̄μz τyz|10 = −φ (fStatCz,StatCStat + fRotCz,RotCRot) (3.22b)

angegeben werden.

Empirische Modellierung der Fanning-Widerstandszahl

Zur Beschreibung der Fanning-Widerstandszahlen fWand an der jeweiligen
Wand wird in der vorliegenden Arbeit der empirische Ansatz von Hirs ge-
nutzt.10 Dabei wird die Widerstandszahl mithilfe empirischer Konstanten mf

und nf mit einer lokalen Reynoldszahl

fWand = mfRe
−nf
Wand = mf

(
h̃C̃Wand

2ν̃

)−nf

(3.23)

10
Hirs, „A Bulk-Flow Theory for Turbulence in Lubricant Films“, ([36], 1973)
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Abbildung 3.6: Richtungssinn und Aufteilung der Wandschubspannungen.

in Verbindung gebracht. Die lokale Reynoldszahl wird in der vorliegenden
Arbeit mit der halben Kanalhöhe11 und der effektiven Relativgeschwindig-
keit zwischen Strömung und jeweiliger Wand gebildet. Überführung in die
dimensionslose Darstellung

fWand = mf

(
h

2
CWandReϕ

)−nf

(3.24)

offenbart, dass die lokale Reynoldszahl einerseits abhängig von den lokalen
Größen h(ϕ, z) und CWand(ϕ, z) ist, andererseits aber auch eine Proportio-
nalität zur globalen Reynoldszahl ReWand ∼ Reϕ aufweist. Somit ist die
Fanning-Widerstandszahl fWand in Hirs’ Ansatz eine Funktion der globalen
Konstanten und Parameter

fWand = fn

(
mf , nf ,Reϕ

)
. (3.25)

Es stellt sich nun die Frage: Welche physikalische Bedeutung hat die Er-
kenntnis aus Gleichung 3.25? Zunächst ist festzustellen, dass der empirische
Ansatz von Hirs mit den Konstanten mf und nf beliebige Geraden im dop-
peltlogarithmischen Moody-Diagramm beschreiben kann, vgl. Abbildung 3.7.
Zwar wird der Ansatz i. d. R. nur für die Beschreibung des Reibungsverhal-
tens hydraulisch glatter Strömungen eingesetzt, er ist jedoch nicht auf die-
ses Reibungsregime beschränkt! Durch geeignete Wahl der Konstanten mf

11Dies entspricht der Grenzschichtdicke an der jeweiligen Wand für die betrachteten Ge-
schwindigkeitsprofile, vgl. Gleichungen 3.12 und Abbildung 3.5.
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Abbildung 3.7: Reibungsregimes im doppeltlogarithmischen Moody-
Diagramm und durch den Ansatz von Hirs beschriebene Gerade.

und nf kann mit ihm auch laminares oder hydraulisch raues Reibungsver-
halten abgebildet werden. Sogar eine Abbildung der Transitionsbereiche la-
minar/hydraulisch glatt und hydraulisch glatt/hydraulisch rau ist mit dem
Ansatz durch abschnittsweise Linearisierung und entsprechende Anpassung
von mf und nf denkbar.
Der beschriebenen Analyse entnehmen wir die Erkenntnis, dass mf und nf

keine frei wählbaren globalen Betriebsparameter sein können. Sie sind Mo-
dellkonstanten, die jeweils passend zum betrachteten Reibungsregime bzw.
zu den betrachteten lokalen Reynoldszahlen gewählt werden müssen. Sie sind
somit selbst eine Funktion der globalen Reynoldszahl. Gleichung 3.25 nimmt
dadurch die schärfere Form

fWand = fn

(
Reϕ

)
(3.26)

an. Einführung der Fanning-Widerstandszahlen gemäß Gleichung 3.24 in die
Ausdrücke 3.22 für die Wandschubspannungsterme in den beschreibenden
Gleichungen 3.6 ergibt

p̄μϕ τyϕ|10 = −
mf 2nf

hnfRenfϕ

(
Cϕ,StatC

1−nf
Stat + Cϕ,RotC

1−nf
Rot

)
, (3.27a)

p̄μz τyz|10 = −
φ mf 2nf

hnfRenfϕ

(
Cz,StatC

1−nf
Stat + Cz,RotC

1−nf
Rot

)
(3.27b)

als Berechnungsvorschrift für die Wandschubspannungsterme im Rahmen des
CAPM. Weiterhin können den Gleichungen 3.27 die Größenordnungen der
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Wandschubspannungsterme gemäß

p̄μϕ τyϕ|10 ∼ O
(

mf

Renfϕ

)
, (3.28a)

p̄μz τyz|10 ∼ O
(
φ mf

Renfϕ

)
(3.28b)

entnommen werden. Auf sie wird im späteren Verlauf der Arbeit in Zusam-
menhang mit den inspektionellen Dimensionsanalysen zurückgegriffen.
Abschließend sei darauf hingewiesen, dass die vorgestellten Analysen und
Größenordnungsbetrachtungen zwar auf der empirischen Betrachtungswei-
se von Hirs in Gleichung 3.23 beruhen, durch die allgemeine Interpretation
der empirischen Konstanten mf und nf jedoch auf keines der Reibungsre-
gime festgelegt sind. Werden die Modellkonstanten mf und nf entsprechend
der konkret betrachteten Strömungssituation parametrisiert, dann bietet die
Herangehensweise für beliebige lokale Reynoldszahlen zumindest abschnitts-
weise gute Approximationen des Verlaufes fWand(ReWand).
In Anhang D sind die entsprechenden Ausdrücke der effektiven Relativge-
schwindigkeitskomponenten für den Spezialfall des Bulk-Flow-Ansatzes an-
gegeben, vgl. Gleichungen 3.20. Der restliche Berechnungsgang ist mit der
oben beschriebenen Methodik identisch. Weiterhin ist in Anhang D auch die
Vorgehensweise für den Fall laminarer Spaltströmung beschrieben.

3.3 Numerische Lösung

Bei den beschreibenden Gleichungen 3.6 des CAPM handelt es sich um ein
nichtlineares partielles Differentialgleichungssystem mit den Unbekannten
Wϕ, Cz und p. Aufgrund der Komplexität des Gleichungssystems erscheint ein
numerisches Lösungsverfahren angebracht. Zur Entwicklung des numerischen
Lösungsverfahrens ist es zunächst lohnend, eine systematische Koeffizienten-
schreibweise gemäß

Aϕ
∂(BϕWϕ)

∂ϕ
+ Az

∂(BzCz)

∂z
= Qc, (3.29a)

Aϕϕ
∂(BϕϕWϕ)

∂ϕ
+ Aϕz

∂(BϕzWϕ)

∂z
= Pϕ

∂p

∂ϕ
+Qϕ, (3.29b)

Azϕ
∂(BzϕCz)

∂ϕ
+ Azz

∂(BzzCz)

∂z
= Pz

∂p

∂z
+Qz (3.29c)
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einzuführen. Dabei sind die Koeffizienten

Aϕ := 1, Bϕ := Iϕ1, Az :=
φ

L
, Bz := Iz, Qc := −∂Iϕ2

∂ϕ
, (3.30a)

Aϕϕ := 1, Bϕϕ := Iϕϕ1, Aϕz :=
φ

L
, Bϕz := Iϕz1,

Pϕ := − p̄

2
h, Qϕ :=

p̄

2

μϕ

ψ
τyϕ|10 −

∂Iϕϕ2
∂ϕ

− φ

L

∂Iϕz2
∂z

,

(3.30b)

Azϕ := φ, Bzϕ := Izϕ, Azz :=
φ2

L
, Bzz := Izz,

Pz := − p̄

2L
h, Qz :=

p̄

2

μz

ψ
τyz|10

(3.30c)

gemäß den Erläuterungen in den vorangegangenen Kapiteln zu bestimmen.
Das Differentialgleichungssystem 3.29 ist nichtlinear, da in den Koeffizienten
die gesuchten Skalierungsgeschwindigkeiten Wϕ und Cz enthalten sind, vgl.
Gleichungen 3.30, 3.17 und 3.27. Zur Behandlung der Nichtlinearität wird in
der vorliegenden Arbeit die sog. Picard-Iteration eingesetzt. Dabei werden
die Koeffizienten A�, B�, P� und Q� in jedem Iterationsschritt mithilfe der
Werte der Lösungsvariablen aus dem letzten Iterationsschritt ausgewertet,
vgl. z. B. Ferziger.12 Nur für die nicht in Koeffizienten zusammengefassten
Wϕ, Cz und p wird das auf diese Art linearisierte Differentialgleichungssystem
implizit gelöst, vgl. Gleichungen 3.29.
Weiterhin hat das beschreibende Differentialgleichungssystem inkompressi-
blen Charakter: Die Kontinuitätsgleichung repräsentiert eher eine kinemati-
sche Nebenbedingung für die Skalierungsgeschwindigkeiten Wϕ und Cz als
eine eigene Transportgleichung. Somit ist keine beschreibende Gleichung für
die Druckverteilung vorhanden. Dies erfordert eine spezielle Vorgehensweise
zur Kopplung der Geschwindigkeits- und Drucklösungen, welche im Rahmen
der vorliegenden Arbeit mithilfe des sog. SIMPLEC-Algorithmus umgesetzt
wurde, vgl. z. B. van Doormal und Raithby.13

Im Folgenden wird das eingesetzte numerische Lösungsverfahren für die
Form 3.29 der beschreibenden Gleichungen des CAPM erläutert. Da da-
bei größtenteils auf numerische Standardverfahren zurückgegriffen wird, sind
die Erläuterungen auf Besonderheiten der erarbeiteten Implementierung be-
12

Ferziger und Peric, Numerische Strömungsmechanik, ([28], 2008,
Kapitel 5.5.2, Seite 140f)

13
van Doormaal und Raithby, „Enhancements of the SIMPLE Method for Predicting
Incompressible Fluid Flows“, ([101], 1984)
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schränkt. Zunächst wird die verwendete Herangehensweise zur Diskretisie-
rung der betrachteten Geometrie sowie die eingesetzten numerischen Verfah-
ren zur Diskretisierung der beschreibenden Gleichungen vorgestellt. Anschlie-
ßend wird das in der Arbeit eingesetzte SIMPLEC-Verfahren zur Ermittlung
des Druckes näher erläutert. Schließlich wird der Berechnungsgang der erar-
beiteten Implementierung des CAPM in MATLAB mithilfe eines Ablaufplans
zusammengefasst.

3.3.1 Räumliche Diskretisierung

Das CAPM repräsentiert einen integro-differentiellen Ansatz zur Beschrei-
bung der Spaltströmung. Da die radiale Raumrichtung bereits im Rahmen
der bisherigen Modellbildung „mit Stift und Papier“ behandelt wurde, be-
schränkt sich das numerische Lösungsverfahren auf die Betrachtung der zwei-
dimensionalen Spaltabwicklung. Diese wird von der Umfangskoordinate ϕ
und der axialen Koordinate z aufgespannt. Die Ränder in Umfangsrichtung
werden periodisch behandelt, auf die Behandlung der Ränder in axialer Rich-
tung wird in Kapitel 3.3.4 genauer eingegangen. Aufgrund der rechteckigen
Form der betrachteten Geometrie bietet sich die Einführung eines kartesi-
schen Gitters an. Dieses muss im Rahmen der erarbeiteten Implementierung
nicht äquidistant sein.
Es wurde eine teilversetzte Anordnung der Variablen im Gitter gewählt. Da-
bei befinden sich die Stützstellen für die Skalierungsgeschwindigkeiten Wϕ

und Cz in den Knoten des kartesischen Gitters, während die Stützstellen für
den Druck p in den Mittelpunkten der Gitterzellen angeordnet sind. Diese
teilversetzte Variablenanordnung ist in Abbildung 3.8 mittig veranschaulicht.
Die teilversetzte Variablenanordnung wurde ausgewählt, da sie im Vergleich
zu einer nichtversetzten14 und einer vollversetzten15 Anordnung verschiedene
Vorteile bietet:

• Bei einer versetzten Anordnung liegt eine intensivere Kopplung zwi-
schen den Geschwindigkeits- und Drucklösungen vor. Dies hilft, das
numerische Phänomen entkoppelter bzw. alternierender Drucklösun-
gen16 zu vermeiden, vgl. Schäfer.17

14Alle Variablen ausschließlich in Knoten oder ausschließlich in Zellmittelpunkten ange-
ordnet, vgl. Abbildung 3.8 links.

15Druck in Zellmittelpunkten und Geschwindigkeitskomponenten auf unterschiedlichen
Kanten des Gitters angeordnet, vgl. Abbildung 3.8 rechts

16Im Englischen als sog. „checkerboard pressures“ bezeichnet. „Checkerboard“ kann mit
„Schachbrett“ ins Deutsche übersetzt werden.

17
Schäfer, Computational Engineering: Introduction to Numerical Methods, ([73], 2006,
Kapitel 10.3.2, Seite 235ff)
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• Bei der teilversetzten Anordnung sind nur 2 relativ einfach zu handha-
bende Arten von Stützstellen (Knoten und Zellmittelpunkte) notwen-
dig. Dadurch sind Komplexität und Programmieraufwand der Imple-
mentierung geringer als bei vollversetzter Anordnung.

• Zur Auswertung der I-Koeffizienten und Wandschubspannungsterme
sind keine Interpolationen der Skalierungsgeschwindigkeiten Wϕ und
Cz erforderlich, vgl. Gleichungen 3.30, 3.17 und 3.27.

• Die Vorgabe von Randbedingungen am Spalteintritt ist für beide Ge-
schwindigkeitskomponenten Wϕ und Cz direkt möglich. Hilfsmittel wie
bspw. virtuelle Zellen sind nicht notwendig.

• Für den Druck ist es nicht notwendig, an Spaltein- und -austritt Rand-
bedingungen zu formulieren. Die in Gleichung 2.6 formulierte physika-
lische Randbedingung dient aus Sicht des numerischen Lösungsverfah-
rens lediglich der Fixierung des Druckniveaus im Strömungsgebiet. Sie
kann durch eine simple additive Korrektur des gesamten Druckfeldes
eingehalten werden, vgl. auch Kapitel 3.3.4.

Abbildung 3.8: Varianten zur Speicherung der Geschwindigkeitskomponen-
ten (Pfeile) und des Druckes (Punkt) im kartesischen Gitter.

3.3.2 Numerische Verfahren

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden die beschreibenden Differenti-
algleichungen mithilfe einer Finite-Differenzen-Methode diskretisiert. Dabei
werden die partiellen Ableitungen einer Größe ϑ als Zentraldifferenzen

∂(Bϑ)

∂ϕ

∣∣∣∣
P

≈ (Bϑ)s − (Bϑ)n
ϕs − ϕn

und
∂(Bϑ)

∂z

∣∣∣∣
P

≈ (Bϑ)o − (Bϑ)w
zo − zw

(3.31)
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basierend auf den jeweils benachbarten Halbindexpunkten approximiert. Die
Bezeichnung „Halbindexgitterpunkt“ steht dabei für Punkte im kartesischen
Gitter, an denen sich keine Stützstelle der aktuell betrachteten Variable be-
findet. Diese befinden sich entsprechend nur an den im Folgenden als „Vollin-
dexgitterpunkte“ bezeichneten Stellen. Die Lage der benachbarten Halb- und
Vollindexpunkte ist für die teilversetzte Anordnung der verschiedenen Lö-
sungsvariablen jeweils in Abbildung 3.9 definiert und veranschaulicht. Dabei
wird auf die in der Numerik verbreiteten Schreibweise mit den Himmelsrich-
tungen Norden N bzw. n, Süden S bzw. s, Westen W bzw. w und Osten O
bzw. o zurückgegriffen. Großbuchstaben kennzeichnen Vollindexgitterpunk-
te, während Halbindexgitterpunkte durch Kleinbuchstaben gekennzeichnet
sind. Weiterhin kennzeichnet der Index P den Variablenwert an der aktuell
betrachteten Stelle im Gitter.

Abbildung 3.9: Lage der Voll- und Halbindexgitterpunkte im Gitter.

Es stellt sich nun die Frage: Wie können die nicht als Lösungsvariablen vor-
liegenden Variablenwerte an den Halbindexgitterpunkten in den Gleichun-
gen 3.31 approximiert werden? Im Folgenden wird zunächst die entsprechende
Handhabung in Bezug auf die konvektiven Terme der Impulsbilanzen 3.29b
und c vorgestellt. Die Behandlung der rechten Seiten der Impulsgleichungen
sowie der Kontinuitätsgleichung 3.29a wird erst in Kapitel 3.3.3 thematisiert.
Es sei darauf hingewiesen, dass die Frage nach der Approximation der Va-
riablenwerte an den Halbindexgitterpunkten formal identisch ist mit der
Problemstellung der Approximation konvektiver Flüsse auf den Kontrollvo-
lumenseiten einer Finite-Volumen-Methode. In der Tat ähneln sich Finite-
Differenzen- und Finite-Volumen-Methoden im einfachen Fall kartesischer
Gitter sehr, vgl. Schäfer.18 Für die beschreibenden Gleichungen der vorliegen-
den Arbeit kann sogar gezeigt werden, dass die diskretisierten Gleichungen,
die durch Anwendung beider Methoden entstehen, identisch sind.
18

Schäfer, Computational Engineering: Introduction to Numerical Methods, ([73], 2006,
Kapitel 4.6, Seite 95)
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Zunächst werden am Beispiel des westlichen Halbindexgitterpunktes zwei der
grundlegenden Verfahren zur Bestimmung des Variablenwertes an den Halb-
indexgitterpunkten durch Interpolation der Variablenwerte an den benach-
barten Vollindexgitterpunkten wiederholt. Dies sind die lineare Interpolation

(Bϑ)w ≈ zw − zW
zP − zW

(Bϑ)W +
zP − zw
zP − zW

(Bϑ)P (3.32)

und die Aufwind-Interpolation (Engl. „upwind“)

(Bϑ)w ≈
{
(Bϑ)W für Cz,w ≥ 0

(Bϑ)P für Cz,w < 0
. (3.33)

Einfach ausgedrückt erreicht die lineare Interpolation eine höhere Genauig-
keit als die Aufwind-Interpolation.19 Im Falle der Aufwind-Interpolation sind
also feinere Gitter notwendig, um die Ergebnisqualität der linearen Interpo-
lation zu erreichen. Die lineare Interpolation neigt jedoch wie alle Verfahren
höherer Ordnung als 1 zu numerischer Instabilität, wenn sie auf die kon-
vektiven Terme angewendet wird und gewisse Anforderungen an die loka-
len Strömungsverhältnisse nicht erfüllt sind. Die Aufwind-Interpolation hin-
gegen bietet eine bedingungslose numerische Stabilität, vgl. Schäfer.20 Das
angesprochene Problemgebiet sowie verschiedene Ansätze zur Stabilisierung
numerischer Verfahren höherer Ordnung werden ausführlich in der einschlägi-
gen Fachliteratur behandelt, vgl. z. B. Ferziger, Schäfer und Versteeg.21,22,23

Die folgenden Erläuterungen beschränken sich daher nur auf die in der vor-
liegenden Arbeit eingesetzte Methode der sog. „verzögerten Korrektur“.
Die verzögerte Korrektur nutzt den iterativen Charakter des Lösungsverfah-
rens aus, um den Vorteil der Stabilität eines Verfahrens niedriger Ordnung
mit dem Vorteil der Genauigkeit eines Verfahrens höherer Ordnung zu ver-
binden. Die prinzipielle Vorgehensweise wird am Beispiel der einfachen ein-
dimensionalen Transportgleichung

A
∂(Bϑ)

∂x
= Q (3.34)

19Lineare Interpolation: 2. Ordnung; Aufwind-Interpolation: 1. Ordnung
20

Schäfer, Computational Engineering: Introduction to Numerical Methods, ([73], 2006,
Kapitel 4.3.1, Seite 85ff)

21
Ferziger und Peric, Numerische Strömungsmechanik, ([28], 2008,
Kapitel 3.11, Seite 76ff)

22
Schäfer, Computational Engineering: Introduction to Numerical Methods, ([73], 2006,
Kapitel 4.3, Seite 84ff)

23
Versteeg und Malalasekera, An Introduction to Computational Fluid Dynamics:
The Finite Volume Method, ([94], 1998, Kapitel 5, Seite 103ff)
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erläutert. Die rechte Seite der Transportgleichung kann zu

A
∂(Bϑn+1)

∂x
= Q+ A

∂(Bϑn)

∂x
− A

∂(Bϑn)

∂x
(3.35)

erweitert werden. Dabei wurde zusätzlich festgelegt, dass der konvektive
Term auf der linken Seite implizit behandelt wird - d. h. basierend auf den
im aktuellen Iterationsschritt (Hochindex n + 1) gesuchten Werten der Lö-
sungsvariable ϑ - und alle Terme auf der rechten Seite explizit behandelt
werden - d. h. basierend auf den bereits aus dem letzten Iterationsschritt
(Hochindex n) verfügbaren Werten der Lösungsvariable ϑ. Dies kann bei ite-
rativen Verfahren für die verschiedenen Terme individuell festgelegt werden,
vgl. Laurien.24 Es sei darauf hingewiesen, dass die Koeffizienten A, B und Q
im Rahmen der Picard-Iteration generell explizit behandelt werden.
Bis hierhin wurde noch keine Approximation eingeführt. Dies geschieht erst
mit folgendem Schritt: Implizit behandelte konvektive Terme sind anfälliger
für numerische Instabilitäten als explizit behandelte konvektive Terme. Idee
der verzögerten Korrektur ist es daher, die implizit behandelten Terme mit
einem Verfahren niedriger Ordnung zu approximieren und über die explizit
behandelten Terme ein Verfahren höherer Ordnung einzubringen. Einführung
der Idee in Gleichung 3.35 ergibt

A
δ(Bϑn+1)

δx

∣∣∣∣
up

≈ Q+ αKorr

(
A

δ(Bϑn)

δx

∣∣∣∣
up

− A
δ(Bϑn)

δx

∣∣∣∣
lin

)
. (3.36)

Der Operator δ/δx kennzeichnet, dass es sich jetzt um diskretisierte parti-
elle Ableitungen handelt. Der Index up steht für die Nutzung der Aufwind-
Interpolation gemäß Gleichung 3.33, während der Index lin die Nutzung li-
nearer Interpolation gemäß Gleichung 3.32 kennzeichnet.
Bei den beiden explizit behandelten Ableitungen handelt es sich also um
Diskretisierungen verschiedener Genauigkeit, jedoch des gleichen Iterations-
schrittes n. Der so eingeführte Fehler gegenüber Gleichung 3.35 ist klein
und vermindert die Konvergenzrate des Verfahrens nur unwesentlich, vgl.
Ferziger.25 Konvergiert das iterative Verfahren, so werden die Unterschie-
de zwischen den Lösungen verschiedener Iterationsschritte immer geringer,
ϑn+1 ≈ ϑn. Dadurch heben sich die implizit und explizit behandelten Ablei-
tungen unter Nutzung der Aufwind-Interpolation aus Gleichung 3.36 heraus.
24

Laurien und Oertel jr., Numerische Strömungsmechanik: Grundgleichun-
gen und Modelle - Lösungsmethoden - Qualität und Genauigkeit, ([50], 2013,
Kapitel 2.3.7, Seite 86)

25
Ferziger und Peric, Numerische Strömungsmechanik, ([28], 2008,
Kapitel 5.6, Seite 141ff)
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Übrig bleibt die auf linearer Interpolation basierende, explizit behandelte
diskretisierte Ableitung. Die konvergierte Lösung ist also (nahezu) von der
Genauigkeit der linearen Interpolation, während die iterative Lösungsfindung
(nahezu) die Stabilität der Aufwind-Interpolation genießt, vgl. Ferziger.
In Gleichung 3.36 wurden die explizit behandelten konvektiven Terme zu-
sätzlich noch mit dem Faktor αKorr multipliziert. Die konvergierte Lösung
entspricht also einer mit αKorr gewichteten Überlagerung der Lösungen ba-
sierend auf linearer Interpolation und Aufwind-Interpolation. Dies kann je
nach betrachteten Strömungsverhältnissen trotz verzögerter Korrektur zur
Stabilisierung erforderlich sein. Gleichung 3.36 entspricht der in der vorlie-
genden Arbeit eingesetzten Form des Verfahrens, wobei i. d. R. αKorr = 0.8
gewählt wurde, vgl. Ferziger.26

3.3.3 Berechnung von Druck und Geschwindigkeit

Der Druck ist im betrachteten Strömungsproblem eine Unbekannte. In den
Impulsgleichungen 3.29b und c nimmt er jeweils die Rolle eines Quellterms
an. Bei derartigen inkompressiblen Strömungsproblemen steht jedoch kei-
ne eigene Differentialgleichung zu seiner Beschreibung zur Verfügung. Aus
diesem Grund muss die Gesamtlösung Wϕ, Cz und p durch besondere Maß-
nahmen gefunden werden.
Im Folgenden wird die im Rahmen der vorliegenden Arbeit implementierte
Variante eines Vertreters der Familie der sog. SIMPLE-Algorithmen27 vorge-
stellt. Die SIMPLE-Verfahren, welche Vertreter sog. Druckkorrekturverfah-
ren repräsentieren, gehen auf Patankar und Spalding zurück.28 Grundidee
von Druckkorrekturverfahren ist die Aufteilung des Berechnungsganges zur
Lösung der beschreibenden Gleichungen in mehrere Teilschritte. Die konver-
gierte Lösung soll das nichtlineare partielle Differentialgleichungssystem 3.29
erfüllen, d. h. Ziel jedes Iterationsschrittes ist es, folgende Aufteilung in im-

26
Ferziger und Peric, Numerische Strömungsmechanik, ([28], 2008,
Kapitel 7.4.1, Seite 219)

27„Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations“
28

Patankar und Spalding, „A Calculation Procedure for Heat, Mass and Momentum
Transfer in Three-Dimensional Parabolic Flows“, ([60], 1972)
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plizit und explizit behandelte Terme zu erfüllen:

Aϕ

∂(BϕW
n+1
ϕ )

∂ϕ
+ Az

∂(BzC
n+1
z )

∂z
= Qc, (3.37a)

Aϕϕ

∂(BϕϕW
n+1
ϕ )

∂ϕ
+ Aϕz

∂(BϕzW
n+1
ϕ )

∂z
= Pϕ

∂pn+1

∂ϕ
+Qϕ, (3.37b)

Azϕ
∂(BzϕC

n+1
z )

∂ϕ
+ Azz

∂(BzzC
n+1
z )

∂z
= Pz

∂pn+1

∂z
+Qz. (3.37c)

Zunächst erfolgt ein Prädiktorschritt, bei dem „vorläufige“ Geschwindigkeits-
felder W ∗

ϕ und C∗
z basierend auf dem aus dem letzten Iterationsschritt be-

kannten Druckfeld pn mithilfe der Impulsgleichungen

Aϕϕ

∂(BϕϕW
∗
ϕ)

∂ϕ
+ Aϕz

∂(BϕzW
∗
ϕ)

∂z
= Pϕ

∂pn

∂ϕ
+Qϕ, (3.38a)

Azϕ
∂(BzϕC

∗
z )

∂ϕ
+ Azz

∂(BzzC
∗
z )

∂z
= Pz

∂pn

∂z
+Qz, (3.38b)

ermittelt werden. Diese Geschwindigkeitsfelder erfüllen jedoch im Allgemei-
nen nicht die Kontinuitätsgleichung 3.37a, schließlich wurde sie bei ihrer Er-
mittlung außer Acht gelassen.
Ziel des nun folgenden Korrektorschrittes ist es, basierend auf der Kontinui-
tätsgleichung ein geeignetes Druckfeld pn+1 zu ermitteln, dessen Einfluss die
vorläufigen Geschwindigkeiten gerade so auf W n+1

ϕ und Cn+1
z korrigiert, dass

diese die Kontinuitätsgleichung 3.37a erfüllen. Da beim Korrektorschritt aber
die Impulsgleichungen 3.37b und c außer Acht gelassen werden, erfüllen die
neuen Geschwindigkeiten W n+1

ϕ und Cn+1
z im Allgemeinen nicht mehr die Im-

pulsgleichungen. Auf Druckkorrekturen basierende Methoden wie die Familie
der SIMPLE-Algorithmen haben also generell iterativen Charakter.

Zusammenhang von Geschwindigkeits- und Druckkorrekturen

Ziel ist es im Folgenden zunächst, die zur Erfüllung der Kontinuitätsglei-
chung 3.37a erforderlichen Korrekturen der Geschwindigkeitsfelder Wϕ und
Cz als Funktionen eines korrigierenden Druckfeldes auszudrücken. Die Vor-
gehensweise zur Ermittlung des korrigierenden Druckfeldes selbst wird erst
im nächsten Abschnitt erläutert. Subtraktion der Impulsgleichungen der
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Form 3.38 von den Impulsgleichungen der Form 3.37b und c führt auf

Aϕϕ

∂(BϕϕW
′
ϕ)

∂ϕ
+ Aϕz

∂(BϕzW
′
ϕ)

∂z
= Pϕ

∂p′

∂ϕ
, (3.39a)

Azϕ
∂(BzϕC

′
z)

∂ϕ
+ Azz

∂(BzzC
′
z)

∂z
= Pz

∂p′

∂z
, (3.39b)

wobei die Geschwindigkeitskorrekturen W ′
ϕ := W n+1

ϕ −W ∗
ϕ und C ′

z := Cn+1
z −

C∗
z sowie die Druckkorrektur p′ := pn+1− pn eingeführt wurden. Die exakten

Zusammenhänge zwischen den Geschwindigkeits- und Druckkorrekturen sind
noch zu komplex, um sie im Rahmen der weiteren Herleitung einsetzen zu
können. Eine weitere Vereinfachung kann allerdings nur durch Übergang auf
die diskretisierte Form der Gleichungen

aϕ,PW
′
ϕ,P +

∑
NB

aϕ,NBW
′
ϕ,NB = Pϕ,P

δp′

δϕ

∣∣∣∣
P

, (3.40a)

az,PC
′
z,P +

∑
NB

az,NBC
′
z,NB = Pz,P

δp′

δz

∣∣∣∣
P

(3.40b)

erreicht werden. Die linken Seiten der Gleichungen 3.40 stehen für die „Re-
chensterne“, die entstehen, wenn sämtliche diskretisierte Ableitungen und
Interpolationen gemäß der Erläuterungen in Kapitel 3.3.2 eingesetzt werden.
Sie repräsentieren algebraische Zusammenhänge zwischen den unbekannten
Variablenwerten am betrachteten (Index P) sowie den benachbarten Vollin-
dexgitterpunkten (Summationsindex NB). Alle Einflüsse der aus den Origi-
nalgleichungen oder den Diskretisierungsverfahren stammenden Konstanten
wurden dabei in den verschiedenen Koeffizienten a� zusammengefasst.
Durch die Gleichungen 3.40 wurde im Vergleich zu 3.39 jedoch noch keine
Vereinfachung erreicht. Grund sind die unbekannten Geschwindigkeitskor-
rekturen an den benachbarten Vollindexgitterpunkten W ′

ϕ,NB und C ′
z,NB. Der

Umgang mit diesen unbekannten Termen ist einer der Hauptunterschiede
der verschiedenen Varianten in der SIMPLE-Algorithmen, vgl. dazu auch die
übersichtliche Aufbereitung dieses Themas im Werk von Schäfer.29 In der vor-
liegenden Arbeit wurden die unbekannten Terme dem SIMPLEC-Verfahren30

29
Schäfer, Computational Engineering: Introduction to Numerical Methods, ([73], 2006,
Kapitel 10.3.4, Seite 244ff)

30„SIMPLE Constistent“
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entsprechend durch die Approximationen

W ′
ϕ,P ≈

∑
NB

aϕ,NBW
′
ϕ,NB∑

NB

aϕ,NB

=
−aϕ,PW ′

ϕ,P + Pϕ,P
δp′
δϕ

∣∣∣
P∑

NB

aϕ,NB

, (3.41a)

C ′
z,P ≈

∑
NB

az,NBC
′
z,NB∑

NB

az,NB

=
−az,PC ′

z,P + Pz,P
δp′
δz

∣∣∣
P∑

NB

az,NB

(3.41b)

eliminiert. Das SIMPLEC-Verfahren geht auf van Doormal und Raithby31

zurück und wird in verschiedenen Fachbüchern ausführlich thematisiert, vgl.
z. B. Ferziger32 und Schäfer33. Durch Einsetzen der aus den Gleichungen 3.41
ableitbaren Ausdrücke für die Summen über die Geschwindigkeitskorrekturen
an den benachbarten Vollindexgitterpunkten in die Gleichungen 3.40 entsteht
schließlich der Zusammenhang

W ′
ϕ,P ≈

Pϕ,P

aϕ,P +
∑
NB

aϕ,NB

δp′

δϕ

∣∣∣∣
P

, (3.42a)

C ′
z,P ≈

Pz,P

az,P +
∑
NB

az,NB

δp′

δz

∣∣∣∣
P

(3.42b)

zwischen den Geschwindigkeits- und Druckkorrekturen am betrachteten Kno-
ten P des kartesischen Gitters, vgl. Abbildung 3.9 links.

Druckkorrekturgleichung

Die Bestimmungsgleichung für die Druckkorrekturen p′ wird für die Imple-
mentierung des CAPM im Rahmen der vorliegenden Arbeit durch Betrach-
tung der Kontinuitätsgleichung 3.37a an den Stützstellen des Druckes, also
den Zellmittelpunkten des kartesischen Gitters, hergeleitet. Es wird insbeson-
dere darauf hingewiesen, dass aus diesem Grund im Folgenden die Bedeutung
der Indizes gemäß Abbildung 3.9 rechts gilt.
Einsetzen der Definitionen der Geschwindigkeitskorrekturen W ′

ϕ := W n+1
ϕ −

W ∗
ϕ und C ′

z := Cn+1
z − C∗

z in die Kontinuitätsgleichung 3.37a ergibt

Aϕ

∂(BϕW
′
ϕ)

∂ϕ
+ Az

∂(BzC
′
z)

∂z
= Qc − Aϕ

∂(BϕW
∗
ϕ)

∂ϕ
− Az

∂(BzC
∗
z )

∂z
. (3.43)

31
van Doormaal und Raithby, „Enhancements of the SIMPLE Method for Predicting
Incompressible Fluid Flows“, ([101], 1984)

32
Ferziger und Peric, Numerische Strömungsmechanik, ([28], 2008)

33
Schäfer, Computational Engineering: Introduction to Numerical Methods, ([73], 2006)
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Diskretisierung der partiellen Ableitungen mithilfe von Zentraldifferenzen für
die im Folgenden als Vollindexgitterpunkte bezeichneten Zellmittelpunkte
führt auf

Aϕ,PBϕ,s

ϕs − ϕn

W ′
ϕ,s−

Aϕ,PBϕ,n

ϕs − ϕn

W ′
ϕ,n+

Az,PBz,o

zo − zw
C ′

z,o−
Az,PBz,w

zo − zw
C ′

z,w = Qp,P, (3.44)

vgl. Gleichungen 3.31. Dabei wurde unter dem modifizierten Quellterm Qp

auf der rechten Seite neben dem ursprünglichen Quellterm Qc der Kontinui-
tätsgleichung jetzt der gesamte „Rest“ zusammengefasst, um den die vorläu-
figen Geschwindigkeiten W ∗

ϕ und C∗
z die Kontinuitätsgleichung nicht erfüllen,

vgl. Gleichung 3.43.
Aufgrund der gewählten teilversetzten Variablenanordnung im Gitter, vgl.
Abbildung 3.8 mittig, steht man bei der weiteren Herleitung der Druck-
korrekturgleichung mithilfe des Zusammenhangs der Geschwindigkeits- und
Druckkorrekturen vor einem Problem: Die Zusammenhänge 3.42 wurden nur
für die Knoten des kartesischen Gitters hergeleitet, in Gleichung 3.44 ist ein
den Gleichungen 3.42 entsprechender Zusammenhang jedoch für die Kanten
des kartesischen Gitters notwendig, vgl. Abbildung 3.9 rechts.
Im Werk von Schäfer wird ein Ausweg aus diesem Dilemma, welches sich
analog auch im Falle der nicht-versetzten Variablenanordnung ergibt, be-
schrieben.34 In der als „selektive Interpolation“ bezeichneten Vorgehensweise
werden die Zusammenhänge 3.42 so behandelt, als seien sie auch an den Kan-
ten des kartesischen Gitters gültig. Die aus Koeffizienten zusammengesetzten
Vorfaktoren auf den rechten Seiten der Zusammenhänge werden dabei linear
interpoliert. Die durch die beschriebene Vorgehensweise eingeführten Feh-
ler werden im Werk von Ferziger analysiert.35 Sie sind von 2. Ordnung und
streben bei Gitterverfeinerung gegen Null. Auf die Beispiele der Halbindex-
gitterpunkte n und w übertragen, ergeben sich die Zusammenhänge

W ′
ϕ,n ≈

⎛
⎝ Pϕ,P

aϕ,P +
∑
NB

aϕ,NB

⎞
⎠

n

δp′

δϕ

∣∣∣∣
n

, (3.45a)

C ′
z,w ≈

⎛
⎝ Pz,P

az,P +
∑
NB

az,NB

⎞
⎠

w

δp′

δz

∣∣∣∣
w

(3.45b)

34
Schäfer, Computational Engineering: Introduction to Numerical Methods, ([73], 2006,
Kapitel 10.3.2, Seite 235ff)

35
Ferziger und Peric, Numerische Strömungsmechanik, ([28], 2008,
Kapitel 7.4.2, Seite 224ff)
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zwischen den Geschwindigkeits- und Druckkorrekturen an den gesuchten
Halbindexgitterpunkten. Es sei darauf hingewiesen, dass sich die Indizes P
und NB innerhalb der die Interpolation kennzeichnenden Klammer (�)� aus-
nahmsweise noch auf die Knoten des Gitters beziehen, also die gleiche Bedeu-
tung wie in den Gleichungen 3.42 haben. Einsetzen der Zusammenhänge 3.45
in die diskretisierte Kontinuitätsgleichung 3.44 ergibt schließlich die Druck-
korrekturgleichung

Ap,s
δp′

δϕ

∣∣∣∣
s

+ Ap,n
δp′

δϕ

∣∣∣∣
n

+ Ap,o
δp′

δz

∣∣∣∣
o

+ Ap,w
δp′

δz

∣∣∣∣
w

= Qp,P (3.46)

mit den Koeffizienten

Ap,s :=
Aϕ,PBϕ,s

ϕs − ϕn

⎛
⎝ Pϕ,P

aϕ,P +
∑
NB

aϕ,NB

⎞
⎠

s

, (3.47a)

Ap,n := −Aϕ,PBϕ,n

ϕs − ϕn

⎛
⎝ Pϕ,P

aϕ,P +
∑
NB

aϕ,NB

⎞
⎠

n

, (3.47b)

Ap,o :=
Az,PBz,o

zo − zw

⎛
⎝ Pz,P

az,P +
∑
NB

az,NB

⎞
⎠

o

, (3.47c)

Ap,w :=
Az,PBz,w

zo − zw

⎛
⎝ Pz,P

az,P +
∑
NB

az,NB

⎞
⎠

w

. (3.47d)

Die partiellen Ableitungen der Druckkorrekturen in Gleichung 3.46 werden
mithilfe von Zentraldifferenzen direkt basierend auf den Vollindexgitterpunk-
ten in den benachbarten Zellmittelpunkten diskretisiert.

3.3.4 Ablaufplan

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde eine Implementierung des be-
schriebenen numerischen Lösungsverfahrens in MATLAB erarbeitet. Ziel des
vorliegenden Unterkapitels ist es, den Berechnungsgang zu beschreiben und
dabei auf über die bisher geschilderten Grundlagen hinausgehende Aspekte
einzugehen. Im Folgenden werden die einzelnen Berechnungsschritte, die im
Rahmen einer Iteration des Verfahrens ausgeführt werden, vorgestellt:
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1. Zunächst werden die Koeffizienten A�, B�, P� und Q� der Gleichun-
gen 3.29 basierend auf den Werten der Lösungsvariablen am Ende des
letzten Iterationsschrittes W n

ϕ , Cn
z und pn ausgewertet.

2. Anschließend wird das algebraische Gleichungssystem, welches durch
Diskretisierung der Impulsgleichungen der Form 3.38 entsteht, aufge-
baut, zur Einhaltung der Dirichlet-Randbedingungen 2.5 für die Ge-
schwindigkeitsfelder am Spalteintritt modifiziert und für die vorläufigen
Geschwindigkeiten W ∗

ϕ und C∗
z gelöst.

3. Basierend auf den Rechensternen der diskretisierten Impulsgleichungen
des vorherigen Schrittes und den vorläufigen Geschwindigkeiten werden
die Koeffizienten 3.47 der Druckkorrekturgleichung ausgewertet.

4. Es folgt der Aufbau des algebraischen Gleichungssystems für die dis-
kretisierte Druckkorrekturgleichung 3.46 sowie dessen Lösung für die
Druckkorrekturen p′.

5. Basierend auf den Druckkorrekturen werden zunächst die Geschwindig-
keitskorrekturen W ′

ϕ und C ′
z mithilfe der Gleichungen 3.42 ermittelt.

Anschließend werden die Geschwindigkeitsfelder W n+1
ϕ und Cn+1

z sowie
das Druckfeld pn+1 bestimmt.

6. Für die neuen Felder müssen 2 Anpassungen vorgenommen werden:

(a) Am Spaltaustritt „fehlt“ eine Gitterzelle in axialer Richtung, um
die Geschwindigkeitskorrekturen für die Knoten des Gitters, die
direkt im Spaltaustritt liegen, gemäß Gleichungen 3.42 bestim-
men zu können. Zur Umgehung dieses Problems hat sich bei nu-
merischen Strömungsberechnungen an Ausstromrändern die Vor-
gehensweise etabliert, die korrigierten Geschwindigkeitsfelder aus
dem Inneren des Strömungsgebietes auf den Ausstromrand zu ex-
trapolieren und mithilfe einer anschließenden Massenstromkorrek-
tur die Wahrung der globalen Massenerhaltung sicherzustellen,
vgl. z. B. Versteeg.36

(b) Bei inkompressiblen Strömungen spielen die absoluten Werte des
Druckes keine Rolle, da in den beschreibenden Gleichungen le-
diglich Druckgradienten vorkommen. Auch das vorgestellte nu-
merische Berechnungsverfahren findet nur dann eine eindeutige

36
Versteeg und Malalasekera, An Introduction to Computational Fluid Dynamics:
The Finite Volume Method, ([94], 1998, Gleichung 9.6, Seite 198)
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Druckverteilung, wenn das absolute Druckniveau über geeigne-
te Maßnahmen im Rechengebiet fixiert wird. In der vorliegenden
Arbeit wurde das Druckniveau im gesamten Rechengebiet additiv
korrigiert, sodass die formulierte Bedingung 2.6 für den Druckmit-
telwert am Spaltaustritt am Ende jedes Iterationsschrittes einge-
halten wird.

Die Schritte 1-6 werden im Rahmen des iterativen Lösungsverfahrens der
vorliegenden Arbeit so lange wiederholt, bis sich die gesuchten integralen
Kenngrößen der Spaltströmung (Leckage, Reibung und Kräfte) innerhalb von
100 Iterationen nur noch um weniger als 0.1% ändern.

3.4 Voruntersuchungen

Abschließend wird die erarbeitete und in den vorangegangenen Kapiteln be-
schriebene Implementierung des CAPM in MATLAB verschiedenen Vorun-
tersuchungen unterzogen. Ziel der Verifizierung ist es zunächst, die forma-
le Richtigkeit der Implementierung mithilfe verschiedener Plausibilitätsprü-
fungen sowie Vergleichen mit analytischen Ergebnissen sicherzustellen. Im
Rahmen der anschließenden Gitterstudien wird systematisch überprüft, mit
welcher Feinheit des kartesischen Gitters die betrachtete Spaltabwicklung
räumlich diskretisiert werden muss, sodass die erhaltenen Ergebnisse als git-
terunabhängig angesehen werden können. Es sei darauf hingewiesen, dass
an dieser Stelle bzgl. der rotationssymmetrischen und der zweidimensionalen
Implementierung unterschieden wird, vgl. Kapitel 3.1.4.

3.4.1 Verifizierung

Rotationssymmetrisches Modell

Zur Verifizierung der rotationssymmetrischen Implementierung wurden Test-
fälle mit konzentrisch stehendem Rotor bei verschiedenen Durchflusszahlen φ
und Vordrallwerten Γ betrachtet. In Abbildung 3.10 sind die Ergebnisse eines
exemplarischen herausgegriffenen Testfalles dargestellt. Die Ergebnisse wur-
den auf einem äquidistanten Gitter mit 240 Zellen berechnet. Die verwende-
ten Konstanten für die empirischen Modellanteile sowie sämtliche Geometrie-
und Betriebsparameter gemäß Kapitel 2.2 sind in der Abbildung angegeben.
Die Einflüsse der räumlichen Auflösung sowie der Zahlenwerte der empiri-
schen Konstanten werden im späteren Verlauf der Arbeit noch detaillierter
betrachtet.
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Aufgetragen sind die Verläufe der dimensionslosen Geschwindigkeiten Wϕ

und Cz sowie das Produkt aus dimensionslosen Referenzdruck und dimensi-
onslosem Druck p̄p jeweils über der Axialkoordinate z. Es sei darauf hinge-
wiesen, dass bei Betrachtung von Fällen mit konzentrisch stehendem Rotor
relative Umfangsgeschwindigkeit Wϕ und absolute Umfangsgeschwindigkeit
Cϕ identisch sind. Weiterhin wurde in Abbildung 3.10 das Produkt p̄p aufge-
tragen, um die Frage nach einer Belegung des Referenzdruckes p̄ mit physika-
lischer Bedeutung zunächst noch zurückzustellen. Das Produkt kann gemäß
p̄p = 2p̃/�̃Ω̃2R̃2 als modifizierter dimensionsloser Druck interpretiert werden.
Der Verlauf der Umfangsgeschwindigkeit Wϕ(z) ist plausibel: Beim betrach-
teten Testfall mit Vordrall Γ = 0 liegt am Spalteintritt bei z = 0 keine
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Abbildung 3.10: Verifizierung der rotationssymmetrischen Implementierung.
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Umfangsgeschwindigkeit vor. Diese erhöht sich durch die Reibung am Rotor
auf dem Strömungsweg durch den Ringspalt, bis sie stromab asymptotisch
auf den Wert 1/2 einläuft. Dieser Grenzwert der Umfangsgeschwindigkeit in
Kanalmitte y = 1/2 ist typisch sowohl für die laminare als auch die turbulen-
te Couetteströmung und lässt sich durch das Gleichgewicht der Reibung an
Rotor und Stator im eingelaufenen Zustand erläutern. Weiterhin gibt Amoser
einen geschlossenen Ausdruck

Wϕ =
1

2
+

(
Γ − 1

2

)
e−αAmz (3.48)

mit der Konstante
αAm =

λL

4ψ

(
1 +

0.75

1 + 4φ2

)
(3.49)

für die Entwicklung der Umfangsgeschwindigkeit bei konzentrisch stehendem
Rotor an.37,38 Die mit dem Ausdruck vorhergesagte Entwicklung der Um-
fangsgeschwindigkeit ist ebenfalls in Abbildung 3.10 aufgetragen. Der durch
die rotationssymmetrische Implementierung des CAPM ermittelte Verlauf
der Umfangsgeschwindigkeit Wϕ stimmt mit dem geschlossenen Ausdruck
von Amoser sehr gut überein.
Der Verlauf der Axialgeschwindigkeit Cz ist plausibel, da die Kanalhöhe kon-
stant bleibt. Des Weiteren entspricht der durch das CAPM ermittelte Zah-
lenwert Cz ≈ 1.154 dem, was man gemäß der dimensionsbehafteten Identität

h̃∫
0

c̃z dỹ = ˜̄Cz
˜̄h (3.50)

unter Annahme des Potenzgesetzes 3.12 erwartet. Der Verlauf des Druckes
p̄p ist plausibel, da infolge der Reibung in axialer Richtung ein negativer
Druckgradient zur Aufrechterhaltung der Strömung durch den Ringkanal er-
forderlich ist. Weiterhin entspricht der durch das CAPM ermittelte Druckab-
fall über den Ringkanal p̄p(0) ≈ 9.094 dem, was man durch Abschätzungen
basierend auf den in Kapitel 3.2.2 geschilderten Zusammenhängen erwartet.

Zweidimensionales Modell

Erster Schritt bei der Verifizierung der zweidimensionalen Implementierung
des CAPM ist die Betrachtung der gleichen Testfälle mit konzentrisch stehen-
dem Rotor ε = γ = 0 wie im vorangegangenen Abschnitt. Die Ergebnisse der
37

Amoser, „Strömungsfelder und Radikalkräfte in Labyrinthdichtungen hydraulischer
Strömungsmaschinen“, ([3], 1995, Gleichung 2-2, Seite 2-5)

38Die Gleichungen wurden in die Notation der vorliegenden Arbeit überführt.



74 KAPITEL 3. MODELLBILDUNG

rotationssymmetrischen Implementierung werden für die betrachteten Test-
fälle durch die zweidimensionale Implementierung reproduziert.
Weiterhin werden Testfälle mit exzentrisch stehendem Rotor für verschiede-
ne Spaltlängen L, Durchflusszahlen φ und Vordrallwerte Γ betrachtet. In
Abbildung 3.11 sind die Ergebnisse für einen exemplarisch herausgegriffenen
Testfall dargestellt. Die Ergebnisse wurden auf einem äquidistanten Gitter
mit 25 Zellen in Umfangsrichtung und 25 Zellen in axialer Richtung berech-
net. Die verwendeten Konstanten für die empirischen Modellanteile sowie die
Geometrie- und Betriebsparameter sind in der Abbildung angegeben.
Aufgetragen sind die Umfangsgeschwindigkeit Wϕ, die Axialgeschwindigkeit
Cz und der Druck p̄p im Spaltaustritt z = 1 über der Umfangskoordinate
ϕ. Es sei darauf hingewiesen, dass die Umfangskoordinate ϕ = 0 die engste
Stelle des Spaltes bzw. die Richtung des Exzentrizitätsvektors kennzeichnet,
vgl. Abbildung 3.1. Besonderheit des betrachteten Testfalles ist, dass die
Strömung aufgrund der kleinen Durchflusszahl φ = 0.1 von den Vorgängen
in Umfangsrichtung dominiert wird. Transportvorgänge in axialer Richtung
spielen für diesen Testfall eine untergeordnete Rolle.
Der Verlauf der Umfangsgeschwindigkeit Wϕ ist plausibel. Im Bereich klei-
ner Spalthöhen (bei ϕ ≈ 0) ist Wϕ groß, im Bereich großer Spalthöhen (bei
ϕ ≈ ±π) ist Wϕ klein. Diese Beobachtung stimmt auch in quantitativer
Hinsicht mit dem überein, was man basierend auf einer vereinfachten Konti-
nuitätsgleichung unter Vernachlässigung der Axialströmung

h̃∫
0

w̃ϕ dỹ ≈ 1

2
Ω̃R̃˜̄h (3.51)

mithilfe der Potenzgesetze 3.12 abschätzen kann. Der mithilfe von Glei-
chung 3.51 abgeschätzte Verlauf der Umfangsgeschwindigkeit ist ebenfalls
in Abbildung 3.11 oben aufgetragen.
Der Verlauf der Axialgeschwindigkeit Cz ist plausibel und kann anschaulich
erklärt werden: Die Strömung meidet bei der Durchquerung des Ringspaltes
die Stellen geringster Spalthöhe (bei ϕ ≈ 0). Da hier der Strömungswider-
stand am größten ist, weicht die Strömung in Bereiche größerer Spalthöhe
(bei ϕ ≈ ±π) aus. Es entsteht ein zum Verhalten der Umfangsgeschwindig-
keit Wϕ inverser Verlauf der Axialgeschwindigkeit Cz, vgl. Abbildung 3.11.
Die Plausibilisierung des Druckverlaufes p̄p erfolgt mithilfe einer geschlosse-
nen theoretischen Lösung: Aufgrund der großen Spaltlänge L = 1 und der
kleinen Durchflusszahl φ = 0.1 kann die Strömung nahe des Spaltaustrittes
z ≈ 1 als von der Axialkoordinate z unabhängig angesehen werden. Diese
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Abbildung 3.11: Verifizierung der zweidimensionalen Implementierung.

Vereinfachung repräsentiert gerade die Grundannahme des bekannten Son-
derfalles „unendlich breites Gleitlager“ aus dem Bereich der hydrodynami-
schen Schmierfilmtheorie, vgl. z. B. Spurk.39 Der Druckverlauf p̄p(ϕ) für den
Sonderfall des unendlich breiten Gleitlagers kann für die turbulente Spalt-
strömung durch Lösung der gemäß ∂/∂z̃ ≈ 0 vereinfachten turbulenten Ver-
sion der Reynoldsschen Differentialgleichung 2.10 abgeschätzt werden. Die
entsprechende Herleitung ist in Anhang E beschrieben.
Dieser theoretisch vorhergesagte Druckverlauf ist ebenfalls in Abbildung 3.11
aufgetragen. Es kann festgestellt werden, dass der mithilfe der zweidimensio-

39
Spurk und Aksel, Strömungslehre: Einführung in die Theorie der Strömungen, ([85],
2007, Kapitel 8.2.1, Seite 248ff)
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nalen Implementierung des CAPM berechnete Druckverlauf sowohl qualita-
tiv als auch quantitativ gut mit der theoretischen Lösung übereinstimmt. Es
kann daher festgehalten werden, dass sowohl die rotationssymmetrische als
auch die zweidimensionale Implementierung des CAPM in MATLAB erfolg-
reich verifiziert werden konnten.

3.4.2 Gitterstudien

Abschließend wird mithilfe systematisch durchgeführter Gitterstudien unter-
sucht, wie hoch die räumliche Auflösung für das numerische Lösungsverfahren
gewählt werden muss, um eine Gitterunabhängigkeit der erhaltenen Lösun-
gen gewährleisten zu können. Gesucht ist für die jeweilige Implementierung
des CAPM entsprechend ein kartesisches Gitter, das einerseits so grob wie
möglich ist, um den Rechenaufwand gering zu halten, andererseits jedoch so
fein wie nötig ist, um aus dem Lösungsverfahren selbst resultierende Unsi-
cherheiten ebenfalls gering zu halten.

Rotationssymmetrisches Modell

Die Gitterstudien wurden im Falle der rotationssymmetrischen Implementie-
rung des CAPM für Testfälle mit verschiedenen Vordrallwerten Γ durchge-
führt. Die verwendeten Konstanten für die empirischen Modellanteile sowie
sämtliche Geometrie- und Betriebsparameter sind in den Tabellen 3.2 und
3.3 angegeben. Die räumliche Auflösung wurde systematisch in den Stufen
120, 240, 480 und 960 Zellen variiert, wobei alle Gitter äquidistant waren.
Als Ergebnisse wurden Werte der Umfangsgeschwindigkeit Wϕ an verschie-
denen axialen Positionen z = 0.1, 0.3, 0.6 und 1 sowie der Druckabfall über
den Ringspalt p̄p(0) für die verschiedenen Gitter verglichen.
Schlussfolgerung der Gitterstudie für die rotationssymmetrische Implemen-
tierung des CAPM ist, dass die räumliche Auflösung mit 240 äquidistanten
Zellen in axialer Richtung zur Verwendung in den Parameterstudien geeig-
net ist: Die Ergebnisse ändern sich um weniger als 0.1%, wenn die räumliche

Tabelle 3.2: Geometrie- und Betriebsparameter für die Gitterstudien.

Implementierung ψ L φ Γ Reϕ ε γ ω

rotationssymmetrisch 0.004 1 1.3 0 - 1.35 5350 0 0 0

zweidimensional 0.004 1 1.3 0.9 5350 0.3 0 0
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Tabelle 3.3: Empirische Konstanten für die Gitterstudien.

Implementierung nϕ nz mf nf

rotationssymmetrisch 3.0 6.5 0.08 0.25

zweidimensional 3.0 6.5 0.0665 0.25

Auflösung verdoppelt oder halbiert wird. Sogar im Vergleich zum feinsten in
dieser Arbeit betrachteten Gitter ändern sich die Ergebnisse nur in dieser
Größenordnung.
Die Berechnungsdauer eines Testfalles mit der rotationssymmetrischen Im-
plementierung des CAPM liegt bei der ermittelten räumlichen Auflösung auf
einem handelsüblichen Laptop40 in der Größenordnung von 10 s.

Zweidimensionales Modell

Im Falle der zweidimensionalen Implementierung des CAPM wurde die Git-
terstudie für einen Testfall durchgeführt. Die verwendeten Konstanten für
die empirischen Modellanteile sowie sämtliche Geometrie- und Betriebspara-
meter sind in den Tabellen 3.2 und 3.3 angegeben. Die räumliche Auflösung
wurde systematisch in den Stufen 13 x 13, 25 x 25, 51 x 51, 101 x 101 und
201 x 201 variiert, wobei alle Gitter äquidistant waren. Als Ergebnisse wurden
die integralen Größen der dimensionslosen Radial- und Tangentialkraft

Fr :=
2F̃r

�̃Ω̃2R̃2L̃R̃
und Fϕ :=

2F̃ϕ

�̃Ω̃2R̃2L̃R̃
(3.52)

für die verschiedenen Gitter verglichen, vgl. Abbildung 2.2. Ab der räumli-
chen Auflösung von 25 x 25 Zellen sinken die Abweichungen im Vergleich zur
„besten verfügbaren Schätzung“, d. h. der Lösung auf dem 201 x 201 Gitter41,
bei Gitterverfeinerung asymptotisch. Im Vergleich mit der besten verfügbaren
Schätzung weichen die Ergebnisse des 25 x 25 Gitters im Falle der Radial-
kraft um +0.8% und im Falle der Tangentialkraft um −3.8% ab. Die Be-
rechnungsdauer eines Testfalles auf diesem Gitter liegt in der Größenordnung
von 90 s. Im Vergleich dazu liegt die Berechnungsdauer einer Berechnung auf
dem 51 x 51 Gitter mit ca. 520 s um den Faktor 5.8 höher und resultiert in

40Intel Core I5-4200U CPU mit 2.3GHz und 8GB RAM; MATLAB R2015b; Zeitmessung
erfolgte im Normalbetrieb ohne Abschaltung von Diensten des Betriebssystems.

41Rechenzeit ca. 14 h; Hard- und Software wie zuvor.
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Abweichungen im Vergleich zur besten verfügbaren Schätzung von +0.4%
im Falle der Radialkraft und −2.4% im Falle der Tangentialkraft.
Schlussfolgerung der Gitterstudie für die zweidimensionale Implementierung
des CAPM ist, dass die räumliche Auflösung mit 25 äquidistanten Zellen in
Umfangs- und axialer Richtung zur Verwendung in den Parameterstudien
geeignet ist. Bei akzeptablen Rechenzeiten pro Testfall entsprechen die Er-
gebnisse im Falle der Radialkraft betragsmäßig zu ca. 99% und im Falle der
Tangentialkraft zu ca. 96% denen der besten verfügbaren Schätzung. Wei-
tere Gitterverfeinerung erhöht die Rechenzeiten pro Testfall deutlich, bringt
aber nur eine geringe Reduktion der Abweichungen im Vergleich zur besten
verfügbaren Schätzung.

3.5 Zwischenfazit

Die vorangegangenen Kapitel 2.3 sowie 3.1 bis 3.4 beschreiben die Erarbei-
tung, Umsetzung und grundlegende Erprobung des effizienten Berechnungs-
werkzeuges CAPM. Die wichtigsten Ergebnisse dieses Teils der Arbeit sollen
im Folgenden rekapituliert werden.
Zunächst wurde im Rahmen einer ausführlichen Aufarbeitung und Diskus-
sion des Forschungsstandes die Modellklasse der „Ansatzfunktionenmodelle“
als Herangehensweise für die eigene Modellbildung ausgewählt. Die Gegen-
überstellung aller recherchierten Modellklassen in Tabelle 2.1 ergab, dass sie
den aussichtsreichsten Kompromiss zwischen der Wahrung der Effizienz des
Lösungsverfahrens und der Aufhebung einschänkender physikalischer Annah-
men und Vereinfachungen bietet.
Die Modellbildung der vorliegenden Arbeit erfolgte axiomatisch und basiert
auf den Erhaltungssätzen für Masse und Impuls für ein integro-differentielles
Kontrollvolumen im Ringspalt. Durch Überführung der Differentialgleichun-
gen in eine dimensionslose Darstellung sowie analytische Größenordnungs-
betrachtungen konnten vernachlässigbare Terme identifiziert und das Diffe-
rentialgleichungssystem zu den beschreibenden Gleichungen 3.6 des CAPM
vereinfacht werden.
Die beschreibenden Gleichungen enthalten mit den Geschwindigkeitsprofi-
len und Wandschubspannungen zunächst noch unbekannte Terme, welche im
Rahmen der vorliegenden Arbeit durch Einbeziehung empirischer Korrela-
tionen modelliert werden. Seitens der Geschwindigkeitsprofile in Umfangs-
und axialer Richtung werden dafür die Potenzgesetze 3.12 herangezogen, wo-
hingegen die Wandschubspannungsterme mithilfe von Hirs’ Ansatz 3.23 über
die Fanning-Widerstandszahl und damit letztendlich als Funktionen der Ge-
schwindigkeitskomponenten ausgedrückt werden.
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Für die auf diese Art geschlossene mathematische Problemformulierung
- bestehend aus dem beschreibenden partiellen Differentialgleichungssys-
tem 3.16, den die Einflüsse der Geschwindigkeitsprofile repräsentierenden
I-Koeffizienten 3.17 und Hirs’ Wandschubspannungsmodell 3.27 - wurde ein
numerisches Lösungsverfahren erarbeitet sowie in MATLAB implementiert.
Dieses umfasst ein iteratives Finite-Differenzen-Verfahren basierend auf ei-
nem SIMPLEC-Algorithmus zur Kopplung der Geschwindigkeits- und Druck-
lösung auf einem teilversetzten Gitter.
Die erarbeitete Implementierung konnte in Kapitel 3.4.1 mithilfe verschiede-
ner Plausibilitätsprüfungen sowie Vergleichen mit analytischen Ergebnissen
erfolgreich verifiziert werden. Schließlich wurden die mit ihrem Einsatz ver-
bundenen Unsicherheiten in Kapitel 3.4.2 über Gitterstudien quantifiziert.
Zwischenergebnis der bisherigen Arbeiten ist somit das einsatzbereite effi-
ziente Berechnungswerkzeug CAPM. Es wurde gemäß der Erkenntnisse des
Literaturrückblickes gestaltet. Seine Umsetzung und Realisierung zeigen die
notwendigen Bestandteile eines auf allgemeine Spaltströmungen anwendba-
ren effizienten Berechnungswerkzeuges auf. Somit ist das CAPM die Antwort
der vorliegenden Arbeit auf Forschungsfrage (i), vgl. Kapitel 1.2.



Kapitel 4

Validierung

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Erarbeitung des effizienten Berech-
nungswerkzeuges CAPM für Spaltströmungen in Turbomaschinen vorge-
stellt. Am Ende von Kapitel 3 wurden die Verifizierung sowie Gitterstudien
für das eingesetzte numerische Lösungsverfahren beschrieben. Diese Maßnah-
men dienten ausschließlich der Minimierung von Unsicherheiten beim Einsatz
des effizienten Berechnungswerkzeuges selbst. Bisher wurde jedoch noch nicht
ermittelt, mit welcher Genauigkeit die Vorhersagen des CAPM die Realität
wiedergeben.
Aufschlüsse über diesen Aspekt der Modellqualität können nur im Rahmen
einer systematischen Validierung durch Vergleich mit geeigneten Referenzer-
gebnissen gewonnen werden. Quellen für geeignete Referenzergebnisse können
experimentelle Untersuchungen oder Berechnungen mit Referenzmethoden
sein. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden die Referenzergebnisse für
die Validierung über numerische Strömungssimulationen (CFD) mithilfe des
kommerziellen Strömungslösers ANSYS Fluent erarbeitet.
Ziel des vorliegenden Kapitels ist die Beschreibung der durchgeführten Va-
lidierung des CAPM. Dazu werden zunächst die numerischen Strömungssi-
mulationen (CFD) in ANSYS Fluent vorgestellt. Anschließend werden ver-
schiedene vorbereitende Maßnahmen für die eigentlichen Parameterstudien
erläutert. Im Rahmen dieser Vorbereitungen wird zunächst die Parametrisie-
rung der empirischen Modellkonstanten des CAPM beschrieben. Weiterhin
wird demonstriert, wie durch Einsatz der Methode der inspektionellen Di-
mensionsanalyse der Aufwand der Parameterstudien ohne Erkenntnisverlust
reduziert werden kann. In Kapitel 4.3 werden schließlich die Ergebnisse der
sowohl mit dem effizienten Berechnungswerkzeug CAPM als auch mit der
Referenzmethode durchgeführten Parameterstudien vorgestellt und mitein-
ander verglichen. Unterkapitel 4.3.1 beschränkt sich dabei auf die Vorhersage

80
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der Leckage- und Reibungseigenschaften der Spaltströmung bei koaxial aus-
gerichteten Rotor- und Statorachsen. In Unterkapitel 4.3.2 hingegen werden
stellvertretend für die rotordynamischen Eigenschaften der Spaltströmung
die von der Strömung auf den exzentrisch und/oder geneigt stehenden Rotor
ausgeübten Radial- und Tangentialkräfte betrachtet.

4.1 CFD-Rechnungen als Referenzmethode

Zur Validierung des CAPM wurden in der vorliegenden Arbeit numeri-
sche Strömungssimulationen (CFD) mithilfe des kommerziellen Strömungslö-
sers ANSYS Fluent als Referenzmethode eingesetzt. Die Diskretisierung des
Raumes und der Gleichungen basiert bei dieser Software auf einer Finite-
Volumen-Methode.
Vorteile der Nutzung von CFD-Rechnungen als Referenzmethode sind u. a.
die Möglichkeiten, das betrachtete Strömungsproblem genau definieren so-
wie die Betriebspunkte gezielt vorgeben zu können. So wäre die im Rahmen
der vorliegenden Arbeit vorgenommene isolierte Betrachtung der Spaltströ-
mung unter Ausschluss der Strömungsphänomene am Spaltein- und -austritt,
vgl. Kapitel 2.2, im Rahmen experimenteller Untersuchungen nur schwierig
umsetzbar. Weiterhin ermöglichen CFD-Rechnungen direkte Einblicke in De-
tails der ermittelten Lösung. Dadurch können bspw. Hinweise auf Ursachen
festgestellter Abweichungen beim Vergleich der zwei Berechnungsmethoden
gefunden werden. Auch dies ist im Rahmen experimenteller Untersuchun-
gen meist nur unter hohem Zusatzaufwand, oftmals aufgrund konstruktiver
Einschränkungen jedoch überhaupt nicht möglich.
Allerdings sind numerische Strömungssimulationen im Sinne von CFD wie
andere Berechnungsmethoden auch auf Modellierungsansätze wie bspw.
räumliche Diskretisierung und Turbulenzmodelle angewiesen. Somit müssen
bei deren Einsatz Modellunsicherheiten und Einschränkungen bzgl. der Mo-
dellanwendbarkeit beachtet und die Berechnungsergebnisse bzgl. ihrer Plausi-
bilität abgesichert werden. Weiterhin ist mit CFD-Rechnungen ein hoher Auf-
wand verbunden. Einerseits erfordert die Vorbereitung eines Berechnungsmo-
dells aufgrund der notwendigen Einflussstudien und Plausibilitätsprüfungen
ein hohes Maß an Sorgfalt und Zeit. Andererseits steigt der Berechnungsauf-
wand pro Betriebspunkt und damit der zeitliche Gesamtaufwand von Para-
meterstudien mit der Komplexität des CFD-Modells und kann selbst bei leis-
tungsfähiger Hardware erheblich sein. Aus diesem Grund existiert auch heute
noch enormer Bedarf nach einfach handhabbaren, effizienten Berechnungs-
werkzeugen, die die in der Maschinenauslegung relevanten Eigenschaften von
Spaltströmungen in kurzer Zeit vorhersagen können.
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Die CFD-Rechnungen der vorliegenden Arbeit basieren auf dem Modellie-
rungsansatz „single moving reference frame“ (SRF) von ANSYS Fluent.1 Bei
diesem Ansatz wird das Strömungsproblem in einem rotierenden Koordina-
tensystem abgebildet. Dadurch können die gleichen Ruhelagen und Bewe-
gungsformen der Rotorachse stationär berechnet werden wie im Falle des
CAPM, vgl. Abbildung 3.3 und Tabelle 3.1. Weiterhin kommen im Rahmen
der CFD-Rechnungen in ANSYS Fluent ein druckbasierter Strömungslöser
basierend auf dem SIMPLEC-Algorithmus sowie numerische Verfahren zwei-
ter Ordnung zur Diskretisierung zum Einsatz.
Im Folgenden werden zunächst die Erarbeitung des numerischen Gitters
für die CFD-Rechnungen sowie die eingesetzte Turbulenzmodellierung und
Randbedingungen erläutert. Die einzelnen Schritte beim Aufbau des CFD-
Modells werden durch systematische Einflussstudien abgesichert. Abschlie-
ßend wird ein typischer Berechnungsgang der CFD-Rechnungen erläutert so-
wie die aus den Einflussstudien resultierenden Unsicherheiten bei der Vor-
hersage der Spalteigenschaften quantifiziert.

4.1.1 Netzgenerierung

Der grundlegende Aufbau des in den CFD-Rechnungen zur räumlichen Dis-
kretisierung des Ringspaltes verwendeten Netzes ist in Abbildung 4.1 dar-
gestellt. Es handelt sich dabei um ein strukturiertes Gitter aus Hexaedern.
In radialer Richtung sind die Zellen zu den Wänden (Rotor und Stator) hin
verdichtet. Bezüglich der radialen Abmessungen der ersten Zellen an den
Wänden ΔyWand := ΔỹWand/h̃ wird ein sog. „low-Re“ Ansatz angestrebt. Da-
bei werden die Strömungsgrenzschichten durch das numerische Gitter bis in
die viskose Unterschicht hinein diskretisiert. Dieser Bereich beginnt ungefähr
bei Werten der dimensionslosen Wandkoordinate y+ ≤ 5.2 Im Folgenden wird
der dimensionslose Abstand des ersten Zellmittelpunktes normal zur Wand
als y+-Wert bezeichnet.
In Umfangsrichtung wird das Gitter äquidistant gestaltet. In axialer Richtung
wird das Gitter in zwei Bereiche aufgeteilt: Im stromauf gelegenen Bereich
z̃ ≤ 0.4R̃ sind die axialen Zellabmessungen zunächst klein gewählt, um die
Einlaufvorgänge nahe des Spalteintrittes gut auflösen zu können. Die Zellen
wachsen vom Spalteintritt aus kontinuierlich, bis sie bei z̃ = 0.4R̃ ihre maxi-
male axiale Ausdehnung erreichen. Der stromab gelegene Bereich z̃ > 0.4R̃

1
ANSYS, Fluent 17.0 User Guide, ([2], 2016, Kapitel 9.2, Seite 579ff)

2y+ := 	̃c̃τ ỹWand/η̃, wobei mit c̃τ :=
√
τ̃Wand/	̃ die Wandschubspannungsgeschwindigkeit

und mit ỹWand der Abstand zur Wand bezeichnet ist, vgl. z. B. ANSYS Fluent Theory
Guide [1], Kapitel 4.16.1, Seite 116 oder Schäfer [73], Kapitel 11.2.2, Seite 267.
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Abbildung 4.1: Prinzipielle Gittergestaltung für die CFD-Rechnungen.

ist dann mit dieser axialen Zellabmessung äquidistant diskretisiert.3

Zur Festlegung der Details der Gittergestaltung sowie zur Quantifizierung
deren Einflüsse auf die Berechnungsergebnisse werden Einflussstudien bzgl.
des y+-Wertes sowie der Gitterfeinheit bzw. Anzahl der Zellen in jeder Raum-
richtung Ny×Nϕ×Nz basierend auf einem exemplarischen Testfall durchge-
führt. Der Testfall wird so ausgewählt, dass er möglichst repräsentativ für die
späteren Parameterstudien ist. Gleichzeitig werden für den Testfall hohe Re-
lativgeschwindigkeiten zwischen der Strömung und den Wänden sowie hohe
Umfangsgeschwindigkeiten angestrebt. Die geometrischen und strömungsme-
chanischen Betriebsbedingungen des Testfalles sind in Tabelle 4.1 aufgelistet.
Im Rahmen der Einflussstudien wird der y+-Wert zwischen 0.3 und 6.7 in
8 Stufen variiert. Als geeigneter Wert wird y+ ≈ 2.8 bei ΔyWand ≈ 0.008
ausgewählt. Ab diesem Wert nähern sich die berechneten Zahlenwerte für
Radial- und Tangentialkraft Fr und Fϕ den Werten beim kleinsten unter-
suchten Wert y+ ≈ 0.3 asymptotisch. Im Vergleich zu der Stufe mit dem

Tabelle 4.1: Geometrie- und Betriebsparameter für die Einflussstudien der
CFD-Rechnungen.

Parameter ψ L φ Γ Reϕ ε γ ω

Wert 0.004 1 1.3 1.35 5350 0.3 0 0

3Diese Abmessungen werden als Vielfache des Radius R̃ statt der Spaltlänge L̃ festgelegt,
damit das Gitter nahe des Spalteintrittes bei Änderungen der Spaltlänge gleich bleibt.
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kleinsten untersuchten Wert y+ ≈ 0.3 liegen Abweichungen in der Vorhersa-
ge der Radial- bzw. Tangentialkraft von −4.2% bzw. +0.1% vor. Bei kleinen
Veränderungen des y+-Wertes - d. h. im Vergleich zu den direkt benachbar-
ten untersuchten Stufen mit y+ ≈ 1.7 und 3.5 - ändern sich die berechneten
Zahlenwerte im Falle der Radial- bzw. Tangentialkraft in der Größenordnung
2.5% bzw. 0.5%.
Weiterhin wird der Einfluss der Gitterfeinheit bei festem ΔyWand untersucht.
Dabei wird Ny von 14 bis 46, Nϕ von 852 bis 2820 und Nz von 104 bis 645
gleichzeitig in 5 Stufen variiert. Als geeignete Gitterfeinheit werden Ny = 26,
Nϕ = 1596 und Nz = 263 ausgewählt. Das in den CFD-Rechnungen der vor-
liegenden Arbeit eingesetzte Netz besteht also insgesamt aus ca. 10.9 Mio.
Zellen. Im Vergleich zum feinsten Netz Ny ×Nϕ ×Nz = 46× 2820× 645 ≈
83.7 Mio. Zellen werden Unterschiede in den berechneten Zahlenwerten der
Radial- bzw. Tangentialkraft von −0.2% bzw. −0.1% festgestellt. Bei klei-
nen Veränderungen der Netzfeinheit - d. h. im Vergleich zu den direkt be-
nachbarten Stufen mit Ny × Nϕ × Nz = 34 × 2088 × 414 ≈ 29.4 Mio. und
20× 1224× 169 ≈ 4.1 Mio. Zellen - ändern sich die Werte der Radial- bzw.
Tangentialkraft in der Größenordnung 1.2% bzw. 0.4%.
Somit ist für das ausgewählte Gitter mit y+ ≈ 2.8 und insgesamt ca. 10.9 Mio.
Zellen eine weitestgehende Gitterunabhängigkeit der berechneten Strömungs-
kräfte nachgewiesen. Weiterhin liegen bei dieser Gitterfeinheit im gesam-
ten Rechengebiet Zell-Seitenverhältnisse (Engl. „aspect ratio“) von maximal
ca. 250 vor.4 Das von den Wänden ausgehende Wachstum der radialen Zell-
abmessungen (Engl. „expansion ratio“) beträgt ca. 1.2. Die sich an beiden
Wänden ausbildenden Strömungsgrenzschichten werden bei der ausgewähl-
ten Gitterfeinheit mit jeweils 13 Zellen diskretisiert, was den Empfehlungen
des Handbuches von ANSYS Fluent entspricht.5

4.1.2 Turbulenzmodellierung

Zur Auswahl eines geeigneten Turbulenzmodells werden die Berechnungser-
gebnisse dreier verschiedener Turbulenzmodelle miteinander verglichen:

(i) k-ω-SST Modell mit aktivierter Option „curvature correction“,

(ii) realizable-k-ε Modell und

(iii) Reynoldsstress-BSL Modell.
4Der Wert kommt durch das Verhältnis ΔỹWand/Δz̃ nahe des Spaltaustrittes zustande.
Im übrigen Rechengebiet, insbesondere in der Nähe des Spalteintrittes, sind die Zell-
Seitenverhältnisse kleiner.

5
ANSYS, Fluent 17.0 User Guide, ([2], 2016, Kapitel 12.2.1.10, Seite 756)



KAPITEL 4. VALIDIERUNG 85

Die drei Turbulenzmodelle unterscheiden sich u. a. darin, wie gut sie zur Be-
schreibung verdrallter Strömungen geeignet sind. Während bei Modell (i)
durch die aktivierte Option „curvature correction“ lediglich Korrekturen zur
Berücksichtigung gekrümmter Stromlinien vorgenommen werden, erfüllt Mo-
dell (ii) bereits gewisse mathematische Anforderungen an die Komponenten
des Reynoldsspannungstensors. Aus diesem Grund ist es besser für verdrall-
te Strömungen mit gekrümmten Stromlinien geeignet.6 Beide repräsentieren
jedoch Wirbelviskositätsmodelle und basieren somit auf der Grundannahme
isotroper Turbulenz. Modell (iii) schließlich beschreibt die einzelnen Kom-
ponenten des Reynoldsspannungstensors direkt und kommt somit ohne die
Annahme isotroper Turbulenz aus. Damit ist es prinzipiell am Besten zur
Beschreibung verdrallter Strömungen auf gekrümmten Stromlinien geeignet.
Bezüglich der theoretischen Hintergründe der verschiedenen Turbulenzmo-
delle wird auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen, z. B. Pope.7

Im Handbuch von ANSYS Fluent wird die Nutzung des Reynoldsspannungs-
modells (iii) für verdrallte Strömungen empfohlen. Allerdings erfolgt diese
Empfehlung nicht ohne Einschränkungen, da CFD-Berechnungen unter Nut-
zung eines Reynoldsspannungsmodells i. d. R. aufwendiger als Berechnungen
mit Wirbelviskositätsmodellen seien.8

Zur Quantifizierung des Einflusses des gewählten Turbulenzmodells und des
tatsächlichen Rechenaufwandes der verschiedenen Modelle für das betrachte-
te Strömungsproblem werden verschiedene Testrechnungen durchgeführt. Ei-
ne Reihe der Testrechnungen entspricht den in Tabelle 4.1 angegebenen geo-
metrischen und strömungsmechanischen Betriebsbedingungen. Zur Berück-
sichtigung eines stärker von Umfangsgeschwindigkeiten geprägten Testfalles
erfolgen zusätzlich Berechnungen bei der Durchflusszahl φ = 0.3.
Als Ergebnis der Einflussstudie kann zunächst festgehalten werden, dass alle
drei Turbulenzmodelle qualitativ sowie quantitativ ähnliche Ergebnisse lie-
fern. Dies deutet darauf hin, dass die betrachtete Strömung weniger durch
Drall und Stromlinienkrümmung, sondern eher durch Reibung an den Wän-
den dominiert wird. Diese Erkenntnis stimmt mit den theoretischen Erkennt-
nissen zu den Größenordnungen des relativen Spaltspiels ψ � O (1) als Maß
für die Kanalkrümmung sowie der Relevanz der Wandschubspannungsterme
bei der axiomatischen Beschreibung der Strömung überein, vgl. Kapitel 3.1
und die Größenordnungsabschätzungen in Anhang B.

6
ANSYS, Fluent 17.0 Theory Guide, ([1], 2016, Kapitel 4.3.3.1, Seite 50f)

7
Pope, Turbulent Flows, ([63], 2015, Teil II, Seite 333ff)

8
ANSYS, Fluent 17.0 User Guide, ([2], 2016, Kapitel 12.2.1.4, Seite 753)
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In Bezug auf die Vorhersage der Radial- bzw. Tangentialkraft unterscheiden
sich die berechneten Zahlenwerte der verschiedenen Turbulenzmodelle in der
Größenordnung 3.9% bzw. 4.0%. Auffällig ist dabei, dass Modell (i) gene-
rell am deutlichsten abweicht, während die Vorhersagen der Modelle (ii) und
(iii) sich um lediglich 1.5% bzw. 2.8% unterscheiden. In Bezug auf die Re-
chenzeiten der verschiedenen Modelle kann der im Handbuch von ANSYS
Fluent prognostizierte Mehraufwand zur Lösung des Reynoldsspannungs-
modells (iii) nicht festgestellt werden. Die Rechenzeiten der drei Modelle
unterscheiden sich für die betrachteten Testfälle in der Größenordnung von
20%, wobei kein eindeutiger Trend zum Nachteil des Reynoldsspannungsmo-
dells (iii) festgestellt werden kann. Aufgrund der uneindeutigen Ergebnisse
hinsichtlich des Rechenaufwandes und der Empfehlung des Handbuches von
ANSYS Fluent wird das Reynoldsspannungsmodell (iii) zur Verwendung in
den nachfolgenden Untersuchungen ausgewählt.

4.1.3 Randbedingungen

Im Falle der CFD-Rechnungen müssen Randbedingungen an insgesamt 4
Rändern des Rechengebietes vorgegeben werden. Dies sind der Spalteintritt,
der Spaltaustritt sowie Rotor und Stator, vgl. Abbildung 2.4.
Am Spalteintritt bei z = 0 wird ein Geschwindigkeits-Einlass (Engl. „velocity
inlet“) vorgegeben. Diese Randbedingung erfordert die explizite Angabe der
Zahlenwerte für die Komponenten der Strömungsgeschwindigkeit. Im Rah-
men der vorliegenden Arbeit werden sie als homogen über die Einlassfläche
verteilt vorgegeben. Dies realisiert die für das betrachtete Strömungsproblem
definierten Randbedingungen am Spalteintritt, vgl. Gleichung 2.5. Weiter-
hin ist im Falle turbulenter Strömung am Spalteintritt die explizite Angabe
der Zahlenwerte für die Variablen des Turbulenzmodells notwendig. Diese
werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit als Kombination aus Turbulen-
zintensität Tu und hydraulischem Durchmesser D̃h,CFD vorgegeben und von
der Software automatisch in entsprechende Zahlenwerte für die Variablen des
Turbulenzmodells umgerechnet, vgl. das Handbuch von ANSYS Fluent.9 Da
der am Spalteintritt vorgegebene hydraulische Durchmesser und die Turbu-
lenzintensität im Wesentlichen die „Vorgeschichte“ der Strömung stromauf
des Spalteintrittes repräsentieren, müssen beide im Rahmen der generischen
Untersuchung der vorliegenden Arbeit als unbekannt angesehen werden.10

Diesen Unsicherheiten wird daher mithilfe einer Einflussstudie begegnet.
9
ANSYS, Fluent 17.0 User Guide, ([2], 2016, Kapitel 6.3.2.1, Seite >287ff)

10Dies gilt auch für den hydraulischen Durchmesser, da er für die Randbedingung als Län-
genmaßstab turbulenter Strömungsphänomene stromauf des Spalteintrittes dient und
somit nicht mit dem hydraulischen Durchmesser des Ringkanals übereinstimmen muss.
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Im Handbuch von ANSYS Fluent werden Zahlenwerte der Turbulenzintensi-
tät von 1% als niedrig und Zahlenwerte von 10% als hoch beschrieben.11

Die als Randbedingung am Spalteintritt vorgegebene Turbulenzintensität
wird im Rahmen der Einflussstudie in genanntem Intervall in 4 Stufen vari-
iert. Weiterhin wird der als hydraulischer Durchmesser D̃h,CFD eingetragene
Zahlenwert in den 3 Stufen 0.61D̃h, 1.00D̃h und 1.64D̃h variiert, wobei mit
D̃h = 2˜̄h jetzt der hydraulische Durchmesser des Ringkanals selbst bezeichnet
ist. Die Einflussuntersuchungen werden weiterhin bei zwei Durchflusszahlen
φ = 0.31 und 1.3 durchgeführt. Die restlichen geometrischen und strömungs-
mechanischen Betriebsbedingungen entsprechen den in Tabelle 4.1 angegebe-
nen Werten. Aufgrund des hohen Zeitaufwandes einer einzelnen Berechnung
wird die Einflussstudie nicht vollfaktoriell, sondern lediglich für ausgewählte
Kombinationen der variierten Parameter durchgeführt.
Zur Vorgabe als Turbulenzrandbedingungen am Spalteintritt wird die Kom-
bination Tu = 4% für die Turbulenzintensität und D̃h,CFD = D̃h = 2˜̄h für den
hydraulischen Durchmesser ausgewählt. Im Vergleich zu dieser Referenzkon-
figuration weichen die in allen anderen Konfigurationen ermittelten Radial-
bzw. Tangentialkräfte in der Größenordnung 0.5% bzw. 2.0% ab.
Am Spaltaustritt bei z = 1 wird ein Druck-Austritt (Engl. „pressure outlet“)
mit Festlegung des Zahlenwertes 0 für den über die Austrittsfläche gemittel-
ten Druck vorgegeben. Dies realisiert die für das betrachtete Strömungspro-
blem definierte Randbedingung am Spaltaustritt, vgl. Gleichung 2.6. Schließ-
lich werden Stator und Rotor als stehende bzw. rotierende Wand modelliert.
Abschließend sei darauf hingewiesen, dass das in diesem und den vorangegan-
genen Abschnitten beschriebene dreidimensionale CFD-Modell im Rahmen
der vorliegenden Arbeit auch für die Berechnungen von Betriebsfällen mit
koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen genutzt wurde.

4.1.4 Berechnungsablauf und Gesamtunsicherheiten

Ein typischer Berechnungsablauf der CFD-Rechnungen gliedert sich in zwei
Phasen:

1. Nach der Initiierung der Startlösung werden zunächst 500 Iterationen
mit dem realizable-k-ε Turbulenzmodell gerechnet.

2. Die auf diese Art erhaltene Lösung wird als „aufbereitete“ Start-
lösung für anschließende 2000 Iterationen mit dem ausgewählten
Reynoldsstress-BSL Turbulenzmodell verwendet.

11
ANSYS, Fluent 17.0 User Guide, ([2], 2016, Kapitel 6.3.2.1.3, Seite 288)



88 KAPITEL 4. VALIDIERUNG

Die beschriebene Vorgehensweise entspricht den Empfehlungen des Hand-
buches von ANSYS Fluent beim Einsatz von Reynoldsspannungs-
Turbulenzmodellen.12

Nach den beschriebenen insgesamt 2500 Iterationen wird das in der vorlie-
genden Arbeit auch für die CFD-Rechnungen eingesetzte Konvergenzkrite-
rium „weniger als 0.1% Änderung der gesuchten integralen Kenngrößen der
Spaltströmung (Leckage, Reibung und Kräfte) im Verlauf von 100 Iteratio-
nen“ für den Großteil der im Rahmen der Parameterstudien durchgeführten
CFD-Rechnungen erfüllt.
Die Berechnungsdauer einer typischen CFD-Rechnung nach dem beschrie-
benen Berechnungsablauf liegt in der Größenordnung von 5 h für einen Be-
triebspunkt. Aufgrund der hohen Zellenanzahl, der damit verbundenen hohen
Arbeitsspeicheranforderungen sowie der damit ebenfalls verbundenen Mög-
lichkeit zur effizienten Parallelisierung der Berechnungen wurden die CFD-
Rechnungen auf dem Lichtenberg-Hochleistungsrechner an der Technischen
Universität Darmstadt durchgeführt.13

Abschließend werden die Beiträge der einzelnen in den vorherigen Abschnit-
ten beschriebenen Einflussstudien zusammengefasst und aus ihnen eine mit
den CFD-Ergebnissen der vorliegenden Arbeit verbundene Gesamtunsicher-
heit bei der Vorhersage der Spalteigenschaften abgeleitet.
In Tabelle 4.2 sind die Beiträge der einzelnen Einflussstudien in Bezug auf
die Vorhersage der Radial- und Tangentialkräfte Fr und Fϕ als Übersicht
aufgelistet. Zur Ableitung einer Gesamtunsicherheit wird angenommen, dass
die einzelnen Beiträge als Quadratsumme

(δFi)Gesamt :=

√ ∑
Einflüsse

(δFi)
2
Einflüsse (4.1)

aufaddiert werden können. Die auf diese Art ermittelten Gesamtunsicherhei-
ten quantifizieren die Unschärfe der CFD-Ergebnisse, die durch kleine Ver-
änderungen am numerischen Gitter oder den numerischen Einstellungen in
der Software hervorgerufen werden können. Die Gesamtunsicherheiten liegen
im Falle beider Komponenten der Strömungskraft in der Größenordnung 5%
und sind ebenfalls in Tabelle 4.2 eingetragen. Es sei darauf hingewiesen, dass
12

ANSYS, Fluent 17.0 User Guide, ([2], 2016, Kapitel 12.19.4, Seite 812)
13Die CFD-Rechnungen der vorliegenden Arbeit erfolgten typischerweise auf den sog.

„Phase-I“-Knoten des Hochleistungsrechners. Diese verfügen über 2 Prozessoren Intel
Xeon Processor E5-2670 mit je 8 Rechenkernen. Insgesamt wurde für jede Rechnung
damit auf 16 Rechenkerne mit 2.6GHz und insgesamt 64GB RAM zugegriffen. Die ein-
gesetzte Softwareversion war ANSYS Fluent Release 17.0.
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Tabelle 4.2: Einzeleinflüsse und daraus abgeleitete Gesamtunsicherheit.

Einfluss δFr δFϕ

y+-Wert 2.5% 0.5%

Gitterfeinheit 1.2% 0.4%

Turbulenzmodell 3.9% 4.0%

Turbulenzrandbedingungen 0.5% 2.0%

Gesamt 4.8% 4.5%

im Rahmen der vorliegenden Arbeit darauf verzichtet wurde, diese Gesam-
tunsicherheiten als Fehlerbalken in den Diagrammen anzugeben. Der Grund
hierfür ist, dass die Größe der Fehlerbalken in den Diagrammen i. d. R. den
Größen der dargestellten Symbole entsprechen würde.
Im Rahmen der Einflussstudien der vorliegenden Arbeit wurden die Unsicher-
heiten der CFD-Ergebnisse nur in Bezug auf die Strömungskräfte Fr und Fϕ

ermittelt. Eine separate Quantifizierung für die Vorhersage des Reibungs-
und des Leckageverhaltens der Spaltströmung wurde nicht vorgenommen.
Die in Tabelle 4.2 aufgelisteten Zahlenwerte repräsentieren lediglich die Un-
sicherheiten, die mit der Anwendung der CFD-Rechnungen selbst verbunden
sind. In Anhang F werden die CFD-Ergebnisse von Testrechnungen daher
zusätzlich mit experimentellen und empirischen Ergebnissen aus der Litera-
tur verglichen. Über diese Vergleiche konnte sichergestellt werden, dass die
CFD-Rechnungen sowohl in Bezug auf die Vorhersage des Reibungs- und
Leckageverhaltens als auch in Bezug auf die Vorhersage der Strömungskräfte
plausible Ergebnisse liefern. Dies ist selbstverständlich eine Grundvoraus-
setzung für den Einsatz der CFD-Ergebnisse als Referenzergebnisse für die
Validierung des CAPM.

4.2 Vorbereitung der Parameterstudien

Im Folgenden werden vorbereitende Maßnahmen für die Parameterstudien
der vorliegenden Arbeit beschrieben. Zunächst wird die Parametrisierung der
empirischen Modellkonstanten des CAPM vorgestellt. Anschließend wird de-
monstriert, wie mithilfe der Methode der inspektionellen Dimensionsanalyse
die Anzahl der Einflussparameter und damit der Umfang der Parameterstu-
dien ohne Erkenntnisverlust verringert wird.
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4.2.1 Parametrisierung des CAPM

Ziel von Kapitel 4 ist ein Vergleich der Vorhersagen des in Kapitel 3 erar-
beiteten effizienten Berechnungswerkzeuges CAPM sowie der in Kapitel 4.1
beschriebenen CFD-Rechnungen als Referenzmethode. In Kapitel 3.2 wurde
beschrieben, dass das CAPM zur Schließung des beschreibenden Differenti-
algleichungssystems auf empirische Modellierungsansätze für die Geschwin-
digkeitsprofile und Wandschubspannungen zurückgreift. Diese empirischen
Modelle enthalten bisher noch nicht näher betrachtete Modellkonstanten.
Im Falle der Geschwindigkeitsprofile sind dies die Exponenten der Potenz-
gesetze nϕ und nz, vgl. Gleichung 3.12. Im Falle der Wandschubspannungen
sind dies die beiden Konstanten mf und nf der empirischen Formel für die
Fanning-Widerstandszahl von Hirs, vgl. Gleichung 3.23. Um eine aussichts-
reiche Grundlage für den Vergleich der Vorhersagen von CAPM und CFD
zu schaffen, werden die genannten empirischen Modellkonstanten des CAPM
im Folgenden geeignet parametrisiert. Im Fokus der Parametrisierung steht
die Darcy-Weisbach-Widerstandszahl

λ :=
4˜̄hΔp̃

�̃ ˜̄C2
z L̃

(4.2)

als dimensionsloses Maß für die über den Spalt abfallende Druckdifferenz Δp̃
bzw. den im Spalt vorliegenden negativen Druckgradienten.
Die Parametrisierung entspricht einer Optimierung der empirischen Modell-
konstanten des CAPM. Als Optimierungsziel wird eine möglichst gute Über-
einstimmung der mit dem CAPM und den CFD-Rechnungen ermittelten
Verläufe der Widerstandszahl λ über der Durchflusszahl φ für eine Referenz-
konfiguration mit koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen angestrebt.
Dieses Optimierungsziel wurde ausgewählt, (i) da der Widerstandszahlverlauf
bei konzentrischer Rotorausrichtung sehr gut empirisch erforscht ist, (ii) die
Referenzkonfiguration aufgrund der kürzeren Abhängigkeitsliste14 einfacher
zu definieren ist und (iii) der Parametrisierungsvorgang auf diese Art leicht
z. B. auf einen Vergleich von CAPM und experimentellen Ergebnissen über-
tragen werden kann. Eine sehr ähnliche Vorgehensweise zur Parametrisierung
des eingesetzten Wandschubspannungsmodells ist z. B. bei Childs für einen
Bulk-Flow-Ansatz zu finden.15

14Im Vergleich zu einer Referenzkonfiguration mit exzentrisch stehender und/oder geneig-
ter Rotorachse.

15
Childs und Kim, „Analysis and Testing for Rotordynamic Coefficients of Turbulent
Annular Seals With Different, Directionally-Homogeneous Surface-Roughness Treatment
for Rotor and Stator Elements“, ([17], 1985)
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Die geometrischen und strömungsmechanischen Betriebsparameter der be-
trachteten Referenzkonfiguration sowie die als Ergebnis der Parametrisierung
festgelegten empirischen Modellkonstanten des CAPM sind im Folgenden di-
rekt in den Abbildungen angegeben, vgl. Abbildung 4.2. Die für die Modell-
konstanten ermittelten Zahlenwerte stimmen gut mit Werten aus der Litera-
tur überein, vgl. z. B. Reichardt16,17 im Falle von nϕ, Sigloch18 für den Wert
von nz, Yamada19, Hirs20 und Childs21 im Falle von mf und Yamada22 für
den Wert von nf . In Anhang G sind Sensitivitätsanalysen zum quantitativen
Einfluss jeder der vier empirischen Modellkonstanten zu finden.
In Abbildung 4.2 sind die mithilfe des parametrisierten CAPM berechneten
Verläufe von Widerstands- und Reibungszahl λ und μϕ den Ergebnissen der
CFD-Rechnungen gegenübergestellt, vgl. Gleichungen 4.2 und 3.10. Es sei
darauf hingewiesen, dass im Rahmen der vorliegenden Arbeit konsequent die
mit −1 multiplizierten Zahlenwerte −μϕ der Reibungszahl aufgetragen wer-
den. Da die Reibungszahl das vom Fluid auf den Rotor ausgeübte Reibungs-
moment um die z-Achse des zylindrischen Koordinatensystems repräsentiert,
werden auf diese Art negative Zahlenwerte in den Diagrammen vermieden,
vgl. Abbildung 3.1. Alle Aussagen bzgl. des Richtungssinnes von Abweichun-
gen zwischen CAPM- und CFD-Ergebnissen richten sich im Rahmen der
vorliegenden Arbeit nach den in den Diagrammen visuell erkennbaren Rich-
tungen der Abweichung.
Das parametrisierte CAPM gibt den Verlauf von Widerstands- und Reibungs-
zahl im gesamten betrachteten Bereich der Durchflusszahl qualitativ korrekt
wieder. Im Falle der Widerstandszahl λ wurde der mit dem CAPM berechnete
Verlauf im Rahmen der Parametrisierung auf quantitative Übereinstimmung
mit dem über die CFD-Rechnungen ermittelten Verlauf hin optimiert. Die
relativen Abweichungen zwischen CAPM und CFD liegen daher im Mittel
bei +0.1% und maximal bei −9.4% bei φ = 0.14. Im Falle der Reibungs-
16

Reichardt, Gesetzmäßigkeiten der geradlinigen turbulenten Couetteströmung, ([64],
1959)

17
Tsukahara, Kawamura und Shingai, „DNS of Turbulent Couette Flow with Empha-
sis on the Large-Scale Structure in the Core Region“, ([93], 2006, Abbildung 2, Seite 4)

18
Sigloch, Technische Fluidmechanik, ([79], 2008, Tabelle 4.1, Seite 138)

19
Yamada, „Resistance of a Flow through an Annulus with an Inner Rotating Cylinder“,
([97], 1962)

20
Hirs, „A Systematic Study of Turbulent Film Flows“, ([37], 1974)

21
Childs und Kim, „Analysis and Testing for Rotordynamic Coefficients of Turbulent
Annular Seals With Different, Directionally-Homogeneous Surface-Roughness Treatment
for Rotor and Stator Elements“, ([17], 1985)

22
Yamada, „Resistance of a Flow through an Annulus with an Inner Rotating Cylinder“,
([97], 1962)
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Abbildung 4.2: Im Rahmen der Parametrisierung des CAPM optimierte Ver-
läufe der Widerstandszahl λ (oben). Nach abgeschlossener Parametrisierung
verbleibende Abweichungen der Verläufe der Reibungszahl μϕ (unten).

zahl μϕ überschätzen die Berechnungen des CAPM die Ergebnisse der CFD-
Rechnungen betragsmäßig. Die relativen Abweichungen zwischen CAPM und
CFD liegen im Mittel bei +20.8%, maximal bei +26.5% bei φ = 0.14.
In Abbildung 4.3 sind die mithilfe des parametrisierten CAPM berechne-
ten Verläufe von Radial- und Tangentialkraft Fr und Fϕ den Ergebnissen
der CFD-Rechnungen gegenübergestellt. Die Verläufe wurden für eine ex-
emplarisch ausgewählte Exzentrizität berechnet. Die Parametrisierung der
empirischen Modellkonstanten des CAPM wurde von den zuvor beschrie-
benen Betrachtungen bei koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen
übernommen. Es sei darauf hingewiesen, dass im Rahmen der vorliegenden
Arbeit konsequent die mit −1 multiplizierten Zahlenwerte −Fr der Radial-
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Abbildung 4.3: Nach abgeschlossener Parametrisierung verbleibende Abwei-
chungen der Verläufe der Radial- und Tangentialkraft Fr und Fϕ.

kraft aufgetragen werden, um negative Zahlenwerte in den Darstellungen zu
vermeiden. In Erinnerung an die Definition des zylindrischen Koordinaten-
systems sei erwähnt, dass negative Zahlenwerte der Radialkraft Fr < 0 (bzw.
−Fr > 0) eine zentrierende Kraft der Strömung auf den Rotor kennzeich-
nen, vgl. Abbildung 3.1. Wie bei der Reibungszahl richten sich alle Aussagen
bzgl. des Richtungssinnes von Abweichungen zwischen CAPM- und CFD-
Ergebnissen nach den in den Diagrammen visuell erkennbaren Richtungen.
Das parametrisierte Modell gibt den Verlauf von Radial- und Tangentialkraft
im gesamten betrachteten Bereich der Durchflusszahl qualitativ korrekt wie-
der. Im Falle der Radialkraft Fr überschätzen die Berechnungen des CAPM
die Ergebnisse der CFD-Rechnungen betragsmäßig. Die relative Abweichung
zwischen CAPM und CFD liegt bei maximal +125.4% bei φ = 0.14. Diese
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große relative Abweichung kommt auch durch die sehr kleinen Absolutwerte
von Fr ≈ 0.27 im Falle des CAPM und Fr ≈ 0.12 im Falle der CFD-Rechnung
bei φ = 0.14 zustande. Die relativen Abweichungen an allen anderen im Rah-
men der CFD-Rechnungen betrachteten Betriebspunkten liegen im Bereich
unter +34.8%. Unter Berücksichtigung des Extremwertes bei φ = 0.14 liegen
die relativen Abweichungen zwischen CAPM und CFD im Mittel bei +42.7%,
unter Ausschluss des Extremwertes liegen sie im Mittel bei +26.1%. Im Falle
der Tangentialkraft Fϕ liegen die relativen Abweichungen zwischen CAPM
und CFD im Mittel bei −2.9%, maximal bei −16.5% bei φ = 6.0.
Abschließend sei noch einmal ausdrücklich darauf hingewiesen, dass die Pa-
rametrisierung des CAPM im Rahmen der vorliegenden Arbeit nur einmalig
und ausschließlich basierend auf dem in Abbildung 4.2 oben dargestellten Wi-
derstandszahlverlauf durchgeführt wurde. Die in den Abbildungen 4.2 und
4.3 dargestellten Ergebnisse sind somit als verbleibende Abweichungen nach
erfolgter Parametrisierung anzusehen. Diese verbleibenden Abweichungen re-
präsentieren ein Maß für die Genauigkeit der Übereinstimmung von CAPM-
und CFD-Ergebnissen, die im Rahmen der Parameterstudien in Kapitel 4.3
überhaupt erreicht werden kann.

4.2.2 Inspektionelle Dimensionsanalysen

Die Parameterstudien der vorliegenden Arbeit unterteilen sich in zwei große
Abschnitte: Einerseits werden die Leckage- und Reibungseigenschaften von
Spaltströmungen mit koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen ermit-
telt. Andererseits werden die Strömungskräfte auf den Rotor für Spaltströ-
mungskonfigurationen mit exzentrisch und/oder geneigt stehender Rotorach-
se ermittelt. Beide Aufgabenstellungen unterscheiden sich hinsichtlich der
beschreibenden Gleichungen und damit auch bzgl. der Anzahl der Einfluss-
parameter.
Ziel dieses Unterkapitels ist die Ermittlung „minimaler“ Abhängigkeitslisten
- d. h. Abhängigkeitslisten mit möglichst wenigen Einflussparametern - für
die integralen Größen

1. Widerstandszahl λ und Reibungszahl μϕ von Spaltströmungen mit ko-
axial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen sowie

2. Radialkraft Fr und Tangentialkraft Fϕ von Spaltströmungskonfigura-
tionen mit exzentrisch und/oder geneigt stehender Rotorachse.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird für diese Parameterreduktionen das
Verfahren der inspektionellen Dimensionsanalyse eingesetzt. Mithilfe dieser
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analytischen Methode wird im vorliegenden Unterkapitel damit eine direkte
Antwort auf die in Kapitel 1.1 formulierte Forschungsfrage (ii) der vorliegen-
den Arbeit erarbeitet. Die prinzipielle Vorgehensweise bei der Durchführung
einer derartigen Analyse wird im Folgenden erläutert.
Die inspektionelle Dimensionsanalyse geht von den beschreibenden Gleichun-
gen der betrachteten Problemstellung aus. Für den Einsatz der Methode ist
ein spezieller Stil der Entdimensionierung der Gleichungen, bei dem sämtliche
Größenordnungsverhältnisse in die aus dimensionslosen Produkten zusam-
mengesetzten Vorfaktoren der einzelnen Terme ausgelagert werden, Grund-
voraussetzung. In Bezug auf die beschreibenden Gleichungen der vorliegen-
den Arbeit wurde diese Form der Entdimensionierung in Kapitel 3.1 be-
schrieben und umgesetzt. Werden die Vorfaktoren anschließend geschickt
umsortiert und/oder umdefiniert, so kann der entstehenden Form eventuell
eine geringere Anzahl23 aus dimensionslosen Produkten zusammengesetzter
Einflussparameter entnommen werden.24 Dabei müssen die beschreibenden
Gleichungen selbst sowie alle die Problemstellung vervollständigenden Ne-
bengleichungen und Randbedingungen berücksichtigt werden.
Die inspektionelle Dimensionsanalyse ist somit als Ergänzung zur gewöhn-
lichen, rein auf den in der Problemstellung beteiligten Basisgrößen aufbau-
enden, Dimensionsanalyse zu verstehen, vgl. Kapitel 2.2.3. Die Möglichkeit
zur eventuell weiterführenden Parameterreduktion im Vergleich zur gewöhnli-
chen Dimensionsanalyse resultiert aus dem erweiterten einbezogenen Wissen
über die betrachtete Problemstellung in Form der mathematischen Zusam-
menhänge. Leider beinhaltet die ohnehin schon geringe Anzahl von Quellen
zum Themengebiet der Dimensionsanalyse in der Literatur nur wenige Arbei-
ten, die sich der inspektionellen Dimensionsanalyse annehmen. Diesbezüglich
wird auf die Werke von Ruark25 und Spurk26 verwiesen.
In Bezug auf die vorliegende Arbeit beinhaltet die Anwendung der inspektio-
nellen Dimensionsanalyse auf die beschreibenden Gleichungen 3.6 insbeson-
dere die Aufgabe, den bisher noch nicht näher definierten Bezugswert ˜̄p bzw.
p̄ für das Druckfeld mit geeigneter physikalischer Bedeutung zu belegen. Dies
muss problemspezifisch geschehen und wird im Folgenden gemeinsam mit der
Ermittlung der minimalen Abhängigkeitsliste zunächst für die oben definierte
Aufgabenstellung 1. und anschließend für Aufgabenstellung 2. vorgestellt.
23Im Vergleich zur ursprünglichen Form.
24Die inspektionelle Dimensionsanalyse bietet hierfür jedoch keine Garantie.
25

Ruark, „Inspectional Analysis: A Method which Supplements Dimensional Analysis“,
([66], 1935)

26
Spurk, Dimensionsanalyse in der Strömungslehre, ([84], 1992,
Kapitel 5.1.2, Seite 1108ff)
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Parameterreduktion für die Leckage- und Reibungsstudien

Die inspektionelle Dimensionsanalyse geht im Falle der Aufgabenstellung 1.
von der rotationssymmetrischen Variante der beschreibenden Gleichungen 3.6

∂
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aus. In den Parameterstudien zu den Spaltströmungskonfigurationen mit ko-
axial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen sollen u. a. die Leckageeigen-
schaften untersucht werden. Aus diesem Grund bietet es sich an, die über
den Spalt abfallende Druckdifferenz als Referenzdruck zu nutzen

˜̄p := Δp̃. (4.4)

Weiterhin ist es zur Untersuchung des Leckageverhaltens im Sinne von Auf-
gabenstellung 1. notwendig, die Widerstandszahl λ gemäß ihrer Definition 4.2
in das Problem einzuführen. Die Reibungszahl μϕ hingegen ist bereits in den
beschreibenden Gleichungen 4.3 enthalten. Durch Gleichsetzen von ˜̄p in der
Vorschrift zur Entdimensionierung des Referenzdruckes

p̄ :=
2˜̄p

�̃Ω̃2R̃2
(4.5)

und Δp̃ in der Definition der Widerstandszahl entsteht der Zusammenhang

p̄ =
λ

2
φ2L

ψ
. (4.6)
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Einsetzen dieses Zusammenhanges in die Ausgangsgleichungen 4.3 und um-
stellen der Vorfaktoren aller Terme führt auf

∂

∂z
h

1∫
0

cz dy = 0, (4.7a)

ψ

L

∂

∂z
h

1∫
0

wϕcz dy =
1

2φ
p̄μϕ τyϕ|10︸ ︷︷ ︸
O
(
mfRe

−nf
ϕ

)
, (4.7b)

ψ

L

∂

∂z
h

1∫
0

c2z dy = −λ

4
h
∂p

∂z
+

1

2φ2
p̄μz τyz|10︸ ︷︷ ︸

O
(
φmfRe

−nf
ϕ

)
. (4.7c)

Dabei wurden die Referenzdrücke p̄ bei den Wandschubspannungstermen
nicht ersetzt, da sie zur Definition des Wandschubspannungsmodells mitge-
nutzt werden, vgl. Gleichungen 3.27. Die angegebenen Größenordnungen der
Wandschubspannungsterme entstammen den Gleichungen 3.28 hergeleitet.
Den Größenordnungsverhältnissen der Gleichungen in dieser Form kann ent-
nommen werden, dass die Geometrieparameter ψ und L nicht mehr einzeln
auftreten, sondern das Problem nur noch in der im Folgenden als Schlank-
heitsgrad bezeichneten Kombination ψ/L beeinflussen. Des Weiteren enthal-
ten die Gleichungen noch die Durchflusszahl φ sowie die gemäß Aufgabenstel-
lung 1. gesuchten integralen Größen λ und μϕ. Die zweite Reibungszahl μz

ist ebenfalls eine Ergebnisgröße, ihre technische Bedeutung ist jedoch gering,
weshalb sie im Folgenden nicht weiter betrachtet wird, vgl. Kapitel 3.1.4. Fer-
ner bleiben durch das Wandschubspannungsmodell 3.27 und die Geschwin-
digkeitsrandbedingung 2.5a auch die Reynoldszahl Reϕ und der Vordrall Γ
als Einflussgrößen im Problem enthalten.
Die Abhängigkeitsliste für die Widerstands- und Reibungszahl lautet somit

λ, μϕ = fn

(
ψ

L
, φ,Reϕ,Γ

)
. (4.8)

Im Vergleich zu der aus der gewöhnlichen Dimensionsanalyse von Kapi-
tel 2.2.3 resultierenden Abhängigkeitsliste 2.7 für den rotationssymmetri-
schen Fall27 konnte die Anzahl der Einflussparameter mithilfe der inspektio-
nellen Dimensionsanalyse von 5 auf 4 verringert werden. Dies reduziert den

27ε, γ und ω sind dann bedeutungslos.
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Aufwand für Parameterstudien zu den Leckage- und Reibungseigenschaften
von Spaltströmungen bei koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen er-
heblich.

Parameterreduktion für die Studien der Strömungskräfte

Im Falle der Aufgabenstellung 2. geht die inspektionelle Dimensionsanalyse
von der in den Gleichungen 3.6 angegebenen zweidimensionalen Form der
beschreibenden Gleichungen aus. Zunächst stellt sich erneut die Frage nach
einer sinnvollen Belegung des Referenzdruckes ˜̄p mit physikalischer Bedeu-
tung. In Anlehnung an die Definition der Sommerfeldzahl

So :=
ψ2 ˜̄p

η̃Ω̃
(4.9)

in der hydrodynamischen Schmierfilmtheorie erscheint es zweckmäßig, den
Referenzdruck als mittleren tragenden Druck im Spalt aufzufassen, vgl.
Spurk.28 Im Falle eines Gleitlagers entspricht dieser „mittlere Lagerdruck“
gerade der das Gleitlager statisch belastenden äußeren Kraft bezogen auf ei-
ne Referenzfläche. Im Falle eines Dichtspaltes ist diese Interpretation jedoch
nicht besonders aussagekräftig, da hier i. d. R. keine belastende äußere Kraft
im Voraus angegeben werden kann.
Wir stellen fest, dass die belastende äußere Kraft aufgrund der Kräftebilanz
an der Welle jedoch gerade der aus Radial- und Tangentialkraft gebildeten
resultierenden Gesamtkraft

F̃res =
√
F̃ 2
r + F̃ 2

ϕ bzw. Fres =
√
F 2
r + F 2

ϕ (4.10)

der Strömung auf die Welle entsprechen muss, vgl. Abbildung 2.2. Wird der
mittlere tragende Druck im Spalt mithilfe dieser resultierenden Kraft gebildet

˜̄p :=
F̃res

L̃R̃
, (4.11)

so liegt eine Definition vor, die sowohl im Falle von Gleitlager- als auch im
Falle von Dichtspaltanwendungen sinnvoll eingesetzt werden kann. Weiterhin
kann man feststellen, dass die dimensionslose Form des mittleren tragenden
Druckes durch Definition 4.11

p̄ :=
2˜̄p

�̃Ω̃2R̃2
=

2F̃res

�̃Ω̃2R̃2L̃R̃
=: Fres (4.12)

28
Spurk, Dimensionsanalyse in der Strömungslehre, ([84], 1992)
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gerade der analog zu den Gleichungen 3.52 entdimensionierten resultierenden
Kraft entspricht. Einführung der dimensionslosen resultierenden Kraft in die
beschreibenden Gleichungen 3.6 führt auf

∂

∂ϕ
h

1∫
0

wϕ dy +
φ

L

∂

∂z
h

1∫
0

cz dy = 0, (4.13a)

∂

∂ϕ
h

1∫
0

w2
ϕ dy +

φ

L

∂

∂z
h

1∫
0

wϕcz dy = −Fres

2
h
∂p

∂ϕ
+

1

2ψ
p̄μϕ τyϕ|10︸ ︷︷ ︸
O
(
mfRe

−nf
ϕ

)
, (4.13b)

φ
∂

∂ϕ
h

1∫
0

wϕcz dy +
φ2

L

∂

∂z
h

1∫
0

c2z dy = −Fres

2L
h
∂p

∂z
+

1

2ψ
p̄μz τyz|10︸ ︷︷ ︸

O
(
φmfRe

−nf
ϕ

)
. (4.13c)

Den Größenordnungsverhältnissen der Gleichungen in dieser Form können
die Spaltlänge L und die Durchflusszahl φ direkt als Einflussparameter ent-
nommen werden. Bemerkenswert ist, dass das relative Spaltspiel ψ und die
Reynoldszahl Reϕ ausschließlich in den Wandschubspannungstermen auftau-
chen. Dies motiviert dazu, beide Größen unter Beachtung der funktionalen
Zusammenhänge der Gleichungen 3.27 zu einer modifizierten Reynoldszahl

Re∗ϕ := ψRenf
ϕ (4.14)

zusammenzufassen. Es sei darauf hingewiesen, dass die modifizierte
Reynoldszahl im Falle laminarer Strömung, d. h. nf = 1, genau dem dimensi-
onslosen Produkt ψReϕ entspricht. Dieses wurde in Kapitel 2.3 mehrfach
zur Diskussion der Relevanz von Reibungs- und konvektiven Termen für
die Spaltströmung herangezogen. Man erkennt leicht, dass die modifizierte
Reynoldszahl Re∗ϕ als „Verallgemeinerung“ des Produktes ψReϕ auch in Be-
zug auf die beschreibenden Gleichungen 4.13 der allgemeinen Spaltströmung
genau diese Aufgabe übernimmt.29 Weiterhin sind durch die Geschwindig-
keitsrandbedingung 2.5a, die Spalthöhenfunktion 3.7 und die Definition 3.8
der relativen Umfangsgeschwindigkeit auch der Vordrall Γ sowie die Exzen-
trizität ε, der Neigungswinkel γ und die Orbitfrequenz ω als Einflussgrößen
im Problem enthalten.
Die Abhängigkeitsliste für die Radial- und Tangentialkraft lautet somit

Fr, Fϕ = fn

(
L, φ,Re∗ϕ,Γ , ε, γ, ω

)
. (4.15)

29Der Zahlenwert von nf ist jeweils passend zum betrachteten Reibungsregime lami-
nar/hydraulisch glatt/hydraulisch rau zu wählen!
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Im Vergleich zu der aus der gewöhnlichen Dimensionsanalyse von Kapi-
tel 2.2.3 resultierenden Abhängigkeitsliste 2.7 konnte die Anzahl der Einfluss-
parameter mithilfe der inspektionellen Dimensionsanalyse von 8 auf 7 verrin-
gert werden. Dies reduziert den Aufwand für Parameterstudien zu den Strö-
mungskräften bei Spaltströmungskonfigurationen mit exzentrisch und/oder
geneigt stehender Rotorachse erheblich.
Abschließend soll noch die Frage geklärt werden, ob die Einführung der Som-
merfeldzahl aus Gleichung 4.9 vorteilhaft für allgemeine Spaltströmungen
ist. Im Rahmen der hydrodynamischen Schmierfilmtheorie kann diese Größe
mithilfe einer inspektionellen Dimensionsanalyse aus der Reynoldsschen Dif-
ferentialgleichung 2.10 gewonnen werden. In Bezug auf die Berechnung kon-
ventioneller Gleitlager hat die Sommerfeldzahl enorme Bedeutung erlangt.
Mit ihrer Hilfe können die relevanten Zusammenhänge in laminar betrie-
benen, hydrodynamischen, vollumschlossenen Gleitlagern basierend auf le-
diglich zwei Einflussgrößen (Exzentrizität ε und Lagerbreite L) beschrieben
werden, vgl. Spurk.30

Werden in der Definition 4.5 des dimensionslosen Referenzdruckes, welcher
im Rahmen von Aufgabenstellung 2. als mittlerer Lagerdruck interpretiert
wird, Zähler und Nenner jeweils mit ψ˜̄hν̃ erweitert, so lässt sich daraus

p̄ =
2So

ψReϕ
(4.16)

gewinnen. Einführung dieses Zusammenhangs in die beschreibenden Glei-
chungen31 lässt erkennen, dass durch die Einführung der Sommerfeldzahl nun
sowohl das Produkt ψReϕ als auch die modifizierte Reynoldszahl ψRenf

ϕ die
Größenordnungsverhältnisse in den Gleichungen bestimmen. Damit müssen
zur eindeutigen Definition der Problemstellung die Werte von ψ und Reϕ ein-
zeln vorgegeben werden und die Abhängigkeitsliste 4.15 erweitert sich wieder
auf 8 Einflussparameter. Die Einführung der Sommerfeldzahl, zumindest in
der Form von Gleichung 4.9, in der sie bei laminaren Gleitlagern eingesetzt
wird, bringt in Bezug auf allgemeine Spaltströmungen also keinen Vorteil.
Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass im Sonderfall laminarer Strömung
das Produkt ψReϕ und die modifizierte Reynoldszahl Re∗ϕ = ψRenf

ϕ identisch
sind, da dann nf = 1 gilt. Vergleiche hierzu auch die Ausdrücke für die
Wandschubspannungsterme im Falle laminarer Spaltströmung in Anhang D.
Letztendlich liefern die theoretischen Betrachtungen dieses Kapitels damit

30
Spurk, Dimensionsanalyse in der Strömungslehre, ([84], 1992, Kapitel 5.1.2, Seite 108ff)

31Dazu muss wegen der Identität 4.12 in den Gleichungen 4.13 lediglich Fres = 2So/ψReϕ
ersetzt werden.
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eine Erklärung für die Tatsache, dass die Sommerfeldzahl in der Literatur in
Bezug auf laminare Spaltströmungen eine so enorme Bedeutung gewonnen
hat, während sie in Bezug auf turbulente Spaltströmungen praktisch keinerlei
Erwähnung findet.

4.3 Ergebnisse der Parameterstudien

Im Folgenden werden die Ergebnisse von zwei verschiedenen Berechnungsme-
thoden präsentiert und miteinander verglichen. Auf der einen Seite handelt
es sich dabei um das in Kapitel 3 beschriebene und im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit implementierte effiziente Berechnungswerkzeug CAPM. Auf der
anderen Seite wurden die in Kapitel 4.1 beschriebenen CFD-Berechnungen
zur Generierung der Referenzergebnisse eingesetzt. Die beiden Berechnungs-
methoden werden jeweils in zwei Parameterstudien eingesetzt.
Der minimal erforderliche Parameterraum für die Untersuchungen zu den
Leckage- und Reibungseigenschaften von Spaltströmungen bei koaxial aus-
gerichteter Rotor- und Statorachse wurde in Kapitel 4.2.2 mithilfe einer in-
spektionellen Dimensionsanalyse erarbeitet. Ergebnis dieser Analyse ist die
Abhängigkeitsliste 4.8 für die Widerstands- und die Reibungszahl λ und μϕ.
Analog wurde die minimale Abhängigkeitsliste 4.15 für die Untersuchung
der Radial- und Tangentialkraft Fr und Fϕ der Strömung auf den Rotor bei
exzentrisch und/oder geneigt stehender Rotorachse ermittelt.
Untersuchungsziele der Parameterstudien sind insbesondere

1. das Studium der Auswirkungen variierender Einflussparameter sowie

2. der Vergleich der Ergebnisse von CAPM und CFD in Bezug auf

(a) die absoluten Vorhersagen bei gegebenen Einflussparametern und

(b) die relativen Auswirkungen bei Variation der Einflussparameter.

Somit liegt der Fokus der Parameterstudien auf der Gewinnung qualitativer
Erkenntnisse bzgl. des Einflusses der verschiedenen Parameter sowie quanti-
tativer Erkenntnisse in Bezug auf die Validierung des CAPM. Mithilfe der
Parameterstudien wird damit eine direkte Antwort auf die in Kapitel 1.1
formulierte Forschungsfrage (iii) der vorliegenden Arbeit erarbeitet.
Im Rahmen der Parameterstudien dieser Arbeit ist es nicht möglich, die
große Anzahl an Einflussparametern vollfaktoriell zu untersuchen. Dies wür-
de bspw. im Falle der Parameterstudie zu den Strömungskräften bei lediglich
3-stufiger Variation jedes Einflussparameters bereits die Untersuchung von
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37 ≈ 2200 verschiedenen Betriebsbedingungen erfordern, vgl. Abhängigkeits-
liste 4.15. Dieser Umfang ist angesichts der typischen CFD-Rechenzeiten von
ca. 5 h pro Betriebspunkt nicht zu bewältigen. Aus diesem Grund zielt die
Versuchsplanung dieser Arbeit darauf ab, die Parameterstudien auf möglichst
aussagekräftige Einflussstudien zu den verschiedenen Einflussparametern zu
beschränken. Auf diese Art werden grundlegende Einblicke in die physikali-
schen Zusammenhänge sowie die Leistungsfähigkeit des CAPM ermöglicht.
Der betriebene Aufwand bleibt dennoch enorm: Im Rahmen der nachfolgend
vorgestellten Parameterstudien zu den Leckage- und Reibungseigenschaften
bei koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen wurden insgesamt rund
250 Betriebspunkte mit dem CAPM und 100 Betriebspunkte mithilfe der
CFD-Rechnungen untersucht. Für die in Kapitel 4.3.2 präsentierten Parame-
terstudien in Bezug auf die Strömungskräfte bei exzentrisch und/oder geneigt
stehender Rotorachse wurden insgesamt rund 700 Betriebspunkte mit dem
CAPM und 180 Betriebspunkte mithilfe der CFD-Rechnungen untersucht.

4.3.1 Leckage- und Reibungseigenschaften

Zunächst werden die Untersuchungsergebnisse in Bezug auf die Leckage- und
Reibungseigenschaften bei koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen
vorgestellt. Zur Erarbeitung der Ergebnisse werden die rotationssymmetri-
sche Implementierung des CAPM sowie das CFD-Modell mit vorgegebener
Exzentrizität und Neigung ε = γ = 0 eingesetzt. Zur einfacheren Orientie-
rung wird die Abhängigkeitsliste für die Widerstands- und Reibungszahl

λ, μϕ = fn

(
ψ

L
, φ,Reϕ,Γ

)
(4.17)

noch einmal wiederholt, vgl. Gleichung 4.8. Weiterhin sind die verschiede-
nen Einflussparameter in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Als wichtige Ver-
gleichsgrößen zur Relativierung der ermittelten Abweichungen zwischen den
Ergebnissen des CAPM und denen der CFD-Rechnungen seien die in Kapi-
tel 4.2.1 festgestellten mittleren verbleibenden Abweichungen nach erfolgter
Parametrisierung

δλ ≈ +0.1% und δμϕ ≈ +20.8% (4.18)

ins Gedächtnis gerufen. Aus didaktischen Gründen weicht die Reihenfolge
der Ergebnisdarstellung von der Reihenfolge der Einträge in der Abhängig-
keitsliste 4.17 ab.
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Abbildung 4.4: Einflussparameter für die Leckage- und Reibungsstudien.

Einfluss der Reynoldszahl Reϕ

In Tabelle 4.3 und Abbildung 4.5 sind die Ergebnisse der Parameterstudie
hinsichtlich des Einflusses der Reynoldszahl Reϕ dargestellt. Bevor die Ergeb-
nisse bzgl. ihrer inhaltlichen Aussagen analysiert werden, wird im Folgenden
zunächst die in der vorliegenden Arbeit eingesetzte Art der Ergebnisdarstel-
lung erläutert.
Die Ergebnisdarstellungen umfassen jeweils zwei Diagramme mit den auf-
getragenen Verläufen der gesuchten integralen Größen - in diesem Fall al-
so Widerstands- und Reibungszahl λ und μϕ - sowie eine Tabelle mit der
zugehörigen quantitativen Auswertung der Ergebnisse. Zusammengehörige
Abbildungen und Tabellen sind konsequent auf einer Seite dargestellt.
Den in den Diagrammen als Linien dargestellten Ergebnissen des CAPM
liegen jeweils 18 in der logarithmischen Darstellung äquidistant über den
betrachteten Bereich der Durchflusszahl φ verteilte Stützstellen zugrunde.
Die Ergebnisse der CFD-Rechnungen sind als Symbole dargestellt. Die in
Bezug auf eine Ergebnisdarstellung festgehaltenen Einflussparameter sind in
den Diagrammen angegeben.
In den Tabellen sind quantitative Auswertungen der in den Abbildungen
dargestellten Verläufe angegeben. In den Zeilen mit vorangestelltem

Δrel :=
1

NCFD

NCFD∑
j=1

�̄j,CAPM −�j,CFD

�j,CFD

(4.19)

sind die über alle NCFD Stützstellen der CFD-Rechnungen gemittelten, je-
weils auf den Zahlenwert der CFD-Rechnung �j,CFD bezogenen relativen
Abweichung zwischen CAPM- und CFD-Ergebnissen angegeben. Die Zah-
lenwerte des CAPM �̄j,CAPM wurden dabei an den Stützstellen der CFD-
Rechnungen linear interpoliert.
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Die Werte Δrel sind in der Tabelle lediglich in den Spalten eingetragen, die
explizit den verschiedenen untersuchten Reynoldszahlen zugeordnet sind. Die
Zahlenwerte Δrel quantifizieren dementsprechend die Untersuchungsergebnis-
se hinsichtlich des formulierten Untersuchungszieles 2.(a) „Vergleich der Er-
gebnisse von CAPM und CFD in Bezug auf die absoluten Vorhersagen bei
gegebenen Einflussparametern“.
Die in den Zeilen mit vorangestelltem CAPM oder CFD eingetragenen Werte
sind hingegen ausschließlich den mit Pfeilen in der Kopfzeile gekennzeichne-
ten Tabellenspalten zwischen zwei Reynoldszahlen zugeordnet. Diese Zahlen-
werte repräsentieren den über alle NCFD Stützstellen der CFD-Rechnungen
gemittelten Einfluss bspw. einer Erhöhung der Reynoldszahl von 5350 auf
7200 im Falle der mit dem Pfeil nach rechts (→) gekennzeichneten Spalte.
Die relativen Auswirkungen sind dabei jeweils auf die Werte bei der mittle-
ren Reynoldszahl 5350 bezogen. Als Formel ausgedrückt ergeben sich diese
Eintragungen bspw. gemäß

1

NCFD

NCFD∑
j=1

�j,Reϕ=7200 −�j,Reϕ=5350

�j,Reϕ=5350

. (4.20)

Bei der Auswertung der CAPM-Ergebnisse wurden diese erneut zunächst an
den Stützstellen der CFD-Rechnungen linear interpoliert. Aus diesem Grund
gilt die Summation in Ausdruck 4.20 auch für die Auswertung der CAPM-
Ergebnisse. Die Eintragungen in den Zeilen mit vorangestelltem CAPM und
CFD quantifizieren dementsprechend die Untersuchungsergebnisse hinsicht-
lich des formulierten Untersuchungszieles 2.(b) „Vergleich der Ergebnisse von
CAPM und CFD in Bezug auf die relativen Auswirkungen bei Variation der
Einflussparameter“. Bei dieser Auswertung werden die Berechnungsmetho-
den getrennt betrachtet. Entsprechend muss der Vergleich beider Methoden
durch Vergleich der in einer Spalte übereinander stehenden Werte erfolgen.
Schließlich wird von der Erläuterung der Ergebnisdarstellung zur Erläuterung
der Ergebnisse in Bezug auf den Einfluss der Reynoldszahl Reϕ gewechselt,
vgl. Tabelle 4.3 und Abbildung 4.5. Im Falle der Widerstandszahl λ stim-
men die mit CAPM und CFD ermittelten Verläufe gut überein. Die mitt-
leren relativen Abweichungen zwischen den CAPM- und CFD-Ergebnissen
sind leicht größer als die Abweichungen, die in Kapitel 4.2.1 als verbleibende
Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung festgestellt wurden, vgl. Glei-
chung 4.18. Die maximale relative Abweichung zwischen CAPM und CFD
beträgt −17.0% bei Reϕ = 3500 und φ = 0.11. Der Einfluss der Reynolds-
zahl auf die Widerstandszahl wird von beiden Berechnungsmethoden qualita-
tiv übereinstimmend für den gesamten Durchflusszahlbereich vorhergesagt.
Die qualitative Auswirkung der Reynoldszahländerungen ist plausibel, da die
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Tabelle 4.3: Mittlere Abweichungen und Einfluss der Reynoldszahl Reϕ. Ver-
gleiche Abbildung 4.5 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

Reϕ

3500 ← 5350 → 7200

Δrel −4.2% +0.4% +1.2%

λ CAPM +10.7% −6.9%
CFD +21.3% −3.9%
Δrel +29.6% +21.9% +19.6%

−μϕ CAPM 0.0% 0.0%

CFD −6.7% +7.6%
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Abbildung 4.5: Einfluss der Reynoldszahl Reϕ.
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Reynoldszahl bzw. ihr Kehrwert ein Maß für die Relevanz von Reibung im
betrachteten Strömungsproblem repräsentiert. Eine Reynoldszahlerhöhung
führt dementsprechend zu einer Verringerung der festgestellten Druckverlus-
te infolge Reibung und bewirkt somit ein Absenken des Verlaufes der Wider-
standszahl. Das CAPM überschätzt im Vergleich zu den CFD-Rechnungen
den Einfluss einer Erhöhung der Reynoldszahl leicht, während der Einfluss
einer Verringerung der Reynoldszahl gegenüber den CFD-Rechnungen unter-
schätzt wird.
Im Falle der Reibungszahl μϕ liegen die relativen Abweichungen zwischen
CAPM und CFD im Mittel über alle untersuchten Reynoldszahlen bei
+23.7%. Damit sind sie nur leicht größer als die festgestellten verbleibenden
Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl. Gleichung 4.18. Die ma-
ximale relative Abweichung zwischen CAPM- und CFD-Ergebnissen beträgt
+37.3% und liegt bei Reϕ = 3500 und φ = 0.21 vor. Es kann nur ein gerin-
ger Einfluss der Reynoldszahl auf den Verlauf der Reibungszahl festgestellt
werden. Dies ist plausibel, da die Relevanz von Reibungsvorgängen gleich-
zeitig das Reibmoment der Flüssigkeit auf den Rotor und die im Nenner der
Reibungszahl stehende Druckdifferenz über den Spalt beeinflusst, vgl. Glei-
chungen 3.10 und 4.4. Das CAPM unterschätzt den Einfluss der Reynoldszahl
jedoch im Vergleich zu den CFD-Rechnungen: Durch das CAPM wird kein
Einfluss vorhergesagt, wohingegen der von den CFD-Rechnungen vorherge-
sagte Einfluss rund ±7.2% beträgt.

Einfluss des Vordralls Γ

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Parameterstudie in Bezug auf den
Einfluss des Vordralls Γ vorgestellt. Der Vordrall wird als Randbedingung
für die Umfangsgeschwindigkeit am Eintritt des Ringspaltes vorgegeben. Je
nach vorgegebenem Zahlenwert kann die Umfangsgeschwindigkeit im Ein-
trittsbereich somit deutlich von dem weit stromab erreichten, voll ausgebil-
deten Couette-Profil mit dem Geschwindigkeitswert wϕ(y = 1/2) = 1/2 auf
halber Kanalhöhe abweichen. Wie weit stromab dieses eingelaufene Profil der
Umfangsgeschwindigkeit erreicht wird, wird vom Schlankheitsgrad ψ/L mit-
bestimmt. Aus diesem Grund werden die Untersuchungen zum Einfluss des
Vordralls für einen schlanken und einen breiten Kanal durchgeführt.
In Tabelle 4.4 und Abbildung 4.6 sind zunächst die Ergebnisse der Parame-
terstudie hinsichtlich des Einflusses des Vordralls Γ für den schlanken Kanal
ψ/L = 0.004 dargestellt. In Bezug auf die Widerstandszahl λ stimmen die
mithilfe des CAPM und der CFD-Rechnungen berechneten Ergebnisse sehr
gut überein. Die mittleren relativen Abweichungen zwischen den CAPM-
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Tabelle 4.4: Mittlere Abweichungen und Einfluss des Vordralls Γ im schlanken
Kanal. Vergleiche Abbildung 4.6 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

Γ

0 ← 0.5 → 1

Δrel +0.1% +0.4% −0.1%
λ CAPM +0.4% +0.4%

CFD +0.7% +0.9%

Δrel +11.6% +21.9% +51.9%

−μϕ CAPM +34.8% −31.3%
CFD +47.6% −42.8%
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Abbildung 4.6: Einfluss des Vordralls Γ im schlanken Kanal.



108 KAPITEL 4. VALIDIERUNG

und CFD-Ergebnissen entsprechen den Abweichungen, die als verbleiben-
de Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung festgestellt wurden, vgl.
Gleichung 4.18. Die maximale relative Abweichung zwischen CAPM- und
CFD-Vorhersage beträgt −10.5% bei Γ = 0 und φ = 0.14. Der Einfluss des
Vordralls auf die Widerstandszahl wird durch beide Berechnungsmethoden
übereinstimmend als klein vorhergesagt.
Im Falle der Reibungszahl μϕ liegen die relativen Abweichungen zwischen
den CAPM- und CFD-Ergebnissen im Mittel über alle betrachteten Werte
des Vordralls bei +28.5%. Damit sind sie etwas größer als die festgestell-
ten verbleibenden Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl. Glei-
chung 4.18. Die maximale relative Abweichung zwischen CAPM- und CFD-
Vorhersage beträgt +64.6% bei Γ = 1 und φ = 1.3. In Bezug auf die Rei-
bungszahl kann ein Einfluss des Vordralls beobachtet werden. Dies ist plau-
sibel, da im Falle Γ < 0.5 das Fluid im Mittel über den gesamten Ringspalt
beschleunigt werden muss, um stromab auf das Couette-Profil einzulaufen.
Dafür ist zusätzliches Antriebsmoment notwendig, während die Druckdiffe-
renz über den Spalt davon unbeeinflusst bleibt. In der Konsequenz steigt
der Zahlenwert der Reibungszahl betragsmäßig. Im Falle Γ > 0.5 wird das
Fluid hingegen im Mittel über den Ringspalt verzögert, um das Couette-Profil
stromab zu erreichen, daher sinkt die Reibungszahl betragsmäßig. Der Ein-
fluss des Vordralls wird von beiden Berechnungsmethoden qualitativ überein-
stimmend vorhergesagt. Das CAPM unterschätzt den Einfluss des Vordralls
jedoch um rund ±12%-Punkte im Vergleich zu den CFD-Rechnungen. Ab-
schließend sei darauf hingewiesen, dass es an der logarithmischen Darstellung
liegt, dass der Einfluss der Änderung von Γ = 0.5 auf 1 bei großen Durch-
flusszahlen schwerwiegender erscheint als der der Änderung von Γ = 0.5 auf
0. Die Einflüsse sind bei den Änderungen in beide Richtungen betragsmä-
ßig genau gleich: ±55% bei den Vorhersagen des CAPM und ±65% bei den
Ergebnissen der CFD-Rechnungen für φ = 6.
In Tabelle 4.5 und Abbildung 4.7 sind die Ergebnisse der Parameterstudie
hinsichtlich des Einflusses des Vordralls Γ für den breiten Kanal ψ/L = 0.028
dargestellt. In Bezug auf die Widerstandszahl λ unterschätzen die Ergeb-
nisse des CAPM die mithilfe der CFD-Rechnungen vorhergesagten Verläu-
fe im Mittel. Die mittleren relativen Abweichungen zwischen den CAPM-
und CFD-Ergebnissen sind größer als die Abweichungen, die als verbleiben-
de Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung festgestellt wurden, vgl.
Gleichung 4.18. Die maximale relative Abweichung zwischen den CAPM-
und den CFD-Ergebnissen beträgt −20.0% bei Γ = 0 und φ = 0.14. Der
Einfluss des Vordralls auf die Widerstandszahl wird von beiden Berechnungs-
methoden übereinstimmend für den gesamten Durchflusszahlbereich als klein
vorhergesagt.
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Tabelle 4.5: Mittlere Abweichungen und Einfluss des Vordralls Γ im breiten
Kanal. Vergleiche Abbildung 4.7 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

Γ

0 ← 0.5 → 1

Δrel −10.3% −9.3% −10.8%
λ CAPM +1.7% +1.7%

CFD +2.9% +3.4%

Δrel +16.8% +25.7% +1204.4%

−μϕ CAPM +95.8% −77.8%
CFD +110.7% −90.9%
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Abbildung 4.7: Einfluss des Vordralls Γ im breiten Kanal.
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Im Falle der Reibungszahl μϕ liegen die relativen Abweichungen zwischen den
CAPM- und den CFD-Ergebnissen für Γ = 0 und 0.5 in ähnlichen Größen-
ordnungen wie im Falle der schlanken Kanalgeometrie. Für Γ = 1 überschätzt
das CAPM die Reibungszahlen im Vergleich zu den CFD-Rechnungen jedoch
erheblich. Es sei darauf hingewiesen, dass der dramatisch wirkende Zahlen-
wert der mittleren relativen Abweichung Δrel bei Γ = 1 auch durch die sehr
kleinen Zahlenwerte der CFD-Ergebnisse zustande kommt. Auf diese wird
Δrel gemäß Gleichung 4.19 bezogen. Die mittleren absoluten Abweichungen
zwischen CAPM- und CFD-Ergebnissen liegen für alle drei Werte des Vor-
dralls in der Größenordnung 0.02. Die relativen Abweichungen der Kurven
bei Γ = 0 und 0.5 liegen in der gleichen Größenordnung wie die festge-
stellten verbleibenden Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl.
Gleichung 4.18. In Bezug auf die Reibungszahl kann im Falle der breiten
Kanalgeometrie ein Einfluss des Vordralls beobachtet werden, der deutlich
größer als im Falle der schlanken Kanalgeometrie ist. Dies ist plausibel, da
im breiten Kanal ein deutlich größerer Anteil des Ringkanals in axialer Rich-
tung von noch nicht auf das Couette-Profil eingelaufenem Umfangsgeschwin-
digkeitsprofil eingenommen wird als im Falle des schlanken Kanals. Der Ein-
fluss des Vordralls wird qualitativ übereinstimmend von beiden Methoden
vorhergesagt. Das CAPM unterschätzt den Einfluss des Vordralls um rund
±12%-Punkte im Vergleich zu den CFD-Rechnungen. Dies entspricht dem
Wert, der auch im Falle der schlanken Kanalgeometrie festgestellt wurde.

Einfluss des Schlankheitsgrades ψ/L

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Parameterstudie in Bezug auf den
Einfluss des Schlankheitsgrades ψ/L vorgestellt. Dabei wird ausschließlich
der Vordrall Γ = 0.5 untersucht. Der Einfluss des Vordralls bei verschiedenen
Schlankheitsgraden wurde bereits im vorherigen Abschnitt thematisiert.
In Tabelle 4.6 und Abbildung 4.8 sind die Ergebnisse der Parameterstudie
hinsichtlich des Einflusses des Schlankheitsgrades ψ/L dargestellt. In Bezug
auf die Widerstandszahl λ unterschätzen die Ergebnisse des CAPM die der
CFD-Rechnungen im Mittel über alle betrachteten Schlankheitsgrade um
rund −4.5%. Damit sind die Abweichungen im Falle der Widerstandszahl
größer als die Abweichungen, die als verbleibende Abweichungen nach erfolg-
ter Parametrisierung festgestellt wurden, vgl. Gleichung 4.18. Die maximale
relative Abweichung zwischen den Vorhersagen des CAPM und der CFD-
Rechnungen beträgt −16.3% bei ψ/L = 0.028 und φ = 0.14. In Bezug auf
die Widerstandszahl kann nur ein schwacher Einfluss des Schlankheitsgra-
des beobachtet werden. Dies ist plausibel, da der Zusammenhang zwischen
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Tabelle 4.6: Mittlere Abweichungen und Einfluss des Schlankheitsgrades ψ/L.
Vergleiche Abbildung 4.8 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

ψ/L

0.004 ← 0.016 → 0.028

Δrel +0.4% −4.6% −9.3%
λ CAPM 0.0% 0.0%

CFD −5.0% +5.2%

Δrel +21.9% +23.2% +25.7%

−μϕ CAPM −75.0% +75.0%

CFD −74.8% +71.8%
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Abbildung 4.8: Einfluss des Schlankheitsgrades ψ/L.
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Widerstandszahl und dimensionsloser Druckdifferenz auch den Schlankheits-
grad enthält: Mithilfe der Gleichungen 4.4 bis 4.6 kann dieser Zusammenhang
gemäß

λ =
2Δp

φ2

ψ

L
(4.21)

angegeben werden. Eine Erhöhung des Schlankheitsgrades ψ/L bewirkt, dass
die Druckdifferenz Δp über den Spalt kleiner wird. Im Hinblick auf den Zah-
lenwert der Widerstandszahl λ gleichen sich die beiden Änderungen damit
teilweise aus. Das CAPM unterschätzt den Einfluss des Schlankheitsgrades
im Vergleich zu den CFD-Ergebnissen um rund ±5.1%-Punkte.
Im Falle der Reibungszahl μϕ liegen die relativen Abweichungen zwischen
den Ergebnissen des CAPM und der CFD-Rechnungen im Mittel über alle
betrachteten Schlankheitsgrade bei +23.6%. Somit sind die relativen Abwei-
chungen im Falle der Reibungszahl leicht größer als die festgestellten verblei-
benden Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl. Gleichung 4.18.
Die maximale relative Abweichung beträgt +37.0% bei ψ/L = 0.028 und
φ = 0.31. Im Falle der Reibungszahl kann ein deutlicher Einfluss des Schlank-
heitsgrades beobachtet werden. Die Reibungszahl ist im Falle der schlankes-
ten Spaltgeometrie ψ/L = 0.004 betragsmäßig am kleinsten. Dies ist plau-
sibel, da in diesem Fall die Druckdifferenz Δp am größten ist. Sie dient als
Bezugswert für das dimensionslose Reibmoment des Fluides auf den Rotor
in der Definition der Reibungszahl, vgl. Gleichungen 3.10 und 4.4. Der Ein-
fluss des Schlankheitsgrades auf das dimensionslose Reibmoment ist deutlich
schwächer als sein Einfluss auf die dimensionslose Druckdifferenz. Im Falle der
Reibungszahl wird der Einfluss des Schlankheitsgrades durch beide Berech-
nungsmethoden qualitativ und quantitativ übereinstimmend vorhergesagt.
Das CAPM überschätzt den Einfluss des Schlankheitsgrades um lediglich
rund ±1.7%-Punkte.

4.3.2 Strömungskräfte

Im Folgenden werden die Untersuchungsergebnisse in Bezug auf die Strö-
mungskräfte auf den Rotor in Spaltströmungskonfigurationen mit exzentrisch
und/oder geneigt stehender Rotorachse vorgestellt. Die Ergebnisse wurden
mithilfe der zweidimensionalen Implementierung des CAPM sowie dem in
Kapitel 4.1 vorgestellten CFD-Modell erarbeitet. Zur einfacheren Orientie-
rung wird die Abhängigkeitsliste für die Radial- und Tangentialkraft

Fr, Fϕ = fn

(
L, φ,Re∗ϕ,Γ , ε, γ, ω

)
(4.22)
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hier noch einmal wiederholt, vgl. Gleichung 4.15. Weiterhin sind die verschie-
denen Einflussparameter in Abbildung 4.9 veranschaulicht.
Als wichtige Vergleichsgrößen zur Relativierung der im Folgenden festge-
stellten Abweichungen zwischen den Ergebnissen des CAPM und denen der
CFD-Rechnungen sind in Tabelle 4.7 noch einmal (i) die aus den Gitterstudi-
en des CAPM in Kapitel 3.4.2 stammenden Abweichung gegenüber der besten
verfügbaren Schätzung bei sehr hoher räumlicher Auflösung, (ii) die Gesam-
tunsicherheiten der CFD-Rechnungen, welche in Kapitel 4.1.4 im Rahmen
verschiedener Einflussstudien zum Aufbau des CFD-Modells erarbeitet wur-
den und (iii) die in Kapitel 4.2.1 nach erfolgter Parametrisierung festgestell-
ten mittleren verbleibenden Abweichungen zwischen den CAPM- und CFD-
Ergebnissen aufgelistet. Es sei darauf hingewiesen, dass die ersten beiden
Einträge zum CAPM und zu den CFD-Rechnungen als mit der Anwendung
der jeweiligen Methode verbundene Unsicherheiten angesehen werden kön-
nen. Im Gegensatz dazu repräsentieren die aus der Parametrisierung stam-
menden Einträge in der letzten Zeile ein Maß für die überhaupt erreichbare
Genauigkeit der Übereinstimmung und weisen daher eine Vorzugsrichtung
auf. Aus didaktischen Gründen weicht die Reihenfolge der Ergebnisdarstel-
lung von der Reihenfolge der Einträge in der Abhängigkeitsliste 4.22 ab.

Tabelle 4.7: Charakteristische Unsicherheiten und Abweichungen zwischen
CAPM- und CFD-Ergebnissen zur Relativierung der in den Parameterstudien
zu den Strömungskräften festgestellten Abweichungen.

Quelle δFr δFϕ

Gitterstudien CAPM ±0.8% ±3.8%

Einflussstudien CFD ±4.8% ±4.5%

Parametrisierung +26.1% −2.9%

Einfluss des Vordralls Γ

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Parameterstudie hinsichtlich
des Einflusses des Vordralls Γ vorgestellt. Vom Zahlenwert des Vor-
dralls ist abhängig, wie weit stromab des Spalteintrittes das Umfangsge-
schwindigkeitsprofil auf das Couette-Profil mit dem Geschwindigkeitswert
wϕ(y = 1/2) = 1/2 auf halber Kanalhöhe einläuft. Wie groß der Anteil des
Ringspaltes ist, in dem bereits das vollentwickelte Couette-Profil vorliegt,
wird darüber hinaus von der Spaltlänge mitbestimmt. Aus diesem Grund
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Abbildung 4.9: Einflussparameter für die Studien der Strömungskräfte.

werden die Untersuchungen zum Einfluss des Vordralls für zwei Spaltgeome-
trien unterschiedlicher Länge durchgeführt.
In Tabelle 4.8 und Abbildung 4.10 sind die Ergebnisse der Parameterstu-
die hinsichtlich des Einflusses des Vordralls Γ bei langem Spalt L = 1.8
dargestellt. Den in den Diagrammen als Linien dargestellten Ergebnissen
des CAPM liegen jeweils 18 in der logarithmischen Darstellung äquidistant
über den betrachteten Bereich der Durchflusszahl φ verteilte Stützstellen
zugrunde. Die Ergebnisdarstellung erfolgt im gleichen Stil wie im vorheri-
gen Kapitel. In Bezug auf die Radialkraft Fr stimmen die mit CAPM und
CFD ermittelten Verläufe gut überein. Die mittleren relativen Abweichungen
zwischen den CAPM- und CFD-Ergebnissen sind größer als die den beiden
Berechnungsmethoden zugeordneten Unsicherheiten, jedoch kleiner als die
mittleren verbleibenden Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl.
Tabelle 4.7. Die maximale relative Abweichung zwischen CAPM und CFD
beträgt −73.3% bei Γ = 0 und φ = 0.14. Beide Berechnungsmethoden ord-
nen dem mittleren Einfluss des Vordralls auf die Radialkraft unterschiedliche
Vorzeichen zu. Allerdings wird der Einfluss von beiden Methoden überein-
stimmend als klein vorhergesagt.
Im Falle der Tangentialkraft Fϕ liegen die relativen Abweichungen zwischen
CAPM und CFD im Mittel über alle untersuchten Werte des Vordralls bei
+11.8%. Damit sind sie größer als die den beiden Berechnungsmethoden zu-
geordneten Unsicherheiten und auch größer als die mittleren verbleibenden
Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl. Tabelle 4.7. Die maxi-
male relative Abweichung zwischen CAPM- und CFD-Ergebnissen beträgt
+56.1% und liegt bei Γ = 0 und φ = 6 vor. Der Einfluss des Vordralls auf
die Tangentialkraft wird von beiden Berechnungsmethoden qualitativ über-
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Tabelle 4.8: Mittlere Abweichungen und Einfluss des Vordralls Γ bei langem
Spalt. Vergleiche Abbildung 4.10 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

Γ

0 ← 0.5 → 1

Δrel +10.4% +17.1% +19.1%

−Fr CAPM −5.5% +2.3%

CFD +2.0% −2.1%
Δrel +25.1% +7.9% +2.3%

Fϕ CAPM −27.0% +27.2%

CFD −34.9% +35.1%
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Abbildung 4.10: Einfluss des Vordralls Γ bei langem Spalt.
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einstimmend vorhergesagt. Mit steigendem Vordrall steigt auch die Tangenti-
alkraft. Dies ist plausibel, da die Umfangsgeschwindigkeiten im Ringspalt bei
größerem Vordrall im Mittel größer sind. Das CAPM unterschätzt den Ein-
fluss des Vordralls gegenüber den CFD-Rechnungen um ca. ±7.9%-Punkte.
In Tabelle 4.9 und Abbildung 4.11 sind die Ergebnisse der Parameterstu-
die hinsichtlich des Einflusses des Vordralls Γ bei einer mittleren Kanal-
länge L = 1 dargestellt. In Bezug auf die Radialkraft Fr stimmen die mit
CAPM und CFD ermittelten Verläufe qualitativ gut überein. Die relativen
Abweichungen betragen über alle betrachteten Werte des Vordralls gemittelt
+37.6% und sind damit größer als die den beiden Berechnungsmethoden zu-
geordneten Unsicherheiten und auch größer als die mittleren verbleibenden
Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl. Tabelle 4.7. Die maxi-
male relative Abweichung zwischen CAPM- und CFD-Ergebnissen beträgt
+125.4% bei Γ = 0.5 und φ = 0.14. Die große relative Abweichung wird
von dem sehr kleinen Zahlenwert des CFD-Ergebnisses an dieser Stützstelle
begünstigt, vgl. Gleichung 4.19. Die absolute Abweichung beträgt an die-
ser Stützstelle 0.15 und ist damit deutlich kleiner als die mittlere absolute
Abweichung 2.21 der Kurve bei Γ = 0.5. Der Einfluss des Vordralls auf
die Radialkraft wird von beiden Berechnungsmethoden qualitativ überein-
stimmend für den gesamten Durchflusszahlbereich vorhergesagt. Das CAPM
unterschätzt im Vergleich zu den CFD-Rechnungen den Einfluss einer Ver-
ringerung des Vordralls, während der Einfluss einer Erhöhung des Vordralls
leicht überschätzt wird.
Im Falle der Tangentialkraft Fϕ stimmen die CAPM- und die CFD-
Ergebnisse insbesondere bei großen Durchflusszahlen φ nur im Falle des Vor-
dralls Γ = 0.5 gut überein. Die mittleren relativen Abweichungen dieser Kur-
ve sind kleiner als die Relativierungsangaben von Tabelle 4.7. Im Falle der
Kurven bei Γ �= 0.5 sind die mittleren relativen Abweichungen jedoch teil-
weise deutlich größer als die zur Relativierung angegebenen Tabellenwerte.
Die maximale relative Abweichung zwischen CAPM- und CFD-Ergebnissen
beträgt +197.2% und wird bei Γ = 0 und φ = 6 erreicht. Der Einfluss des
Vordralls auf die Tangentialkraft wird von beiden Berechnungsmethoden qua-
litativ übereinstimmend vorhergesagt. In quantitativer Hinsicht unterschätzt
das CAPM den Einfluss des Vordralls im Vergleich zu den CFD-Rechnungen
jedoch um rund ±34.7%-Punkte.
Als Ursache für die Abweichungen bei der Vorhersage der Tangentialkraft
werden Einlaufvorgänge der Umfangsgeschwindigkeitsprofile vermutet. Diese
erstrecken sich bei Γ �= 0.5 in axialer Richtung über einen wesentlich grö-
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Tabelle 4.9: Mittlere Abweichungen und Einfluss des Vordralls Γ bei mittlerer
Spaltlänge. Vergleiche Abbildung 4.11 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

Γ

0 ← 0.5 → 1

Δrel +29.5% +42.7% +40.7%

−Fr CAPM +5.7% −3.0%
CFD +15.4% −1.9%
Δrel +88.5% −2.9% −22.4%

Fϕ CAPM −14.0% +14.1%

CFD −48.5% +48.9%
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Abbildung 4.11: Einfluss des Vordralls Γ bei mittlerer Spaltlänge.
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ßeren Teil des Ringspaltes als bei Γ = 0.5, vgl. Lang und Pelz.32 Derartige
Einlaufvorgänge sind nicht abbildbar mit den für das CAPM angenommenen
Potenzgesetzen, da deren Skalierungslänge auf y = 0.5 fixiert ist, vgl. Glei-
chungen 3.12 und Abbildung 3.5. Ein weiterführender Vergleich von in den
CFD-Rechnungen ermittelten Umfangs- und Axialgeschwindigkeitsprofilen
mit den für das CAPM angenommenen Potenzgesetzen 3.12 im Zusammen-
hang mit den im nachfolgenden Abschnitt beschriebenen Untersuchungen
zum Einfluss der Spaltlänge ist in Anhang H zu finden.

Einfluss der Spaltlänge L

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Parameterstudie hinsichtlich des
Einflusses der Spaltlänge L vorgestellt. Eine gleichzeitige Variation des Vor-
dralls Γ wird dabei nicht vorgenommen, da diese bereits im vorherigen Ab-
schnitt thematisiert wurde. In Tabelle 4.10 und Abbildung 4.12 sind die Er-
gebnisse der Parameterstudie hinsichtlich des Einflusses der Spaltlänge L
dargestellt.
In Bezug auf die Radialkraft Fr stimmen die mit CAPM und CFD ermittelten
Verläufe für L = 1 und 1.8 qualitativ gut überein. Die mittleren relativen
Abweichungen sind leicht größer als die den beiden Berechnungsmethoden
zugeordneten Unsicherheiten und im Falle von L = 1 auch größer als die ver-
bleibenden Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl. Tabelle 4.7.
Im Falle der Kurve bei L = 0.2 stimmen die Ergebnisse von CAPM- und
CFD-Rechnungen jedoch insbesondere bei großen Durchflusszahlen φ nicht
gut überein. Der nicht dargestellte Marker der Kurve L = 0.2 bei φ = 6 liegt
bei Fr ≈ 455. Es sei darauf hingewiesen, dass die Spaltlänge bei der Entdi-
mensionierung der Kräfte gemäß der Gleichungen 3.52 im Nenner steht. Der
Einfluss der Spaltlänge auf die Radialkraft ist sehr groß. Dies ist plausibel,
da die Spaltlänge maßgeblich darüber mitentscheidet, ob die Strömungskräfte
im Ringspalt eher aufgrund des Lomakin-Effektes (bei kurzen Spalten) oder
eher aufgrund der hydrodynamischen Gleitlagerwirkung (bei langen Spal-
ten) entstehen. Der Einfluss der Spaltlänge wird von beiden Berechnungsme-
thoden nur für eine Erhöhung der Spaltlänge von L = 1 auf 1.8 qualitativ
übereinstimmend vorhergesagt. Die CAPM-Berechnungen unterschätzen den
Einfluss gegenüber den CFD-Berechnungen dabei um 12.2%-Punkte. In Be-
zug auf die Verringerung der Spaltlänge von L = 1 auf 0.2 stimmen die
Ergebnisse des CAPM und der CFD-Berechnungen hingegen nicht überein.

32
Lang und Pelz, „Unified Prediction of Hydrodynamic Forces in Plain Annular Seals
and Journal Bearings by means of an Analytically Derived Design Tool“, ([47], 2016)
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Tabelle 4.10: Mittlere Abweichungen und Einfluss der Spaltlänge L. Verglei-
che Abbildung 4.12 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

L

0.2 ← 1 → 1.8

Δrel −92.0% +42.7% +17.1%

−Fr CAPM −61.9% −59.4%
CFD +562.2% −71.6%
Δrel −93.9% −2.9% +7.9%

Fϕ CAPM −89.7% −1.2%
CFD +87.0% −11.6%
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120 KAPITEL 4. VALIDIERUNG

Im Falle der Tangentialkraft Fϕ bietet sich ein ähnliches Bild wie bei der Ra-
dialkraft: Die Ergebnisse der CAPM- und der CFD-Berechnungen stimmen
für die beiden größeren Spaltlängen gut überein. Die relativen Abweichungen
liegen in der Größenordnung der beiden Berechnungsmethoden zugeordneten
Unsicherheiten, vgl. Tabelle 4.7. Die maximale relative Abweichung der Kur-
ven für L = 1 und 1.8 beträgt −16.5% und liegt bei L = 1 und φ = 6 vor. Im
Falle des kurzen Spaltes L = 0.2 stimmen die Vorhersagen von CAPM- und
CFD-Berechnungen jedoch nicht gut überein. Analog stimmen CAPM- und
CFD-Ergebnisse im Hinblick auf den Einfluss der Spaltlänge auf die Tan-
gentialkraft bei einer Verlängerung des Spaltes von L = 1 auf 1.8 qualitativ
überein. Das CAPM unterschätzt den Einfluss der Verlängerung des Spaltes
um 10.4%. Der Einfluss einer Verkürzung des Spaltes von L = 1 auf 0.2 wird
von beiden Berechnungsmethoden nicht übereinstimmend vorhergesagt.
Auffällig ist, dass die von beiden Berechnungsmethoden vorhergesagten Strö-
mungskräfte bei kleiner Spaltlänge L = 0.2 und insbesondere bei großen
Durchflusszahlen φ deutlich voneinander abweichen. Sowohl bei größeren
Spaltlängen als auch bei kleinen Durchflusszahlen stimmen die mit CAPM-
und CFD-Rechnungen ermittelten Strömungskräfte hingegen gut überein.
Dies motiviert dazu, Einlaufvorgänge der Geschwindigkeitsprofile auf dem
Strömungsweg durch den Spalt als mögliche Ursachen für die Abweichungen
in Betracht zu ziehen. Derartige Vorgänge können über die für das CAPM
angenommenen Potenzgesetze 3.12 nicht abgebildet werden.
Um diese Hypothese näher zu untersuchen, werden in Anhang H Verglei-
che zwischen den in den CFD-Rechnungen ermittelten Umfangs- und Axi-
algeschwindigkeitsprofilen mit den für das CAPM angenommenen Potenz-
gesetzen 3.12 durchgeführt. Untersuchungsgegenstand sind dabei die beiden
Betriebspunkte mit den Spaltlängen L = 1.8 und 0.2 bei Durchflusszahl
φ = 2.83 aus Abbildung 4.12. Ergebnis dieser Untersuchungen ist, dass die für
das CAPM angenommenen Potenzgesetze 3.12 die in den CFD-Rechnungen
ermittelten Umfangs- und Axialgeschwindigkeitsprofile im Falle der großen
Spaltlänge L = 1.8 deutlich besser approximieren als im Falle der kleinen
Spaltlänge L = 0.2. Im Falle der kleinen Spaltlänge weisen die in den CFD-
Rechnungen ermittelten Umfangs- und Axialgeschwindigkeiten im stromauf
gelegenen Bereich nahe des Spalteintrittes klare Anzeichen von Einlaufvor-
gängen wie bspw. blockförmige Kernbereiche in den Geschwindigkeitsprofi-
len auf. Im Falle der Umfangsgeschwindigkeit werden darüber hinaus auch
in weiter stromab gelegenen Bereichen des Spaltes Ausprägungen der Um-
fangsgeschwindigkeitsprofile beobachtet, welche über die für das CAPM an-
genommenen Potenzgesetze 3.12 nicht abgebildet werden können, da deren
Skalierungslänge auf y = 0.5 fixiert ist, vgl. Abbildung 3.5.
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Tabelle 4.11: Mittlere Abweichungen und Einfluss der modifizierten
Reynoldszahl Re∗ϕ. Vergleiche Abbildung 4.13 bzgl. der festgehaltenen Para-
meter.

Re∗ϕ
0.0157 ← 0.0314 → 0.0471

Δrel +31.1% +42.7% −10.9%
−Fr CAPM +144.4% −52.1%

CFD +180.0% −59.8%
Δrel +6.3% −2.9% −10.8%

Fϕ CAPM +90.0% −31.1%
CFD +73.1% −24.4%
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Somit unterstützen die Ergebnisse der in Anhang H geschilderten Untersu-
chungen die Hypothese, dass die festgestellten Abweichungen zwischen den
mit beiden Berechnungsmethoden vorhergesagten Strömungskräften bei klei-
ner Spaltlänge und großen Durchflusszahlen auf Einschränkungen der im
CAPM angenommenen Potenzgesetze 3.12 zurückzuführen sind.

Einfluss der modifizierten Reynoldszahl Re∗ϕ

Im Folgenden werden die Untersuchungsergebnisse hinsichtlich des Einflus-
ses der modifizierten Reynoldszahl Re∗ϕ vorgestellt. In Tabelle 4.11 und Ab-
bildung 4.13 sind die entsprechenden Ergebnisse der Parameterstudie dar-
gestellt. In Bezug auf die Radialkraft Fr stimmen die mit CAPM und
CFD ermittelten Verläufe gut überein. Die mittleren relativen Abweichun-
gen zwischen den CAPM- und CFD-Ergebnissen sind größer als die den Be-
rechnungsmethoden zugeordneten Unsicherheiten und leicht größer als die
verbleibenden Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl. Tabel-
le 4.7. Die maximale relative Abweichung zwischen CAPM und CFD be-
trägt −144.2% bei Re∗ϕ = 0.0471 und φ = 0.14. Die große relative Ab-
weichung wird von dem sehr kleinen Zahlenwert des CFD-Ergebnisses an
dieser Stützstelle begünstigt, vgl. Gleichung 4.19. Der Einfluss der modifi-
zierten Reynoldszahl auf die Radialkraft wird von beiden Berechnungsme-
thoden qualitativ übereinstimmend vorhergesagt. Das CAPM unterschätzt
im Vergleich zu den CFD-Rechnungen den Einfluss einer Verringerung der
modifizierten Reynoldszahl, während der Einfluss einer Erhöhung der modi-
fizierten Reynoldszahl nur leicht unterschätzt wird.
Im Falle der Tangentialkraft Fϕ stimmen die mit dem CAPM und den CFD-
Berechnungen ermittelten Verläufe für alle betrachteten Werte der modifi-
zierten Reynoldszahl qualitativ gut überein. Die mittleren relativen Abwei-
chungen sind nur leicht größer als die zur Relativierung in Tabelle 4.7 angege-
benen Zahlenwerte. Die maximale relative Abweichung zwischen CAPM- und
CFD-Ergebnissen beträgt −27.1% und liegt bei Re∗ϕ = 0.0471 und φ = 6 vor.
Der Einfluss der modifizierten Reynoldszahl auf die Tangentialkraft wird von
beiden Berechnungsmethoden sowohl qualitativ als auch quantitativ überein-
stimmend vorhergesagt. Das CAPM überschätzt den Einfluss im Vergleich
zu den CFD-Rechnungen jedoch leicht um rund ±11.8%-Punkte.

Einfluss der Exzentrizität ε

In Tabelle 4.12 und Abbildung 4.14 sind die Ergebnisse der Parameterstu-
die hinsichtlich des Einflusses der Exzentrizität ε dargestellt. In Bezug auf
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Tabelle 4.12: Mittlere Abweichungen und Einfluss der Exzentrizität ε. Ver-
gleiche Abbildung 4.14 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

ε

0.1 ← 0.3 → 0.5

Δrel +42.0% +42.7% +23.4%

−Fr CAPM −67.4% +74.3%

CFD −67.4% +78.0%

Δrel 0.0% −2.9% −11.4%
Fϕ CAPM −67.0% +71.5%

CFD −68.0% +78.9%
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die Radialkraft Fr stimmen die mit CAPM und CFD ermittelten Verläu-
fe gut überein. Die mittleren relativen Abweichungen betragen im Mittel
über alle betrachteten Exzentrizitäten +36.0% und sind damit größer als
die den Berechnungsmethoden zugeordneten Unsicherheiten sowie leicht grö-
ßer als die verbleibenden Abweichungen nach erfolgter Parametrisierung, vgl.
Tabelle 4.7. Die maximale relative Abweichung zwischen CAPM- und CFD-
Ergebnissen beträgt +125.4% bei ε = 0.3 und φ = 0.14. Dieser Wert wurde
auch bereits in den vorherigen Abschnitten, in denen die Kurven dieser Pa-
rameterkombination aufgetragen wurden, festgestellt. Der große Zahlenwert
der relativen Abweichung wird durch den sehr kleinen Bezugswert der CFD-
Berechnung an dieser Stützstelle begünstigt. Der Einfluss der Exzentrizität
auf die Radialkraft wird von beiden Berechnungsmethoden sowohl qualitativ
als auch quantitativ übereinstimmend vorhergesagt. Weiterhin ist der beob-
achtete Einfluss der Exzentrizität plausibel: Größere Exzentrizitäten bewir-
ken größere Strömungskräfte, da der Druck aufgrund der stärker variierenden
Spalthöhe ebenfalls stärker über den Ringspalt variiert.
Im Falle der Tangentialkraft Fϕ stimmen die vom CAPM und den CFD-
Rechnungen vorhergesagten Verläufe sehr gut überein. Die über alle betrach-
teten Exzentrizitäten gemittelten relativen Abweichungen betragen lediglich
−4.8%. Damit liegen sie in der Größenordnung der Relativierungsangaben
von Tabelle 4.7. Die maximale relative Abweichung wird bei ε = 0.5 und
φ = 6 erreicht und beträgt −21.5%. Der Einfluss der Exzentrizität auf den
Verlauf der Tangentialkraft wird von beiden Berechnungsmethoden qualita-
tiv und quantitativ übereinstimmend vorhergesagt. Das CAPM unterschätzt
den Einfluss der Exzentrizität im Vergleich zu den CFD-Rechnungen leicht.

Einfluss der Neigung γ

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Parameterstudie hinsichtlich des
Einflusses des Neigungswinkels γ vorgestellt. Dabei wird die Neigung der bis-
her betrachteten, rein translatorischen Exzentrizität ε = 0.3 der Rotorach-
se überlagert. Aufgrund der Definition des Neigungswinkels und der Wahl
seines Zahlenwertes liegt im Falle γ = +0.0016 im Querschnitt des Spalt-
eintrittes eine resultierende Exzentrizität ε + εγ(z = 0) = 0.1 vor. Im Quer-
schnitt des Spaltaustrittes liegt entsprechend eine resultierende Exzentrizität
ε+ εγ(z = 1) = 0.5 vor. Im Falle von γ = −0.0016 sind die Verhältnisse um-
gekehrt, vgl. Kapitel 3.1 und Abbildung 4.9.
In Tabelle 4.13 und Abbildung 4.15 sind die Ergebnisse der Parameterstu-
die hinsichtlich des Einflusses des Neigungswinkels γ dargestellt. In Bezug
auf die Radialkraft Fr stimmen die mit CAPM und CFD ermittelten Ver-
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Tabelle 4.13: Mittlere Abweichungen und Einfluss der Neigung γ. Vergleiche
Abbildung 4.15 bzgl. der festgehaltenen Parameter.

γ

−0.0016 ← 0 → +0.0016

Δrel −41.4% +42.7% −16.0%
−Fr CAPM −238.8% +228.3%

CFD −462.9% +460.3%

Δrel −234.1% −2.9% +56.3%

Fϕ CAPM −165.4% +149.3%

CFD −50.6% +58.0%
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läufe gut überein. Die mittleren relativen Abweichungen sind größer als die
zur Relativierung in Tabelle 4.7 angegebenen Zahlenwerte. Der Einfluss der
Rotorneigung auf die Radialkraft ist sehr groß. Dies stimmt mit den Ergeb-
nissen der experimentellen Untersuchungen von Scharrer33 und San Andres34

überein. Der Einfluss des Neigungswinkels wird von beiden Berechnungsme-
thoden qualitativ übereinstimmend vorhergesagt. Der quantitative Einfluss
wird durch das CAPM im Vergleich zu den CFD-Rechnungen unterschätzt.
Im Falle der Tangentialkraft Fϕ stimmen die Verläufe der CAPM- und der
CFD-Rechnungen für γ = 0 und +0.0016 gut überein. Die mittleren relativen
Abweichungen sind für γ = +0.0016 größer als die zur Relativierung angege-
benen Zahlenwerte in Tabelle 4.7. Im Falle des Neigungswinkels γ = −0.0016
stimmen die CAPM- und CFD-Ergebnisse insbesondere bei großen Durch-
flusszahlen φ nicht gut überein. Besonders gravierend erscheint die Tatsache,
dass beide Berechnungsmethoden hier unterschiedliche Steigungen ∂Fϕ/∂φ
sowie unterschiedliche Vorzeichen für die Tangentialkraft vorhersagen.
Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass der Einfluss des Neigungswinkels
auf die Tangentialkraft von beiden Berechnungsmethoden qualitativ über-
einstimmend vorhergesagt wird. Auch im Hinblick auf die quantitative Aus-
prägung dieses Einflusses überschätzt das CAPM eine Änderung der Neigung
von γ = 0 auf +0.0016 in gleichem Maße wie die Änderung von γ = 0 auf
−0.0016. Es ist daher fraglich, ob der im Falle von γ = −0.0016 festge-
stellten gravierenden Abweichung35 zwischen CAPM- und CFD-Ergebnissen
tatsächlich eine systematische Ursache zugrunde liegt. Aufgrund des bis-
her in Abbildung 4.15 erkennbaren Einflusses des Neigungswinkels γ auf die
CFD-Ergebnisse erscheint es wahrscheinlicher, dass bei noch kleineren Nei-
gungswinkeln γ < −0.0016 (i) die Steigung ∂Fϕ/∂φ der CFD-Ergebnisse bei
großen Durchflusszahlen ebenfalls negativ werden würde und (ii) die CFD-
Rechnungen infolgedessen ebenfalls negative Tangentialkräfte ermitteln wür-
den. Somit wären die unterschiedlich vorhergesagten Vorzeichen und Kur-
venverläufe für die Tangentialkraft im Falle der Neigung γ = −0.0016 auf die
Überschätzung des Einflusses der Neigung seitens des CAPM und nicht auf
ein systematisches Problem bspw. innerhalb der Modellbildung oder Imple-
mentierung des CAPM zurückzuführen.

33
Scharrer, Rubin und Nelson, „The Effects of Fixed Rotor Tilt on the Rotordynamic
Coefficients of Incompressible Flow Annular Seals“, ([74], 1993)

34
San Andres, „Effect of Journal Misalignment on the Operation of a Turbulent Flow
Hydrostatic Bearing“, ([69], 1993)

35gravierend aufgrund der unterschiedlichen Steigungen ∂Fϕ/∂φ und Vorzeichen
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Tabelle 4.14: Mittlere Abweichungen und Einfluss der Orbitfrequenz ω. Ver-
gleiche Abbildung 4.16 bzgl. der festgehaltenen Parameter. Zahlenwerte ohne
Prozentzeichen % sind Absolutwerte.

ω

0 ← 0.5 → 1

Δrel +42.7% +21.0% +44.1%

−Fr CAPM −20.4% −20.3%
CFD −25.5% −25.8%
Δabs −0.626 +0.028 +0.668

Fϕ CAPM +5.396 −5.404
CFD +6.050 −6.044
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128 KAPITEL 4. VALIDIERUNG

Einfluss der Orbitfrequenz ω

Abschließend sind in Tabelle 4.14 und Abbildung 4.16 die Ergebnisse der Pa-
rameterstudie hinsichtlich des Einflusses der Orbitfrequenz ω dargestellt. In
Bezug auf die Radialkraft Fr stimmen die mit beiden Berechnungsmethoden
ermittelten Verläufe gut überein. Die über alle betrachteten Werte der Or-
bitfrequenz gemittelten relativen Abweichungen liegen bei +35.9% und sind
damit leicht größer als die verbleibenden Abweichungen nach erfolgter Para-
metrisierung, vgl. Tabelle 4.7. Die maximale relative Abweichung zwischen
CAPM- und CFD-Ergebnissen beträgt +130.8% und liegt bei ω = 1 und
φ = 0.14 vor. Der Einfluss der Orbitfrequenz auf die Radialkraft wird von
beiden Berechnungsmethoden sowohl qualitativ als auch quantitativ über-
einstimmend vorhergesagt. Das CAPM unterschätzt den Einfluss der Orbit-
frequenz im Vergleich zu den CFD-Rechnungen leicht.
Im Falle der Tangentialkraft Fϕ stimmen die Vorhersagen der beiden Be-
rechnungsmethoden gut überein. Eine quantitative Auswertung im bisher
praktizierten Stil erweist sich jedoch als problematisch: Die Zahlenwerte so-
wohl der CAPM- als auch der CFD-Ergebnisse liegen im Falle der mittleren
Orbitfrequenz ω = 0.5 nahe bei 0. Somit ergibt die Auswertung relativer
Abweichungen mit diesen numerischen Werten als Bezugsgröße große Zah-
lenwerte ohne praktische Aussagekraft, vgl. Gleichungen 4.19 und 4.20. Aus
diesem Grund werden im Falle der Tangentialkraft in Tabelle 4.14 ausnahms-
weise mittlere absolute Abweichungen

Δabs :=
1

NCFD

NCFD∑
j=1

�̄j,CAPM −�j,CFD (4.23)

sowie mittlere absolute Einflüsse in den mit← und→ gekennzeichneten Spal-
ten angegeben. Der Leser möge zur Relativierung dieser Absolutangaben die
Skalierung der Fϕ-Achse in Abbildung 4.16 unten heranziehen. Es kann ein
großer Einfluss der Orbitfrequenz auf den Verlauf der Tangentialkraft fest-
gestellt werden. Der Einfluss wird von beiden Berechnungsmethoden sowohl
qualitativ als auch quantitativ übereinstimmend vorhergesagt. Das CAPM
unterschätzt den Einfluss im Vergleich zu den CFD-Rechnungen nur leicht.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Zielsetzung der vorliegenden Arbeit ist die Erarbeitung eines effizienten und
gleichzeitig möglichst allgemein anwendbaren Berechnungswerkzeuges für
Spaltströmungen sowie dessen Validierung für die typischen Einsatzbedin-
gungen in modernen Turbomaschinen. Um diese Zielsetzung zu erreichen,
beantwortet die Arbeit folgende Forschungsfragen:

(i) Wie muss ein möglichst allgemein anwendbares effizientes Berechnungs-
werkzeug für Spaltströmungen in Turbomaschinen gestaltet sein?

(ii) Durch welchen Parameterraum wird der Einsatzbereich des Berech-
nungswerkzeuges in Turbomaschinen definiert?

(iii) Wie genau sind die Vorhersagen des Berechnungswerkzeuges in diesem
Parameterraum?

Zur Beantwortung von Forschungsfrage (i) erfolgt in Kapitel 2.3 eine aus-
führliche Aufarbeitung des Standes der Forschung in Bezug auf effiziente Be-
rechnungswerkzeuge für Spaltströmungen. Eine wesentliche Erkenntnis dieser
Aufarbeitung ist, dass existierende Berechnungswerkzeuge für Spaltströmun-
gen generell von einer sog. integro-differentiellen Betrachtung der Spaltströ-
mung ausgehen. In dieser Herangehensweise wird die Spalthöhenrichtung in-
tegral, die Umfangs- und die axiale Richtung des Ringspaltes jedoch differen-
tiell behandelt. Lösungsverfahren für derartige Modellierungsansätze müssen
die Lösungsvariablen nur auf einer zweidimensionalen Abwicklung des Spaltes
ermitteln, was sie effizient macht. Ferner wird gezeigt, dass die Reynoldssche
Differentialgleichung und der Bulk-Flow-Ansatz als bekannteste Vertreter ef-
fizienter Berechnungswerkzeuge für Spaltströmungen auf physikalischen An-
nahmen beruhen, die bei der Betrachtung allgemeiner Spaltströmungen nicht
mehr haltbar sind.
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Die in der vorliegenden Arbeit als „Ansatzfunktionenmodelle“ bezeichnete
Modellklasse erweist sich bei der direkten Gegenüberstellung der verschie-
denen recherchierten Berechnungswerkzeuge in Tabelle 2.1 als aussichtsrei-
cher Kompromiss zwischen der Wahrung der Effizienz des Lösungsverfahrens
und der Aufhebung einschränkender physikalischer Annahmen und Vereinfa-
chungen. Ansatzfunktionenmodelle können als Verallgemeinerung des Bulk-
Flow-Ansatzes angesehen werden. Sie beruhen nicht auf in radialer Richtung
homogenen Geschwindigkeitsverteilungen (Blockprofile, Engl. „bulk veloci-
ty profiles“) und können dementsprechend beliebige vollentwickelte laminare
oder turbulente Geschwindigkeitsprofile einbinden. Insbesondere enthalten
sie somit den Bulk-Flow-Ansatz als Spezialfall.
Aus den genannten Gründen wird die Herangehensweise der Ansatzfunktio-
nenmodelle als Grundlage für die eigene Modellbildung genutzt. In deren
Rahmen wird eine lauffähige Implementierung eines Ansatzfunktionenmo-
dells in MATLAB erarbeitet. Dieses fußt zunächst lediglich auf der Annahme
∂p̃/∂ỹ ≈ 0 über die radiale Druckverteilung im Ringspalt und wird deshalb
als „Clearance-Averaged Pressure Model“ (CAPM) bezeichnet.
Die Herleitung des Modells in Kapitel 3 geht von den Erhaltungssätzen für
Masse und Impuls für ein integro-differentielles Kontrollvolumen im Ring-
spalt aus und wird durch analytische Größenordnungsbetrachtungen er-
gänzt. Die Schließung des resultierenden Differentialgleichungssystems er-
folgt mithilfe empirischer Modellierungsansätze für die Geschwindigkeitspro-
file und Wandschubspannungen. Zur numerischen Lösung der geschlossenen
mathematische Problemformulierung wird ein iteratives Finite-Differenzen-
Verfahren basierend auf einem SIMPLEC-Algorithmus zur Kopplung der
Geschwindigkeits- und Drucklösung auf einem teilversetzten Gitter einge-
setzt. Die Verifizierung der Implementierung sowie eine Quantifizierung der
mit ihrem Einsatz verbundenen Unsicherheiten im Rahmen von Gitterstudi-
en runden die Modellbildung der vorliegenden Arbeit ab.
Zur Beantwortung von Forschungsfrage (ii) wird in Kapitel 4.2.2 die Methode
der inspektionellen Dimensionsanalyse eingesetzt. Diese analytische Methode
kann als Ergänzung zur gewöhnlichen, rein auf den in der Problemstellung
beteiligten Basisgrößen Länge L, Masse M und Zeit T aufbauenden, Dimen-
sionsanalyse verstanden werden. Durch das erweiterte einbezogene Wissen
in Form der mathematischen Zusammenhänge ermöglicht die inspektionelle
Dimensionsanalyse die Ermittlung schärferer bzw. kürzerer Abhängigkeits-
listen als die gewöhnliche Dimensionsanalyse. Mithilfe dieser theoretischen
Betrachtungen wird in Kapitel 4.2.2 jeweils problemspezifisch die minimal
notwendige Anzahl an Einflussgrößen zur Vorbereitung der Parameterstudi-
en von Kapitel 4.3 ermittelt.
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Zielgrößen dieser Parameterstudien sind einerseits die Widerstandszahl λ und
Reibungszahl μϕ als Maß für die Leckage- und Reibungseigenschaften von
Spaltströmungen bei koaxial ausgerichteten Rotor- und Statorachsen. Ande-
rerseits zielen die Parameterstudien auf die von der Strömung auf den Rotor
ausgeübte Radialkraft Fr und Tangentialkraft Fϕ bei exzentrisch und/oder
geneigt stehender Rotorachse ab.
Zur Beantwortung von Forschungsfrage (iii) nach der Validierung des CAPM
werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit numerische Strömungssimula-
tionen (CFD) in ANSYS Fluent als Referenzergebnisse herangezogen. Die
Vorbereitung und der Aufbau der CFD-Rechnungen inklusive systematischer
Einflussstudien zur eingesetzten Vernetzung und den numerischen Einstellun-
gen und Randbedingungen sind Gegenstand von Kapitel 4.1.
Für die Validierung werden in Kapitel 4.3 sowohl mit dem effizienten Be-
rechnungswerkzeug CAPM als auch mit dem dreidimensionalen CFD-Modell
umfangreiche Parameterstudien hinsichtlich der Leckage- und Reibungseigen-
schaften sowie hinsichtlich der Strömungskräfte auf den Rotor berechnet und
miteinander verglichen. Insgesamt wurden im Rahmen der vorliegenden Ar-
beit rund 950 Betriebspunkte mit dem CAPM und rund 280 Betriebspunkte
mithilfe der CFD-Rechnungen untersucht. Dabei liegt der Rechenaufwand
des CAPM mit ca. 90 s pro Betriebspunkt auf einem handelsüblichen Lap-
top um Größenordnungen unter dem der CFD-Rechnungen mit ca. 5 h pro
Betriebspunkt auf dem Lichtenberg-Hochleistungsrechner an der TU Darm-
stadt. Dies unterstreicht die Zugehörigkeit des CAPM zur Gruppe der effizi-
enten Berechnungswerkzeuge.
Die Ergebnisse der CAPM- und CFD-Rechnungen stimmen bei allen im Rah-
men der Parameterstudien hinsichtlich der Leckage- und Reibungseigenschaf-
ten untersuchten Betriebsbedingungen gut überein. Im Rahmen der Parame-
terstudien hinsichtlich der Strömungskräfte werden nur bei wenigen der un-
tersuchten Betriebsbedingungen nennenswerte Abweichungen zwischen den
Vorhersagen des CAPM und den CFD-Ergebnissen festgestellt. Dies ist einer-
seits bei Geometrie- und Betriebsparameterkombinationen der Fall, bei denen
der Spalt kurz ist sowie hohe axiale Strömungsgeschwindigkeiten vorliegen.
Andererseits treten speziell bei der Vorhersage der Tangentialkraft Abwei-
chungen auch bereits bei längeren Spalten auf, wenn die axiale Durchströ-
mung groß und gleichzeitig der dimensionslose Vordrall Γ �= 0.5 ist. Analysen
der in den CFD-Rechnungen ermittelten Umfangs- und Axialgeschwindig-
keitsprofile ergeben, dass bei diesen Betriebspunkten Phänomene auftreten,
die mit den im Rahmen des CAPM als Geschwindigkeitsprofile angenom-
menen Potenzgesetzen nicht abgebildet werden können. Im Hinblick auf die
Einflüsse aller anderen im Rahmen der Parameterstudien zu den Strömungs-
kräften untersuchten Betriebsparameter stimmen die Ergebnisse des CAPM
und der CFD-Rechnungen gut überein.
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Die vorliegende Arbeit enthält mit ihren Antworten auf die Forschungsfra-
gen (i) bis (iii) sowie der Erarbeitung des effizienten Berechnungswerkzeuges
CAPM wesentliche Schritte auf dem Weg zur vereinheitlichten und damit ge-
genüber Anwenderfehlern robusteren effizienten Berechnung von Gleitlagern
und Dichtspalten in Turbomaschinen.
In die Zukunft blickend kann das durch sie erschlossene Forschungsfeld in
verschiedene Richtungen weiterentwickelt werden:
Zur weiterführenden Absicherung der Vorhersagen des CAPM sollte eine Va-
lidierung mithilfe experimenteller Referenzdaten ergänzt werden. Dies ist für
einen zukünftigen Praxiseinsatz des Berechnungswerkzeuges auch im indus-
triellen Umfeld erforderlich. Die Grundlagen eines entsprechenden Spaltströ-
mungsprüfstandes wurden vom Autor der vorliegenden Dissertation konzi-
piert und werden am Institut für Fluidsystemtechnik weiterverfolgt und aus-
gestaltet.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden Betriebsbereiche identifiziert, in
denen die Vorhersagen des CAPM hinsichtlich der Strömungskräfte auf den
Rotor Verbesserungspotential aufweisen. Darüber hinaus wird die Hypothese
erarbeitet, dass Einschränkungen in den für das CAPM angenommenen Ge-
schwindigkeitsprofilen Ansatzpunkt für zukünftige Weiterentwicklungen in
dieser Hinsicht sein können. Grundideen bzw. mögliche Anknüpfungspunk-
te zur Einbeziehung von Methoden der Grenzschichttheorie im Rahmen der
Geschwindigkeitsprofile des CAPM werden in Kapitel 3.2.1 der vorliegenden
Arbeit aufgezeigt.
Langfristig ist auch eine Erweiterung des Einsatzbereiches des CAPM um
dynamischen Spalteigenschaften bei kleinen Schwingungen um exzentrische
und/oder geneigte statische Ruhelagen des Rotors wünschenswert. Zur Er-
gänzung dieser Möglichkeit ist die Einbeziehung der transienten Terme in den
beschreibenden Gleichungen des CAPM notwendig. Dies könnte bspw. durch
ein transientes Lösungsverfahren oder durch Einbeziehung eines Perturba-
tionsansatzes erfolgen. Für beide Ansätze stellt die erarbeitete Implemen-
tierung des CAPM bereits den Kern des jeweils erforderlichen numerischen
Lösungsverfahrens zur Verfügung.
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Anhang A

Massen- und Impulserhaltung

Im Folgenden wird die Anwendung der Erhaltungssätze für Masse und Im-
puls auf das in den Abbildungen 3.2 und A.1 dargestellte Kontrollvolumen
beschrieben. Dies repräsentiert einen wesentlichen Schritt bei der Herleitung
der beschreibenden Gleichungen des CAPM. Die Vorgehensweise ist in Teilen
an die Herleitung des Bulk-Flow-Ansatzes im Werk von Childs angelehnt.1

Abbildung A.1: Integro-differentielles Kontrollvolumen im Ringspalt.

Die allgemeinen integralen Erhaltungsgleichungen für Masse und Impuls im
beschleunigten Bezugssystem sind bspw. im Werk von Spurk zu finden.2 Auf
die betrachtete Problemstellung und Herangehensweise der vorliegenden Ar-

1
Childs, Turbomachinery Rotordynamics, ([14], 1993, Kapitel 4.2, Seite 229ff)

2
Spurk und Aksel, Strömungslehre: Einführung in die Theorie der Strömungen, ([85],
2007, Kapitel 2.4, Seite 49ff)
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beit übertragen, können sie gemäß∫∫
Ã

�̃w · �n dÃ = 0, (A.1a)

∫∫∫
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(A.1b)

∫∫∫
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∂c̃z
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dṼ +

∫∫
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dÃ = �ez ·
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�̃

∫∫
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�̃t dÃ

⎞
⎟⎠ (A.1c)

angegeben werden, vgl. auch Kapitel 2.2 und 3.1.1. Dabei sind �ei die Einheits-
und �̃t die Spannungsvektoren.
Auswertung der integralen Erhaltungsgleichungen für das betrachtete Kon-
trollvolumen ergibt zunächst eine rein integrale Beschreibungsweise der
Spaltströmung. Diese ist länglich und wird daher hier nicht angegeben. Durch
Betrachtung des Grenzübergangs R̃dϕ, dz̃ → 0 kann sie in die deutlich kom-
paktere integro-differentielle Beschreibungsweise

∂h̃

∂t̃
+

1

R̃

∂

∂ϕ

h̃∫
0

w̃ϕ dỹ +
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überführt werden. In dieser wird die radiale Richtung integral, Umfangs- und
axiale Richtung hingegen differentiell abgebildet.
Die Komponente der integro-differentiellen Impulsgleichung in Umfangsrich-
tung A.2b kann vereinfacht werden, indem zunächst die relative Umfangsge-
schwindigkeit über c̃ϕ ≈ w̃ϕ + ω̃R̃ eingeführt und anschließend eine mit ω̃R̃
multiplizierte Form der integro-differentiellen Kontinuitätsgleichung A.2a von
ihr subtrahiert wird. Ergebnis ist die folgende dimensionsbehaftete Form der
integro-differentiellen Erhaltungsgleichungen
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dỹ + h̃R̃

∂ω̃

∂t̃
+
(
Ω̃− ω̃

)
R̃
∂h̃

∂t̃
+ ω̃

h̃∫
0

c̃r dỹ +
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Einführung der in der vorliegenden Arbeit verwendeten Definitionen dimensi-
onsloser Größen ergibt schließlich folgende dimensionslose Form der integro-
differentiellen Erhaltungsgleichungen
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(A.4c)

Dabei wurde die Radialgeschwindigkeit gemäß cr := c̃r/Ω̃R̃ entdimensioniert.
Die Normal- und Schubspannungen τ+ij := 2τ̃ij/�̃Ω̃

2R̃2 wurden im Gegensatz
zu den Wandschubspannungen τyi|10 direkt mit �̃Ω̃2R̃2/2 entdimensioniert,
da die über die Rotormantelfläche gemittelten Wandschubspannungen für sie
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keine sinnvollen Bezugswerte bieten würden, vgl. Gleichung 3.9. Die Normal-
und Schubspannungen repräsentieren die an den Kontrollvolumenseiten in
Umfangs- und axialer Richtung angreifenden Kräfte, vgl. Abbildung A.1.
Eine detaillierte Betrachtung dieser Größen findet in Anhang B statt.
Es sei darauf hingewiesen, dass für die Herleitung der Gleichungen A.4 le-
diglich die in Kapitel 2.2 beschriebenen grundlegenden Annahmen zu der
in der vorliegenden Arbeit betrachteten Problemstellung angewendet wur-
den. In Anhang B wird mithilfe von Größenordnungsabschätzungen gezeigt,
welche der in den Gleichungen A.4 enthaltene Terme für die Beschreibung
der Spaltströmung wirklich relevant sind und welche vernachlässigt werden
können.
Ferner können mithilfe der Gleichungen A.4 die in den Gleichungen 3.5 ver-
wendeten Platzhalter für die transienten Terme

Tc :=
∂h

∂t
, (A.5a)

Tϕ := h

1∫
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∂wϕ

∂t
dy + h
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+ (1− ω)
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, (A.5b)

Tz := φ h
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h

1∫
0

cz dy (A.5c)

identifiziert werden.



Anhang B

Größenordnungsabschätzungen

Im Folgenden wird mithilfe von Größenordnungsabschätzungen gezeigt, wel-
che Terme in den im vorherigen Anhang A hergeleiteten dimensionslosen,
integro-differentiellen Massen- und Impulserhaltungsgleichungen A.4 zur Be-
schreibung der Spaltströmung wirklich relevant sind. Die Analysen gehen
von der in Kapitel 2.2 definierten und in der vorliegenden Arbeit betrachte-
ten Problemstellung aus. Sie erfolgen für allgemeine Spaltströmungen. Eine
Einschränkung auf laminare oder turbulente Strömungsverhältnisse erfolgt
nicht.
Grundlegend ist zu sagen, dass die Gleichungen A.4 derart entdimensioniert
wurden, dass alle hinter den Differentialoperatoren ∂/∂ϕ und ∂/∂z sowie
in Integralen über die Kanalhöhe stehenden Ausdrücke von der Größenord-
nung O (1) sind. Dies vereinfacht die Größenordnungsanalyse erheblich, da
die Betrachtungen größtenteils auf die aus dimensionslosen Parametern zu-
sammengesetzten Vorfaktoren der einzelnen Terme beschränkt werden kön-
nen. Einzige Ausnahme bilden hierbei die Normal- und Schubspannungen τ+ij ,
für die kein geeigneter Bezugswert zur Verfügung steht. Sie müssen im Rah-
men der Größenordnungsabschätzung jedoch ohnehin gesondert betrachtet
werden, weshalb dieser Umstand nicht störend ist.
Die in den Gleichungen A.4 direkt enthaltenen dimensionslosen Geometrie-
und Betriebsparameter sind die Spaltlänge L, die Durchflusszahl φ sowie
die Orbitfrequenz ω der Rotorbewegungen im Stator, vgl. Kapitel 2.2.3. Sie
sind in allgemeinen, technisch relevanten Spaltströmungen ebenfalls von der
Größenordnung O (1). Durch Grenzwertbetrachtungen wie bspw. L→ 0 oder
L → ∞ können zwar technisch relevante Sonderfälle abgeleitet werden (in
diesem Fall z. B. die Kurz- und Breitlagertheorien), dies ist jedoch nicht Teil
der allgemeinen Betrachtungen der vorliegenden Arbeit.
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Als globale Ergebnisgröße ist der mittlere Druck p̄ ebenfalls in den Glei-
chungen A.4 direkt enthalten. Seine Größenordnung kann nicht im Voraus
abgeschätzt werden. Vielmehr verbleibt der Druckterm als „Spielball“, des-
sen Größenordnung sich immer den bei einer bestimmten Kombination der
globalen Geometrie- und Betriebszustandsparameter resultierenden Größen-
ordnungsverhältnissen in den Gleichungen A.4 anpasst.
Die folgenden Größenordnungsbetrachtungen erfolgen schrittweise. Zunächst
wird die Kontinuitätsgleichung A.4a betrachtet. Anschließend werden die
Komponenten der Impulsgleichung A.4b und c von links nach rechts durch-
laufen.

Kontinuitätsgleichung

Unter Berücksichtigung der oben beschriebenen Verhältnisse hinsichtlich der
Art der Entdimensionierung sowie der Größenordnungen der globalen Be-
triebsparameter ist die Größenordnungsabschätzung für die einzelnen Terme
der Kontinuitätsgleichung A.4a trivial:

∂h

∂t︸︷︷︸
∼O(1)

+
∂

∂ϕ
h

1∫
0

wϕ dy
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∼O(1)

+
φ

L

∂

∂z
h

1∫
0

cz dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

= 0. (B.1)

Ergebnis ist, dass alle Terme der Kontinuitätsgleichung von der gleichen Grö-
ßenordnung sind und somit keiner für die Beschreibung allgemeiner Spaltströ-
mungen vernachlässigt werden darf.

Transiente Terme der Impulsgleichungen

Die Größenordnungsabschätzung der transienten Terme in den Impulsglei-
chungen ist ebenfalls trivial:

h

1∫
0

∂wϕ

∂t
dy
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∼O(1)

+ h
∂ω
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∂h
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, (B.2a)

φ h
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h
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∼O(1)

. (B.2b)
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Terme infolge des beschleunigten Bezugssystems

Lediglich die Komponente der Impulsgleichung in Umfangsrichtung enthält
einen Term infolge des beschleunigten Bezugssystems. Aus einer Größenord-
nungsabschätzung für die Kontinuitätsgleichung 2.8a folgt, dass die Radi-
algeschwindigkeiten im Ringspalt gegenüber den übrigen Geschwindigkeiten
vernachlässigbar sind, c̃r � c̃ϕ, c̃z, vgl. Spurk.1. In einer genaueren Betrach-
tung kann mithilfe dieser Größenordnungsabschätzung sogar gezeigt werden,
dass für die dimensionslosen Radialgeschwindigkeiten im Spalt cr � O (ψ)
gilt. Dementsprechend ergibt sich

ω h

1∫
0

cr dy

︸ ︷︷ ︸
�O(ψ)

(B.3)

als Größenordnung des Terms infolge des beschleunigten Bezugssystems.

Konvektive Terme der Impulsgleichungen

Die Größenordnungsabschätzung der konvektiven Terme in den Impulsglei-
chungen ist trivial:

∂
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Wandschubspannungsterme der Impulsgleichungen

Die Größenordnungsabschätzungen für die Wandschubspannungsterme wer-
den im Falle laminarer Spaltströmung in Anhang D und im Falle turbulenter

1
Spurk und Aksel, Strömungslehre: Einführung in die Theorie der Strömungen, ([85],
2007, Kapitel 8.1, Seite 245ff)
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Spaltströmung in Kapitel 3.2.2 ausgeführt. Damit können die Größenordnun-
gen der Gesamtterme in den Gleichungen A.4b und c gemäß

p̄

2

μϕ

ψ
τyϕ|10 ,︸ ︷︷ ︸

lam.: ∼O
(

8
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)
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(B.5a)
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)
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(
φ mf

ψRe
nf
ϕ

)
(B.5b)

angegeben werden. Da die laminare Formulierung auch als Sonderfall der
turbulenten Formulierung aufgefasst werden kann, wird im Folgenden die
turbulente Größenordnungsangabe als maßgebend angesehen.

Schubspannungsterme der Impulsgleichungen

Zur Größenordnungsabschätzung der Schubspannungsterme werden diese zu-
nächst in ihren laminaren Anteil sowie den Anteil aus den turbulenten
Reynoldsspannungen

τ+ϕz = τ+zϕ = τ+ϕz,lam. − 2φc′ϕc′z (B.6)

aufgeteilt. Dabei wurden die turbulenten Schwankungsgeschwindigkeiten c′i
auf die gleiche Art entdimensioniert wie die ihnen zugeordneten Reynolds-
gemittelten Geschwindigkeiten ci.
Der laminare Beitrag kann unter der Annahme Newtonscher Fluide über den
Deformationsgeschwindigkeitstensor

τ+ϕz,lam. =
2ψ

Reϕ

(
1

L

∂cϕ
∂z

+ φ
∂cz
∂ϕ

)
(B.7)

ermittelt werden, vgl. auch Spurk.2 Unter Annahme des Wirbelviskositäts-
prinzips kann der turbulente Beitrag in analoger Form gemäß

−2φc′ϕc′z =
2ψ

Reϕ,turb.

(
1

L

∂cϕ
∂z

+ φ
∂cz
∂ϕ

)
(B.8)

2
Spurk und Aksel, Strömungslehre: Einführung in die Theorie der Strömungen, ([85],
2007, Kapitel 4.1, Seite 101ff)
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angegeben werden, vgl. Pope.3 Die turbulente Reynoldszahl Reϕ,turb. :=

Ω̃R̃˜̄h/ν̃turb. enthält die sog. „Wirbelviskosität“. Diese ist keine Stoffeigenschaft
sondern muss modelliert werden.
Für die Zwecke des vorliegenden Abschnittes ist es ausreichend, die Grö-
ßenordnung der turbulenten Reynoldszahl mithilfe des Mischungsweglänge-
Modells zu

Re−1
ϕ,turb. = hκ2y2

∣∣∣∣∂cϕ∂y

∣∣∣∣ ∼ O (1) (B.9)

abzuschätzen, vgl. Pope.4 Dabei ist κ ≈ 0.4 die von Kármán-Konstante.
Basierend auf den Erkenntnissen aus den Gleichungen B.7, B.8 und B.9 kön-
nen die Größenordnungen der Schubspannungen zunächst zu

τ+ϕz = τ+zϕ = τ+ϕz,lam.︸ ︷︷ ︸
∼O(ψ/Reϕ)

− 2φc′ϕc′z︸ ︷︷ ︸
∼O(ψ)

(B.10)

abgeschätzt werden. Damit können die Größenordnungen der Schubspan-
nungsterme in den Gleichungen A.4b und c schließlich gemäß

1
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, (B.11a)

1
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∂
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�O(ψ)

(B.11b)

angegeben werden.

Normalspannungsterme der Impulsgleichungen

Zur Größenordnungsabschätzung der Normalspannungsterme werden diese
zunächst analog zu den Schubspannungen im vorherigen Abschnitt in ihre
laminaren und turbulenten Anteile zerlegt

τ+ϕϕ = τ+ϕϕ,lam. − 2c′ϕ
2, (B.12a)

τ+zz = τ+zz,lam. − 2φ2c′z
2. (B.12b)

3
Pope, Turbulent Flows, ([63], 2015, Kapitel 10, Seite 358)

4
Pope, Turbulent Flows, ([63], 2015, Kapitel 10, Seite 358ff)
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Der laminare Beitrag kann erneut unter Annahme eines Newtonschen Fluides
bestimmt werden:

τ+ϕϕ,lam. =
4ψ

Reϕ

∂cϕ
∂ϕ

, (B.13a)

τ+zz,lam. =
4ψφ

LReϕ

∂cz
∂z

. (B.13b)

Die entsprechende Untersuchung im Falle des turbulenten Beitrages ist deut-
lich schwieriger als im Falle der Schubspannungen. Unter Annahme des Wir-
belviskositätsprinzips können die turbulenten Beiträge gemäß

−2c′ϕ2 =
4ψ

Reϕ,turb.

∂cϕ
∂ϕ

− 4

3
k, (B.14a)

−2φ2c′z
2 =

4ψφ

LReϕ,turb.

∂cz
∂z
− 4

3
k (B.14b)

angegeben werden. Die Auswertung der Größenordnungen der turbulenten
Normalspannungen hieraus gestaltet sich jedoch deutlich schwieriger als im
Falle von Gleichung B.8, da alle drei Komponenten der turbulenten Normal-
spannungen noch einmal in der sog. turbulenten kinetischen Energie

k := k̃/Ω̃2R̃2 =
1

2

(
c′r

2
+ c′ϕ

2
+ φ2c′z

2
)

(B.15)

enthalten sind.
Die entsprechende Auswertung ist dennoch möglich, wenn auch die radiale
Komponente der turbulenten Normalspannungen

−2c′r2 =
4

hReϕ,turb.

∂cr
∂y
− 4

3
k (B.16)

hinzugezogen wird. Elimination der turbulenten kinetischen Energie k aus
den Gleichungen B.14 und B.16 führt auf

2c′r
2 − 2c′ϕ

2 =
4ψ

Reϕ,turb.

∂cϕ
∂ϕ

− 4

hReϕ,turb.

∂cr
∂y

, (B.17a)

2c′r
2 − 2φ2c′z

2 =
4ψφ

LReϕ,turb.

∂cz
∂z
− 4

hReϕ,turb.

∂cr
∂y

. (B.17b)
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Die Kontinuitätsgleichung muss auch für die turbulenten Schwankungsge-
schwindigkeiten gelten.5 Aus diesem Grund steht uns zusätzlich zu den Glei-
chungen B.17 noch die Information c′r � c′ϕ, φc

′
z zur Verfügung. Mit dieser

entscheidenden Zusatzinformation ist es nun möglich, die Größenordnungen
der uns interessierenden turbulenten Normalspannungen zu −2c′ϕ2 ∼ O (ψ)

und −2φ2c′z
2 ∼ O (ψφ/L) abzuschätzen.

Entsprechend ergeben sich die Größenordnungen der Normalspannungen ins-
gesamt zu

τ+ϕϕ = τ+ϕϕ,lam.︸ ︷︷ ︸
∼O(ψ/Reϕ)

− 2c′ϕ
2︸︷︷︸

∼O(ψ)

, (B.18a)

τ+zz = τ+zz,lam.︸ ︷︷ ︸
∼O(ψ/Reϕ)

− 2φ2c′z
2︸ ︷︷ ︸

∼O(ψ)

. (B.18b)

Schließlich können die Größenordnungen der Normalspannungsterme in den
Gleichungen A.4 gemäß

1

2

∂

∂ϕ
h

1∫
0

τ+ϕϕ dy

︸ ︷︷ ︸
�O(ψ)

, (B.19a)

1

2L

∂

∂z
h

1∫
0

τ+zz dy

︸ ︷︷ ︸
�O(ψ)

(B.19b)

angegeben werden.

Fazit

Die in den vorherigen Abschnitten erarbeiteten Erkenntnisse hinsichtlich der
Größenordnungen der einzelnen Terme der Gleichungen A.4 werden im Fol-

5Die Wahrung der Massenerhaltung muss sozusagen sowohl für die Reynolds-gemittelten
Geschwindigkeiten als auch für die Schwankungsgeschwindigkeiten jeweils separat ge-
währleistet sein.
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genden als Übersicht zusammengefasst:

∂h

∂t︸︷︷︸
∼O(1)

+
∂

∂ϕ
h

1∫
0

wϕ dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

+
φ

L

∂

∂z
h

1∫
0

cz dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

= 0, (B.20a)

h

1∫
0

∂wϕ

∂t
dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

+ h
∂ω

∂t︸︷︷︸
∼O(1)

+(1− ω)
∂h

∂t︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

+ω h

1∫
0

cr dy

︸ ︷︷ ︸
�O(ψ)

+

+
∂

∂ϕ
h

1∫
0

w2
ϕ dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

+
φ

L

∂

∂z
h

1∫
0

wϕcz dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

=

= − p̄

2
h
∂p

∂ϕ︸︷︷︸
∼O(1)

+
p̄

2

μϕ

ψ
τyϕ|10︸ ︷︷ ︸

∼O(mf/ψRe
nf
ϕ )

+

+
1

2

∂

∂ϕ
h

1∫
0

τ+ϕϕ dy

︸ ︷︷ ︸
�O(ψ)

+
1

2L

∂

∂z
h

1∫
0

τ+zϕ dy

︸ ︷︷ ︸
�O(ψ)

,

(B.20b)

φ h

1∫
0

∂cz
∂t

dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

+
∂φ

∂t
h

1∫
0

cz dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

+

+φ
∂

∂ϕ
h

1∫
0

wϕcz dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

+
φ2

L

∂

∂z
h

1∫
0

c2z dy

︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

=

= − p̄

2

h

L

∂p

∂z︸ ︷︷ ︸
∼O(1)

+
p̄

2

μz

ψ
τyz|10︸ ︷︷ ︸

∼O(mf/ψRe
nf
ϕ )

+

+
1

2

∂

∂ϕ
h

1∫
0

τ+ϕz dy

︸ ︷︷ ︸
�O(ψ)

+
1

2L

∂

∂z
h

1∫
0

τ+zz dy

︸ ︷︷ ︸
�O(ψ)

.

(B.20c)
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In der Übersicht wird deutlich, dass die Gleichungen im Wesentlichen Terme
dreier Größenordnungen enthalten:

1. Terme der Größenordnung O (1),

2. Terme der Größenordnung O (ψ) oder kleiner und

3. Terme der Größenordnung O (mf/ψRe
nf
ϕ

)
.

Die Terme der GrößenordnungO (1) sind zur Beschreibung allgemeiner Spalt-
strömungen erforderlich. Sie müssen beibehalten werden.
Die Terme der Größenordnung O (ψ) sind bei der Betrachtung allgemei-
ner Spaltströmungen vernachlässigbar. Es sei darauf hingewiesen, dass diese
Schlussfolgerung ausschließlich basierend auf der fundamentalen geometri-
schen Eigenschaft ψ � O (1) technisch relevanter Spaltströmungen in Tur-
bomaschinen gezogen werden kann! Sie ist somit für die in der vorliegenden
Arbeit betrachtete Problemstellung uneingeschränkt gültig, vgl. Kapitel 2.2.
Des Weiteren sei darauf hingewiesen, dass auch die Normal- und Schubspan-
nungsterme auf den in Umfangs- und axialer Richtung zeigenden Kontrollvo-
lumenseiten nur von der GrößenordnungO (ψ) oder kleiner sind. Somit liefert
die vorliegende Arbeit eine Bestätigung der in der Literatur zwar gängigen, je-
doch unsauberen Praxis, diese Terme im Rahmen eines intergo-differentiellen
Ansatzes einfach unkommentiert zu vernachlässigen.
Schließlich sind die Wandschubspannungsterme in den beiden Komponen-
ten des Impulssatzes von der Größenordnung O (mf/ψRe

nf
ϕ

)
. Dies bestätigt

sehr anschaulich ihre variierende Relevanz abhängig von den betrachteten
strömungsmechanischen Betriebsbedingungen. In Kapitel 2.3.1 wurde argu-
mentiert, dass für Werte von ψReϕ � O (1) die konvektiven Terme in den
Impulsbilanzen gegenüber den Reibungstermen vernachlässigt werden kön-
nen. Dies ist letztendlich die wesentliche Grundannahme hinter dem vermut-
lich wichtigsten effizienten Berechnungswerkzeug für Spaltströmungen in der
Praxis: der Reynoldsschen Differentialgleichung. Die Übersicht B.20 veran-
schaulicht nun eindrucksvoll, dass für ψReϕ � O (1) bzw. allgemeiner gefasst
für Re∗ϕ := ψRenfϕ � O (1) die Größenordnung der Wandschubspannungster-
me O (1) bei Weitem übersteigen kann. Somit passt sich in diesem Fall der
„Spielball“ p̄ an die Größenordnung der Wandschubspannungsterme an und
die konvektiven Terme der Impulsbilanzen, welche lediglich von der Größen-
ordnung O (1) sind, werden vernachlässigbar.
Es sei abschließend noch erwähnt, dass die Größenordnung der Wandschub-
spannungen bei gerade einsetzender turbulenter Strömung, also z. B.

O
(

mf

ψRenf
ϕ

)
∼ O

(
10−2

10−3 (103)0.25

)
= O (101/4) ≈ O (1.8) (B.21)
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bereits nicht mehr deutlich größer als O (1) ist. Dies bestätigt letztendlich
die Aussage von Szeri, dass das bloße Auftreten von Turbulenz in der Spalt-
strömung bereits untrennbar mit der Relevanz von Fluidträgheiten verbun-
den sei und Ansätze basierend auf der Reynoldsschen Differentialgleichung
turbulente Spaltströmungen damit bereits prinzipbedingt nicht gut abbilden
können.6

6
Szeri, Fluid Film Lubrication: Theory and Design, ([88], 2005, Kapitel 7.1, Seite 244)



Anhang C

Geschwindigkeitsprofile

Im Folgenden werden weitere Geschwindigkeitsprofile und zugehörige I-
Koeffizienten angegeben, die im Rahmen der in der vorliegenden Arbeit er-
arbeiteten Implementierung des effizienten Berechnungswerkzeuges CAPM
ausgewählt werden könnten. Dabei handelt es sich einerseits um Profile und
Koeffizienten für den Sonderfall des Bulk-Flow-Modells sowie andererseits
eines Ansatzfunktionenmodells für den Fall laminarer Spaltströmung.
Die im Folgenden aufgeführten I-Koeffizienten wurden im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit hergeleitet und in MATLAB implementiert. Die im Kern-
teil der Arbeit beschriebene Verifizierung und Validierung bezieht sich aus-
schließlich auf das Ansatzfunktionenmodell für das Hauptanwendungsgebiet
der turbulenten Spaltströmung.
Eine Verifizierung und Validierung der nachfolgenden I-Koeffizienten kann
analog zu den in den Kapitel 3.4.1 und 4 beschriebenen Vorgehensweisen
erfolgen.
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Bulk-Flow-Modell

Die Geschwindigkeitsprofile für den Sonderfall des Bulk-Flow-Modells sind

wϕ := Wϕ (C.1a)
cz := Cz. (C.1b)

Die zugehörigen I-Koeffizienten ergeben sich entsprechend zu

Iϕ1 := h, Iϕ2 := 0, Iz := h, (C.2a)

Iϕϕ1 := hWϕ, Iϕϕ2 := 0, Iϕz1 := hCz, Iϕz2 := 0, (C.2b)

Izϕ := hWϕ, Izz := hCz. (C.2c)

Laminare Spaltströmung

Die Geschwindigkeitsprofile eines Ansatzfunktionenmodells für den Fall la-
minarer Spaltströmung sind

wϕ :=

{
(Wϕ + ω − 1) 2yRot − ω + 1 für yRot <

1
2

(Wϕ + ω) 2y − ω für y ≤ 1
2

(C.3a)

cz :=

{
4CzyRot (1− yRot) für yRot <

1
2

4Czy (1− y) für y ≤ 1
2
.

(C.3b)

Die zugehörigen I-Koeffizienten ergeben sich entsprechend zu

Iϕ1 :=
1

2
h, Iϕ2 :=

1

2
h

(
1

2
− ω

)
, Iz :=

2

3
h, (C.4a)

Iϕϕ1 :=
1

3
h

(
Wϕ +

1

2
− ω

)
, Iϕϕ2 :=

1

6
h
(
2ω2 − 2ω + 1

)
,

Iϕz1 :=
5

12
hCz, Iϕz2 :=

1

4
hCz

(
1

2
− ω

)
,

(C.4b)

Izϕ :=
1

4
h

(
5

3
Wϕ +

1

2
− ω

)
, Izz :=

8

15
hCz. (C.4c)



Anhang D

Wandschubspannungsmodellierung

Im Folgenden werden weitere Möglichkeiten zur Handhabung der Wand-
schubspannungsterme angegeben, welche im Rahmen der in der vorliegen-
den Arbeit erarbeiteten Implementierung des effizienten Berechnungswerk-
zeuges CAPM ausgewählt werden könnten. Dabei handelt es sich einerseits
um Ausdrücke für die Komponenten der dimensionslosen effektiven Rela-
tivgeschwindigkeiten zwischen Strömung und Wand für den Sonderfall des
Bulk-Flow-Modells, vgl. Gleichungen 3.20. Andererseits wird die Handha-
bung der Wandschubspannungsterme eines Ansatzfunktionenmodells für den
Fall laminarer Spaltströmung beschrieben. Diese unterscheidet sich aufgrund
der bei laminarer Strömung vorhandenen Entkopplung des Reibungsverhal-
tens in verschiedenen Raumrichtungen von der Handhabung bei turbulenter
Strömung.
Die im Folgenden beschriebenen Handhabungen der Wandschubspannungs-
terme wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit hergeleitet und in MAT-
LAB implementiert. Die im Kernteil der Arbeit beschriebene Verifizierung
und Validierung bezieht sich ausschließlich auf das Ansatzfunktionenmodell
für das Hauptanwendungsgebiet der turbulenten Spaltströmung.
Eine Verifizierung und Validierung der nachfolgenden Wandschubspannungs-
terme kann analog zu den in den Kapitel 3.4.1 und 4 beschriebenen Vorge-
hensweisen erfolgen.
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Bulk-Flow-Modell

Im Sonderfall des Bulk-Flow-Modells werden als Komponenten der dimensi-
onslosen effektiven Relativgeschwindigkeiten zwischen Strömung und Wand
die ausgezeichneten Geschwindigkeitswerte (Engl. „bulk velocities“) selbst
eingesetzt

Cϕ,Stat := Cϕ, (D.1a)
Cϕ,Rot := Cϕ − 1, (D.1b)

Cz,Stat := Cz, (D.1c)
Cz,Rot := Cz. (D.1d)

Die restlichen Schritte zur Ermittlung der Wandschubspannungsterme sind
mit der in Kapitel 3.2.2 beschriebenen Vorgehensweise identisch.
Die beschriebene Handhabung stimmt mit der bei Bulk-Flow-Modellen in der
Literatur verbreiteten Vorgehensweise überein, vgl. z. B. Childs.1 Dies ist eine
Bestätigung dafür, dass der Bulk-Flow-Ansatz in der Literatur ausschließlich
zur Berechnung turbulenter Spaltströmungen eingesetzt wird.

Laminare Spaltströmung

Die Handhabung der Wandschubspannungsterme muss bei laminarer Spalt-
strömung anders erfolgen als im turbulenten Fall. Die im Folgenden demons-
trierte Handhabung der Wandschubspannungsterme ist äquivalent zu der bei
Ansatzfunktionenmodellen für laminare Spaltströmungen in der Literatur
verbreiteten Vorgehensweise, vgl. z. B. Launder und Leschziner.2

Unter Berücksichtigung der in Anhang C angegebenen laminaren Geschwin-
digkeitsprofile und der in Abbildung 3.2 eingezeichneten Vorzeichenkonventi-
on für die einzelnen Wandschubspannungskomponenten können diese gemäß

τ̃yϕ,Stat = −η̃ ∂c̃ϕ
∂ỹ

∣∣∣∣
Stat

, τ̃yϕ,Rot = η̃
∂c̃ϕ
∂ỹRot

∣∣∣∣
Rot

,

τ̃yz,Stat = −η̃ ∂c̃z
∂ỹ

∣∣∣∣
Stat

, τ̃yz,Rot = η̃
∂c̃z
∂ỹRot

∣∣∣∣
Rot

(D.2)

in Abhängigkeit der Gradienten der einzelnen Geschwindigkeitskomponenten
an den jeweiligen Wänden (Stator und Rotor) angegeben werden.
1
Childs, Turbomachinery Rotordynamics, ([14], 1993, Kapitel 4.2, Seite 233)

2
Launder und Leschziner, „Flow in Finite-Width, Thrust Bearings Including Inertial
Effects: I - Laminar Flow“, ([48], 1978, Abschnitt 2, Seite 332)
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Addition der Wandschubspannungskomponenten in eine Koordinatenrich-
tung gemäß τ̃yi|h̃0 := τ̃yi,Stat − τ̃yi,Rot sowie Entdimensionierung führt auf

p̄μϕ τyϕ|10 = −
1

Reϕ

2

h

(
∂cϕ
∂y

∣∣∣∣
Stat

+
∂cϕ
∂yRot

∣∣∣∣
Rot

)
, (D.3a)

p̄μz τyz|10 = −
φ

Reϕ

2

h

(
∂cz
∂y

∣∣∣∣
Stat

+
∂cz
∂yRot

∣∣∣∣
Rot

)
. (D.3b)

Auswertung der Gradienten mithilfe der in Anhang C angegebenen laminaren
Geschwindigkeitsprofile ergibt schließlich

p̄μϕ τyϕ|10 = −
1

Reϕ

8

h

(
Cϕ − 1

2

)
, (D.4a)

p̄μz τyz|10 = −
φ

Reϕ

16

h
Cz. (D.4b)

Es sei darauf hingewiesen, dass dieses Ergebnis bzw. die daraus für laminare
Spaltströmungen gewonnene Erkenntnis

p̄μϕ τyϕ|10 ∼ O
(

8

Reϕ

)
, (D.5a)

p̄μz τyz|10 ∼ O
(
16 φ

Reϕ

)
(D.5b)

eine Bestätigung der am Ende von Kapitel 4.2.2 gemachten Aussage zur be-
stimmenden Größenordnung der Wandschubspannungsterme im Falle lami-
narer Spaltströmungen ist. An genannter Textstelle wurde diese Erkenntnis
jedoch basierend auf Hirs’ Wandschubspannungsmodell für den Sonderfall
laminarer Spaltströmung mit nf = 1 und somit über eine völlig andere Her-
angehensweise gewonnen.



Anhang E

Verifizierung des CAPM

Analytische Lösung des unendlich breiten Gleitlagers

Im Folgenden wird demonstriert, wie eine geschlossene Lösung für den Son-
derfall eines turbulent betriebenen, unendlich breiten Gleitlagers hergeleitet
werden kann. Die Vorgehensweise orientiert sich an der Herleitung bei Spurk1

für den Sonderfall eines laminar betriebenen, unendlich breiten Gleitlagers.
Die Herleitung geht von der turbulenten Reynoldsschen Differentialgleichung

1

R̃

∂

∂ϕ

(
h̃3

kϕη̃

1

R̃

∂p̃

∂ϕ

)
+

∂

∂z̃

(
h̃3

kzη̃

∂p̃

∂z̃

)
=

1

2
Ω̃R̃

1

R̃

∂h̃

∂ϕ
(E.1)

aus. Mit der Annahme des unendlich breiten Lagers2 ∂/∂z̃ ≈ 0 vereinfacht
sich diese zu

1

R̃

∂

∂ϕ

(
h̃3

kϕη̃

1

R̃

∂p̃

∂ϕ

)
=

1

2
Ω̃R̃

1

R̃

∂h̃

∂ϕ
. (E.2)

Einführung der dimensionslosen Notation der vorliegenden Arbeit ergibt

∂

∂ϕ

(
h3

kϕ

∂p

∂ϕ

)
=

1

p̄ ψReϕ

∂h

∂ϕ
. (E.3)

Einmalige Integration nach ϕ sowie Umstellen führt auf

∂p

∂ϕ
=

1

p̄ ψReϕ

kϕ
h2

+K1
kϕ
h3

. (E.4)

1
Spurk und Aksel, Strömungslehre: Einführung in die Theorie der Strömungen, ([85],
2007, Kapitel 8.2.1, Seite 248ff)

2bzw. unendlich langen Spaltes
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Die Integrationskonstante K1 kann bestimmt werden, indem Gleichung E.4
von 0 bis 2π bzgl. ϕ integriert wird. Da p(0) = p(2π) gilt, ergibt sich

K1 = − 1

p̄ ψReϕ

2π∫
0

kϕ/h
2 dϕ

2π∫
0

kϕ/h3 dϕ

:= − αInt

p̄ ψReϕ
(E.5)

mit dem das Verhältnis der Integrale repräsentierenden Faktor αInt. Ausfüh-
rung der unbestimmten Integration von Gleichung E.4 bzgl. ϕ führt auf

p (ϕ) = K2 +
1

p̄ ψReϕ

ϕ∫
0

kϕ
h2
− αInt

kϕ
h3

dϕ′, (E.6)

wobei die Integrationskonstante K2 lediglich für die Fixierung des Druckni-
veaus zuständig ist. Sie wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit als K2 = 0
angenommen.
Die Spalthöhenfunktion h(ϕ), vgl. Gleichung 3.7, und der Turbulenzfaktor
kϕ(ϕ) in der Formulierung nach Hirs

kϕ (ϕ) = 0.0687Re0.75lok = 0.0687 [Reϕh (ϕ)]
0.75 (E.7)

mit der lokalen Reynoldszahl Re lok := Ω̃R̃h̃(ϕ)/ν̃ = Reϕh(ϕ) sind die ver-
bleibenden Funktionen der Umfangskoordinate ϕ, vgl. Szeri.3

Die Integrale in Gleichung E.6 wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit
durch numerische Integration für verschiedene Winkel ϕ ausgewertet, um den
in Abbildung 3.11 dargestellten Verlauf zu erhalten.

3
Szeri, Fluid Film Lubrication: Theory and Design, ([88], 2005,
Gleichung 7.89a, Seite 262)



Anhang F

Plausibilisierung der
CFD-Ergebnisse

Im Folgenden soll überprüft werden, ob die mithilfe der CFD-Rechnungen
ermittelten Spalteigenschaften plausibel sind. Dies ist selbstverständlich eine
Grundvoraussetzung für den Einsatz der CFD-Ergebnisse als Referenzergeb-
nisse für die Validierung des in Kapitel 3 beschriebenen effizienten Berech-
nungswerkzeuges CAPM.
Zum Zwecke der Plausibilisierung werden die CFD-Ergebnisse von Testrech-
nungen mit experimentellen und empirischen Ergebnissen aus der Literatur
verglichen. Die Vorgehensweise umfasst zunächst Betrachtungen zur Vorher-
sage der Leckageeigenschaften von Spaltströmungen bei koaxial ausgerichte-
ten Rotor- und Statorachsen. Anschließend wird die Plausibilität der CFD-
Ergebnisse im Hinblick auf die Vorhersage der Strömungskräfte bei exzentri-
scher Rotorachse überprüft.

Vorhersage der Leckageeigenschaften

Zur Überprüfung der Plausibilität der CFD-Ergebnisse in Bezug auf die Vor-
hersage der Leckageeigenschaften wird im Folgenden die Darcy-Weisbach-
Widerstandszahl

λ :=
4˜̄hΔp̃

�̃ ˜̄C2
z L̃

(F.1)

als dimensionsloses Maß für die über den Spalt abfallende Druckdifferenz Δp̃
bzw. den im Spalt vorliegenden negativen Druckgradienten betrachtet. Die
in den CFD-Rechnungen betrachteten geometrischen und strömungsmecha-
nischen Betriebsbedingungen sind in Tabelle F.1 angegeben.
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Als Vergleichswerte für die Plausibilisierung werden einerseits experimentel-
le Daten aus der Arbeit von Weber herangezogen.1 Die geometrischen und
strömungsmechanischen Betriebsbedingungen der von Weber untersuchten
Spaltströmung weichen leicht von den in den CFD-Rechnungen betrachteten
Betriebsbedingungen ab und sind ebenfalls in Tabelle F.1 angegeben.
Andererseits wird für die Plausibilisierung der CFD-Ergebnisse eine empiri-
sche Formel zur Abschätzung der Widerstandszahl zylindrischer Spalte unter
Rotationseinfluss

λ =
0.31

log2 [A+ 6.5/ (2φReϕ)]

(
1 +

0.19

φ2

)0.375

(F.2)

nach Gülich eingesetzt.2 Die Gleichung wurde in die Notation der vorliegen-
den Arbeit überführt. Weiterhin wird die Konstante A = 0 gesetzt, da hy-
draulisch glatte Strömung betrachtet wird. Der Gleichung F.2 sehr ähnliche
Beziehungen werden auch von Yamada3 und Stampa4 angegeben.
In Abbildung F.1 sind die Verläufe der Widerstandszahl über der Durchfluss-
zahl aus allen drei Datenquellen dargestellt. Die gute Übereinstimmung mit
den Messdaten von Weber belegt, dass die CFD-Ergebnisse im Bereich φ < 2
in qualitativer und quantitativer Hinsicht plausibel sind. Die gute qualitative
Übereinstimmung mit der empirischen Beziehung nach Gülich belegt weiter-
hin die Plausibilität der CFD-Ergebnisse im gesamten betrachteten Bereich
der Durchflusszahl. Der quantitative Unterschied zwischen den Verläufen der
CFD-Ergebnisse und der empirischen Beziehung nach Gülich kann durch An-
passung des empirischen Faktors 0.31 in Gleichung F.2 eingestellt werden.

Tabelle F.1: Geometrie- und Betriebsparameter für die Plausibilisierung der
Leckagevorhersagen.

Datenquelle ψ L φ Γ Reϕ

CFD 0.004 1 0.14 - 6.0 0.5 5350

Experiment 0.005 1.3 0.06 - 1.7 unbekannt 5350

1
Weber, „Experimentelle Untersuchunen an axial durchströmten kreisringförmigen Spalt-
dichtungen für Kreiselpumpen“, ([95], 1971, Abbildung 45)

2
Gülich, Kreiselpumpen, ([34], 2010, Tafel 3.7, Gleichungen 3.7.12 und 3.7.13, Seite 137)

3
Yamada, „Resistance of a Flow through an Annulus with an Inner Rotating Cylinder“,
([97], 1962)

4
Stampa, „Experimentelle Untersuchungen an axial durchströmten Ringspalten“, ([86],
1971, Abbildung 65, Seite 156)
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Abbildung F.1: Plausibilisierung der CFD-Ergebnisse hinsichtlich der Lecka-
gevorhersage mithilfe experimenteller Daten von Weber [95] und einer empiri-
schen Formel von Gülich [34]. Die Betriebsbedingungen der CFD-Rechnungen
und Experimente sind in Tabelle F.1 angegeben.

Vorhersage der Strömungskräfte

Zur Plausibilisierung der CFD-Ergebnisse in Bezug auf die Vorhersage der
Strömungskräfte werden CFD-Rechnungen mit den in Tabelle F.2 angege-
benen geometrischen und strömungsmechanischen Betriebsbedingungen be-
trachtet. Als Vergleichswerte werden gemessene rotordynamische Koeffizien-
ten aus der Arbeit von Marquette herangezogen.5 Die dort untersuchten geo-
metrischen und strömungsmechanischen Betriebsbedingungen stimmen nicht
exakt mit denen der CFD-Rechnungen überein und sind daher ebenfalls in
Tabelle F.2 angegeben. Die aus der Arbeit von Marquette entnommenen di-
mensionsbehafteten Koeffizienten sind in Tabelle F.3 angegeben. Aus den di-
mensionsbehafteten rotordynamischen Koeffizienten werden dimensionslose
Kraftverläufe über der Orbitfrequenz ω gewonnen, indem zunächst mit Glei-
chung 2.3 dimensionsbehaftete Kraftverläufe berechnet und diese anschlie-
ßend mithilfe der Definitionen 3.52 entdimensioniert werden.
Ein Vergleich absoluter Zahlenwerte für die Kräfte ist trotz der eingesetzten
dimensionslosen Darstellung schwierig. Gründe dafür sind einerseits, dass
die geometrischen und strömungsmechanischen Betriebsbedingungen nicht

5
Marquette, Childs und San Andres, „Eccentricity Effects on the Rotordynamic
Coefficients of Plain Annular Seals: Theory Versus Experiment“, ([53], 1997)
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Tabelle F.2: Geometrie- und Betriebsparameter für die Plausibilisierung der
Kraftvorhersagen.

Datenquelle ψ L φ Γ Reϕ ε γ ω

CFD 0.004 1 0.3 0 5350 0.3 0 0 - 1

Experiment 0.003 0.9 0.4 „klein“ 7645 0.3 0 0 - 1

Tabelle F.3: Aus der Arbeit von Marquette entnommene experimentelle ro-
tordynamische Koeffizienten.

Koeffizient K̃ k̃ D̃ d̃ M̃ m̃

Wert 17.2 MN
m 24.2 MN

m 24.5 kNs
m 5.5 kNs

m 4.0 kg 0 kg

exakt übereinstimmen. Auf experimenteller Seite sind die Betriebsbedingun-
gen teilweise sogar nur unzureichend bekannt.6 Andererseits stimmt das in
der vorliegenden Arbeit betrachtete Strömungsproblem nicht exakt mit dem
im Experiment von Marquette betrachteten Strömungsproblem überein. Wie
bereits in Kapitel 2.2 diskutiert, können im Experiment bspw. nicht (wie in
der vorliegenden Arbeit) die Strömungsvorgänge an Spaltein- und -austritt
ausgeklammert werden.
Die mithilfe der von Marquette gemessenen rotordynamischen Koeffizienten
sowie die mithilfe der CFD-Rechnungen ermittelten Verläufe der Radial- und
Tangentialkraft sind in Abbildung F.2 über der Orbitfrequenz ω aufgetragen.
Der Vergleich erfolgt aus den zuvor beschriebenen Gründen im Rahmen einer
relativen Darstellung. Dabei dient als Bezugswert für die Kräfte Fr bzw. Fϕ

jeweils der bei Orbitfrequenz ω = 0 aus der jeweiligen Datenquelle ermittelte
Kraftwert Fr,ω=0 bzw. Fϕ,ω=0.
Abschließend kann festgehalten werden, dass die bezogenen Kraftverläufe aus
dem Experiment von Marquette und den CFD-Rechnungen im Rahmen der
beschriebenen Problematik beim Vergleich der Daten qualitativ gut überein-
stimmen. Somit können auch die mithilfe der CFD-Rechnungen ermittelten
Strömungskräfte als plausibel angesehen werden.

6Im konkreten Fall macht Marquette zum (wichtigen!) Vordrall Γ bspw. nur die ungenaue
Angabe, dass dieser im Experiment nicht gezielt beeinflussbar, aber dennoch „klein“ sei.
Eine Quantifizierung erfolgt in seiner Arbeit nicht. Ähnliche Probleme sind dem Autor
der vorliegenden Dissertation auch bei der Durchsicht anderer experimenteller Arbeiten
in der Literatur aufgefallen.
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Abbildung F.2: Plausibilisierung der CFD-Ergebnisse hinsichtlich der Strö-
mungskräfte mithilfe experimenteller Daten von Marquette [53]. Die Betriebs-
bedingungen der verglichenen Fälle sind in Tabelle F.2 angegeben.



Anhang G

Einfluss der empirischen
Modellkonstanten

In Kapitel 3.2 wurde beschrieben, dass das CAPM zur Schließung des be-
schreibenden Differentialgleichungssystems auf empirische Modellierungsan-
sätze für die Geschwindigkeitsprofile und Wandschubspannungen zurück-
greift. Diese Modellierungsansätze enthalten empirische Modellkonstanten,
welche in Kapitel 4.2.1 durch einen Abgleich mit Referenzergebnissen aus
den CFD-Rechnungen für die weitere Verwendung des CAPM im Rahmen der
vorliegenden Arbeit einmalig parametrisiert werden. Im Falle der Geschwin-
digkeitsprofile sind dies die Exponenten der Potenzgesetze nϕ und nz, vgl.
Gleichung 3.12. Im Falle der Wandschubspannungen sind dies die beiden Kon-
stanten mf und nf der empirischen Formel für die Fanning-Widerstandszahl
von Hirs, vgl. Gleichung 3.23.
Im Folgenden wird im Rahmen von Sensitivitätsanalysen untersucht, welchen
quantitativen Einfluss die für die empirischen Modellkonstanten eingesetzten
Zahlenwerte auf die Vorhersagen des CAPM in Bezug auf die Radialkraft Fr

und die Tangentialkraft Fϕ der Strömung auf den Rotor haben. Zu diesem
Zweck werden Testrechnungen bei den gleichen Betriebsbedingungen wie in
Kapitel 4.2.1 betrachtet. Eine Übersicht über diese Betriebsbedingungen ist
in Tabelle G.1 gegeben.

Tabelle G.1: Geometrie- und Betriebsparameter für die Einflussstudien der
empirischen Modellkonstanten.

Parameter ψ L Γ Reϕ ε γ ω

Wert 0.004 1 0.5 5350 0.3 0 0

169



170 ANHANG G. EINFLUSS DER EMP. MODELLKONSTANTEN

Es werden nun nacheinander die Zahlenwerte jeder der vier empirischen Mo-
dellkonstanten des CAPM variiert, wobei immer sowohl eine Verringerung als
auch eine Erhöhung des im Rahmen der Parametrisierung in Kapitel 4.2.1
ermittelten Zahlenwertes betrachtet wird. In Abbildung G.1 ist der Einfluss
des Exponenten nϕ dargestellt. Der Einfluss des Exponenten nz ist in Abbil-
dung G.2 dargestellt. In Abbildung G.3 ist der Einfluss der Konstanten mf

dargestellt. Der Einfluss der Konstanten nf ist in Abbildung G.4 dargestellt.
Zusätzlich ist in den Abbildungen jeweils der über alle betrachteten Stützstel-
len der CFD-Rechnungen gemittelte Zahlenwert des Einflusses der jeweiligen
empirischen Modellkonstanten angegeben. Diese mittleren quantitativen Ein-
flüsse der verschiedenen empirischen Modellkonstanten sind in Tabelle G.2
noch einmal zusammengefasst.

Tabelle G.2: Übersicht Einfluss der empirischen Modellkonstanten.

Einfluss δFr δFϕ

nϕ ±2.6% ±1.5%

nz ±0.2% ±0.1%

mf ±15.6% ±9.3%

nf ±11.2% ±7.8%
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Anhang H

Analyse der
Geschwindigkeitsprofile

In den Untersuchungen zum Einfluss der Spaltlänge im Rahmen von Ka-
pitel 4.3.2 wurde festgestellt, dass die mithilfe des CAPM und der CFD-
Rechnungen vorhergesagten Radial- und Tangentialkräfte insbesondere bei
kleinen Spaltlängen L und großen Durchflusszahlen φ nicht gut übereinstim-
men, vgl. Abbildung 4.12. Es ist denkbar, dass bei diesen geometrischen
und strömungsmechanischen Betriebsbedingungen Einlaufvorgänge der Ge-
schwindigkeitsprofile auf dem Strömungsweg durch den Spalt eine Rolle spie-
len. Derartige Entwicklungsvorgänge der Geschwindigkeitsprofile werden im
Rahmen der Modellierung des CAPM nicht berücksichtigt.
Im Folgenden wird untersucht, inwiefern die für das CAPM fest vorgegebe-
nen Geschwindigkeitsprofile in Form der Potenzgesetze der Gleichungen 3.12
mit den in den CFD-Rechnungen ermittelten Geschwindigkeitsprofilen über-
einstimmen. Untersuchungsgegenstand sind dabei zwei exemplarisch ausge-
wählte Betriebspunkte aus Abbildung 4.12. Ausgewählt werden die beiden
Betriebspunkte mit den Spaltlängen L = 1.8 und 0.2 bei Durchflusszahl
φ = 2.83. Im Falle des langen Spaltes stimmen die mit dem CAPM und den
CFD-Rechnungen ermittelten Strömungskräfte gut überein. Im Falle des kur-
zen Spaltes weichen die Vorhersagen beider Ermittlungsmethoden hingegen
voneinander ab. Die übrigen geometrischen und strömungsmechanischen Be-
triebsbedingungen dieser Betriebspunkte sind noch einmal in Tabelle H.1
aufgelistet.1

Ziel der nachfolgenden Untersuchungen ist es nicht, die aus den Ergebnis-

1Ähnliche Analysen zum Einfluss des Vordralls Γ auf die Relevanz von Einlaufvorgängen
des Umfangsgeschwindigkeitsprofils sind bei Lang und Pelz [47] zu finden.
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Tabelle H.1: Betriebsparameter für die Analysen der Geschwindigkeitsprofile.

Parameter φ Γ Re∗ϕ ε γ ω

Wert 2.83 0.5 0.0314 0.3 0 0

sen des CAPM ableitbaren Geschwindigkeitsprofile mit denen aus den CFD-
Rechnungen zu vergleichen. Grund ist, dass diese Berechnungsergebnisse sich
im Falle der kleinen Spaltlänge zwangsläufig unterscheiden müssen und daher
kein Erkenntnisgewinn daraus gezogen werden kann.2 Ziel der nachfolgenden
Untersuchungen ist es daher vielmehr, herauszufinden, ob die im Rahmen
des CAPM eingesetzten Ansatzfunktionen 3.12 für die Geschwindigkeitspro-
file überhaupt dazu geeignet sind, die über die CFD-Rechnungen ermittelten
Geschwindigkeitsprofile abzubilden bzw. zu approximieren.
Zu diesem Zweck werden in den Abbildungen H.1 und H.2 einerseits die
in den CFD-Rechnungen ermittelten Umfangsgeschwindigkeitsprofile wϕ an
verschiedenen Stellen (ϕ, z) im Spalt gegen die Wandkoordinate y aufge-
tragen. Andererseits sind in den Diagrammen auch die Verläufe der Potenz-
gesetze 3.12a eingetragen. An jeder Stelle (ϕ, z) wurde dabei als Skalie-
rungsgeschwindigkeit Wϕ für die Potenzgesetze der jeweils zugehörige Wert
wϕ(y = 0.5) aus den CFD-Rechnungen verwendet. In Abbildung H.1 sind die
Verläufe für die große Spaltlänge L = 1.8 und in Abbildung H.2 die Verläufe
für die kleine Spaltlänge L = 0.2 dargestellt.
In den Abbildungen H.3 und H.4 sind die entsprechenden Vergleiche für die
Axialgeschwindigkeitsprofile cz aus den CFD-Rechnungen und die Verläufe
der Potenzgesetze 3.12b jeweils für die große Spaltlänge L = 1.8 und die
kleine Spaltlänge L = 0.2 dargestellt. Bezüglich der Skalierungsgeschwindig-
keit für die Potenzgesetze wurde dabei analog zur Umfangsgeschwindigkeit
verfahren.
Ergebnis dieser Betrachtungen ist, dass die Potenzgesetze 3.12a und b die
mithilfe der CFD-Rechnungen ermittelten Geschwindigkeitsprofile bei großer
Spaltlänge L = 1.8 deutlich besser approximieren als im Falle der kleinen
Spaltlänge L = 0.2.3 Diese Tendenz ist im Falle der Umfangsgeschwindigkeit
im gesamten Ringspalt, im Falle der Axialgeschwindigkeit hingegen nur im
stromauf gelegenen Bereich nahe des Spalteintrittes erkennbar.
2Würden sie sich nicht unterscheiden, dürften sich natürlich auch die Strömungskräfte
nicht unterscheiden.

3Es sei daran erinnert, dass die mit den CFD-Rechnungen und dem CAPM ermittelten
Strömungskräfte ebenfalls bei großer Spaltlänge L = 1.8 deutlich besser übereinstimmen
als bei kleiner Spaltlänge L = 0.2.



ANHANG H. ANALYSE DER GESCHWINDIGKEITSPROFILE 177

Während die Abweichungen bei kleiner Spaltlänge L = 0.2 im Falle der
Axialgeschwindigkeit klar auf Einlaufvorgänge hindeuten (vgl. insbesondere
der blockförmige Kernbereich der Strömung bei z = 0.1 in Abbildung H.4),
sind die Abweichungen im Falle der Umfangsgeschwindigkeit schwieriger zu
deuten. Hier sind einerseits ebenfalls Einlaufvorgänge im stromauf gelegenen
Bereich nahe des Spalteintrittes zu erkennen (vgl. die blockförmigen Kern-
bereiche bei z = 0.1 in Abbildung H.2). Andererseits ist z. B. bei ϕ = π/2
und z = 0.9 zu erkennen, dass das Umfangsgeschwindigkeitsprofil hier seine
Symmetrie bzgl. der Kanalmitte y = 0.5 verliert und sich das Maximum zum
Rotor hin verschiebt.4 Andere Stellen im Spalt weisen dieses Phänomen eben-
falls auf, teilweise auch in umgekehrter Ausprägung mit Verschiebung des
Maximums zum Stator hin.5 Derartige Geschwindigkeitsprofile sind nur un-
zureichend abbildbar mit Potenzgesetzen, deren Skalierungslänge auf y = 0.5
fixiert ist, vgl. Gleichungen 3.12 und insbesondere Abbildung 3.5.
Schlussfolgernd wird daher die Hypothese aufgestellt, dass die festgestellten
Abweichungen zwischen den mithilfe des CAPM und der CFD-Rechnungen
vorhergesagten Strömungskräften bei kleiner Spaltlänge und großen Durch-
flusszahlen auf Einschränkungen der im CAPM angenommenen Potenzgeset-
ze 3.12 zurückzuführen sind. Ferner sei darauf hingewiesen, dass ein Herab-
setzen der Durchflusszahl in diesem Zusammenhang ähnliche Auswirkungen
auf die Relevanz von Einlaufvorgängen im Ringspalt haben dürfte wie ei-
ne Erhöhung der Spaltlänge. Dies würde erklären, warum die Abweichungen
der mit beiden Berechnungsmethoden ermittelten Strömungskräften selbst
im Falle der kurzen Spaltlänge bei kleineren Durchflusszahlen nicht so groß
sind wie bei großen Durchflusszahlen.

4Es sei darauf hingewiesen, dass das Umfangsgeschwindigkeitsprofil infolge von
Beschleunigungs- und Verzögerungseffekten im Spalt durchaus - wie hier beobachtet -
auch Werte außerhalb des Bereiches [0, 1] annehmen kann. Dieses Phänomen kann durch
die im CAPM angenommenen Potenzgesetze 3.12a jedoch problemlos abgebildet werden.

5Im Falle der Axialgeschwindigkeitsprofile kann dieses Phänomen nicht beobachtet werden.
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Möglichkeiten der Approximation als Potenzgesetze bei Spaltlänge L = 1.8.
Aufgetragen gegen die Wandkoordinate (y = 0: Stator, y = 1: Rotor).
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Möglichkeiten der Approximation als Potenzgesetze bei Spaltlänge L = 1.8.
Aufgetragen gegen die Wandkoordinate (y = 0: Stator, y = 1: Rotor).
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Abbildung H.4: Axialgeschwindigkeitsprofile aus CFD-Rechnungen sowie
Möglichkeiten der Approximation als Potenzgesetze bei Spaltlänge L = 0.2.
Aufgetragen gegen die Wandkoordinate (y = 0: Stator, y = 1: Rotor).


