Kapitel 10

Polykristall-Modelle

Ein Polykristall besteht aus vielen Einzelkristallen (kornern). Jeder Einzelkristall hat
dabei eine andere Orientierung der Gleitsysteme lsgglich eines raumfesten Koordina-
tensystems. Das Ziel ist es, die mechanischen Eigenschaftkes Polykristalls aus den
mechanischen Eigenschaften der Einzelkristalle herzuén. Dazu werdenMittelungs-
methodenherangezogen, die die Antwort des Polykristalls aufu ere Lasten aufgrund
des Verhaltens seiner Einzelkristalle berechnen.

Frehe Studien hierzu wurden Anfang des 20. Jahrhunderts va@achs(1928) und Tay-
lor (1938) durchgedihrt. Sachs nahm an, da alle Einzelkristalle im Polykristdl den-
selben Spannungen unterliegen. Damit ist das Gleichgewiater Spannungeneiber die
Einzelkristalle erfullt, aber die Kompatibilit at der Deformation zwischen den lérnern
ist verletzt. Taylor andererseits war der Au assung, da ale Kerner im Polykristall
den gleichen Dehnungen unterliegen. Damit ist die Kompatilt at der Verformungen
gewahrleistet, aber das Gleichgewicht der Spannungetber die Kerner ist verletzt.
Das Taylor- und das Sachs-Modell lassen sich gut zualmerungsweisen Beschreibung
des realen Materialverhaltens des Polykristalls verwende Das Taylor-Modell liefert
eine obere Schranke des Materialverhaltens (bei vorgegeée Verzerrungen sind die
Spannungen zu hoch), wobei das Sachs-Modell eine unterer8oke liefert (bei vorge-
gebenen Verzerrungen sind die Spannungen zu niedrig).

10.1 Das Taylor Modell

Bei Beschenkung auf kleine Deformationene t sich der Verzerrungstensor des Poly-
kristalls E oy schreiben als:

1
Epoy = S(F+FT) 1 (10.1)

F ist hier der Deformationsgradient des Polykristalls.
Im Taylor-Modell wird nun allen 1:::n Einzelkristallen (Kernern) der Verzerrungstensor
des Polykristalls zugeordnet:

Als Spannung des Polykristall wird dann der Mittelwert alle Spannungstensoren der

Einzelkristalle gebildet:
1 X

i=1



Hierbei ist E;, der plastische Anteil des Verzerrungstensots;.
Die Orientierung der einzelnen Einzelkristalle wird vorggeben.

10.2 Das Sachs Modell

Das Modell wird auf kleine Deformationen besclnkt.
Der gesamte Verzerrungstensor des Polykristalls hat danmed~orm:

1
Egesamt = > F+FT | (10.4)

Der Polykristall soll aus m Einzelkristallen (Kernern) bestehen, die sich in Ihrer Ori-
entierung unterscheiden.
Das Sachs Modell setzt nun voraus, da in allen &nern die gleichen Spannungen
herrschen:

T =25 E;E;p = 110 = Sy EmiEmp - (10.5)

Der gesamte Verzerrungstensdf jesam: Wird als Mittel auf die einzelnen Kerner verteilt:
1 - . .
Egesamt = n (E1+ ::i+ Em) (10.6)

Damit stehen 6 (m 1)+6 =6 m Gleichungen zur Veréigung, um alle 6 Komponenten

t t

Berechne mit:

T

S;: EijElp = 110 = S EmiEmp

1
Egesamt = E(El-'- i+ Em)

2. Nun wird fer jedes Kornk (k = 1:::m) das Modell #r kleine Verzerrungen
durchgerechnet:

Spannung:
T = S(E;Ep)

Schubspannung in der jeweiligen Gleiteberie
M = g0 TNO
Plastische Verzerrungsgeschwindigkeit:

<j O ko>m

() =
)
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Evolutionsgleichung #r den plastischen Anteil des Verzerrungstensors:

1 X (s n® 4 M g0
Ep:Dp:% o (s n* +n s)

i=1

Abbruchkriterium:

Zum jeweiligen Zeitpunktt seien die Iterationsschritte mits bezeichnet.

Als Abbruchkriterium kann ein " > 0 gewahlt werden, so da bei

ES ES? <" (10.7)

I max

der Abbruch der Iteration fur den Zeitpunkt t erfolgt.

Beweis der Konvergenz der Iteration:

De nition:

M sei ein metrischer Raum mit Metrik% F j M, T ein Operator mit De nitionsbe-
reichD(T) k F, WertebereichR(T) ] M.

T heit auf F kontraktiv, wenn eine Konstante < 1 existiert, so da

NRTX;Ty) 5 %(x;y) 8x;y2F (10.8)

Banachscher Fixpunktsatz:
M sei ein metrischer Raum mit Metrik% T ein Operator vonD(T) j M in M, F |
D(T). Es sei

1. F vollstandig;
2. T auf F kontraktiv;
3.Tx2F 8x2F.

Dann ist das Iterationsverfahrenx,s1 = TX,, n = 1;2;3;:::, unbeschankt ausfihr-
bar, die Folgef x,g konvergiert gegen ein Elemenk 2 F, welches die einzige ésung
der GleichungTx = x in F ist.

Fur das Iterationsverfahren gilt die Fehlerabsaltzung

n 1

%Xn;X) 5

%X2; X1) (10.9)

oder

WXn+1;X) 5 1 WXn+1;Xn) - (10.10)

Umformulierung des Sachs-Modells:
Die plastische DeformatiorE:D des i-ten Korns wird als Funktion der Gesamtdeforma-
tion E geschrieben:

Ei

L= P(E") : (10.11)
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Damit lasst sich das Sachs-Modell schreiben als:

T = CiE! PiuEYH]= CJE? Py(E?]= 1= Co[E" Pn(E")] (10.12)
X0
E = % E' (10.13)

i=1
Nun wird ein Operator G(X')

G: X'l Y= gX) (10.14)
eingedlhrt mit:
T = CifY! Pi(XYH]=CylY?2 Py(X3]= 1= Cu[Y" Po(XM)] (10.15)
xo
E - % vi o (10.16)

i=1
Dieses Gleichungssystem ist gadt, falls der Fixpunkt von G : X' = G(X') gefunden
wird.
Zu zeigen ist nun, da G kontraktiv ist. Dazu werden beispielhaft 3 Kerner betrachtet
und die Gleichungen des Sachs Modells geschrieben:

C.iYl CiPi(XY) = CoY?2 CoPy(X?) (10.17)
CoY?2 CoPy(X?) = CiY® CiP5(X3) (10.18)
Y* = 3E Y! Y? : (10.19)

Nach kurzer Rechnung eralt man:
C,+ C3+ C3C1 1C2 Y2 = C,+ C3C1 1C2 P2(X 2)+3C3E Cs P3(X 3) + Pl(X 1)

Y? = KiPy(X?)+ KB Kz (Ps(X®) + Py(X1)) (10.20)
mit
+ 1

K, = Ca + CsCy Ci (10.21)

C,+ C3+ C3C, 'C,

3C

K, = R (10.22)

C2 + C3 + C3Cl C2
Ky = Cs : (10.23)

C,+ Cs+ C3C1 1C2

Vergleiche nun die Gee Y2 im (m + 1)-ten lterationsschritt mit der Gre e Y ? im
Iterationsschritt m (die Gre en E, P3(X ) und P.(X1) bleiben dabei unveandert):

(Y 2)m+1 (Y 2)m = kKikkP(X 2)m+1 P2(X 2)mk (10.24)
Da kK k < 1ist, lat sich eine Konstante mit0 < < 1 nden, da qilt:
(Y 2)m+1 (Y 2)m 5 kPZ(X 2)m+1 PZ(X 2)mk (10-25)

Da wahrend der lIteration gilt:
KPo(XH)ms Po(X?)mk = KEPRY (E)PK 5 KE)R (E)Vk = K(XPmix  (X?)mk
lasst sich endgltig schreiben:
YDmer (YH)m 5 kPox(XHDmsr  Pa(X?Z)mk
5 ~K(X)ms1 (XPmk : (10.26)
Mit ~< 1 ist der Beweis erbracht, da G kontraktiv ist.
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10.3 Pol guren

Pol guren dienen zur graphischen Darstellung der Orientieing der Einzelkristalle im

' r
— ) T

Abbildung 10.1: Verschiedene Orientierungen der Einzelktalle im Polykristall

Im Allgemeinen werden statt der Orientierung der Einzelkstalle ausgewhlte aqui-
valente Richtungender Einzelkristalle graphisch aufgetragen. Im kubischachenzen-
trierten Kristallsystem (das hier benutzt wird) sind dies de f100g-Richtungen, die
f 110g-Richtungen und dief 111g-Richtungen.

Hier soll dies kurz #ir die f 100g-Richtungen skizziert werden:

Betrachte jeden Einzelkristall des Polykristalls einzelnm Mittelpunkt der Ein-
heitskugel S°.

Verlangere digf 100y-Richtungen des jeweiligen Einzelkristalls bis zum Durclts
mit der S® (graue Punkte).

Projektion der Durchsto punkte mit geeignetem Verfahren £.B. Lambert) auf
den EinheitskreisS? (schwarze Punkte).

Abbildung 10.2: Stereographische Projektion
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Dies ergibt nun 3 Punkte im Stereogramm:

X2

A

Abbildung 10.3: Koordinatenachsen der Stereogramme

Bei der Projektion derf 100g-Richtungen ergeben sich 3 Punkte, bei déri10g-Richtungen
ergeben sich 6 Punkte und bei dehl1llg-Richtungen ergeben sich 4 Punkte im Ste-
reogramm (kir jeden Einzelkristall).

Obiges Koordinatensystem gilt é@r alle folgenden Stereogramme.

Als Anfangsverteilung wurde eine isotrope Verteilung von 5D Einzelkristallen vor-
gegeben, die z.B.efr die f 100g-Richtungen im Stereogramm so aussieht:

Abbildung 10.4: Projektion derf 100g-Richtungen bei isotroper Anfangsverteilung

142



Kapitel 11

Numerische Rechnungen mit den
Polykristall-Modellen

11.1 Spannungs-Dehnungs-Verhalten

Als Beispiel wird ein Polykristall der einfachen Scherungnierzogen. Als Deformati-

onsgradient wird 0 1
1 0
F=@0 1 0A mit _=0:1s? (11.1)
0 01
gewahlt.

Zuerst werden #r kleine Deformationen die Spannungs-Dehnungs-Kurven imiem
Taylor- und dem Sachs-Modell berechnet. Dabei wurden kein&pplungse ekte und
keine Verfestigungse ekte au er einer konstanten Flie genze beucksichtigt.

I

200

s,, [MPa]

100 4

Taylor
----Sachs

0,0 0,1 0,2 0.3 04 05
v[H

Abbildung 11.1: Spannungsvedufe der Polykristall-Modelle #ir kleine Deformationen
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Ergebnis der Spannungskurven:

Die Spannungskurve des Taylor-Modells liegiber derjenigen des Sachs-Modells. Beide
Modelle sind Grenzendr das reale Verhalten des Polykristalls.

Die wahre Spannungs-Dehnungs-Kurve wird zwischen beiderobikllen liegen.

Da im Sachs-Modell die Rotationen der Einzelkristalle nochicht bereicksichtigt wer-
den, kann die Berechnung nurefr sehr kleine Deformationen durchgethrt werden, bei
denen die Rotationen der Kristallachsen noch keine wesedlie Rolle spielen.

11.2 Berechnung von Pol guren

Als nachstes Beispiel wird das Verhalten eines Polykristalls tndem Taylor-Modell
fur gro e Scher-Deformationen ( = 0:::10) untersucht. Dabei wird die Rotation der
Kristallachsen fur verschiedene Deformationen anhand von Pol guren dargedit. Zur
Simulation werden 250 Einzelkristalle mit zuachst isotroper Verteilung der Anfangs-
orientierungen verwendet.

Die Rechnungen erfolgen
a) ohne Beericksichtung von Kopplungse ekten, nur mit konstanter Fliegrenze.
b) nur mit Kopplung in der isotropen Verfestigung (siehe 9.2).
¢) nur mit Kopplung in der kinematischen Verfestigung (sie@ 9.4.3).
d) mit Kopplung in der isotropen und kinematischen Verfesgung (siehe 9.4.2, 9.4.3).

Dargestellt sind jeweils die Projektionen der stereograthen Richtungerf 100y, f 110y
und f 111g fur verschiedene Scherungen.

Ergebnis der Pol guren:

Man erkennt, da sich im Laufe der Deformation Strukturen heausbilden. Diese Struk-

turen sind ohne Kopplungse ekte noch di us aber erkennbarywerden aber mit Kopp-

lungse ekten scharfer und konzentrierter. Dies kann man am besteruf die Scherung
=10:0 erkennen.

Erklarung der Strukturen:

Die Einzelkristalle drehen sich im Laufe der Scherung. Dadih endern sich die kri-
stallographischen Achsen im Raum. & bestimmte Orientierungen wird die Ande-

rungsgeschwindigkeit der Kristallachsen sehr gering. Dath entwickeln sich sichtbare
Strukturen. Ohne Kopplung in der isotropen und kinematiscan Verfestigung rotieren
die Achsen allerdings trotzdem weiter und somit bleiben digebildeten Strukturen

di us. Anders ist es mit Kopplung in der isotropen oder kineratischen Verfestigung.
Dadurch wird ein Stillstand der Rotationsachsen bei einerdstimmten Orientierung

der Einkristalle erreicht und somit bilden sich die Struktwen scharfer aus, als bei den
Rechnungen ohne Kopplung.

Die sich ausbildende Struktur wird auchideale Scher Texturgenannt.
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Ideale Scher Textur (siehe auch Asaro [3]):

Dies sind die Projektion von Einkristallorientierungen, @& Scherdeformationen mit
wenig oder keiner Gitterrotation zulassen.
Dies ist meglich, wenn

a) der Einkristall so orientiert ist, da die angreifende Sherspannung in einer Glei-
tebene liegt und somit die Schmidt-Spannung in einem Glejtstem G signi kant
heher als in den anderen Gleitsystemen ist,

b) Kopplungse ekte in den Verfestigungsgleichungen zu esn signi kant niedrigeren
Verfestigung (leichteres plastisches Flie en) in dieseml@tsystem G fehren.

Die Darstellung der< 111> Richtungen dieser idealen Scher Orientierungen liefert
zwei Gruppen (mit greaner Farbe markiert):

Rt 1Y
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# :
\A-Fiber Textur\ f111g<uvw > \B-Fiber-Textur\ fhklg< 110>

Die "A-Fiber Textur" wird von allen Einkristallen gebildet , deren< 111> Richtungen
parallel zur Normalen derau eren Scherebene liegen.

Die "B-Fiber Textur" wird von allen Einkristallen gebildet, deren< 110> Richtungen
parallel zur Richtung derau eren Scherung liegen.
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11.3 Pol guren, ohne Kopplung

Abbildung 11.4: Richtungenf 100y, 110y, f111g fur =3:0
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Abbildung 11.6: Richtungenf 100y, 110y, f111g fur =5:0
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Abbildung 11.10: Richtungenf 100y, f110g, f 111g fur =9:0

Abbildung 11.11: Richtungenf 10Qy, f 110, f 111g fur =10:0
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11.4 Pol guren, Kopplung in isotroper Verfestigung

Abbildung 11.15: Richtungenf 100y, f110g, f 111g fur =4:0
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Abbildung 11.17: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur =6:0
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Abbildung 11.18: Richtungenf 100y, f110g, f111g fur =7:0
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Abbildung 11.19: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur =8:0
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Abbildung 11.20: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur =9:0
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Abbildung 11.21: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur =10:0
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11.5 Pol guren, Kopplung in kinematischer Verfe-
stigung
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Abbildung 11.26: Richtungenf 100y, f 11Qg, f 111g fur

=50
Abbildung 11.27: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur =6:0
5 i
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Abbildung 11.29: Richtungenf 100y, f 11Qg, f 111g fur

=8:0
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Abbildung 11.30: Richtungenf 100y, f110g, f 111g fur =9:0

Abbildung 11.31: Richtungenf 10Qy, f 110, f 111g fur =10:0
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11.6 Pol guren, Kopplung in isotroper und kine-
matischer Verfestigung

Abbildung 11.32: Richtungenf 100y, f110g, f111g fur =1:0

Abbildung 11.33: Richtungenf 100y, f110g, f 111g fur =2:0

Abbildung 11.34: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur = 3:0

Abbildung 11.35: Richtungenf 100y, f110g, f 111g fur =4:0
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Abbildung 11.36: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur =5:0

Abbildung 11.37: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur =6:0

Abbildung 11.38: Richtungenf 100y, f 110y, f111g fur =7:0

Abbildung 11.39: Richtungenf 100y, f 110, f 111g fur =8:0
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Abbildung 11.40: Richtungenf 100y, f110g, f 111g fur =9:0

Abbildung 11.41: Richtungenf 10Qy, f 110, f 111g fur =10:0
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Kapitel 12

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde auf der Grundlage des zweiten Hauptsaes der Thermodyna-
mik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung ein Modell zur &chreibung von Kri-
stallplastizitat entwickelt. Dieses Modell basiert auf der multiplikativen Zerlegung des
Deformationsgradienten in einen elastischen und einen lastischen Anteil und ist in-
variant gegenuber Rotationen der sogenannten plastischen Zwischenkaguration und
gegember wberlagerten Starrlerperrotationen der Momentankon guration.

Zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens wurden imgeVariablen (eine skalar-
wertige Variable zur Beschreibung der isotropen Verfestigg und eine tensorielle Va-
riable zur Beschreibung der kinematischen Verfestigungemvendet. Fr diese inneren
Variablen wurden Evolutionsgleichungen als hinreichendg@edingung zur Erkillung des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik gefunden.

Die Beschreibung der Anisotropie erfolgt mit Hilfe von Strkturtensoren. Somit ist
es neglich, anisotrope, skalarwertige Funktionen durch isotipe Funktionen zu erset-
zen. Diese angen dann nicht nur von den unabéngigen Gm® en, sondern auch von
den Strukturtensoren ab.

Die Strukturtensoren werden direkt aus den ausgezeichnet&kichtungen der Aniso-
tropie des Kristallsystems gebildet. In dieser Arbeit wurd exemplarisch das kubisch
achenzentrierte Kristallsystem verwendet. Die Richtungeder Anisotropieandern sich
wahrend der Belastung. Um dieséAnderungen zu beschreiben, werden orthogonale
Rotationstensoren eingefhrt. In Anlehnung an die Arbeiten von Dafalias (siehe u.a.
Dafalias [9], Dafalias und Rashid [12] und Dafalias [10]) waden verschiedene Rota-
tionen verwendet, um dieAnderung der Anisotropie im Elastizimtsgesetz und in der

kinematischen Verfestigung unabéingig voneinander beschreiben zueknen. Fr die
Rotationstensoren, die die Anisotropie-Richtungen im Ektizitatsgesetz und in der ki-
nematischen Verfestigung beschreibenpknen Evolutionsgleichungen als hinreichende
Bedingung #ir die Clausius-Duhem-Ungleichung gewonnen werden.

Das gesamte Materialmodell wurde unter der Voraussetzungivgro en Deformationen
entwickelt. Hierzu wurde das Konzept der dualen Variablennd Ableitungen verwen-
det. Die Formulierung erfolgte in der spannungsfreien Zwikenkon guration mit dem
Mandel schen Spannungstensor der Zwischenkon gurationnal einem Translations-
tensor der kinematischen Verfestigung, der ebenfalls di¢rdtur eines Mandel schen
Spannungstensors besitzt. Anschlie end wurde das Matehmodell auf die Momentan-
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kon guration transformiert.

Als Beispiel wurde die einfache Scherung eines Einzelkal$ mit kubisch achenzen-
triertem Kristallgitter gerechnet. Die Untersuchungen beogen sich auf das Verhalten
der Spannungs-Dehnungs-Kurve und auf das Verhalten der @&trotation bei gro en
Deformationen. Dabei trat eine fortlaufende Rotation des HKstallgitters auf, was phy-
sikalisch nicht sinnvoll ist. Deshalb wurde das Materialmdell um Kopplungse ekte in
der isotropen und kinematischen Verfestigung erweitert uhdamit eine Stabilisierung
der Gitterrotation erreicht. Fer eine Stabilisierung der Gitterrotation ist es notwendig
da sich die Verfestigung in den einzelnen Gleitebenen umtehiedlich entwickelt und
damit verschiedene Grenzwerte annimmt. Nur somit ist geafrrleistet, da wahrend der
einfachen Scherung diejenigen Gleitsystemarfdas plastische Flie en bevorzugt wer-
den, die eine niedrigere Flie spannung aufweisen. Da dig@derlichen Deformationen
fur das Erkennen der Stabilisierung der Rotation sehr hochral (ab Scherung 5),
ist die Stabilisierung der Gitterrotation bei einfacher Sleerung mit gewohnlichen me-
tallischen Werksto en schwierig nachweisbar. Hier sind atere Versuche mit anderen
Werksto en (z.B. Kunststo en) n etig.

Die Idee, Kopplungse ekte in der isotropen und kinematis@n Verfestigung einzu-
bauen, stammt aus der Tatsache, da Gleiten von Versetzungdan einem Gleitsystem
auch Verfestigungse ekte in einem anderen Gleitsystem desen kann. Dies wird durch
die Latente Verfestigung beschrieben (siehe hierzu Kocks970). Experimente haben
fur den Kopplungsparameterq den Wert q  1:4 ergeben. Zumindest musg > 1:0
sein, da Gleiten in einem Gleitsystem keine Entfestigung irinem anderen Gleitsy-
stem zulassen soll. Damit wurden nun Modellrechnungen uncekgleiche mit Modellen
von Asaro ([3]) und Anand ([1]) durchgedihrt, um herauszu nden, fur welche Werte
des Kopplungsparameters) eine Stabilisierung der Gitterrotation eintritt. Dabei stell-
te sich heraus, da mit dem Modell von Anand keine Stabilisieing der Gitterrotation
und mit dem Modell von Asaro #tir Werte q  1:4 eine Stabilisierung der Gitterrotation
meglich war. In meinem Modell sah man zwei Dinge:

1. Fur Kopplung nur in der isotropen Verfestigung mu der Kopplingsparameter
g 1.4 sein, sonst ergibt sich keine Stabilisierung der Gittertation.

2. Fur Kopplung in der kinematischen Verfestigung reicht es ausvenn der Kopp-
lungsparameterg 1.0 ist, um eine Stabilisierung der Gitterrotation zu erreickn.

Dieses Ergebniselsst sich physikalisch erldren:

Die kinematische Verfestigung entsteht durch Aufstauungon Versetzungen an einem
Hindernis im Kristallgitter. Wenn nun die Belastungsrichtung umgekehrt wird, ®ihren
diese aufgestauten Versetzungen zu einem leichteren eit(Bauschinger E ekt). Da-
mit sind nun Richtungen vorgegeben, die das Abgleiten von ¥&etzungen begnstigen.
Somit reicht eine niedrigere Kopplungskonstante aus, umdr verreinftigere Gitterro-
tationen zu erreichen, als dies alleine durch Kopplung in désotropen Verfestigung
meglich ware.
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Anhang A

Transformationen der Familie 1

A.1 Zerlegung der Verzerrungstensoren

Rr

1
E = Z(F'F 1
2( )

1

Eo = é(|:TF FoFp)
1

E, = é(Fgl:p 1)

E = Ee+E,

FT 10F,?

R

A
FT 1()|: 1 Ae

1
= é(l FT lF 1)
— 1 T 1 1
R

1
= E(Fl 1Fe1 FT 1F 1)
= A+ A,

Fe '0F.*

1
= é(|:g|:e FoFY

1
= E(F;-Fe 1)
— 1 T 1 1
= S Fp tRY

A\ A\
p
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A.2 Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeiten

C=F'F ; Ce=F[Fe ; Cp=F F,
L=FEF ' Le= EF.t ; [p=EF,’
0 bzgl. Rrg
4
0= 0+C0+00C bzgl. R,
4
0 = 0+LT0+0L bzgl. R
: A = A+LTA+AL
E = -C AZ L
¢ = D= 3(L+L")
Ee = 5(C c) | FTIOFC 4
1 - Ae = Ac+LTA+ALL
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A.3 Spannungstensoren und deren Geschwindigkei-

ten
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