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1 Einleitung

In dieser Arbeit werden n-fach periodische, eingebettete Fliachen in R™ (mit n > 3)
konstruiert. Die urspriingliche Problemstellung betraf die Existenz n-fach periodischer
Minimalflachen in R™. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit lassen sich aber nicht nur auf
Minimalflichen, sondern auch auf allgemeinere Flichentypen (z.B. diskrete Fléachen)
anwenden.

Die in dieser Arbeit verwendete Konstruktion periodischer Fliachen ist von der Ent-
stehung der Schwarz-D-Fliche in R3 inspiriert. Diese Fliche erhélt man auf folgende
Weise. Zunachst wird eine spezielle Jordankurve J entlang der Kanten eines dreidimen-
sionalen Wiirfels W gewahlt. Weiter betrachtet man die zugehorige Plateau-Losung f.
Eine solche Plateau-Losung ist eine verallgemeinerte Minimalflache f vom Kreisschei-
bentyp mit Rand .J. Das heit, f ist durch eine Abbildung f: D — R? parametrisiert,
die im Inneren harmonisch und schwach konform ist, und fiir die f|sp die Jordankur-
ven J bijektiv parametrisiert. Die Existenz einer solchen Plateau-Losung ist bekannt
(sieche z. B. [Oss86, S.55fF.]). Das Schwarz-Spiegelungsprinzip liefert die Aussage, dass
durch eine Schwarz-Spiegelung von f an einer Kante aus J wiederum eine verallge-
meinerte Minimalflache entsteht. Diese Fléache ist sogar regular. Durch wiederholtes
Schwarz-Spiegeln an Randkanten der bisher konstruierten Fléche erhédlt man eine voll-
stindige Minimalfliiche in R3, die Schwarz-D-Fliche. Sie ist eine dreifach periodische
und eingebettete Flache.

Zur Diskussion der Einbettungsfrage wird diese Konstruktion wie folgt in den R” {iber-
tragen. Man wéhlt eine Jordankurve J entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiir-
fels W, die in jede Koordinatenrichtung mindestens eine Kante durchlauft. Weiter be-
trachtet man eine eingebettete Flache f, deren Inneres im Inneren von W liegt, und
deren Rand die Jordankurve J ist. Dabei wird nicht vorausgesetzt, dass f eine Mi-
nimalflache ist. Durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln an Randkanten der bisher kon-
struierten Flache, erhélt man aus f wiederum eine Flache F, wobei F' keinen Rand
besitzt. Die Flachen f und F sind dabei zweidimensional, d. h. mit steigendem n wird
die Kodimension erhoht.

Die vorliegende Arbeit beantwortet die Frage, unter welchen Bedingungen die so kon-
struierte Flache I’ eingebettet ist. Bei der Diskussion der Einbettungsfrage in hoheren
Dimensionen treten Effekte auf, die es im dreidimensionalen Fall nicht gibt. So ist
es moglich, dass die Fliache f eingebettet ist, durch die Schwarz-Spiegelungen aber
dennoch Selbstschnitte von F' entstehen. Als Hauptresultat dieser Arbeit wird charak-
terisiert, unter welchen Bedingungen an J dieser Effekt auftritt (vgl. Theorem 4.85).

Um zu dieser Charakterisierung zu gelangen geht man wie folgt vor. Es wird die zu W
gehorige Wiirfelpflasterung des R™ betrachtet. Ein Wiirfel W dieser Pflasterung ent-
steht aus W durch Verschiebung um einen Vektor v € Z". Weiter wird die Gruppe U
der gefiillten Wiirfel eingefiihrt. Jedes Gruppenelement von U steht fiir ein Fléchen-
stiick von F', welches bis auf Bewegungen in R"™ eine Kopie von f ist. Dabei kodiert
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das Gruppenelement den Wiirfel W*, in dem das Fléachenstiick liegt, und die Lage des
Fléachenstiicks in diesem Wiirfel. Nach Einfithrung der Gruppenstruktur erkennt man,
dass die Lage eines solchen Fléchenstiicks durch die Lage des Wiirfels W bereits ein-
deutig bestimmt ist. Also kann in einem Wiirfel W" hochstens ein Flachenstiick von F
liegen. Enthélt W ein solches Flachenstiick, so heiftt der Wiirfel WV gefiillt. Es folgt,
dass Selbstschnitte von F' nicht im Inneren der Wiirfel W" mit v € Z" liegen konnen.

Aufserdem wird das Gitter A(F') der Fliche F' betrachtet. Die additive Gruppe A(F)
besteht aus allen Vektoren v € Z", sodass eine Verschiebung um v die Flache F' auf
sich selbst abbildet. In dieser Arbeit wird die Relation (4Z)" C A(F') gezeigt (siche
Theorem 4.53). Hierbei spielt die Tatsache, dass J in jede Koordinatenrichtung minde-
stens eine Kante durchlduft, eine zentrale Rolle. Aus (4Z)" C A(F') folgt weiter, dass
F eine n-fach periodische Fléche ist.

Wegen (4Z)" C A(F') kann man Faktorgruppen A’(F') von A(F') und U’ von U betrach-
ten. Sowohl A’(F'), also auch U’ sind dabei endliche Gruppen. Als Hauptresultat der
Arbeit wird gezeigt:

Theorem 4.85. In geraden Dimensionen n gilt:

o F ist eingebettet <= |U'| = 2% < |A'(F) N (2Z4)"] = 2°> = 4 und

o [ ist nicht eingebettet < |U'| > 2" = |N'(F) N (2Z4)"| > 23 = 8.
In ungeraden Dimensionen n gilt:

o F ist eingebettet <= |U'| = 2% < |A'(F) N (2Z4)"] = 23 = 8 und

o [ ist nicht eingebettet < |U'| > 2" < |N/(F) N (2Z4)"] > 2* = 16.

Dieses Theorem stellt einen Zusammenhang zwischen der Einbettung von F', der Dichte
der gefiillten Wiirfel und dem Gitter von F her. Zum Beweis wird unter anderem
verwendet: Ein Selbstschnitt in einer Fcke der Wiirfelpflasterung entsteht genau dann,
wenn mindestens acht Nachbarwiirfel dieser Ecke gefiillt sind. Aus dieser Tatsache wird
ein Zusammenhang zwischen der Einbettung von F' und der Dichte der gefiillten Wiirfel
hergeleitet.

Die Gruppe A'(F) N (2Z4)" lasst sich fiir eine gegebene Jordankurve J leicht berechnen.
Ein Algorithmus hierfiir wird in dieser Arbeit angegeben. Die Gruppe A'(F) N (2Z4)"
héngt dabei nicht von der Wahl der Flache f mit Rand J, sondern nur von der Jor-
dankurve J ab. Mit Hilfe von Theorem 4.85 kann man also fiir eine beliebige gegebene
Jordankurve J algorithmisch entscheiden, ob eine zugehorige Flache F' eingebettet ist
oder nicht.

Auch die Frage nach der Entstehung n-fach periodischer, eingebetteter Minimalflachen
in R” wird in der vorgelegten Arbeit beantwortet. Die Konstruktion dieser Minimal-
flaichen F' funktioniert wie im gerade erlauterten Fall allgemeiner Flichen, nur dass f
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(wie bei der Schwarz-D-Fliache) als eine zu J gehorige Plateau-Losung gewéahlt wird.
Unter einer schwachen Bedingung an die Jordankurve J wird gezeigt, dass die so ent-
standenen Flachen F' Minimalflichen sind. Die Einbettungsfrage kann auch hier mit
Hilfe von Theorem 4.85 und einer weiteren leicht zu priifenden Bedingung beantwortet
werden.

Die entstandenen Minimalflichen F sind n-fach periodisch und vollstdndig. Durch Fak-
torisierung mit dem Gitter A(F') ergeben sich somit auch kompakte Minimalfliche im
flachen Torus R™/A(F).

Diese Arbeit beantwortet die Einbettungsfrage ausschlieflich in dem Fall, dass die
Jordankurve J entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels verlduft. Die Metho-
den der Arbeit kénnen auch dann noch angewendet werden, wenn J die Kanten eines
n-dimensionalen Quaders durchlauft. Anstelle der Wiirfelpflasterung wird in diesem
Fall eine Pflasterung mit Quadern betrachtet. Dabei bildet eine Schwarz-Spiegelung an
Randkanten der Pflasterung jeden Quader dieser Pflasterung auf einen Quader dieser
Pflasterung ab. Analog zu dem in dieser Arbeit beschriebenen Vorgehen kann dann
fiir eine konkrete Jordankurve J bestimmt werden, ob die zugehorigen periodischen
Flachen F' eingebettet sind oder nicht.

Die vorgelegte Arbeit verwendet die spezielle Struktur von Schwarz-Spiegelungen an
Kanten in Koordinatenrichtungen. Das ist der Grund weswegen die hier beschriebenen
Methoden in anderen interessanten Situationen nicht anwendbar sind. Zwei Beispiele
hierfiir sollen kurz erlautert werden.

Wenn man zuldsst, dass die Jordankurve J auf Kanten und Diagonalen des Randes
von W verlduft, so ist das Einbettungsproblem schwieriger zu behandeln. In diesem
Fall wird eine Gerade in x;-Richtung von der Spiegelung an einer Kante von J nicht
mehr zwingend auf eine Gerade in z;-Richtung abgebildet. Aus diesem Grund tibertragt
sich das Vorgehen dieser Arbeit nicht auf die beschriebene allgemeinere Situation.

Als zweites Beispiel kann man den Raum S™ anstelle von R™ betrachtet. Dieser wird
durch geoditische Tetraeder gepflastert, wobei die Schwarz-Spiegelung an Réndern der
Tetraeder einen Tetraeder der Pflasterung wieder auf einen Tetraeder der Pflasterung
abbildet. Auch in dieser Situation kann eine Jordankurve J entlang der Kanten eines
geodatischen Tetraeders betrachtet werden. Wie in dieser Arbeit stellt sich die Frage,
ob durch Schwarz-Spiegeln (an Geodéten) einer zugehdrigen Plateau-Losung f eine
eingebettete Minimalfliche F' entsteht. Diese Fliche F' wéire dann sogar kompakt. Tat-
séchlich war die Frage nach diesen Minimalflachen in S™ der Ausgangspunkt fiir diese
Dissertation. Das Problem wurde nun zunéchst fiir den R™ mit der Wiirfelpflasterung

behandelt.
Die vorliegende Arbeit ist im Einzelnen wie folgt aufgebaut.

In Kapitel 2 wird das Vorgehen zur Konstruktion der Schwarz-D-Flache erlautert. Es
wird dargestellt, welche Schritte bei der Verallgemeinerung problematisch sind.
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Es folgt das technische Kapitel 3. Dort wird eine Notation der Jordankurven entlang
von Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels eingefiihrt und festgestellt, wann zwei dieser
Jordankurven in R” bis auf Symmetrie gleich sind. Dieses Kapitel stellt auch verschie-
dene Beispiele zur Verfiigung, die im weiteren Verlauf der Arbeit wieder aufgegriffen
werden. Eine wichtige Aussage aus Kapitel 3 (fiir den Spezialfall n = 4) ist:

Sei J eine Jordankurve entlang der Kanten eines 4-dimensionalen Wiirfels. Weiter
durchlaufe J genau acht Kanten, davon in jede Koordinatenrichtung mindestens ei-

ne. Dann ist J bis auf Symmetrie eine der sechs Jordankurven aus Abb. 1.

T3 ;X4
V@
g g
I Va \\ Y

T

Abbildung 1: Jordankurven mit genau acht Kanten in R*, die in jede Koordinatenrichtung mindestens
eine Kante durchlaufen.

In Kapitel 4 wird wie bereits erldautert das Theorem 4.85 iiber die Einbettung der gespie-
gelten Fliache I gezeigt. Aukerdem werden alle Jordankurven J C R* charakterisiert,
welche zu eingebetteten, periodischen Flachen F' fithren. Bis auf Symmetrie sind das

die drei in der ersten Zeile von Abb. 1 dargestellten Jordankurven, sowie die beiden
Jordankurven aus Abb. 2.

Im Vergleich zu der Gesamtzahl an Jordankurven in R*, fithren also sehr wenige Kurven
zu eingebetteten Flachen F'. Es ist zu vermuten, dass dies in hoheren Raumdimensionen
ebenfalls gilt. Dennoch werden in Kapitel 4 Jordankurven in beliebigen Dimensionen

angegeben, die zu eingebetteten Flachen F' fiihren. Die Anzahl der angegebenen Bei-
spiele wachst dabei quadratisch mit der Dimension n.

Zum Abschluss geht Kapitel 5 auf die Konstruktion von Minimalflichen ein. Dabei
werden die Ergebnisse aus Kapitel 4 verwendet, um zu erldutern unter welchen Be-
dingungen aus einer Jordankurve J mindestens eine eingebettete, n-fach periodische



1 FEinleitung

» "
\‘ I
\‘ ! //
s ~ ‘ Py
:“ ,/ . ) -
— T p T3 %4
, . ’ | -
‘ N T2
S TR |
” S o 7 S
P~ <. }/ ~4o I
\// \\\ ‘/ \\\
)4/ 777777777777777 Voo __N___l_____-

Abbildung 2: Alle Jordankurven in R* mit mehr als acht Kanten, die zu eingebetteten Flichen F
fiihren. Die beiden Kurven haben 10 bzw. 12 Kanten.

Minimalfliche entsteht. Neben der Bedingung fiir Einbettung aus Theorem 4.85 tritt
dabei eine weitere Bedingung an J auf, die dafiir sorgt, dass jede Plateau-Losung f zur
Jordankurve J eingebettet ist. Man beachte, dass in héheren Dimensionen nicht klar
ist, ob die Plateau-Losung f durch J eindeutig bestimmt ist.

Insbesondere wird in Kapitel 5 gezeigt, dass es in jeder Dimension n > 3 Jordankur-
ven J gibt, fiir die man durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln einer Plateau-Losung f
mindestens eine n-fach periodische, eingebettete, regulidre Minimalflache F' erhalt.

Stellt man keine Bedingung an J, so ergibt sich durch Schwarz-Spiegeln einer Plateau-
Losung f eine verallgemeinerte Minimalfliche F. Da die Anzahl der moglichen Jor-
dankurven J mit n stark wéchst, findet man auf diese Weise in grofen Dimensionen
sehr viele periodische, verallgemeinerte Minimalflichen F'. Allerdings sind nur wenige
dieser Fléchen F' eingebettet. Um zu erreichen, dass die Flache F eine (nicht notwendi-
gerweise eingebettete) reguldre Minimalfldche ist, muss nur eine schwache Bedingung
an J gestellt werden. Diese ist fiir viele Jordankurven erfiillt, was eine grofse Anzahl
von Beispielen fiir n-fach periodische Minimalflichen in R"™ liefert.
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In diesem Kapitel wird erldautert, wie die Schwarz-D-Fliche entsteht. Insbesondere
wird darauf eingegangen, welche Schritte fiir den Existenzbeweis benotigt werden, und
warum diese Flédche eingebettet ist.

In den néchsten Kapiteln geht es darum, die Konstruktion der Schwarz-D-Flache zu ver-
allgemeinern. Insbesondere muss iiberpriift werden, welche Schritte aus diesem Kapitel
in allgemeineren Situationen analog durchfiithrbar sind.

Die Konstruktion der Schwarz-D-Flidche funktioniert wie folgt:

e Als Ausgangspunkt withlt man einen Wiirfel W in R? und folgende geschlossene
Jordankurve J (d.h. eine stetige, injektive Abbildung S' — R3, wobei meist nur
das Bild von Interesse ist) entlang der Kanten dieses Wiirfels:

e Man betrachtet die zugehorige Plateau-Losung, d.h. eine parametrisierte, verall-
gemeinerte Minimalflache f vom Kreisscheibentyp, die von J berandet wird.

e Durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln an Randkanten wird die Flache f zu einer
vollstandigen Flache F' fortgesetzt. Dabei ist F' ebenfalls eine parametrisierte
Fléche.

Im Bildraum R? ist die Schwarz-Spiegelung an der Randkante k eine 180°-Drehung
um k. Abb. 3 zeigt das Bild von J unter der Schwarz-Spiegelung an einer Kante.

Abbildung 3: Schwarz-Spiegelung von J an der blau markierten Kante.
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Es stellt sich heraus, dass auf diese Weise genau eine Fliache F' entsteht. Dieses F ist
eine regulére Fliche, welche Schwarz-D-Fliche heifst. Aufserdem ist F' eine eingebettete
Minimalflache.

Um das einzusehen, muss man sich zunéchst iiberlegen, dass durch die beschriebene
Konstruktion mindestens eine Fliache F' entsteht, und dass jedes so entstandene F' eine
Minimalflache (und damit regulér) ist. Dazu sind folgende Aussagen notwendig:

(i)

Die Existenz der Plateau-Losung
Es muss die Existenz einer Fliche f: D — R® mit den Eigenschaften
o fcC*D,R®NCD,R3),

e fist harmonischin D (d.h. alle Komponentenfunktionen f; sind harmonisch
in D, also gilt Af;(xz) =0 fiir alle x € D),

e fist schwach konform in D (d.h. ||f.|| = || fy|| und (f, f,) =0 in D) und
e f|ap parametrisiert J bijektiv

gezeigt werden. Fine solche Flache f heifst Plateau-Losung zur Jordankurve J.
Dabei bezeichnet D die offene Einheitskreisscheibe und D die abgeschlossene
Einheitskreisscheibe in R2.

Die Existenz von mindestens einem f mit diesen Eigenschaften ist ein bekanntes
Resultat, welches von Douglas und Rad6é bewiesen wurde und auch fiir héhe-
re Bild-Dimensionen gilt. Einen Beweis der Existenzaussage findet man z. B. in

[Oss86, S. 55| oder [Str88, S. 1ff.].

Eine schwach konforme und harmonische Fliache f nennt man wverallgemeinerte
Minimalfliche. Dieser Begriff 1dsst Punkte p zu, in denen df|, keinen vollen Rang
hat. Solche Punkte heifsen Verzweigungspunkte. Somit muss die hier betrachtete
Plateau-Losung f zunéchst keine Immersion sein.

Die Plateau-Losung f hat keine inneren Verzweigungspunkte

Es soll nun gezeigt werden, dass f eine Minimalfldiche, also harmonisch und kon-
form in D, ist. Das bedeutet, es muss die Existenz von Punkten p € D mit
df|, = 0 ausgeschlossen werden. Diese Punkte sind wegen der schwachen Konfor-
mitdt von f genau die inneren Verzweigungspunkte.

Die zu zeigende Aussage df|, # 0 fiir alle p € D folgt aus einem Lemma von
Rado, siehe z. B. [Oss86, S. 59ff.].

Somit ist f eine Minimalfliche und insbesondere eine Immersion.
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(i)

(iv)

Schwarz-Spiegelungsprinzip

Hierbei muss gezeigt werden, dass durch die Schwarz-Spiegelung einer verallge-
meinerten Minimalfliche an einer ihrer Randkanten wieder eine verallgemeinerte
Minimalfliche entsteht. Einen Beweis dieser Tatsache findet man u. a. in [DHS10,
S. 289ff.]. In diesem Beweis wird ein Spiegelungsprinzip fiir harmonische Funktio-
nen verwendet.

Damit ist auch die Fliache F' eine verallgemeinerte Minimalfldche.

Die Flache F' besitzt keine Verzweigungspunkte

Wegen (ii) konnen eventuell vorhandene Verzweigungspunkte der gespiegelten
Flache F' nur auf den Kanten der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung liegen. Weiter
stellt man fest, dass Verzweigungspunkte von F' nur existieren kénnen, wenn
bereits Punkte der Jordankurve J Verzweigungspunkte von F' sind.

Um das auszuschliefen wird gezeigt, dass eine Richtungsableitung von F' in den
Punkten von J = f|sp nicht Null ist. Dazu wird ein Barriere-Argument und das
Hopf-Randpunkt-Lemma verwendet. Dieses Lemma findet man unter anderem
in [Jos98, S. 37|

Also ist F' eine verallgemeinerte Minimalfliche ohne Verzweigungspunkte, und
somit eine Minimalflache.

Alle bisherigen Schritte funktionieren fiir viele Jordankurven in beliebigen Dimensionen.
Darauf wird in Kapitel 5 ndher eingegangen.

Weiterhin besitzt die durch Spiegelung entstandenen Fliache F' die wichtige Eigenschaft,
eingebettet zu sein. Um das zu zeigen, geht man wie folgt vor:

(v)

Die Plateau-Losung f ist eingebettet

Diese Aussage ergibt sich aus folgender Tatsache: Das Bild f(D) ist als Graph
iber der z;-xzo-Ebene darstellbar.

Um das zu beweisen, wird zunéchst festgestellt, dass f keine vertikalen Tangen-
tialrdume besitzt. Dazu kann man das bereits erwidhnte Lemma von Radé ver-
wenden. Unter Verwendung von Uberlagerungen oder dem Abbildungsgrad ergibt
sich daraus die Graph-Eigenschaft.

Die Fliache f|p liegt im Inneren des gegebenen Wiirfels W

Mit Hilfe des Maximumprinzips zeigt man, dass die Fliache f im gegebenen Wiir-
fel W (der im Folgenden auch Ausgangswiirfel genannt wird) liegt und den Rand
dieses Wiirfels nur in der Jordankurve J beriihrt.

Spiegelt man das Flachenstiick f mehrfach, so liegt es in einem Wiirfel, der aus W
durch entsprechendes Spiegeln entsteht. Insbesondere konnen sich zwei Fléchen-
stiicke, die in verschiedenen Wiirfeln liegen, nur in Kanten der (evtl. mehrfach
gespiegelten) Jordankurve J schneiden.



2 Motivation: Die Schwarz-D-Flache

(vii)

(viii)

10

Es gibt keine Selbstschnitte von I’ im Inneren von Wiirfeln der zu W
gehorigen Wiirfelpflasterung

Schnitte im Inneren dieser Wiirfel kénnen wegen Punkt (vi) nur entstehen, wenn
durch wiederholtes Spiegeln an Randkanten ein Wiirfel in sich abgebildet wird,
wahrend das zugehorige Flachenstiick nicht auf sich abgebildet wird.

In Abschnitt 4.5 wird gezeigt, dass diese Situation nie auftritt. Der dortige Beweis
funktioniert sogar in beliebigen Dimensionen.

Es gibt keine Selbstschnitte von I’ auf Kanten von Wiirfeln der zu W
gehorigen Wiirfelpflasterung

Dazu farbt man die Wiirfel der Wiirfelpflasterung schachbrettartig schwarz oder
weifs. Das bedeutet, alle Nachbarwiirfel eines weiffen Wiirfels sind schwarz und
alle Nachbarwiirfel eines schwarzen Wiirfels sind weifs. Dabei heifsen zwei Wiirfel
benachbart, wenn sie genau eine Seitenfliche gemeinsam haben.

Wie man leicht sieht, ist das Bild eines weiflen Wiirfels unter einer Schwarz-
Spiegelung wieder ein weifer Wiirfel. Die analoge Aussage gilt fiir schwarze Wiir-
fel. Da sich f|p im Inneren eines Wiirfels befindet (siehe (vi)) und die Flache F
durch Schwarz-Spiegelung aus f entsteht, kann man o.B.d. A. annehmen, dass
die Flache F' nur durch weifse Wiirfel verlauft. Insbesondere liegt kein Bildpunkt
von F'im Inneren eines schwarzen Wiirfels.

Wenn die Flache F' einen Selbstschnitt p im Inneren der blauen Kante hat (siche
Abb. 4), dann muss der Schnitt mit einer vertikalen Ebene durch p die Gestalt
wie in Abb. 4 rechts haben (die roten Linien gehoren dabei zu F).

1 [ R
1 | _+ 77 T~
| -
1 [

s | pl
| |
1 1
1 T
1 1
S RN EE R

ya 7
Vi 7/

Abbildung 4: Darstellung eines Selbstschnitts p von F' auf einer Wiirfelkante.

Diese Situation kann nur eintreten, wenn p Randpunkt von mindestens vier ver-
schiedenen Flédchenstiicken von F' ist. Wegen Schritt (vii) liegen diese vier Fli-
chenstiicke in verschiedenen Wiirfeln. Also muss die Flidche F' durch mindestens
vier Nachbarwiirfel der blauen Kante gehen (Nachbarwiirfel sind hier Wiirfel,
welche die blaue Kante als Randkante enthalten). Diese Kante hat aber nur vier
Nachbarwiirfel, von denen genau zwei schwarz sind (und damit kein Fliachenstiick
von F enthalten). Es folgt, dass F' keinen solchen Selbstschnitt p haben kann.



2 Motivation: Die Schwarz-D-Flache

Besafe die Fliche F' einen Selbstschnitt p in einer Ecke eines Wiirfels der Wiir-
felpflasterung, so muss F' durch acht Nachbarwiirfel von p verlaufen. Wiederum
hat p genau acht Nachbarwiirfel, von denen vier schwarz sind. Also kann auch
ein solcher Selbstschnitt p nicht existieren.

Insgesamt ergibt sich die Aussage, dass I’ keine Selbstschnitte auf Kanten von
Wiirfeln der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung besitzt.

Unter Verwendung von Schritt (vii) erhdlt man damit, dass F' keine Selbstschnitte
hat. Daraus folgt, dass die Fliache F' eingebettet ist.

Verallgemeinert man dieses Vorgehen auf Jordankurven in R", so funktionieren die
Schritte (vi) und (vii) analog zum hier beschriebenen Fall. Um Schritt (v) in beliebigen
Dimensionen analog durchzufiihren, bendtigt man eine zusétzliche Bedingung an J.
Die Argumentation aus Schritt (viii) lasst sich allerdings in dieser Form nicht auf den
R"™ verallgemeinern. Das sieht man wie folgt:

In geraden Dimensionen bildet die Schwarz-Spiegelung schwarze Wiirfel auf Weifte ab
(und umgekehrt). Das bedeutet, die Flache F' kann auch durch schwarze Wiirfel ver-
laufen. Aufserdem hat eine Kante/Ecke in R™ (mit n > 3) mehr Nachbarwiirfel als im
dreidimensionalen Fall. In Dimension vier liegen an einer Kante bereits acht Wiirfel,
die alle einen Teil der Flache F' enthalten kénnen. Die obige Argumentation fiihrt also
nicht zu einem Widerspruch.

Das ist der Grund, warum die Frage nach der Einbettung periodischer Flachen in
héheren Dimensionen deutlich schwieriger zu behandeln ist als in R3. In den folgenden
Kapiteln wird erldutert, bei welchen Jordankurven in héherer Dimension dennoch eine
eingebettete Fliache entsteht.

In dem hier beschriebenen dreidimensionalen Beispiel bleibt die Frage, ob die Flache F
durch J eindeutig bestimmt ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Plateau-Losung
zur gegebenen Jordankurve J eindeutig ist.

Unter Verwendung der Eigenschaft, dass f|p ein Graph iiber der x;-zo-Ebene ist (sie-
he (v)), ergibt sich die Eindeutigkeit aus folgender Tatsache:

(ix) Graphen mit festen Randwerten sind eindeutig

Wenn es zu den durch J gegebenen Randwerten zwei verschiedene minimale Gra-
phen u und v gibt, dann kann man u so in die vertikale Richtung (das ist hier die
x3-Richtung) verschieben, dass der verschobene minimale Graph @ den Graph v
im Inneren einseitig beriihrt. Aus einer Version des Maximumprinzips fiir mi-
nimale Graphen folgt dann @ = v. Wegen der gleichen Randwerte muss sogar
u = u = v gelten. Das verwendete Maximumprinzip fiir minimale Graphen findet
man z.B. in [Jos94, S.78f.] Diese Argumentation funktioniert in hoherer Kodi-
mension leider nicht mehr.

Insgesamt wurde erldutert, warum die Schwarz-D-Fliche F' eine eingebettete Minimal-
flache ist, welche durch die Wahl der Jordankurve J eindeutig bestimmt ist.

11



2 Motivation: Die Schwarz-D-Flache

Im Folgenden soll eine beliebige Jordankurve J entlang der Kanten eines n-dimen-
sionalen Wiirfels als Ausgangspunkt gewdhlt werden. Aus dieser wird analog zum hier
beschriebenen Vorgehen eine Flache F' konstruiert. Dabei soll die Frage beantwortet
werden, unter welchen Bedingungen an J die entstehende Flache F' eine eingebettete
Minimalfléche ist.

An dieser Stelle soll auf eine weitere Eigenschaft der Schwarz-D-Flache eingegangen
werden, die auch fiir die angestrebte Verallgemeinerung von Interesse ist.

Die Schwarz-D-Flache entsteht auch, indem man vier gespiegelte Flachen f nimmt und
diese verschiebt.

Abbildung 5: Vier Kopien von f, die in F' enthalten sind. Im Bild sind die Randkanten der vier Kopien
von f rot markiert.

Verschiebt man den Teil der Schwarz-D-Flache F aus Abb. 5 um die Elemente aus
(2Z)3 = {(.Tl, SIIQ,.Tg) ‘ T1,T2,T3 c QZ} s

so ergeben alle diese verschobenen Flichen zusammen genau die Schwarz-D-Fliche.
Deswegen nennt man den abgebildeten Teil von F' auch Translationsfundamentalbe-
reich.

Diese Struktur ist eng verkniipft mit dem Begriff des Gitters A(F) einer Flache F.
Dieses Gitter ist definiert durch

A(F) := {v € R?|die Verschiebung um v iiberfiihrt das Bild von F in sich selbst} .

Dabei wird die Orientierung von F' nicht beachtet, d.h. wenn die Verschiebung um v
die Fldche F' auf sich abbildet, gilt v € A(F), egal was bei der Verschiebung mit den
Normalen von F' passiert.

Fiir das Gitter der Schwarz-D-Fliche ergibt sich damit A(F) = (2Z)3. Per Definiti-
on nennt man eine Fliche n-fach periodisch, wenn ihr Gitter den Rang n hat, d.h.
wenn A(F') als additive Gruppe von n linear unabhéngigen Vektoren erzeugt wird. Die
Schwarz-D-Fléache ist also eine 3-fach periodische Minimalflache. Das Gitter wird spéater
bei der Argumentation fiir Fldchen in R™ eine zentrale Rolle spielen.

Bevor auf die Existenz analoger Minimalflichen in R™ eingegangen wird, soll das Ein-
bettungsproblem diskutiert werden. Dabei geht es um die Verallgemeinerung der Aus-
sagen (vii) und (viii) auf hohere Dimensionen. Die entstehenden Aussagen iiber die

12



2 Motivation: Die Schwarz-D-Flache

Einbettung von F' lassen sich nicht nur auf Minimalflichen, sondern auch auf andere
Typen von Flachen anwenden.

Um in spéteren Kapiteln sinnvolle Bezeichnungen und eine gentigende Anzahl an Bei-

spielen zur Verfiigung zu haben, beschéftigt sich Kapitel 3 etwas genauer mit Jordan-
kurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels.
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines
n-dimensionalen Wiirfels

In diesem Kapitel geht es zunéchst darum eine Notation fiir geschlossene Jordankur-
ven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels einzufithren. Aufterdem sollen
sinnvolle Klassen von Beispielkurven fiir die folgenden Kapitel zur Verfiigung gestellt
werden. Dies geschieht fiir Dimension drei und vier.

Eine Symmetrie des Ausgangswiirfels W ist eine Isometrie des R"™, welche W bijektiv
auf sich selbst abbildet. Wenn zwei Jordankurven bis auf eine Symmetrie (von W) gleich
sind, so sind die durch Spiegelung entstehenden Strukturen bzw. Flachen bis auf eine
Isometrie gleich. Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit wie gewohnlich nur bis auf
Symmetrie verschiedene Kurven wirklich als verschiedene Kurven behandelt. Deswegen
wird sich dieses Kapitel unter anderem damit beschéftigen, wann zwei Jordankurven
bis auf Symmetrie tibereinstimmen.

Einige Aussagen und Beweise dieses Kapitels sind sehr technisch, weswegen hier her-
ausgestellt werden soll, was fiir die folgende Arbeit besonders wichtig ist.

Die wichtigsten Ergebnisse dieses Kapitels sind:
e die Darstellung der Symmetriegruppe des Wiirfels W,
e die Notation fiir Jordankurven (insbesondere die zweite ohne Startpunkt) und

e die Beispiele in R?* und R* (jedoch nicht unbedingt die zugehorigen Beweise).

3.1 Eine erste Notation fuir Jordankurven

Als Ausgangswiirfel wird in der gesamten Arbeit der Wiirfel W mit Kantenldnge eins
in R™ betrachtet, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Dabei ist die Di-
mension n grofer oder gleich drei und W hat die Gestalt

<< v1§i§n}.

DO | —

W::{:L’ER"

DO | —

Die Koordinaten der Ecken von W sind somit —% oder %
In diesem Kapitel werden geschlossene Jordankurven entlang der Kanten von W be-

trachtet. Die gewédhlte Lage des Wiirfels ist dabei besonders gut geeignet, da die Wiir-
felsymmetrien von W in dieser Lage eine einfache Gestalt haben.
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Zunéchst wird eine Definition von geschlossenen Jordankurven benotigt.

Definition 3.1. FEine geschlossene Jordankurve J ist eine stetige, injektive Abbildung
J: St — R

Im Folgenden werden immer stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Jordankur-
ven J betrachtet. Weiterhin wird die Jordankurve J meist mit threm Bild identifiziert.

Wenn also im Folgenden von einer Jordankurve gesprochen wird, so ist damit eine
stiickweise stetig differenzierbare, geschlossene Jordankurve (bzw. thr Bild in R™) ge-
meint.

Als Vorstufe der Notation fiir Jordankurven wird eine Notation fiir bestimmte Kurven
entlang der Kanten von W betrachtet.

Definition 3.2. Ein Tupel

11"
(@ (€)1crem) mz‘tqe{—ﬁ,i} und e, € {1,....n} Y1<i<m

soll fiir eine Kurve entlang der Kanten von W stehen, welche

e im Punkt q startet und

e von q aus die Kante von W in die ci-te Koordinatenrichtung vollstindig durch-
lduft, danach

e die Kante von W in die co-te Koordinatenrichtung vollstindig durchlduft usw.

Die Kurve endet, nachdem m Kanten, die nicht verschieden sein miissen, vollstindig
durchlaufen wurden. Die letzte durchlaufene Kante ist dabei eine in die c,,-te Koordi-
natenrichtung. Die Zahl m heifst Lange der Kurve.

Im Folgenden wird der Punkt q als Startpunkt der Kurve bezeichnet. Auflerdem sei mit
der x;-Richtung immer die i-te Koordinatenrichtung gemeint.

Diese Definition verwendet, dass in jeder Ecke von W genau eine Kante in jede Koor-
dinatenrichtung startet. Dadurch ist die Beschreibung der Kurve eindeutig.

Beispiel 3.3. Zur Veranschaulichung dieser Schreibweise zeigt Abb. 6 drei Beispielkur-
ven in R? und drei Beispiele von Kurven in R*.

An diesen Beispielen erkennt man bereits, dass nicht jede Kurve der Gestalt (g, (¢;)1<i<m)
eine Jordankurve ist. In Abb. 6 sind J5 und J; nicht injektiv (d.h. die Kurven schnei-
den sich mindestens einmal selbst), und J und J5 nicht geschlossen. Nur die Kurven
J1, J3 und Jg sind Jordankurven.
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3.1 Eine erste Notation fiir Jordankurven

s ‘ :
o ; :
| | T3
: | 1 11’2
B IR ] D Pl D 1
72 3%
@ =(-3-573) 2= (3,-3,-3) a5 =(~3,=5:"3)
Ji=((-3%,-%,3).212313)  Jo=((3,-%,-3).32123121) Js=((—3,—3,—1),32313231)
- de
4 % o5 ;
GO0 W s AN \
/ -
q4:(_%i_%i%i_%2 Q5:(%i_%i%1_%2 a6 (_%;%;%;_%2
Ja=((=3-3:3~2) J5=((3-233) Jo= (=359 73)>
121242123413) 214123421) 13234121321432)

Abbildung 6: Beispielkurven in R® und R*. In der unteren Zeile ist der vierdimensionale Wiirfel W

kombinatorisch dargestellt. Dabei sind die Eckpunkte von W mit z4 = % im Inneren

abgebildet, wihrend Eckpunkte vom W mit z4 = —% auf dem Rand der Skizze liegen.

Um sicherzustellen, dass ein Tupel (g, (¢;)1<i<m) eine geschlossene Jordankurve be-
schreibt, miissen also weitere Bedingungen erfiillt sein.

Lemma 3.4. FEs seiI' die Kurve entlang der Kanten von W, welche durch (q, (¢;)1<i<m)
beschrieben wird. Dann gilt:

o [' ist genau dann geschlossen, wenn I' in jede Koordinatenrichtung eine gerade
Anzahl von Kanten durchlduft.

o [' ist genau dann injektiv, wenn keine echte Teilmenge von I' eine geschlossene
Kurve ist.

Beweis. Wenn I' eine Kante von W in x;-Richtung durchlauft, verdndert sich da-
durch die i-te Koordinate von —% auf % oder umgekehrt und alle anderen Koordinaten
bleiben gleich. Die Kurve I' ist genau dann geschlossen, wenn sie an ihren Ausgangs-
punkt zuriickkehrt, d. h. wenn es in jeder Koordinatenrichtung eine gerade Anzahl der
beschriebenen Wechsel von —2 zu % oder umgekehrt gibt. Das zeigt die erste Aussage

2
des Lemmas.

Wenn I einen Punkt p zweimal durchlauft, so ist der Teil von I' zwischen dem ersten
und dem zweiten Durchlauf von p eine geschlossene Kurve. Daraus folgt, dass sich I'
genau dann selbst schneidet, wenn eine echte Teilmenge von I' eine geschlossene Kurve
ist. Das zeigt die zweite Aussage des Lemmas. w.z.b.w.

17



3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Formuliert man die Bedingungen fiir geschlossene Jordankurven aus Lemma 3.4 als
Aussagen iiber die Zahlenfolge (¢;)1<i<m, so erhdlt man:

Lemma 3.5. Es sei J die Kurve entlang der Kanten von W, welche durch (q, (¢;)1<i<m)
beschrieben wird. Die Kurve J ist genau dann eine geschlossene Jordankurve, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind.

e Fir alle j € {1,...,n} gilt ¢; = j fir eine gerade Anzahl von Elementen i mit
1< <m.

e Fs gibt keine natirlichen Zahlen my und mo mit 1 < my < mo < m und
(my,mq) # (1,m), so dass fir alle j € {1,...,n} die Identitit c; = j fir ei-
ne gerade Anzahl von Elementen i mit my < i < mqy gilt.

o m #2
Aus diesen Eigenschaften folgt insbesondere:

e ¢, # ¢y V1 < i <m—1und ¢, # ci, d.h. zwei Kanten, die von J direkt
hintereinander durchlaufen werden, diirfen nicht gleich sein.

e Die Lange m der geschlossenen Jordankurve J ist gerade.

Beweis. Wegen Lemma 3.4 ist die erste Bedingung genau dann erfiillt, wenn J ge-
schlossen ist. Die zweite Bedingung sagt aus, dass keine echte Teilmenge von J, die in
einer Ecke von W beginnt, geschlossen ist. Der einzige weitere Fall, in dem eine echte
Teilmenge von J geschlossen sein kann, tritt fiir m = 2 auf, wenn J nur eine Kante hin
und dieselbe Kante wieder zurtick lduft. Also folgt aus den Bedingungen zwei und drei,
dass keine echte Teilmenge von J eine geschlossene Kurve ist, womit J (wegen Lem-
ma 3.4) injektiv ist. Auferdem erfiillt jede injektive, geschlossene Jordankurve J die
Bedingungen zwei und drei. Insgesamt ergibt sich, dass J genau dann eine geschlossene
Jordankurve ist, wenn die drei im Lemma angegebenen Bedingungen erfiillt sind.

Die erste zusétzliche Aussage folgt aus Bedingung zwei im Spezialfall my — m; = 1
bzw. aus allen drei Bedingungen mit m; = 2 und my = m — 1. Die zweite zusétzliche
Aussage ergibt sich aus Bedingung eins. w.z.b.w.

Im Folgenden wird jedes Tupel (g, (¢;)1<i<m), welches die Bedingungen des Lemmas 3.5
erfiillt, als geschlossene Jordankurve J bezeichnet. Weiter wird fiir diese Jordankurven
die Schreibweise

J = (q, (¢i)1<i<m)

verwendet. Das ist eine erste Notation fiir Jordankurven. Spéter wird diese noch ver-
einfacht.
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3.2 Verschiedene Darstellungen einer Jordankurve

3.2 Verschiedene Darstellungen einer Jordankurve

Die eingefiihrte Notation bietet zwar eine Darstellung fiir jede Jordankurve, diese Dar-
stellung ist allerdings nicht eindeutig. In diesem Abschnitt soll erlautert werden, wann
zwei Tupel fiir dieselbe Jordankurve stehen.

Beispiel 3.6. In R* beschreiben die drei Tupel

L1 L Y aoromosano), (22 21 1) 9143249193 und
222 2 22 2 2

111 1
— 2,2, =2 ), 4234123212
2'2'2" 2

die gleiche geschlossene Jordankurve J. Diese ist in Abb. 7 dargestellt.

Y
Y
I
.
I
: I
N
! \\\
Y4 T T3 sy
//L 777777777777777 5§x2
T

Abbildung 7: Jordankurve J aus Beispiel 3.6. Die verschiedenen Startpunkte sind in der Abbildung
gekennzeichnet.

Lemma 3.7. Es seien J = (q,(¢;)1<i<m) und J = (§, (&)1<i<m) zwei geschlossene
Jordankurven mit (q, (¢;)1<i<m) # (G, (Ci)1<i<m). Die Kurven J und J sind genau dann
dieselben Jordankurven, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist.

® ¢ =qund ¢ = Cpy1-i

e ¢ ist der Punkt auf der Jordankurve J, welcher erreicht wird, wenn man von q
aus genaw | > 1 Kanten von J durchlduft (in die Richtungen, welche durch die
Folge (c;)1<i<m vorgegeben sind) und & = 14 ((i41-1)modm)-

e ¢ ist der Punkt auf der Jordankurve J, welcher erreicht wird, wenn man von q
aus genau | > 1 Kanten von J durchlduft (in die Richtungen, welche durch die
Folge (¢;)1<i<m vorgegeben sind) und ¢; = c14((1—i)modm)-

Dabei bezeichnet wie gewdhnlich a modm fiir jedes a € 7 den Rest von a bei der Division
durch m.
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Beweis. Wir betrachten die geschlossene Jordankurve J = (q, (¢;)i1<i<m). Es ergibt
sich dieselbe Jordankurve, wenn

e man J in der anderen Richtung durchlduft (das entspricht der ersten Bedingung
des Lemmas) oder

e wenn man als Startpunkt einen beliebigen Punkt von J wéhlt und von dort aus
die Kanten von J durchlduft (das entspricht der zweiten Bedingung des Lemmas)
oder

e wenn man die beiden ersten Punkte nacheinander durchfiihrt (das entspricht der
dritten Bedingung des Lemmas).

Offensichtlich gibt es keine weiteren Mdoglichkeiten dieselbe Jordankurve zu erhalten.
w.z.b.w.

An dieser Stelle ist geklart, wann zwei Jordankurven gleich sind. Spéter sollen zwei Jor-
dankurven aber auch dann als gleich ansehen werden, wenn sie durch eine Symmetrie
des Wiirfels W auseinander hervorgehen. Dies ist sinnvoll, weil dann die beiden zuge-
horigen Fléachen, welche analog zur Schwarz-D-Fliche entstehen, bis auf eine Isometrie
des R™ {ibereinstimmen, also keine geometrischen Unterschiede aufweisen.

Um spéter etwas iiber bis auf Symmetrie verschiedene bzw. gleiche Jordankurven aussa-
gen zu konnen, muss zundchst die Symmetriegruppe des Wiirfels W eingefiihrt werden.

3.3 Symmetriegruppe des n-dimensionalen Wiirfels

Diese Symmetriegruppe ist nicht nur hier fiir die Klassifizierung von Jordankurven wich-
tig. Sie wird auch bei der Einbettungsfrage eine zentrale Rolle spielen. Dort verwendet
man eine Teilmenge der Symmetriegruppe von W, um eine geeignete Gruppenstruk-
tur zu definieren. Die Beschreibung der Symmetriegruppe, welche in diesem Abschnitt
gegeben wird, ist an die spatere Anwendung angepasst.

Wie bereits erwahnt soll eine Symmetrie des Wiirfels W eine Isometrie des R™ sein, die
W bijektiv auf sich selbst abbildet. Jede Isometrie des R™ hat die Gestalt
d: R" - R" z — Ax + b mit A € O(n) und b € R". Eine solche Isometrie d kann
den Wiirfel W nur auf sich selbst abbilden, wenn b = 0 gilt. Das fiihrt zu folgender
Definition.

Definition 3.8. Die Symmetriegruppe S des Wiirfels W ist definiert als
S:={d: R" - R"| d(z) = Az, A € O(n), d bildet W bijektiv auf W ab.}

mit der Verkettung von Abbildungen als Gruppenoperation. Ein Element d € S heif§t
Wiirfelsymmetrie.
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3.3 Symmetriegruppe des n-dimensionalen Wiirfels

Man kann diese Symmetriegruppe S als Untergruppe der Matrizengruppe O(n) auf-
fassen, und sie als semidirektes Produkt aus der Menge der Diagonalmatrizen und der
Menge der Permutationsmatrizen schreiben.

Die folgende Darstellung entspricht dieser Schreibweise, allerdings wird die Gruppe Z%
anstelle der Diagonalmatrizen und die Permutationsgruppe S,, anstelle von Permutati-
onsmatrizen verwendet. Dabei entspricht ein Element a = (aq, ..., a,) € Zj der Matrix
diag((—1)*,...,(—1)*). Diese Umbenennung der Gruppen vereinfacht die Darstellung
in den folgenden Kapiteln.

Satz 3.9. Die Abbildung
Q: Zy x9S, =5, (a,0)—=d mit d(e;) = (=1)"D - e, Vie{l,...,n}
st ein Gruppenisomorphismus. Dabei ist 8 gegeben als
0: S, — Aut (Z3), o (a— (ap-1())1<i<n)

wobei die Gruppenoperation von Aut (7)) wie gewdhnlich die Verkettung von Abbildun-
gen ist.

Die Gruppenoperation des semidirekten Produkts 7% Xg S, ist standardmdfiig definiert
durch

(3.1) (a,0) 0z5wps, (b, 1) == (a +z5 0(0)(b), 005, ) Va,beZy, o,u€S,.

Zu den Bezeichnungen: Wie gewohnlich ist e; der i-te Einheitsvektor. Auflerdem wer-
den Elemente aus Zy durch Null bzw. Eins repréasentiert und a € Z% steht fiir den
Vektor (a;)1<i<n, mit a; € Zy. Beim Potenzieren mit a; wird entsprechend mit Null oder
Eins potenziert. Die Addition in Z% ist natiirlich die komponentenweise Addition in Zs.

Satz 3.9 ermoglicht es von jetzt an S = Z x4 S,, zu setzen. Die Elemente von S werden
also wahlweise als Elemente der Gruppe Z5 x4 .S, oder als die entsprechenden Abbil-
dungen des R"™ betrachtet. Meist ist es dabei niitzlich zwischen beiden Standpunkten
hin und her zu wechseln.

Beweis von Satz 3.9. Um die Schreibweise Z3 x4 S,, als semidirektes Produkt zu
rechtfertigen, muss zunéchst gezeigt werden, dass 6 ein wohldefinierter Gruppenhomo-
morphismus ist. Offensichtlich ist 6(o) fiir jedes o € S,, ein bijektiver Gruppenhomo-
morphismus. Also ist # wohldefiniert.

Auferdem gilt fiir alle o, € S,, und a € Z3

0o opm)(a) = (Aoom 1) 1cicn = (107100 1<i2n = 000) (Gu1)15in)
= 0(0) (0(1)(a)).

Daraus folgt
0(0 05, 1) = 0(0) At ) 1) Yo p1 € S

21



3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Damit ist 6 ein Gruppenhomomorphismus.

Als néchstes soll die Bijektivitdt von ® gezeigt werden. Die Injektivitdt von ® ergibt
sich direkt aus der Definition dieser Abbildung. Man beachte, dass ®((a,0)) wegen
der Linearitdt von d durch die im Satz angegebene Beschreibung eindeutig bestimmt
ist. Weiter gilt fir jede Isometrie d € S sowohl d(e;) € {%e; |1 < I < n} als auch
d(e;) # =£d(e;) fiir ¢ # j. Diese Eigenschaften bedeuten, dass es fiir jedes d € S ein
a € Z5 und ein o € S, gibt, sodass d(e;) = (—1)%® - ey, fiir alle i € {1,...,n} gilt.
Damit ist ® auch surjektiv.

Zum Abschluss des Beweises wird nachgerechnet, dass ® ein Gruppenhomomorphismus
ist. Fiir alle a,b € Z5 und o, u € S, sowie i € {1,...,n} gilt

(@((a,0) ozg5ys, (b, 1)) () = (@ ((a +0(0)(b), 0 0 1)) (e:)

= (= 1) O o) - (gop

= (—1)%eom@Toui . € (oo (i)

und

®((a,0)) (R((b, 1)) (e:)) = ((a,0)) ((=1)" - euiy) = (=1)" - &((a, 7)) (i)
= (=1)bu) - (=1)%eom@ - €(oop)i)
= (—1)eom@ ) - e(r0 i) -

Daraus folgt
®((a,0) ozguys, (b, 1)) = ((a,0)) o5 ©((b, 1)) -

w.z.b.w.

Mit Hilfe dieser Beschreibung der Symmetriegruppe S wird im néchsten Abschnitt
gezeigt, wann zwei Jordankurven durch die Anwendung einer Symmetrie auseinander
hervorgehen.

3.4 Bis auf Symmetrie gleiche Jordankurven

In diesem Abschnitt wird zunéchst das Bild einzelner Kanten von W unter einer Wiirfel-
symmetrie d € S betrachtet, um als néchstes das Bild einer geschlossenen Jordankurve
(q, (¢i)1<i<m) unter d angeben zu konnen. Daraus lésst sich dann ableiten, wann zwei
gegebene Jordankurven bis auf Symmetrie iibereinstimmen.

Lemma 3.10. Eine Kante von W in x;-Richtung wird durch ein Elementd = (a,0) € S
auf eine Kante von W in x,(;-Richtung abgebildet.

Insbesondere werden parallele Kanten von W durch jede Symmetrie aus S wieder auf
parallele Kanten von W abgebildet (aber eventuell in eine andere Koordinatenrichtung).
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3.4 Bis auf Symmetrie gleiche Jordankurven

Beweis. O.b.d.A. sei i = 1. Eine Kante k£ von W in z;-Richtung hat die Gestalt

L e 11
272
11 11

= {t'€1+QQ'€2—|—...+qn~€n
te L1
272

<[

:{(—1)%(1)75 o) + (1)@ qa g + .+ (1) Gy - eom)

k= {<t7Q27"'7Qn)

Das Bild von £ unter d ist gleich

{d(t'€1+QQ'€2—|—...+qn'€n)

a4 is“é"ear{t ~d(er) +qo-d(ex) + ...+ qn - d(ey)

L e 11
272 '
Dies ist eine Kante von W in x,(1)-Richtung. w.z.b.w.

Lemma 3.11. Eine geschlossene Jordankurve J = (q, (¢;)1<i<m) wird durch eine Sym-
metrie d = (a,0) € S auf die geschlossene Jordankurve

d(J) = (d(q), (o(ci))1<i<m)
abgebildet.

Beweis. Der Startpunkt g von J wird durch d auf d(q) abgebildet, wihrend jede Kante
in z.,-Richtung auf eine Kante in z,(,)-Richtung abgebildet wird (siche Lemma 3.10).
Beachtet man die verwendete Notation fiir Jordankurven, so folgt die Behauptung von
Lemma 3.11. w.z.b.w.

In Lemma 3.11 erkennt man zum ersten Mal, dass die gewahlte Notation fiir Jordan-
kurven sinnvoll ist, denn das Bild einer Jordankurve J unter einer Wiirfelsymmetrie d
ldsst sich mit dieser Notation leicht angeben. In R? wird die formale Schreibweise fiir
Jordankurven in der Regel nicht benotigt, da man den Kurven die meisten Eigenschaf-
ten direkt ansieht. In hoheren Dimensionen ist es hilfreich auf diese Schreibweise zu-
riickgreifen zu konnen, denn dort ist es schwerer Kurven und Symmetrien anschaulich
darzustellen.

Beispiel 3.12. Mit Hilfe von Lemma 3.11 kann man das Bild einer Jordankurve .J
unter einer Wiirfelsymmetrie d = (a, o) auch graphisch darstellen. Betrachtet man
zum Beispiel die Kurve

1 1 1 1
— 2 7). 1234321242 R*
J ((2 27 92 2)’ 349 )e ’

so ergibt sich J, indem man im Punkt ¢ = (%, —%, —%, —%) startet und nacheinan-
der Kanten in die Richtungen xy, s, x3, x4, 3, T2, 1, X9, x4 und x5 durchlauft. Diese

Jordankurve J ist in Abb. 8 dargestellt.
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

[SIE

1
20

Abbildung 8: Jordankurve J = ( (%, —%, — ), 1234321242)

Wendet man auf diese Jordankurve J die Wiirfelsymmetrie

d=((0,1,1,0),0) mit o(1)=2, 0(2)=1, ¢(3) =4 und o(4) =3

an, so folgt mit Hilfe von Lemma 3.11

1 1 1 1

— - 2143412131

a(J) (d((z, Ll 2)) 3 3)
1 1 1 0 1 0 1 1

—(5(Det (=5 ) (1% + (=5 ) (“DCeut (=5 ) (~1)'es, 2143412131
1 11 1

— —— = —— 2143412131 | .

(( 272 2)’ ’ 3)

An dieser Rechnung erkennt man beispielhaft, dass sich der Punkt d(q) = (a,0)(q)
ergibt, wenn man zuerst die Koordinaten von ¢ entsprechend o permutiert und danach
die Vorzeichen in allen Richtungen &ndert, in denen a; = 1 gilt.

Fiir d(J) ergibt sich im angegebenen Beispiel die folgende graphische Darstellung:

X
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3.4 Bis auf Symmetrie gleiche Jordankurven

Jetzt wollen wir uns mit Jordankurven beschéftigen, die bis auf Symmetrie iiberein-
stimmen.

Definition 3.13. Zwei Jordankurven J, und Jy entlang der Kanten von W heifien (bis
auf Symmetrie) gleich, wenn es eine Wiirfelsymmetrie d € S mit

d(Jl) — J2

gibt. (Hier ist die Gleichheit der Kurven als Mengen gemeint und nicht die Gleichheit
der zugehorigen Tupel).

Wenn im Folgenden von gleichen Jordankurven gesprochen wird, so sind Jordankurven
gemeint, die bis auf Symmetrie iibereinstimmen.

Als néchstes soll gezeigt werden, dass sich eine Jordankurve durch die Verdnderung
des Startpunktes nicht dndert. Genauso bleibt eine Jordankurve gleich, wenn man die
Koordinatenrichtungen der Kanten permutiert. Tatséchlich sind das im Wesentlichen
alle Moglichkeiten eine (bis auf Symmetrie) gleiche Jordankurve zu erhalten.

Lemma 3.14. Fir je zwei Eckpunkte p und g von W und jede Folge (¢;)1<i<m, welche
die Bedingungen aus Lemma 3.5 erfiillt, sind die beiden Jordankurven

J1 = (p, (¢i)1<i<m) und Jo = (q, (¢i)1<i<m)

gleich.

Zur Erinnerung: Aus Lemma 3.5 folgt, dass die hier betrachteten Kurven J; und J,
tatsédchlich geschlossene Jordankurve sind.

Beweis von Lemma 3.14. Im Folgenden wird ein d = (a,0) € S mit d(J;) = Jo
angeben. Da sich J; und J; nur im Startpunkt unterscheiden, wird o = id gewahlt. Der
Vektor a wird so bestimmt, dass d(p) = ¢ gilt. Dazu setzen wir

0 falls p; = g,

S>d=(a,id) mit a; =
1 falls p; # qi(< —pi = ¢)-

Dann gilt

() M (d(p), (d(e)hzizm) = (1) prs- o (1) pa), (¢)1zizm)
Wahl von a (¢, (c)1<im) = Ja -
w.z.b.w.

Lemma 3.15. Fir jeden Eckpunkt q von W, jede Folge (¢;)1<i<m, welche die Bedingun-
gen aus Lemma 3.5 erfillt, und jede Permutation o € S,, sind die berden Jordankurven

J1 = (q, (¢i)1<i<m) und Jo = (¢, (0(ci))1<i<m)
gleich.
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

In der Situation von Lemma 3.15 folgt aus Lemma 3.5, dass J; eine geschlossene Jor-
dankurve ist. Sobald gezeigt wurde, dass J; und J; bis auf Symmetrie tibereinstimmen,
ist somit auch bewiesen, dass es sich bei J; um eine geschlossene Jordankurve handelt.

Beweis von Lemma 3.15. Es gilt

(0,0)(J1) "= ((0,0)(q), (0(ci) 1<izm) -

Also ist J; dieselbe Jordankurve wie ((0,0)(q), (o(¢;))1<i<m). Diese wiederum ist nach
Lemma 3.14 gleich (q, (0(¢;))1<i<m) = Jo. Insgesamt folgt, dass J; und J, dieselben
Kurven sind. w.z. b.w.

Nach dieser Vorarbeit kann angegeben werden, wann zwei Tupel dieselbe geschlossene
Jordankurve beschreiben.

Satz 3.16. Zwei geschlossene Jordankurven J = (q, (¢i)1<icm) und J = (§, (&)1<i<m)
sind genau dann (bis auf Symmetrie) gleich, wenn man durch das Anwenden einer
oder die Hintereinanderausfiihrung mehrerer der folgenden Operationen die Zahlenfolge
(¢i)1<i<m in die Zahlenfolge (¢;)1<i<m tberfihren kann.

e Umkehren der Reihenfolge, d. h. aus einer Zahlenfolge (a;)1<i<m wird die Zahlen-
folge (bi)lgigm mait
bi = Qi1 -

o Zyklisches Verschieben, d. h. aus einer Zahlenfolge (a;)1<i<m wird die Zahlenfolge
(bi)lgiﬁm mzt

bi = @14 ((i+1—1)modm), Wwobei | eine beliebige fest gewdhlte natiirliche Zahl ist.

e Permutieren der Koordinatenrichtungen, d.h. aus einer Zahlenfolge (a;)1<i<m
wird die Zahlenfolge (b;)1<i<m mit

b; = o(a;) wobei o € S, eine beliebige fest gewdhlte Permutation ist.

Insbesondere muss fir gleiche Jordankurven m = m gelten, was bedeutet, dass J und J
dieselbe Linge haben.

Die ersten beiden Operationen verédndern die Jordankurve gar nicht (sieche Lemma 3.7).
Die dritte Operation und die Tatsache, dass der Startpunkt egal ist, resultieren aus den
Lemmata 3.14 und 3.15. Also ist Satz 3.16 im Wesentlichen eine Zusammenfassung
der bisherigen Feststellungen. Man kann diesen Satz verwenden, um zu zeigen, dass
zwei Jordankurven gleich sind. Dies geschieht allerdings auf eine sehr formale und
somit wenig anschauliche Weise. In hoheren Dimensionen ist dieses Vorgehen sehr gut
geeignet, denn dort fehlt oft die Anschauung.
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3.5 Verbesserte Notation fiir Jordankurven

Natiirlich ist es auch von Interesse zu zeigen, dass zwei gegebene Jordankurven ver-
schieden sind. Dabei ist Satz 3.16 nicht sehr hilfreich. Dieses Problem wird spéater mit
einem anderen Ansatz behandelt.

Beweis von Satz 3.16. Wenn sich (¢;)1<i<n durch die im Satz beschriebenen Ope-
rationen in (&)i<;<m Uberfiihren ldsst, so folgt, wie bereits erlédutert, aus den Lemma-
ta 3.7, 3.14 und 3.15, dass J und J gleich sind.

Wenn andererseits J und J gleich sind, so gibt es ein d = (a,0) € S mit

J = (G (@)rzizm) = d(J) "= (d(q), (0(c))iizm) -

Hierbei ist die Gleichheit als Kurve gemeint, welche in Lemma 3.7 behandelt wur-
de. Das heift, wenn man auf die Zahlenfolge (¢;)1<i<m einmal die dritte Operation
aus Satz 3.16 anwendet, unterscheidet sich die entstehende Zahlenfolge von der Folge
(¢i)1<i<m nur durch eine der Operationen aus Lemma 3.7. Die dortigen Operationen
andern die Zahlenfolge aber nur durch Anwendung der ersten beiden Operationen aus
Satz 3.16. Insgesamt bedeutet dies, dass man (¢;)1<ij<, durch die im Satz aufgelisteten
Operationen in die Zahlenfolge (&;)1<;<s tberfiihren kann.

Die Aussage m = m folgt, da keine der in Satz 3.16 angegebenen Operationen die
Léange der Zahlenfolge éndert. w.z.b.w.

3.5 Verbesserte Notation fuir Jordankurven

Bisher wurden Jordankurven durch Tupel (g, (¢;)1<i<m) beschrieben, wobei die Zah-
lenfolge (¢;)1<i<m alle Bedingungen aus Lemma 3.5 erfiillen musste. Aus dem letzten
Abschnitt (siehe Lemma 3.14 oder Satz 3.16) ergibt sich, dass der Startpunkt ¢ dabei
iiberhaupt keine Rolle spielt. Wird er gedndert, so dndert sich die zugehorige Jordan-
kurve (bis auf Symmetrie) nicht. Es ist also sinnvoll nur die Zahlenfolge (¢;)1<;<m zur
Beschreibung einer Jordankurve heranzuziehen. Diese Uberlegung fiihrt zu folgender
Notation fiir Jordankurven:

Definition 3.17. Eine Zahlenfolge (¢;)i1<i<m mit ¢; € {1,...,n} heifft Jordankurve,
wenn sie die Bedingungen aus Lemma 3.5 erfillt.

Diese Definition ist sinnvoll, da jede solche Zahlenfolge tatsdchlich eine (bis auf Sym-
metrie) eindeutige Jordankurve beschreibt. Allerdings stehen zwei verschiedene Zahlen-
folgen nicht unbedingt fiir zwei verschiedene Jordankurven.

Die Interpretation einer solchen Zahlenfolge als Jordankurve im Sinne der Definition 3.1

erfolgt wie bisher, nur dass man nun den Startpunkt der Kurve auf den Wiirfelecken
frei wiahlen kann.
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Beispiel 3.18. In Abb. 9 ist die Jordankurve J = 234142413141 entlang der Kanten
eines vierdimensionalen Wiirfels auf zwei Weisen abgebildet. Die verschiedenen Darstel-
lungen kommen durch die unterschiedliche Wahl der Startpunkte ¢; und ¢, zustande.
Natiirlich ist es moglich viele weitere Bilder von J zu erzeugen, indem andere Eckpunk-
te von W als Startpunkte festlegt werden.

J

" P '\
I 7 |

\ z “
g
1 37 e 7
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Abbildung 9: Zwei Darstellungen der Jordankurve J = 234142413141.
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Aufserdem ist bekannt, dass die Jordankurve 143231324232 (vgl. Abb. 10) bis auf
Symmetrie gleich J ist, denn sie entsteht durch die Anwendung der Permutation
o = (12)(34) auf J. Natiirlich gibt es noch viele weitere Zahlenfolgen, welche J be-
schreiben.

T4

’ ]ZCQ

J T

Abbildung 10: Eine mogliche Darstellung der Jordankurve 143231324232.

Abb. 9 und Abb. 10 veranschaulichen, dass es im vierdimensionalen Raum sehr schwie-
rig sein kann festzustellen, ob zwei graphische Darstellungen zu derselben Jordankurve
gehoren oder nicht. Deswegen ist es insbesondere in Dimensionen grofer als drei niitz-
lich, die Darstellung der Jordankurven als Zahlenfolge (inklusive der Charakterisierung
gleicher Jordankurven aus Satz 3.16) heranzichen zu kénnen.
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3.6 Beispiele: Alle Jordankurven in R3

3.6 Beispiele: Alle Jordankurven in R?

In R? gibt es nicht viele verschiedene Jordankurven, weswegen es moglich ist alle diese
Kurven anzugeben. In hoheren Dimensionen existieren sehr viel mehr Jordankurven, so
dass man dort nicht so einfach alle benennen kann. Im Folgenden werden aber zumin-
dest in Dimension vier alle Jordankurven mit bestimmten Eigenschaften angegeben.
Dies ist wichtig, um spéter bestimmte Klassen von Kurven als Beispiele zur Verfiigung
zu haben.

Satz 3.19. In R? gibt es genau vier (bis auf Symmetrie) verschiedene Jordankurven
entlang der Kanten des Wiirfels W. Diese vier Jordankurven sind:

T3
Z”

T

7 | SR  SU I
L /

Jp = 1212 Jo = 121323 J3 = 123123

Jy = 12321232

Bewelis.

7 ///— - - -
Kurve J; / \

Kurve Jo Kurve Jy

Abbildung 11: Alle Méglichkeiten fiir eine geschlossene Jordankurve, die mit 121 startet.
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Um zu zeigen, dass nicht mehr als die vier in Satz 3.19 angegebenen Jordankurven
existieren, werden alle Moglichkeiten fiir geschlossene Jordankurven in R?® angegeben.
Dies geht in Dimension drei sehr gut mit Hilfe von graphischen Darstellungen.

Aus dem letzten Abschnitt ist bekannt, dass man o.B.d.A. den Startpunkt
q = (—%, —%, —%) wahlen kann. Aufserdem kann man davon ausgehen, dass die Jor-
dankurve mit 12 startet. Fiir die ersten drei Kanten gibt es also die Méglichkeiten 121
und 123. Davon ausgehend werden an die Kurve weitere Kanten angefiigt. Dazu gibt
es in jedem Schritt zwei Moglichkeiten, wobei einige Moglichkeiten ausgeschlossen sind,
da sich aus ihnen keine geschlossene Jordankurve mehr bilden lasst. Dieses schrittweise

Entwickeln aller moglichen Jordankurven sieht man in Abb. 11 und Abb. 12.

Kurve Jy

Abbildung 12: Alle Méglichkeiten fiir eine geschlossene Jordankurve, die mit 123 startet.

Insgesamt ergeben sich genau die vier im Satz angegebenen Jordankurven. Es wurde
verwendet, dass man Kurven in den Abbildungen ansieht, ob sie gleich Jy, Jo, J3 oder Jy
sind. Man kann diese Aussagen natiirlich auch formal beweisen. Zum Beispiel ist die
letzte Kurve in Abb. 11 gleich 12131213. Wendet man darauf o = (12) an, so erhélt
man 21232123. Durch zyklisches Verschieben dieser Folge um [ = 1 (vgl. Satz 3.16)
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3.7 Hinreichendes Kriterium fiir die Verschiedenheit von Jordankurven

ergibt sich die Jordankurve 12321232 = J;. Analog kann man fiir jede geschlossene
Jordankurve aus Abb. 11 bzw. Abb. 12 angeben, wie sie in Jy, Jo, J3 bzw. J, iiberfiihrt
wird.

Nun muss nur noch gezeigt werden, dass die vier im Satz angegebenen Jordankurven
nicht gleich sind. Wir wissen, dass zwei Jordankurven nicht gleich sein kénnen, wenn
sie eine verschiedene Anzahl von Kanten durchlaufen. Also reicht es Jy # J3 zu zeigen.
Dies sieht man den Kurven direkt an. w.z.b.w.

Insbesondere den letzten Schritt kann man in héheren Dimensionen so nicht machen.
Um zu zeigen, dass zwei Jordankurven in Dimension n > 3 verschieden sind, wird also
eine weitere Idee benétigt.

3.7 Hinreichendes Kriterium fur die Verschiedenheit von
Jordankurven

Die Grundidee dieses Abschnittes ist es, "Absténde” zwischen den Kanten einer Jor-
dankurve in dieselbe Koordinatenrichtung, zu betrachten. Der Abstand zweier Kanten
soll dabei die Anzahl der Kanten von J sein, die zwischen den beiden Kanten durch-
laufen werden. Es wird sich herausstellen, dass eine gewisse Menge solcher Absténde
invariant unter Wiirfelsymmetrien ist. Diese Aussage hilft dabei festzustellen, dass zwei
Jordankurven verschieden sind.

Zunéchst benotigt man eine formale Definition der hier beschriebenen Absténde.

Definition 3.20. Es seien J = (¢;)1<i<m eine Jordankurve und j € {1,...,n}. Weiter
seten i1, ...,0 € Nmit 1 <4y < ... <14, < m alle Zahlen, fir die ¢;, = j gilt. Dann
bezeichnet

dJ’j = (iz—il— 1, Ce Z'k—ik,1 —1, m—ik—i—il —1)

die Absténde zwischen Kanten von J in z;-Richtung.

Auflerdem sei
Aj=(dy,....dsn)
die Kollektion dieser Abstdinde.

Anschaulich wird d;; bestimmt, indem man die Kanten von .J zéhlt, welche sich zwi-
schen den Kanten von J in z;-Richtung befinden.
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Beispiel 3.21.

1
1
1
1 €3
1 sz
LRI T
q Jo = 121323

Betrachtet man die Kurve J, = 121323 aus dem letzten Abschnitt, so ergibt sich

dpa=(1,3), dpo=1(2,2), dps=(1,3) und Ay = ((1,3),(2,2),(1,3)).

T3
14“"2

//L ———————————————— L1

J3 = 123123

Fiir die Kurve J;3 = 123123 erhélt man hingegen

dra=1(2,2), dj2=(22), dpz=(22) und Ay=1((22),(22),(272).

Y
'\
\
| il - \\\\ T3 Ty
// ffffffffffffffff y éil‘g
Z1
J =12314243

Ein mégliches Beispiel in R* wire die Kurve J = 12314243, fiir welche sich
dJ,l = (274)7 dJ,2 - (37 3)7 dJ,3 = (47 2)7 dJ,4 - (17 5)

und

Ay =1((2,4),(3,3),(4,2),(1,5))

ergibt.
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3.7 Hinreichendes Kriterium fiir die Verschiedenheit von Jordankurven

Man kann feststellen, dass sich das Tupel A; bei gleichen Jordankurven nur wenig
unterscheidet.

Lemma 3.22. Es scien zwei (bis auf Symmetrie) gleiche Jordankurven J und J ge-
geben. Dann erhdlt man Aj aus Ay, indem man zundchst die Rethenfolge der Zahlen
im Tupel dy; dndert (fir jedes j € {1,...,n} einzeln) und dann die Reihenfolge dieser
Tupel in Ay verdndert.

Die Veranderung der Reihenfolge von Zahlen in d;; (fir ein festes 1 < j < n), welche
in Lemma 3.22 auftritt, ist dabei immer eine zyklische Verschiebung evtl. zusammen-
gesetzt mit der Umkehr der Reihenfolge. Diese spezielle Gestalt wird fiir die folgenden
Anwendungen allerdings nicht benotigt.

Es ist nicht klar, ob die Umkehrung von Lemma 3.22 gilt. Damit liefert dieses Lemma
nur ein notwendiges Kriterium fiir die Gleichheit zweier Jordankurven, bzw. ein hinrei-
chendes Kriterium fiir die Verschiedenheit von zwei Jordankurven. Es folgt, dass zwei
Jordankurven J und .J verschieden sind, wenn man A; nicht auf die beschriebene Wei-
se in Aj tberfiihren kann. Dies ist ein Kriterium, dass man bei konkreten Beispielen
(auch in Dimensionen grofer als drei) leicht tiberpriifen kann.

Beispiel 3.23.

) j )
, -~ ’
\ L b s
z
! I3 T4
””””””””””” - T1
J =12314243 J = 12343142

Betrachtet man die beiden Jordankurven J = 12314243 und J = 12343142, so ergibt
sich

Ar=1((2,4),(3,3),(4,2),(1,5)) und Aj=((4,2),(5,1),(1,5),(2,4)).

Man erkennt sofort, dass sich A; nicht wie in Lemma 3.22 beschrieben in A iiberfithren
lisst. Um das zu sehen reicht die Feststellung, dass das Tupel (3,3) in A; vorkommt,
in Aj aber nicht. Das bedeutet, die Kurven J und J sind nicht gleich.

Beweis von Lemma 3.22. Sind J und J bis auf Symmetrie gleich sind, so lassen sich
die zugehorigen Zahlenfolgen durch eine Hintereinanderausfithrung der drei Operatio-
nen aus Satz 3.16 ineinander iiberfithren. Beachtet man die Definition von d;; und A,
so ergibt sich:

e Dic erste und zweite Operation aus Satz 3.16 verdndern J = (¢;)1<ij<m durch
zyklisches Vertauschen bzw. durch Umkehr der Reihenfolge. Dabei bleibt die
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Menge der Abstdnde zwischen Kanten von J in z;-Richtung unveréndert. Also
verandern diese beiden Operationen nur die Reihenfolge der Zahlen innerhalb der
Tupel d ;.

e Die dritte Operation aus Satz 3.16 permutiert Koordinatenrichtungen. Sie verén-
dert also nur die Reihenfolge der Tupel in A;.

Die Aussage des Lemmas folgt, da es egal ist welche der beiden genannten Verdnderun-
gen von Aj; zuerst durchgefiihrt wird. w.z.b.w.

3.8 Beispiele: Jordankurven mit acht Kanten in R*

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit einer wichtigen Klasse von Jordankurven in R?,
welche vollstédndig charakterisiert wird. Die in diesem Abschnitt beschriebenen Jordan-
kurven werden auch in den folgenden Kapiteln eine wesentliche Rolle spielen.

Zunichst soll erklirt werden, warum die Jordankurven mit acht Kanten in R* be-
sonders interessant sind. Wir wissen bereits, dass jede (geschlossene) Jordankurve in
jede Koordinatenrichtung eine gerade Anzahl von Kanten besitzt (siehe Lemma 3.5).
Fiir die spiteren Anwendungen ist es sinnvoll zu verlangen, dass die Jordankurve in
jede Koordinatenrichtung mindestens eine Kante enthélt. Also besitzt jede relevante
Jordankurve J in jede Koordinatenrichtung mindestens zwei Kanten. Das ergibt insge-
samt mindestens acht Kanten in J. Also sind Jordankurven mit acht Kanten in R* die
kiirzesten und damit einfachsten Beispiele fiir Jordankurven, aus denen man durch wie-
derholtes Schwarz-Spiegeln einer Flache f in W mit Rand J eine vierfach periodische
Flache erhalt. Deswegen sind diese Kurven besonders gut als Beispiele in den folgenden
Kapiteln geeignet.

Die Voraussetzung, dass J in jede Koordinatenrichtung mindestens eine Kante ent-
halt, fiihrt dazu, dass die gespiegelte Flache vierfach periodisch ist (dies wird in Ab-
schnitt 4.6.1 bewiesen). Jordankurven, die diese Voraussetzung nicht erfiillen, fithren zu
Flichen, die in einer Hyperebene des R* enthalten sind, die also auch in einem Raum
kleinerer Dimension konstruiert werden konnen. Deswegen ist es nicht sinnvoll sie in
den hoheren Dimensionen nochmal getrennt zu betrachten.

Mit Hilfe der Aussagen aus den letzten Abschnitten kann man die Jordankurven mit
acht Kanten in R* vollstéindig charakterisieren:

Satz 3.24. In R* gibt es genau sechs (bis auf Symmetrie) verschiedene Jordankurven
mit acht Kanten, welche in jede Koordinatenrichtung mindestens eine Kante enthalten.
Diese acht Jordankurven sind

Ji = 12314243, Jy == 12314342, Jy = 12314234,
Jy = 12314324, Js = 12341234 und Jg := 12321434 .

Sie werden in Abb. 13 graphisch dargestellt.
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T3 sX4
J3 = 12314234 sz

T

Jy = 12314324 Js = 12341234 Je = 12321434

Abbildung 13: Alle Jordankurven mit acht Kanten in R*. Zur graphischen Darstellung wurde der

Startpunkt (—%, —%, —%, —%) gewihlt.

Beweis. Jede Jordankurve, welche die gegebenen Bedingungen erfiillt, durchléuft acht
Kanten und zwar genau zwei in jede Koordinatenrichtung. Das bedeutet, eine solche
Jordankurve hat die Gestalt (¢;)1<;<s, wobei ¢; = j fiir genau zwei der 1 <1 < 8 gilt (fiir
jedes j € {1,2,3,4}). Der erste Teil des Beweises erfolgt, indem man alle Moglichkeiten
fiir so eine Jordankurve betrachtet und zeigt, dass jede dieser Moglichkeiten eine der
sechs Kurven Jy, ..., Jg ist.

Dazu muss man wissen, wann zwei Jordankurven gleich sind. Aus Satz 3.16 zusammen
mit der verbesserten Notation einer Jordankurve (sieche Abschnitt 3.5) ergibt sich, dass
eine Jordankurve (¢;);<;<s dieselbe Kurve ist wie:

(i) Die Kurve, welche durch Umkehrung der Reihenfolge entsteht, also die Kur-
ve (co—i)i<i<s:

(ii) Die Kurve, welche durch zyklisches Verschieben der Zahlenfolge um ein [ € N
entsteht, also die Kurve (¢14((i4i—1)mods))1<i<s-

(iii) Die Kurve, welche durch Anwenden einer Symmetrie o € S, entsteht, also die
KUI‘VG (O(Ci))lgig&

O.B.d. A. reicht es alle Jordankurven zu betrachten, die mit 121 oder 123 beginnen,

da sich alle anderen Kurven durch eine Operation der Gestalt (iii) in eine solche Kurve
iiberfithren lassen. Dabei wurde verwendet, dass eine Folge, die mit 122 beginnt keine

35



3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Jordankurve ist. Das folgt aus Lemma 3.5. Dort wurde unter anderem festgestellt, dass
eine Zahlenfolge (¢;)1<i<s

(iv) keine Jordankurve représentiert, wenn Zahlen m; und ms mit 1 < m; < my <8
und (mq,mg) # (1,8) existieren, so dass fiir alle j € {1,2,3,4} die Identitét
¢; = j fiir eine gerade Anzahl von Elementen ¢ mit m; < i < ms gilt. Insbesondere
handelt es sich nicht um eine Jordankurve, wenn zwei benachbarte Folgenglieder
gleich sind.

Nun kann man o.B.d.A. annehmen, dass die ersten vier Ziffern der Jordankurve
gleich 1231,1232,1234 oder 1213 sind. Dabei wurde verwendet, dass die Moglichkei-
ten 1233, 1211 und 1212 durch (iv) ausgeschlossen sind, und die Méglichkeit 1214 durch
eine Anwendung von (iii) mit o = (34) in die betrachtete Moglichkeit 1213 tiberfiihrt
werden kann.

Im Folgenden werden alle verbleibenden Moglichkeiten fiir die Zahlenfolge (¢;)1<;<s an-
gegeben. Weiter wird fiir jede dieser Moglichkeiten entweder mit Hilfe der Punkte (i),
(ii) und (iii) beschrieben, wieso sie gleich einer der Kurven Ji, ..., Jgs ist oder mit Hilfe
von Punkt (iv) gezeigt, dass sie keine Jordankurve ist. Der Bereich von J welcher (iv)
widerspricht ist dabei fett gedruckt. Moglichkeiten, bei denen zwei benachbarte Folgen-
glieder gleich sind, werden direkt weggelassen, denn diese beschreiben wegen (iv) nie
eine Jordankurve.

Alle noch zu betrachtenden Moglichkeiten fir (¢;)i<;<s sind:
o 12314243 = J;
o 12314342 = J,
o 12314234 = J3
o 12314324 = J,

o 12312434 UV MOECY) 13913194 Oy you31231 N 19314243 =

o 12313424 M=) 13910434 s 43491231 YT 19314342 =

o 12321434 = J;

e 12323414 ist wegen (iv) keine Jordankurve

(#44) mit o=(13) (#4) mit [=5

o 12324143 "M 30194341 L 14342123 VYT 19314342 =

e 12324341 ist wegen (iv) keine Jordankurve

(ii1) mit o=(24 3) (i1) mit [=5

o 12324134 — 14243123 ° "— 12314243 = J;
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12324314 1 IS UAY () mit =2

42123143 12314342 = J,

12341234 = J;

(i) mit o=(1 3) (i)

(m) mit =5

12341243 "7 30143941 Yy 14934123 12314234 = Jj
12341324 0 TZU20D 91430413 Dy 31493412 Y0 19314934 =
12341342 FMEII2Y 94319314 Y2 10314943 — g,

12341423 M7= 01340413 Yy 31494319 PINZ0 19314943 —
12341432 "0 M7= 30143419 Y 91434123 P 19391434 =
12342134 IS 4394130 D 93149341 PN 19314934 —
12342143 “MOEC 4304193 (IS 10314304 —

12342314 “MEISIAD) 41391340 Dy 94319314 PN 19314043 —

12342341 ist wegen (iv) keine Jordankurve

i11) mito=(123 i) mit [=7
(i) (123) ()

12342413 23143421 12314342 = J,

12342431 ist wegen (iv) keine Jordankurve

12343124 “OMEECIY 3004130 Dy 93149431 PN 19314943 — )
12343142 “M =G 1934130 Wy 93143491 PN 19314349 —
12343214 VM I=G20G D 9 434193 N5 19391434 —

12343241 ist wegen (iv) keine Jordankurve
12343412 ist wegen (iv) keine Jordankurve

12343421 ist wegen (iv) keine Jordankurve

(#44) mit o=(12)

12132434 G0 91937 434 O

12314342 = J,

12314243 = J;

(4%9) mit 0=(123)

12134243 “moZ123) 93914341 L2

(u) mit (=4

14341232 12321434 = J;
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3 Jordankurven entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiirfels

Gy mite=( 264 51943413 2y 31434212 20 19314342 =

o 12134324
e 12134342 ist wegen (iv) keine Jordankurve
Das bedeutet, neben den sechs Kurven Ji, ..., Js existieren keine weiteren Jordankur-
ven, welche die gegebenen Bedingungen erfiillen. Es bleibt zu zeigen dass diese sechs

Kurven paarweise verschieden sind.

Dazu bestimmen wir die zugehorigen A

Ap =(2,4),(3,3),(4,2),(1,5)), Ap =((2,4),5,1),(2,4),(1,5)),
Ass = ((2,4),(3,3),(3,3), (2,4)), Ay =((2,4),(4,2),(2,4),(2,4)),
Aj = ((373)7(373)7(373)7(373)) und Ay = ((373)7(175)7(373)7(175))'

Wir miissen noch priifen, ob einige dieser Tupel durch Vertauschungen ihrer Elemente
(wie in Lemma 3.22 beschrieben) ineinander tiberfithrt werden kénnen. Dies ist nicht
der Fall. Das kann gezeigt werden, indem man die Anzahl der in den Tupeln enthalte-
nen (3,3) betrachtet:

e Nur Ay, und A, enthalten (3,3) gar nicht, diese beiden lassen sich aber nicht
ineinander tiberfiihren, da Ay, das Tupel (1,5) bzw. (5, 1) enthalt, A;, aber nicht.

e Nur A, enthélt (3,3) genau einmal.

e Nur Ay, und Ay, enthalten (3,3) genau zweimal, diese beiden lassen sich aber
nicht ineinander iiberfithren, da A, das Tupel (1,5) bzw. (5, 1) enthélt, A, aber
nicht.

e Kein Tupel enthélt (3,3) genau dreimal.

e Nur A, enthilt (3,3) genau viermal.

Aus Lemma 3.22 folgt damit, dass die sechs Kurven .Ji,...,Js paarweise verschie-
den sind. w.z.b.w.
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4 Das Einbettungsproblem

Wie bereits erwahnt ist das Ziel dieser Arbeit, die Konstruktion der Schwarz-D-Flache
(sieche Kapitel 2) auf hohere Dimensionen zu verallgemeinern und so die Existenz ein-
gebetteter periodischer Flichen in R™ zu zeigen. Auf die spezielle Konstruktion von
Minimalflichen in R" wird erst in Kapitel 5 nadher eingegangen. In diesem Kapitel
wollen wir uns zunéchst mit der durch Schwarz-Spiegelungen entstehenden Fliche F'
beschéaftigen und klaren, wann F' eingebettet ist. Diese Diskussion entspricht den Schrit-
ten (vii) und (viii) aus Kapitel 2. Interessanterweise héngt die Losung der Einbettungs-
frage nicht davon ab, ob f eine Minimalfliche ist. Es werden in diesem Kapitel auch
kaum geometrische, sondern eher kombinatorische Argumente verwendet.

Das Einbettungsproblem wird aus zwei Griinden unabhéngig von Minimalflichen be-
handelt.

Der erste Grund ist natiirlich, dass man die Frage nach der Einbettung in einem wesent-
lich allgemeineren Kontext stellen und beantworten kann. Das bedeutet, die Ergebnisse
dieses Kapitels lassen sich nicht nur auf Minimalflichen, sondern z. B. auch auf kombi-
natorische Flachen anwenden.

Der Zweite Grund ist, dass es bei der Einbettungsfrage auch im Fall von Minimalfla-
chen grofe Unterschiede zwischen Fléchen in Dimension drei und Fliachen in hoheren
Dimensionen gibt. Diese Unterschiede betreffen sowohl das Vorgehen, als auch das
Ergebnis. Alle anderen Schritte, die man zur Konstruktion einer periodischen Minimal-
flache in Dimensionen grofser drei bendtigt, ergeben sich hingegen weitgehend analog
zum dreidimensionalen Fall.

Im Folgenden werden alle Aussagen in einem mdglichst allgemeinen Kontext formuliert.

4.1 Definitionen

Unter einer allgemeinen Flache wird Folgendes verstanden:

Definition 4.1. Es sei X ein Hausdorff-Raum, welcher das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom
erfullt. Dann heifit X eine topologische 2-Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn jeder Punkt
xr € X eine Umgebung besitzt, die homdéomorph zu einer offenen Menge in R? oder in
der oberen Halbebene H := {(x,y) € R* |y > 0} C R? ist.

Der Rand 0X von X ist die Menge der Elemente v € X, die keine Umgebung besit-
zen, welche homdéomorph zu einer offenen Menge in R? ist. Das sind gerade diejeni-
gen Punkte x € X, fiir die es eine Umgebung U > = und einen Homoomorphismus

h:U — H mit h(z) € 0H gibt.

Weiter nennt man eine stetige Abbildung f: X — R™ eine Fliche, falls X eine topolo-
gische 2-Mannigfaltigkeit mit Rand ist und f folgende Eigenschaft besitzt:
Fiir jedes x € X gibt es eine offene Umgebung U von x, sodass f|ly: U — f(U) C R"
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4 Das FEinbettungsproblem

ewn Homdomorphismus ist.
Fiir jede Fliche f: X — R™ heifit f(0X) der Rand der Flache f.

Es wird sich herausstellen, dass fiir den grofiten Teil dieser Arbeit die Urbildmenge X
einer Flache keine Rolle spielt. Das heifst, an vielen Stellen ist nur das Bild f(X) C R”
von Bedeutung, weswegen oft auch dieses Bild als Teilmenge des R™ als Flache f
bezeichnet wird.

Da dieses Kapitel eine Einbettungsfrage behandelt, soll an die Definition einer einge-
betteten Fléiche erinnert werden.

Definition 4.2. FEine Fldche f: X — R" heiffit eingebettet, wenn f injektiv und die
Abbildung f: X — f(X) ein Homdéomorphismus ist.

Es wird sich herausstellen, dass alle Fldchen, die im folgenden betrachtet werden, genau
dann eingebettet sind, wenn die zugehorige Abbildung injektiv ist. Insbesondere ist es
sinnvoll Punkte zu betrachten, in denen diese Injektivitiat verletzt wird.

Definition 4.3. Man sagt, dass eine Fldche f: X — R™ Selbstschnitte besitzt, wenn
f nicht injektiv ist. Auflerdem heifst ein Punkt y € R™ Selbstschnitt von f, wenn es
zwei verschiedene Elemente x1, 19 € X mit f(x1) = f(x2) =y gibt.

Im Folgenden wird es darum gehen festzustellen, ob eine Fliache F' Selbstschnitte hat
oder nicht. Dabei soll F', wie in Kapitel 2 im Spezialfall der Schwarz-D-Flache beschrie-
ben, durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln aus einer Fliache f entstehen.

Insbesondere muss man also Schwarz-Spiegelungen definieren. Dazu wird zunéchst er-
klart, was eine Schwarz-Spieglung als Abbildung des R™ in sich ist, um im néchsten
Schritt die Schwarz-Spiegelung einer Flache f zu definieren.

Wie bereits in Kapitel 2 beschrieben, ist eine Schwarz-Spieglung an einer Gerade g in R?
eine Drehung um 180° an g. Das entspricht einer Punktspiegelung in jeder Ebene (also
jedem 2-dimensionalen Unterraum des R?), die senkrecht auf g steht. Die letzte Definiti-
on kann man direkt auf den Fall n > 3 iibertragen. Also ist eine Schwarz-Spiegelung an
ciner Gerade g in R" eine Punktspiegelung in allen (n —1)-dimensionalen Unterrdumen
des R"™, die senkrecht auf g stehen. Fiir Geraden g, die in eine der Koordinatenrichtun-
gen verlaufen, kann man das leicht in Formeln ausdriicken.

Definition 4.4. Es sei g := {(t,x2,...,2,) |t € R} mit zy,..., 2, € R eine Gerade in
die erste Koordinatenrichtung. Dann heifit die Abbildung

Sg Rn_)Rna Yy = (yla---ayn) = (yh $‘2+($2—y2),..., xn—l—(xn_yn))

die Schwarz-Spiegelung an der Gerade g.

Analog definiert man eine Schwarz-Spiegelung an einer Geraden in die i-te Koordi-
natenrichtung. Auflerdem sei die Schwarz-Spiegelung s, an einer Kante k gleich der
Schwarz-Spiegelung s, an der Geraden g, in der k enthalten ist.
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4.2 Die allgemeine Situation

Bemerkung 4.5. Wie man leicht sieht, ist jede Schwarz-Spiegelung eine selbstinverse
Abbildung.

Um Schwarz-Spiegelungen einer Fliache f iiber ihren Rand bzw. iiber eine Randkante
zu definieren, kann man fiir das Bild von f die Definition 4.4 verwenden. Es bleibt also
nur noch zu beschreiben, wie das Urbild behandelt wird.

Definition 4.6. Es sei f: X — R™ eine Flache mit Rand. Weiterhin sei g eine Gerade
des R™ und k := {x € 0X | f(x) € g}, sodass f(k) die Vereinigung von abgeschlossenen
Intervallen auf g ist, von denen keines eine Punktmenge ist.

Auflerdem sei X derjenige topologische Raum, welcher aus der Vereinigung zweier dis-
Jgunkter Kopien X1 und Xo von X besteht, wobei die Elemente aus k in Xy mit den
entsprechenden Elementen von k in Xo identifiziert werden.

Die Fliche f, welche aus f durch Schwarz-Spiegelung an der Geraden g entsteht, wird
dann definiert als

f: X 5 R, »—>{ flo) — fir weX,
se(f(z)) fir z e Xo.

Auf analoge Weise kann man auch Teile von f an g spiegeln, wobei der zu spiegelnde
Teil von f selbst eine Fliche ist. In diesem Fall wird nur die Kopie einer Teilmenge
von X an den Definitionsbereich angeheftet, wobei die Elemente von k zum Rand dieser
Teilmenge und zum Rand von X gehdren.

Offensichtlich ist die so definierte Abbildung f eine Fliche im Sinne von Definition 4.1.

Mit Hilfe dieser Definitionen kann man nun beschreiben, wie aus einer gegebenen Fla-
che f durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln die Flache F' entsteht.

4.2 Die allgemeine Situation

Im gesamten Kapitel 4 wird die im Folgenden beschriebene Situation betrachtet.
Ausgangspunkt ist eine beliebige Jordankurve J entlang der Kanten des Wiirfels

1 1
W:{xeR” ~5<m<s ‘v’lgign},

wobei J in jede Koordinatenrichtung mindestens eine Kante durchlauft und n eine
natiirliche Zahl grofer oder gleich drei ist.

Aufserdem sei X ein kompakter topologischer Raum und f: X — W C R" eine
Fléche mit Rand J, deren Inneres im Inneren von W liegt. Weiterhin sei die Abbildung
f: X — W injektiv.

Auferdem sei F: X — R" die Flache, welche aus f durch wiederholtes Schwarz-

Spiegeln an Randkanten entsteht. Die iterative Konstruktion von F' wird im Folgenden
genauer erlautert.
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Nach jedem Konstruktionsschritt gilt: Der Rand des bereits konstruierten Definitions-
bereichs wird von F' auf eine Vereinigung von Kanten der Léange eins in R™ abgebildet,
wobei je zwei solche Kanten hochstens einen gemeinsamen Punkt haben.

In jedem Schritt der Konstruktion von F' wird eine solche Randkante &£ und eine Ko-
pie fi des Flachenstiicks f gewahlt, deren Rand k enthélt. Weiter sei g die Gerade, in
der k enthalten ist. Dann gibt es zwei Félle:

e Die Schwarz-Spiegelung s, an g bildet f; nicht auf eine Teilmenge des schon kon-
struierten Teils der Flache F' ab. In diesem Fall besteht der Konstruktionsschritt
daraus, dass die Schwarz-Spiegelung von f; an g durchgefiihrt wird. Entsprechend
vergrofert sich der Definitions- und Bildbereich von F'.

e Die Schwarz-Spiegelung s, an ¢ bildet f; auf eine Teilmenge des schon konstruier-
ten Teils der Flache F ab. In diesem Fall besteht der Konstruktionsschritt daraus,
dass die Urbilder der beiden beteiligten Kopien k und k = s,(k) C s,4(f1) unter F
identifiziert werden.

Dieser Konstruktionsschritt wird so lange iteriert, bis das Urbild der entstandenen
Fléche keinen Rand mehr besitzt. Da die vorkommenden Randkanten k auf den Kanten
einer Wiirfelpflasterung des R™ liegen, und da wiahrend der Konstruktion an jeder
Kanten k hochstens endlich oft gespiegelt wird, endet die Konstruktion von F' nach
abzéhlbar unendlich vielen Schritten.

Es entsteht auf diese Weise eine Fliche F': X — R" ohne Rand. Der topologische
Raum X ist dabei eine Vereinigung von abzahlbar unendlich vielen Kopien von X,
wobei einige Randpunkte dieser Kopien miteinander identifiziert sind. Man beachte,
dass die Verklebungen in X so gewihlt sind, dass jeder Punkt = € X eine Umgebung
besitzt, die homdomorph zu einer offenen Menge in R? ist. Weiterhin soll erwihnt wer-
den, dass diese Konstruktion von der Reihenfolge der Kanten, an denen gespiegelt wird,
unabhingig ist. Eine Verdnderung dieser Reihenfolge &dndert nur die "Nummerierung”
der Kopien von X in X.

Auferdem stellt diese Definition sicher, dass keine zwei Kopien von f in R" exakt
iibereinander liegen und in der Flache F' enthalten sind. Damit wird die Injektivitat
von F' nicht bereits durch die Parametrisierung verletzt.

In diesem Kapitel ist f eine beliebige kompakte Flache.

Man kann natiirlich noch weitere Eigenschaften von f verlangen. Das ist allerdings nur
sinnvoll, wenn diese Eigenschaften bei jeder Schwarz-Spiegelung erhalten bleiben. Dann
hat natiirlich auch F' die verlangten Eigenschaften und f und F' liegen in derselben
Klasse von Fléachen.

Es gibt einige Klassen von Fléachen, die diese Voraussetzung erfiillen. Zum Beispiel gilt
das fiir C*-Mannigfaltigkeiten, diskrete Flichen oder diskrete Minimalflichen.
Selbstverstandlich kann man auch mit einer Minimalfliche f starten. In diesem Fall
muss gelten: Durch Schwarz-Spiegelung einer Minimalfliche an einer Geraden entsteht
wieder eine Minimalfléche. Diese Eigenschaft ist erfiillt (siche Kapitel 5).
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Die erwéhnte Voraussetzung an f, nach der das Innere von f im Inneren von W liegt,
muss bei Minimalflichen nicht zusétzlich verlangt werden, denn aus dem Maximum-
prinzip folgt, dass dies fiir jede Minimalflache mit Rand J gilt (siche Kapitel 5).

4.3 Struktur einer Schwarz-Spiegelung

Fiir die néchsten Abschnitte ist es niitzlich eine weitere Darstellung der Schwarz-
Spiegelung zur Verfligung zu haben. Deswegen wird im Folgenden gezeigt, dass man
eine Schwarz-Spiegelung an gewissen Geraden als Zusammensetzung von einer Symme-
trie des Wiirfels W und einer Verschiebung ausdriicken kann.

Zur Erinnerung (siehe Abschnitt 3.3) : Die Symmetriegruppe des n-dimensionalen Wiir-
fels W ist S = Z§ x S,,, wobei ein Element (a,0) € S (mit a € Z5 und o € S,,) fiir die
lineare Abbildung d: R™ — R™ mit d(e;) = (—=1)%® - e, steht.

Fiir die Beschreibung der Schwarz-Spiegelung werden einige spezielle Elemente der
Symmetriegruppe benétigt. Diese Elemente spielen auch im Rest von Kapitel 4 eine
wichtige Rolle, weswegen sie an dieser Stelle eigene Bezeichnungen bekommen.

Definition 4.7. Fir jedesi € {1,...,n} sei
Di ‘= (bz,ld) € S,

wober die i-te Koordinate von b; Null ist, wdhrend alle anderen Koordinaten von b;
FEinsen sind.

Im vierdimensionalen Fall definiert das die Elemente

pl = ((0717171)71d)7 p2 = ((1707171)’1d)’
ps = ((1,1,0,1),id) und py:=((1,1,1,0),id).

Interpretiert man diese Elemente als Abbildungen, so ist p; die Abbildung, welche
in jeder Koordinate aufer der i-ten einen Vorzeichenwechsel bewirkt. Also gilt z. B.
pi(x1, 2oy .. ) = (21, —T2,...,—T,). Somit ist p; die Schwarz-Spiegelung an der
Geraden in x;-Richtung durch den Koordinaten-Ursprung. Die analoge Aussage gilt
auch fiir die anderen p;.

An dieser Stelle soll aufterdem eine abkiirzende Schreibweise fiir Verschiebungen ein-
fiihrt werden. Dies vereinfacht im Folgenden die Notation.

Definition 4.8. Fiir jeden Vektor v € R" sei
0, R"—=R" z—z+0v

die Verschiebung um v.
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4 Das FEinbettungsproblem

Nach diesen Vorbereitungen ist es moglich eine Schwarz-Spiegelung wie folgt zu be-
schreiben.

Satz 4.9. Es sei g = {(t,29,...,2,) |t € R} mit x9,...,2, € R" eine Gerade in
x1-Richtung. Dann ist die Schwarz-Spiegelung s, an g gleich der Abbildung

©(0,2x2,...,2z,) © P1 -

Die analoge Aussage gilt auch fir Geraden in andere Koordinatenrichtungen.

Also lésst sich jede Schwarz-Spiegelung an einer Gerade in x;-Richtung als Zusammen-
setzung der Schwarz-Spiegelung an der Gerade in x;-Richtung durch den Koordina-
tenursprung und einer Verschiebung darstellen.

Bemerkung 4.10. Spéter werden insbesondere Schwarz-Spiegelungen an Geraden mit
To— %, ey Ty — % € Z interessant sein, denn diese Geraden enthalten genau die Kanten
der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung des R™. In diesem Fall ist die Verschiebung

©(0,22,...,20,) €ine Verschiebung um einen Vektor aus Z".

Beweis von Satz 4.9. Ein Punkt y = (y1,...,9,) € R"™ wird durch die Schwarz-
Spiegelung an g auf den Punkt

Def. 4.4

(Y1, w2+ (12 = 92), .-+, T+ (20— Yn)) = (Y1, 272 — Y2, - -+, 205 — Yn)
= P(0,2x2,...,22x) ((yl, —Y2,. .., —yn)) = (90(0,2@,...,2%) Opl)(y)

sq(Y)

abgebildet. w.z.b.w.

Da spéter verschiedene Schwarz-Spiegelungen zusammengesetzt werden, ist es sinnvoll
zu wissen, inwiefern man Symmetrien und Verschiebungen miteinander vertauschen
kann. Die zugehorige Rechenregel ist:

Lemma 4.11. Fiir alle a € Z3,v € Z" und d = (a,id) € S gilt
d oy, = p1)aw0d=Qgu) od.

Dabei sei hier und im Folgenden (—1)%v := ((—1)%v;)1<i<n.

Beweis. Da die zweite Komponente von d die Identitét ist, gilt d(e;) = (—=1)% - e;.
Daraus ergibt sich d(x) = ((—1)%a;)1<i<n fir jedes = (x;)1<i<n € R™. Insbesondere
ist d(v) = (—1)%v. Es folgt
(dowy)(x) = d((vi+ xi)i<icn) = ((=1)" (vi + i) )1<i<n  und
(Paw) 0 d)(2) = @aw) (=1)"@i)1<icn) = (=1)"vi + (=1)"Zi)1<i<n
(=) (vi + @) 1<i<n = (d 0 ) (7).

w.z.b.w.
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Die Einschrinkung auf Elemente aus {(a,id) |a € Z5} C S ist im letzten Lemma we-
sentlich. Auch im spéteren Verlauf dieser Arbeit wird die Teilmenge
{(a,id) | a € Zy} C S eine wichtige Rolle spielen. Hier bemerkt man iiber diese Menge:

Lemma 4.12. Fiir zwei Elemente d = (a,id) und d = (a,id) aus S gilt
dod=dod.

Beweis. Zum Beweis werden d und d als Abbildungen aufgefasst. Dann gilt fiir
alle z € R™:

(dod)(z) = d((=1)") = (=1)"(=1)"z = (=1)"""z = (-1)"""z = (-1)*(-1)"z

w.zZ.b.w.

Eine niitzliche Eigenschaft von Schwarz-Spiegelungen ist, dass sie mit gewissen Isome-
trien des R™ vertauschen:

Lemma 4.13. Es sei d = (a,id) € S und v € R". Ist g eine Gerade in eine Koordina-
tenrichtung, so gilt:

(41) Sd(g) od = dOSg
(4.2) Seu(g) © Pu = Py 0S8, und
(4.3) S(pued)(g) © PvOd = Yyodos,

Beweis. O.B.d.A. sei g := {(t,22,...,2,) |t € R} mit xq,...,2, € R" cine Gerade
in z1-Richtung. Zum Beweis des Lemmas werden nun die letzten beiden Lemmata und
Satz 4.9 verwendet.

Zunéchst stellt man fest, dass d(g) = {(¢, (—1)®z3,...,(=1)*z,) |t € R} und damit

Sd(g) S ©(0,2-(=1)*2x2,...,2-(=1)onxy,) © P1 = Pd(0,222,...,22,) © P1

gilt. Daraus ergibt sich

Lemma 4.12

Sd(g) © d = Pd(0,229,..20,) OP1Od =" Q4(0,22,...20,) © A O P1

Satz 4.9
d o Q(020s,..200,) OP1 = dOSg.

Lemma 4.11

Damit ist (4.1) gezeigt.

Auf dhnliche Weise erhalt man

Satz 4.9

Seulg) © Pu P(0,2(z2+v2),....2(zn+v,)) © P1 © Py

Lemma 4.11

P0,2(x24v2),...,.2(Tn+vn)) © Pp1(v) © P1

P(0,2(z2+v2),..,2(Tn+vn)+(v1,—v2,~ V3., —vn)) © P1
= P(v1,2x24v2,...,.225+v,) © P1

_ Satz 4.9
- Pv © 90(072962,...,290”) OpP1 = Py O Sy
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und damit (4.2).
Aus (4.1) und (4.2) ergibt sich nun (4.3) durch:

(4.2) (4.1)
S(puod)(g) © Pv O d = Sp,(d(g) © Pv O d = Yy 0 Sy 0d = pyodosy.

w.zZ.b.w.

Auch in diesem Lemma ist es entscheidend, dass die zweite Komponente von d die
Identitét ist. Fiir allgemeine d € S sind die Gleichungen (4.1), (4.2) und (4.3) nicht
immer erfiillt.

Da jede Schwarz-Spiegelung wegen Satz 4.9 die Gestalt ¢, o d mit v € R"™ und
d = (a,id) € S hat, folgt aus (4.3) direkt:

Korollar 4.14. Fiir zwei Geraden g, und gs in Koordinatenrichtungen gilt

(4.4) Ssg1(g2) © Sg1 = Sg1 © Sy, -

4.4 Einbettung von f und F

Dieser Abschnitt erldutert, unter welchen Umstdnden F' nicht eingebettet ist. Dazu
wird als Erstes gezeigt, dass in der Situation aus Abschnitt 4.2 die Fliache f eingebettet
ist und F' genau dann eingebettet ist, wenn F eine injektive Abbildungen ist. Fiir die
Fliache f folgt dies aus dem bekannten topologischen Satz (siche z. B. [Mun00, S. 167]):

Satz 4.15. Ist Y ein kompakter topologischer Raum, Z ein Hausdorff-Raum und
g: Y — Z eine bijektive stetige Abbildung, dann ist g ein Homdomorphismus.

Damit ist jede Flache f: X — R™ mit kompaktem Definitionsbereich X genau dann
eingebettet, wenn f injektiv ist (vgl. Definition 4.2). Da die in diesem Kapitel betrach-
tete Flache f injektiv und ihr Definitionsbereich X kompakt ist (vgl. Abschnitt 4.2),
folgt:

Satz 4.16. Die betrachtete Fldche f: X — W st eingebettet.
Um zu zeigen, dass auch die durch Schwarz-Spiegelungen entstandene Flache F' ge-
nau dann eingebettet ist, wenn F' injektiv ist, benotigt man etwas mehr Vorbereitung.

Zunachst muss die Struktur von F' besser verstanden werden. Dazu fihrt man Bezeich-
nungen fiir die Wiirfel in der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung ein.
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Definition 4.17. Fir jedes Element v € Z" sei

1 1
—§—|—vi§xi§§—|—vi fdralleie{l,...,n}}:gov(W)

Wi {one )

der um den Vektor v verschobene Wiirfel W. Insbesondere ist W der Wiirfel mit Kan-
tenldnge Fins, dessen Mittelpunkt in v liegt. Die zu W gehdrige Wiirfelpflasterung ist
nun die Pflasterung des R™ durch alle W? mit v € Z".

Diese Wiirfel werden im Folgenden immer wieder auftreten. An dieser Stelle bendotigt
man allerdings nur das folgende Korollar, welches direkt aus Definition 4.17 zusammen
mit der Struktur der Schwarz-Spieglung aus Satz 4.9 und Bemerkung 4.10 folgt.

Korollar 4.18. Es sei g eine Gerade entlang von Kanten der zu W gehérigen Wiirfel-
pflasterung. Dann bildet die Schwarz-Spiegelung an g jeden Wiirfel der zu W gehérigen
Wiirfelpflasterung wieder auf einen Wiirfel dieser Pflasterung ab. Dabei wird das Inne-
re des Wiirfels auf das Innere des Bildwiirfels abgebildet und das Bild von Kanten des
Wiirfels sind Kanten des Bildwiirfels.

Beachtet man die Definition von F, so folgt, dass F' aus Kopien von f besteht, wobei
jede Kopie in einem der Wiirfel W mit v € Z" liegt. Wie bereits erwahnt, konnen
zwei dieser Kopien von f in einem Wiirfel nicht identisch sein. Sie konnen aber durch
die Anwendung einer Isometrie des R™, die W bijektiv auf sich abbildet, ineinander
iiberfiihrt werden. Da nur endlich viele solche Isometrien existieren, ergibt sich, dass
F N WPv fiir jedes v € Z™ die Vereinigung von endlich vielen Kopien von f ist. Diese
Aussage kann man verwenden, um zu zeigen, dass F' eingebettet ist, falls F' injektiv
ist.

Satz 4.19. Die durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln entstandene Fliche F ist genau
dann eingebettet, wenn sie keine Selbstschnitte besitzt.

Beweis. Angenommen F' besitzt keine Selbstschnitte und ist somit injektiv. Dann
ist zu zeigen, dass F': X — F(X) ein Hom6omorphismus ist. Da F' eine Fldche und
somit stetig ist, reicht es also zu zeigen, dass I’ jede offene Menge von X auf eine offene
Menge von F'(X) abbildet.

Sei also U C X eine beliebige offene Menge. Weiterhin sei R > 0 eine reelle Zahl und
Br(0) € R™ wie gewthnlich der offene Ball mit Radius R um Null. Da Bg(0) N W"
nur fiir endlich viele v € Z™ nicht leer ist und jeder dieser Wiirfel W* nur endlich
viele Kopien von f enthélt, gibt es endlich viele Kopien Xi,..., X von X, sodass
F~Y(Bg(0)) € U"_, X; gilt. Durch eine geeignete Wahl der X; kann man sogar erreichen,
dass F~!(Bg(0)) im Inneren von U}, X; liegt. Als endliche Vereinigung kompakter
Mengen ist auch U¥_, X; kompakt. Insbesondere folgt aus Satz 4.15, dass F |Uk_1 x, €in
Homo6omorphismus ist. -

Da UNF~Y(Bg(0)) offen ist, ergibt sich, dass F'(U) N Bx(0) = F(UNF~(Bx(0)) eine

offene Menge in F(U¥_, X;) und damit auch offen in F(X) ist.
Insgesamt ergibt sich, dass F'(U) = Ug=o(F(U)NBg(0)) als Vereinigung offener Mengen

auch offen in F(X) ist. w.z. b.w.
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Im Folgenden wird es also darum gehen festzustellen, ob F' Selbstschnitte besitzt.

Bemerkung 4.20. Es gibt zwei verschiedene Arten von moglichen Selbstschnitten
von F. Die erste Art sind Selbstschnitte im Inneren eines Wiirfels WV (mit v € Z").
Die zweite Art sind Selbstschnitte auf Kanten eines solchen Wiirfels.

Ein Selbstschnitt y von F' im Rand eines der Wiirfel W*", wobei y nicht auf einer Kante
von W liegt, kann nicht existieren, denn:

Die Flache f schneidet den Rand von W nur in J, also nur in Kanten von W. Das heifst,
auch jede Kopie von f, die in F' enthalten ist, schneidet den Rand des Wiirfels W mit
v € Z" hochstens in Kanten von W (siche Korollar 4.18). Also ist in F' kein Punkt
enthalten, der auf dem Rand eines Wiirfels W mit v € Z™, aber nicht auf den Kanten
dieses Wiirfels liegt.

Wegen der Struktur von F' kann es Selbstschnitte im Inneren eines Wiirfels W9 mit
v € Z" nur geben, wenn zwei verschiedene Kopien von f in unterschiedlicher Lage
innerhalb von W liegen. Spéter wird gezeigt, dass dies nicht vorkommt.

Sei nun y ein Selbstschnitt von F' auf einer Kante & von WY mit v € Z", wobei y
keine Ecke von W@ ist. Dann enthilt jede Kopie f € F von f mit y € f auch die
gesamte Kante k. Damit ist jeder Punkt dieser Kante k ein Selbstschnitt von F'. Dies
gilt insbesondere fiir die beiden Ecken von k. Das bedeutet, wenn es Selbstschnitte
von F' auf den Kanten eines Wiirfels W mit v € Z" gibt, dann existiert auch eine Ecke
der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung, die ein Selbstschnitt von F' ist.

Zusammengefasst ergibt sich:

Korollar 4.21. Die Fldche F' ist genau dann nicht eingebettet, wenn es einen Wiir-
fel WY mit v € Z™ und einen Selbstschnitt y von F gibt, der im Inneren von W oder
in einer Ecke von WV liegt.

Es soll nun beschrieben werden, wie F' aussehen muss, damit Selbstschnitte in Ecken
der Wiirfelpflasterung auftreten.

Satz 4.22. FEs ser y € F eine Ecke von WY mit v € Z™.
Dann st y ein Selbstschnitt von F genau dann, wenn y Randpunkt von mindestens
acht paarweise verschiedenen Kopien von f ist, die in F' enthalten sind.

Beweis. Damit y ein Punkt von F' ist, muss es eine Kopie f; C F'von f geben, welche y
als Randpunkt enthélt. Da f; durch mehrfaches Schwarz-Spiegeln aus f hervorgeht, ist
der Rand 0f; eine Jordankurve entlang der Kanten eines Wiirfels der zu W gehorigen
Wiirfelpflasterung. Insbesondere gehdren zu 0 f; zwei Kanten ki und k5 dieses Wiirfels,
mit y € k; und y € ko. Nun betrachtet man drei weitere Kopien fs, f3 und f; von f,
die durch Schwarz-Spiegeln aus f; auf folgende Weise hervorgehen (vgl. Abb. 14):

e f5 entsteht aus f; durch Schwarz-Spiegelung an k;. Dabei wird ks auf eine Kan-
te k3 abgebildet.

e f3 entsteht aus f; durch Schwarz-Spiegelung an ky. Dabei wird k; auf eine Kan-
te k4 abgebildet.
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4.4 FEinbettung von f und F

e f4 entsteht aus fo durch Schwarz-Spiegelung an k3.

fo k3 fa
—_

ki oy ky

fi ke f3

Abbildung 14: Vier Kopien fi1, f2, f3, f4 C F von f, die y als Randpunkt enthalten.

Eine Schwarz-Spiegelung an ky ist gerade eine Punktspiegelung in allen zu ks senk-
rechten n — 1-dimensionalen Unterrdumen. Aufserdem stehen k; und k9 senkrecht auf-
einander. Das bedeutet, k1 und si, (k1) = k4 liegen auf einer Gerade g. Damit ergibt
sich:

f4 = <8ksosk1)(f1> = (38k1(k2)08k1)<f1) (4i4) (Sklosk2)<f1) = <Sgosk2)<f1> = (Sk4osk2)<f1>'

Folglich entsteht f; auch aus f3 durch Schwarz-Spiegelung an ky.

Die Flédche F' ist so konstruiert, dass in dieser Situation

fi, foo fs, i CF in R und fi'(y) = fo ' (y) = f5'(y) = fi '(y) in X

gilt. Auerdem ist fiir jede weitere, von f1, fo, f3 und f; verschiedene Kopie f5 C F,
die y als Randpunkt enthlt, das Urbild f5'(y) # f;*(y).

Das bedeutet, y ist genau dann ein Selbstschnitt von F', wenn es eine solche Kopie
fs C F von f gibt. Damit ist gezeigt:

Wenn y € F kein Selbstschnitt von F' ist, dann ist ¥ Randpunkt von genau vier (und
damit weniger als acht) Kopien von f, die in F' enthalten sind.

Es muss also nur noch die zweite Implikation des Satzes bewiesen werden.

Sei dazu y ein Selbstschnitt von F. Wie bereits erlautert gibt es dann die Kopien
f1, fo, f3, fa, fs C F von f, welche y als Randpunkt enthalten.

Analog zum Vorgehen bei f; erhélt man aus fs; Flichenstiicke fg, fr und fg, die alle
Kopien von f sind und in F' enthalten sind und y als Randpunkt enthalten. Damit
sind die acht Flachen gefunden, deren Existenz im Satz behauptet wird. Es bleibt zu
zeigen, dass alle acht Fliachenstiicke paarweise verschieden sind.

Es wurde bereits gezeigt, dass k; und k4 auf einer Geraden g liegen. Analog liegen auch
ko und ks auf einer Geraden g. Also befinden sich kq, ko, k3 und k4 in einer Ebene und
bilden ein Kreuz (mit rechten Winkeln), wie man es in Abb. 14 sieht.

Da die f; als Kopie von f eingebettet sind, kann jedes dieser f; nur genau zwei Rand-
kanten besitzen, die durch y gehen. Diese zwei Kanten sind (siehe Abb. 14):

e Fiir f; die Kanten k; und ks.
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e Fiir fy die Kanten ky und ks.
e Fiir f3 die Kanten ko und k4.
e Fiir f; die Kanten k3 und k4.

Insbesondere sind sie fiir keine dieser vier Fldchen gleich. Damit ergibt sich, dass
f1, f2, f3 und f; paarweise verschieden sind. Analog erhélt man, dass f5, fs, fr und fg
paarweise verschiedene Flachenstiicke sind.

Weiterhin ist bekannt, dass f5; nicht mit einer der Flachen fi, fs, f3 oder f; iiberein-
stimmt. Aus der Konstruktion der Flachen f; folgt dann, dass auch fs, f7 und fz von
den Flédchen f1, fo, f3 und f4 verschieden sind.

Damit sind die Flachen f; mit 1 < ¢ < 8 paarweise verschieden. Insbesondere ist
y Randpunkt von mindestens acht paarweise verschiedenen Kopien von f, die in F
enthalten sind. w.z.b.w.

Aus dem Beweis dieses Satzes ergibt sich auferdem direkt:

Korollar 4.23. Es seip € F' eine Ecke eines Wiirfels der zu W gehorigen Wiirfelpfla-
sterung. Dann ist p Randpunkt von mindestens vier paarweise verschiedenen Kopien
von f, die in F' enthalten sind.

Bemerkung 4.24. Wiren f und F sogar differenzierbare Mannigfaltigkeiten (z. B. Mi-
nimalflichen), so hétten Satz 4.22 und Korollar 4.23 noch eine weitere Interpretation.
In dieser Situation weifs man, dass es in jedem Punkt von F' mindestens einen Tangen-
tialraum und in jedem Selbstschnitt y von F' mindestens zwei volle Tangentialriume
gibt. Weiterhin enthélt jede Kopie von f in F', welche y als Randpunkt enthélt, auch
genau zwei Kanten eines Wiirfels, die sich in y im rechten Winkel schneiden. Diese
beiden Kanten gehoren dann zum Tangentialraum von F' in y. Um in y einen vollen
Tangentialraum zu erzeugen bendtigt man also vier Kopien von f, deren Tangential-
rdume in y jeweils einen Winkel von 90° einschlieffen. Analog braucht man fiir zwei
volle Tangentialrdaume acht Flachenstiicke.

Mit dieser Argumentation erhélt man, dass jede Ecke p des Wiirfelgitters Randpunkt
von genau 4 - m,, verschiedenen Kopien von f ist, die alle in F' enthalten sind. Dabei
ist m,, eine nicht-negative ganze Zahl, die fiir verschiedene Ecken natiirlich verschie-
den sein kann. Diese Aussage kann man mit Hilfe der Argumentation aus dem letzten
Beweis auch fiir Flidchen ohne Tangentialraum zeigen.

Die in diesem Abschnitt gezeigten Tatsachen werden es moglich machen die Einbettung
bzw. Nicht-Einbettung von F' zu zeigen, indem man die Anzahl von Kopien von f
zahlt, die in gewissen Wiirfeln vorkommen. Fiir Aussagen dieser Art bendtigt man die
Urbildraume X und X von f und F' nicht. Sie werden deswegen im Folgenden auch
nicht mehr betrachtet. Also betrachten wir f und F' ab jetzt nur noch als Teilmengen
des R", wobei Selbstschnitte von F' durch die in Bemerkung 4.20, Korollar 4.21 und
Satz 4.22 aufgefithrten Aussagen iiber Selbstschnitte charakterisiert werden.
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Bevor das weitere Vorgehen erlautert wird, soll an dieser Stelle noch auf einige Eigen-
schaften der Fliache F' eingegangen werden.

Aus der Definition von F folgt direkt:

Bemerkung 4.25. Wenn f; C F eine Kopie von f in einem Wiirfel W* mit v € Z" ist,
dann kann man auch f; als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion der Flache F' wéihlen.
Das heifst, wenn man f; wiederholt iiber seine Randkanten Schwarz-Spiegelt (analog
zu der Konstruktion der Fliche F' aus f), so erhélt man wieder F'.

Diese Bemerkung und die Art, wie Schwarz-Spiegelungen miteinander vertauschen,
kann verwendet werden, um die folgende geometrische Aussage iiber F' zu zeigen.

Lemma 4.26. FEs sei k eine Kante der zu W gehérigen Wiirfelpflasterung mit k C F.
Dann bildet die Schwarz-Spiegelung sy an k die Fliche F' auf sich selbst ab. Es gilt
sogar, dass die Abbildung

S ' — F
bijektiv ist.
Beweis. Wegen k£ C F' gibt es eine Kopie fy C F' von f, deren Rand k enthalt.
Sei nun x € F beliebig. Da F' durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln aus fy entsteht

(siche Bemerkung 4.25), gibt es eine Folge sy, Sk,, - - ., S, von Schwarz-Spiegelungen
an Kanten kq, ko, ..., k; der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung mit

(4 5) S (‘Skl 0...0 Sk1)(f0) = fl7
(46) /{71 Cfo und
(4.7) kiv1 C (s 0...086)(fo)=: fifirallel <i<[—1.

Im Fall x € f; ist diese Folge von Schwarz-Spiegelungen leer, d.h. es gilt [ = 0 und
sk(z) € si(fo) C F. In allen anderen Féllen ergibt sich aus (4.5)

si(w) € si((sk, 0. 0s8,)(fo)) = sk(f1) -

Nun soll gezeigt werden, dass si(f;) C F gilt. Dazu wird die Aussage si(f;) C F fiir
alle 0 <7 <[ induktiv bewiesen.

Induktionsanfang: Da F' durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln aus f, entsteht, gilt
Sk(fo) C F.

Induktionsschritt: Es gelte si(f;) C F fir ein 0 < ¢ < [ — 1. Zu zeigen ist nun
sk(fiy1) C F.

Dazu verwendet man zunichst die Art, wie zwei Schwarz-Spiegelungen miteinander
vertauschen (siehe (4.4)), und erhalt:

Sk(fit1) = (Sk0 8k, 0+ .08k, ) (fo) = (Ssp(hip1) ©SkOSk; O+ .08k, ) (fo) = Ssp(hirn)(Sk([i)) -

Dabei ist si(f;) nach Induktionsvoraussetzung eine Kopie von f, welche in F' enthalten
ist. Auferdem erhélt man aus (4.6) und (4.7) die Aussage

sk(kip1) C sk(fi) -
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Zusammengenommen ergibt sich, dass si(fi11) aus dem Fliachenstiick sg(f;) von F
durch eine Schwarz-Spiegelung an einer der Kanten dieses Flachenstiicks entsteht. Ins-
besondere ist also auch si(f;41) in F enthalten. Dies beendet die Induktion.

Insgesamt wurde
sk(x) € sp(fy) C F fir jedes z € F

gezeigt. Also bildet s, die Fldache F auf sich selbst ab.

Aufserdem ist si: R™ — R”™ bijektiv mit Umkehrabbildung s.
Damit ist auch s;: F' — F bijektiv und selbstinvers. w.z.b.w.

Bemerkung 4.27. Das letzte Lemma ist fiir das Verstandnis von F' sehr hilfreich.
Bisher wurde die Flache F' nur durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln von Kopien von f
konstruiert. Lemma 4.26 sagt nun, dass man in jedem Schritt der Konstruktion von F
anstelle einer Kopie von f auch die gesamte bisher konstruierte Flache Schwarz-Spiegeln
kann und dadurch dasselbe I erhélt.

4.5 Gefiillte Wiirfel und die zugehoérige Gruppenstruktur

Wie bereits erwahnt ist es fiir die Einbettungsfrage entscheidend, wie viele Kopien
von f gewisse Punkte von F' treffen. Deshalb wird in diesem Abschnitt der Begriff ei-
nes gefiillten Wiirfels definiert. An sich sollte man einen Wiirfel W* mit v € Z" gefiillt
nennen, wenn das Innere von W N F' nicht leer ist. Das bedeutet, dass WY N F' aus
mindestens einer Kopie von f besteht.

Um mit gefiillten Wiirfeln arbeiten zu kénnen, wird eine Gruppenstruktur auf ihnen
bendtigt. Um diese sinnvoll zu definieren, werden die gefiillten Wiirfel mit Abbildungen
identifiziert. Dies geschieht so, dass das Bild von f unter der Abbildung ein Flichen-
stiick von FF'N W ist.

Diese Darstellung hat den Vorteil, dass ein Gruppenelement fiir einen Wiirfel W zu-
sammen mit einer Kopie von f in W steht. Man erkennt an der Gruppe also unter
anderem, ob in W mehr als eine Kopie von f liegt, denn dann gibt es entsprechend auch
mehr als ein Gruppenelement. Tatsdchlich kann man nach der Einfithrung der Grup-
penstruktur sehr schon zeigen, dass dieser Fall nie auftritt. Das heifit, Selbstschnitte

von F'im Inneren von W existieren nicht. Man beachte, dass diese Behauptung nicht
von der Wahl der Jordankurve J (oder der Fliche f) abhéngt.

Die Gruppe der gefiillten Wiirfel lasst sich schwer beschreiben, da diese von der kon-
kreten Jordankurve J abhingt. Deswegen wird zunéchst eine Gruppe G definiert, die
alle gefiillten Wiirfel als Untergruppe enthélt und die nicht von J abhéngt. Auch hier
sollen die Elemente von G' mit Abbildungen des R™ identifiziert werden.

Das bedeutet, die Gruppe G operiert auf R”. Es werden also G und ein Gruppenho-
momorphismus y: G — Aut(R™) angegeben. Dabei soll das Bild von W unter einer
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4.5 Gefiillte Wiirfel und die zugehorige Gruppenstruktur

Abbildung x(g) mit g € G ein Wiirfel W* mit v € Z" sein. Dieser Wiirfel W bzw. das
Gruppenelement ¢ heiffen dann gefiillt, wenn die Abbildung x(g) die Fliache f auf ein
Fléachenstiick von F' abbildet.

Jedes Element g € G beschreibt auf diese Weise einen Wiirfel W* = x(g)(W) und
ein Flachenstiick f = x(g)(f). Aber nur wenn das Gruppenelement ¢ einen gefiillten
Wiirfel beschreibt, ist f = x(g)(f) tatséchlich ein Flichenstiick von F.

Diese Beschreibung ist natiirlich nur sinnvoll, wenn im Bild von x alle Abbildungen
enthalten sind, die f auf ein Flachenstiick von F' abbilden. Wegen der Gestalt von
F ist das der Fall, wenn das Bild von x aus allen Zusammensetzungen von Schwarz-
Spiegelungen an Kanten der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung besteht. Als néchstes
soll deshalb die Gestalt dieser Zusammensetzungen bestimmt werden. Dazu wird zu-
néchst eine Hilfsaussage iiber die Symmetriegruppe S von W benétigt.

Lemma 4.28. Die von den p; in S erzeugte Untergruppe (p1,...,Pn)s st in der Un-
tergruppe {(a,id) | a € Z5} von S enthalten.
Auferdem beschreibt {(a,id) | a € Z5} — ZY, (a,id) — a einen Gruppenisomorphismus.

Beweis. Fiir alle a,b € Z1 gilt:
(4.8) (a,id) og (b,id) =" (a +25 0(id)(b),id 0g, id) = (a +zy b,id) .

Aus (4.8) ergibt sich auch (a,id)™! = (—a,id). Damit folgt, dass {(a,id) |a € Z}} eine
Untergruppe von S ist, welche alle p; enthélt. Auferdem entspricht Gleichung (4.8)
gerade der Tatsache, dass die gegebene Abbildung ein Gruppenhomomorphismus ist.
Nach Definition ist diese Abbildung auch bijektiv. w.z.b. w.

Nun léasst sich die Gestalt von hintereinander ausgefiihrten Schwarz-Spiegelungen be-
stimmen.

Lemma 4.29. Jede beliebige Zusammensetzung von Schwarz-Spiegelungen an Kan-
ten der zu W gehirigen Wiirfelpflasterung hat die Gestalt p, o d mit v € Z" und

de(pr,...,pn)-

Beweis. Dieses Lemma folgt aus den Aussagen von Abschnitt 4.3 iiber die Schwarz-
Spiegelungen.

Zum Beweis seien m Schwarz-Spiegelungen an Kanten der zu W gehorigen Wiirfelpfla-
sterung gegeben. Nach Satz 4.9 und Bemerkung 4.10 hat jede dieser Spiegelungen die
Form ¢, o p; mit w € Z™ und 1 < i < n. Das heiftt, die Zusammensetzung der m
Schwarz-Spiegelungen hat die Gestalt

Dy ODiy © Py OPin O . 0P, OP;  Mit vy, Vg, ..., 0, € Z" und iy,1s,...,0, € {1,...,n}.

Da p; 0 ¢y = @p,w) © p; fiir alle v € Z" und 1 < i < n gilt (siche Lemma 4.11), erhélt
die zu betrachtende Zusammensetzung die Gestalt

Pop © Puwy © - © Py, ©Piy OPiy O O Pipyy = Py twat.ctwm © Piy ©Pip © -+ O Pipy s

wobei die w; in Z" liegen. Setzt man nun v = vy +wy+. . .+w,, und d = p; op;,0...0p;
so ist die betrachtete Abbildung von der behaupteten Form ¢, o d. w.Zz.b.w.
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4 Das FEinbettungsproblem

Dieses Lemma legt nahe, dass die Elemente aus (py,...,p,) fir die Beschreibung der
Abbildungen x(g) wichtig sind. Tatséchlich spielen die Elemente aus S — (py,. .., p,) im
Folgenden keine Rolle mehr. Um mit den Elementen aus (pi,...,p,) besser umgehen
zu konnen, werden diese von nun an mit einer Untergruppe von ZJ identifiziert. Dies
geschieht mit Hilfe des in Lemma 4.28 angegebenen Gruppenisomorphismus.

Definition 4.30. Ab jetzt bezeichnen

pri=(0,1,...,1), pp:=(1,0,1,...,1), ..., po:=(1,...,1,0)

Elemente von Z5. Weiter sei
H := <p17 s 7pn>

die von den p; in Z5 erzeugte Untergruppe.

Man beachte, dass die Elemente von H nach wie vor fiir Elemente der Symmetriegrup-
pe S von W stehen, wobei S auf R™ operiert. So entspricht d = (dy,...,d,) € H der
Abbildung

d: R" — Rn, T = (:L‘i)lgiﬁn — ((—].)d' xi)lﬁign = (—1)dl‘ .

Aus Lemma 4.29 ergibt sich, dass zumindest einige der Abbildungen ¢, o d mit v € Z"
und d € H im Bild von y enthalten sind. Tatséchlich ist es sinnvoll, wenn alle Abbil-
dungen ¢, od mit v € Z™ und d € H das Bild von x bilden. Dann ist auch schnell klar,
wie Gruppenelemente von GG aussehen sollen. Da eine Abbildung ¢, o d durch v und d
eindeutig bestimmt ist, kann man ihr das Gruppenelement (v, d) zuordnen.

Damit erhélt man eine sinnvolle Definition der Elemente von G:

G:={(v,d)|veZ",de H},
und die Abbildung y ist gegeben durch
x: G — Aut(R"), (v,d) — p,0d.

Auferdem soll die Gruppenoperation auf GG so definiert werden, dass x ein Gruppen-
homomorphismus ist. Also muss fiir alle (v, d), (17, d) eG

X ((v, d) og (17, CZ)) = X((v,d)) © Aut(gn) X((ﬁ, cz)) =p,0doyzod

Lemma 4.11

= Yy 0 P(_1yaz 0 do d= Pop(—1yigodod
= X((er(—l)df),doJ))
gelten. Das ist insbesondere der Fall, wenn die Gruppenoperation von G durch
(4.9) (v,d) oG (0,d) := (v+ (—=1)*0,d o d) fiir alle (v,d), (v,d) € G
definiert wird. Damit hat G die Struktur des semidirekten Produkts

G=7Z"xH
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4.5 Gefiillte Wiirfel und die zugehorige Gruppenstruktur

und es gilt:

Satz 4.31. Die Gruppe G = Z" x H operiert durch
x: G — Aut(R"), (v,d) — p,od.

auf R™.
Insbesondere ist (0,0) das neutrale Element von G und es gilt (v,d)™! = (=(—=1)%,d).

Die Gruppe G beschreibt also Abbildungen des R™ in sich, die durch wiederholtes
Schwarz-Spiegeln an Geraden der zu W gehodrigen Wiirfelpflasterung entstehen. Dies
passt genau zu der Struktur von F.

Es bleibt noch zu erwéahnen, dass ein Element von GG wahlweise auch als die zugehorige
Abbildung (also das Bild unter y) oder als Bild von W unter dieser Abbildung aufgefasst
wird. Das ist allerdings nur moglich, wenn die Zuordnung von g auf x(g) bzw. x(¢)|w
eineindeutig ist.

Lemma 4.32. Die Abbildung x ist injektiv.
Auflerdem ist jedes Element g € G sowohl durch die Einschrinkung x(g)|w als auch
durch die Einschrinkung x(g)|s eindeutig bestimmdt.

Beweis. Es seien g = (v,d) und g = (o, CZ) Elemente von G mit x(g) = x(9).
Das heifst, es gilt ¢, o d = @5 o d und damit auch

(po0d)(0) = (p50d)(0) = ¢,(0) =s(0) = v=10.
Sei weiter x = (z;)1<i<n € R” mit x; # 0 fiir alle 1 <4 <n. Dann gilt:

(pood)(z) = (psod)(x) = (pyod)(z) = = d()
— (=) = ()% V1<i<n ZEd= J.
Also folgt g = g und x ist injektiv.
Da fiir diesen Beweis nur verwendet wurde, dass y(g) und x(g) im Koordinatenursprung

und einem weiteren Punkt iibereinstimmen, ergibt sich analog, dass ¢ € G sowohl durch
X(g)|w als auch durch x(g)|; eindeutig bestimmt ist. w.z. b.w.

Besonders die Darstellung von Gruppenelementen g € G als Bild x(¢)(W) wird im
Folgenden oft verwendet.

Nach dieser Vorarbeit ist es nun moglich, gefiillte Wiirfel formal zu definieren.
Definition 4.33. Ein gefiillter Wiirfel ist ein Element (v,d) € G, fir das

x (v, d)) (f) € F

gilt. In diesem Fall sagt man auch (v, d) ist gefiillt.
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Bemerkung 4.34. Wenn (v,d) € G ein gefiillter Wiirfel ist, dann bildet ¢, o d die
Flache f in W auf ein Flachenstiick von F' ab. Dieses Flachenstiick von F' liegt im
Wiirfel W* und das Element d gibt die Lage des Flachenstiicks in W an.

Im Folgenden identifizieren wir den gefiillten Wiirfel (v, d) auch mit dem Wiirfel W
zusammen mit dem in W enthaltenen Flachenstiick von F', dessen Lage durch d an-
gegeben wird.

Die Struktur der gefiillten Wiirfel wird eine wichtige Rolle spielen. Zunéchst muss
gezeigt werden, dass die gefiillten Wiirfel eine Untergruppe von G bilden. Dazu definiert
man als Erstes spezielle Untergruppen von (. Es wird sich herausstellen, dass eine
dieser Untergruppen bereits die Gruppe der gefiillten Wiirfel ist.

Definition 4.35. Es sei k eine Kante der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung.
Man nennt (v,p;) € G das zu k gehorige Element von G, wenn die Schwarz-Spiegelung

an k gleich @, o p; = x((v,p;)) ist.

Weiter sei U C G die Untergruppe von G, welche von den zu Kanten von W gehérigen
Elementen von G erzeugt wird.

Auferdem sei U C G die Untergruppe von G, welche von den zu Kanten aus J gehirigen
Elementen von G erzeugt wird.

Man beachte: Wegen Satz 4.9 und Bemerkung 4.10 gibt es fiir jede Kante k£ der Wiir-
felpflasterung genau ein zugehoriges Element von G.

Bemerkung 4.36. Aus Definition 4.35 ergibt sich sofort
UcU.

Satz 4.37. Die Menge der gefiillten Wiirfel ist gleich der Menge der Elemente von U.
Insbesondere bilden die gefiillten Wiirfel eine Untergruppe von U und G.

Aus diesem Grund wird U auch als die Gruppe der gefiillten Wiirfel bezeichnet.

Beweis von Satz 4.37. Sei zunéchst (v,d) € U. Dann gibt es Kanten ky, ..., k € J
und zugehorige Gruppenelemente (wy, p;, ), ..., (w, p;,) € Z" x H = G, sodass

(Uad) - (wlapil) 0...0 (wlapil)
gilt. Aus den Eigenschaften des Gruppenhomomorphismus y folgt dann
X0 D)) = (x(Cunpa)) o0 x((wn, ) ) (F) = (51,00 58,)(F)
Da sy, die Fliche I auf sich abbildet (siche Lemma 4.26), ergibt sich damit:

X((v, d))(f) = (s, 0. osm,)(f) C F.
Also ist (v, d) ein gefiillter Wiirfel.
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4.5 Gefiillte Wiirfel und die zugehorige Gruppenstruktur

Sei nun umgekehrt (v, d) ein gefiillter Wiirfel. Dann gibt es Kanten &y, ..., k; der zu W
gehorigen Wiirfelpflasterung mit

(4'10) X((’U,d))(f) = (Skz O"'Oskl)(f) )
(4.11) ky C J und
(412) kl+1c<8k2008k1)(¢]) v1§Z§l—1

Aus (4.12) und der Tatsache, dass Schwarz-Spiegelungen selbstinvers sind, ergibt sich
sofort:

(4.13) (Sgy 0. .08k (ki) CJ V1I<i<[-—1.

Durch wiederholtes Vertauschen von Schwarz-Spiegelungen (siche (4.4)) ergibt sich
auferdem

x((v, d))(f)

(4.10)
=" (S, 0. 088)(f) = (8ky © Sy (1) © - - © S5y, (k) ()

= (Sk1 O S, (k) © S gy (5, (k) O+ © s iy sk (ha))) ()

= (Sky O sy (ka) © S(spy0siy) (k) © - - - © S(sp, o5, (ks)) (f)

(Sk1 © Ssp, (ka) © (s, 080y)(ka) © - - - © S(sp, 0oy, ) (k) ) () -

Wegen (4.11) und (4.13) ist der letzte Term dieser Gleichungskette eine Zusammenset-
zung von Schwarz-Spiegelungen an Kanten von J, welche auf f angewendet wird. Aus
der Definition von U ergibt sich damit, dass es ein v € U mit

X((v, d))(f) = x(u)(f)
gibt. Wegen Lemma 4.32 folgt: (v,d) =u € U. w.Zz.b.w.
Wir interessieren uns fiir die Gruppe U. Wegen U C U reicht es aus, die Gruppe U

zu studieren, um wesentliche Eigenschaften von U zu zeigen. Insbesondere werden
Elemente aus G — U im Folgenden keine Rolle mehr spielen.

Satz 4.38. Es gilt

U={(v,vmod?2)|v e Z", vmod2 € H} ,

wobet v mod 2 die komponentenweise Wahl der Restklassen modulo zwei ist.

Beweis. Da die Erzeugenden von U zu Kanten von W gehoren, folgt aus der Gestalt
der Schwarz-Spiegelung (siehe Satz 4.9):

(4.14) U={{(wp)|veZ 1<i<n v=00uv€{£l} Vj#i}).

Das bedeutet, jedes Element (v, d) aus U hat die Gestalt oy 0 0 0 - - - 0 0, wobei die
o; Erzeuger wie in (4.14) sind. Insbesondere gilt o; = (w;, ¢;) mit w; mod 2 = ¢; mod 2.
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4 Das FEinbettungsproblem

Da die Zusammensetzung von G in der ersten Komponente eine koordinatenweise Ad-
dition oder Subtraktion ist (vgl. (4.9)), und da modulo 2 Addition und Subtraktion
iibereinstimmen, gilt

wy + -+ w, (mod 2)
¢ +--+¢ (mod 2)
d (mod 2).

S
il

—~
=
©

Z

Da die o; Erzeuger wie in (4.14) sind, gilt d € (p1,...,p,) = H C Z und es folgt:

d=wvmod?2.
Somit gilt
(v,d) € {(v,vmod2)|veEZ", vmod2 € H} .
Damit ist B
UCH{(v,vmod?2)|veEZ", vmod2 € H}
bewiesen.

Um die andere Inklusion zu zeigen, iiberlegt man sich zunéchst, dass gilt:

(4.15) {(v,0)|ve (2Z)"} CU .

(4.9)

Da die Identitéten (v,0) og (w,0) = (v 4 w,0) und (v,0)™ = (—v,0) fiir alle
v,w € (2Z)" gelten, ist {(v,0)|v € (2Z)"} eine Untergruppe von G. Um (4.15) zu
zeigen, muss also nur (2e;,0) € U fiir alle 1 < i < n bewiesen werden. Dies erreicht
man durch geeignetes Zusammensetzen der Erzeuger aus (4.14). So gilt zum Beispiel:

(2e1,0) = ((1,0,1,...,1),p2) o ((—=1,0,1,...,1),p2) € U .
Analog ergibt sich (2¢;,0) € U fiir jedes 1 <i < n.

Sei nun (v, v mod 2) beliebig mit v € Z™ und v mod 2 € H. In der zweiten Komponente
der Erzeugenden von U kommt jedes der p; mit 1 <4 < n vor. Da die Zusammenset-
zung in U in der zweiten Komponente einer Addition in Zy bzw. in H = (p1,...,pn)
entspricht (vgl. (4.9)), gibt es mindestens ein Element der Form (w,vmod 2) € U.
Wegen der bereits gezeigten Inklusion U C {(v,vmod 2) |v € Z", v mod 2 € H} muss
hier v mod 2 = wmod 2 und somit v — w € (2Z)" gelten.

Aus (4.15) folgt (v — w,0) € U und damit auch (v —w,0) o (w,vmod 2) € U. Also gilt:
(v —w,0) 0 (w,vmod2) = (v —w+w,vmod2) = (v,vmod 2) € U .
Dies zeigt die zweite Inklusion
{(v,omod2)|v e Z" vmod2 € H} CU .

w.z.b.w.
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4.5 Gefiillte Wiirfel und die zugehorige Gruppenstruktur

Bemerkung 4.39. Aus Satz 4.38 folgt insbesondere
UCU={(v,vmod?2)|veZ" vmod2 e H} .

Das bedeutet:

In einem gefiillten Wiirfel (v, d) ist das Element d bereits durch v eindeutig festgelegt.
Oder anders formuliert: Enthélt ein Wiirfel W* (mit v € Z") eine Kopie f; C F von f,
dann ist die Lage von f; bereits durch v bzw. W" eindeutig festgelegt. Insbesondere
kann es keine zwei verschiedenen Kopien von f geben, die in W* N F' enthalten sind.
Ab jetzt wird auch der Wiirfel W gefiillt genannt, falls (v, v mod 2) gefiillt ist. Das ist
nur sinnvoll, da W genau eine oder keine Kopie f; C F' von f enthélt.

Selbstschnitte von F' im Inneren eines Wiirfels W* mit v € Z™ konnen nur entstehen,
wenn zwei verschiedene Kopien von f in WYNF enthalten sind (siche Bemerkung 4.20).
Das ist wegen Bemerkung 4.39 nie der Fall. Unter Verwendung von Korollar 4.21 und
Satz 4.22 folgt daraus direkt:

Korollar 4.40. Die Fliche F ist genau dann nicht eingebettet, wenn es einen Selbst-
schnitt p von F' gibt, der auf einer Ecke der zu W gehdrigen Wiirfelpflasterung liegt.
Dies wiederum kann nur der Fall sein, wenn mindestens acht Wiirfel, die p als Ecke
enthalten, gefillt sind.

Die Aussage des letzten Korollars und insbesondere die Nicht-Existenz von Selbst-
schnitten von F' im Inneren der Wiirfel W ist dabei vollkommen unabhéngig von der
gegebenen Jordankurve J.

Im Folgenden wird es darum gehen zu charakterisieren, fiir welche Jordankurven .J
sich Selbstschnitte in Ecken der Wiirfel W ausschlieften lassen. Auch dafiir spielt die
Gruppenstruktur der gefiillten Wiirfel eine entscheidende Rolle.

Die Gruppe U héngt nach Definition zwar von der Jordankurve J, nicht aber von der
konkreten Fliache f ab. Dasselbe wird also auch fiir die Existenz von Selbstschnitten
von F' gelten.

Es bleibt noch die Menge H zu bestimmen.

Satz 4.41. Es gilt:

7y fiir n gerade,
N {faeZy| > " ai=z,0} fir n ungerade.

Beweis. Fiir gerade n ist

und damit

At +pia+pi+piaat.. o +pn=00,...,0,1,0,...,0).
N——
i—1 Nullen
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4 Das FEinbettungsproblem

Da das die Erzeugenden von Z7 sind, folgt in diesem Fall

H = <p17---7pn>Z§ =Ly .

Sei nun n ungerade. In diesem Fall enthélt jedes p; eine gerade Anzahl von Einsen.
Diese Eigenschaft bleibt bei Addition modulo zwei erhalten, weshalb

Zai =Zs O}
=1

H = <p17'-'7pn>Zg g {QGZS

gelten muss.

Aufserdem besteht p; 4 p; offensichtlich aus zwei Einsen an den Stellen ¢ und j, wiahrend
alle anderen Stellen gleich Null sind. Diese Elemente erzeugen {a € Z% | Y | a; =z, 0},

d. h. es gilt auch
HQ{(ZEZS Zai:ZQO}.
i=1

w.z.b.w.

In geraden Dimensionen kann also jeder Wiirfel W gefiillt sein, wahrend in ungeraden
Dimensionen héchstens jeder zweite Wiirfel gefiillt ist. Mit Hilfe einer Schwarz-Weifs-
Féarbung der Wiirfel kann man diese Aussage noch prézisieren.

Definition 4.42. Fin Wirfel WY mit v € Z" heifit weils, wenn die Summe der Koor-
dinaten von v gerade ist. Der Wiirfel W* heifit schwarz, wenn die Summe der Koordi-
naten von v ungerade ist.

Das entspricht einer Schachbrettmusterung in beliebiger Dimension. Die Definition ist
so gewahlt, dass Wiirfel, die einen n — 1-dimensionalen Randwiirfel gemeinsam haben,
verschiedene Farben besitzen.

Weiterhin passt die Definition genau zum letzten Satz. Denn wenn WY ein schwarzer
Wiirfel in einer ungeraden Dimension ist, dann liegt v mod 2 nicht in H. Entsprechend
kann in diesem Fall (v,vmod2) nicht in U C U liegen (siche Satz 4.38) und der
Wiirfel W* nicht gefiillt sein.

Korollar 4.43. Wenn die Raumdimension n ungerade ist, kann kein schwarzer Wiir-
fel WP mat v € Z™ gefiillt sein.
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4.5.1 Einbettung von Flichen F' in Dimension drei

Es soll gezeigt werden, dass in R? alle betrachteten Flichen F eingebettet sind (un-
abhéngig von der gewéhlten Jordankurve J). Aukerdem wird erldutert, warum ein
analoges Argument in héheren Dimensionen nicht funktioniert.

Vor der Behandlung dieser allgemeinen Aussagen, sollen die bisher eingefithrten Objek-
te und einige grundsétzliche Ideen anhand eines Beispiels erklart werden.

Beispiel 4.44. Es wird die Jordankurve J = 123123 entlang von Kanten des dreidi-
mensionalen Wiirfels W betrachtet (sieche Abb. 15).

k4

ks /

| b
ke | Zs3

L. o f Z2

ko x
k1

Abbildung 15: Jordankurve J = 123123. Zur Graphischen Darstellung wurde der Startpunkt

(—%, —%, —%) gewahlt.

Wenn f eine Minimalfliche mit Rand J wire, dann ergébe sich durch wiederholtes
Schwarz-Spiegeln die Schwarz-D-Flache aus Kapitel 2. Diese Flache ist eingebettet.
Da f aber keine Minimalflache sein muss, befindet man sich hier in einer etwas allge-
meineren Situation. Es wird sich allerdings herausstellen, dass dieser Unterschied bei
der Frage nach der Einbettung von F' keine Rolle spielt.

Als Erstes sollen die Gruppen U , H und U bestimmt werden.
Wegen Satz 4.38 und Satz 4.41 gilt:

= {(v,uvmod?2)|v € Z’ vmod2 € H} mit
{(U17U27U3) € Z ‘,Ul +ZQ V2 +ZQ V3 = O} - {<O7070)7 (17 170)7 (1707 1)7 (07 17 1)}

Zusammengefasst ist

U = {(v,vmod?2)|v € Z? (v; +vs+ v3) mod2 = 0} .

Insbesondere ist jeder zu (v,v mod 2) € U C U gehorige gefiillte Wiirfel W ein weifser
Wiirfel. Somit sind schwarze Wiirfel nicht gefiillt.

Die Gruppe U héngt im Gegensatz zu U von der gegebenen Jordankurve J ab. Das
heift, um U zu bestimmen, muss man zunéchst die Erzeuger von U in G angeben.
Diese Erzeuger gehoren zu den Kanten von J.
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Die Kanten von J sind

k= {3 -9 te -3} kzz{@, \te gg]}

[\DIH
~+~
DO [
N [
Pl
——

k’5:{(—%,t,%)‘t€[—%,%]} und kﬁz{(
Fiir die Schwarz-Spiegelungen an diesen Kanten ergibt sich aus Satz 4.9:

Sk; = $(0,-1,—1) © P15, Sky = ¥(1,0,—1) © P2, Sks = ¥(1,1,0) © P3,
Sky = $(0,1,1) © P1, Sks = P(-1,0,1) © P2 und Skg = $P(-1,-1,0) © P3 -

Wegen der Definition von U erzeugen also die Elemente

ok, = ((0,=1,-1),p1) = ((0,-1,-1),(0,1,1)),
Ok, = ((1707 1),p2) = ((1,0,-1),(1,0,1)),
ok, = ((1,1,0),p3) = ((1,1,0),(1,1,0)),

ok, = ((0,1,1),p1) = ((0,1,1),(0,1,1)),

o, = ((—=1,0,1),p2) = ((—1,0,1),(1,0,1)) und
ok = ((=1,-1,0),p3) = ((=1,-1,0),(1,1,0))

die Gruppe U. Durch Zusammensetzen dieser Erzeuger ergeben sich wie folgt weitere
Elemente wq,us, us, uy € U (man beachte die Definition der Gruppenoperation in G
aus (4.9)).

(1 O _1) + <_1>(17071)(07 _17 _1)7 (17 17 O)) O Okg

Uy = O, OO’kl 00k, = (
= ((1 ) ( ) (LL0) ( 1 _170)’0) = ((2’070)’0)
Ug = Ok3 ©0k, OO0, = ((17170) ( 1)(1’1’0)<1707—1),(071,1))00k1
= <<0717 ) ( )011 (0 _17_1)7()):((07270)70)
Uz = 0p, 00 00k, = ((0,1,1) + (=1) @1V (1,1,0), (1,0,1)) 0 oy,
= ((1,0,1) + (=1)@D(1,0,-1),0) = ((0,0,2),0)
Uy = Ofy ©0f, = ((1a170)+( ) 110)(0a171) b3 +p1) = ((170’1)7(1’071))

Setzt man wuy mehrfach mit Elementen aus {u, us, us, uy ', uy*, u;l} zusamien, SO er-
gibt sich, dass alle Elemente der Gestalt ((1,0,1) + (221,229,223),(1,0,1)) (mit
21, 22,23 € Z) in U enthalten sind. Also gilt

{(v,vmod2)|U€Z3,vmod2: (1,0,1)} cU.

Analog erhélt man durch Zusammensetzen von oy, oy, bzw. (0,0) € U mit Elementen
aus {up, ug, us, uyt us tug '}, dass alle Elemente (v, v mod 2) mit vmod2 = (1,1,0),
vmod 2 = (0,1,1) bzw. v mod 2 = (0,0,0) in U enthalten sind. Insgesamt ergibt sich

U = {(v,vmod 2) |v € Z* vmod 2 € {(0,0,0), (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}} C U
und wegen U C U (siche Bemerkung 4.36) auch
U="U.
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4.5 Gefiillte Wiirfel und die zugehorige Gruppenstruktur

Die gefiillten Wiirfel sind also genau die weifsen Wiirfel. Das bedeutet auch: In jedem
weilen Wiirfel befindet sich genau eine Kopie von f.

Die gerade durchgefiihrte Konstruktion von U hat auch eine geometrische Bedeutung.
Ausgangspunkt sind die vier gefiillten Wiirfel:

((0,0,0),(0,0,0)), ((1,1,0),(1,1,0)),((1,0,1),(1,0,1)) und ((0,1,1),(0,1,1)).

Die zugehorigen Fléchenstiicke entstehen durch dreimaliges Spiegeln von f und liegen
innerhalb eines Wiirfels der Kantenldnge zwei. Die Randkanten dieser vier Fléchen-
stiicke von F' sind in Abb. 16 dargestellt.

((0,1,1),(0,1,1))

/((1,0, 1),(1,0,1))

.
.
‘0‘ ”””” oA
] 7!
o R
--/’--i-------
7 m
L0

i /((17170)7(17170))

X3

*
. Xz

Xy

((0,0,0),(0,0,0))

Abbildung 16: Randkanten von vier Kopien von f, die in F' enthalten sind.

Die Gruppe U entsteht aus diesen vier gefiillten Wiirfeln durch Zusammensetzung mit
Elementen der Gestalt (v,0) mit v € (2Z)*. Eine solche Zusammensetzung dndert die
zweite Komponente des Gruppenelements nicht und ist in der ersten Komponente eine
Addition mit einem Vektor aus (27)3.

Man beachte: Ein Element (v,vmod2) € U steht fiir einen gefiillten Wiirfel, wobei
v die Lage des Wiirfels und v mod 2 die Lage der Jordankurve und damit auch des
Fléachenstiicks von F' in diesem Wiirfel angibt.

Also entstehen alle gefiillten Wiirfel (bzw. alle Flachenstiicke von F') durch Verschie-
bung der vier angegebenen Wiirfel (bzw. Flichenstiicke) um Vektoren aus (27Z)3.

Die gesamte Fliche F' entsteht somit aus den vier Flichenstiicken in Abb. 16 durch
Verschiebung um Vektoren aus (27Z)3.

In diesem Beispiel erkennt man auch leicht, dass F' eingebettet ist.

Wire dies nicht der Fall, so miisste wegen Korollar 4.40 eine Fcke p der Wiirfelpflaste-
rung existieren, welche Ecke von mindestens acht gefiillten Wiirfeln ist. Das ist nicht
moglich, da an jede Ecke nur vier weifse Wiirfel grenzen (vgl. Abb. 16) und schwarze
Wiirfel nicht gefiillt sind.
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Die letzte Argumentation lésst sich auf andere Jordankurven entlang von Kanten des
dreidimensionalen Wiirfels W verallgemeinern.

Satz 4.45. In Raumdimension drei ist F' immer eingebettet.

Diese Aussage ist von der gewéhlten Jordankurve J unabhingig. Die konkrete Wahl
von f mit Rand J spielt sowieso keine Rolle.

Beweis von Satz 4.45. Angenommen die Behauptung ist falsch. Nach Korollar 4.40
gibt es dann eine Ecke p = (¢; + %, Q2+ %, q3+ %) mit q1, q2, q3 € Z, die Selbstschnitt von
F ist, und mindestens acht gefiillte Wiirfel W (mit v € Z"), die p als Ecke enthalten.
Der Wiirfel W* enthélt genau dann den Punkt p, wenn vy — ¢, v2 — q2,v3 — g3 € {0, 1}
gilt (vgl. Abb. 17).

s g2 1, q: 1
3 W (a1, a1, as 1) W (@1+1,q2+1,gs+1)
T2 /
L1 W(qla q2, ¢I3+1) /

W((]] +1,qg2,q93+1)

1 1
1 : 1 :
1 1 1 T
1 . . 1
VL "'7
et &3 XL O W (@11, a21, 09)
‘1 # /
P :-é' |p : -
W(q17q2+1’q3l—.-—-:i;' 1 : 1
> ' 'l----li-—: -E -
- 1 - 1 .
/ :./_/__ .--.',_':_____ %W(q1+1,q2,q3)
Wa —= W((NS(IZ-P.‘}) L7 Je
- .’
Je.

Abbildung 17: Die acht Wiirfel mit Ecke p.

Damit ist p in genau acht Wiirfeln W (mit v € Z") enthalten. Diese acht Wiirfel
miissen also gefiillt sein.

Andererseits sind nur die Hélfte dieser acht Wiirfel weifs, wihrend die andere Hélfte aus
schwarzen Wiirfeln besteht. In Abb. 17 haben die vier blau gekennzeichneten Wiirfel
eine Farbe und die vier griin gekennzeichneten Wiirfel die andere Farbe.

Wegen Korollar 4.43 sind die schwarzen Wiirfel aber nicht gefiillt. Dies bildet einen
Widerspruch. wW.z.b.w.
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4.5 Gefiillte Wiirfel und die zugehorige Gruppenstruktur

Da wir aus Abschnitt 3.6 bereits alle Jordankurven J in R?® kennen, ergibt sich:

Korollar 4.46. In R? erhdilt man durch das in diesem Kapitel beschriebene Vorgehen
genau drei (bis auf Isometrie) verschiedene Flichen F, die alle eingebettet sind.
Die zugehdrigen Jordankurven entlang der Kanten von J sind:

T3
Z”

€1

| RS S

Jo = 121323 J3 = 123123 Jq = 12321232

In Satz 3.19 taucht noch eine vierte Kurve J; auf:

Diese enthéalt allerdings keine Kante in x3-Richtung, weswegen sie in diesem Kapitel
als Moglichkeit fiir J ausgeschlossen wurde.

Den Beweis von Satz 4.45 kann man nicht auf hohere Dimensionen verallgemeinern.
Das liegt daran, dass sich fiir n > 3 in der Nachbarschaft einer Ecke deutlich mehr
gefiillte Wiirfel befinden konnen. In Dimension vier ist z. B. jede Ecke p in genau 16
Wiirfeln enthalten. Da vier eine gerade Dimension ist, konnten im schlechtesten Fall
alle diese 16 Wiirfel gefiillt sein.

Tatséchlich wird sich herausstellen, dass die Existenz von Selbstschnitten in R™ mit
n > 3 von der gewéhlten Jordankurve J abhéangt. Es gibt also sowohl Jordankurven, die
zu eingebetteten Fliachen F fiihren, als auch Jordankurven, die zu nicht eingebetteten
Fléachen F' fithren.

Wegen Korollar 4.40 liegt nahe, dass sich die Wahrscheinlichkeit fiir Selbstschnitte er-
hoht, wenn mehr Wiirfel gefiillt sind. Um dieses Kriterium klar zu formulieren, wiirde
man gern von der Anzahl gefiillter Wiirfel sprechen. Im Moment ergibt das allerdings
noch keinen Sinn, da immer abzéhlbar unendlich viele gefiillte Wiirfel existieren. Des-
wegen will man von der Gruppe U zu einer Faktorgruppe U’ iibergehen, welche endlich
ist. Die Anzahl der Elemente in U’ wird dann eine "Dichte” der gefiillten Wiirfel, bzw.
die Anzahl von gefiillten Wiirfeln innerhalb eines grofseren Wiirfels der Kantenldnge
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vier, beschreiben. Es stellt sich heraus, dass man von der Anzahl |U’| direkt auf die
Existenz/Nicht-Existenz von Selbstschnitten von F' schlieffen kann.

Der Ubergang zu einer Faktorgruppe sollte natiirlich so gestaltet sein, dass er mit
der Struktur von F' in R™ zusammenpasst. Dort kann man aus F' das Gitter von F
herausfaktorisieren.

4.6 Das Gitter A(F') der Flache F

Normalerweise bezeichnet man als Gitter einer Flache in R™ alle Vektoren v € R”, fiir
die ¢, die Flache bijektiv auf sich selbst abbildet. Zusétzlich kann verlangt werden, dass
©, die Orientierung der Fliache F' erhélt. Da die Orientierung fiir die Einbettungsfrage
keine Rolle spielt, soll die letzte Eigenschaft hier nicht verlangt werden.

Wegen der Struktur von F' als Menge von Kopien von f, die alle in einem der Wiirfel
WY mit v € Z" liegen, ist es sinnvoll nur Gittervektoren aus Z" zu betrachten. Dies
fiihrt zu einer leicht verdnderten Definition des Gitters.

Definition 4.47. Das Gitter A(F') von F' ist definiert durch

A(F) :={v e Z"|p, bildet F bijektiv auf sich selbst ab} .

In Beispiel 4.44 wurde bereits erwahnt, dass die dortige Flache invariant unter Ver-
schiebungen aus (27)? ist. Fiir dieses Beispiel gilt tatsichlich A(F) = (27Z)3.

Bemerkung 4.48. Da jede Verschiebung um einen Vektor aus Z" bereits eine Bijektion
des R™ ist, ergibt sich fiir alle v € Z™:

veENF) <= p,(F)=F.
Aufserdem ist klar, dass A(F') eine additive Untergruppe von Z" ist.

Als diskrete additive Untergruppe des R™ ist A(F) ein Gitter in dem Sinne, dass es
R-linear unabhéngige Vektoren by, ..., b; € Z" gibt, mit

A(F) = {Ztibl-\ti S Z} = ({b1, .., bk} g -

Die Zahl k < n héngt dabei nur von A(F') und nicht von der konkreten Wahl der b; ab.
Sie heifst der Rang des Gitters A(F).

Definition 4.49. Die Fliche F heifit k-fach periodisch, wenn der Rang von A(F)
gleich k 1ist.
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4.6 Das Gitter A(F') der Flédche F

Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass fiir jede Jordankurve J, die Grup-
pe (4Z)"™ im Gitter von F enthalten ist. Damit sind die betrachteten Flachen F' immer
n-fach periodisch.

Ist diese Aussage gezeigt, kann man zu Faktorgruppen iibergehen. Dadurch wird die
Gruppenstruktur stark vereinfacht. Am Ende soll ein allgemeines Kriterium stehen, das
Selbstschnitte von F' mit der Dichte gefiillter Wiirfel bzw. der Gestalt des Gitters A(F')

in Verbindung bringt.

An dieser Stelle soll eine erste Beziehung zwischen gefiillten Wiirfeln und dem Gitter
der Fliche F gezeigt werden. Motiviert wird diese Aussage durch folgende Uberlegun-
gen:

Wenn zwei Kopien fi, fo C F von f durch eine Verschiebung ¢, aufeinander abgebil-
det werden, dann gilt v € A(F'). Der Grund hierfiir ist, dass man die Fliche F' aus
f1 bzw. fy durch Schwarz-Spiegelungen genauso konstruieren kann wie aus f.

In dieser Situation gehort zu f; und fo jeweils ein Element von U. Diese beiden Ele-
mente von U haben die gleiche zweite Komponente, denn diese zweite Komponente
kodiert die Lage des Flédchenstiicks in einem Wiirfel, ist also wegen ¢,(f1) = fo fir
beide Flachenstiicke gleich.

Beachtet man weiterhin, dass die erste Komponente der Elemente von U die Lage der
Wiirfel (mit Fléchenstiick) in R™ angibt, so erhdlt man die Behauptung:

Satz 4.50. Es seien (vy,d), (va,d) € U zwei Elemente, deren zweite Komponente tiber-
einstimmt. Dann gilt

v — vy € A(F).

Beweis. Da (v, d) bzw. (vy,d) als Elemente von U gefiillte Wiirfel sind, gibt es zwei
Flachenstiicke f; := x((v1,d))(f) und f5 := x((ve,d))(f), die in F enthalten sind. Fiir
diese gilt:

Def. x

(4'16) 90111—112(]02) X (90111—112 O Py, © d)(f) = (me © d)(f) - J1-

Also entsteht die Fliche F' sowohl aus f; als auch aus fy durch wiederholtes Schwarz-
Spiegeln (siehe Bemerkung 4.25) und die Verschiebung ¢,, ,, bildet f; auf fy ab. Die
Anschauung besagt, dass daraus v; — vo € A(F') folgt. Dies soll hier noch formal
bewiesen werden. Dazu wird zunéchst ¢,, ., (F) C F gezeigt.

Es sei x € F beliebig. Da F' aus f, durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln entsteht, gibt
es Kanten kq, ..., k,, der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung, mit den Eigenschaften

x € (8, ©...08k)(f2)
k’l C f2 und
ki C (sp,_,0...08k)(f2) fiiralle2 <i<m.
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Durch Anwenden der Abbildung ¢,, ., ergibt sich daraus

Py —vo (.T) € (90121*112 O Sk, ©...0 3k1)(f2>

(4.2)
= (S‘Pvl—vg (km) ©...0 8<Pv1—v2 (kl (,01}1 U2)<f2)
(4.16)
= (S‘Pvl—vg(km) ©...0 84,91)1 vg(k1)><f1)7
(4 16)
90111*02(]{;1) - Por—vy <f2> fl und

va1—v2(kji) C (90111—112 ©8k_1©...0 Slﬁ)(fQ)
(4.2)
= (S‘Pvl—vg(kifl) ©...0 84,91)1—1)2(]91 QOUI U2)<f2)

(4é6) (Slﬂvl—w(ki—l) ©...0 8<Pv1—v2(k1))<f1) fiir alle 2 S i S m .

Da F' aus f; durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln entsteht, folgt aus diesen drei Aus-
SAgeN: Yy, —u,(x) € F.

Damit ist @, ., (F) C F gezeigt. Durch Vertauschen der Rollen von f; und f; bzw.
v; und vy erhélt man ¢,, ., (F) C F, woraus sich durch Anwendung von ¢,, ,, die
Aussage F' C ¢y, _,(F) ergibt.

Es ist also @y, v, (F) = F gezeigt. Damit gilt auch v; — vy € A(F) (siche Bemer-
kung 4.48). w.z.b.w.

Bemerkung 4.51. Wegen U C U = {(v,vmod 2) |v € Z",vmod 2 € H}, gilt in der
Situation von Satz 4.50: v; mod 2 = v, mod 2. Insbesondere ist

V1 — V2 € (2z)n

In diesem Sinne sind Elemente aus (2Z)" kanonische Kandidaten fiir Gittervektoren.
Im Folgenden werden nur Gittervektoren aus (2Z)" eine Rolle spielen.

Welche dieser kanonischen Vektoren tatsdchlich Gittervektoren sind, erkennt man an
der Gruppe U.

Korollar 4.52. Fir jeden Vektor v € (2Z)" gilt
veANF) <= (v,0)eU.

Ist eine dieser Bedingungen erfillt, so ist W ein gefillter Wiirfel, d. h. in ihm liegt
eine Kopie fi C F von f mit fi = o,(f).

Diese Aussage folgt aus Satz 4.50, wenn man beachtet, dass (0,0) € U immer ein
gefiillter Wiirfel ist.
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4.6.1 (4Z)" ist im Gitter A(F') der Flache F' enthalten

Theorem 4.53. Es gilt
(4Z)" C A(F) .

Diese Aussage ist sowohl von der Dimension n als auch von der Wahl der Jordankurve J
unabhéngig. Auch die konkrete Wahl einer Fliache f mit Rand J spielt hier (wie immer)
keine Rolle.

Theorem 4.53 wére allerdings falsch, wenn man auch Jordankurven J zulassen wiirde,
die nicht in jede Koordinatenrichtung eine Kante durchlaufen.

Beweis von Theorem 4.53. Im ersten Teil des Beweises wird beschrieben, wie man
aus zwei beliebigen Erzeugern von U ein Element aus A(F) konstruieren kann. Dazu
wird Satz 4.50 verwendet.

Danach zeigt man durch eine geecignete Wahl der beiden Erzeuger von U, dass
de; € A(F) fir alle 1 < i < n gilt. Dies beweist die Aussage des Theorems, da A(F)
eine additive Untergruppe von Z" ist.

Es seien (v, v mod 2) und (0, © mod 2) zwei beliebige Erzeuger von U. Diese gehoren zu
zwei Kanten ky und ko aus J (siehe Definition 4.35). Damit gilt v;, v; € {0, £1} fiir alle
1 <17 < n, wobei genau eines der v; und genau eines der v; Null ist.

Durch Zusammensetzen der beiden Erzeuger von U erhalt man

(v,omod 2) o (0,0mod2) = (v+ (—1)""* 0, vmod2+ ¥ mod2) € U und
(0, 9mod 2) o (v,ymod2) = (¥4 (=1)"™** v, dmod2+vmod2) € U .

Da die zweiten Komponenten dieser beiden gefiillten Wiirfel {ibereinstimmen, folgt aus
Satz 4.50:

(4.17) wi=v+ (=1)""2 5 — 5 — (=1)"™"%y € A(F).
Durch eine Fallunterscheidung ergeben sich die Koordinaten dieses Vektors zu

(4.18) w‘_{ 0 fir v;=0oder % =0 oder v =1

Nun werden die Kanten k; und ko so gewédhlt, dass sich w = 44e; € A(F) ergibt.
Zunachst behandelt man den Fall 7 = 1.

Dazu sei k eine Kante von J in z;-Richtung. Die Kante k£ hat also die Gestalt

11 ) I 1],. .
te|—=,=| pmitx; €s— =, - fliralle2<i<n.
22 2’2

Weiter seien k7 und ko die Kanten, welche J direkt vor und direkt nach k durchlauft.
Fiir die Richtungen, in die k; und ks verlaufen, gibt es zwei Félle.

k= {(t,:pQ,xg,...,xn)
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1.Fall: £y und ko verlaufen in die gleiche Koordinatenrichtung. O.B.d. A. sei dies die

xo-Richtung.
Da £y und k5 in den Endpunkten von k beginnen, gilt:
1 11 1 11
kl = {(—5,75,1’3,...,:1:”) t e [—575}} und ]{ZQ = {<§,t,$3,...,l’n> t e |:—§,§:| }
Fiir die zugehorigen Elemente (v, v mod 2) und (9, mod 2) von U ergibt sich
v=(-1,0,2x3,...,22,) und © = (1,0, 2z3,...,2x,) .

Aus (4.18) folgt somit w € {£4e;}. Da A(F) eine additive Gruppe ist und (4.17) gilt,
ergibt sich

de; € A(F) .

In diesem ersten Fall gilt sogar noch mehr. Wegen v mod2 = © mod2 kann man
Satz 4.50 auch direkt auf die Elemente (0,7 mod 2) und (v, v mod 2) aus U anwenden.
Es folgt

Uv—v=2e €AF).

2.Fall: k; und ks verlaufen in verschiedene Koordinatenrichtung. O.B. d. A. verlaufe &,
in z9-Richtung und ks in x3-Richtung.
te L1
220 |

In diesem Fall gilt:
11 1
te [—575}} und ko = { (571’27757---,%)

1
kl = {(_§7t7x37"'7xn)

Fiir die zugehorigen Elemente (v, v mod 2) und (0,0 mod 2) von U ergibt sich
v=(-1,0,2x3,...,22,) und 0= (1,2x9,0,2xy,...,21,) .

Aus (4.18) folgt somit w € {£4e;}. Da A(F) eine additive Gruppe ist und (4.17) gilt,
ergibt sich

461 € A(F) .
Wihlt man fiir k£ eine Kante in eine andere Koordinatenrichtung, so folgt auf analoge

Weise
de; € A(F) fiiralle 1 <i<n.

w.z.b.w.

Das Gitter (4Z)™ hat den Rang n. Wegen Theorem 4.53 ist der Rang von A(F') also
mindestens n. Da der Rang nicht grofer als die Raumdimension sein kann, folgt damit:

Korollar 4.54. Die Fldche F' ist n-fach periodisch.

Theorem 4.53 bedeutet, dass es fiir alle geometrischen Figenschaften ausreicht, die Fla-
che F' in einem Wiirfel der Kantenldnge vier zu betrachten. Die gesamte Fliche ergibt
sich aus einem solchen Teilstiick durch Verschiebung um Vektoren aus (4Z)". Alter-
nativ kann man auch F'/(4Z)" betrachten und erhélt eine Flache im Torus R"/(47Z)"
(wobei nicht klar ist, ob diese Fliche orientierbar ist).

Auf dhnliche Weise soll auch mit der Gruppe U verfahren werden. Das heifst, man will
zu einer Faktorgruppe U’ iibergehen, deren anschauliche Bedeutung ist, dass nur noch
gefiillte Wiirfel innerhalb eines Wiirfels der Kantenlénge vier betrachtet werden.
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4.7 Ubergang zu Faktorgruppen

Es sei .
W, _{xeRn}——<azZ§§ wgzgn}: Lgn Wwe
O%EUZ-S?)

Dann ist die gesamte Flache F' durch das Teilstiick F' N Wy eindeutig festgelegt. Au-
fserdem ergeben sich alle gefiillten Wiirfel aus den gefiillten Wiirfeln innerhalb von W,
durch Verschiebung um Vektoren aus (4Z)™. Weiterhin ist die Existenz von Selbstschnit-
ten von F' nur davon abhéngig, welche Wiirfel gefiillt sind. Kennt man alle gefiillten
Wiirfel innerhalb von Wy, kann man also angeben, ob F' eingebettet ist oder nicht.
Deswegen soll eine Faktorgruppe U’ von U so definiert werden, dass Elemente von U’
gefiillte Wiirfel innerhalb von Wy reprasentieren. Wegen Theorem 4.53 ist es sinnvoll
beim Ubergang von U zu U’ Elemente (v,vmod2) € U und (%, mod2) € U genau
dann zu identifizieren, wenn v —o € (4Z)" gilt. Das zugehorige Gruppenelement von U’
sollte dann (v mod 4, v mod 2) sein, denn der gefiillte Wiirfel V™44 liegt in W).

Im Folgenden soll beschrieben werden, wie man diese Gruppe U’ formal erhélt.

Definition 4.55. Es sei
N :={(v,0)|ve (4Z)"} C G

und
G =7} xH,

wobei die Zusammensetzung in G' analog zu der in G definiert ist. Fiir zwei Elemente
(v,d), (f), d) € G' gilt also

(’U,d) Oy ('ﬁ,(j) = (U +ZZ (—1)d’l~},d+zg Ci) .

Wenn N aus G herausfaktorisiert wird, erwartet man die Gruppe G’ als Ergebnis. Diese
Aussage wird nun verifiziert.

Zunéachst stellt man fest:
Wegen (v, 0) og (w,0) = (v+w,0) und (v,0)" = (—v,0) (fiir alle v,w € Z") ist N ein
Normalteiler von G und die Faktorgruppe

G/N:={gN|ge G}
existiert. Aus (4Z)" C A(F') zusammen mit Korollar 4.52 folgt aukerdem
NcUCU.

Damit sind auch die Gruppen U/N und U/N wohldefiniert. Diese Gruppen kann man
auf natiirliche Weise als Untergruppen von G/N auffassen. Also gilt:

U/NCU/NcG/N.
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Satz 4.56. Die Abbildung
U:G/N -G, (v,d)N +— (vmod4,d)

st ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Zu zeigen ist, dass ¥ wohldefiniert, injektiv, surjektiv und ein Gruppenho-
momorphismus ist. Die Surjektivitdt von W folgt aus den Definitionen von G und G'.
Die anderen Eigenschaften miissen nachgerechnet werden.

Zur Wohldeﬁnierthgit: .
Fir alle (v, d), (f),d) € G mit (v,d)N = (f),d)N gilt:

N3 (5,d) " o(v,d) = (=(-1)%3, )o(vid)

= ()" (v —9),d+d).
Um dies zu erfiillen, muss d = d und v — o € (4Z)" gelten. Daraus ergibt sich:
W ((0,d)N) = (vmod 4,d) = (Fmod4,d) = ¥ ((7,d)N) .
Also ist U wohldefiniert.

Zur Injektivitat:
Fir alle (v, d), (f),CZ) € Gmit ¥V ((v,d)N) =V ((6,J)N> gilt:

(vmod 4,d) = (f) mod 4, CZ)
— v—0e(Z)undd=d
- (17,(5)71 o(v

QL
S—
Il
—
A
|
—_
SN—
IS
S9!
N—"
(@]
—~
<
QL
SN—

Also ist ¥ injektiv.

Aufserdem ist ¥ ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle (v, d), (17, CZ) € G gilt:
U((v,d)N ogyn (9,d)N) = ¥(((v,d)og (v,d))N)
= U((v+z0 (—1)"0,d +z5 d)N)
= (v mod 4 +z (—1)*@ mod 4, d +zp J)
= (vmod4,d)og (0 mod4, CZ)
= U((v,d)N)oc ¥((3,d)N)

w.z.b.w.
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Definition 4.57. Es seien U’ := W(U/N) und U' := W(U/N).
Aus den bereits gezeigten Eigenschaften von U, U und G folgt:

Korollar 4.58. U’ und U’ sind Untergruppen von G' mit U' C (7’, wober
U = {(vmod4,vmod2)|v € Z" vmod2 € H} ={(v,vmod2)|v € Zj,vmod2 € H}
gilt.

Fiir die geometrische Interpretation der Elemente aus U’ (bzw. U’) werden Vekto-
ren v € Zj} durch den Ubergang zu ihren Repréisentanten aus {0,1,2,3}" als Ele-
mente von Z" aufgefasst. Dadurch kann man (analog zur Gruppe U ) jedem Element
(v,vmod 2) € U’ den Wiirfel W* C W, zuordnen.

Bemerkung 4.59. Fiir jedes Element (v, v mod 2) € U’ gilt:
W ist gefiillt <= (v,vmod2) € U’ .

Aus (v,vmod 2) € U’ folgt auferdem: (v + z,vmod 2) € U fiir alle z € (4Z)". In der
letzten Relation wurde v als Element von Z" aufgefasst. Fiir z = 0 erhéilt man das zum
gefiillten Wiirfel W gehorige Element (v, v mod 2) € U.

Die Elemente von U’ beschreiben also genau die gefiillten Wiirfel in W,. Wie in der
Gruppe U steht die erste Komponente eines Elements von U’ fiir die Lage des Wiirfels
in R™ und die zweite Komponente fiir die Lage des Flachenstiicks von F' in diesem
Wiirfel. Dabei ist die zweite Komponente durch die erste eindeutig bestimmt.

Im Folgenden wird auch U’ als die Gruppe der gefiillten Wiirfel bezeichnet.

Die Erzeuger von U’ erhélt man als Bilder der Erzeuger von U unter W. Das heiftt, jeder
Kante von J wird ein Erzeuger von U’ zugeordnet. Diese Erzeuger haben die Gestalt
(v, pi), wobei die i-te Koordinate von v Null ist, wihrend alle anderen Koordinaten
gleich Eins oder Drei sind. Aufterdem gehoren zu verschiedenen Kanten von J auch
verschiedene Erzeuger von U’.

Durch den Ubergang zur Faktorgruppe werden alle betrachteten Gruppen endlich. Ins-
besondere ist die Anzahl |U’| der gefiillten Wiirfel eine natiirliche Zahl. Es wird sich
herausstellen, dass F' genau dann Selbstschnitte hat, wenn |U’| grofs genug ist. Um |U”|
aus J zu bestimmen, muss man allerdings einen Zusammenhang dieser Anzahl zum
Gitter A(F') herstellen.

Fiir diesen Zusammenhang spielen die Gitterelemente aus (4Z)", welche ja unabhéngig
von J in A(F) liegen, keine Rolle. Deswegen betrachtet man auch auf Ebene des Gitters
eine Faktorgruppe.

Definition 4.60. Es sei

N(F) := AJ(4Z)" = {vmod4|v € A} C Z" .
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Diese Definition ist méglich, da aus Theorem 4.53 folgt, dass (4Z)™ ein Normalteiler
von A(F) ist.

Es wurde bereits erwihnt, dass Elemente aus (2Z)™ kanonische Gittervektoren sind (sie-
he Bemerkung 4.51). Auch nach dem Ubergang zur Faktorgruppe spielen die Elemente
aus A'(F') N (2Z4)™ die entscheidende Rolle.

Die Gruppe A'(F') N (2Z4)" hat offensichtlich folgende Eigenschaften.

Satz 4.61. A'(F) N (2Z4)" ist eine Untergruppe der abelschen Gruppe (2Z.4)". Aufer-
dem ist jedes Element aus N'(F) N (2Z4)" selbstinvers. Damit ist |N'(F) N (2Z4)"] eine
Zweierpotenz und es gilt [N (F) N (2Z4)"| < [(2Z4)"| = 2™.

Durch den Ubergang zur Faktorgruppe erhilt U’ C U’ dhnliche Eigenschaften.

Satz 4.62. U’ ist eine endliche abelsche Gruppe. Auflerdem ist jedes Element aus U’
selbstinvers. Die Anzahl |U'| ist in geraden Dimensionen gleich 2°™ und in ungeraden
Dimensionen gleich 2*7~1.

Ohne den UbergarLg zur Faktorgruppe hat man diese Eigenschaften nicht zur Verfiigung.
Dass die Gruppe U nicht abelsch ist, erkennt man z. B. am Beweis von Theorem 4.53.
Dort wurde die Existenz von Elementen 1,09 € U C U mit (07009); — (09007)1 = 4e;
gezeigt. Diese Elemente o und oy vertauschen also in U nicht miteinander, in U’ ver-
tauschen sie aber. B

Da Schwarz-Spiegelungen selbstinvers sind, wird die Gruppe U von selbstinversen Ele-
menten erzeugt. Wegen der fehlenden Kommutativitdt kann U dennoch Elemente ent-
halten, die nicht selbstinvers sind. Tatséchlich existieren solche Elemente. Zum Beispiel
ist das Inverse von

o= ((0,1,...,1),pl)oﬁ((l,O,—l,...,—l),pg) =((1,1,2,...,2), p1 + p2)
gleich
ot = (—(=1)PP2(1,1,2,...,2), pr o) = ((1,1,-2,...,-2), py +p2) # 0.
Beweis von Satz 4.62. Aus Korollar 4.58 ist
U' = {(v,vmod?2)|v e Z! vmod2 € H}

bekannt. In geraden Dimensionen ist weiterhin H = Z7 (siche Satz 4.41). In diesem
Fall gilt also N
U'| = {(v,vmod2) |v e Z}} =4" = 22n

In ungeraden Dimensionen ist H = {a € Zj| > ", a; =z, 0} (siche Satz 4.41). In
diesem Fall ergibt sich also

~ n X
U/ :’{ s d?2 Zn’( Z) d2:0}’:__4n:22n71.
| | (U V Mo )}UE i E v: ) mo ;

i=1
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Zum Beweis der Kommutativitét seien (v, v mod 2) und (0, mod 2) zwei beliebige Ele-
mente von U’. Fiir diese gilt

v,omod2) o (0, 0mod2) = (v+zn (=1)"""*0, v mod 2 + ¥ mod 2) und
4
0, 9mod 2) o (v,vmod?2) = (¥ 4z (—1)°™%¢, v mod 2+ ¥ mod 2) .
4

Somit ist zu zeigen:
(4.19) U—l—(—l)vmowfj—f}—(—1)5"10(121) — ,U_(_1)@m0<12,v_<®_<_1)Umo<12 ) —0in Zn
Fiir die i-te Koordinate von v — (—1)?™%2y (in Z,) errechnet man

Smod2 0 fiir v; mod 2 = 0 oder ¥; mod 2 =0,
(U _ (_1) mo fU)A — ) 3
! 2v;, =2 firv,mod2=7v;mod2=1.
Die rechte Seite der Gleichung ist symmetrisch in v und v, woraus sich ergibt:
(U - (_1)6mod2v)i — (@ - (_1)vmod2,ﬁ)i )

Das zeigt (4.19) und damit die Kommutativitéit von U’

Jedes Element (v, vmod 2) € U’ ist selbstinvers, denn es gilt

(v,vmod 2) o (v,vmod 2) = (v +zz (—1)"*"*v, v mod 2 + v mod 2)
— ('U _'_ZZL <_1>vad2U70)

und

fir v; mod 2 =1
v,+vl—0+0—0 fiir v; =0
vaz—2+zn2—0 fllI'UZZQ

(U +ZZ (_1)Umo<12v)

i

O

w.z.b.w.

Da U’ eine Untergruppe von U’ ist, ergibt sich aus Satz 4.62:
Korollar 4.63. Die Gruppe U’ ist abelsch und jedes Element von U’ ist selbstinvers.

Weiter ist die Anzahl |U’| der gefiillten Wiirfel eine Zweierpotenz 2%, wobei in geraden
Dimensionen k < 2n und in ungeraden Dimensionen k < 2n — 1 gilt.
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4.8 Die Anzahl gefiillter Wiirfel und die Einbettungsfrage fiir I

Um die Beziehung zwischen |U’| und der Einbettung von F' zu motivieren, betrachtet
man nochmals die Situation in Dimension drei:

Fiir n = 3 betréigt die Anzahl |U’| héchstens 22"~ = 25, Tst diese Maximalzahl erreicht,
dann sind alle weifen Wiirfel gefiillt. Das wiederum bedeutet: In jedem Wiirfel der
Kantenldnge zwei liegen genau vier gefiillte Wiirfel. Auflerdem ist bekannt, dass in
Dimension drei keine Selbstschnitte von F' auftreten (vgl. Satz 4.45).

Das fiihrt zu der Vermutung, dass F' auch in hoheren Dimensionen genau dann einge-
bettet ist, wenn in einem Wiirfel der Kantenldnge zwei durchschnittlich vier gefiillte
Wiirfel liegen. Diese Vermutung griindet sich weiterhin auf die Tatsachen:

e Dic Wiirfel W" (mit v € Z"), welche einen Punkt p als Ecke enthalten, bilden
zusammen einen Wiirfel der Kantenldnge zwei.

o Ist p € F' eine Ecke der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung, so sind 4 - m,, Nach-
barwiirfel von p so gefiillt, dass p Randpunkt der entsprechenden Fléachenstiicke
ist. Dabei ist m,, eine natiirliche Zahl (siche Bemerkung 4.24 und Korollar 4.23).
Fiir Selbstschnitte p gilt weiterhin m, > 2 (vgl. Satz 4.22). Die Fléche F kann
also nur eingebettet sein, wenn m,, = 1 fiir alle Ecken p € I der zu W gehorigen
Wiirfelpflasterung gilt.

Der Wiirfel W, besteht aus 2" Wiirfeln der Kantenldnge zwei. Wenn in Wiirfeln der
Kantenldnge zwei durchschnittlich vier gefiillte Wiirfel enthalten sind, ergibt sich dar-
aus |U'| =4 -2" = 2n+2,

Das Ziel dieses Abschnittes ist es also das folgende Theorem zu zeigen.

Theorem 4.64. Die Fliche F ist genau dann eingebettet, wenn |U'| = 2"+2 gilt.
Auferdem ist die Fliche F genau dann nicht eingebettet, wenn |U’| > 2"+3 gilt.

In Dimension drei ist |U’| < 2° = 2" sodass auch aus Theorem 4.64 folgt, dass die
Fliache F' im dreidimensionalen Raum (unabhéngig von .J) eingebettet ist.

In hoheren Dimensionen ist die maximale Zahl gefiillter Wiirfel groRer als 2772, In Di-
mension vier gilt beispielsweise |U’| < 22" = 28 (vgl. Korollar 4.63), die Fliche ist aber
nur fiir |[U’] = 272 = 20 eingebettet. Diese Beobachtung legt nahe, dass die Einbet-
tungsfrage von F' in Dimensionen n > 4 von der konkreten Wahl der Jordankurve J
abhéngt.

Aus den bisherigen Erlduterungen ergibt sich folgende Beweisidee fiir Theorem 4.64.
Zunéchst unterteilt man W, in Wiirfel der Kantenlénge zwei. Dann ist zu zeigen:

e In jedem dieser Wiirfel der Kantenldange zwei liegen gleichviele gefiillte Wiirfel.

e Die Fliche F ist genau dann eingebettet, wenn in einem dieser Wiirfel der Kan-
tenldnge zwei genau vier gefiillte Wiirfel liegen.
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Es wird sich herausstellen, dass diese Aussagen nur wahr sind, wenn die gegebene Jor-
dankurve J den Punkt (%, ce %) enthéalt. Man beachte, dass (%, - %) der Mittelpunkt
von einem der betrachteten Wiirfel mit Kantenldnge zwei ist. Im Fall (%, N %) cJ
ordnen sich die gefiillten Wiirfel innerhalb der betrachteten Wiirfel der Kantenldange
zwei um den Mittelpunkt an (siche Abb. 18 fiir den Fall n = 3).

Abbildung 18: Die Flichenstiicke in den vier abgebildeten gefiillten Wiirfeln enthalten alle den Mit-
telpunkt des dargestellten Wiirfels der Kantenlénge zwei.

Es muss also zunéchst gezeigt werden, dass man 0. B.d. A. von (3,...,3) € J ausgehen
kann. Das folgt aus der Anwendung einer geeigneten Isometrie des R™ zusammen mit
folgendem Lemma.

Lemma 4.65. Es seien v € Z" und d € Z§ C S. Auflerdem sei f; C F' eine Kopie
von f, die von der Abbildung ¢, od in den Wiirfel W abgebildet wird. Weiter sei F' die
Fliche, welche aus (@, 0d)(f1) durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln entsteht. Dann gilt

F=(p,0d)(F).

Auferdem ist die Anzahl |U’| der gefiillten Wiirfel fir F und F gleich.
Weiterhin gilt:
F ist eingebettet <= F' ist eingebettet.

Beweis. Die Flidche F entsteht aus f; durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln (siehe
Bemerkung 4.25).

Also gilt = € (¢, o d)(F') genau dann, wenn es Kanten ky, ..., k,, der zu W gehorigen
Wiirfelpflasterung gibt, die

(4.20) x € (pyod)((sk, 0...08)(f1))

(421) k‘l - fl und

(4.22) ki C (Sg,_,©...08k)(f1) fiiralle2 <i<m
erfillen.
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Durch Vertauschen von ¢, o d mit den vorkommenden Schwarz-Spiegelungen (siehe
Gleichung (4.3)), erhilt man die Aquivalenz von (4.20)-(4.22) mit

(4.23) T € (S(ppod)(km) © - - - © S(pyed)(kn)) (v © d)(f1))
(4.24) (pyod)(k1) C (¢ od)(fl) und
(4.25) (pyod)(ki) C (pyod)((Sk,_y ... 05k)(f1))
= (S(puod)(ki_1) © - - - © S(ppod)(k1)) ((Pw 0 d)(f1)) V2 < i <m.
Nach Definition von F gilt x € F genau dann, wenn es Kanten l;:l, R l%m der zu W

gehorigen Wiirfelpflasterung gibt, die

(4.26) T e (s,;m o...os,;l)((gpvod)(fl))

(4.27) l:fl C (py o d)(f1) und

(4.28) ki C (sg,_, 0...0s;)((pyod)(f1)) fiiralle 2 <i <m
erfiillen.

Setzt man k; = (p, o d)(k;) (bzw. andersherum k; = (d o p_,)(k;)), so stimmen die
Aussagen (4.23)-(4.25) mit den Aussagen (4.26)-(4.28) iiberein. Das bedeutet, die Exi-
stenz der k; mit den Eigenschaften (4.20)-(4.22) ist Aquivalent zu der Existenz der k;
mit den Eigenschaften (4.26)-(4.28). Daraus folgt

z € (pyod)(F)e=z€eF,

und damit auch

F = (p,0d)(F).
Aus dieser Gleichung ergibt sich weiterhin
FAWL = (90 d)(F) N Vs = (9, 0 d)(F (1 (do o) (W)
Also ist die Anzahl |U’| der gefiillten Wiirfel von F in W, gleich der Anzahl der gefiillten
Wiirfel von F'in (d o ¢_,)(W,). Wegen (4Z)" C A(F) (siche Theorem 4.53) ist die
Anzahl der gefiillten Wiirfel von F in (doy_,)(Wy) gleich der Anzahl |U’| der gefiillten

Wiirfel von F'in Wj. B
Es folgt, dass die Anzahl |U’| der gefiillten Wiirfel fiir F' und F' gleich ist.

Da die Abbildung ¢, od: R" — R" bijektiv ist, hat I genau dann Selbstschnitte, wenn
(g, 0 d)(F) = F Selbstschnitte besitzt. Wegen Satz 4.19 ergibt sich daraus:

F ist eingebettet «— F st eingebettet.

w.z.b.w.
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Es sei p € F eine Ecke der zu W gehorigen Wiirfelpflasterung. Dann gibt es ein Fla-
chenstiick f; C F, das p als Randpunkt enthélt und ein v € R", sodass ¢,(f1) in
W liegt. Insbesondere ist o,(p) ein Eckpunkt von W. In dieser Situation gibt es ei-
ne Wiirfelsymmetrie d € Z3 C S, die ¢,(p) auf (3,...,1) abbildet (siche Beweis von
Lemma 3.14). Damit bildet

Lemma 4.11

do Pu - Pd(v) © d
f1 auf ein Flachenstiick in W und p auf (%, e %) ab. Lemma 4.65 sagt dann, dass sich
beim Ubergang von F zu F = (pg() o d)(F) weder die Anzahl |U’| noch die Existenz
von Selbstschnitten dndert. Fiir den Beweis von Theorem 4.64 kann man also auch F

anstelle von F' betrachten. Auferdem enthélt die zu F' gehorige Jordankurve J C W
den Punkt (¢4 0 d)(p) = (5,---,3).

27 » 2
Ist F' nicht eingebettet, so gibt es einen Selbstschnitt p von F', der auf einer Ecke der zu

W gehorigen Wiirfelpflasterung liegt (siehe Korollar 4.40). In diesem Fall ist (%, co D)

~ ’2
ein Selbstschnitt der gerade beschriebenen Fléche F'.
Zusammengefasst ergibt sich:

Lemma 4.66. Fiir den Beweis von Theorem 4.64 kann man o. B.d. A. (L,...,3) e J

27 ’ 2
annehmen. Wenn F' mnicht eingebettet ist, kann man zusdtzlich annehmen, dass
(3,...,3) € J ein Selbstschnitt von F ist.

Wenn p und ¢ zwei Ecken von W sind, dann gibt es eine Wiirfelsymmetrie d € Z3 C S
mit d(p) = ¢ (siche Beweis von Lemma 3.14). Aus Theorem 4.64 und Lemma 4.65
erhélt man also auch:

Korollar 4.67. Eine als Zahlenfolge gegebene Jordankurve J fihrt entweder fir alle
moglichen Startpunkte zu eingebetteten Fldachen I, oder sie fiihrt fir keinen Startpunkt
zu einer eingebetteten Fliche F'.

Theorem 4.64 benotigt man dabei, um festzustellen, dass die konkrete Wahl einer Fla-
che f mit Rand J fiir die Einbettungsfrage von F' keine Rolle spielt.

Der Beweisidee von Theorem 4.64 entsprechend, unterteilt man jetzt den Wiirfel W,
in Wiirfel der Kantenldnge zwei. Natiirlich sind wieder die gefiillten Wiirfel innerhalb
dieser Wiirfel der Kantenlénge zwei von besonderer Bedeutung.

Definition 4.68. Fir jedes b € (2Z4)" definiert man

L :={(v,vmod2) € U'| (v —b) € {0,1}"}.
Auflerdem setzt man

L':=L"={(v,vmod?2) € U'|v e {0,1}"}.

Damit sind L' bzw. L' zundchst Teilmengen von U’.
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Betrachtet man den Wiirfel

der Kantenlange zwei, so ist

(4.29) Wi= ] @)
be{0,2}n

eine natiirliche Unterteilung von Wy in 2" Wiirfel der Kantenldnge zwei. Definition 4.68
ist so gewiithlt, dass L aus allen gefiillten Wiirfeln innerhalb von ¢,(W) besteht. Ins-
besondere ist L' die Menge der gefiillten Wiirfel in Ws.

Da U’ die Menge der gefiillten Wiirfel innerhalb von W ist, ergibt sich aus (4.29):

r . b
(4.30) U= Ube(224)"L .

Wie bereits erwithnt, soll |L?| = |L/| fiir alle b € (27Z4)" gezeigt werden. Dazu muss
man zunéchst die Struktur von L’ und L® besser verstehen.

Lemma 4.69. Es seien b,b € (2Z,)",u € L' und @ € L. Dann gilt

woy 4 € LY.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt die Existenz von Elementen v,v € Z) mit
u=(v,vmod?2) € U, &= (0,0mod?2) € U und

(4.31) v—b, o—be{0,1}".
Fiir die betrachtete Zusammensetzung gilt
U' 3 uoy &= (v,vmod 2) oy (0,9mod 2) = (v+ (—1)"*"*0,v mod 2 + 0 mod 2) .
Zu zeigen ist also
(4.32) v+ (=1)""%5 — (b+b) € {0,1}".

Diese Aussage beweist man koordinatenweise. Dazu sei 1 < ¢ < n. Dann folgt aus
(4.31), dass (v —b); € {0, 1} gilt. Das fiihrt zu einer Fallunterscheidung.

Fall 1: (v — b); = 0.
Wegen b € (2Z4)" folgt daraus v; mod 2 = 0 und es ergibt sich

B s _(431)
(U—F(—l)vmowﬁ—(b—i-b))i:Ui—bi—F@i—bi:O—i-@i—bi € {O,l}.
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Fall 2: (v—1b); = 1. )
Wegen b € (27Z4)" folgt daraus v; mod 2 = 1. Aukerdem ist b € (2Z4)", woraus sich
2b; =y, 0 ergibt. Damit gilt in Zj:

- - - - (431

(U‘i‘(—l)vadQﬁ—(b—Fb))i = ’Uz—bz—’ﬁz—gl = 1—(62—()1)—2{)2 = 1-(61—@) c : {0, 1}

Beide Fille zusammen zeigen (4.32). w.z.b.w.

Korollar 4.70. L' ist eine Untergruppe von U’.

Beweis. Das neutrale Element (0,0) von U’ liegt nach Definition in L'. Auferdem
ist I/ = L'° abgeschlossen bzgl. der Zusammensetzung in U’ (wegen Lemma 4.69) und
bzgl. Inversenbildung (da jedes Element von U’ selbstinvers ist, vgl. Korollar 4.63).

w.z.b.w.

Eine erste Aussage iiber |L”| kann gezeigt werden, indem man Nebenklassen von L/
in U’ betrachtet.

Satz 4.71. Fiir jedes b € (2Z4)" gilt entweder |L"| = |L'| oder |L"] = 0.

Beweis. Im Fall L” = () ist nichts zu zeigen. Es sei also L # ().
Nach Lemma 4.69 ist fiir jedes u € L" die Nebenklasse ul’ = {uol|l € L'} in L"
enthalten. Damit ergibt sich

L= ) ul.

ucL’®

Zwei Nebenklassen sind bekanntlich gleich oder disjunkt und haben die gleiche An-
zahl von Elementen. Die Anzahl der Elemente einer Nebenklasse ul’ ist also gleich
|(0,0)L'| = |L'|. Da L" nicht leer ist, ergibt sich

|L*| = k- |L'| mit einem k € N .

Insbesondere ist
1L > |L] .

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung betrachtet man die Abbildung
v L® - U, u—Tou

mit einem fest gewiihlten Element 7 € L.
Die Abbildung v bildet L" bijektiv auf ¢»(L”) ab (denn die Multiplikation mit 7~ = u
ist die Umkehrung von ). Auferdem gilt wegen Lemma 4.69: (L"®) C L = L.
Daraus folgt

] = [$(I)] < |1

und damit auch
|L°| = |L].

w.z.b.w.
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Um zu zeigen, dass sich die gefiillten Wiirfel gleichméfig auf die betrachteten Wiirfel
der Kantenléinge zwei verteilen, muss nur noch der Fall |L”°| = 0 ausgeschlossen werden.
Das benétigt etwas Vorarbeit und einige konkrete Rechnungen.

Definition 4.72. Es sei

M = {bec (2Z,)" | L" # 0} .

Es soll M = (27Z4)" gezeigt werden. Nach Definition ist M zunéchst eine Teilmenge
von (2Z4)". Mit Hilfe von Lemma 4.69 erhdlt man zusétzlich:

Lemma 4.73. M ist eine Untergruppe von (27.4)".

Beweis. Da W gefiillt ist, gilt L’ # () und damit 0 € M. ~

Aus b,b € M folgt die Existenz von Elementen u € L’* und @ € L. Nach Lemma 4.69
ist dann wo @ € L***. Somit gilt L™ % @ und b+ b € M. Also ist M abgeschlossen
beziiglich der Addition.

Aufserdem ist M abgeschlossen bzgl. Inversenbildung, da jedes Element von (2Z4)",
und damit auch jedes Element von M, selbstinvers ist. w.z.b.w.

Satz 4.74. Wenn (%, e %) in J enthalten ist, gilt

M = (2Z,)" .

Hieraus folgt wegen Satz 4.71 und Definition 4.72:

Korollar 4.75. Wenn (3,...,3) in J enthalten ist, gilt fir jedes b € (2Z4)" :

2% =1L

Diese Aussage ist wesentlicher Bestandteil des Beweises von Theorem 4.64.

Beweis von Satz 4.74. Wegen Lemma 4.73 reicht es, 2e¢; € M fiir jedes 1 < i < n
zu zeigen. Die Idee ist folgende:

Fiir jeden gefiillten Wiirfel v € U’ gibt es genau ein b € (2Z,)" mit u € L (man
beachte (4.30)). Damit ist dieses b ein Element von M. Das heifit, aus v € U’ folgt die
Existenz eines Elements aus M.

Um 2¢; € M zu zeigen, muss also die Existenz eines geeigneten u € U’ bewiesen werden.
Dies geschieht durch geschicktes Zusammensetzen von Erzeugern von U’.

Es ist bekannt, dass man die Erzeugenden von U’ aus den Erzeugenden von U erhélt,
indem man die erste Komponente modulo vier betrachtet. Das heifst, die Erzeuger
von U’ haben die Gestalt (v, v mod 2) mit v € Z} und v; € {0,1,3} fir alle 1 <i < n.
Dabei hingen die v; wie folgt von der zum Erzeuger (v, v mod 2) gehérenden Kante k
von J ab:
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e v; = 0 genau dann, wenn k eine Kante in x;-Richtung ist.
e v; = 1 genau dann, wenn die i-te Koordinate von k£ konstant gleich % ist.
e v; = 3 genau dann, wenn die i-te Koordinate von k£ konstant gleich —% ist.

Betrachtet man zwei Erzeuger (v, v mod 2) und (9,0 mod 2) von U’, so ergibt sich
U5 (w,wmod2) := (v,vmod 2) o (0,9 mod 2) = (v+ (—1)""**0,v mod 2 + ¥ mod 2) .

Wie bereits erwéhnt, folgt aus (w,w mod 2) € U’ die Existenz eines Elements b € M,
welches sich leicht aus v und o berechnet. Koordinatenweise erhélt man folgende Ab-
héngigkeit (fiir jedes 1 < i < n):

v; ololof1]1]1]3]3
7 0l1[3]0
(4.33) wi = v; 4+ (=125, [0]1]3[1]0]2]3]2

F——
b= O e €40 T Tl ol2] 2] 2] 0
2 fir w; € {2,3}

Somit ist b; genau dann gleich zwei, wenn entweder v; oder v; gleich drei ist.
Zusammengefasst ergibt sich: Aus zwei Kanten k und k von .J erhilt man nacheinander
zwel Erzeuger von U’, ein weiteres Element (w,w mod 2) von U’ und ein Element b
von M, wobei b; genau dann gleich zwei ist, wenn entweder die i-te Koordinate von k
oder die i-te Koordinate von & konstant gleich —% ist.

Um die richtigen Elemente b € M zu erhalten, miissen also geeignete Kanten £ und k
von J gewahlt werden. Dazu nummeriert man die Kanten von J. Nach Voraussetzung
ist p ;= (%,,%) € J. Von p aus durchlaufe J die Kanten ki, ko, k3, ... (in dieser
Reihenfolge). Dabei verlaufe die Kante k; in 2;,-Richtung (mit 1 < [; < n).

Startet man in p und durchlduft J, so bleibt die i-te Koordinate konstant gleich %,
solange keine Kante in x;-Richtung durchlaufen wird. Nach dem Durchlauf der ersten
Kante in x;-Richtung folgt in J mindestens eine Kante, deren i-te Koordinate konstant

gleich —% ist.

Wir betrachten nun fiir jedes m € N die Kanten k; und k,,, ;. Wie bereits beschrieben
ergibt sich aus diesen beiden Kanten ein Element b € M. Man beachte, dass es keine
Koordinate gibt, die entlang der Kante k; konstant gleich —% ist. Wenn zusétzlich keine
der Kanten kq, ..., k,, in z;-Richtung verlauft, ist auch die i-te Koordinate von k,, 1
nicht konstant gleich —%. Aus der Erlauterung nach (4.33) folgt, dass in diesem Fall
b; = 0 gilt. Also ist

(4.34) be ({2e]i € {ly b}z -

Verlauft keine der Kanten ky,..., k,_1 in z;,-Richtung, so ist die [,,-te Koordinate
von ky,+1 konstant gleich —1 und es folgt (wiederum aus (4.33)):

(4.35) by, =2.
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Durch eine Induktion iiber m soll im Folgenden mit Hilfe von (4.34) und (4.35) gezeigt
werden:
2¢, € M VmeN.

Induktionsanfang: m = 1.
Aus den Kanten k; und ks erhdlt man wie zuvor ein Element b aus M mit

be (2¢,) (vgl. (4.34)) und b, =2 (vgl. (4.35)).

Also ist
b= 2¢;, € M.

Induktionsschritt: m — 1 — m.

Unter der Voraussetzung 2ey,,...,2¢;,, , € M soll 2¢;,, € M gezeigt werden.

Wenn bereits eine der Kanten ki, ..., k,_1 in x;, -Richtung verlauft, gilt 2¢, € M
nach Voraussetzung.

Ist das nicht der Fall, so erhélt man aus den Kanten k; und k,,,; wie zuvor ein Element
b € M mit

be ({2 |ie{l,....,ln}}) (vgl. (4.34)) und b, =2 (vgl. (4.35)).

Der Vektor 2, ergibt sich also aus b durch Subtraktion von Elementen aus
{2e,...,2¢,, ,} € M. Da M eine additive Gruppe ist (siche Lemma 4.73), folgt
daraus: 2e;,, € M.

Das beendet die Induktion.

Da J in jede Koordinatenrichtung mindestens eine Kante enthélt, ergibt sich:
2e; € M fiir jedes 1 < i < n. w.z.b.w.

Jetzt ist es moglich das Hauptresultat dieses Abschnitts zu beweisen.

Theorem 4.64. Die Fliche F ist genau dann eingebettet, wenn |U'| = 2" gilt.
Auperdem ist die Fliche F genau dann nicht eingebettet, wenn |U’'| > 2"+3 gilt.

Beweis. Der Beweis ist in zwei Schritte unterteilt.

Im ersten Schritt wird |U’| > 2"*? gezeigt.

Im zweiten Schritt wird beweisen, dass F' genau dann nicht eingebettet ist, wenn
|U’| > 27F3 gilt.

Da |U’| eine Zweierpotenz ist, ergibt sich daraus die Aussage des Theorems.

Schritt 1: Nach Lemma 4.66 kann man o.B.d. A. annehmen, dass p := (3,...,3) € J
gilt. Insbesondere ist p € F' und es gibt wegen Korollar 4.23 mindestens vier gefiillte
Wiirfel, die p als Ecke enthalten.

Ein Wiirfel W* (mit v € Z") enthélt p genau dann, wenn W@ C W, gilt. In W liegen

also mindestens vier gefiillte Wiirfel, d. h. es ist

|L'| > 4.
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Aus (4.30) zusammen mit Korollar 4.75 ergibt sich damit

(4.36) U= > L= Y |U|=2" |l >2 4 =20

b€(2Z4)" b€(2Z4)n

Schritt 2:

Angenommen die Flache F' ist nicht eingebettet.

Dann besitzt F' mindestens einen Selbstschnitt (siehe Satz 4.19). Wegen Lemma 4.66
kann man o. B.d. A. annehmen, dass p = (%, ce %) € J ein solcher Selbstschnitt von F
ist. Nach Satz 4.22 gibt es also mindestens acht gefiillte Wiirfel, die p als Ecke enthalten.
Analog zum ersten Schritt ergibt sich daraus

L] >8.
Wie in (4.36) erhélt man nun:
\U'|=2"-|L/| >2"-8=2"%,

Sei umgekehrt [U’| > 2F3.
Wegen Lemma 4.66 kann man o.B.d.A. annchmen, dass p = (3,...,3) € J gilt.
Aufserdem ergibt sich wie in (4.36) die Identitét |U’'| = 2" - |L'| und damit

(4.37) |L|=2""|U'| >27". 2" =2° =8,

Jedes Element von L' steht fiir eine Kopie f; C F von f innerhalb von W5. Es soll nun
gezeigt werden, dass jedes dieser Flachenstiicke f; den Punkt p als Randpunkt enthélt.
Sei also (v, v mod 2) ein Element von L. Wegen der Definition von L' gilt v € {0, 1}".
Auferdem erhélt man das zu (v, v mod 2) gehérige Flachenstiick f; durch

fr=x((v,vmod 2))(f) -

Da p ein Randpunkt von f ist, folgt, dass x((v,v mod 2))(p) ein Randpunkt von f; ist.
Fiir diesen Punkt gilt koordinatenweise:

(X((v,vmod2))(p)); = ((ppovmod2)(p)); = v; + (=1)""""p;
weion) {o+%=% fir =0
—% % fir v;=1

Also ist p = x((v, v mod 2))(p) ein Randpunkt von f;.

Insgesamt wurde gezeigt:

Es gibt mindestens acht Elemente von L (siehe (4.37)) und jedes Element von L’ steht
fiir eine Kopie f; C F von f, die p als Randpunkt enthalt.

Daraus folgt wegen Satz 4.22, dass p ein Selbstschnitt von F ist. Die Flache F' ist also
nicht eingebettet. w.z.b.w.
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Bemerkung 4.76. Die Gruppe U (und damit auch die Gruppe U’) hingt nur von der
Jordankurve J ab. Insbesondere ist die konkrete Wahl der Fliche f mit Rand J fiir
die Anzahl |U’| nicht von Bedeutung. Das heifst, aus Theorem 4.64 ergibt sich:

e Ob die Fliache F eingebettet ist oder nicht, hdngt nur von J = 9f, aber nicht
von der Flache f selbst ab.

Aufserdem zeigt Theorem 4.64 eine untere Schranke fiir die Anzahl der Elemente von U’:

(4.38) \U'| > 2"+2.

4.9 Beziehung zwischen der Anzahl gefiillter Wiirfel und dem
Gitter von F

Um mit Hilfe von Theorem 4.64 festzustellen, ob eine gegebene Jordankurve J zu ei-
ner eingebetteten Flache F' fithrt, muss die Anzahl |U’| aus J bestimmt werden. Das
geschieht durch Betrachtung des Gitters A(F).

In diesem Abschnitt wird zunéchst ein Zusammenhang zwischen U’ und den Gitter-
vektoren A'(F') N (2Z4)™ hergestellt. Anschliefend wird erldutert, wie man die Gruppe
N (F) N (2Z4)™ fiir eine gegebene Jordankurve J errechnen kann.

Das fiihrt zu einem allgemeinen Vorgehen, mit dem aus .J bestimmt wird, ob F' einge-
bettet ist oder nicht.

Theorem 4.77. Es gilt

] = 2" - |N(F)N (2Z4)"|  fiir  n gerade
201 N(F) N (2Z4)™|  fir  n ungerade.

Beweis. Um |U’| zu berechnen, schreibt man U’ zunéchst als disjunkte Vereinigung
geeigneter Teilmengen. Dazu sei Q¢ fiir jedes d € H = (py, ... ,Pn)zy die Teilmenge
von U’', deren Elemente die zweite Komponente d besitzen. Also:

Q= {(v,d)| (v,d) €U} .
Mit Hilfe von Korollar 4.58 erkennt man
! ' d
U= UdeHQ ’

woraus sich

(4.39) U] =10

deH

ergibt.
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Nun soll
(4.40) Q) = |A(F) N (22Z,)"] fiir alle d € H
gezeigt werden. Aus (4.39) und (4.40) errechnet sich |U’| leicht.

Der erste Schritt zum Beweis von (4.40) ist es zu zeigen, dass Q7 fiir jedes d € H
mindestens ein Element enthalt.

Da J in jede Koordinatenrichtung mindestens eine Kante durchlauft, gibt es fiir jedes
1 < i < neinen Erzeuger von U’, der in (¢ liegt. Die Zusammensetzung von U’ bewirkt
in der zweiten Komponente eine Addition in Z7. Damit erhélt man durch Zusammen-
setzen von Elementen aus den QP fiir jedes d € (p1,...,pn)zy = H mindestens ein
Element aus Q4. Insbesondere ist keines der Q¢ mit d € H leer.

Es sei (v,d) € Q¢ ein ausgezeichnetes Element. Weiter sei © € Z%. Dann soll gezeigt
werden:

(4.41) (0,d) € Q' =0 —v e N(F)N (2Z4)" .

Dies zeigt eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen Elementen aus ¢ und Elementen aus
N (F) N (2Z4)" und beweist somit (4.40).

Beweis der Hin-Richtung von (4.41):

Aus (v,d), (0,d) € Q4 C U’ folgt, dass W und W gefiillte Wiirfel sind. Entsprechend
kann man die Elemente (v,d) und (0, d) als gefiillte Wiirfel in U auffassen. Mit Hilfe
von Satz 4.50 ergibt sich dann

@—UEA(F):>@—szzﬁmodﬁl—zgUm0d4€A/(F).

Aukerdem folgt aus (v, d), (9,d) € Q¢ C U’ die Identitit v mod 2 = ¥ mod 2 = d (siche
Korollar 4.58). Also gilt © — v € (2Z4)™ und damit auch

i—ve NF)N (2Zy)" .

Beweis der Rickrichtung von (4.41):
Wegen (v,d) € Q% C U’ ist W? ein gefiillter Wiirfel.
Aus v — v € N(F) folgt somit, dass auch W¥T"=v = W7 ein gefiillter Wiirfel ist. Also
gilt

(0,9mod 2) € U’ .
Aus U — v € (27Z4)" ergibt sich d = v mod 2 = (v 4+ ¥ — v) mod 2 = ¥ mod 2 und damit
auch

(0,d) = (0, 5mod 2) € QT C U".

Insgesamt wurde (4.41) und somit auch (4.40) gezeigt.
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Es ergibt sich

o2 S o Y g A (F) 0 (224"
deH
Stz 4.41 { 2" |N(F) N (2Z4)" fiir n gerade

21 |N(F)N (2Z4)"  fiir  n ungerade.

w.z.b.w.
Wegen |U’| > 2" (siehe (4.38)) und

220 fiir n gerade
Ul <

22n=1 fiir n ungerade
(siche Korollar 4.63) folgt aus Theorem 4.77 eine Abschétzung fiir [A'(F) N (2Z4)"].

Korollar 4.78. Fir gerade n gilt:
4 =22 <|N(F)N(2Z,)"| < 2".
Fiir ungerade n gilt:

8 =2 <|N(F)N(2Z4)"| < 2™.

Insbesondere ist die Gruppe |A'(F') N (2Z4)"| nicht leer. Dies bedeutet unter anderem,
dass

(42)" & A(F)
gilt.

4.9.1 Berechnung relevanter Gitterelemente

Ist die Anzahl |A'(F) N (2Z4)"| bekannt, so kann man wegen Theorem 4.77 die An-
zahl |U’| bestimmen. Aus dieser ldsst sich wiederum mit Hilfe von Theorem 4.64 schlie-
fsen, ob I’ eingebettet ist oder nicht.

Es bleibt also die Frage zu beantworten, wie man |A'(F') N (2Z4)"| aus einer gegebenen
Jordankurve J erhalt.

Deswegen wird im Folgenden beschrieben, wie die Erzeuger von A’(F') N (2Z4)" berech-
net werden.

Zunéachst stellt man fest, dass aus Korollar 4.52 die Identitéat

A(F)YN (22)" = {v € (2Z)" | (v,0) € U}
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folgt. Durch Ubergang zu den Faktorgruppen A’(F) und U’ ergibt sich daraus

(4.42) N(F)NQZ)" = {ve(2Z)"|(v,0) €U}
R ez (0,00 € U}

Diese Gleichung legt nahe, dass es einen Zusammenhang zwischen Erzeugern von U’
und Erzeugern von A'(F) N (2Z4)™ gibt.

Zur Erinnerung: Die Erzeuger von U’ ergeben sich (analog zu den Erzeugern von U)
aus den einzelnen Kanten der Jordankurve J. Deswegen bezeichnen wir ein Element
von U’; das zu einer Kante k von J in xz;-Richtung gehort, als einen Erzeuger von U’
in x;-Richtung.

Lemma 4.79. Fir gerade n gilt: Jedes Element (v,0) € U’ erhdlt man als Zusammen-
setzung von Erzeugenden aus U’', wobei diese Zusammensetzung fiir jedes 1 < i < n
eine gerade Anzahl Erzeuger von U’ in x;-Richtung enthdlt.

Fiir ungerade n gilt: Jedes Element (v,0) € U’ erhdlt man als Zusammensetzung von
Erzeugenden aus U', wobei diese Zusammensetzung entweder fir jedes 1 < i < n eine
gerade Anzahl Erzeuger von U’ in x;-Richtung enthdlt, oder fir jedes 1 < i < n eine
ungerade Anzahl Erzeuger von U’ in x;-Richtung enthdlt.

Beweis. Jedes Element (v,0) € U’ erhdlt man als Zusammensetzung von Erzeugern
aus U'.

Es sei eine Darstellung von (v, 0) als Zusammensetzung von Erzeugern aus U’ gegeben.
Diese Zusammensetzung enthalte m; € Ny Erzeuger von U’ in z;-Richtung (fir alle
1 <i < n). Esist also zu zeigen, dass fiir gerade n alle m; gerade und fiir ungerade n
entweder alle m; gerade oder alle m; ungerade sind.

Die zweite Komponente eines Erzeugers von U’ in x;-Richtung ist gleich p;. Aus der
zweiten Komponente der gegebenen Darstellung von (v, 0) ergibt sich somit

(4.43) 0=mypr+...+mup, (in Z3) .

Betrachtet man diese Gleichung koordinatenweise, so ergibt sich ein Gleichungssystem
in ZQZ

0 = my + Mg +...+ Mp_1 + My

0 = m + m3 +...+ my_1 + my,
(4.44) ' ’ '

0 = m + my -+ Tr.Lg + ...+ My
Durch Addition der i-ten und der j-ten Zeile von (4.44) erhélt man:
0=m; +z, mj = m; =z, m; .
Da dies fiir alle 1 < 14,5 < n gilt, ergibt sich

m1:m2:...:mninZQ.
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Also sind entweder alle m; gerade oder alle m; ungerade.

Sind alle m; ungerade und die Dimension n gerade, so erhélt man durch Einsetzen in
(4.44) die Identitét 0 =z, 1 und damit einen Widerspruch.

Fiir gerade n sind also alle m; gerade. w.z.b.w.

Bemerkung 4.80. Es sei u € U’ gegeben als Zusammensetzung von Erzeugern aus U’,
wobei diese Zusammensetzung fiir jedes 1 < ¢ < n eine gerade Anzahl m; € Ny Erzeuger
von U’ in x;-Richtung enthélt. Dann ist das Gleichungssystem (4.44) und damit auch
Gleichung (4.43) erfiillt. Daraus folgt, dass die zweite Komponente von u gleich Null ist.
Die analogen Aussagen gelten, wenn sowohl n als auch alle m; ungerade sind.

Da U’ abelsch ist (siche Korollar 4.63), kann man die Erzeuger innerhalb einer Zusam-
mensetzung, wie in Lemma 4.79 beschrieben, umordnen. Dadurch wird erreicht, dass
jedes Element (v,0) € U’ die Gestalt

(v,0) =uy0...0Upy,

hat, wobei jedes der u; mit 1 <1 < m — 1 die Zusammensetzung von zwei Erzeugern in
dieselbe Koordinatenrichtung ist und fiir u,, entweder dasselbe gilt, oder u,, eine Zu-
sammensetzung von n Erzeugern aus U’ ist, welche in jede Koordinatenrichtung genau
einen Erzeuger enthélt. Auflerdem ist fiir gerade n der letzte Fall fiir u,, ausgeschlossen.
Wegen Bemerkung 4.80 ist die zweite Komponente aller u; gleich Null. Weiter gilt

(wl, O) Oy (wz, 0) = (w1 +ZZ (—l)o’wg, O) = (w1 +ZZ Wy, 0) ‘v’wl, Wy € ZZ .

Das bedeutet, die erste Komponente v von (v,0) ist die Summe (in Z}) der ersten
Komponenten von uq, ..., U,—1 und u,,.

Wird aufserdem fiir jedes 1 < i < n ein Erzeuger o; von U’ in x;-Richtung ausgezeichnet,
so kann man durch Einfiigen von Elementen 0 = o; o 0; die Gestalt der u; verdndern.
Beachtet man weiterhin (4.42), so ergibt sich:

Satz 4.81. Fir jedes 1 < i < n sei o; ein ausgezeichneter Erzeuger von U’ in
x;-Richtung. Dann gilt fiir gerade n:

N(F)N(2Z4)" = <{v e Zy ’ 3 Erzeuger o; von U’ in x;-Richtung mit (v, 0) =0,00; }>Z"
= ({(0;007;)1|5; ist ein Erzeuger von U’ in xi—Rz’chtungDZg ,
wdahrend fiir ungerade n

N (F)N (2Z4)" = ({v € Z} | 3 Erzeuger 6; von U’ in x;-Richtung mit (v,0) = 0;05;}
U{veZi|(v,0)=010...00,}),,
4
= ({(0i 0 6:)1|0; ist ein Erzeuger von U'in x;-Richtung}

U{(o10...0 Un)1}>zg

gilt.
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Der einzelne Erzeuger (o7 o...00,); kann im konkreten Fall leicht errechnet werden.
Zum Berechnen der anderen Erzeuger von A'(F) N (2Z4)" gibt es eine einfache Regel:

Satz 4.82. Es seien o; und o; zwei Erzeuger von U’ in die i-te Koordinatenrichtung.
Die zugehdrigen Kanten von J seien k und k. Dann gilt

(CTZ' @) 5‘2)1 =0V E (2Z4)n s
wobei v; = 0 ist und fir alle j # i (mit 1 < j <n) gilt:
0, wenn J zwischen k und k eine gerade Anzahl von
Kanten in x;-Richtung durchliuft

’ 2, wenn J zwischen k und k eine ungerade Anzahl von

Kanten in x;-Richtung durchlduft.

Man beachte: Da J eine geschlossene Jordankurve ist, durchlauft sie in jede Koordina-
tenrichtung eine gerade Anzahl von Kanten. Somit ist der Ausdruck fiir v; in Satz 4.82
von der Wahl einer Durchlaufrichtung von J unabhéingig.

Beweis von Satz 4.82. O.B.d. A. sei7 = 1.
Es gilt:

<t<

DO | —
I
~
IN
DO | —
H—/

}undl%: {(t,fz,---,fn)‘_

DO | —
N —

L — {(t,l‘z,---,xn)}_

: ~ = 1
mit To, ..., Ty, To, ..., Ty € {j:§}.
Die zugehorigen Erzeuger von U’ sind

oi = ((0,(222) mod4,...,(22,) mod4),(0,1,...,1)) und
gi = ((0,(2%3) mod4,...,(2%,) mod4),(0,1,...,1)),

woraus sich
(445) g; © 5’2 = ((O, (2 To — 2@2) mod 4, NN (2 Ty — Qi’n) mod 4), 0)
ergibt.

Wird die Jordankurve J von k nach & durchlaufen, so gilt fiir jedes 2 < j < n:

Die j-te Koordinate bleibt konstant gleich x; € {i%}, bis das erste Mal eine Kante in
xj-Richtung durchlaufen wird. Nach dem Durchlauf dieser Kante bleibt die j-te Koor-
dinate konstant gleich —z;, bis das néchste Mal eine Kante in z;-Richtung durchlaufen
wird. Und so weiter. Somit gilt

e r; = 7; genau dann, wenn J zwischen £ und k eine gerade Anzahl von Kanten
in z;-Richtung durchléuft und

e r; = —1; genau dann, wenn J zwischen & und k eine ungerade Anzahl von
Kanten in z;-Richtung durchlauft.
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Daraus folgt (unter Beachtung von x;,7; € {i%}) fiir jedes 2 < 7 < n:

0, wenn J zwischen k und k eine gerade Anzahl von

- Kanten in x;-Richtung durchléuft
(2[L‘j—21‘j)m0d4: X ~
2, wenn J zwischen k und k eine ungerade Anzahl von

Kanten in z;-Richtung durchlauft.

Wegen (4.45) beweist das Satz 4.82. w.z.b.w.

4.9.2 Beispiele

Mit Hilfe der Satze 4.81 und 4.82 kann man fiir eine gegebene Jordankurve J die
Gruppe A'(F) N (2Z4)"™ bestimmen. Unter Verwendung der Theoreme 4.64 und 4.77
lasst sich dann schliefsen, ob F' eingebettet ist oder nicht.

Dies soll hier fiir zwei konkrete Beispiele durchgefiihrt werden.

Beispiel 4.83. Es sei I eine Fliche in R*, welche aus einer Fliche f mit Rand
of = J = 1231413214 durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln hervorgeht. Es soll die
Frage beantwortet werden, ob diese Flache F' eingebettet ist. Wegen Bemerkung 4.76
muss dafiir nur die Jordankurve .J betrachtet werden. Aufserdem ist der gewahlte Start-
punkt von J nicht von Bedeutung (siehe Korollar 4.67). Die betrachtete Jordankurve J
ist in Abb. 19 dargestellt.

Tl T3 x4
,,,,,, = x2

1

Abbildung 19: Jordankurve J = 1231413214. Zur graphischen Darstellung wurde (—
als Startpunkt gewéhlt.

[SIE
|
N[
|
N[
|
o=
S—

Nach Satz 4.81 werden die Erzeugenden von A'(F) N (2Z4)* durch Zusammensetzen
von zwei Erzeugern aus U’ in dieselbe Koordinatenrichtung bestimmt.

Die Anzahl der so zu bestimmenden Erzeuger von A/(F) N (2Z4)* wurde in Satz 4.81
reduziert, indem in jede Koordinatenrichtung ein Erzeuger von U’ ausgewéhlt wurde
und nur dieser Erzeuger mit anderen kombiniert wird. Dieses Vorgehen fiihrt natiirlich
nur dann zu einer Vereinfachung, wenn es in der entsprechenden Koordinatenrichtung
mehr als zwei Kanten gibt.

Im hier betrachteten Beispiel trifft das nur auf die erste Koordinatenrichtung zu.
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Es wird also in z1-Richtung der Erzeuger von U’ ausgewéhlt, welcher zu der blau mar-
kierten Kante k; gehort.

Durch Anwenden der Sétze 4.82 und 4.81 erhélt man somit folgende Erzeuger von

N(F) N (2Z4)"

e (0,2,2,0),(0,2,2,2) und (0,0,0,2) aus Erzeugern von U’ in die erste Koordina-
tenrichtung,

e (0,0,0,2) aus Erzeugern von U’ in die zweite Koordinatenrichtung,
e (0,0,0,2) aus Erzeugern von U’ in die dritte Koordinatenrichtung und
e (0,2,2,0) aus Erzeugern von U’ in die vierte Koordinatenrichtung,.

Damit ergibt sich

N(F)n (2Z4)4 =((0,2,2,0),(0,2,2,2),(0,0,0,2),(0,0,0,2),(0,0,0,2),(0,2,2, 0»(224)4
— <(0, 2, 2, O), (0, O, 0, 2)>(QZ4)4
—{(0,0,0,0), (0,2,2,0), (0,0,0,2), (0,2,2,2)} .

Es folgt
N (F)N (2Z4)* = 4.

Mit Hilfe von Theorem 4.77 erhélt man daraus
\U'| =24 |N(F) N (2Zy)*Y = 2% -4 =25
Wegen Theorem 4.64 ist Flache F' also eingebettet.

Beispiel 4.84. Es soll nun ein Beispiel in ungerader Dimension n (ungleich drei) be-
trachtet werden. Dabei ist es nicht mehr gut moglich mit graphischen Darstellungen zu
arbeiten. Um zu entscheiden, ob eine Fliche F' eingebettet ist, hat man also nur die als
Zahlenfolge gegebene Jordankurve J und die Ergebnisse dieses Kapitels zur Verfiigung.

Es sei zum Beispiel die Jordankurve J = 1234543125 in Dimension n = 5 gegeben.
Weiter sei F' eine Fliche in R®, welche man aus einer Fliche f mit Rand 0f = J durch
wiederholtes Schwarz-Spiegeln erhélt.

Aus Satz 4.81 ergibt sich, dass die Gruppe A'(F) N (2Z,)° von sechs Elementen erzeugt
wird. Finf dieser Erzeuger haben die Gestalt (0; 0 6;); (wobei o; und &; zwei verschie-
dene Erzeuger von U’ in z;-Richtung sind). Der sechste Erzeuger von A'(F) N (2Z4)°
hat die Gestalt (07 0...005)1, wobei jedes der o; ein ausgezeichneter Erzeuger von U’
in x;-Richtung ist.
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Mit Hilfe von Satz 4.82 erhilt man die ersten fiinf Erzeuger von A'(F) N (2Z4)°:

e (0,2,0,0,2) aus Erzeugern von U’ in die erste Koordinatenrichtung,

e (2,0,0,0,2) aus Erzeugern von U’ in die zweite Koordinatenrichtung,

e (0,0,0,0,2) aus Erzeugern von U’ in die dritte Koordinatenrichtung,

e (0,0,0,0,2) aus Erzeugern von U’ in die vierte Koordinatenrichtung und

e (2,2,2,2,0) aus Erzeugern von U’ in die fiinfte Koordinatenrichtung.
Zum Berechnen des sechsten Erzeugers von A'(F) N (2Z,)° zeichnet man zunéchst die
Erzeuger von U’ aus, welche zu den in J blau markierten Kanten gehoren.
Um daraus die Elemente oy, ..., 05 zu bestimmen, muss eine konkrete Lage von J aus-
gewahlt werden. Wegen Korollar 4.67 ist der Startpunkt von J fiir die Einbettungsfrage
von F' egal, sodass man (— 111 —%) als Startpunkt wahlen kann, womit die

1
257 929 90 9

Lage von J festgelegt ist.

Die blau markierten Kanten sind dann

A O S N | 1, ]

1 — ) 27 27 27 2 9—="=9 )

Lo [, 11 ’ 1_, 1

2 2772 2 2 2= T 2f”
11 1 1 1 1

k3 - _7_7t7 ' A ’__Stg_ 9
22 27 2 2 2
111 1 1 1

k:4 - _7_7_7t7_ ’__Stg_ und
2°2°2 2 2 2

Daraus ergeben sich die ausgezeichneten Erzeuger von U’:

o = ((0,3,3,3,3),(0,1,1,1,1))
oy = ((1,0,3,3,3),(1,0,1,1,1))
o3 = ((1,1,0,3,3),(1,1,0,1,1))
o = (( ) ( )

(( ) ( )

1,1,1,0,1),(1,1,1,0,1

o5 = ((3,3,3,3,0),(1,1,1,1,0
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Fiir die Zusammensetzung dieser Elemente gilt

gpoog003004005 = ((0,3,3,3,3),(0,1,1,1,1))0((1,0,3,3,3),(1,0,1,1,1))

o((1,1,0,3,3), (1,1,0,1,1)) o ((1,1,1,0,1), (1,1, 1,0, 1))
o((3,3,3,3,0), (1,1,1,1,0))

— ((0,3,3,3,3) + (1,0,1,1,1),(1,1,0,0,0))
o((1,1,0,3,3) + (3,3,1,0,3), (0,0, 1, 1,0))
o((3,3,3,3,0), (1,1,1,1,0))

— ((1,3,0,0,0), (1,1,0,0,0)) 0 ((0,0,1,3,2), (0,0, 1, 1,0))
o((3,3,3,3,0), (1,1,1,1,0))

— ((1,3,0,0,0) + (0,0,1,3,2), (1, 1,1, 1,0))
o((3,3,3,3,0), (1,1,1,1,0))

— ((1,3,1,3,2) + (1,1,1,1,0), (0,0,0,0,0))

— ((2.0,2,0,2),0).

Der sechste Erzeuger von A'(F) N (27Z,)° ist also (2,0,2,0,2).

Daraus folgt:

N(F) N (2Z4)° = ({(0,2,0,0,2),(2,0,0,0,2),(0,0,0,0,2),(0,0,0,0,2), (2,2,2,2,0),
(27 07 27 07 2)}) 27.4)5
= <{(27 0,0,0, 0)7 (07 2,0,0, 0)7 (07 0,2,0, O), (07 0,0,2, 0)7 (07 0,0,0, 2)}>
Es ergibt sich also
|A'(F) N (27Z4)°| = 2° .
Aus Theorem 4.77 folgt damit

\U'| = 2% |A'(F) N (2Z4)°| = 2% - 25 =29
Wegen Theorem 4.64 ist die aus J erzeugte Fliache F' somit nicht eingebettet.

In diesem Beispiel konnte man sogar auf die Berechnung des letzten Erzeugers
(01 0...003); verzichten, denn die von den ersten fiinf Erzeugern von A'(F) N (2Z4)°
erzeugte Untergruppe von A'(F) N (27Z4)° hat bereits 2* Elemente. Daraus ergibt sich
mit Hilfe der Theoreme 4.77 und 4.64, dass |U’| > 28 gilt und die Fliche F nicht
eingebettet ist.
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4.10 Kriterium fiir die Einbettung von F

Fasst man die bisherigen Ergebnisse dieses Kapitels zusammen, so erhélt man folgendes
Kriterium fiir die Einbettung von F'.

Theorem 4.85. In geraden Dimensionen n gilt:

o F ist eingebettet <= |U'| = 2% < |N'(F) N (2Z4)"] = 2° = 4 und

o [ ist nicht eingebettet < |U'| > 2" «— |N'(F) N (2Z4)"| > 23 = 8.
In ungeraden Dimensionen n gilt:

o F ist eingebettet <= |U'| = 2% < |A'(F) N (2Z4)"] = 23 = 8 und

o [ ist nicht eingebettet <= |U'| > 2" «— |N'(F) N (2Z4)"| > 2* = 16.

Beweis. Theorem 4.85 folgt direkt aus den Theoremen 4.64 und 4.77. w.z.b.w.

Mit Hilfe dieses Kriteriums (und den Aussagen aus Abschnitt 4.9.1) kann man fiir jede
konkret gegebene Jordankurve J feststellen, ob eine zugehdrige Fliache F' eingebettet ist
oder nicht. Diese Tatsache ist von der Dimension unabhéngig (auch wenn die nétigen
Rechnungen in hoheren Dimensionen aufwéndiger sind).

Auferdem ermoglicht Theorem 4.85 folgende Uberlegung:

Erhoht man die Anzahl der Kanten in einer Jordankurve J (wéhrend man die Dimen-
sion n nicht &ndert), so erhéht sich die Anzahl der Erzeuger von U’. Tendenziell erhoht
sich dadurch auch die Anzahl |U’|.

Aus Theorem 4.85 erhélt man somit folgende quantitative Aussage.

e Je mehr Kanten J durchlauft, um so wahrscheinlicher sind Selbstschnitte von F.
Tatséchlich wird sich im weiteren Verlauf dieses Kapitels herausstellen, dass ab einer
gewissen (von n abhéngigen) Kantenanzahl von J keine eingebetteten Flachen F' mehr

entstehen konnen.

Diese Aussage wird spéter verwendet, um im Spezialfall n = 4 alle eingebetteten Fl&-
chen zu charakterisieren.
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4.10.1 Beispiele: Jordankurven mit acht Kanten in R*

Im Folgenden sollen alle eingebetteten Flichen F in R* iiber die zugehérige Jordan-
kurve J = df charakterisiert werden. Da Selbstschnitte wahrscheinlicher werden, wenn
sich die Kantenanzahl von J erhoht, sind die besten Kandidaten fiir eine Einbettung
die Jordankurven J mit 2n = 8 Kanten. Aus Satz 3.24 ist bekannt, dass es (bis auf
Symmetrie) genau sechs solche Jordankurven gibt (diese sind in Abb. 13 graphisch dar-
gestellt). Davon fithren genau drei Jordankurven zu eingebetteten Flachen F', wéhrend
bei den anderen drei Jordankurven Selbstschnitte von F' entstehen.

Satz 4.86. FEs gibt genau drei (bis auf Symmetrie) verschiedene Jordankurven mit acht
Kanten in R, fiir die F eingebettet ist. Diese drei Kurven sind (vgl. Abb.20):

Jy = 12314234, Jy =12314324 und Js = 12321434 .

N
N
\\ y
. P
\ //
\ .
\ .
. .
! .
|
vl
N D ZAEN z3 T4
a4 N
’ S
4 N

Z1

Jsz = 12314234 Jy = 12314324 Je = 12321434

Abbildung 20: Alle Jordankurven J mit acht Kanten, die zu eingebetteten Flachen F' fiihren.

Bemerkung 4.87. Um zu bestimmen, ob F' eingebettet ist oder nicht, reicht es, die
zugehorige Jordankurve J = df bis auf Symmetrie zu betrachten.

Das kann folgendermafsen begriindet werden:

Stehen zwei Zahlenfolgen J und J fiir bis auf Symmetrie gleiche Jordankurven, dann
lassen sich J und J durch Hintereinanderausfithrung der drei Operationen aus Satz 3.16
ineinander tiberfiihren.

Durch diese drei Operationen @ndert sich die Einbettung von F' nicht:

e Das Umkehren der Reihenfolge der Zahlen in der Zahlenfolge dndert die Kurve J
als Teilmenge des R* nicht.

e Ein zyklisches Verschieben der Zahlen in der Zahlenfolge kann als Anderung des
Startpunktes der Jordankurve J aufgefasst werden. Wegen Korollar 4.67 veran-
dert das die Einbettungseigenschaft von I’ nicht.

e Die Anwendung einer Permutation auf die Zahlenfolge fiihrt sowohl in jeder Kom-
ponente der Elemente von U’, als auch bei den Gitterelementen aus A’'(F)N(2Z4)"

97



4 Das FEinbettungsproblem

zu einer entsprechenden Permutation der Eintrdge. Insbesondere dndert sich da-

durch nichts an den Zahlen |U’| und |A'(F) N (2Z4)"| und damit wegen Theo-
rem 4.85 auch nichts an der Einbettung/Nicht-Einbettung von F.

Diese Ausfithrungen gelten analog in beliebigen Dimensionen.

Beweis von Satz 4.86. Nach Satz 3.24 gibt es in R? genau sechs (bis auf Symmetrie)
verschiedene Jordankurven J mit acht Kanten, und zwar:

*
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J3 = 12314234
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V@

T

._
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Jq = 12314324

Js = 12341234

Je = 12321434

J1 = 12314243:

Fiir jede dieser sechs Kurven wird nun zunéchst mit Hilfe der Sétze 4.81 und 4.82
die Gruppe N'(F) N (2Z4)* bestimmt. Anschliefend verwendet man Theorem 4.85, um
festzustellen, ob F' eingebettet ist oder nicht.

Fiir diese Kurve ergibt sich

N(F)N (224" = ({(0,2,2,0),(2,0,2,2),(2,2,0,0),(0,2,0,0)}) 5z,

= ({(2,0,0,0),(0,2,0,0),(0,0,2,0),(0,0,0, 2)}>(2Z4)4
= (27Z,)*.
Also gilt

IN(F) N (2Z4)* =2* =16
und wegen Theorem 4.85 ist die Flache F'in diesem Fall nicht eingebettet.
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Jo = 12314342:
Fiir diese Kurve ergibt sich

N(F)N(2Z4)" = ({(0,2,2,0),(2,0,0,0),(2,0,0,2),(0,0,2,0)}) g,
= ({(2,0,0,0),(0,2,0,0),(0,0,2,0),(0,0,0,2)}) 37,1
= (2Z4)*.
Also gilt
IN(F) N (2Z4)* =2* =16

und wegen Theorem 4.85 ist die Fliache F' in diesem Fall nicht eingebettet.

Jy = 12314234:
Fiir diese Kurve ergibt sich

N(F)N(2Z4)* = ({(0,2,2,0),(2,0,2,2),(2,2,0,2),(0,2,2,0)}) 37,1
<{(O727270)7 (2707272)}>(QZ4)4 :

Also gilt
IN(F)N(2Z4)* =22 = 4

und wegen Theorem 4.85 ist die Flache F' in diesem Fall eingebettet.

Jy = 12314324:
Fiir diese Kurve ergibt sich

N(F)N(2Z)* = ({(0,2,2,0),(2,0,0,2),(2,0,0,2), (0,2,2,0)}) s, s
<{(2707072)7 (0727270)}>(QZ4)4 :

Also gilt
IN(F)N (2Z4)*| = 2% =4

und wegen Theorem 4.85 ist die Flache F' in diesem Fall eingebettet.

Js = 12341234:
Fiir diese Kurve ergibt sich

A/(F) N (224)4 - {(O 2 2 2)7 (27 07 27 2)7 (27 27 07 2)7 (27 27 27 O)}>(ZZ4)4
{(27 2 O 0)7 <O7 27 27 2)7 <O7 07 27 2)7 (27 27 07 2>}>(QZ4)4
{(27 2 O 0)7 <O7 27 07 0)7 <O7 07 27 2)7 (07 07 07 2>}>(QZ4)4

92Z.4)" .

(
(
(
(

Also gilt
A (F)N (2Z4)* = 2* = 16

und wegen Theorem 4.85 ist die Flache F' in diesem Fall nicht eingebettet.
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Jg = 12321434:
Fiir diese Kurve ergibt sich

N(F)N(2Z4)" = ({(0,0,2,0),(0,0,2,0),(2,2,0,2),(0,0,2,0)}) 7, s
({(0,0,2,0),(2,2,0,2)}) s -

Also gilt
IN(F)N (2Z4)* =22 = 4

und wegen Theorem 4.85 ist die Flache F' in diesem Fall eingebettet. w.z.b.w.

An diesem Beweis erkennt man unter anderem einen Unterschied zwischen den Di-
mensionen drei und vier. Wahrend in Dimension drei jede Jordankurve zu einer ein-
gebetteten Flache F' fithrt, gibt es in Dimension vier sowohl Jordankurven, die zu
einer eingebetteten Fliache F' fiihren, als auch Jordankurven, die zu einer Flache F' mit
Selbstschnitten fiihren.

In den bisherigen vierdimensionalen Beispielen ergab sich entweder |A'(F)N(2Z4)*] = 22
oder |[AN'(F) N (2Z4)*| = 2*.

Wegen Korollar 4.78 kinnte es noch die dritte Moglichkeit |A/(F) N (2Z4)* = 23 = 8
geben. Diese Moglichkeit tritt tatsédchlich auf, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 4.88. Es sei J = 1213141312131413 eine Jordankurve in R* mit 16 Kanten
(sieche Abb. 21). Das ist die maximal mogliche Kantenanzahl von J, da W genau 16
Ecken besitzt und eine Jordankurve jede Ecke héchstens einmal durchlauft.

1
' Y

: /

I l‘l
L]

1| %aiy

|/, T3 g1y
-— -_— - -— > x2

Z1

Abbildung 21: Jordankurve J = 1213141312131413. Zur graphischen Darstellung wurde der Start-

punkt (f%, f%, —%, —%) gewahlt.

Aus der gegebenen Jordankurve J berechnet man mit Hilfe der Sétze 4.81 und 4.82 die
Erzeuger von A'(F) N (2Z4)*. Dazu seien die Erzeuger von U’ ausgezeichnet, welche zu
den blau markierten Kanten gehoren.

Es ergeben sich folgende Erzeuger von A/(F) N (2Z4)*:

e (0,2,0,0),(0,2,2,0),(0,2,2,2),(0,2,0,2),(0,0,0,2),(0,0,2,2) und (0,0,2,0) aus
Erzeugern von U’ in die erste Koordinatenrichtung,

e (0,0,0,2) aus Erzeugern von U’ in die zweite Koordinatenrichtung,
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e (0,0,0,2),(0,2,0,2) und (0,2,0,0) aus Erzeugern von U’ in die dritte Koordina-
tenrichtung und

e (0,2,0,0) aus Erzeugern von U’ in die vierte Koordinatenrichtung,.

Die von diesen Elementen erzeugte Gruppe ist
N(F) N (2Z4)* = ({(0,2,0,0),(0,0,2,0),(0,0,0, 2)})(224)4 .
Also ist J ein Beispiel fiir
IN'(F)N (2Z4)* = 2° = 8.

Aus Theorem 4.85 ergibt sich auch in diesem Fall, dass jede Fliache F, die durch wie-
derholtes Schwarz-Spiegeln einer Flache f mit Rand 0f = J = 1213141312131413
entsteht, nicht eingebettet ist.

4.11 Beispiele in beliebigen Dimensionen

Alle bisherigen Beispiele fiir Jordankurven J, die zu eingebetteten Flachen F' fiihren,
befinden sich in R*. Es stellt sich die Frage, ob auch in htheren Raumdimensionen solche
Beispiele existieren. Aufferdem ist interessant, wie sich die Anzahl von Jordankurven .J,
zu eingebetteten Flachen F', bei steigender Raumdimension verhalt.

Zur Beantwortung dieser Fragen wird zunéchst festgestellt, dass es Serien von Beispie-
len gibt, welche fiir jede Dimension n eine Jordankurve J (zu eingebetteten Flachen
F C R") enthalten.

Beispiel 4.89. Fiir jede Dimension n > 3 kann man die Jordankurve
J=1234...(n—1)nl12n(n—1)...43 als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion der
Flache F' in R™ betrachten.

Mit Hilfe der Sétze 4.81 und 4.82 ergeben sich aus J Erzeuger von A'(F') N (2Z4)™:

e (0,2,2,...,2) aus Erzeugern von U’ in die erste Koordinatenrichtung,
e (2,0,2,...,2) aus Erzeugern von U’ in die zweite Koordinatenrichtung und
e (2,2,0,...,0) aus Erzeugern von U’ in z3-,...,x,_1- und z,-Richtung.

Diese drei Elemente erzeugen eine Untergruppen von A’(F) N (2Z4)* mit vier Elemen-
ten. In geraden Dimensionen ist diese Untergruppe gerade gleich A’(F) N (2Z4)*. In
ungeraden Dimensionen kommt ein weiterer Erzeuger hinzu. Da die Anzahl der Ele-
mente von A’'(F) N (2Z4)* in ungeraden Dimensionen immer mindestens acht ist (siehe
Korollar 4.78), ergibt sich:

fiir n gerade

4
[N (F) N (2Z4)"] = {

8 fiir n ungerade.
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Mit Hilfe von Theorem 4.85 erhélt man daraus, dass die Flache F fiir jede Dimension n
eingebettet ist.

Bemerkung 4.90. Beispiel 4.89 entsteht aus der Jordankurve J = 123123 in R3,
indem die Dreien abwechselnd durch die Folge 34 ...(n — 1)n und n(n — 1) ...43
ersetzt werden. Durch diese Ersetzung dndert sich die Anzahl der Elemente von

A(F) == ({(041 0 012)1 | 051 und 045 sind Erzeuger von U’ in z-Richtung})

nicht. Um das einzusehen, vergleicht man die neuen und die alten Erzeuger dieser
Gruppe. Zur Bestimmung des Unterschieds wird wiederum Satz 4.82 verwendet. Es
ergibt sich:

e Die neuen Erzeuger von A(F), die aus Erzeugern von U’ in r-Richtung mit i <3
entstehen, erhédlt man aus den entsprechenden alten Erzeugern von A(F') durch
Ergéanzen von n — 3 Koordinaten, die alle gleich der dritten Koordinate sind.

e Die neuen Erzeuger von A(F), die aus Erzeugern von U’ in z;-Richtung mit i > 3
entstehen, sind gleich den neuen Erzeugern von A(F'), die aus Erzeugern von U’
in x3-Richtung entstehen.

Um die Anzahl |A(F)| bzgl. der neuen Erzeuger zu bestimmen, reicht es also die ersten
drei Koordinaten der Erzeuger zu betrachten (alle anderen Koordinaten sind gleich der
Dritten). Diese ersten drei Koordinaten entsprechen den alten Erzeugern. Also dndert
sich die Anzahl |A(F)| durch die angegebene Ersetzung tatséchlich nicht.
Fiir die Kurve J = 123123 berechnet man mit Hilfe von Satz 4.82, dass

IA(F)| =4

gilt. Daraus wird wie in Beispiel 4.89 geschlossen, dass jede Flache F' (zur hier gegebe-
nen Jordankurve J) in jeder Dimension eingebettet ist.

Bemerkung 4.91. Das Vorgehen aus Bemerkung 4.90 lasst sich verallgemeinern. Da-
durch erhélt man:

Sei J = (¢;)1<i<m eine Jordankurve in Dimension k, fiir die |A(F)| = 4 gilt. Weiter sei
J die Jordankurve in Dimension n > k, welche aus J = (¢i)1<i<m entsteht, indem alle
¢; = j (fur ein festes 1 < j < k) abwechselnd durch j(k+1)...nund n...(k+1)j
ersetzt werden.

Betrachtet man nun J als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion von F in R”, so ist die
entstehende Flache F' eingebettet.

Die angegebene Ersetzung kann natiirlich auch mehrfach hintereinander durchgefiihrt
werden, ohne dass sich an der Einbettung von F' etwas dndert.

Man beachte, dass die Bedingung |A(F)| = 4 wegen Theorem 4.85 und Satz 4.81 nur
dann erfiillt sein kann, wenn F' eingebettet ist.
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4.11 Beispiele in beliebigen Dimensionen

Bemerkung 4.92. Wie in Bemerkung 4.91 beschrieben, entstehen weitere Beispiele
fiir Jordankurven in beliebigen Dimensionen, die zu eingebetteten Flachen F' gehoren:

e Startet man z. B. mit der Jordankurve 1212 in Dimension zwei (bzw. dquiva-
lent mit der Kurve 123132 in Dimension drei) so erhélt man (nach eventueller
Permutation der Koordinatenrichtungen), dass die Jordankurve

J'=1..001+1D...nl...In...(I+D)mit 1 <l<n

fiir jede Dimension n zu eingebetteten Flachen F' fiihrt.

e Beginnt man mit der Jordankurve 12312 3 in Dimension drei, so ergibt sich (nach
eventueller Permutation der Koordinatenrichtungen), dass die Jordankurve

=100+ k(k+1)...nl... 1k...(I+D)n...(k+)mit 1 <l <k<n

fiir jede Dimension n zu eingebetteten Flachen F' fiihrt.

e Startet man mit der Jordankurve 12321232 in Dimension drei, so erhélt man
(nach eventueller Permutation der Koordinatenrichtungen), dass die Jordankurve

=10 (k+1) . .on(+1) . kn.. (k+1) ... 1 (k+1)..onk...(I+1)n. .. (k+1)

mit 1 <1 < k < n fiir jede Dimension n zu eingebetteten Fliachen F' fiihrt.

Aus den bisher bekannten Beispielen fiir eingebettete Flachen (siehe Korollar 4.46 und
Satz 4.86) lassen sich mit Hilfe von Bemerkung 4.91 keine weiteren Beispiele fiir einge-
bettete Flachen in beliebigen Dimensionen konstruieren.

Um das einzusehen, stellt man fest, dass die Kurve J; = 12314234 in R* bis auf Sym-
metrie von der Gestalt J? ist, wihrend die Kurven J, = 12314324, Jg = 12321434 in R*
und die Kurve 121323 in R? von der Gestalt J! sind. Aus diesen Kurven ergeben sich
also keine zusétzlichen Beispiele fiir eingebettete Flachen.

Bemerkung 4.93. Man betrachte die Beispielkurven aus Bemerkung 4.92 mit
o | < % fiir Kurven der Gestalt Jh
o [ < g und £ <[+ ”T’l = "T“ fiir Kurven der Gestalt J? und

fiir Kurven der Gestalt J3.

[ J

o~

A\
|7

Es kann gezeigt werden, dass diese Kurven paarweise verschieden sind. Insbesondere
erhdlt man aus einer Jordankurve J (zu eingebetteten Flidchen F') in Dimension drei
mehrere verschiedene Jordankurven in R", welche auch zu eingebetteten Flachen gehd-
ren. Dies legt die Vermutung nahe, dass die Anzahl der Jordankurven zu eingebetteten
Flachen F' grofser wird, wenn sich die Dimension n erhoht.

Aufserdem lasst sich die Anzahl der in dieser Bemerkung betrachteten Jordankurven in
Abhéngigkeit von der Dimension n angeben. Zum Beispiel ergibt sich, dass die Anzahl
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4 Das FEinbettungsproblem

von Kurven der Gestalt J? mit [ < g in R™ gleich @ fiir gerade n und —("_41)2

ungerade n ist.
Es ist also zu vermuten, dass die Anzahl der Jordankurven J zu eingebetteten Fl&-
chen F' mindestens quadratisch in der Dimension n wéchst.

fir

Betrachtet man die Anzahl von Kanten in den angegebenen Beispielen fiir Jordankur-
ven J zu eingebetteten Fliachen F', so kann festgestellt werden:

Die Jordankurven J!' und J? haben jeweils 2n Kanten, withrend die Kurven der Ge-
stalt J? genau 2(1+(k—1))+4(n—k) = 2k+4(n—k) = 4n—2k Kanten besitzen. Wegen
der Bedingung 1 < [ < k fiir Kurven der Gestalt J3 ist k fiir diese Kurven mindestens
zwei. Also haben Jordankurven der Gestalt J', J? oder J® hochstens 4n—2-2 = 4(n—1)
Kanten.

Daraus ergibt sich die Frage, ob es Jordankurven J mit mehr als 4(n — 1) Kanten ge-
ben kann, die zu eingebetteten Flachen F' gehoren. Im néchsten Abschnitt wird gezeigt,
dass solche Jordankurven zumindest in geraden Dimensionen n nicht existieren.

4.12 Notwendiges Kriterium fiir die Einbettung von F

Es soll ein notwendiges Kriterium fiir die Einbettung von F' bewiesen werden, welches
eine Aussage iiber die Anzahl der Kanten in J macht. Dazu muss man zwischen geraden
und ungeraden Dimensionen unterscheiden.

Satz 4.94. Es sei n > 4 gerade, J eine Jordankurve entlang der Kanten des
n-dimensionalen Wiirfels W und F eine zu J gehorige Fliche. Dann gilt:
Hat J mehr als 4(n — 1) Kanten, so ist die Fliche F' nicht eingebettet.

Die Schranke fiir die Kantenanzahl von J aus Satz 4.94 ist scharf, d. h. es gibt in jeder
geraden Dimension mindestens eine Jordankurve mit 4(n — 1) Kanten, fiir welche die
Flichen F eingebettet sind. Eine solche Kurve ist J® aus Bemerkung 4.92 mit [ = 1
und k£ = 2. Diese Jordankurve hat die Form

13...n2n...313...n2n...3.

Beweis von Satz 4.94. Sei J eine Jordankurve mit mehr als 4(n—1) = 2+2+4(n—2)
Kanten. Dann gibt es entweder eine Koordinatenrichtung, in die J mindestens sechs
Kanten durchlauft, oder es gibt mindestens n—1 Koordinatenrichtungen, in die J genau
vier Kanten durchlauft. Entsprechend wird eine Fallunterscheidung durchgefiihrt:

Fall 1: Es gibt eine Koordinatenrichtung, in die J mindestens sechs Kanten durchlauft.
0.B.d. A. gilt das fiir die x;-Richtung.

Dann gibt es sechs verschiedene Erzeuger o1, 019, 013, 014, 015 und 016 von U’, die zu
Kanten von J in x;-Richtung gehoren. Also sind die sechs Elemente

0110011, 0110012, 0110013, 0110014, 0110015 und o011 006
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4.12 Notwendiges Kriterium fiir die Einbettung von F

verschieden und haben dieselbe zweite Komponente (und zwar p; + p; = 0). Insbeson-
dere sind die ersten Komponenten dieser sechs Elemente verschieden. Nach Satz 4.81
sind

(11 0011)1, (011 0012)1, (011 0 013)1, (011 0 014)1, (011 0 015)1 und (011 © T16)1
aukerdem Erzeuger von A'(F) N (2Z4)". Also gilt:
IN(F)N(2Z4)"| > 6 > 4
und F' ist wegen Theorem 4.85 nicht eingebettet.

Fall 2: Es gibt mindestens n — 1 Koordinatenrichtungen, in die J genau vier Kanten
durchlauft. O.B.d. A. sind das die Richtungen zi,...,z,_1.
Wie im ersten Fall ergeben sich aus den Erzeugern von U’ in x;-Richtung (mit
1 < i < n — 1) mindestens vier verschiedene Elemente von A'(F) N (2Z4)". Die
i-te Koordinate dieser vier Elemente ist dabei Null (siche Satz 4.82).
Angenommen eine zu J gehorige Flache F wire eingebettet. Dann gilt wegen Theo-
rem 4.85:

IN(F)N (2Z4)"| = 4.

Das bedeutet, die vier Elemente von A'(F') N (2Z4)", welche aus den Erzeugern von U’
in x;-Richtung entstehen, miissen dieselben sein wie die, welche aus den Erzeugern
von U’ in z;-Richtung (fiir jedes 2 < i < n—1) entstehen. Da bei den letzteren die i-te
Koordinate Null ist, muss dass auch fiir die ersteren gelten.

Also gibt es vier verschiedene Elemente von A'(F) N (2Z4)", deren i-te Koordinate fiir
alle 1 <7 < n—1 Nullist. Das ist nicht moglich, da nur zwei solche Elemente existieren
(némlich Null und (0,0,...,0,2)). Dieser Widerspruch zeigt, dass die Flidche F' nicht
eingebettet ist. w.z.b.w.

Bemerkung 4.95. Analog kann man auch fiir ungerade Dimensionen n vorgehen. Dort
ergibt sich, dass F' Selbstschnitte hat, wenn J in eine Koordinatenrichtung mehr als
zehn Kanten enthélt oder wenn J in mindestens n — 2 Koordinatenrichtungen acht
Kanten durchlduft. Damit ergibt sich fiir ungerade Dimensionen n:

Wenn J mehr als 8(n — 3) + 3 - 6 Kanten besitzt, so ist die Fliche F' nicht eingebettet.
Hier ist allerdings nicht klar, ob diese Schranke scharf ist. Das heiftt, mir ist nicht
bekannt, ob es eine Jordankurve J mit genau 8(n — 3) + 3 - 6 Kanten gibt, fiir die F
eingebettet ist.

Aus dem Beweis von Satz 4.94 ergibt sich auch:

Korollar 4.96. Es ser n gerade und J eine Jordankurve entlang der Kanten des
n-dimensionalen Wiirfels W, sodass die zugehérigen Flichen F eingebettet sind. Wei-
terhin durchlaufe J vier Kanten in x;-Richtung (mit 1 <i <n).

Dann ist die i-te Koordinate von jedem Element aus N'(F) N (2Z4)™ gleich Null.

Beweis. Da F eingebettet ist, folgt aus Theorem 4.85:
(4.46) [N (F)N(2Zy)"| = 4.
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4 Das FEinbettungsproblem

Wie im Beweis von Satz 4.94 ergeben sich aus den vier Kanten von J in z;-Richtung
vier verschiedene Elemente von A'(F) N (2Z4)", deren i-te Koordinate Null ist. Wegen
(4.46) gibt es keine weiteren Elemente von A'(F) N (2Z4)". w.z.b.w.

4.13 Charakterisierung eingebetteter Flichen F in R*

Mit Hilfe von Satz 4.94 ist es moglich alle Jordankurven J entlang der Kanten des
vierdimensionalen Wiirfels W anzugeben, die zu eingebetteten Flachen F' fiihren.

Theorem 4.97. Es gibt genau finf (bis auf Symmetrie) verschiedene Jordankurven J
in R, fiir die F' eingebettet ist. Diese finf Kurven sind:

J3 =12314234, Jy = 12314324, Jg = 12321434,
Jr :=1231413214  und Jg := 123214123214 .

Sie werden in Abb. 22 dargestellt.
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Jr = 1231413214 Jg = 123214123214

Abbildung 22: Alle Jordankurven entlang der Kanten des vierdimensionalen Wiirfels W, die zu einge-
betteten Fliachen F fithren.

Beweis. Es sei J eine Jordankurve in R*, fiir die I’ eingebettet ist. Mit Hilfe einer
Fallunterscheidung bzgl. der Anzahl von Kanten in J wird gezeigt, dass J eine der
Kurven Js, Jy, Jg, J; oder Jg ist.

Bekanntlich hat J in Dimension vier mindestens 2n = 8 Kanten. Aus Satz 4.94 ergibt
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4.13 Charakterisierung eingebetteter Flichen F in R*

sich aukerdem, dass J hochstens 4(n — 1) = 12 Kanten besitzt. Da die Jordankurve J
eine gerade Anzahl von Kanten durchlauft, hat J somit 8, 10 oder 12 Kanten.

Fall 1: Die Jordankurve J hat genau 8 Kanten.
Aus Satz 4.86 ist bekannt, dass es in diesem Fall genau drei Moglichkeiten fiir J gibt,
und zwar

J=J3 =12314234, J=J,=12314324 oder J = Js=12321434.

Fall 2: Die Jordankurve J hat genau 10 Kanten.

In diesem Fall gibt es genau eine Koordinatenrichtung, in die J genau vier Kanten
durchlduft. O.B.d. A. ist das die z;-Richtung. In alle anderen Koordinatenrichtungen
gehoren genau zwei Kanten zu J. Damit hat die Jordankurve J die Gestalt

(4.47) J=1..1...1...1...,

wobei jede Liicke gefiillt ist.
Um alle Moglichkeiten fiir J zu bestimmen, benotigt man eine weitere Fallunterschei-
dung;:

Fall 2a: In einem der Zwischenrdume von (4.47) stehen zwei gleiche Zahlen.
Dann hat J (nach eventueller Anwendung einer Wiirfelsymmetrie) die Gestalt

(4.48) J=1..2...2...1...1...1. .

Damit J eine Jordankurve ist, muss jede der in (4.48) griin markierten Liicken mit
mindestens einer Zahl gefiillt sein. Da die Jordankurve J insgesamt zehn Kanten besitzt,
entsteht sie, indem man in (4.48) genau vier Zahlen einfiigt. Diese Zahlen werden also
genau an den griin markierten Stellen eingefiigt. Somit hat J die Gestalt

12...21...1...1...,

wobei jede Liicke mit genau einer der Zahlen 3 oder 4 gefiillt ist.

Aus Korollar 4.96 zusammen mit den Sdtzen 4.81 und 4.82 erhélt man, dass sowohl
zwischen den beiden Dreien, als auch zwischen den beiden Vieren in J eine gerade
Anzahl von Einsen liegt. Damit ergibt sich (nach einer eventuellen Permutation der

Koordinatenrichtungen):
J = 1232141314 .

Mit Hilfe der Satze 4.81 und 4.82 berechnet man fiir diese Kurve

IA'(F) N (27Z4)* =]{{(0,0,2,0),(0,0,2,2),(0,0,0,2), (0,0,2,0),(0,2,0,2),(0,0,2,0)})]
=[({(0,2,0,0),(0,0,2,0),(0,0,0,2)}) | = 2> = 8.

Wegen Theorem 4.85 ist F' in diesem Fall nicht eingebettet. Das widerspricht der Vor-
aussetzung an J, sodass aus Fall 2a keine Moglichkeit fiir die Jordankurve J entsteht.

Fall 2b: In keinem der Zwischenrdume von (4.47) stehen zwei gleiche Zahlen.
Aus Korollar 4.96 zusammen mit den Sétzen 4.81 und 4.82 folgt, dass zwischen zwei
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Zweien, zwei Dreien bzw. zwei Vieren in J eine gerade Anzahl von Einsen liegt. Das be-
deutet, zwei gleiche Zahlen befinden sich entweder im ersten und dritten Zwischenraum
von (4.47) oder im zweiten und vierten Zwischenraum von (4.47). Da jeder Zwischen-
raum von (4.47) gefiillt ist, gilt (nach eventueller Anwendung einer Wiirfelsymmetrie)

J=1...2...141...2...14.

Dabei steht in genau zwei der vorhandenen Liicken eine Drei, wihrend alle anderen
Liicken nicht gefiillt sind. Bis auf Symmetrie ergeben sich daraus die beiden Moglich-

keiten
J =1231412314 oder J = 1231413214 .

Fir J = 1231412314 erhalt man aus den Satzen 4.81 und 4.82:

N (F) N (2Z4)*] =[{{(0,2,2,0),(0,2,2,2),(0,0,0,2),(0,0,2,2),(0,2,0,2), (0,2,2,0)})
=[({(0,2,0,0),(0,0,2,0),(0,0,0,2)})| =2° =8.

Damit ist F' wegen Theorem 4.85 nicht eingebettet, was der Voraussetzung an J wider-
spricht.
Fir J = 1231413214 berechnet man mit Hilfe der Sétze 4.81 und 4.82:

IN(F) N (2Z4)* =]({(0,2,2,0),(0,2,2,2),(0,0,0,2),(0,0,0,2),(0,0,0,2),(0,2,2,0)})
=1 ({(0,2,2,0),(0,0,0,2)}) | =2* = 4.

Wegen Theorem 4.85 ist F' fiir diese Jordankurve tatséchlich eingebettet.
Also gibt es im Fall 2b genau eine Jordankurve, fiir die I’ eingebettet ist, und zwar:

J = J; =1231413214 .

Fall 3: Die Jordankurve J hat genau 12 Kanten.

Da es keine Koordinatenrichtung gibt, in die J sechs oder mehr Kanten durchlauft
(siche Beweis von Satz 4.94), existieren genau zwei Koordinatenrichtungen, in die J
genau vier Kanten durchlauft. O.B.d. A. sind das die z;- und die z9-Richtung. In die
dritte und vierte Koordinatenrichtung gehoren jeweils genau zwei Kanten zu J.
Zunéchst hat die Jordankurve J also wieder die Gestalt

(4.47) J=1..1...1...1...,

wobei jede Liicke gefiillt ist.

Aus Korollar 4.96 zusammen mit den Sétzen 4.81 und 4.82 ergibt sich, dass zwischen
je zwel Zweien, zwei Dreien bzw. zwei Vieren in J eine gerade Anzahl von Einsen liegt.
Insbesondere kann man o.B. d. A. annehmen, dass sich die vier Zweien auf den ersten
und den dritten Zwischenraum in (4.47) verteilen.

Wiederum wegen Korollar 4.96 zusammen mit den Sétzen 4.81 und 4.82 ist bekannt,
dass zwischen zwei Einsen in J eine gerade Anzahl von Zweien liegt. Damit bleiben bis
auf Symmetrie zwei Moglichkeiten fiir die Gestalt von J, und zwar

J=12...2...2...21...1...1... oder J=12...21...12...21...,
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wobei in beiden Fiéllen jeder Zwischenraum gefiillt ist. Damit hat die Jordankurve J
im ersten Fall mindestens vierzehn und im zweiten Fall mindestens 12 Kanten. Da
vorausgesetzt wurde, dass J genau 12 Kanten besitzt, ist der erste Fall ausgeschlossen
und es ergibt sich:

(4.49) J=12...21...12...21...,

wobei in jedem Zwischenraum genau eine Zahl steht.

Die Jordankurve J entsteht aus (4.49) durch Einfiigen von zwei Dreien und zwei Vie-
ren in die Liicken, wobei darauf geachtet wird, dass zwischen den beiden Dreien bzw.
zwischen den beiden Vieren eine gerade Anzahl von Einsen liegt. Bis auf Symmetrie
entsteht auf diese Weise nur eine Jordankurve, und zwar

J = 123214123214 .
Aus den Satzen 4.81 und 4.82 erhalt man fiir diese Kurve

N (F) N (22Z4)* =|({(0,0,2,0),(0,0,2,2),(0,0,0,2),(0,0,2,0), (0,0,2,2), (0,0,0,2),
(0,0,0,2),(0,0,2,0)})]
=] ({(0,0,2,0),(0,0,0,2)}) | =2* = 4.

Wegen Theorem 4.85 ist F' also eingebettet. Das heiftt, im Fall 3 gibt es genau eine
Jordankurve, fiir die F' eingebettet ist. Diese Jordankurve J ist:

J = Jg = 123214123214 .

Abschliefsend bleibt festzustellen, dass die Kurven Js, Jy, Jg, J; und Jg paarweise ver-
schieden sind. Fiir die ersten drei Kurven ist das bereits aus Satz 3.24 bekannt. Fiir die
anderen Paarungen gilt es, da die Jordankurven eine verschiedene Anzahl von Kanten
besitzen. w.z.b.w.

Bemerkung 4.98. Im vierdimensionalen Fall gehoren alle Beispiele fiir eingebettete
Flichen F zu den Serien J!,.J? bzw. J? aus Bemerkung 4.92. Fiir die Kurven .Js, .J,
und Jg wurde das bereits in Bemerkung 4.92 festgestellt. Aufserdem erkennt man leicht,
dass die Kurven J; und Jg von der Gestalt J? sind.

Dies fiihrt zu der offenen Frage, ob auch in hoheren Dimensionen alle Jordankurven J,
fiir die F' eingebettet ist, von der Gestalt J', J? oder J? sind. Ich vermute, dass dies
zumindest in allen geraden Dimensionen der Fall ist.
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4.14 Zwischenfazit

Zusammenfassend kann Folgendes festgestellt werden:

Startet man mit einer eingebetteten Flache f innerhalb eines n-dimensionalen Wiir-
fels W, deren Rand eine Jordankurve J entlang der Kanten von W ist, so ergibt sich
durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln an Randkanten der Fliache eine n-fach periodi-
sche Fliache I in R™. Das funktioniert unabhédngig von f und J. Auf diese Weise
werden n-fach periodische Fliachen in beliebigen Dimensionen erzeugt. Da die Anzahl
der méglichen Jordankurven J mit n stark wéchst, findet man auf diese Weise in grofen
Dimensionen sehr viele periodische Flachen. Allerdings sind nur wenige dieser Flachen
eingebettet.

Fiir eine gegebene Ausgangsfliche f mit Rand J kann man leicht feststellen, ob die
durch Spiegelung entstandene Fliache F' eingebettet ist. Dazu wird zunéchst die Grup-
pe N'(F) N (2Z4)"™ berechnet und dann das Theorem 4.85 angewendet.

Zum Berechnen von A'(F) N (2Z4)" benotigt man nur die Struktur von J. Insbesondere
ist die Einbettungseigenschaft der gespiegelten Fliche F' unabhéngig von der konkreten
Wabhl einer Fliache f mit Rand J.

In den Dimensionen drei und vier wurden alle Jordankurven J, die zu eingebetteten
Flachen fiihren, angegeben (vgl. Korollar 4.46 und Theorem 4.97). In Dimension drei
sind das drei Kurven, in Dimension vier sind es fiinf.

In Dimension vier wurde also festgestellt, dass nur relativ wenige Jordankurven (bzgl.
der Gesamtzahl an Kurven) zu einer eingebetteten Fléche fithren. Es ist zu vermuten,
dass dies auch in hoheren Dimensionen gilt. Dennoch konnten Serien von Jordankurven
in beliebigen Dimensionen gefunden werden, die zu eingebetteten Fléchen fiihren. Die
Anzahl dieser Beispiele wichst quadratisch mit der Dimension n. Daraus ergibt sich
die Vermutung, dass die absolute Anzahl eingebetteter Flachen F' ebenfalls mit der
Dimension n wachst.
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5 Bemerkungen zur Konstruktion periodischer
Minimalflachen in R”

Um n-fach periodische Minimalfldchen in R™ (mit n > 3) zu konstruieren, kann man das
Vorgehen aus Kapitel 2 verwenden. Als Ausgangspunkt betrachtet man eine beliebige
Jordankurve J entlang der Kanten des n-dimensionalen Wiirfels W, wobei J in jede
Koordinatenrichtung mindestens eine Kante durchlauft. Weiter wird (wie in Kapitel 3)
davon ausgegangen, dass J durch eine stiickweise stetig differenzierbare Abbildung von
S nach R? parametrisiert ist.

Aus J erhdlt man eine n-fach periodische, eingebettete (reguldre) Minimalfliche F,
wenn folgende Aussagen wahr sind.

e s gibt eine Plateau-Losung f: D — R™ zur Jordankurve .J. Diese Fliche f ist
eine verallgemeinerte Minimalfliche mit Rand J.

e Die Schwarz-Spiegelung einer verallgemeinerten Minimalflache an einer ihrer Rand-
kanten ergibt wiederum eine verallgemeinerte Minimalflache.

Sind diese beiden Aussagen bewiesen, erhélt man wie in Abschnitt 4.2 beschrieben eine
Flédche F', welche aus f durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln hervorgeht. Diese Fléache F
ist ebenfalls eine verallgemeinerte Minimalfliche. Allerdings muss die Fliche f (und
damit auch F') durch die Jordankurve J nicht eindeutig bestimmt sein.

e Das Bild f(D) der offenen Kreisscheibe liegt im Inneren des Wiirfels .

e Die Flache F besitzt keine Verzweigungspunkte im Inneren der Wiirfel W
mit v € Z".

e Die Fliache F' besitzt keine Verzweigungspunkte auf den Réndern der Wiirfel W
mit v € Z".

Sind diese Eigenschaften bestétigt, so ist F' eine reguldre Minimalfléche.
Fiir die Einbettungseigenschaft von F' benutzt man weitere Argumente.

e Das Bild der Fliche f|p ldsst sich als Graph iiber einer Koordinatenebene dar-
stellen.

Daraus ergibt sich, dass f eingebettet ist. Also konnen alle Ergebnisse aus Kapitel 4
angewendet werden. Insbesondere gilt:

e Die Flache F' ist genau dann eingebettet, wenn die entsprechenden Bedingungen
aus Theorem 4.85 erfiillt sind.
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Im Folgenden wird erldutert, wie man die ersten sechs Punkte zeigt. Dabei werden
an den meisten Stellen nur die Ideen genannt, ohne dass auf Details der Beweise ein-
gegangen wird. Der Grund hierfiir ist, dass die Beweise mit dem bereits bekannten
dreidimensionalen Fall {ibereinstimmen. In hoheren Dimensionen treten dabei zuséatz-
liche Bedingungen an J auf.

Existenz der Plateau-Ldsung

Die Existenz einer Plateau-Losung ist fiir alle betrachteten Jordankurven J in belie-
bigen Dimensionen bekannt (siehe [Oss86, S.55ff.| oder [Str88, S. 1ff.]). Eine mdgliche
Formulierung dieser Existenzaussage ist:

Satz 5.1 (Existenz der Plateau-Losung).

Es sei J eine stickweise stetig differenzierbare, geschlossene Jordankurve wund
D= {(z,y) € R? | 22 +y? < 1} baw. D = {(x,y) € R? | 22 + y? < 1} die offene bzw.
abgeschlossene Einheitskreisscheibe in R%. Dann existiert eine Abbildung f: D — R"
maut

e f€C°%D,R")NC?(D,R"),
e [ ist schwach konform in D (d. h. || f2|| = ||f,]| und (fs, fy) =0 in D),

e f ist harmonisch in D (d. h. alle Komponentenfunktionen f; sind harmonisch
in D, also gilt Af;(x) =0 fir alle x € D), und

o flop parametrisiert J bijektiv.

Eine Abbildung, welche im Inneren schwach konform und harmonisch ist, heifst verallge-
meinerte Minimalfldche. Insbesondere ist jede Plateau-Losung f eine verallgemeinerte
Minimalfléche.

Dabei kann es Punkte p geben, fiir die rang df, < 2 gilt. Das ist genau dann der Fall,
wenn f,(p) = f,(p) = 0 erfiillt ist. Ein Punkt p mit diesen Eigenschaften heifst Ver-
zwetqungspunkt von f.

Besitzt eine verallgemeinerte Minimalfliche f keine Verzweigungspunkte, so ist f im
Inneren harmonisch und konform, d.h. ||f;|| = || f,|| # 0 und (fs, f,) = 0.

Eine im Inneren harmonische und konforme Abbildung heiflt Minimalfidche.

Damit ist jede verallgemeinerte Minimalfliche ohne Verzweigungspunkte eine (regulére)
Minimalflache.

Man beachte, dass Satz 5.1 nichts {iber die Eindeutigkeit von Plateau-Losungen aussagt.
Es kann also mehrere verallgemeinerte Minimalflichen vom Kreisscheibentyp geben, die
von J berandet werden.
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Das Schwarz-Spiegelungsprinzip

Das Schwarz-Spiegelungsprinzip fiir verallgemeinerte Minimalflachen geht auf das ent-
sprechende Spiegelungsprinzip fiir harmonische Funktionen zuriick. Dieses findet man
z.B. in [Ahl79, S.172f]. Zur Formulierung verwendet man fiir jedes Gebiet U C R?
folgende Bezeichnungen:

Ut:={(z,y) €eU|y>0}, U :={(z,y) €eU]y<0} und I:={(x,y)eU]|y=0}.

Satz 5.2 (Schwarz-Spiegelungsprinzip fiir harmonische Funktionen).

Es sei U C R? eine offene Menge, welche symmetrisch bzgl. der x-Achse ist. Wenn
uwe CHUNLR)NCY(UTUI,R) eine in U™ harmonische Funktion mit u|; = 0 ist, dann
beschreibt die Fortsetzung

. o u(z,y)  fir (x,y) e UTUIT
i) '_{ —ul(z, —y) fir (z,y) €U~

von u eine harmonische Funktion auf ganz U.
Die entsprechende Aussage fiir Minimalflachen ist:

Satz 5.3 (Schwarz-Spiegelungsprinzip fiir verallgemeinerte Minimalfléichen).

Es sei U C R? eine offene Menge, welche symmetrisch bzgl. der x-Achse ist. Weiter
sei h € CHUT,R")NC(UTUI,R") eine verallgemeinerte Minimalfliche und h(I) ein
Teil einer Geraden g C R"™, wobei h(I) eine offene Teilmenge von g enthdlt.

Dann kann h durch Schwarz-Spiegelung zu

U R ey | Mew) i (@) e Ut
R e =00l o G e

fortgesetzt werden. Auch diese Fortsetzung h ist eine verallgemeinerte Minimalfidche.

Einen Beweis dieser Aussage findet man unter anderem in [Oss86, S.54f.] (vergleiche
auch [DHS10, S. 289ff.] fiir den Fall n = 3). Die Beweisidee ist folgende:

Zunéchst kann man o.B.d. A. annehmen, dass ¢ die x,-Achse ist. Weiter ist h in
U+ U U~ harmonisch und schwach konform. Es muss also nur i € C?(U) gezeigt wer-
den, denn dann folgt aus Stetigkeitsgriinden, dass h auch auf I (und damit auf ganz U)
harmonisch und schwach konform ist, was zeigt, dass h eine verallgemeinerte Minimal-
flache ist.

UmheC 2(U) zu zeigen, betrachtet man h und h komponentenweise. Die Abbildungen
hi,..., h,_1 erfiillen die Voraussetzungen von Satz 5.2 und kénnen somit harmonisch
auf U fortgesetzt werden. Die Fortsetzungen, welche von Satz 5.2 geliefert werden, sind
gerade 711, cee h,—1. Somit sind il,l, cee h,_1 als harmonische Funktionen von der Klas-
se C>*(U).

Auferdem wird mit Hilfe der Konformitdt von h gezeigt, dass sich ‘9(;‘—; durch Null-
randwerte stetig auf Ut U I fortsetzen lasst. Also erfiillt %L; die Voraussetzungen von
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Satz 5.2 und lésst sich zu einer harmonischen Funktion auf U fortsetzen. Durch Inte-
gration erhélt man daraus eine Fortsetzung von h,,, welche mit h,, libereinstimmt. Da

% als harmonische Funktion in C*°(U) liegt, gilt dasselbe fiir h,. Das beendet den

Beweis, denn damit ist auch h = (izl, ..., hy,) unendlich oft differenzierbar.

Wie bereits in Abschnitt 4.2 beschrieben, erhilt man aus f durch wiederholtes Schwarz-
Spiegeln eine parametrisierte Flache F': X — R". Diese ist zunéchst nicht mit einer
differenzierbaren Struktur versehen. Zur Erinnerung: der topologische Raum X entsteht
durch Verkleben abzihlbar unendlich vieler Kopien der abgeschlossenen Kreisscheibe D
(also dem Definitionsbereich von f, aufgefasst als topologischer Raum). Dabei ist F ein-
geschriinkt auf eine Kopie von D eine Kopie von f (bis auf Bewegungen im Bildraum).
An dieser Stelle ist f als Abbildung zwischen topologischen Rdumen beschrieben, d. h.
die Differenzierbarkeit von f ist hier nicht erklart.

Im Folgenden wird eine differenzierbare Struktur auf X definiert. Dazu erklirt man
zundchst biholomorph vertragliche Kartenabbildungen.

Fiir jede in X enthaltene Kopie von D kann man F|; so homdomorph umparame-
trisieren, dass es sich hinterher um eine Kopie der Minimalfliche f, gegeben durch
die harmonische und schwach konforme Plateau-Losung f: D — R”, handelt (siche
Abb. 23). Der verwendete Hom6omorphismus 1 definiert eine Karte von X. Er wird
spiter auch als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion weiterer Kartenabbildungen ver-
wendet.

R”/?’\
cX

harmonisch und s
schwach konform

n e
R™ “ Kopic von F -

=Foy ! - -
- - - - . . ~ .
Homd&omorphismus ¢ = Kartenabbildung

Abbildung 23: Definition einer Karte von X. Das Urbild der Kartenabbildung v ist eine Kopie von
D in X, das Kartenbild ist D C R?. Die Abbildung % ist auch auf dem Rand von D
definiert und in ganz D ein Homéomorphismus.

Der Raum X ist so aufgebaut, dass an Kurven, die von F' auf eine Kante der Wiirfel-
pflasterung abgebildet werden, genau zwei Kopien von D zusammentreffen. Ein Punkt
p € X, der von F auf eine Ecke der Wiirfelpflasterung abgebildet wird, liegt im Rand
von genau vier Kopien von D. Fiir das Innere der Vereinigung dieser zwei bzw. vier
Kopien von D sollen ebenfalls Karten definiert werden. Dazu wird unter anderem das
Schwarz-Spiegelungsprinzip verwendet. Wir betrachten zuerst die Situation zweier Ko-
pien von D mit einer gemeinsamen Kurve (siche Abb. 24).
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harmonisch und
schwach konform

n /\
R Kopie von f

- —1 ! I
=Foy | l
gow I
(Abb. des gelben Ggbiets mit Rand)/
] /
biho]:omorphe /’ //
harmonisch und  Abbildung g , /
schwach konform /’ )/ Alle gestrichelten Pfeile stehen
R"™ /\ ﬁ / ,/ fiir Homdomorphismen
/
7/ s’ 4
/ v
Fortsejzung durch /7 .7
f harmonisch und Schwayz-Spiegelung 7 g -7
schwach konform e P /s/o got ot (Abb. des weifen Gebiets mit Rand)

TL/_\ // _

Kartenabb. 9

Spiegelung s
g Py

Die Homéomorphismen des gelben und des weifsen Gebiets bilden zusammen die gesuchte Kartenabbildung z[z

B(z) = (go)(z) wenn z im gelben Gebiet oder auf der roten Kurve liegt,
= (sogoor)(xz) wenn zim weiken Gebiet oder auf der roten Kurve liegt.

Abbildung 24: Definition einer Karte von X. Das Urbild der Kartenabbildung ¢ sind die weike und die
gelbe Kopie von D C X zusammen mit der roten Kurve. Das Bild der Kartenabbildung
1/; ist die Kreisscheibe D C R?, welche durch Spiegelung aus DT hervorgegangen ist.
Die rote Kurve wird von F' auf eine Kante der Wiirfelpflasterung des R™ abgebildet.

Man startet mit der Kartenabbildung 1 des gelben Gebiets (vgl. Abb. 23 und Abb. 24).
In dieser Karte ist F' als schwach konforme, harmonische Abbildung realisiert. Der Bild-
bereich D von 1) kann (wegen des Riemannschen Abbildungssatzes) durch eine biholo-
morphe Abbildung ¢ so auf D' abgebildet werden, dass die rot markierte Kurve auf
die z-Achse abgebildet wird (vgl. Abb. 24). Die Abbildung F o¢~' o g7 !: D" 5 Re
ist nun als Zusammensetzung einer biholomorphen Abbildung mit einer harmonischen,
schwach konformen Abbildung wiederum harmonisch und schwach konform. Weiter ist
das Bild der roten Kante unter F o1~ og~! eine Kante der Wiirfelpflasterung des R™.
Durch Anwendung des Schwarz-Spiegelungsprinzips erhélt man also eine harmonische
und schwach konforme Abbildung f: D — R™.

Weiter werden die beiden in Abb. 24 magentafarben markierten Spiegelungen betrach-
tet. Die Abbildung 7 ist vertrdglich mit der Schwarz-Spiegelung in R™ gewéhlt, d.h.
es gilt o1 = s, 0 I, wobei s, die Schwarz-Spiegelung am Bild der roten Kurve
in R™ ist. Die Abbildung s beschreibt die Spiegelung an der z-Achse in R%. Damit ist
g o ¥ ein Homoomorphismus des gelben Gebietes mit Rand und s o g o9 o 7 ein Ho-
moomorphismus des weiken Gebietes mit Rand. Beide HomGomorphismen sind auf der
roten Kurve gleich. Gemeinsam bilden sie einen Homéomorphismus des Inneren der
abgebildeten Teilmenge von X auf D C R2. Dieser Homdomorphismus ) definiert eine
Karte von X. Die Darstellung von F' in dieser Karte ist die harmonische und schwach
konforme Abbildung f.
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harmonisch und
schwach konform

n
R Kopie von f
=Foqy !

I

|

I

biholorr'}orphe !
harmonisch und  Abbildyng g1 Durch Zusammensetzey’l der eingezeichneten Homom.
schwach konform ergibt sich je ein Homgom. der bunten/weiRen Gebiete.

n /\ B Diese bilden gemeinsam die gesuchte Kartenabbildung .
= ]
D

Fortsetzing durch

harmonisch und Schwarz Splegelung |

schwach konform

/\ //

blholorﬂorphe /
/
harmonisch und Abblldymg 92 /
schwach konform /
/
/_\ // Kartenabb.
/
/
Fortsetzing durch //
SchwarztSpiegelung ,
harmonisch und /
schwach konform /

7
n /\ . 4
R F bzgl. der

_ pasg
Kartenabb. v v

Alle gestrichelten Pfeile stehen fiir Homéomorphismen

Abbildung 25: Definition einer Karte von X; Das Urbild der Kartenabbildung 1 sind die vier farbi-
gen/weifsen Kopien von D C X zusammen mit den farbig markierten Randkurven. Das
Bild der Kartenabbildung 1 ist die Kreisscheibe D C R2.
Die farblich markierten Kurven werden von F' jeweils auf eine Kante der Wiirfelpfla-
sterung des R™ abgebildet. Das Bild von p unter F ist ein Eckpunkt dieser Pflasterung.

Zur Definition einer Karte auf vier in X enthaltenen Kopien von D, die sich in ei-
nem Punkt beriihren, geht man analog vor. In dieser Situation werden allerdings zwei
biholomorphe Abbildungen und zwei Schwarz-Spiegelungen benétigt (siche Abb. 25).

Im linken Teil von Abb. 24 und Abb. 25 wird das gelbe Gebiet nur durch Anwendung
biholomorpher Abbildungen verdndert. Damit sind auch alle Kartenwechselabbildun-
gen (zu den bisher definierten Karten) aus biholomorphen Abbildungen zusammenge-
setzt. Also sind die angegebenen Karten biholomorph vertréaglich. Auf diese Weise ist
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eine konforme Struktur auf X erklirt. Dies macht X zu einer Riemannschen F léche,
also zu einer eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit.

AuRerdem ist F: X — R" harmonisch und schwach konform (d.h. F hat in den Karten
diese Eigenschaften). In diesem Sinne ist die gespiegelte Flache F eine verallgemeinerte
Minimalflache.

Korollar 5.4. Fiir jede Jordankurve J entlang der Kanten eines n-dimensionalen Wiir-
fels entsteht durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln einer Plateau-Liosung [ eine verallge-
meinerte Minimalfiiche F .

Es bleibt noch zu erwéhnen, dass auch der Begriff von Verzweigungspunkten auf der
Riemannschen Flache F' wohldefiniert ist. Das heifst, ein Punkt p € X ist Verzweigungs-
punkt bzgl. einer Karte, genau dann wenn p Verzweigungspunkt bzgl. einer anderen
Karte ist. Der Grund hierfiir ist wiederum, dass die Kartenwechselabbildungen biholo-
morph sind und eine biholomorphe Abbildung den Rang von dF' nicht verdndert.

Die Fldche f(D) liegt im Inneren von W

Zum Beweis dieser Aussage betrachtet man die Plateau-Losung f koordinatenweise.
Da f(x) fiir jedes x € 0D auf dem Rand von W liegt, gilt

Vi<i<n,ze€dD.

N | —

5 <) <

Da J in jede Koordinatenrichtung mindestens eine Kante durchlauft, kommen —% und %
als Funktionswerte f;(z) (mit x € 9D) vor.

Angenommen es gibt einen Punkt y € D, fiir den f(y) nicht im Inneren des Wiirfels W
liegt. Dann existiert ein 1 < ¢ < n, fiir das f;(y) < —% oder fi(y) > % gilt. Daraus folgt

1 1
(5-1) min fi(e) < mip fi(z) = =5 oder max fi(z) 2 max fi(w) = 5

Wegen Satz 5.1 ist f; eine harmonische Funktion. Nach dem Maximumprinzip fiir har-
monische Funktionen kann (5.1) nur erfiillt sein, wenn die Funktion f; konstant ist. Das
ist nicht der Fall, da f; die Werte —% und % annimmt. Damit ist gezeigt, dass f(D) im
Inneren von W liegt.

Diese Eigenschaft von Plateau-Losungen f wird im weiteren Verlauf verwendet. Aufier-
dem ist sie eine der Voraussetzungen fiir die Aussagen aus Kapitel 4. Um die dortigen
Ergebnisse iiber Selbstschnitte von F' verwenden zu diirfen, muss nur noch gezeigt wer-
den, dass f: D — R" injektiv ist. Bevor dies geschieht, sollen Verzweigungspunkte
von F' ausgeschlossen werden.
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Die Fliche F' besitzt keine Verzweigungspunkte im Inneren eines Wiirfels 117"
mit v € Z"

Diese Art von Verzweigungspunkten kann nur auftreten, wenn bereits f Verzweigungs-
punkte im Inneren von D hat. Um diese auszuschlieffen verwendet man ein Lemma von

Rado (siehe [Oss86, S.59f.]):

Lemma 5.5. Es sei h: D — R eine Abbildung aus C°(D,R) N C?(D,R), die in D
harmonisch ist. Weiterhin set p € D ein Punkt mat Vh}p = 0.

Dann gibt es mindestens vier verschiedene Punkte aus 0D, in denen die Abbildung h
den Wert h(p) =: a annimmdt.

Die Aussage dieses Lemmas ist trivialerweise erfillt, wenn h konstant ist. Fiir nicht-
konstante Abbildungen h wird Lemma 5.5 bewiesen, indem Komponenten von
h='((a,o0)) und h=*((—o0,a)) betrachtet werden. Die Harmonizitéit von h ergibt, dass
jede dieser Komponenten bis zum Rand von D geht. Aus Vh‘p = 0 folgt, dass sowohl

h='((a,00)) als auch h~'((—o0,a)) mindestens zwei Komponenten besitzt. Schriankt
man h auf 0D ein, so treten an den Réndern dieser Komponenten mindestens vier
verschiedene Punkte p; € 0D mit h(p;) = a auf.

Aus Lemma 5.5 ergibt sich (siehe [Oss86, S. 60] angewendet auf eine Plateau-Losung f):

Lemma 5.6. FEine Plateau-Léosung f zu einer gegebenen Jordankurve J ist reguldr
auf D oder es existiert ein Punkt g € f(D) mit der Eigenschaft, dass jede Hyperebene
durch q die Jordankurve J in mindestens vier verschiedenen Punkten schneidet.

Der Beweis dieses Lemmas verlauft wie folgt: Wenn f|p nicht regulér ist, gibt es einen
Verzweigungspunkt p € D von f. Sei L(x) = 0 die Gleichung einer beliebigen Hyper-
ebene durch f(p) =: ¢. Man tiberpriift leicht, dass die Voraussetzung von Lemma 5.5
fiir die Funktion h := Lo f im Punkt p erfiillt sind. Aus Lemma 5.5 folgt somit, dass es
vier Punkte von 9D gibt, deren Bild unter f einerseits auf der gewéhlten Hyperebene
und andererseits auf f(0D) = J liegt.

Mit Hilfe von Lemma 5.6 erhélt man folgende Aussage iiber innere Verzweigungspunkte
von f.

Satz 5.7. Es sei J eine Jordankurve, fir die es ein 1 < i < n gibt, sodass J in
x;-Richtung genau zwei Kanten durchlauft. Dann ist jede zugehdrige Plateau-Lésung f
im Inneren eine reguldire Flache, sie besitzt also keine inneren Verzweigungspunkte.

Beweis. Sei g € f(D) beliebig. Da f(D) im Inneren von W liegt, gilt dies auch fiir g.
Damit schneidet die Hyperebene durch ¢ mit Normalenrichtung e; die Jordankurve J
in genau zwei Punkten (ein Punkt pro Kante von J in z;-Richtung). Nach Lemma 5.6
ist somit f|p eine regulére Flache. w.z.b.w.
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Satz 5.7 liefert ein hinreichendes Kriterium zum Ausschluss innerer Verzweigungspunk-
te von f. Es ist nicht klar, ob dies auch ein notwendiges Kriterium (fiir Jordankurven
entlang der Kanten von W) ist.

Die Fliche F besitzt keine Verzweigungspunkte auf den Riandern der Wiirfel
WY mit v e Z"

Seip e X ein Punkt, der von F' auf den Rand von W* mit v € Z™ abgebildet wird. Wie
in Abb. 24 (wenn F'(p) im Inneren einer Kante von W liegt) bzw. Abb. 25 (wenn F'(p)
eine Ecke von W ist) erhélt man eine Karte von X, in deren Bild p der Koordinatenur-

sprung ist. Wir betrachten p und F' von nun an in dieser Karte, d. h. wir identifizieren
p mit (0,0) und betrachten F' als Abbildung von D C R? nach R™.

Da F' auf ganz D differenzierbar ist und p im Inneren von D liegt, existieren alle Rich-
tungsableitungen %—f(p) mit ¥ € R?. Um zu beweisen, dass p kein Verzweigungspunkt
von F ist, reicht es zu zeigen, dass eine Richtungsableitung %—f(p) ungleich Null ist, denn
dann kann F,(p) = F,(p) = 0 nicht gelten. Um zu beweisen, dass eine Richtungsablei-
tung von F'in p ungleich Null ist, wird das Hopf-Randpunkt-Lemma verwendet (siche
z.B. [Jos98, S.37]). Formuliert man dieses Lemma direkt fiir den Laplace-Operator, so

lautet es:

Lemma 5.8. Es sei h: QU {p} — R eine im offenen Gebiet Q2 C R? harmonische
Funktion, die im Randpunkt p € OS2 stetig ist. Gilt auflerdem

o h(x) > h(p) fir alle z € Q und

e cs gibt einen Ball B.(y), dessen Inneres in S0 enthalten ist und dessen Rand den
Punkt p enthalt und

e die Ableitung von h in Richtung der inneren Normale v :=y — p des Balls B,.(y)
existiert,

dann gilt
oh

Im hier betrachteten Fall ist 2 = D" und p = (0,0) € D™

Wenn F'(p) ein Punkt im Inneren einer Kante der Wiirfelpflasterung ist, dann ist F'(D™)
eine Kopie von f(D) und liegt damit im Inneren eines Wiirfels der Wiirfelpflasterung,.
Also liegt F(p) auf dem Rand eines Wiirfels W, wihrend F(z) fiir alle z € DT im
Inneren von WV liegt, d.h. es gibt eine Koordinatenrichtung 1 < i < n mit

Fy(z) > Fi(p) Yo € D oder Fi(x) < Fy(p) Vx € D*.
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Wenn F(p) ein Eckpunkt der Wiirfelpflasterung ist, dann besteht F(D%) aus zwei
Kopien von f(D), die durch Spiegelung an einer Kante in x;-Richtung auseinander
hervorgehen. Auch in diesem Fall gilt

Fi(z) > Fi(p) Yo € D" oder Fj(x) < F(p) Vax € D*.

Da F' auf ganz D harmonisch ist und alle Richtungsableitungen von F' im Punkt p
existieren, sind die Voraussetzungen von Lemma 5.8 fiir die Funktion F; oder —F;
erfiillt. Dabei kann man B% (O, %) als den geforderten Ball wéhlen.

Aus Lemma 5.8 folgt, dass fiir die zugehdrige innere Normale v = (0,1) entweder

%(p) > ( oder %(p) < 0 erfiillt ist. In beiden Féllen gilt %(p) # 0 und damit auch

g—f(p) # 0

Somit ist p kein Verzweigungspunkt von F' und die Flache I’ besitzt keine Verzwei-
gungspunkte auf den Rédndern der Wiirfel W* mit v € Z".

Zusammen mit Satz 5.7 ergibt sich:

Satz 5.9. Es sei J eine Jordankurve, fir die es ein 1 < i < n gibt, sodass J in
x;-Richtung genau zwei Kanten durchlauft. Dann erhdlt man aus J (durch wiederholtes
Schwarz-Spiegeln einer Plateau-Lisung f) mindestens eine (requldre) Minimalfliche F.

Das Bild der Fliche f|p lasst sich als Graph darstellen

Folgender Satz soll bewiesen werden.

Satz 5.10. Es seiw die Projektion von R™ auf eine Koordinatenebene (die x;-x;-Ebene).
Wenn m die Jordankurve J auf monotone Weise auf den Rand eines Quadrates @ in
der x;-x;-Ebene abbildet, dann ist das Bild von f|p als Graph iber () darstellbar.

In diesem Zusammenhang bedeutet monoton, dass .J vertikale Stiicke enthalten darf,
die von 7 auf einen Punkt abgebildet werden. Das sind die einzigen Stellen, an denen
die Injektivitat von 7|, verletzt sein darf.

Satz 5.10 bleibt wahr, wenn 7 eine beliebige Projektion auf einen zweidimensionalen
Unterraum des R™ ist und 7 die Jordankurve J monoton auf den Rand eines beschrénk-
ten, konvexen Gebiets in diesem Unterraum abbildet. Der in Satz 5.10 beschriebene
Spezialfall ist bereits an die hier vorliegende Situation angepasst. Die Voraussetzungen
sind erfiillt, wenn J in x;- und z;-Richtung je genau zwei Kanten durchlauft und zwar
in der Reihenfolge i jij oder jiji (mit beliebigen Richtungen dazwischen). Diese Be-
dingung ist fiir eine gegebene Jordankurve J leicht zu {iberpriifen, es ist aber nicht klar,
ob sie ein notwendiges Kriterium ist.
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Einen Beweis der allgemeineren Version von Satz 5.10 im Fall n = 3 findet man unter
anderem in [Kuw98, S.48ff]. In [Oss86, S.61f.] wird die Grapheneigenschaft (fiir belie-
bige Dimensionen) unter der Voraussetzung bewiesen, dass J bereits Graph iiber dem
Rand eines konvexen Gebiets ist, d. h. dass J keine senkrechten Stiicke enthélt.

In [Nit75] findet man ebenfalls einen Beweis dieser Version, aber nur im Fall n = 3.
Dieser Beweis iibertrégt sich aber direkt auf den hier betrachteten Fall. Das zugehorige
Vorgehen soll im Folgenden kurz erlautert werden.

In [Nit75, § 398| findet man folgende Aussage.

Lemma 5.11. Es sei H: D — R? harmonisch in D und stetig in D. Weiter bilde H
den Rand von D in monotoner Weise auf den Rand eines konvezen Gebietes B C R?
ab. Dann ist H|p: D — B ein Homdomorphismus.

Im Beweis wird zunéchst das Maximumprinzip verwendet, um H (D) C B zu zeigen.
Dann wird bewiesen, dass die Funktionaldeterminante det dH in jedem Punkt von D un-
gleich Null ist. Dies geschieht indirekt, indem fiir jeden Punkt p € D mit det dH|, = 0,
eine geeignete harmonische Funktion f: D — R definiert wird. Diese Funktion erfiillt
die Voraussetzungen von Lemma 5.5 mit f(p) = 0, wihrend f hochstens auf zwei
Kreisbogen von 0D den Wert Null annimmt. Dies widerspricht der Beweisidee von
Lemma 5.5.

Weiter sieht man, dass jeder Punkt von B ein Bildpunkt von H ist, da die Menge der
Bildpunkte abgeschlossen und offen (wegen det dH # 0 und dem Satz iiber die Um-
kehrabbildung) ist.

Aus det dH # 0 ergibt sich weiter, dass H eine Uberlagerung ist. Mit einem Liftungs-
argument kann gezeigt werden, dass jeder Punkt von B nur ein Urbild unter H hat.
Dabei wird verwendet, dass der Urbildraum D zusammenhadngend und der Bildraum B
einfach zusammenhéngend ist. Das beendet den Beweis von Lemma 5.11.

Zum Beweis von Satz 5.10 muss man nur noch feststellen, dass unter den gegebenen
Voraussetzungen die Abbildung H := mo f: D — @ alle Voraussetzungen von Lem-
ma 5.11 erfiillt. Somit bildet H = wo f die Kreisscheibe D hom&omorph auf COQ ab. Das
bedeutet: Das Bild von f|p ist als Graph iiber COQ darstellbar.

Sind die Voraussetzungen von Satz 5.10 erfiillt, so folgt weiter, dass o f|p  und damit
auch f|p und f injektiv sind. Weiterhin ist f auf dem kompakten Gebiet D definiert.
Wie in Kapitel 4 ergibt sich also aus Satz 4.15, dass f in diesem Fall eingebettet ist.
Also gilt:

Korollar 5.12. Es sei m die Projektion von R™ auf eine Koordinatenebene (die
x;-xj-Ebene). Wenn © die Jordankurve J auf monotone Weise auf den Rand eines
Quadrates Q in der x;-x;-Ebene abbildet, dann ist jede Plateau-Lésung f: D — R™ mit
Rand J injektiv und damit auch eingebettet.

Sind die Voraussetzungen von Korollar 5.12 erfiillt, so kdnnen also alle Ergebnisse aus
Kapitel 4 verwendet werden. Insbesondere handelt es sich bei der gespiegelten Fliache F
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um eine n-fach periodische Fliche (siehe Korollar 4.54), die genau dann eingebettet ist,
wenn die entsprechende Bedingung aus Theorem 4.85 erfiillt ist.

5.1 Entstehung n-fach periodischer, eingebetteter
Minimalflachen aus einer gegebenen Jordankurve J

Bei den bisherigen Betrachtungen sind drei Bedingungen an die Jordankurve J aufge-
treten:

(i) Es gibt eine Koordinatenrichtung, in welcher die Jordankurve J genau zwei Kan-
ten durchlauft.

(ii) Es gibt eine Koordinatenebene, sodass die Projektion von J auf diese Ebene ein
Quadrat monoton durchlauft. Das heifst, es gibt zwei Koordinatenrichtungen x;
und z;, sodass J in beide Richtungen genau zwei Kanten durchlduft und zwar in
der Reihenfolge 7 jij oder jij1i.

(iii) Die Bedingungen an J fiir die Einbettung von F' aus Theorem 4.85 sind erfiillt.
Man erkennt sofort, dass (i) aus (ii) folgt.

Sind also die Bedingungen (ii) und (iii) fiir eine Jordankurve J erfiillt, so erhélt man
aus J durch die beschriebene Konstruktion mindestens eine n-fach periodische, einge-
bettete Minimalfliche F'. Die beiden Bedingungen lassen sich dabei fiir eine konkrete
Jordankurve leicht iiberpriifen. Man beachte, dass (iii) eine notwendige Bedingung fiir
die Einbettung von F ist, wihrend nicht klar ist, ob dasselbe fiir die Bedingung (ii)
gilt.

Auch ist unklar, ob die Flache F' durch J eindeutig bestimmt ist. Der bekannte Be-
weis der Eindeutigkeit eines minimalen Graphen in Dimension drei {ibertrégt sich nicht
auf hohere Dimensionen. Es ist also moglich, dass mehrere Plateau-Losungen zu einer
Jordankurve J existieren. In diesem Fall wiirde man durch Spiegelung auch mehrere
periodische Minimalflichen F' erhalten.

In [LO77] wird gezeigt, dass es tatsdchlich Jordankurven gibt, die mehrere minimale
Graphen beranden. Die dort konstruierte Kurve verlauft aber nicht auf Kanten eines
Wiirfels.

Es bleibt noch zu erwéhnen, dass die zusitzliche Bedingung (ii), die man fir Mini-
malflichen erhélt, vermutlich keine grofe Rolle spielt. Die Kurven JY, J? und J? aus
Bemerkung 4.92 sind alle bislang bekannten Beispiele, die (iii) erfiillen. Fiir diese Kur-
ven ist aber auch (ii) erfiillt.

Insbesondere gibt es in jeder Dimension Jordankurven J, die (ii) und (iii) erfiillen.
Fiir jedes n gibt es damit Beispiele fiir eingebettete, n-fach periodische Minimalfiachen
in R™ die durch wiederholtes Schwarz-Spiegeln einer Plateau-Losung entstehen.
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Erfiillt eine Jordankurve J die Bedingung (i), so entsteht aus ihr eine reguldre Mini-
malfliche F'. Dabei ist nicht von Bedeutung, ob (ii) und (iii) erfiillt sind.

Ist (i) erfiillt, so ist F' auferdem eine n-fach periodische Fliche, diese muss aber nicht
eingebettet sein. Wiederum ist nicht klar, ob (i) eine notwendige Bedingung fiir die
Entstehung einer Minimalfldche ist.

Die Bedingung (i) ist leicht zu iiberpriifen und fiir sehr viele Jordankurven J erfiillt.
Damit sie verletzt ist, muss J mindestens 4n Kanten durchlaufen. Fiir n = 3 ist das
nicht mdéglich. Fiir n = 4 ist es nur moglich, wenn J die maximale Kantenanzahl 16
erreicht. Tatséchlich kann bewiesen werden, dass es im vierdimensionalen Fall (bis auf
Symmetrie) nur genau eine Kurve gibt, die Bedingung (i) verletzt. Diese ist in Abb. 26
dargestellt.

J = 1423431321412324

Abbildung 26: Die einzige Jordankurve in R*, welche in jede Koordinatenrichtung genau vier Kanten
durchlauft.

Fiir n < 4 entsteht also, abgesehen von einer Ausnahme, aus jeder Jordankurve minde-
stens eine regulére n-fach periodische Minimalfliche. Erhoht man die Dimension weiter,
so gibt es allerdings mehr Jordankurven mit mindestens 4n Kanten.

Dennoch ist klar, dass in jeder Dimension aus jeder Jordankurve J mit einer Kanten-
anzahl zwischen 2n und 4n — 1 mindestens eine regulire, periodische Minimalfiiche
entsteht. Das liefert eine grofse Anzahl von Beispielen.
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