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Einleitung

Die v orliegende Arb eit b ehandelt F ragestellungen, die zum Themenkreis der Appro ximation

v on gegeb enen Punktdaten mit rationalen B-Splinekurv en o der -


•

ac hen geh

•

oren. Rationa-

le Darstellungen v on F reiformkurv en und -


•

ac hen w erden zunehmend in CAD-Systemen

eigesetzt, da sie v erglic hen mit in tegralen Kurv en und Fl

•

ac hen b ei gleic her Segmen tanzahl

mehr F reiheitsgrade b esitzen, die zum Beispiel als zus

•

atzlic he Designparameter gen utzt w er-

den k

•

onnen, und Kegelsc hnitte, Quadrik en so wie Rotations


•

ac hen exakt darstellen k

•

onnen

(s. u. a. [19]). In einem T eilgebiet des CA GD (Computer Aided Geometric Design), dem Re-

v erse Engineering, in dem ausgehend v on mit einem Me�system abgetasteten Punkten der

Ob er


•

ac he eines Ob jekts, z. B. eines Karosserieteils eines Autos, v ersuc h t wird diese Ob er-




•

ac he als mathematisc he Fl

•

ac hendarstellung zu rek onstruieren, spielt daher die Appro xima-

tion v on Punktdaten eine zen trale Rolle. Auc h hier k

•

onnen rationale B-Splinedarstellungen

aufgrund ihrer h

•

oheren Anzahl v on F reiheitsgraden v orteilhaft v erw endet w erden, z. B. um

rotationssymmetrisc h gelegene Punkte mit exakten Rotations


•

ac hen zu appro ximieren ([6 ],

[20 ]).

Bisher b ek ann te V erfahren (z. B. [14], [16 ], [22], [25 ]), die rationale B-Splines zur Ap-

pro ximation v erw enden, lassen sic h wie folgt c harakterisieren: [14], [25] (s. a. Kapitel 1) b e-

n utzen n umerisc he Metho den (Newton-, Gradien ten v erfahren), um die F ehlerquadratsumme

P

( X () � P

i

)

2

zu minimieren (nic h tlineares Optimierungsproblem). X () := R () =S () ist die

P arameterdarstellung einer rationalen B-Splinekurv e o der -


•

ac he und P

i

sind die v orgeb e-

nen Punkte. Der Z

•

ahler R () und der Nenner S () b estehen aus Lineark om binationen v on

B-Splinefunktionen, deren v ektorw ertige (de Bo or-Punkte) o der sk alare Ko e�zien ten (Ge-

wic h te) die Optimierungsv ariablen sind. [16] geh t v on den linearen Gleic h ungen R () = S () P

i

aus, um die de Bo or-Punkte und Gewic h te zu b estimmen. Bei der L

•

osung dieses (

•

ub erb e-

stimm ten) Gleic h ungssytems m

•

ussen mehrere linerare Systeme, ab er auc h ein nic h tlineares

Optimierungsproblem gel

•

ost w erden, um p ositiv e Gewic h te zu gew

•

ahrleisten. Die Bestim-

m ung p ositiv er Gewic h te b ei der Appro ximation mit rationalen B-Splines ist eine f

•

ur die

Praxis un b edingt not w endige F orderung (s. u.). In [22] (s. Kapitel 1) en tsteh t durc h Multi-

plik ation mit dem Nenner S () ein lineares Optimierungsproblem. Alle eb en b esc hrieb enen

V erfahren b esitzen einen o der mehrere der folgenden Nac h teile: hoher Berec hn ungsaufw and,

hoher Sp eic herplatzb edarf, n umerisc he V erfahrensfehler, Besc hr

•

ankung der Ordn ung der B-

Splinefunktionen und un brauc h bare L

•

osungen (z. B. Nullstellen im Nenner S ()). W egen die-

ser Nac h teile ist das jetzt zu pr

•

asen tierende rationale Appro ximationsv erfahren mit dem Ziel

en t wic k elt w orden, da� es einen m

•

oglic hst geringen Rec henaufw and (lineares Optimierungs-

problem) hat, einen geringen Sp eic herv erbrauc h hat, die Ordn ung der B-Splinefunktionen

k einer Besc hr

•

ankung un terliegt und es p ositiv e Gewic h te liefert. Dab ei sollen die de Bo or-

1



2 EINLEITUNG

Punkte und die Gewic h te Optimierungsv ariablen sein. Dieses V erfahren h

•

alt die Zielv orga-

b en ein. In den folgenden Kapiteln wird es n un zusammen mit daraus abgeleiteten o der

darauf aufbauenden V erfahren, die zur Appro ximation mit rationalen B-Splinekurv en und

-


•

ac hen mit Erfolg einsetzbar sind, im Detail v orgestellt.

Das erste Kapitel b efa�t sic h mit der Appro ximation mit rationalen B-Splinekurv en.

Hier wird mittels homogener Ko ordinaten eine Zielfunktion en t wic k elt, deren Minimierung

auf ein regul

•

ares lineares System f

•

uhrt und p ositiv e Gewic h te als L

•

osungen sic herstellt.

Die Garan tie p ositiv er Gewic h te b ei rationalen B-Splinekurv en hat zur F olge, da� sie f

•

ur

die Praxis wic h tige geometrisc he Eigensc haften wie z. B. k on v exe H

•

ulle-Eigensc haft usw.

(s. [11 ]) der in tegralen Kurv en b eib ehalten. W eiter wird gezeigt, da� diese Zielfunktion f

•

ur

Gewic h te gleic h Eins n

•

aherungsw eise euklidisc he Abstandsquadrate b esc hreibt.

Im n

•

ac hsten Kapitel w erden die Ergebnisse v on Kapitel 1 auf die Appro ximation mit

rationalen B-Spline


•

ac hen

•

ub ertragen, um auc h ein Appro ximationsv erfahren f

•

ur den wic h-

tigen Fl

•

ac henfall zu erhalten.

In Kapitel 3 wird ein L

•

osungsansatz f

•

ur das Problem der Bestimm ung der Segmen-

tanzahl f

•

ur die B-Splineappro ximation mit Kurv en (rational o der in tegral) erl

•

autert. Bei

v orgeb ener F ehlertoleranz " wird mit einem abgew andelten Sek an ten v erfahren eine Stelle �s

der F unktion f ( s ) := F

s

� " mit f ( � s ) � 0 b estimm t, w ob ei F

s

die Summe der F ehlerqua-

drate o der der maximale F ehler zwisc hen der Appro ximationskurv e mit s Segmen ten und

den V orgab epunkten ist. Somit ist eine �s -segmen tige Appro ximationskurv e gefunden, die

die F ehlertoleranz " einh

•

alt.

Das Sc hlu�k apitel b ehandelt die Appro ximation v on v orgeb enen Fl

•

ac henpunkten P

i

=

Y ( u

i

; v

i

) mit einer T rimmkurv e Y ( C ( t )). Y ( u; v ) ist die P arameterdarstellung einer Fl

•

ac he

und C ( t ) die P arameterdarstellung einer rationalen B-Splinekurv e in der P arametereb e-

ne der Fl

•

ac he. Durc h Linearisierung des F ehlerquadrats ( Y ( C ( t

i

)) � P

i

)

2

und geeignete

Absc h

•

atzung lassen sic h die Ergegnisse aus Kapitel 1

•

ub ertragen, so da� ein lineares Opti-

mierungsproblem en tsteh t.

Mein b esonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Hosc hek f

•

ur die freundlic he Un terst

•

utzung

so wie die zahlreic hen Anregungen und Hin w eise, die diese Arb eit mit erm

•

oglic h t hab en.

W eiter m

•

oc h te ic h mic h b ei den Sekret

•

arinnen F rau E. Kni�ki und F rau S. Drexler und

allen Mitarb eitern der A G 3, u. a. b ei Herrn Dipl.-Math. U. Dietz, der mir die Beispiele der

in tegralen Fl

•

ac henappro ximation in Absc hnitt 2.3.2 mit seinem V erfahren erstellt hat, f

•

ur

die angenehme und hilfsb ereite A tmosph

•

are b edank en.



Kapitel 1

Appro ximation mit rationalen

B-Splinekurv en

Zum Thema Appro ximation mit rationalen Kurv en sind im Rahmen des CA GD sc hon einige

Beitr

•

age v er

•

o�en tlic h t w orden ([14], [16], [22], [25]). Bei dieser F ragestellung handelt es sic h

kurz gesagt darum, eine rationale Kurv e X ( t ) := R ( t ) =S ( t ) 2 I R

l

( l = 2 ; 3) zu �nden,

die gegeb ene Punkte P

i

2 I R

l

( i = 0 ; : : : ; m ) im diskreten F all o der eine gegeb ene Kurv e

f ( t ) 2 I R

l

im k on tin uierlic hen F all m

•

oglic hst gut appro ximiert. Der Z

•

ahler R ( t ) und der

Nenner S ( t ) b estehen aus p olynomialen Basis(-Spline)funktionen, deren v ektorw ertige o der

sk alare Ko e�zien ten b ei der Appro ximation zu b estimmen sind.

Diesen Themen b ereic h b ehandeln un ter anderem die Arb eiten v on [25] und [22]. In [25]

w erden die euklidisc hen Abstandsquadrate

m

X

i =0

( X ( t

i

) � P

i

)

2

minimiert. Dieses nic h tlineare Optimierungsproblem wird in aufw endigen Sc hritten mit Hilfe

der Pseudo-In v ersen einer Matrix linearisiert und dann iterativ gel

•

ost (s. [25 ]). Das V erfah-

ren hat folgende gewic h tige Nac h teile: einen hohen Rec henaufw and, der sic h durc h lange

CPU-Zeiten insb esondere b ei gro�en Punktanzahlen ( i > 100) b emerkbar mac h t, hoher

Sp eic herplatzv erbrauc h b ei gro�en Punktanzahlen und die Besc hr

•

ankung auf P olynomgra-

de < 4.

[22] v erfolgt einen anderen Ansatz. Um v on v ornherein ein nic h tlineares Problem zu

v ermeiden, wird mit dem Nenner S ( t ) v on X ( t ) durc hm ultipliziert und im k on tin uierlic hen

F all

Z

b

a

( R ( t ) � S ( t ) f ( t ))

2

dt

minimiert. Der Ansatz ist leic h t auf den diskreten F all

•

ub ertragbar. Das V erfahren hat einen

geringen Rec henaufw and (L

•

osung eines linearen Gleic h ungssystems). Negativ ins Gewic h t

f

•

allt ab er die T atsac he, da� das V erfahren in manc hen F

•

allen dazu neigt, den Nenner S ( t )

zu Null w erden zu lassen. Das hat f

•

ur die rationale Kurv e P olstellen zur F olge, so da� die

Kurv e f

•

ur An w endungen un brauc h bar ist.

Aufgrund der dargestellten Probleme b ei diesen Metho den wurde das nac hstehende Ap-

pro ximationsv erfahren un ter den folgenden V orgab en en t wic k elt:

3



4 KAPITEL 1. APPR O XIMA TION MIT RA TIONALEN B-SPLINEKUR VEN

(i) de Bo or-Punkte und Gewic h te sind Optimierungsparameter

(ii) m

•

oglic hst geringer Rec henaufw and (lineares Optimierungsproblem)

(iii) Ordn ung der B-Splinekurv e un terliegt (prinzipiell) k einer Besc hr

•

ankung

(iv) es sollen p ositiv e Gewic h te erzeugt w erden, um die b ek ann ten Eigensc haften der B-

Splines zu erf

•

ullen

1.1 Das Appro ximationsproblem

Gegeb en sind m + 1 Punkte im reellen euklidisc hen Raum E

3

mit den k artesisc hen Ko ordi-

naten P

i

:= ( p

ix

; p

iy

; p

iz

)

>

2 I R

3

und den P arameterw erten t

i

, f

•

ur die gilt t

0

< t

1

< � � � < t

m

.

Gesuc h t ist die rationale B-Splinekurv e der Ordn ung k (s. a. [11 ]) gegeb en durc h

X ( t ) :=

n

X

j =0

h

j

d

j

N

j k

( t )

n

X

j =0

h

j

N

j k

( t )

; d

j

:=

0

B

@

d

j x

d

j y

d

j z

1

C

A

Die d

j

sind die de Bo or-Punkte und die h

j

die Gewic h te. Die B-Splinefunktionen N

j k

der

Ordn ung k sind dab ei

•

ub er dem Knoten v ektor

T := ( �

0

= : : : = �

k � 1

; �

k

; : : : ; �

n

; �

n +1

= : : : = �

n + k

) ; n � k � 1

de�niert und es gilt n < m so wie t

0

= �

0

, t

m

= �

n +1

. Au�erdem sollen die P arameterw erte t

i

die Sch

•

onb er g-Whitney Bedingungen erf

•

ullen, die sp

•

ater in Absc hnitt 1.2 b en

•

otigt w erden:

es m u� also eine geordnete T eilmenge f s

0

; : : : ; s

n

g � f t

0

; : : : ; t

m

g mit s

0

< s

1

< � � � < s

n

existieren, so da�

�

j

< s

j

< �

j + k

( j = 0 ; : : : ; n )

gilt. Nun k

•

onnen Punkte des E

3

durc h V erw endung homo gener Ko or dinaten in den reellen

pro jektiv en Raum P

3

eingeb ettet w erden: Ein Punkt im E

3

mit den k artesisc hen Ko ordi-

naten

Y =

0

B

@

y

x

y

y

y

z

1

C

A

erh

•

alt dann im P

3

die homogenen Ko ordinaten

�

Y =

0

B

B

B

@

y

0

y

1

y

2

y

3

1

C

C

C

A

= �

0

B

B

B

@

1

y

x

y

y

y

z

1

C

C

C

A

( � 2 I R n f 0 g )

Das Appro ximationsproblem b esteh t jetzt darin, eine geeignete Zielfunktion

�

F := F + �G � ! min (

�

F 2 C

2

; � > 0 ; fest gew

•

ahlt ) (1.1)



1.2. BESTIMMUNG EINER ZIELFUNKTION 5

mit

F :=

m

X

i =0

Q (

�

X ( t

i

) ;

�

P

i

)

und der Neb en b edingung G zu minimieren, so da� die rationale B-Splinekurv e die gegeb enen

Punkte m

•

oglic hst gut appro ximiert. In (1.1) sind

�

X ( t ) und

�

P

i

homogene Ko ordinaten der

gesuc h ten rationalen B-Splinekurv e und der gegeb enen Punkte. Die F unktion Q � 0 dien t

dazu, einen Abstand zwisc hen zw ei Punkten in homogenen Ko ordinaten b esc hreib en, G

soll ein Gewic h tsk on trollterm sein und der F aktor � steuert den Ein
u� des Kon trollterms.

Die Einf

•

uhrung v on G und � hat zum Ziel, da� die Minimierung v on (1.1) p ositiv e Ge-

wic h te h

j

liefert. Im n

•

ac hsten Absc hnitt wird die En t wic klung einer geeigneten Zielfunktion

dargestellt.

1.2 Bestimm ung einer Zielfunktion

In (1.1) wird gew

•

ahlt

�

X ( t ) :=

0

B

B

B

@

P

n

j =0

h

j

N

j k

( t )

P

n

j =0

�

d

j x

N

j k

( t )

P

n

j =0

�

d

j y

N

j k

( t )

P

n

j =0

�

d

j z

N

j k

( t )

1

C

C

C

A

;

�

P

i

:= c

i

0

B

B

B

@

1

p

ix

p

iy

p

iz

1

C

C

C

A

(1.2)

mit

�

d

j x

:= h

j

d

j x

,

�

d

j y

:= h

j

d

j y

,

�

d

j z

:= h

j

d

j z

und no c h festzulegenden c

i

.

In der Einf

•

uhrung des Kapitels wurde un ter anderem gefordert, ein lineares Optimie-

rungsproblem zu en t w erfen und damit einen g

•

unstigen Rec henaufw and zu hab en. Um b eim

Aufstellen der not w endigen Bedingungen zur Minimierung v on (1.1) ein lineares System zu

erhalten, d

•

urfen die Optimierungsv ariablen h

j

,

�

d

j x

,

�

d

j y

und

�

d

j z

n ur linear o der quadratisc h

in Q auftreten. F unktionen dieser Art sind im w esen tlic hen quadratisc he F ormen in

�

X ( t ).

F

•

ur Q wird daher angesetzt

Q (

�

X ;

�

Y ) :=

3

X

i;j;k ;l =0

a

k l

ij

x

i

x

j

y

k

y

l

(1.3)

In (1.3) sind

�

X ,

�

Y homogene Ko ordinaten zw eier b eliebiger Punkte in P

3

.

Wir stellen folgende sinn v olle F orderungen an Q :

(i) Q ist eine quadratisc he F orm in

�

X bzw. in

�

Y .

= ) a

k l

ij

= a

k l

j i

; a

k l

ij

= a

l k

ij

(ii) Q (

�

X ;

�

Y ) = Q (

�

Y ;

�

X ) (Symmetrie)

= ) a

k l

ij

= a

ij

k l

(iii) Besc hreib en die Ko ordinaten

�

X und

�

Y den selb en Punkt, so soll Q v ersc h winden, d. h.

Q (

�

X ; �

�

X ) = �

2

3

X

i;j;k ;l =0

a

k l

ij

x

i

x

j

x

k

x

l

= 0 (In terp olationseigensc haft )



6 KAPITEL 1. APPR O XIMA TION MIT RA TIONALEN B-SPLINEKUR VEN

Aus der letzten F orderung ergeb en sic h folgende Gleic h ungen f

•

ur die Ko e�zien ten a

k l

ij

:

8 a

k l

ij

+ 8 a

j l

ik

+ 8 a

j k

il

= 0 ( k 6= l 6= i 6= j ) (1.4)

4 a

k k

ij

+ 8 a

k j

ik

= 0 ( k 6= i 6= j ) (1.5)

2 a

k k

ii

+ 4 a

ik

ik

= 0 ( k 6= i ) (1.6)

4 a

k k

ik

= 0 ( k 6= i ) (1.7)

a

k k

k k

= 0 (1.8)

Man sieh t das b eispielsw eise f

•

ur die Gleic h ungen (1.5) so: W egen (iii) m

•

ussen die Ko e�zi-

en ten v on x

2

k

x

i

x

j

( k 6= i 6= j ) aufsummiert Null sein. Aufgrund der F orderungen (i), (ii)

gibt es n ur die zw ei v ersc hiedenen Ko e�zien ten a

k k

ij

, a

k j

ik

. Der Ko e�zien t a

k k

ij

tritt 4-fac h,

der Ko e�zien t a

k j

ik

8-fac h auf. Deshalb gilt (1.5). F

•

ur k 6= i 6= j hat man 12 Gleic h ungen

und es gibt insgesam t 4 � 12 + 8 � 12 = 144 Ko e�zien ten f

•

ur x

2

k

x

i

x

j

. Auf diese W eise er-

geb en sic h auc h die restlic hen Gleic h ungen (1.4),(1.6)-(1.8). In der folgenden T ab elle sind

die Ergebnisse aus F orderung (iii) zusammengefasst. In der ersten Spalte sind die zu den

Ko e�zien ten geh

•

origen Ko ordinatenpro dukte, z. B. in der ersten Zeile x

k

x

l

x

i

x

j

, und der

en tsprec hende Gleic h ungst yp aufgelistet. In der zw eiten Spalte sieh t man die Anzahl der

Ko e�zien ten zum jew eiligen Ko ordinatenpro dukt. Die dritte Spalte zeigt die Anzahl der

v ersc hiedenen Ko e�zien ten. In der letzten Spalte steh t die Anzahl der Gleic h ungen zum

Gleic h ungst yp aus der ersten Spalte. Die letzte Zeile der T ab elle zeigt in den Spalten 2,3

und 4 die jew eiligen aufsummierten Anzahlen. Aus der Di�erenz der W erte der dritten und

vierten Spalte 55 � 35 = 20 erh

•

alt man 20 F reiheitsgrade f

•

ur die W ahl der Ko e�zien ten a

k l

ij

.

Ko e�zien ten v on, Gleic h ung Anzahl der

Ko e�zien ten

Anzahl der

v ersc hiedenen

Ko e�zien ten

Anzahl der

Gleic h ungen

x

k

x

l

x

i

x

j

( k 6= l 6= i 6= j )

Gl. (1.4)

24 3 1

x

2

k

x

i

x

j

( k 6= i 6= j )

Gl. (1.5)

144 24 12

x

2

k

x

2

i

( k 6= i )

Gl. (1.6)

36 12 6

x

3

k

x

i

( k 6= i )

Gl. (1.7)

48 12 12

x

4

k

Gl. (1.8)

4 4 4

P

= 256

P

= 55

P

= 35
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W erden die Ko ordinaten

�
z =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

z

0

z

1

z

2

z

3

z

4

z

5

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

x

0

y

1

� x

1

y

0

x

0

y

2

� x

2

y

0

x

0

y

3

� x

3

y

0

x

1

y

2

� x

2

y

1

x

1

y

3

� x

3

y

1

x

2

y

3

� x

3

y

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(1.9)

in V erbindung mit der quadratisc hen F orm Q

�

des I R

6

Q

�

(
�
z ) =

�
z

>

C
�
z =

5

X

i;j =0

c

ij

z

i

z

j

; C = C

>

= ( c

ij

) ( i; j = 0 ; : : : ; 5) (1.10)

eingef

•

uhrt, so zeigt sic h durc h Umrec hnen in die Darstellung (1.3), da� Q

�

(
�
z ) die Gleic h un-

gen (1.4)-(1.8) erf

•

ullt. Gibt man sic h umgek ehrt in den Gleic h ungen (1.4) z. B. a

23

01

und a

13

02

,

in (1.5) die a

k k

ij

und in (1.6) die a

k k

ii

v or (20 F reiheitsgrade), dann erh

•

alt man

0

B

@

c

05

c

14

c

23

1

C

A

=

0

B

@

2 a

13

02

2 a

23

01

0

1

C

A

+ a

0

B

@

1

� 1

1

1

C

A

( a 2 I R) (1.11)

c

01

= a

00

12

c

02

= a

00

13

c

12

= a

00

23

c

03

= � a

11

02

c

04

= � a

11

03

c

34

= a

11

23

c

13

= a

22

01

c

15

= � a

22

03

c

35

= � a

22

13

c

24

= a

33

01

c

25

= a

33

02

c

45

= a

33

12

c

00

= a

00

11

c

11

= a

00

22

c

22

= a

00

33

c

33

= a

11

22

c

44

= a

11

33

c

55

= a

22

33

Die bisherigen

•

Ub erlegungen lassen sic h zusammenfassen in

Satz 1.2.1 Je de F unktion Q der F orm (1.3) ,die die Be dingungen (i){(iii) erf

•

ul lt, l

•

a�t

sich dur ch eine quadr atische F orm Q

�

(
�
z ) =

�
z

>

C
�
z mit

�
z aus (1.9) darstel len.

Setzt man in (1.11) a

13

02

= a

23

01

= 0 und a = 1 folgt

z

0

z

5

� z

1

z

4

+ z

2

z

3

= 0 (1.12)

In der Literatur, z. B. [10], w erden die Ko ordinaten (1.9) als Pl

•

ucker-Ko or dinaten und

die Gleic h ung (1.12) als Pl

•

ucker-Quadrik b ezeic hnet (s. a. [21]). Die Pl

•

uc k er-Ko ordinaten

k

•

onnen als homogene Ko ordinaten eines Punkts des 5-dimensionalen reellen pro jektiv en

Raums P

5

gedeutet w erden. Genauer gesagt: Ist g eine Gerade des P

3

, die durc h zw ei auf

ihr liegenden Punkten mit den pro jektiv en Ko ordinaten

�

X und

�

Y b estimm t ist, dann wird

g , gegeb en durc h (

�

X ;

�

Y ), mit f : (

�

X ;

�

Y ) 7� !
�
z auf einen Punkt G 2 P

5

mit den Pl

•

uc k er-

Ko ordinaten
�
z abgebildet. G liegt auf der Pl

•

uc k er-Quadrik. Die Abbildung f ist sinn v oll

de�niert, d. h. unabh

•

angig v on der W ahl der b eiden Geradenpunkte und Multiplik ation der

Punktk o ordinaten mit einer reellen Zahl ungleic h Null ist das Bild v on g un ter f immer
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derselb e Punkt G . Die Geraden des P

3

w erden durc h f bijektiv auf die Punkte der Pl

•

uc k er-

Quadrik abgebildet.

Im Hin blic k auf das Minimierungsproblem (1.1) wird v on Q in (1.3) no c h v erlangt

(iv) Q (

�

X ;

�

Y ) > 0, w enn

�

Y 6= �

�

X ( � 6= 0,

�

X ;

�

Y 6= 0 )

Da f

•

ur die Pl

•

uc k er-Ko ordinaten (1.9) gilt:

�

Y = �

�

X = )
�

z = 0 ;

folgt, da� die Matrix C in (1.10) v ollen Rang hat und der Bedingung
�
z

>

C
�
z > 0 f

•

ur
�
z 6= 0

gen

•

ugt. Damit erhalten wir das

Korollar 1.2.2 Erf

•

ul lt Q die Be dingungen (i){(iv) , dann ist Q

�

eine p ositiv de�nite

quadr atische F orm.

Es gen

•

ugt aufgrund des sp

•

ater folgenden Satzes 1.2.3, die Matrix C als Einheitsmatrix, der

einfac hsten p ositiv de�niten Matrix, zu w

•

ahlen. Die Abstandsfunktion F b esitzt dann die

Gestalt

F =

m

X

i =0

�

P

2

i

�

�

X

2

( t

i

) �

(

�

X ( t

i

) �

�

P

i

)

2

�

P

2

i

�

mit � als Sk alarpro dukt des I R

4

. Damit F unabh

•

angig v om Betragsquadrat der

�

P

i

wird,

w erden die c

i

aus (1.2) als Normierungsfaktoren gew

•

ahlt. Die Appro ximationspunkte m

•

ogen

also die homogenen Ko ordinaten

�

P

i

=

1

q

1 + p

2

ix

+ p

2

iy

+ p

2

iz

0

B

B

B

@

1

p

ix

p

iy

p

iz

1

C

C

C

A

(1.13)

hab en und mit den Bezeic hn ungen

�

X ( t ) =

 

x

0

( t )

�
x ( t )

!

;
�

x ( t ) =

0

B

@

P

n

j =0

�

d

j x

N

j k

( t )

P

n

j =0

�

d

j y

N

j k

( t )

P

n

j =0

�

d

j z

N

j k

( t )

1

C

A

; x

0

( t ) =

n

X

j =0

h

j

N

j k

( t )

hat die Abstandsfunktion F sc hlie�lic h die F orm

F =

m

X

i =0

�

X

2

( t

i

) � (

�

X ( t

i

) �

�

P

i

)

2

=

m

X

i =0

x

2

0

( t

i

) +
�

x

2

( t

i

) �

1

1 + P

2

i

( x

0

( t

i

) +
�

x ( t

i

) � P

i

)

2

(1.14)

F bzw. Q k ann geometrisc h gedeutet w erden: Abbildung 1.1 zeigt die Situation im P

3

in

der x

0

- x

1

-Eb ene. Die Punkte

�

X ( t

i

) und

�

P

i

sind Geraden durc h den Ursprung. Der Abstand

Q k ann hier so form uliert w erden

Q (

�

X ( t

i

) ;

�

P

i

) =

�

X

2

( t

i

) � (

�

X ( t

i

) �

�

P

i

)

2

= sin

2

(

6

�

X ( t

i

) ;

�

P

i

)

�

X

2

( t

i

)
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x

1

x

0

x

0

= 1

�

X ( t

i

)

�

P

i

j X ( t

i

) � P

i

j

q

Q (

�

X ( t

i

) ;

�

P

i

)

�

Abbildung 1.1: Geometrisc he Deutung v on F bzw. Q

und

p

Q ist damit die Gegenk athete des eingezeic hneten rec h t winkligen Dreiec ks. Man er-

k enn t, da� f

•

ur v om Betrag her kleine x

1

-Ko ordinaten v on

�

X ( t

i

),

�

P

i

, d. h. X ( t

i

), P

i

b e�nden

sic h in der N

•

ahe des Ko ordinaten ursprungs, kleine Abst

•

ande

p

Q auc h kleine euklidisc he

Abst

•

ande j X ( t

i

) � P

i

j b edeuten. Diese wic h tige Beobac h tung wird un ten im Satz 1.2.3

pr

•

azisiert.

F ist eine quadratisc he F orm in den V ariablen h

j

,

�

d

j x

,

�

d

j y

und

�

d

j z

. Indem die P arame-

terw erte t

i

den Sch

•

onb er g-Whitney Bedingungen gen

•

ugen, ist gesic hert, da� aus

�

X ( t

i

) = 0

( i = 0 ; : : : ; m ) folgt h

j

= 0,

�

d

j x

= 0,

�

d

j y

= 0 und

�

d

j z

= 0. W eil F den Bedingungen

(iii), (iv) gen

•

ugt, ist F p ositiv semide�nit. F ist sogar p ositiv de�nit, w enn die rationale

B-Splinekurv e mindestens einen der gegeb enen Punkte

�

P

i

( i = 0 ; : : : ; m ) nic h t in terp olieren

k ann.

F ist in v arian t gegen

•

ub er Dreh ungen des E

3

: Ist D eine orthogonale Drehmatrix, dann

ergibt sic h

m

X

i =0

x

2

0

( t

i

) +
�

x

>

( t

i

) D

>

D
�

x ( t

i

) �

1

1 + P

>

i

D

>

DP

i

( x

0

( t

i

) +
�

x

>

( t

i

) D

>

DP

i

)

2

=

m

X

i =0

x

2

0

( t

i

) +
�

x

2

( t

i

) �

1

1 + P

2

i

( x

0

( t

i

) +
�

x ( t

i

) � P

i

)

2

F ist ab er nic h t in v arian t gegen

•

ub er T ranslationen des E

3

. Es ist jedo c h f

•

ur die Appro ximati-

on aus geometrisc her Sic h t eine sehr w esen tlic he F orderung, da� die rationale B-Splinekurv e

X ( t ) als L

•

osung des Minimierungsproblems (1.1)

•

ahnlic hk eitsin v arian t zu den gegeb enen
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Punkten ist. Um dieser F orderung zu gen

•

ugen, wird deshalb v or dem Appro ximationspro-

ze� die folgende Ko ordinaten transformation durc hgef

•

uhrt:

(i) der Ko ordinaten ursprung des neuen Ko ordinatensystems ist der Sc h w erpunkt der

Punkte P

i

(ii) gleic hm

•

a�ige Sk alierung der Punktk o ordinaten so, da� j P

i

j � d ( i = 0 ; : : : ; m )

Die Konstan te d wird sp

•

ater festgelegt. Nac h dem Appro ximationsproze� w erden die Punkte

P

i

und die gew onnene rationale B-Splinekurv e mit der zu (i), (ii) in v ersen Ko ordinaten trans-

formation zur

•

uc ktransformiert.

Eine w eitere w esen tlic he Eigensc haft, die die W ahl v on F rec h tfertigt, resultiert aus dem

n

•

ac hsten

Satz 1.2.3 Im F al l einer inte gr alen B-Splinekurve X ( t ) =
�

x ( t ) und Appr oximations-

punkten P

i

mit Norm j P

i

j < " ( i = 0 ; : : : ; m ) b eschr eibt F n

•

aherungsweise die Summe der

euklidischen A bstandsquadr ate zwischen den Kurven- und den Appr oximationspunkten. Die

Konver genzor dnung von (1.16) ist O ( j P

i

j

2

) .

Bev or wir den Satz b ew eisen, stellen wir den folgenden Hilfssatz b ereit:

Hilfssatz 1.2.4 Die Summanden von F erf

•

ul len die Gleichung

�

X

2

( t

i

) � (

�

X ( t

i

) �

�

P

i

)

2

= (
�

x ( t

i

) � x

0

( t

i

) P

i

)

2

�

P

2

i

1 + P

2

i

�

(
�

x ( t

i

) � x

0

( t

i

) P

i

) �

P

i

j P

i

j

�

2

(1.15)

Bew eis. F olgende Umform ungen zeigen die Aussage des Hilfssatzes:

�

X

2

( t

i

) � (

�

X ( t

i

) �

�

P

i

)

2

= x

2

0

( t

i

) +
�

x

2

( t

i

) �

1

1 + P

2

i

( x

0

( t

i

) +
�

x ( t

i

) � P

i

)

2

= x

2

0

( t

i

) +
�

x

2

( t

i

) �

1

1 + P

2

i

( x

2

0

( t

i

) + 2 x

0

( t

i

)
�

x ( t

i

) � P

i

+ (
�

x ( t

i

) � P

i

)

2

)

=
�

x

2

( t

i

) �

(
�

x ( t

i

) � P

i

)

2

P

2

i

+

1

1 + P

2

i

�

(
�

x ( t

i

) � P

i

)

2

P

2

i

� 2 x

0

( t

i

)
�

x ( t

i

) � P

i

+ x

2

0

( t

i

) P

2

i

�

=

�

�
x ( t

i

) �

P

i

j P

i

j

�

2

+

1

1 + P

2

i

�

(
�

x ( t

i

) � x

0

( t

i

) P

i

) �

P

i

j P

i

j

�

2

=

�

(
�

x ( t

i

) � x

0

( t

i

) P

i

) �

P

i

j P

i

j

�

2

+

1

1 + P

2

i

�

(
�

x ( t

i

) � x

0

( t

i

) P

i

) �

P

i

j P

i

j

�

2

= (
�

x ( t

i

) � x

0

( t

i

) P

i

)

2

�

P

2

i

1 + P

2

i

�

(
�

x ( t

i

) � x

0

( t

i

) P

i

) �

P

i

j P

i

j

�

2

j � j b ezeic hnet die euklidisc he Norm und � das V ektorpro dukt im I R

3

.

Mit der Aussage des Hilfssatzes k

•

onnen wir n un den Bew eis des Satzes f

•

uhren: Setzt man die
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Gewic h te h

j

= 1 (in tegrale B-Splinekurv e), und erf

•

ullt ein Punkt P

i

die Bedingung j P

i

j < " ,

so gilt

�

X

2

( t

i

) � (

�

X ( t

i

) �

�

P

i

)

2

� (
�

x ( t

i

) � P

i

)

2

(1.16)

Dies folgt aus Hilfssatz 1.2.4, w enn man in (1.15) den T erm � P

2

i

= (1 + P

2

i

) � � � auf der rec h ten

Seite v ernac hl

•

assigt. Das ist jedo c h nac h obiger V oraussetzung gerec h tfertigt.

Es gen

•

ugt " = 1 = 2 zu w

•

ahlen, um (1.16) zu erf

•

ullen. Eigensc haft (1.16) zeigt die

•

Ahnlic hk eit

der nic h t-euklidisc hen Abstandsfunktion F (1.14) zu den euklidisc hen Abstandsquadraten.

Damit die Eigensc haft (1.16) zum T ragen k omm t, wird im Sk alierungssc hritt (ii) der Ko or-

dinaten transformation d = 1 = 2 gew

•

ahlt. Diese Sk alierung stellt zus

•

atzlic h sic her, da� b ei der

Minimierung v on (1.1) die F ehlerv ektoren (n

•

aherungsw eise) senkrec h t zur rationalen Appro-

ximationskurv e stehen. Um die signi�k an ten Un tersc hiede zwisc hen der Appro ximation mit

o der ohne Sk alierung zu zeigen, b etrac h te man sic h die Abbildungen 1.2 und 1.3. Abbildung

1.2 stellt die Appro ximationskurv e und eine v orgegeb ene Punktmenge dar, die v or der Mi-

nimierung v on

�

F sk aliert wurde (nac h der Minimierung wurden die resultierende Kurv e und

die Punkte zur

•

uc ksk aliert). Abbildung 1.3 zeigt die Appro ximation der selb en Punktmenge

ohne Sk alierung. Beide Kurv en hab en die gleic he Ordn ung und Segmen tanzahl und in ter-

p olieren Anfangs- und Endv orgab epunkt. In b eiden Abbildungen sind F ehlerv ektoren als

"

Nadeln \ eingezeic hnet, die die Punkte P

i

mit den en tsprec henden Kurv enpunkten X ( t

i

)

am Ende der Minimierung v on

�

F (in V erbindung mit P arameterk orrektur s. u. ) v erbinden.

In Abbildung 1.2 sind die F ehlerv ektoren ungef

•

ahr senkrec h t zur Kurv e, in Abbildung 1.3

die sehr viel l

•

angeren V ektoren im allgemeinen dagegen nic h t. In b eiden F

•

allen jedo c h sind

die maximalen F ehlerw erte der nic h t-euklidisc hen Zielfunktion

�

F b einahe gleic h.

Zum Absc hlu� m u� no c h der Gewic h tsk on trollterm G festgelegt w erden. G soll sic her-

stellen, da� p ositiv e Gewic h te h

j

als L

•

osungen der Minimierung v on (1.1) erzeugt w erden

k

•

onnen. Dab ei soll die Linearit

•

at des Optimierungsproblems erhalten bleib en. Die F orderung

nac h Gewic h ten gr

•

o�er als Null gew

•

ahrleistet, da� sic h sc h

•

one und wic h tige geometrisc he

Eigensc haften der in tegralen B-Splinekurv en, z. B. k on v exe H

•

ulle-Eigensc haft, auf rationale

B-Splinekurv en

•

ub ertragen. Dazu wird G eingef

•

uhrt als

G :=

m

X

i =0

( x

0

( t

i

) � 1)

2

=

m

X

i =0

(

n

X

j =0

h

j

N

j k

( t

i

) � 1)

2

Die Minimierung v on G allein hat die L

•

osungen h

j

= 1. Der F aktor � in (1.1) steuert den

Ein
u� des Kon trollterms. Bildet man n un @

�

F =@ h

j

= 0, d. h. stellt man einen T eil der

not w endigen Bedingungsgleic h ungen zur Minimierung v on (1.1) auf, so hat man

@ F

@ h

j

+ �

@ G

@ h

j

= 0 (1.17)

Dividiert man in (1.17) durc h � und bildet den Grenzw ert � ! 1 , dann erh

•

alt man

@ G=@ h

j

= 0 mit den L

•

osungen h

j

= 1. Durc h W ahl eines gen

•

ugend gro�en � k ann da-

her erreic h t w erden, da� die Minimierung der Zielfunktion

�

F zu p ositiv en Gewic h ten f

•

uhrt.
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X
Y
Z

0 0.5 1 1.5 2 2.5 in

0 2 4 6 8 cm

Scale: 1.0985:1

Abbildung 1.2: Appro ximation mit sk alierten Punkten und sp

•

aterer

R

•

uc ksk alierung
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X
Y
Z

0 0.5 1 1.5 2 2.5 in

0 2 4 6 8 cm

Scale: 1.0985:1

Abbildung 1.3: Appro ximation mit unsk alierten Punkten (Punkte

wie in Abbildung 1.2)
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1.3 L

•

osen des Appro ximationsproblems

In den folgenden Absc hnitten wird das L

•

osen des Appro ximationsproblems (Minimierung

v on (1.1)) n

•

aher b ehandelt. Zuerst wird die Existenz und Eindeutigk eit der L

•

osung nac h-

gewiesen. Dann stellen wir ein V erfahren v or, mit dem in der Praxis eine L

•

osung b estimm t

w erden k ann. Zum Sc hlu� w erden zus

•

atzlic h zu den de Bo or-Punkten und Gewic h ten die

P arameterw erte t

i

als Optimierungsv ariablen angesehen und mit Hilfe eines Iterationsv erfah-

rens (P arameterk orrektur) wird der W ert der Zielfunktion (1.1) w eiter reduziert. Aufgrund

des im letzten Absc hnitt Gesagten setzen wir in diesen w eiteren Absc hnitten v oraus, da�

der Sc h w erpunkt der Punkte P

i

im Ko ordinaten ursprung liegt und j P

i

j � 1 = 2 gilt.

1.3.1 Existenz und Eindeutigk eit der L

•

osung

Die not w endigen Bedingungen zur Minimierung v on (1.1)

@

�

F

@

�

d

j x

= 0 ;

@

�

F

@

�

d

j y

= 0 ;

@

�

F

@

�

d

j z

= 0 ;

@

�

F

@ h

j

= 0

f

•

uhren auf das lineare System

( A

1

+ � A

2

) x = � b

A

11

x

0

+ ( A

12

+ � A

22

) h = � b

(1.18)

mit

A

1

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

P

�

N

i

00

( I � c

i

P

i

P

>

i

) � � �

P

�

N

i

0 n

( I � c

i

P

i

P

>

i

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

P

�

N

i

n 0

( I � c

i

P

i

P

>

i

) � � �

P

�

N

i

nn

( I � c

i

P

i

P

>

i

)

�

P

c

i

�

N

i

00

P

>

i

� � � �

P

c

i

�

N

i

0 n

P

>

i

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

P

c

i

�

N

i

n 0

P

>

i

� � � �

P

c

i

�

N

i

nn

P

>

i

| {z }

A

11

2 I R

4 n +4 ; 3 n +3

A

12

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

2 I R

4 n +4 ; 4 n +4

A

12

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

�

P

c

i

�

N

i

00

P

i

� � � �

P

c

i

�

N

i

0 n

P

i

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

P

c

i

�

N

i

n 0

P

i

� � � �

P

c

i

�

N

i

nn

P

i

P

(1 � c

i

)

�

N

i

00

� � �

P

(1 � c

i

)

�

N

i

0 n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

P

(1 � c

i

)

�

N

i

n 0

� � �

P

(1 � c

i

)

�

N

i

nn

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

2 I R

4 n +4 ;n +1
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A

2

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 0

0 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 0

A

22

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

2 I R

4 n +4 ; 4 n +4

; A

22

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 0

P

�

N

i

00

� � �

P

�

N

i

0 n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

P

�

N

i

n 0

� � �

P

�

N

i

nn

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

2 I R

4 n +4 ;n +1

x = (

�

d

0

; : : : ;

�

d

n

| {z }

x

0

; h

0

; : : : ; h

n

| {z }

h

)

>

b = ( 0 ; : : : ; 0 ;

X

N

0 k

( t

i

) ; : : : ;

X

N

nk

( t

i

))

>

�

d

j

= (

�

d

j x

;

�

d

j y

;

�

d

j z

)

>

;

�

N

i

l j

= N

l k

( t

i

) N

j k

( t

i

)

c

i

=

1

1 + P

2

i

und der Einheitsmatrix I 2 I R

3 ; 3

Die ersten 3 n + 3 Zeilen der Matrix A

1

en tstehen durc h Ableiten der Abstandsfunktion F

nac h den Un b ek ann ten

�

d

j

, die letzten n + 1 Zeilen durc h Ableiten v on F nac h den Un b e-

k ann ten h

j

. Dab ei sind A

11

und A

12

T eilmatrizen v on A

1

, deren Elemen te Ko e�zien ten der

Un b ek ann ten

�

d

j

bzw. der h

j

sind. Die Zeilen der Matrix A

2

ergeb en sic h durc h Di�erenzie-

ren des Gewic h tsk on trollterms G nac h den

�

d

j

und den h

j

. Auc h hier ist A

22

eine T eilmatrix

v on A

2

und die Elemen te v on A

22

sind Ko e�zien ten der Un b ek ann ten h

j

. Die rec h te Seite

b geh t durc h Ableiten v on G nac h den V ariablen

�

d

j

so wie h

j

herv or.

Zur L

•

osbark eit des Gleic h ungssystems (1.18) l

•

a�t sic h sagen:

Satz 1.3.1 Das line ar e System (1.18) hat f

•

ur festes � > 0 und den V or aussetzungen aus

A bschnitt 1.1 an die Par ameterwerte t

i

genau eine L

•

osung x 6= 0 , die ein lokales Minimum

der Zielfunktion (1.1) ist.

Bew eis. Matrix A

1

ist die zur quadratisc hen F orm (1.14) geh

•

orige Ko e�zien tenmatrix.

Nac h Absc hnitt 1.2 ist sie p ositiv semide�nit. F

•

ur Matrix A

2

gilt x

>

A

2

x > 0, falls in

x w enigstens eine Gewic h tsk omp onen te h

j

6= 0 ist. Denn die T eilmatrix in A

22

(Matrix

un terhalb des horizon talen Stric hs) ist p ositiv de�nit und sonst sind alle Matrixelemen te

v on A

2

gleic h Null. Sind im V ektor x ab er alle Gewic h te h

j

= 0, dann ist die In terp olation

der Punkte P

i

durc h die rationale B-Splinekurv e nic h t m

•

oglic h. Das hei�t ab er, da� man

x

>

A

1

x = 0 genau dann hat, w enn x = 0 ist. Zusammenfassend gilt somit x

>

( A

1

+ � A

2

) x >

0 8 x 6= 0 , x 2 I R

4 n +4

. Die Matrix A

1

+ � A

2

ist demnac h p ositiv de�nit.

1.3.2 Bestimm ung einer L

•

osung

Es sollen p ositiv e Gewic h te h

j

b erec hnet w erden. Daher wird v on den h

j

als T eil des L

•

osungs-

v ektors x gefordert

h

j

2 [ h

min

; h

max

] ( j = 0 ; : : : ; n )

h

min

:= 1 � c ; h

max

:= 1 + c ; 0 < c < 1 ; c = const.

(1.19)
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Da v on v ornherein unklar ist, w elc he Gr

•

o�enordn ung � hab en m u�, um die Bedingungen

(1.19) einzuhalten, m u� � im V erlauf des L

•

osungsv erfahrens geeignet gesc h

•

atzt w erden. Da-

b ei sollte f

•

ur � ein m

•

oglic hst kleiner W ert gefunden w erden, damit der Ein
u� des Gewic h ts-

k on trollterms in (1.1) gering bleibt. Das L

•

osungsv erfahren b er

•

uc ksic h tigt diese F orderungen

wie folgt: Das Gleic h ungssystem (1.18) wird umgeform t in

A

11

x

0

= � ( A

12

+ � A

22

) h + � b

x

0

= (

�

d

0

; : : : ;

�

d

n

)

>

h = ( h

0

; : : : ; h

n

)

>

(1.20)

Im n

•

ac hsten Sc hritt wird das Householder-V erfahr en zur L

•

osung linearer Gleic h ungssyste-

me auf (1.20) angew endet. Das Householder-V erfahren transformiert eine Matrix A 2 I R

m;n

( m � n ) mit Rang n durc h Multiplik ation mit einer orthogonalen Matrix Q

>

in eine Ma-

trix, b ei der die ersten n Zeilen eine ob ere Dreiec ksmatrix bilden und alle anderen Zeilen

Nullzeilen sind. Somit erh

•

alt man

Q

>

A

11

x

0

= Q

>

( � ( A

12

+ � A

22

) h + � b )

Q

>

A

11

=

 

U

0

!

; Q

>

=

 

Q

1

Q

2

!

(1.21)

Q ist eine orthogonale Matrix und U 2 I R

3 n +3 ; 3 n +3

ist eine ob ere Dreiec ksmatrix. Aus

(1.21) folgt das lineare System

Q

2

( A

12

+ � A

22

) h = � Q

2

b (1.22)

In (1.22) treten n ur no c h die Un b ek ann ten h

j

und � auf. F alls die Matrix Q

2

A

12

in v ertierbar

ist, k ann das Gleic h ungssystem umgesc hrieb en w erden zu

h = � (( Q

2

A

12

)

� 1

Q

2

b � ( Q

2

A

12

)

� 1

Q

2

A

22

h ) (1.23)

V on der Matrix Q

2

A

12

k ann in vielen F

•

allen gezeigt w erden, da� sie eine In v erse b esitzt.

Denn aus der In v ertierbark eit der Matrix A

1

folgt die In v ertierbark eit der Matrix Q

2

A

12

. Ei-

ne hinreic hende Bedingung f

•

ur die Existenz der In v ersen v on A

1

ist nac h Absc hnitt 1.2, da�

die In terp olation aller gegeb enen Punkte durc h die rationale B-Splinekurv e nic h t m

•

oglic h

ist. Betragsbildung b ei den Matrix- und V ektorelemen ten und An w endung der Dreiec ksun-

gleic h ung auf (1.23) ergibt die Ungleic h ungen

j h j � � ( j ( Q

2

A

12

)

� 1

Q

2

b j + j ( Q

2

A

12

)

� 1

Q

2

A

22

j � j h j )

und w eiter abgesc h

•

atzt

j h

min

j � � ( j ( Q

2

A

12

)

� 1

Q

2

b j + j ( Q

2

A

12

)

� 1

Q

2

A

22

j � j h

max

j ) (1.24)

Betragstric he b ei den Matrizen und V ektoren sind elemen t w eise zu v erstehen. Der V ektor

h

min

:= ( h

min

; : : : ; h

min

)

>

und h

max

ist en tsprec hend de�niert. Die einzelnen Ungleic h ungen
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v on (1.24) w erden nac h � aufgel

•

ost. Die gr

•

o�te dieser un teren Sc hrank en v on � w

•

ahlen wir

als Sc h

•

atzw ert �

s

f

•

ur � . Gilt also � < �

s

, dann sind die Bedingungen (1.19) nic h t alle erf

•

ullt.

�

s

wird jetzt in (1.22) f

•

ur � eingesetzt und das Gleic h ungssystem gel

•

ost. Die L

•

osungen h

j

w erden auf die Einhaltung der Bedingungen (1.19) gepr

•

uft. W enn das nic h t der F all ist,

wird der V ektor h

0

min

:= h

min

+ � h , � h = (0 : 1 ; : : : ; 0 : 1)

>

gebildet. (0 : 1 ; : : : ; 0 : 1)

>

stellt

eine empirisc he W ahl dar, die sic h in den T estb eispielen als guter Kompromi� zwisc hen

einer zu feinen und einer zu grob en Absc h

•

atzung f

•

ur � erwiesen hat. Mit h

0

min

anstelle v on

h

min

wird aus (1.24) ein neuer Sc h

•

atzw ert �

s

b estimm t. Mit dem Sc h

•

atzw ert wird wieder

(1.22) gel

•

ost und f

•

ur die L

•

osungen die Bedingungen (1.19)

•

ub erpr

•

uft. Sind no c h nic h t alle

Bedingungen erf

•

ullt, w erden die einzelnen Sc hritte mit � h = (0 : 2 ; : : : ; 0 : 2)

>

wiederholt. Das

V erfahren wird so lange durc hlaufen, bis die Bedingungen (1.19) eingehalten w erden. In den

T estb eispielen hat sic h gezeigt, da� n ur w enige Iterationen not w endig sind, um �

s

geeignet

zu b estimmen. Danac h wird der zuletzt ermittelte Sc h

•

atzw ert �

s

und der dazugeh

•

orige

L

•

osungsv ektor h in (1.21) eingesetzt und das Restgleic h ungssystem

Ux

0

= Q

1

( � ( A

12

+ � A

22

) h + � b ) (1.25)

gel

•

ost.

Bei der praktisc hen An w endung des eb en b esc hrieb enen V erfahrens sollte darauf geac h tet

w erden, da� die Anzahl der Appro ximationspunkte und die Anzahl der Kon trollpunkte die

Bezieh ung n < 3 = 4 m b ei Raumkurv en und n < 2 = 3 m b ei eb enen Kurv en einh

•

alt. 3 = 4 m

im r

•

aumlic hen F all und 2 = 3 m im eb enen F all sind empirisc h gefundene ob ere Sc hrank en,

die b ei

•

Ub ersc hreitung mit n dazu f

•

uhren k

•

onnen, da� L

•

uc k en im linearen System (1.18)

auftreten. W eiterhin sollten die Appro ximationspunkte gleic hm

•

a�ig derart v erteilt sein, da�

die Anzahl der den Punkten P

i

zugeordneten P arameterw erte t

i

, die die Ungleic h ungen

�

j

< t

i

< �

j + k

( j = 0 ; : : : ; n ) erf

•

ullen, in et w a gleic h ist. Ansonsten k ann die erzeugte

rationale Appro ximationskurv e zu Oszillationen neigen, w as unerw

•

unsc h t ist.

Das b esc hrieb ene L

•

osungsv erfahren hat f

•

ur die praktisc he An w endung eine erw

•

unsc h te

Eigensc haft:

Satz 1.3.2 Wer den die Punkte P

i

mit einer ortho gonalen Dr ehmatrix D tr ansformiert,

dann liefert das V erfahr en (1.20)-(1.25) die L

•

osungen

~
x = ( D

�

d

0

; : : : ; D

�

d

n

; h

0

; : : : ; h

n

)

>

Dab ei sind

�

d

j

, h

j

die mit demselb en V erfahr en b er e chneten L

•

osungen b ei der Appr oximation

der untr ansformierten Punkte P

i

mit den gleichen Par ameterwerten t

i

.

Bew eis. Das Gleic h ungssystem mit den transformierten Punkten k ann mit den Bezeic h-

n ungen aus (1.18) gesc hrieb en w erden als

~

D ( A

1

+ � A

2

)

~

D

>

~
x = �

~

Db (1.26)
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Die orthogonale Matrix

~

D ist gegeb en durc h

~

D =

0

B

B

B

B

B

B

B

@

D 0 � � � 0 0

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0

0 � � � 0 D 0

0 � � � 0 0 I

1

C

C

C

C

C

C

C

A

mit der Einheitsmatrix I 2 I R

n +1 ;n +1

. Durc h Au


•

osen des Systems (1.26) nac h
~

x erh

•

alt man

~
x =

~

D x ;

w enn x die L

•

osung v on (1.18) ist. Der Satz ist somit b ewiesen, falls das V erfahren im T rans-

formationsfall denselb en Sc h

•

atzw ert �

s

b estimm t. Dem Gleic h ungssystem (1.22) en tspric h t

im T ransformationsfall das System

~

Q

2

~

D ( A

12

+ � A

22

) h = �

~

Q

2

~

Db

Zu zeigen ist demnac h no c h, da� gilt

(

~

Q

2

~

DA

12

)

� 1

~

Q

2

~

Dw = ( Q

2

A

12

)

� 1

Q

2

w 8 w 2 I R

4 n +4

Dazu wird

^

Q

2

:=

~

Q

2

~

D gesetzt und die Bezeic hn ungen

k er A = f w 2 I R

m

j Aw = 0 g

im A = f y 2 I R

l

j 9 w 2 I R

m

mit y = Aw g

f

•

ur eine Matrix A 2 I R

l ;m

eingef

•

uhrt. Mit Hilfe der linearen Algebra lassen sic h folgende

Aussagen leic h t zeigen: W enn die Matrix Q

2

A

12

in v ertierbar ist, dann m u� die zur Matrix

A

12

2 I R

4 n +4 ;n +1

geh

•

orige lineare Abbildung injektiv und die zur Matrix Q

2

2 I R

n +1 ; 4 n +4

geh

•

orige lineare Abbildung surjektiv sein. Au�erdem m u�

im A

12

\ k er Q

2

= f 0 g und

im A

12

+ k er Q

2

= I R

4 n +4

(1.27)

sein. En tsprec hend gilt f

•

ur die Matrix

^

Q

2

A

12

im A

12

\ k er

^

Q

2

= f 0 g und

im A

12

+ k er

^

Q

2

= I R

4 n +4

(1.28)

Aus (1.27), (1.28) folgt sofort die Iden tit

•

at k er Q

2

= k er

^

Q

2

. Kommen wir wieder auf die

Behauptung zur

•

uc k und form ulieren sie um:

Q

2

A

12

y = Q

2

w

^

Q

2

A

12

~
y =

^

Q

2

w

(1.29)
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Zu b ew eisen ist, da� y =
~

y gilt.

(1.29) ( )

Q

2

( A

12

y � w ) = 0

^

Q

2

( A

12

~
y � w ) = 0

( )

A

12

y = w + z ; z 2 k er Q

2

A

12

~
y = w +

~
z ;

~
z 2 k er

^

Q

2

= )

A

12

( y �
~

y ) = z �
~
z

W egen k er Q

2

= k er

^

Q

2

, (1.27) und k er A

12

= f 0 g folgt y =
~

y .

Der letzte Satz b esagt, da� das L

•

osungsv erfahren in v arian t gegen

•

ub er Dreh ungen des E

3

ist, d. h. f

•

ur Punkte in gedreh ter Lage wird die bis auf die Dreh ung gleic he rationale B-

Splinekurv e b erec hnet.

1.3.3 P arameterk orrektur

Die P arameterw erte t

i

zu den gegeb enen Punkten P

i

legen neb en den Optimierungsv aria-

blen h

j

,

�

d

j x

,

�

d

j y

und

�

d

j z

den W ert der Zielfunktion (1.1) fest. F a�t man die P arameterw erte

t

i

zus

•

atzlic h als Optimierungsv ariablen auf, so k ann der Zielfunktionsw ert no c h v erringert

w erden. Zur V ermeidung eines nic h tlinearen Optimierungsproblems ist die Idee der P ara-

meterk orrektur, vgl. [11 ], en t wic k elt w orden. Hierb ei wird die Zielfunktion als F unktion der

P arameterw erte

�

F =

�

F ( t

0

; : : : ; t

m

)

b etrac h tet. Gesuc h t w erden k orrigierte P arameterw erte t

0

i

als L

•

osungen des Optimierungs-

problems

�

F ( t

0

0

; : : : ; t

0

m

) � ! min (1.30)

Bei der L

•

osung v on (1.30) sollen die mit dem V erfahren (1.20)-(1.25) ermittelte rationale B-

Splinekurv e und � un v er

•

andert bleib en. Die Zielfunktion (1.1) b esteh t aus m + 1 Summanden

D (

�

X ( t

i

) ;

�

P

i

). Jeder dieser Summanden h

•

angt v on genau einem P arameterw ert t

i

ab. Das

Optimierungsproblem (1.30) k ann daher auf die m + 1 Optimierungsprobleme

D (

�

X ( t

0

i

) ;

�

P

i

) � ! min ( i = 0 ; : : : ; m )

v on einer V ariablen zur

•

uc kgef

•

uhrt w erden. Korrigierte P arameterw erte k

•

onnen n

•

aherungs-

w eise zum Beispiel mit dem eindimensionalen Newton-V erfahr en b erec hnet w erden.

Mit den k orrigierten P arameterw erten t

0

i

k ann jetzt wieder eine neue Appro ximationskur-

v e durc h L

•

osen v on (1.18) b estimm t w erden. Die ab w ec hselnde Durc hf

•

uhrung v on Appro xi-

mation und P arameterk orrektur liefert eine F olge v on Zielfunktionsw erten. Die Kon v ergenz

der F olge gegen ein Minim um der Zielfunktion h

•

angt v on den Startparameterw erten t

i

ab,

da es sic h um ein lok ales Optimierungsv erfahren handelt. Im Un tersc hied zu den v orherigen

Absc hnitten sind auc h no c h die P arameterw erte Optimierungsv ariablen der Zielfunktion.

Geeignete Start w erte f

•

ur die P arameterw erte t

i

erh

•

alt man zum Beispiel durc h c hordale

o der zen trip etale P arametrisierung, s. [11], der Appro ximationspunkte P

i

.
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1.4 Beispiele

In den Abbildungen der n

•

ac hsten Seiten sind die V orgab epunkte und die dazugeh

•

origen

Appro ximationskurv en gezeic hnet. Zu einem Punktdatensatz w erden zum V ergleic h jew eils

zw ei Bilder gezeigt. Im ob eren Bild ist die Appro ximationskurv e dargestellt, die mit dem

V erfahren aus Absc hnitt 1.3 erzeugt wurde. Im un teren Bild sieh t man eine Appro xima-

tionskurv e, die mit dem V erfahren v on [25] en tstand. In allen Beispielen wurden o�ene

kubisc he B-Splinekurv en ( k = 4) v erw endet. Der Knoten v ektor T wurde immer

•

aquidi-

stan t mit einfac hen inneren Knoten gew

•

ahlt. In der Besc hreibung zu den Bildern sind die

maximalen Lotfehler der Kurv en zu den Punkten in mm angegeb en. Zum Einsc h

•

atzen der

Gr

•

o�en v erh

•

altnisse zwisc hen den Kurv en und den F ehlerw erten sind Ma�st

•

ab e in die Bil-

der eingezeic hnet. Zus

•

atzlic h sind in Ric h tung der Normalen Kr

•

umm ungsw erte als

"

Nadeln \

an die Kurv e angetragen. Die Nadel ist um so l

•

anger, je gr

•

o�er die Kurv enkr

•

umm ung ist.

Desw eiteren ist der Durc hlaufsinn der Kurv en durc h Dreiec k e markiert (der Ec kpunkt des

Dreiec ks auf der Kurv e zeigt die Ric h tung an).

Im ersten Beispiel ist die Appro ximation v on 25 symmetrisc h auf einem Quadrat gelege-

nen V orgab epunkten dargestellt. Der F ehler der ob eren Kurv e b etr

•

agt 1.92 mm, der F ehler

der un teren Kurv e 1.84 mm und b eide Kurv en hab en 4 Segmen te. Das Berec hn ungsv erfah-

ren f

•

ur die ob ere Kurv e b en

•

otigte b ei 60 Iterationen eine Zeit

1

v on 1.5 s, das f

•

ur die un tere

Kurv e b ei 20 Iterationen 5.3 s. Man sieh t, da� b eide Kurv en mit Anfangs- und Endpunkt in

der link en ob eren Ec k e die Symmetrie der Punkte erhalten, die ob ere Kurv e ab er die link e

un tere Ec k e und die rec h te ob ere Ec k e des Quadrats

"

runder \ appro ximiert.

Als zw eites Beispiel sind wiederum auf einem Quadrat v orgegeb ene Punkte appro xi-

miert. Diesmal jedo c h sind es w esen tlic h mehr (105) und dic h ter liegende Punkte. Die ob ere

Kurv e mit 8 Segmen ten hat einen F ehler v on 0.32 mm b ei einer Rec henzeit v on 16.8 s (90

Iterationen), die un tere Kurv e mit gleic her Segmen tanzahl einen F ehler v on 0.67 mm b ei

einer Rec henzeit v on 3 min 22.8 s (20 Iterationen).

•

Ahnlic h wie im ersten Beispiel b ew ahren

b eide Kurv en mit Anfangs- und Endpunkt in der link en ob eren Ec k e die Symmetrie der

V orgab epunkte. Im Un tersc hied zu Beispiel 1 w erden jetzt ab er die Ec k en b esser appro xi-

miert, w as b esonders b ei der ob eren Kurv e deutlic h wird. W eiterhin ist die Rec henzeit f

•

ur

die ob ere Kurv e b ei halb en F ehler um et w a den F aktor 12 k

•

urzer.

Abbildung 1.6 zeigt Appro ximationskurv en v on 21 herzf

•

ormig gelegenen V orgab epunk-

ten. Die Kurv en hab en jew eils 8 Segmen te. Die Rec henzeit f

•

ur die ob ere Kurv e b etrug b ei

einem F ehler v on 0.59 mm und 3 Iterationen 0.3 s, die Rec henzeit f

•

ur die un tere Kurv e

b ei einem F ehler v on 0.67 mm und 20 Iterationen 6.2 s. Hier f

•

allt b esonders die k

•

urzere

Rec henzeit f

•

ur die ob ere Kurv e auf (F aktor 20!).

Im n

•

ac hsten Beispiel sind 41 Punkte auf dem Buc hstab en M v orgegeb en, die v on ratio-

nalen B-Splinekurv en mit 6 Segmen ten appro ximiert w erden. Der F ehler der ob eren Kurv e

liegt b ei 0.55 mm, der F ehler der un teren b ei 0.70 mm. Die Berec hn ung der ob eren Kurv e

brauc h te f

•

ur 40 Iterationen 2.6 s, die Berec hn ung der un teren Kurv e brauc h te f

•

ur 20 Itera-

tionen 16.6 s. Es zeigt sic h, da� b eide Kurv en insb esondere die ob ere geradlinige Bereic he

gut appro ximieren (kurze Nadeln) und die ob ere zudem eine g

•

unstigere Rec henzeit aufw eist.

W eiterhin b ew ahrt die ob ere Kurv e die Symmetrie der Punkte. Auc h die Umk ehrung der

1

CPU-Zeit auf einer HP 9000-7xx W orkstation
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X
Y
Z

0 0.5 1 1.5 2 2.5 in

0 1 2 3 4 5 cm

Scale: 1.5952:1

Abbildung 1.4: Appro ximation v on quadratf

•

ormig gelegenen Punk-

ten. Max. F ehler f

•

ur die ob ere Kurv e mit neuem V erfahren 1.92

mm, f

•

ur die un tere Kurv e mit V erfahren [25 ] 1.84 mm
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0 0.5 1 1.5 2 in

0 1 2 3 4 5 cm

Scale: 1.8114:1

Abbildung 1.5: Appro ximation v on quadratf

•

ormig dic h t gelegenen

Punkten. Max. F ehler f

•

ur die ob ere Kurv e mit neuem V erfahren

0.32 mm, f

•

ur die un tere Kurv e mit V erfahren [25 ] 0.67 mm
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X
Y
Z

0 0.5 1 1.5 2 2.5 in
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Scale: 1.5899:1

Abbildung 1.6: Appro ximation v on herzf

•

ormig gelegenen Punkten.

Max. F ehler f

•

ur die ob ere Kurv e mit neuem V erfahren 0.59 mm, f

•

ur

die un tere Kurv e mit V erfahren [25] 0.67 mm
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X
Y
Z

0 0.5 1 1.5 2 in

0 1 2 3 4 5 cm

Scale: 1.6475:1

Abbildung 1.7: Appro ximation v on M-f

•

ormig gelegenen Punkten.

Max. F ehler f

•

ur die ob ere Kurv e mit neuem V erfahren 0.55 mm,

f

•

ur die un tere Kurv e mit V erfahren [25] 0.70 mm

Reihenfolge der Startparameterw erte t

i

der Punkte f

•

uhrt bis auf Rundungsfehler auf die

selb e Kurv e (s. Abbildung 1.8).

Absc hlie�end sieh t man in Abbildung 1.9 sin usf

•

ormig gelegene V orgab epunkte und zw ei-

segmen tige Appro ximationskurv en. Die ob ere Kurv e hat einen F ehler v on 0.09 mm und die

Berec hn ung b en

•

otigte 0.6 s f

•

ur 50 Iterationen. Die un tere Kurv e hat einen F ehler v on 0.19
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X
Y
Z

0 0.5 1 1.5 2 in

0 1 2 3 4 5 cm

Scale: 1.6475:1

Abbildung 1.8: Appro ximation v on M-f

•

ormig gelegenen Punkten in

umgek ehrter Reihenfolge (Kurv e mit neuem V erfahren)
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X
Y
Z

0 1 2 3 4 5 in

0 2 4 6 8 10 cm

Scale: 1:1.5764

Abbildung 1.9: Appro ximation v on sin usf

•

ormig gelegenen Punkten.

Max. F ehler f

•

ur die ob ere Kurv e mit neuem V erfahren 0.09 mm, f

•

ur

die un tere Kurv e mit V erfahren [25] 0.19 mm

mm und eine Berec hn ungszeit v on 2.8 s f

•

ur 20 Iterationen. Beide Kurv en un tersc heiden sic h

in ihrem Aussehen trotz des deutlic h kleineren F ehlers der ob eren Kurv e (F aktor 2) n ur

geringf

•

ugig. Wiederum wird jedo c h die ob ere Kurv e sc hneller b erec hnet.

Insgesam t b esitzt das neue Appro ximationsv erfahren folgende Merkmale:

� Das neue Appro ximationsv erfahren erreic h t b ei gleic her Segmen tanzahl maximale Lot-
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fehler in der Gr

•

o�enordn ung des V erfahrens v on [25], teilw eise sogar b essere F ehler-

w erte.

� Die Rec henzeit ist dab ei im V ergleic h zu [25 ] g

•

unstiger. Besonders deutlic h wird dies

an den Laufzeiten zu den Abbildungen 1.5, 1.6 und 1.7.

� Der Sp eic herb edarf im Rec hner ist b eim neuen V erfahren b ei gleic her Segmen tanzahl

meist geringer (f

•

ur m > 15) als b ei [25]. Das V erh

•

altnis zur Sp eic herung der Ko e�-

zien ten der Gleic h ungssysteme v om neuen V erfahren zu [25] ist n

•

amlic h 16 = ( m + 1).

Das V erh

•

altnis wird folglic h um so kleiner je mehr Punkte appro ximiert w erden.

� Das neue Appro ximationsv erfahren b ew ahrt die Symmetrie der Punktdaten (siehe

insb esondere Abbildungen 1.5, 1.7 und 1.8).

� Die Ordn ung k der Kurv e ist b ei dem neuen V erfahren prinzipiell nic h t eingesc hr

•

ankt,

w

•

ahrend das V erfahren v on [25] mit v ertretbarem Zeitaufw and n ur bis zu Ordn ungen

k < 5 an w endbar ist. Ein Beispiel ist f

•

ur k = 5 in Abbildung 1.10 zu sehen. Hier sind

die herzf

•

ormig gelegenen Punkte aus Abbildung 1.6 no c h einmal appro ximiert w orden.

Die Kurv e hat 7 Segmen te und damit die gleic he Anzahl v on de Bo or-Punkten wie

die Kurv en in Abbildung 1.6. Der F ehler b etr

•

agt 0.62 mm (Rec henzeit 0.4 s f

•

ur 5

Iterationen).
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X
Y
Z

0 0.5 1 1.5 2 2.5 in

0 1 2 3 4 5 cm

Scale: 1.4685:1

Abbildung 1.10: Appro ximation v on herzf

•

ormig gelegenen Punkten

durc h eine Kurv e der Ordn ung k = 5 mit max. F ehler 0.62 mm



Kapitel 2

Appro ximation mit rationalen

B-Spline


•

ac hen

Die Ergebnisse des letzten Kapitels w erden jetzt auf rationale B-Spline


•

ac hen

•

ub ertragen,

um ein Appro ximationsv erfahren f

•

ur rationale Fl

•

ac hen zu erhalten.

2.1 Das Appro ximationsproblem

Gegeb en sind m + 1 Punkte im reellen euklidisc hen Raum E

3

mit den k artesisc hen Ko or-

dinaten P

i

= ( p

ix

; p

iy

; p

iz

)

>

2 I R

3

und den P arameterw erten ( u

i

; v

i

). Aus den in Absc hnitt

1.2 genann ten Gr

•

unden wird v orausgesetzt, da� der Sc h w erpunkt der Punktk o ordinaten P

i

im Ko ordinaten ursprung liegt und die P

i

so sk aliert w erden, da� j P

i

j � 1 = 2 gilt. Gesuc h t

ist die rationale B-Spline


•

ac he mit den Ordn ungen k ; p gegeb en durc h

X ( u; v ) :=

n

X

j =0

r

X

l =0

h

j l

d

j l

N

j k

( u ) N

l p

( v )

n

X

j =0

r

X

l =0

h

j l

N

j k

( u ) N

l p

( v )

; d

j l

:=

0

B

@

d

j l x

d

j l y

d

j l z

1

C

A

Die d

j l

sind die de Bo or-Punkte und die h

j l

die Gewic h te. Die B-Splinefunktionen N

j k

der

Ordn ung k und N

l p

der Ordn ung p sind dab ei

•

ub er den Knoten v ektoren

U := ( �

0

= : : : = �

k � 1

; �

k

; : : : ; �

n

; �

n +1

= : : : = �

n + k

) ; n � k � 1

V := ( �

0

= : : : = �

p � 1

; �

p

; : : : ; �

r

; �

r +1

= : : : = �

r + p

) ; r � p � 1

de�niert und es gilt ( n + 1)( r + 1) < m + 1 so wie u

0

= �

0

, u

m

= �

n +1

, v

0

= �

0

, v

m

=

�

r +1

. Au�erdem sollen die P arameterw erte ( u

i

; v

i

) folgende Bedingungen erf

•

ullen: es m

•

ussen

T eilmengen U

j

� f ( u

0

; v

0

) ; : : : ; ( u

m

; v

m

) g existieren, so da� gilt

�

j

< u

i

< �

j + k

8 ( u

i

; v

i

) 2 U

j

( j = 0 ; : : : ; n )

und u

i

< u

s

8 ( u

i

; v

i

) 2 U

j

; 8 ( u

s

; v

s

) 2 U

j +1

und die v

i

mit ( u

i

; v

i

) 2 U

j

gen

•

ugen den

Sch

•

onb er g-Whitney Bedingungen (s. Absc hnitt 1.1) b ez

•

uglic h des Knoten v ektors V . Der

29
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•

ACHEN

Kurv enappro ximation en tsprec hend w

•

ahlen wir f

•

ur die Fl

•

ac he und die Punkte die homoge-

nen Ko ordinaten

�

X ( u; v ) :=

0

B

B

B

@

P

n

j =0

P

r

l =0

h

j l

N

j k

( u ) N

l p

( v )

P

n

j =0

P

r

l =0

�

d

j l x

N

j k

( u ) N

l p

( v )

P

n

j =0

P

r

l =0

�

d

j l y

N

j k

( u ) N

l p

( v )

P

n

j =0

P

r

l =0

�

d

j l z

N

j k

( u ) N

l p

( v )

1

C

C

C

A

;

�

P

i

:= c

i

0

B

B

B

@

1

p

ix

p

iy

p

iz

1

C

C

C

A

(2.1)

mit

�

d

j l x

:= h

j l

d

j l x

,

�

d

j l y

:= h

j l

d

j l y

,

�

d

j l z

:= h

j l

d

j l z

und

c

i

:=

1

q

1 + p

2

ix

+ p

2

iy

+ p

2

iz

Ersetzt man in (1.1) die homogenen Kurv enk o ordinaten durc h (2.1), dann erh

•

alt man die

Zielfunktion

�

F =

m

X

i =0

�

X

2

( u

i

; v

i

) � (

�

X ( u

i

; v

i

) �

�

P

i

)

2

+ �

m

X

i =0

�

n

X

j =0

r

X

l =0

h

j l

N

j k

( u

i

) N

l p

( v

i

) � 1

�

2

(2.2)

f

•

ur die Fl

•

ac henappro ximation. Un b ek ann te der Optimierung sind die h

j l

,

�

d

j l x

,

�

d

j l y

und

�

d

j l z

.

Die Bedingungen zur Minimierung v on (2.2) ergeb en ein lineares Gleic h ungssystem analog zu

(1.18). F

•

ur das L

•

osen des Gleic h ungssystems gelten alle Aussagen und S

•

atze aus Absc hnitt

1.3.

2.2 L

•

osungsv erfahren

Das L

•

osungsv erfahren setzt sic h wie b ei der Kurv enappro ximation aus zw ei Optimierungstei-

len zusammen, die iterativ durc hlaufen w erden. Im ersten T eil wird das b ei der Minimierung

v on (2.2) en tstehende System mit dem V erfahren (1.20)-(1.25) b ei festen P arameterw erten

( u

i

; v

i

) gel

•

ost. Im zw eiten T eil (P arameterk orrektur) wird

�

F (( u

0

0

; v

0

0

) ; : : : ; ( u

0

m

; v

0

m

)) � ! min

b ei un v er

•

andert bleib ender rationaler B-Spline


•

ac he und � minimiert. Hierb ei m

•

ussen jetzt

m + 1 zw eidimensionale Optimierungsprobleme mit den V ariablen ( u

0

i

; v

0

i

) gel

•

ost w erden. Zur

n

•

aherungsw eisen L

•

osung bietet sic h b eispielsw eise das zweidimensionale Newton-V erfahr en

an. Mit den k orrigierten P arameterw erten k ann n un wieder der erste Optimierungsteil durc h-

gef

•

uhrt w erden. Am Ende des L

•

osungsv erfahrens w erden die Punkte und die resultierende

Fl

•

ac he zur

•

uc ksk aliert.

2.3 Beispiele

2.3.1 Rationale Appro ximationsv erfahren im V ergleic h

Das V erfahren des v orherigen Absc hnitts wird v erglic hen mit der rationalen Fl

•

ac henap-

pro ximation v on [25]. Zu denselb en V orgab epunkten w erden zw ei Fl

•

ac hen dargestellt. Die
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ob ere Appro ximations


•

ac he wurde mit dem eb en b esc hrieb enen V erfahren, die un tere mit

dem V erfahren v on [25] erzeugt. In allen Beispielen sind bikubisc he Fl

•

ac hen ( k = p = 4)

dargestellt und es wurden jew eils

•

aquidistan te Knoten v ektoren U , V mit einfac hen inneren

Knoten v erw endet. Die im nac hfolgenden T ext angegeb enen F ehler sind die maximalen Lot-

fehler zwisc hen den Fl

•

ac hen und den V orgab epunkten in mm. Um die Gr

•

o�en v erh

•

altnisse

zwisc hen den Fl

•

ac hen und den F ehlerw erten einzuordnen, sind in jeder Abbildung Ma�st

•

ab e

eingetragen. Au�erdem sind an den Fl

•

ac hen die Absolutkr

•

umm ungen in Ric h tung der Nor-

malen als

"

Nadeln \ angetragen. Die Absolutkr

•

umm ung A ist dab ei de�niert als

A :=

1

2

( j �

1

j + j �

2

j )

�

1

und �

2

sind die Hauptkr

•

umm ungen in einem Fl

•

ac henpunkt. Die Nadel ist um so l

•

anger,

je gr

•

o�er die Absolutkr

•

umm ung ist.

Im ersten Beispiel ist die Appro ximation v on 150 auf einem Zylinder gelegenen V orgab e-

punkten dargestellt. Der F ehler der ob eren Fl

•

ac he b etr

•

agt 0.08 mm, der F ehler der un teren

Fl

•

ac he 0.25 mm und b eide Fl

•

ac hen hab en 1 � 2 Segmen te. Das Berec hn ungsv erfahren f

•

ur die

ob ere Fl

•

ac he b en

•

otigte b ei 40 Iterationen eine Zeit

1

v on 9.3 s, das f

•

ur die un tere Fl

•

ac he b ei

20 Iterationen 1 min 30.3 s. Man erk enn t, da� die ob ere Fl

•

ac he mit einem um den F aktor 3

kleineren F ehler den in der einen Ric h tung geradlinigen V erlauf der Punkte b esser ann

•

ahert

und die dazu geh

•

orige Rec henzeit dab ei um den F aktor 9 k

•

urzer ist.

Abbildung 2.2 zeigt Appro ximations


•

ac hen v on 271 auf einer Sc hraub


•

ac he gelegenen

V orgab epunkten. Die Fl

•

ac hen hab en jew eils 3 � 2 Segmen te. Die Rec henzeit f

•

ur die ob ere

Fl

•

ac he b etrug b ei einem F ehler v on 0.38 mm und 55 Iterationen 25.3 s, die Rec henzeit f

•

ur

die un tere Fl

•

ac he b ei einem F ehler v on 0.36 mm und 20 Iterationen 15 min 44.8 s. Hier ist

eb enfalls ein deutlic her Zeitv orteil des neuen Appro ximationsv erfahrens gegen

•

ub er dem v on

[25 ] v orhanden (et w a F aktor 35!). Dagegen un tersc heiden sic h die Fl

•

ac hen in ihrer F orm n ur

gering.

Im n

•

ac hsten Beispiel sind 238 Punkte auf einer T ranslations


•

ac he v orgegeb en, die v on

rationalen B-Spline


•

ac hen mit 2 � 2 Segmen ten appro ximiert w erden. Der F ehler der ob eren

Fl

•

ac he liegt b ei 0.12 mm und die Berec hn ung mit 30 Iterationen dauerte 23.9 s. Der F ehler

der un teren liegt b ei 0.27 mm und einer Berec hn ungszeit mit 20 Iterationen v on 8 min 9.6

s. Beide Fl

•

ac hen appro ximieren die Punkte rec h t gut, w ob ei die ob ere Fl

•

ac he innere Punkte

teilw eise b esser ann

•

ahert. Die Rec henzeit f

•

ur die ob ere Fl

•

ac he ist zudem no c h w esen tlic h

g

•

unstiger (F aktor 20!).

Abbildung 2.4 en th

•

alt Appro ximationen v on 205 Punkten auf einer W

•

urfelec k e. Die

ob ere Fl

•

ac he mit 4 � 3 Segmen ten hat einen F ehler v on 0.40 mm, die un tere mit 3 � 3

Segmen ten einen F ehler v on 0.36 mm. Die Rec henzeit f

•

ur die ob ere Fl

•

ac he (120 Iterationen)

lag b ei 1 min 56.9 s, die Rec henzeit f

•

ur die un tere (20 Iterationen) lag b ei 9 min 52.6

s. Beide Fl

•

ac hen appro ximieren die eb enen Bereic he der Punktmenge gut (kurze Nadeln).

Auc h die W

•

urfelk an ten w erden v on b eiden Fl

•

ac hen angemessen wiedergegeb en, w enn man

b er

•

uc ksic h tigt, da� die Fl

•

ac hen

•

ub er Knoten v ektoren mit einfac hen inneren Knoten de�niert

sind.

Absc hlie�end k ann folgendes F azit gezogen w erden:

1

CPU-Zeit auf einer HP 9000-7xx W orkstation
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•

ACHEN

XY
Z

0 1 2 3 4 in

0 2 4 6 8 10 cm

Scale: 1:1.1173

Abbildung 2.1: Appro ximation v on Punkten auf einem Zylinder.

Max. F ehler f

•

ur die ob ere Fl

•

ac he mit neuem V erfahren 0.08 mm,

f

•

ur die un tere Fl

•

ac he mit V erfahren [25] 0.25 mm
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XY
Z

0 1 2 3 4 in

0 2 4 6 8 10 cm

Scale: 1:1.0656

Abbildung 2.2: Appro ximation v on Punkten auf einer Sc hraub-




•

ac he. Max. F ehler f

•

ur die ob ere Fl

•

ac he mit neuem V erfahren 0.38

mm, f

•

ur die un tere Fl

•

ac he mit V erfahren [25] 0.36 mm
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ACHEN

XY
Z

0 1 2 3 4 in

0 2 4 6 8 10 cm

Scale: 1:1.0206

Abbildung 2.3: Appro ximation v on Punkten auf einer T ranslations-




•

ac he. Max. F ehler f

•

ur die ob ere Fl

•

ac he mit neuem V erfahren 0.12

mm, f

•

ur die un tere Fl

•

ac he mit V erfahren [25] 0.27 mm



2.3. BEISPIELE 35

XYZ

0 0.5 1 1.5 2 2.5 in

0 1 2 3 4 5 cm

Scale: 1.586:1

Abbildung 2.4: Appro ximation v on Punkten auf einer W

•

urfelec k e.

Max. F ehler f

•

ur die ob ere Fl

•

ac he mit neuem V erfahren 0.40 mm,

f

•

ur die un tere Fl

•

ac he mit V erfahren [25] 0.36 mm



36 KAPITEL 2. APPR O XIMA TION MIT RA TIONALEN B-SPLINEFL

•

ACHEN

(i) Das neue Appro ximationsv erfahren erreic h t maximale Lotfehler, die in der gleic hen

Gr

•

o�enordn ung liegen wie b eim V erfahren v on [25]. T eilw eise sind die F ehler in den

pr

•

asen tierten Beispielen sogar geringer als b ei [25].

(ii) Der Berec hn ungsaufw and des neuen V erfahrens zum Erreic hen dieser F ehler ist im

V ergleic h zu [25] erheblic h geringer. Besonders deutlic h wird das anhand der Beispiele

Punkte auf der Sc hraub


•

ac he (Abbildung 2.2) und Punkte auf der T ranslations


•

ac he.

Die Aussage wird un terstric hen durc h die Gra�k 2.5. Auf der x-Ac hse ist die Anzahl der

de Bo or-Punkte ( n + 1)( r + 1) angetragen, auf der y-Ac hse die b en

•

otigte Rec henzeit.

Die Me�w erte k amen durc h Appro ximation v on 271 Punkte mit b eiden V erfahren

durc h 2 Iterationen zustande ( k = p = 4). Das

"

+ \ markiert die Zeiten f

•

ur das neue

V erfahren, der

"

* \ die Zeiten f

•

ur das V erfahren v on [25]. Aus den Me�w erten l

•

a�t

sic h ablesen, da� das V erh

•

altnis der Rec henzeiten zwisc hen den b eiden V erfahren um

so gr

•

o�er ist, je kleiner das V erh

•

altnis zwisc hen der Anzahl der de Bo or-Punkte und

der Anzahl der V orgab epunkte ist. So ist das neue V erfahren b ei 16 de Bo or-Punkten

ungef

•

ahr um den F aktor 80 sc hneller und b ei 40 de Bo or-Punkten ungef

•

ahr um den

F aktor 8 sc hneller.

(iii) Der b elegte Sp eic herplatz spric h t eb enfalls f

•

ur das ob en v orgestellte V erfahren. Das

V erh

•

altnis zur Sp eic herung der Ko e�zien ten der Gleic h ungssysteme v om neuen V er-

fahren zu [25] ist b ei gleic her Anzahl der Segmen te n

•

amlic h 16 = ( m + 1) und somit

b ei einer gr

•

o�eren Anzahl v on Punkten ( m > 100), die b ei Fl

•

ac henappro ximationen

h

•

au�g auftritt, sehr klein.

(iv) Das neue V erfahren un terliegt hinsic h tlic h der Ordn ungen k ; p prinzipiell k einer Be-

sc hr

•

ankung (siehe auc h Kapitel Kurv enappro ximation). Das V erfahren [25] k ann da-

gegen n ur bis zu Ordn ungen k ; p < 5 zufriedenstellend angew endet w erden. Wie b ei

in tegralen B-Splines sollten im neuen V erfahren Ordn ungen k ; p < 9 gew

•

ahlt w erden,

da sonst die Neigung zur W ellen bildung zunimm t.

2.3.2 T est zwisc hen rationaler und in tegraler Appro ximation

In den folgenden Beispielen w erden das neue rationale Appro ximationsv erfahren und das

V erfahren mit in tegraler Appro ximation gegen

•

ub ergestellt. Das V erfahren mit in tegraler

Appro ximation minimiert

F

I

:=

m

X

i =0

( X ( u

i

; v

i

) � P

i

)

2

( h

j l

= 1) (2.3)

Ein Beispiel en th

•

alt wieder die Darstellungen v on zw ei Fl

•

ac hen zu denselb en V orgab epunk-

ten. Die ob ere Fl

•

ac he wurde mit dem rationalen Appro ximationsv erfahren, die un tere mit

dem in tegralen App o ximationsv erfahren b estimm t. Beide Fl

•

ac hen hab en jew eils

•

aquidistan-

te Knoten v ektoren U , V mit einfac hen inneren Knoten. Die un ten angef

•

uhrten F ehlerw er-

te b ezeic hnen maximale Lotfehler zwisc hen den Fl

•

ac hen und den V orgab epunkten. Zum

Absc h

•

atzen der V erh

•

altnisse zwisc hen Ausdehn ung der Fl

•

ac hen und den F ehlerw erten ist in

den Abbildungen ein Ma�stab eingezeic hnet. Wie in Absc hnitt 2.3.1 sind an den Fl

•

ac hen



2.3. BEISPIELE 37

-

6

10

50

Anz. der de Bo or-Punkte

CPU-Zeit in s

+

*

+

*

+

*

+

*

+

*

+

*

+

*

+

*

+

*

Abbildung 2.5: Rec henzeiten im V ergleic h (* = V erfahren [25], +

= neues V erfahren)
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die Absolutkr

•

umm ungen in Ric h tung der Normalen als

"

Nadeln \ gezeic hnet. Dab ei ist die

Nadell

•

ange prop ortional zum W ert der Absolutkr

•

umm ung.

Beispiel 1 (Abbildung 2.6) zeigt die bikubisc hen Appro ximations


•

ac hen v on 1070 auf

einem P edaltopf abgetasteten V orgab epunkten. Die ob ere rationale Fl

•

ac he mit 8 � 8 Seg-

men ten hat einen F ehler v on 4.08 mm, die un tere in tegrale Fl

•

ac he mit 13 � 13 Segmen ten

einen F ehler v on 4.95 mm. Die Rec henzeit f

•

ur die ob ere Fl

•

ac he b elief sic h auf 1 min 52.7 s b ei

2 Iterationen und f

•

ur die un tere Fl

•

ac he auf 2.4 s b ei 1 Iteration. Bei b eiden Fl

•

ac hen f

•

allt der

w ellige V erlauf auf. Hauptgrund daf

•

ur ist, da� die V orgab epunkte in Bereic hen mit gr

•

o�eren

•

Anderungen der Ob er


•

ac henform (z. B. in den Flank en b ereic hen) L

•

uc k en aufw eisen.

Das zw eite Beispiel stellt in Abbildung 2.7 626 Punkte, die auf einer Gri�sc hale liegen,

zusammen mit den Appro ximations


•

ac hen dar. Die ob ere Fl

•

ac he hat 2 � 8 Segmen te und

die un tere 5 � 10 Segmen te. Beide Fl

•

ac hen hab en jew eils die Ordn ungen 4 � 6. Der F ehler

v on 2.27 mm der ob eren Fl

•

ac he wurde mit 3 Iterationen in 24.4 s, der F ehler v on 2.10 mm

der un teren Fl

•

ac he mit 3 Iterationen in 3.4 s erreic h t.

•

Ahnlic h wie in Beispiel 1 v erlaufen

die Fl

•

ac hen b esonders in den Randb ereic hen w ellig. Bei der in tegralen Fl

•

ac he ist das w ellige

V erhalten erheblic h ausgepr

•

agter als b ei der rationalen. Zudem w eist die rationale Fl

•

ac he

eine

"

rundere \ F orm auf.

Im folgenden Beispiel (Abbildung 2.8) sind 765 Punkte auf einem Seiten teil einer Auto-

k arosserie v orgegeb en, die v on einer biquin tisc hen rationalen Fl

•

ac he mit 1 � 11 Segmen ten

bzw. einer biquin tisc hen in tegralen Fl

•

ac he mit 10 � 10 Segmen ten appro ximiert w erden.

Der F ehler der ob eren Fl

•

ac he b etr

•

agt 0.16 mm mit einer Rec hendauer v on 3 min 26.7 s (9

Iterationen), der F ehler der un teren Fl

•

ac he 0.32 mm mit einer Rec hendauer v on 8.8 s (10 Ite-

rationen). Zur in tegralen Appro ximation ist anzumerk en, da� sie auc h mit mehr Segmen ten

den F ehler der rationalen Fl

•

ac he nic h t erreic hen k onn te.

Als viertes und letztes Beispiel en th

•

alt Abbildung 2.9 biquin tisc he Appro ximationen v on

181 Punkten auf einer B � ezier


•

ac he v om Grad 9 � 9. F

•

ur die ob ere Fl

•

ac he mit einem Segmen t

b emi�t sic h der F ehler auf 0.021 mm, f

•

ur die un tere Fl

•

ac he mit 2 � 2 Segmen ten auf 0.018

mm. Die Rec henzeit f

•

ur die ob ere Fl

•

ac he (10 Iterationen) lag b ei 11.9 s, die Rec henzeit f

•

ur

die un tere Fl

•

ac he (30 Iterationen) b ei 3.7 s.

Aufgrund der Beispiele k ann das neue rationale Appro ximationsv erfahren wie folgt b e-

w ertet w erden: Das neue V erfahren brauc h t, um

•

ahnlic he maximale Lotfehler zu erhalten,

w eniger Segmen te, in den Beispielen 1-3 deutlic h w eniger Segmen te, als das in tegrale Ap-

pro ximationsv erfahren. Die daf

•

ur b en

•

otigte Rec henzeit ist allerdings w esen tlic h l

•

anger, k ann

ab er in ihrer Gr

•

o�enordn ung (maximal im Min uten b ereic h) no c h toleriert w erden. Der Un-

tersc hied in den Rec henzeiten erkl

•

art sic h durc h die im V ergleic h zum in tegralen V erfahren

4mal gr

•

o�ere Ko e�zien tenmatrix, die b eim L

•

osen des linearen Gleic h ungssystems auftritt,

und da� b eim in tegralen V erfahren au�erdem die Bandstruktur der Ko e�zien tenmatrix aus-

gen utzt wird.

Um den w elligen V erlauf der Appro ximations


•

ac hen in den Beispielen 1 und 2 zu v er-

meiden, wird b ei der in tegralen Appro ximation zum Beispiel (s. [4]) in (2.3) ein Energieterm

hinzugef

•

ugt, der n

•

aherungsw eise die Biegeenergie der d

•

unnen Platte b esc hreibt. Statt (2.3)

wird n un

�

F

I

:= F

I

+ �

Z Z

X

2

uu

( u; v ) + 2 X

2

uv

( u; v ) + X

2

v v

( u; v ) du dv ; � > 0 (2.4)

mit einem fest gew

•

ahlten F aktor � minimiert, der den Ein
u� des Energieterms steuert. Das
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0 2 4 6 8 10 in

0 5 10 15 20 25 cm

Scale: 1:2.8526

Abbildung 2.6: Appro ximation v on Punkten zu Beispiel 1. Max.

F ehler f

•

ur die ob ere rationale Fl

•

ac he 4.08 mm, f

•

ur die un tere in te-

grale Fl

•

ac he 4.95 mm
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0 1 2 3 4 5 in

0 2 4 6 8 10 cm

Scale: 1:1.4288

Abbildung 2.7: Appro ximation v on Punkten zu Beispiel 2. Max.

F ehler f

•

ur die ob ere rationale Fl

•

ac he 2.27 mm, f

•

ur die un tere in te-

grale Fl

•

ac he 2.10 mm
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X
YZ

0 10 20 30 40 50 in

0 20 40 60 80 100 cm

Scale: 1:13.508

Abbildung 2.8: Appro ximation v on Punkten zu Beispiel 3. Max.

F ehler f

•

ur die ob ere rationale Fl

•

ac he 0.16 mm, f

•

ur die un tere in te-

grale Fl

•

ac he 0.32 mm
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XY Z

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 in

0 2 4 6 8 10 mm

Scale: 6.343:1

Abbildung 2.9: Appro ximation v on Punkten zu Beispiel 4. Max.

F ehler f

•

ur die ob ere rationale Fl

•

ac he 0.021 mm, f

•

ur die un tere in te-

grale Fl

•

ac he 0.018 mm
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Ergebnis der Minimierung v on (2.4) mit den V orgab epunkten aus Beispiel 1 zeigt Abbildung

2.10. V erglic hen mit den Fl

•

ac hen in Abbildung 2.6 ist die in tegrale Appro ximations


•

ac he

(gleic he Segmen tanzahl wie die in tegrale Fl

•

ac he dort) stark gegl

•

attet b ei

•

ahnlic hem maxi-

malen Lotfehler. Ein analoges V orgehen f

•

ur diese Art v on V orgab epunkten b ei dem neuen

rationalen V erfahren w

•

are eb enfalls sinn v oll, b edarf ab er no c h umfangreic her Un tersuc h un-

gen, die den Rahmen dieser Arb eit sprengen w

•

urde, w enn die Minimierung v on

�

F plus

Energieterm auf ein lineares Gleic h ungssystem f

•

uhren soll.
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X
Y
Z

0 2 4 6 8 10 in

0 5 10 15 20 25 cm

Scale: 1:2.76

Abbildung 2.10: Appro ximation v on Punkten aus Beispiel 1 mit in-

tegraler Fl

•

ac he un ter Hinzunahme eines Energieterms. Max. F ehler

4.97 mm



Kapitel 3

Segmen tb estimm ung b ei

Appro ximation mit B-Splinekurv en

Bei der Appro ximation v on gegeb enen Punkten P

i

2 I R

3

und den P arameterw erten t

i

( i =

0 ; : : : ; m ) mit einer rationalen o der in tegralen ( h

j

= 1) B-Splinekurv e

X ( t ) :=

n

X

j =0

h

j

d

j

N

j k

( t )

n

X

j =0

h

j

N

j k

( t )

; d

j

2 I R

3

; h

j

2 I R

der Ordn ung k de�niert

•

ub er dem Knoten v ektor

T := ( �

0

= : : : = �

k � 1

; �

k

; : : : ; �

n

; �

n +1

= : : : = �

n + k

) ; �

k � 1

< �

k

< � � � < �

n +1

; n � k � 1

soll die Appro ximationskurv e X ( t ) meist die folgenden Bedingungen erf

•

ullen:

� sie soll Anfangs- und Endpunkt in terp olieren

X ( t

0

) = X ( �

k � 1

) = P

0

; X ( t

m

) = X ( �

n +1

) = P

m

� und eine v orgegeb ene F ehlertoleranz " einhalten

m

X

i =0

( X ( t

0

i

) � P

i

)

2

� " (3.1)

o der alternativ

max

i

j X ( t

0

i

) � P

i

) j � "

Dab ei sind die t

0

i

so gew

•

ahlt, da� die F ehlerv ektoren ( X ( t

0

i

) � P

i

) ungef

•

ahr senkrec h t

auf den T angen ten v ektoren

_

X ( t

0

i

) ( i = 1 ; : : : ; m � 1) stehen.

(3.1) stellt eine Bedingung an die Segmen tanzahl s = n � k + 2 der Appro ximationskurv e.

F alls s zu klein ist, k ann (3.1) nic h t eingehalten w erden.

45
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F

•

ur in tegrale B-Splinekurv en ( h

j

= 1) sind im CA GD sc hon mehrere V erfahren zur

L

•

osung v on (3.1) mit m

•

oglic hst kleiner Segmen tanzahl en t wic k elt w orden ([3], [5], [15],

[25 ]). Hierb ei handelt es sic h haupts

•

ac hlic h um Knoteneliminationsv erfahren ([15], [5]): Zu-

erst w erden die gegeb enen Punkte mit en tsprec hend vielen Segmen ten in terp oliert o der so

appro ximiert, da� die F ehlertoleranz " deutlic h un tersc hritten wird. Dann w erden in einem

Iterationsv erfahren pro Sc hritt ein o der mehrere w eniger wirksame Knoten en tfern t. Die v or-

handenen Knoten w erden in jedem Iterationssc hritt b ei einer gegeb enen T oleranz gewic h tet

und im F all der En tfern ung mehrerer Knoten wird mit einem Suc h v erfahren ermittelt, wie-

viele Knoten b ei Einhaltung der T oleranz gem

•

a� der Wic h tungsreihenfolge en tfern t w erden

k

•

onnen. Die optimale Appro ximationskurv e ist gefunden, w enn k ein Knoten mehr eliminiert

w erden k ann.

In [25 ] wird ein V erfahren zur Bestimm ung der Segmen tanzahl f

•

ur in tegrale kubisc he (k

= 4) B-Splinekurv en b esc hrieb en. V or Beginn des Appro ximationsprozesses wird der en t-

stehende F ehler durc h

•

Ub ertragung funktionsw ertiger F ehlerabsc h

•

atzungen aus der Spline

Analysis auf parametrisierte Kurv en und An w endung dieser Ergebnisse auf das Problem

(3.1) abgesc h

•

atzt. Aus dem Sc h

•

atzw ert f

•

ur den F ehler und der v orgegeb enen F ehlertoleranz

" wird ein V orsc hlagsw ert f

•

ur die Segmen tanzahl b estimm t.

Hier wird n un ein V erfahren v orgestellt, da� f

•

ur B-Splinekurv en (rational o der in tegral)

eine m

•

oglic hst kleine Segmen tanzahl un ter Einhaltung v on (3.1) b estimm t.

3.1 Iterativ e Segmen tb estimm ung

Das im folgenden b esc hrieb ene V erfahren v erb essert eine in [3] en t wic k elte Metho de. Die

Idee des V erfahrens ist es, eine Stelle �s der diskreten F unktion f ( s ) := F

s

� " zu �nden, f

•

ur

die f ( � s ) � 0 und �s m

•

oglic hst klein ist. F

s

:=

P

m

i =0

( X

s

( t

0

i

) � P

i

)

2

b ezeic hnet die Summe der

F ehlerquadrate zwisc hen der Appro ximationskurv e X

s

mit s Segmen ten und den Punkten

P

i

. Die Appro ximationskurv e wird mit dem V erfahren aus Absc hnitt 1.3 b erec hnet. Auf die

Anordn ung der Knoten im Knoten v ektor T wird sp

•

ater n

•

aher eingegangen.

Bei k on tin uierlic hen F unktionen en tspric h t diese Idee der Bestimm ung v on Nullstellen.

Dazu existieren zahlreic he V erfahren (z. B. In terv allhalbierung, regula falsi und f

•

ur au�er-

dem stetig di�erenzierbare F unktionen das Newton-V erfahren). Eines dieser V erfahren zur

Nullstellen b estimm ung ist das Sekantenverfahr en , das eine mehr als lineare Kon v ergenzord-

n ung hat und k eine Ableitung der F unktion b en

•

otigt. Das Sek an ten v erfahren k ann daher

auc h in leic h t abgew andelter F orm auf die diskrete F unktion f angew endet w erden, um eine

m

•

oglic hst kleine Segmen tanzahl �s mit f ( � s ) � 0 zu erhalten: Bev or das Iterationsv erfah-

ren dargestellt wird, w erden einige Bezeic hn ungen erl

•

autert. s

j

( j = 0 ; 1 ; : : : ) b ezeic hnet

die Anzahl der Segmen te b eim j -ten Iterationssc hritt. d x e ist die ganze Zahl, f

•

ur die gilt

x � 1 < d x e � x . Die Iteration ist damit zun

•

ac hst wie folgt de�niert:

Start w ert s

0

s

j +1

= s

j

+ � s

j

( j = 0 ; 1 ; : : : )

� s

j

:=

(

sign ( f ( s

0

)) ; j = 0

sign ( f ( s

j

)) � �

1

; j = 1 ; 2 ; : : :
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ss0 s1 s2 s3 s4 s5 s6

f(s0)

f(s1)

f(s2)

f(s4)

f(s5)

f(s6)

f(s3)

f

Abbildung 3.1: Geometrisc he In terpretation der Iteration (3.2)

�

1

:=

&

�

�

�

�

�

f ( s

j

)

f ( s

j � 1

) � f ( s

j

)

� s

j � 1

�

�

�

�

�

'

(3.2)

sign ( x ) :=

(

1 ; x > 0

� 1 ; sonst

Die Iteration (3.2) wird solange durc hgef

•

uhrt bis f ( s

j

) � 0 und � s

j � 1

> 0 sind. Im Un ter-

sc hied zu [3] k ann b ei der Iteration (3.2) die Segmen tanzahl s

j

erh

•

oh t o der erniedrigt w erden.

Somit ist man nic h t (wie in [3]) gezwungen, den Start w ert s

0

f

•

ur die Segmen tanzahl gleic h

Eins zu w

•

ahlen, um eine m

•

oglic hst kleine Segmen tanzahl zu erhalten, falls k ein Sc h

•

atzw ert

f

•

ur s

0

v orliegt. Abbildung 3.1 v eransc haulic h t geometrisc h den Ablauf der Iteration (3.2).

Dort sind sc h w arz gepunktet die F unktionsw erte f ( s ) f

•

ur die en tsprec henden Segmen tan-

zahlen s angetragen. Die F unktionsargumen te s zw eier b enac h barter F unktionsw erte f ( s )

un tersc heiden sic h jew eils um ein Segmen t. Die Iteration bric h t hier b ei der Segmen tanzahl

s

6

ab.

Wie zum Beispiel in Abbildung 3.1 erk enn bar ist, w o � s

2

= 1, ab er � s

3

= 3 und

� s

4

= 4 ist, f

•

uhrt die An w endung der Iteration (3.2) jedo c h oft zu Situationen, in denen

die Sc hritt w eite � s

j

ab w ec hselnd sehr gro� und dann wieder sehr klein ist. Sinn v oller w

•

are
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es, eine allm

•

ahlic he V er

•

anderung der Sc hritt w eite zu hab en. Daher f

•

uhren wir ob ere und

un tere Sc hrank en f

•

ur die Sc hritt w eite ein, um sie zu d

•

ampfen. Eine un tere Sc hrank e �

2

und eine ob ere Sc hrank e �

3

k ann aus der Sc hritt w eite des v orhergehenden Iterationssc hritts

festgelegt w erden:

�

2

:= dj � s

j � 1

= 2 je

�

3

:= 2 j � s

j � 1

j

Beide Sc hrank en sind Erfahrungsw erte, die in den Beispielen zu guten Resultaten f

•

uhrten.

Eine w eitere ob ere Sc hrank e �

4

der Sc hritt w eite ergibt sic h aus der F orderung, da� die

Anzahl der Segmen te und damit die Anzahl der Un b ek ann ten (Anzahl der Komp onen ten v on

d

j

und Anzahl der h

j

) kleiner ist als die Anzahl der Punktk o ordinaten der P

i

. Anderenfalls

k

•

onnen im linearen System zur Bestimm ung der Appro ximationskurv e L

•

uc k en en tstehen.

�

4

:=

�

3

4

m � k + 2 � s

j

�

Sc hlie�lic h ist 1 eine triviale un tere Sc hrank e der Sc hritt w eite. Eine geeignetere Sc hritt w eite

als in (3.2) b estimm t sic h n un, indem zuerst das Maxim um der un teren Sc hrank en 1, �

2

zusammen mit �

1

b estimm t wird und dann das Minim um der ob eren Sc hrank en �

3

, �

4

mit diesem Maxim um. Au�erdem m u� das V orzeic hen v on f ( s

j

) b er

•

uc ksic h tigt w erden, um

festzustellen, ob die Segmen tanzahl erh

•

oh t o der v ermindert w erden soll. Wir erhalten somit

ein mo di�ziertes Iterationsv erfahren, w enn � s

j

in (3.2) durc h

� s

j

:=

(

sign ( f ( s

0

)) ; j = 0

sign ( f ( s

j

)) � min f max f 1 ; �

1

; �

2

g ; �

3

; �

4

g ; j = 1 ; 2 ; : : :

(3.3)

ersetzt wird.

(3.3) �ndet, v orausgesetzt da� eine Segmen tanzahl s

�

existiert, so da� alle Segmen tan-

zahlen s mit s � s

�

(3.1) erf

•

ullen, in Abh

•

angigk eit v om Start w ert s

0

eine Segmen tanzahl s

j

,

die (3.1) einh

•

alt. Denn ist f ( s

0

) > 0, dann erh

•

alt man eine Iterationsfolge s

0

< s

1

< : : : < s

j

mit f ( s

1

) ; : : : ; f ( s

j � 1

) > 0 und f ( s

j

) � 0. Ist dagegen f ( s

0

) � 0, so ergibt sic h die F olge

s

0

> s

1

> : : : > s

k

< s

k +1

< : : : < s

j

mit f ( s

1

) ; : : : ; f ( s

k � 1

) � 0, f ( s

k

) ; : : : ; f ( s

j � 1

) > 0 und

f ( s

j

) � 0.

Nun gehen wir no c h auf die Anordn ung der Knoten b ei fester Segmen tanzahl s

j

= n

j

�

k + 2 im Knoten v ektor T ein. Dazu wird zuerst eine Appro ximation mit dem

•

aquidistan ten

Knoten v ektor

T = (0 ; : : : ; 0

| {z }

k � f ach

;

1

n

j

� k + 2

; : : : ;

n

j

� k + 1

n

j

� k + 2

; 1 ; : : : ; 1

| {z }

k � f ach

)

durc hgef

•

uhrt, in der eine B-Splinekurv e X

s

j

mit P arameterw erten t

0

i

und die F ehlerquadrat-

summe F

1

b estimm t wird. Ansc hlie�end wird mit einem nic h t

•

aquidistan ten Knoten v ektor

T

0

no c hmal appro ximiert und die F ehlerquadratsumme F

2

ausgerec hnet. Die Knoten v on

T

0

= (0 ; : : : ; 0 ; �

k

; : : : ; �

n

; 1 ; : : : ; 1) w erden so b estimm t, da� die aufsummierten F ehlerqua-

drate ( X

s

j

( t

0

i

) � P

i

)

2

der Appro ximationskurv e mit

•

aquidistan tem Knoten v ektor und der
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Punkte zwisc hen zw ei b enac h barten Knoten �

l

und �

l +1

ungef

•

ahr der mittleren F ehlerqua-

dratsumme F

1

dividiert durc h die Anzahl der Segmen te s

j

en tsprec hen o der formal

X

�

l

� t

0

i

<�

l +1

( X

s

j

( t

0

i

) � P

i

)

2

�

F

1

s

j

( l = k � 1 ; : : : ; n ) (3.4)

(3.4) liegt das Ziel zugrunde, da� in den Bereic hen des Knoten v ektors T

0

, in denen die

Appro ximationsfehler mit dem

•

aquidistan ten Knoten v ektor T gr

•

o�er w aren, mehr Knoten

liegen sollen als in Bereic hen, in denen die Appro ximationsfehler mit T kleiner w aren. f ( s

j

)

wird dann gesetzt als f ( s

j

) := F

s

j

� " mit F

s

j

:= min f F

1

; F

2

g . Das Iterationsv erfahren (3.3)

k ann alternativ auc h auf die F unktion f ( s ) :=

�

F

s

� " mit

�

F

s

:= max

i

j X ( t

0

i

) � P

i

j angew endet

w erden.

Bei Durc hf

•

uhrung der Iteration (3.3) im kubisc hen F all k ann als guter Start w ert die mit

Metho de [25] gesc h

•

atzte Segmen tanzahl

s

0

=

2

6

6

6

p

2

�

k S

(4)

8

k

1

4

2

"

1

8

3

7

7

7

+ 1 (3.5)

v erw endet w erden. In (3.5) sind k X k

2

2

:=

R

1

0

j X ( t ) j

2

dt und S

8

ist die in tegrale B-Splinekurv e

der Ordn ung 8 mit

•

aquidistan tem Knoten v ektor, die die Bedingungen

S

8

= P

i

( i = 0 ; : : : ; m )

S

( � )

8

( t

0

) = S

( � )

8

( t

m

) = 0 ( � = 4 ; 5 ; 6)

erf

•

ullt.

3.2 Ergebnisse

Die Arb eitsw eise des v orgestellten Iterationsv erfahrens soll durc h einige Beispiele v eran-

sc haulic h t w erden. Hierb ei wird in jedem Beispiel der Iteration der Segmen tanzahl mit ra-

tionalen B-Splinekurv en auc h die Iteration gegen

•

ub ergestellt, in der in jedem Sc hritt mit

in tegralen B-Splinekurv en ( h

j

= 1) appro ximiert wird. Bei der in tegralen bzw. rationa-

len Appro ximation mit

•

aquidistan tem und mit nic h t

•

aquidistan tem Knoten v ektor in jedem

Iterationssc hritt wurden jew eils maximal 20 P arameterk orrektursc hritte durc hgef

•

uhrt.

Im ersten Beispiel sind 101 Punkte auf einer Sc hraublinie gegeb en. Sie sollen mit einer

quin tisc hen ( k = 6) B-Splinekurv e, einer F ehlertoleranz " = 0 : 05 mm

2

und der Startseg-

men tanzahl s

0

= 13 appro ximiert w erden. T ab elle 3.1 zeigt die Resultate des V erfahrens mit

rationaler Appro ximation und Abbildung 3.2 die rationale Appro ximationskurv e, b ei der das

V erfahren abbric h t. En tsprec hendes zeigen T ab elle 3.2 und Abbildung 3.3 f

•

ur das V erfahren

mit in tegraler Appro ximation. In der ersten Zeile der T ab elle sind ausgehend v on der Start-

segmen tanzahl s

0

der Reihenfolge nac h alle v on der Iteration ermittelden Segmen tanzahlen

aufgef

•

uhrt. In den Zeilen 2 und 3 stehen die zugeh

•

origen F ehlerquadratsummen F

1

und F

2

.

Man sieh t, da� b ei w ac hsender Segmen tanzahl die F ehlerquadratsumme F

s

j

monoton f

•

allt.

Des w eiteren treten Sc hritt w eiten � s

j

mit j � s

j

j � 1 auf. j � s

j

j ist gro�, w enn die relativ e
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Segmen tanz. s

0

= 13 s

1

= 12 s

2

= 10 s

3

= 6 s

4

= 1

F

1

(mm

2

) 0.019 0.02 0.026 0.034 383

F

2

(mm

2

) 0.028 0.12 0.034 0.030 383

Segmen tanz. s

5

= 3 s

6

= 4 s

7

= 5 s

8

= 6

F

1

(mm

2

) 13.3 0.75 0.10 0.034

F

2

(mm

2

) 7.19 0.36 0.067 0.030

T ab elle 3.1: Iteration der Segmen tanzahl mit rationalen B-Splines

b ei sc hraubf

•

ormigen Punkten und " = 0 : 05 mm

2

Segmen tanz. s

0

= 13 s

1

= 12 s

2

= 10 s

3

= 6 s

4

= 8 s

5

= 9

F

1

(mm

2

) 0.019 0.021 0.023 0.53 0.072 0.034

F

2

(mm

2

) 0.11 0.062 0.087 0.22 0.21 0.049

T ab elle 3.2: Iteration der Segmen tanzahl mit in tegralen B-Splines

b ei sc hraubf

•

ormigen Punkten und " = 0 : 05 mm

2

•

Anderung zwisc hen F

s

j � 1

und F

s

j

klein ist (z. B. j � s

1

j = j s

2

� s

1

j = 2, j � s

2

j = 4, j � s

3

j = 5).

j � s

j

j ist klein, w enn die relativ e

•

Anderung zwisc hen F

s

j � 1

und F

s

j

gro� ist (z. B. j � s

5

j = 1,

j � s

6

j = 1). Bei den F ehlerquadratsummen F

1

mit

•

aquidistan tem Knoten v ektor und F

2

mit

nic h t

•

aquidistan tem Knoten v ektor sind k eine w esen tlic hen Un tersc hiede zu erk ennen. Auc h

b ei in tegraler Appro ximation f

•

allt die F ehlerquadratsumme F

s

j

monoton b ei w ac hsender

Segmen tanzahl und j � s

j

j ist gro�, w enn die relativ e

•

Anderung zwisc hen F

s

j � 1

und F

s

j

klein

ist (z. B. j � s

1

j = 2, j � s

2

j = 4). Umgek ehrt ist auc h j � s

j

j klein, w enn die relativ e

•

Anderung

zwisc hen F

s

j � 1

und F

s

j

gro� ist (z. B. j � s

4

j = 1). Dagegen bric h t hier das V erfahren erst b ei

9 Segmen ten ab, w

•

ahrend es mit rationaler Appro ximation sc hon b ei 6 Segmen ten abbric h t.

Zudem sind hier die F ehlerquadratsummen F

1

b ei den Segmen tanzahlen s

0

, s

1

, s

2

w esen tlic h

geringer als die F ehlerquadratsummen F

2

.

T ab ellen 3.3 und 3.4 zeigen zu den gleic hen V orgab epunkten und F ehlertoleranz wie in

Beispiel 1 die Iterationsergebnisse b ei der Startsegmen tanzahl s

0

= 2. Da f ( s

0

) > 0 im

in tegralen wie im rationalen F all ist, ergeb en sic h monoton steigende F olgen v on Segmen-

tanzahlen.

Das n

•

ac hste Beispiel (T ab ellen 3.5, 3.6, 3.7, 3.8) en th

•

alt die Iterationsdaten zu den V orga-

b epunkten aus Beispiel 1 und der F ehlertoleranz " = 0 : 5 mm

2

. Abbildung 3.4 und 3.5 zeigen

die Appro ximationskurv en, die (3.1) einhalten. Die b eiden Iterationsfolgen mit rationaler

Appro ximation und die Iterationsfolge mit in tegraler Appro ximation und Startsegmen tan-

zahl s

0

= 2 en tsprec hen denen aus den v orangegangenen Beispielen mit dem Un tersc hied,

Segmen tanz. s

0

= 2 s

1

= 3 s

2

= 4 s

3

= 5 s

4

= 6

F

1

(mm

2

) 142 13.3 0.75 0.10 0.034

F

2

(mm

2

) 102 7.19 0.36 0.067 0.030

T ab elle 3.3: Iteration der Segmen tanzahl mit rationalen B-Splines

b ei sc hraubf

•

ormigen Punkten und " = 0 : 05 mm

2
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 in

0 1 2 3 4 5 mm

Scale: 13.065:1

T

0

= (0 ; : : : ; 0 ; 0 : 259 ; 0 : 364 ; 0 : 483 ; 0 : 545 ; 0 : 684 ; 1 ; : : : ; 1)

Abbildung 3.2: Appro ximation v on sc hraubf

•

ormig gelegenen Punk-

ten. Nic h t

•

aquidistan te rat. B-Splinekurv e mit 6 Segmen ten, F ehler-

quadratsumme 0.030 mm

2

und max. F ehler 0.023 mm (fett gezeic h-

nete Punkte sind die den Knoten en tsprec henden Kurv enpunkte)

Segmen tanz. s

0

= 2 s

1

= 3 s

2

= 4 s

3

= 5 s

4

= 6 s

5

= 7 s

6

= 9

F

1

(mm

2

) 445 174 7.94 3.39 0.53 0.21 0.034

F

2

(mm

2

) 450 210 23.0 94.7 0.22 0.17 0.049

T ab elle 3.4: Iteration der Segmen tanzahl mit in tegralen B-Splines

b ei sc hraubf

•

ormigen Punkten und " = 0 : 05 mm

2
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 in

0 1 2 3 4 5 mm

Scale: 13.065:1

Abbildung 3.3: Appro ximation v on sc hraubf

•

ormig gelegenen Punk-

ten.

•

Aquidistan te in t. B-Splinekurv e mit 9 Segmen ten, F ehlerqua-

dratsumme 0.034 mm

2

und max. F ehler 0.027 mm
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Segmen tanz. s

0

= 13 s

1

= 12 s

2

= 10 s

3

= 6 s

4

= 1 s

5

= 3 s

6

= 4

F

1

(mm

2

) 0.019 0.02 0.026 0.034 383 13.3 0.75

F

2

(mm

2

) 0.028 0.12 0.034 0.030 383 7.19 0.36

T ab elle 3.5: Iteration der Segmen tanzahl mit rationalen B-Splines

b ei sc hraubf

•

ormigen Punkten und " = 0 : 5 mm

2

Segmen tanz. s

0

= 13 s

1

= 12 s

2

= 10 s

3

= 6 s

4

= 1

F

1

(mm

2

) 0.019 0.021 0.023 0.53 467

F

2

(mm

2

) 0.11 0.062 0.087 0.22 467

Segmen tanz. s

5

= 3 s

6

= 4 s

7

= 5 s

8

= 6

F

1

(mm

2

) 174 7.94 3.39 0.53

F

2

(mm

2

) 210 23.0 94.7 0.22

T ab elle 3.6: Iteration der Segmen tanzahl mit in tegralen B-Splines

b ei sc hraubf

•

ormigen Punkten und " = 0 : 5 mm

2

da� hier w egen der gr

•

o�eren F ehlertoleranz sc hon b ei 4 bzw. 6 Segmen ten abgebro c hen

wird. Der Grund f

•

ur die

•

Ub ereinstimm ung der jew eiligen Iterationsfolgen ist, da� b ei ihnen

s

0

und � s

0

gleic h sind und im w eiteren dann immer die gleic hen un teren Sc hrank en �

2

,

1 o der die ob ere Sc hrank e �

3

b ei der Berec hn ung v on � s

j

in (3.3) zum T ragen k ommen.

Im Gegensatz dazu wird b ei der Iterationsfolge mit in tegraler Appro ximation und Startseg-

men tanzahl s

0

= 13 die Segmen tanzahl s

3

= 6 auf s

4

= 1 v erringert, w

•

ahrend sie b ei der

Iterationsfolge mit F ehlertoleranz " = 0 : 05 mm

2

(T ab elle 3.2) v on s

3

= 6 auf s

4

= 8 erh

•

oh t

wird. Ursac he daf

•

ur ist, da� b ei " = 0 : 05 mm

2

f ( s

3

) > 0 und b ei " = 0 : 5 mm

2

f ( s

3

) < 0

ist. Wiederum f

•

uhrt das Iterationsv erfahren mit rationaler Appro ximation zu einer Kurv e

mit w eniger Segmen ten ( s = 4) als das Iterationsv erfahren mit in tegraler Appro ximation

( s = 6).

In den T ab ellen 3.9 und 3.10 sind die Iterationsfolgen zu 41 M-f

•

ormig v orgegeb enen

Punkten mit kubisc hen ( k = 4) B-Splinekurv en und der F ehlertoleranz " = 0 : 5 mm

2

zu

sehen. Die Abbildungen 3.6 und 3.7 stellen die am Iterationsende resultierenden Appro xi-

mationskurv en dar. Die F olge der F ehlerquadratsummen F

s

j

mit rationaler Appro ximation

ist monoton fallend. Auc h hier ist z. B. � s

3

= 4 gro�, da die relativ e

•

Anderung zwisc hen

F

s

2

und F

s

3

gering ist. Hingegen ist die F olge der F

s

j

mit in tegraler Appro ximation nic h t

monoton fallend ( F

s

2

> F

s

1

, F

s

4

> F

s

3

). Denno c h erh

•

oh t das V erfahren die Segmen tanzahl

w eiter, da f ( s

j

) > 0 ( j = 0 ; : : : ; 5). Ab w eic hend v on den bisherigen Beispielen ist die End-

segmen tanzahl b ei der Iterationsfolge mit rationaler Appro ximation ( s

5

= 11) gr

•

o�er als die

Segmen tanz. s

0

= 2 s

1

= 3 s

2

= 4

F

1

(mm

2

) 142 13.3 0.75

F

2

(mm

2

) 102 7.19 0.36

T ab elle 3.7: Iteration der Segmen tanzahl mit rationalen B-Splines

b ei sc hraubf

•

ormigen Punkten und " = 0 : 5 mm

2
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Segmen tanz. s

0

= 2 s

1

= 3 s

2

= 4 s

3

= 5 s

4

= 6

F

1

(mm

2

) 445 174 7.94 3.39 0.53

F

2

(mm

2

) 450 210 23.0 94.7 0.22

T ab elle 3.8: Iteration der Segmen tanzahl mit in tegralen B-Splines

b ei sc hraubf

•

ormigen Punkten und " = 0 : 5 mm

2

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 in

0 1 2 3 4 5 mm

Scale: 13.065:1

T

0

= (0 ; : : : ; 0 ; 0 : 371 ; 0 : 494 ; 0 : 628 ; 1 ; : : : ; 1)

Abbildung 3.4: Appro ximation v on sc hraubf

•

ormig gelegenen Punk-

ten. Nic h t

•

aquidistan te rat. B-Splinekurv e mit 4 Segmen ten, F ehler-

quadratsumme 0.36 mm

2

und max. F ehler 0.11 mm (fett gezeic h-

nete Punkte sind die den Knoten en tsprec henden Kurv enpunkte)
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 in

0 1 2 3 4 5 mm

Scale: 13.065:1

T

0

= (0 ; : : : ; 0 ; 0 : 273 ; 0 : 425 ; 0 : 511 ; 0 : 631 ; 0 : 779 ; 1 ; : : : ; 1)

Abbildung 3.5: Appro ximation v on sc hraubf

•

ormig gelegenen Punk-

ten. Nic h t

•

aquidistan te in t. B-Splinekurv e mit 6 Segmen ten, F ehler-

quadratsumme 0.22 mm

2

und max. F ehler 0.13 mm (fett gezeic h-

nete Punkte sind die den Knoten en tsprec henden Kurv enpunkte)
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Segmen tanz. s

0

= 1 s

1

= 2 s

2

= 3 s

3

= 5 s

4

= 9 s

5

= 11

F

1

(mm

2

) 14900 61.3 64.5 45.1 3.64 0.71

F

2

(mm

2

) 14900 61.3 55.1 38.7 7.42 0.047

T ab elle 3.9: Iteration der Segmen tanzahl mit rationalen B-Splines

b ei M-f

•

ormigen Punkten und " = 0 : 5 mm

2

Segmen tanz. s

0

= 1 s

1

= 2 s

2

= 3 s

3

= 4 s

4

= 5 s

5

= 6 s

6

= 8

F

1

(mm

2

) 6770 1590 2230 28.1 29.8 25.5 10.2

F

2

(mm

2

) 6770 1590 2590 18.5 30.3 27.9 0.42

T ab elle 3.10: Iteration der Segmen tanzahl mit in tegralen B-Splines

b ei M-f

•

ormigen Punkten und " = 0 : 5 mm

2

der Iterationsfolge mit in tegraler Appro ximation ( s

6

= 8). Dies hat seine Ursac he im Iterati-

onsv erfahren. Denn aus T ab elle 3.11 des n

•

ac hsten Beispiels en tnimm t man, da� die rationale

Appro ximation mit 7 Segmen ten n ur eine F ehlerquadratsumme v on 0.07 mm

2

hat (im V er-

gleic h zu 0.42 mm

2

der in tegralen Appro ximation mit 8 Segmen ten). Diese Segmen tanzahl

ist ab er in der Iterationsfolge nic h t en thalten.

Das letzte Beispiel (T ab ellen 3.11 und 3.12) zeigt zu gleic hen V orgab epunkten wie im

v orhergehenden Beispiel und der F ehlertoleranz " = 5 : 0 mm

2

die Ergebnisse der Iteratio-

nen. Anders als in den

•

ubrigen Beispielen ist die F olge der F ehlerquadratsummen F

s

j

mit

rationaler Appro ximation b ei kleiner w erdender Segmen tanzahl nic h t monoton w ac hsend

(z. B. F

s

1

> F

s

2

, F

s

3

> F

s

4

). T rotzdem stellt das V erfahren sic her, da� die Segmen tanzahl

w eiter v erringert wird. Es gilt n

•

amlic h f ( s

j

) < 0 ( j = 0 ; : : : ; 5). W eiter f

•

allt auf, da� b ei den

Segmen tanzahlen s

0

, s

3

, s

5

die F ehlerquadratsumme F

2

deutlic h kleiner als F

1

ist. Bei der

Iteration mit in tegraler Appro ximation ist zu b emerk en, da� sie b ei 11 Segmen ten abbric h t,

w ohingegen sie im v orhergehenden Beispiel mit F ehlertoleranz " = 0 : 5 mm

2

b ei 8 Segmen ten

endet. Daran zeigt sic h, da� die sic h b eim Iterationsv erfahren ergeb ende Segmen tanzahl v on

der Startsegmen tanzahl s

0

abh

•

angt.

Die Ergebnisse der v orangehenden Beispiele un terstreic hen, da� das Iterationsv erfahren

so w ohl f

•

ur in tegrale als auc h f

•

ur rationale Kurv enappro ximationen g

•

unstige also rec h t kleine

Segmen tanzahlen b estimm t, b ei denen die F ehlertoleranz " eingehalten wird.

Die im V erfahren v erw endete Appro ximation mit dem nic h t

•

aquidistan ten Knoten v ektor

aus (3.4) erzielt dab ei oft geringere F ehlerquadratsummen als die Appro ximation mit dem

•

aquidistan ten Knoten v ektor. Insb esondere w enn die V orgab epunkte gro�e

"

Kr

•

umm ungs-

•

anderungen \ wie im F all der M-f

•

ormig v orgegeb enen Punkte aufw eisen, zeigt die nic h t

•

aqui-

distan te Appro ximation ihre V orteile: Zum Beispiel die rationale Appro ximation mit F eh-

Segmen tanz. s

0

= 11 s

1

= 10 s

2

= 9 s

3

= 8 s

4

= 7 s

5

= 6 s

6

= 5 s

7

= 6

F

1

(mm

2

) 0.71 4.17 3.64 28.3 0.09 22.7 45.1 22.7

F

2

(mm

2

) 0.047 4.21 7.42 3.27 0.07 3.61 38.7 3.61

T ab elle 3.11: Iteration der Segmen tanzahl mit rationalen B-Splines

b ei M-f

•

ormigen Punkten und " = 5 : 0 mm

2
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X

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 in

0 1 2 3 4 cm

Scale: 2.0611:1

T

0

= (0 ; : : : ; 0 ; 0 : 216 ; 0 : 252 ; 0 : 296 ; 0 : 424 ; 0 : 498 ; 0 : 499 ; 0 : 576 ; 0 : 704 ; 0 : 748 ; 0 : 784 ; 1 ; : : : ; 1)

Abbildung 3.6: Appro ximation v on M-f

•

ormig gelegenen Punkten.

Nic h t

•

aquidistan te rat. B-Splinekurv e mit 11 Segmen ten, F ehlerqua-

dratsumme 0.047 mm

2

und max. F ehler 0.12 mm (fett gezeic hnete

Punkte sind die den Knoten en tsprec henden Kurv enpunkte)

Segmen tanz. s

0

= 11 s

1

= 10 s

2

= 11

F

1

(mm

2

) 0.16 18.9 0.16

F

2

(mm

2

) 2.49 6.42 2.49

T ab elle 3.12: Iteration der Segmen tanzahl mit in tegralen B-Splines

b ei M-f

•

ormigen Punkten und " = 5 : 0 mm

2
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X

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 in

0 1 2 3 4 cm

Scale: 2.0573:1

T

0

= (0 ; : : : ; 0 ; 0 : 206 ; 0 : 334 ; 0 : 460 ; 0 : 500 ; 0 : 540 ; 0 : 666 ; 0 : 794 ; 1 ; : : : ; 1)

Abbildung 3.7: Appro ximation v on M-f

•

ormig gelegenen Punkten.

Nic h t

•

aquidistan te in t. B-Splinekurv e mit 8 Segmen ten, F ehlerqua-

dratsumme 0.42 mm

2

und max. F ehler 0.25 mm (fett gezeic hnete

Punkte sind die den Knoten en tsprec henden Kurv enpunkte)
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lertoleranz " = 5 : 0 mm

2

. Hier hat die Kurv e mit 6 Segmen ten und mit

•

aquidistan tem

Knoten v ektor eine F ehlerquadratsumme v on 22.7 mm

2

und einen maximalen Lotfehler v on

2.88 mm, w ohingegen die Kurv e mit gleic her Segmen tanzahl und mit nic h t

•

aquidistan tem

Knoten v ektor eine F ehlerquadratsumme v on 3.61 mm

2

und einen maximalen Lotfehler v on

0.73 mm hat. Ein w eiterer p ositiv er Asp ekt der nic h t

•

aquidistan ten Appro ximation ist, da�

der zus

•

atzlic he Rec henaufw and in (3.4) zur Bestimm ung des Knoten v ektors im V erh

•

altnis

zur Bestimm ung der Appro ximationskurv e v ernac hl

•

assigbar ist.

Insgesam t erw eist sic h das Iterationsv erfahren als eine e�ektiv e Metho de, um eine kleine

Segmen tanzahl b ei der Appro ximation mit B-Splinekurv en (insb esondere rationaler Kurv en)

zu �nden.

Auc h in einem sp eziellen F all der Appro ximation mit in tegralen o der rationalen B-

Spline


•

ac hen (s. Absc hnitt 2.1) ist eine An w endung des Iterationsv erfahrens zur Bestim-

m ung der Segmen tanzahl im Un tersc hied zu den Kurv en ab er n ur mit

•

aquidistan ten Kno-

ten v ektoren U , V denkbar: Besitzen n

•

amlic h die Punkte P

i

eine Rec h tec kgitterstruktur,

dann k ann f

•

ur jeden Gitterfaden in u - bzw. v -Ric h tung durc h einen Iterationssc hritt v on

(3.3) ein W ert f

•

ur die Sc hritt w eite � s

u

in u -Ric h tung bzw. � s

v

in v -Ric h tung b estimm t w er-

den. Nac h einem Kriterium, z. B. min f max f � s

u

g ; max f � s

v

gg , wird en t w eder ein � s

u

o der

ein � s

v

ausgew

•

ahlt und die en tsprec hende Segmen tanzahl en t w eder in u - o der v -Ric h tung

v er

•

andert. Ansc hlie�end wird wieder f

•

ur jeden Gitterfaden eine Sc hritt w eite � s

u

bzw. � s

v

mit (3.3) festgelegt usw. .





Kapitel 4

Appro ximation v on Fl

•

ac hen mit

T rimmkurv en

Als T eilproblem b ei der Appro ximation einer Fl

•

ac he, d. h. abgetasteter Punkte der Fl

•

ac he,

durc h eine B-Spline


•

ac he tritt

•

ofter der F all auf, da� die gegeb ene Fl

•

ac he Aussparun-

gen (z. B. Bohrl

•

oc her) en th

•

alt o der Randv erl

•

aufe der Appro ximations


•

ac he durc h Kon-

struktionsv orgab en ge

•

andert w erden m

•

ussen. Um diesen F all zu b ehandeln, w erden zu-

erst Punkte der gegeb enen Fl

•

ac he mit der B-Spline


•

ac he appro ximiert und danac h die

Bereic he der Appro ximations


•

ac he, die nic h t b en

•

otigt w erden o der au�erhalb des neuen

Randv erlaufs der Appro ximations


•

ac he liegen, w eggesc hnitten. Die Kurv en, die die Sc hnit-

tr

•

ander b esc hreib en, b ezeic hnet man als T rimmkurven . Mathematisc h l

•

a�t sic h das Problem

der Appro ximation mit T rimmkurv en so b esc hreib en: Gegeb en sind m + 1 Fl

•

ac henpunkte

P

i

= Y ( u

i

; v

i

) 2 I R

3

auf der rationalen B-Spline


•

ac he der Ordn ungen p; q

Y ( u; v ) :=

n

X

j =0

r

X

l =0

h

j l

d

j l

N

j p

( u ) N

l q

( v )

n

X

j =0

r

X

l =0

h

j l

N

j p

( u ) N

l q

( v )

; d

j l

2 I R

3

Gesuc h t ist die T rimmkurv e (Fl

•

ac henkurv e) Y ( C ( t )) mit der rationalen B-Splinekurv e der

Ordn ung k

C ( t ) :=

 

u ( t )

v ( t )

!

=

n

X

j =0

h

j

d

j

N

j k

( t )

n

X

j =0

h

j

N

j k

( t )

; d

j

:=

 

d

j x

d

j y

!

2 I R

2

;

die die Punkte P

i

appro ximiert.

Die bisher angew endete Metho de zur Appro ximation mit T rimmkurv en [12 ], [13] basiert

auf der Minimierung v on

m

X

i =0

d ( t

0

i

) :=

m

X

i =0

( u ( t

0

i

) � u

i

)

2

+ ( v ( t

0

i

) � v

i

)

2

(4.1)

61
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•

ACHEN MIT TRIMMKUR VEN

in der u - v -P arametereb ene. Ausgehend v on einer zen trip etalen P arametrisierung der Start-

parameterw erte t

i

b ez

•

uglic h der ( u

i

; v

i

)

>

w erden w

•

ahrend des Appro ximationsprozesses ite-

rativ die P arameterw erte t

0

i

gem

•

a�

d ( t

0

i

) � ! min ( i = 0 ; : : : ; m )

o der

( Y ( C ( t

0

i

)) � P

i

)

2

� ! min

k orrigiert. Die Zielfunktion (4.1) hat den Nac h teil, da� in sie die P arameterdarstellung

Y ( u; v ) der Fl

•

ac he nic h t eingeh t. Da man ab er an der Minimierung v on Y ( C ( t

i

)) � P

i

in teres-

siert ist, sollte Y ( u; v ) in geeigneter W eise b er

•

uc ksic h tigt w erden. Das n un zu pr

•

asen tierende

V erfahren tut dies und w endet b ei der Appro ximation die neue Metho de aus Absc hnitt 1.3

an.

4.1 Appro ximation mit neuer Zielfunktion

Ziel der Appro ximation mit T rimmkurv en soll die Minimierung des F ehlers zwisc hen

Y ( C ( t

i

)) und P

i

= Y ( u

i

; v

i

) sein. Wir setzen v oraus, da� Y 2 C

2

und @ Y =@ u � @ Y =@ v 6= 0

ist. Deshalb b etrac h ten wir

( Y ( C ( t

i

)) � P

i

)

2

(4.2)

Die T a yloren t wic klung v on Y ( u; v ) im Punkt ( u

i

; v

i

)

>

bis zu Gliedern 1. Ordn ung ergibt

Y ( u; v ) = Y ( u

i

; v

i

) + Y

u

( u

i

; v

i

) ( u � u

i

) + Y

v

( u

i

; v

i

) ( v � v

i

) + R

2

( u; v ) (4.3)

R

2

( u; v ) ist das quadratisc he Restglied mit

lim

( u;v ) ! ( u

i

;v

i

)

R

2

( u; v ) = 0

und Y

u

, Y

v

sind die partiellen Ableitungen v on Y nac h u , v . Wird (4.3) in (4.2) eingesetzt,

w ob ei das Restglied R

2

( u; v ) v ernac hl

•

assigt wird, b ek omm t man

F d := ( Y

u

( u

i

; v

i

) ( u ( t

i

) � u

i

) + Y

v

( u

i

; v

i

) ( v ( t

i

) � v

i

))

2

=

Y

2

u

( u

i

; v

i

) ( u ( t

i

) � u

i

)

2

+ 2 Y

u

( u

i

; v

i

) Y

v

( u

i

; v

i

) ( u ( t

i

) � u

i

)( v ( t

i

) � v

i

)

+ Y

2

v

( u

i

; v

i

) ( v ( t

i

) � v

i

)

2

(4.4)

Das W eglassen v on R

2

( u; v ) la�t sic h dadurc h rec h tfertigen, da� ein kleiner F ehler (4.2)

(Ziel einer guten Appro ximation) auc h einen kleinen W ert v on C ( t

i

) � ( u

i

; v

i

)

>

zur F olge

hat. (4.4) stellt aus di�eren tialgeometrisc her Sic h t gerade die erste F undamentalform dar,

w enn man die Di�erenzen u ( t

i

) � u

i

, v ( t

i

) � v

i

durc h Di�eren tiale ersetzt. W enn die u - und

v -P arameterlinien v on Y orthogonal zueinander sind, gilt insb esondere

F d = Y

2

u

( u

i

; v

i

) ( u ( t

i

) � u

i

)

2

+ Y

2

v

( u

i

; v

i

) ( v ( t

i

) � v

i

)

2

Im F all, da� C ( t ) eine in tegrale B-Splinekurv e ist ( h

j

= 1), f

•

uhrt die Minimierung v on

P

m

i =0

F d auf lineares Gleic h ungssystem f

•

ur die Un b ek ann ten d

j

. Um auc h b ei der Mini-

mierung mit einer rationalen B-Splinekurv e C ( t ) ein lineares Gleic h ungssystem f

•

ur die
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Un b ek ann ten d

j

, h

j

zu erhalten, gen

•

ugt (4.4) no c h nic h t. Deshalb wird (4.4) nac h ob en

abgesc h

•

atzt durc h

F d � 2 ( Y

2

u

( u

i

; v

i

) ( u ( t

i

) � u

i

)

2

+ Y

2

v

( u

i

; v

i

) ( v ( t

i

) � v

i

)

2

) (4.5)

Die rec h te Seite v on (4.5) l

•

a�t sic h als F ehlerquadrat der Punkte

x ( t

i

) :=

p

2

 

j Y

u

( u

i

; v

i

) j u ( t

i

)

j Y

v

( u

i

; v

i

) j v ( t

i

)

!

und

p

i

:=

p

2

 

j Y

u

( u

i

; v

i

) j u

i

j Y

v

( u

i

; v

i

) j v

i

!

deuten. Nun k

•

onnen wir die Ergebnisse aus Kapitel 1 auf die Appro ximation mit T rimm-

kurv en

•

ub ertragen: In Absc hnitt 1.2 hatten wir die Zielfunktion

�

F =

m

X

i =0

�

X

2

( t

i

) � (

�

X ( t

i

) �

�

P

i

)

2

+ �

m

X

i =0

(

n

X

j =0

h

j

N

j k

( t

i

) � 1)

2

zur Appro ximation v on m + 1 Punkten P

i

2 I R

3

und P arameterw erten t

i

mit einer rationalen

B-Splinekurv e X ( t ) v erw endet, w ob ei

�

X ( t ) :=

0

B

B

B

@

P

n

j =0

h

j

N

j k

( t )

P

n

j =0

�

d

j x

N

j k

( t )

P

n

j =0

�

d

j y

N

j k

( t )

P

n

j =0

�

d

j z

N

j k

( t )

1

C

C

C

A

;

�

P

i

:=

1

q

1 + p

2

ix

+ p

2

iy

+ p

2

iz

0

B

B

B

@

1

p

ix

p

iy

p

iz

1

C

C

C

A

homogene Ko ordinaten v on X ( t ) so wie P

i

sind. Analog wird jetzt die Zielfunktion

�

F =

m

X

i =0

�
x

2

( t

i

) � (
�

x ( t

i

) �
�

p

i

)

2

+ �

m

X

i =0

(

n

X

j =0

h

j

N

j k

( t

i

) � 1)

2

(4.6)

mit

�
x ( t

i

) :=

0

B

@

P

n

j =0

h

j

N

j k

( t

i

)

j Y

u

( u

i

; v

i

) j

P

n

j =0

�

d

j x

N

j k

( t

i

)

j Y

v

( u

i

; v

i

) j

P

n

j =0

�

d

j y

N

j k

( t

i

)

1

C

A

;
�

p

i

:= c

i

0

B

@

1

j Y

u

( u

i

; v

i

) j u

i

j Y

v

( u

i

; v

i

) j v

i

1

C

A

und

c

i

:=

1

q

1 + ( j Y

u

( u

i

; v

i

) j u

i

)

2

+ ( j Y

v

( u

i

; v

i

) j v

i

)

2

b en utzt. Bei
�

x ( t

i

) und
�

p

i

sind die F aktoren

p

2 w eggelassen, die b ei x ( t

i

) und p

i

auftre-

ten, da sie k einen Ein
u� auf das Minimierungsergebnis v on (4.6) hab en. Un b ek ann te der

Optimierung sind die h

j

,

�

d

j x

:= h

j

d

j x

,

�

d

j y

:= h

j

d

j y

.

Die not w endigen Bedingungen zur Minimierung v on (4.6) ergeb en ein lineares Glei-

c h ungssystem

•

ahnlic h zu (1.18). Die Aussagen und S

•

atze aus Absc hnitt 1.3 gelten f

•

ur das

L

•

osen des Gleic h ungssystems analog. Zur V erringerung des Zielfunktionsw ertes w erden eb en-

falls die P arameterw erte t

i

k orrigiert (vgl. (1.30)). Die Startparameterw erte t

i

k

•

onnen als
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zen trip etale o der c hordale P arametrisierung der Raumpunkte P

i

, s. [11 ], o der in Anlehn ung

an diese P arametrisierungen zum Beispiel als zen trip etale P arametrisierung v on Fl

•

ac hen-

punkten P

i

= Y ( u

i

; v

i

) so b estimm t w erden

t

i

=

i

X

l =1

4

q

Y

2

u

( u

l

� u

l � 1

)

2

+ 2 Y

u

Y

v

( u

l

� u

l � 1

)( v

l

� v

l � 1

) + Y

2

v

( v

l

� v

l � 1

)

2

s

s =

m

X

l =1

4

q

Y

2

u

( u

l

� u

l � 1

)

2

+ 2 Y

u

Y

v

( u

l

� u

l � 1

)( v

l

� v

l � 1

) + Y

2

v

( v

l

� v

l � 1

)

2

:

4.2 T estresultate

4.2.1 Appro ximationsv erhalten des V erfahrens

Das Appro ximationsv erhalten des neuen V erfahrens wird durc h einige Beispiele illustriert.

In den Beispielen wurde mit T rimmkurv en auf bikubisc hen rationalen B-Spline


•

ac hen ap-

pro ximiert. Die Kurv en C ( t ) in der u - v -P arametereb ene der Fl

•

ac he sind o�ene kubisc he

rationale B-Splinekurv en mit

•

aquidistan tem Knoten v ektor. Jedes Beispiel b esteh t aus zw ei

Abbildungen. Die eine Abbildung zeigt die T rimmkurv e Y ( C ( t )) und die V orgab epunkte

Y ( u

i

; v

i

) auf der gegeb enen Fl

•

ac he, die andere die Kurv e C ( t ) und die Punkte ( u

i

; v

i

)

>

in der u - v -P arametereb ene der Fl

•

ac he. Die folgenden F ehlerw erte sind maximale Lotfeh-

ler zwisc hen der T rimmkurv e und den v orgegeb enen Fl

•

ac henpunkten. Zur Einordn ung der

Gr

•

o�en v erh

•

altnisse zwisc hen der T rimmkurv e und dem F ehlerw ert ist in den Abbildungen

ein Ma�stab eingezeic hnet.

Die ersten b eiden Beispiele dienen dazu, den Ein
u� der P arameterdarstellung Y ( u; v )

auc h in der P arametereb ene auf das Appro ximationsergebnis zu demonstrieren: Abbildung

4.1 zu Beispiel 1 stellt die Appro ximation v on 41 Punkten auf einem Zylinder dar. In Abbil-

dung 4.2 sieh t man das dazugeh

•

orige Ergebnis in der u - v -P arametereb ene. In der letzteren

Abbildung liegen die Punkte auf einem Kreis. Die Kurv e C ( t ) hat 1 Segmen t und die T rimm-

kurv e appro ximiert die Punkte mit einem F ehler v on 1.39 mm.

Im n

•

ac hsten Beispiel (Abbildung 4.3 und 4.4) wurden 41 Punkte mit einem F ehler v on

1.02 mm auf einer w

•

urfel

•

ahnlic hen Fl

•

ac he appro ximiert. Die Kurv e C ( t ) hat wie im ersten

Beispiel 1 Segmen t und die V orgab epunkte liegen in der u - v -P arametereb ene eb enfalls auf

einem Kreis mit gleic hem Radius (Abbidung 4.4). V ergleic h t man Abbildung 4.2 und 4.4

miteinander, so erk enn t man deutlic h, da� die P arameterdarstellung Y ( u; v ) der Fl

•

ac he das

Appro ximationsergebnis auc h in der P arametereb ene b eein
u�t. Dies erkl

•

art sic h aus der

T atsac he, da� in die Zielfunktion (4.6) die P arameterdarstellung der Fl

•

ac he eingeh t, w as b ei

der Zielfunktion (4.1) jedo c h nic h t der F all ist. Bei den b eiden eb en erl

•

auterten Beispielen

k ann man durc h Erh

•

oh ung der Segmen tanzahl erheblic h geringere F ehlerw erte erreic hen,

w o durc h sic h dann ab er die Appro ximationskurv en in der P arametereb ene optisc h k aum

un tersc heiden.

Als drittes Beispiel sind in Abbildung 4.5 41 Punkte auf einem Zylinder appro ximiert.

In der dazugeh

•

origen u - v -P arametereb ene (Abbildung 4.6) sind diese Punkte sin usf

•

ormig

gelegen. Die Kurv e C ( t ) b esitzt 5 Segmen te und der Appro ximationsfehler b etr

•

agt 0.039

mm.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 in
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Scale: 2.3121:1

Abbildung 4.1: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf einem

Zylinder. Max. F ehler 1.39 mm
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Abbildung 4.2: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten des Zy-

linders in der u - v -P arametereb ene auf einem Kreis
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Abbildung 4.3: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf einer

w

•

urfel

•

ahnlic hen Fl

•

ac he. Max. F ehler 1.02 mm
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Scale: 412.36:1

Abbildung 4.4: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten der w

•

ur-

fel

•

ahnlic hen Fl

•

ac he in der u - v -P arametereb ene auf einem Kreis
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0 1 2 3 4 in

0 2 4 6 8 10 cm

Scale: 1:1.0262

Abbildung 4.5: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf einem

Zylinder. Max. F ehler 0.039 mm
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Abbildung 4.6: T rimmkurv enappro ximation v on sin usf

•

ormig gele-

genen Punkten des Zylinders in der u - v -P arametereb ene
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Scale: 1.2668:1

Abbildung 4.7: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf einer

T ranslations


•

ac he. Max. F ehler 0.064 mm

Sc hlie�lic h zeigt Abbildung 4.7 die Appro ximation v on 41 Punkten auf einer T ranslati-

ons


•

ac he. Wie in Abbildung 4.6 hab en die Punkte in u - v -P arametereb ene (Abbildung 4.8)

die gleic he sin usf

•

ormige Anordn ung. Die Segmen tanzahl der Kurv e C ( t ) ist eb enso wie im

v orhergehenden Beispiel 5 und der Appro ximationsfehler der T rimmkurv e ist 0.064 mm. Im

Gegensatz zu den b eiden ersten Beispielen sind im V ergleic h der Abbildungen 4.6 und 4.8

optisc h k eine Un tersc hiede festzustellen.

Die Beispiele mac hen deutlic h, da� die V erw endung der Zielfunktion (4.6) im Un tersc hied

zu (4.1) auc h das Appro ximationsergebnis in der u - v -P arametereb ene b eein
u�t, da in (4.6)

•

ub er die partiellen Ableitungen Y

u

, Y

v

die P arameterdarstellung Y ( u; v ) der Fl

•

ac he eingeh t,

w as in (4.1) nic h t der F all ist. Au�erdem demonstrieren die b eiden letzten Beispiele (Abbil-

dungen 4.5, 4.6, 4.7 und 4.8), da� das neue V erfahren sehr gute Appro ximationsergebnisse

erm

•

oglic h t.
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Abbildung 4.8: T rimmkurv enappro ximation v on sin usf

•

ormig gele-

genen Punkten der T ranslations


•

ac he in der u - v -P arametereb ene
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4.2.2 V erfahren im V ergleic h

Um die Qualit

•

at des neuen V erfahrens zu b eurteilen, wird es mit der bisher v erw endeten

Metho de (Minimierung v on (4.1) und P arameterk orrektur durc h ( Y ( C ( t

0

i

)) � P

i

)

2

� ! min

( i = 0 ; : : : ; m )) an einigen Beispielen v erglic hen. W

•

ahrend die Kurv en C ( t ) in den u - v -

P arametereb enen der Fl

•

ac hen b eim neuen V erfahren in allen Beispielen o�ene rationale

B-Splinekurv en sind, sind sie in der V ergleic hsmetho de o�ene in tegrale B-Splinekurv en

( h

j

= 1). So w ohl f

•

ur die rationalen als auc h f

•

ur die in tegralen Kurv en wurden immer

•

aquidistan te Knoten v erw endet. Jedes Beispiel b esteh t wieder aus zw ei Abbildungen, die

die Appro ximationskurv en des neuen V erfahrens zusammen mit den V orgab epunkten zum

einen auf der gegeb enen Fl

•

ac he, zum anderen in der P arametereb ene der Fl

•

ac he zeigen.

Die V orgab epunkte der Beispiele liegen auf den Fl

•

ac hen ungef

•

ahr gleic habst

•

andig. Die im

folgenden angegeb enen F ehlerw erte b ezeic hnen maximale Lotfehler zwisc hen der T rimm-

kurv e Y ( C ( t )) und den V orgab epunkten Y ( u

i

; v

i

). Um die F ehlerw erte in Bezug auf die

Ausdehn ung der T rimmkurv e einsc h

•

atzen zu k

•

onnen, en thalten die Abbildungen Ma�st

•

ab e.

Das erste Beispiel stellt die Appro ximation v on 97 Punkten auf einer biquadratisc hen

in tegralen B-Spline


•

ac he (Abbildung 4.9) dar. In der u - v -P arametereb ene liegen die Punkte

sehr ungleic hm

•

a�ig auf einem Kreis (Abbildung 4.10). Der F ehler der kubisc hen rationa-

len T rimmkurv e mit 16 Segmen ten b etr

•

agt 0.098 mm, der F ehler der kubisc hen in tegralen

T rimmkurv e mit 32 Segmen ten 0.1 mm. Die Berec hn ung mit dem neuen V erfahren b en

•

otigte

b ei 20 Iterationen (P arameterk orrektursc hritte) 9 s, mit dem V ergleic hsv erfahren b ei 14 Ite-

rationen 11 s. Besonders ins Auge f

•

allt, da� das neue V erfahren n ur die H

•

alfte der Segmen te

der V ergleic hsmetho de brauc h t, um einen

•

ahnlic hen F ehler zu erzielen.

In Abbildung 4.11 zu Beispiel 2 sind 88 Punkte auf einem P arab elb ogen wieder sehr

ungleic hm

•

a�ig in der u - v -P arametereb ene v orgegeb en, die mit einer quadratisc hen ratio-

nalen B-Splinekurv e mit 16 Segmen ten appro ximiert w erden. Die en tsprec hende Appro xi-

mationskurv e mit den V orgab epunkten auf der Fl

•

ac he, die iden tisc h mit der Fl

•

ac he des

v orhergehenden Beispiels ist, zeigt Abbildung 4.12. Die Rec henzeit des neuen V erfahrens

b elief sic h b ei 63 Iterationen auf 23 s, w ob ei sic h ein F ehler v on 0.091 mm ergab. In der

V ergleic hsmetho de wurde mit einer quadratisc hen in tegralen Kurv e mit 32 Segmen ten und

einer Rec henzeit v on 5 s (7 Iterationen) ein F ehler v on 0.093 mm erreic h t. Auc h hier ist die

deutlic h geringere Anzahl v on Segmen ten (F aktor 2!) des neuen V erfahrens b ei et w a gleic hen

F ehlern herv orzuheb en.

Als drittes Beispiel zeigt Abbildung 4.13 die Appro ximation v on 48 rec h tec kf

•

ormig ge-

legenen Punkten in der P arametereb ene und Abbildung 4.14 die En tsprec h ung auf einer

bikubisc hen in tegralen B-Spline


•

ac he. Der F ehler der kubisc hen rationalen T rimmkurv e mit

11 Segmen ten ist 0.049 mm. Die dazu not w endigen 30 Iterationen wurden in 6 s b erec hnet.

Der F ehler der kubisc hen in tegralen T rimmkurv e mit eb enfalls 11 Segmen ten ist 0.05 mm,

w ob ei 76 Iterationen mit 20 s Rec henzeit erforderlic h w aren.

Zum Sc hlu� (Beispiel 4) w erden in Abbildung 4.15 36 rautenf

•

ormig gelegene Punkte

mit einer kubisc hen rationalen B-Splinekurv e mit 10 Segmen ten in der P arametereb ene

und in Abbildung 4.16 die dazugeh

•

origen Punkte auf einer biquadratisc hen in tegralen B-

Spline


•

ac he appro ximiert. Die Berec hn ung mit dem neuen V erfahren b en

•

otigte 6 s f

•

ur 44

Iterationen und der F ehler b etr

•

agt 0.049 mm. In der V ergleic hsmetho de ergab sic h mit

einer kubisc hen in tegralen B-Splinekurv e mit 14 Segmen ten ein F ehler v on 0.05 mm. Die
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Abbildung 4.9: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf der

Fl

•

ac he zu Beispiel 1. Max. F ehler 0.098 mm
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Abbildung 4.10: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf ei-

nem Kreis in der u - v -P arametereb ene der Fl

•

ac he zu Beispiel 1
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Abbildung 4.11: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf der

Fl

•

ac he zu Beispiel 2. Max. F ehler 0.091 mm
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Abbildung 4.12: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf einer

P arab el in der u - v -P arametereb ene der Fl

•

ac he zu Beispiel 2
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Abbildung 4.13: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf der

Fl

•

ac he zu Beispiel 3. Max. F ehler 0.049 mm
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Abbildung 4.14: T rimmkurv enappro ximation v on rec h tec kf

•

ormig

gelegenen Punkten in der u - v -P arametereb ene der Fl

•

ac he zu Bei-

spiel 3
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Abbildung 4.15: T rimmkurv enappro ximation v on Punkten auf der

Fl

•

ac he zu Beispiel 4. Max. F ehler 0.049 mm

Berec hn ung dauerte f

•

ur 8 Iterationen 2 s. Hier f

•

allt die Anzahl der Segmen te des neuen

V erfahrens b ei et w a gleic hen F ehlern wieder geringer aus als b ei der V ergleic hsmetho de.

Die Beispiele zeigen, da� das neue V erfahren zum Erreic hen

•

ahnlic her F ehlerw erte teil-

w eise deutlic h w eniger Segmen te brauc h t als die V ergleic hsmetho de. Dies f

•

allt b esonders

b ei dem ersten und zw eiten Beispiel auf. Der Un tersc hied b ei der Anzahl der Segmen te

zwisc hen dem neuen V erfahren und der V ergleic hsmetho de ist teils auf die V erw endung ra-
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Abbildung 4.16: T rimmkurv enappro ximation v on rautenf

•

ormig ge-

legenen Punkten in der u - v -P arametereb ene der Fl

•

ac he zu Beispiel

4
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tionaler B-Splinekurv en gegen

•

ub er in tegralen B-Splinekurv en, teils auf das neue V erfahren

zur

•

uc kzuf

•

uhren. Letztere Aussage b elegen b eispielsw eise die Appro ximationsergebnisse der

Punkte dieser b eiden Beispiele, die no c hmal mit in tegralen B-Splinekurv en un ter V erw en-

dung des neuen V erfahrens appro ximiert wurden, d. h. der Minimierung v on (4.6) mit h

j

= 1:

In b eiden F

•

allen hatten die in tegralen Kurv en 26 Segmen te mit F ehlern v on 0.095 mm bzw.

0.100 mm und somit 6 Segmen te w eniger als die en tsprec henden in tegralen Kurv en, die sic h

b ei der Minimierung v on (4.1) ergab en (s. Beispiel 1 und 2). Diese Ergebnisse sind durc h

folgende

•

Ub erlegung gerec h tfertigt: In den Beispielen sind die V orgab epunkte Y ( u

i

; v

i

) auf

der Fl

•

ac he ungef

•

ahr gleic habst

•

andig und dic h t gelegen, d. h.

( Y ( u

i

; v

i

) � Y ( u

i � 1

; v

i � 1

))

2

� c ; c = const. (4.7)

T a yloren t wic klung v on Y ( u; v ) in ( u

i

; v

i

)

>

bis zu Gliedern 1. Ordn ung ergibt (vgl. (4.4)) b ei

(4.7)

( Y () � Y ())

2

� Y

2

u

() ( u

i � 1

� u

i

)

2

+ 2 Y

u

() Y

v

() ( u

i � 1

� u

i

)( v

i � 1

� v

i

)

+ Y

2

v

() ( v

i � 1

� v

i

)

2

� c

(4.8)

(4.8) b edeutet, da� b ei kleinerem Abstand zwisc hen Punkten ( u

i

; v

i

)

>

und ( u

i � 1

; v

i � 1

)

>

in

der P arametereb ene die Betr

•

age der partiellen Ableitungen j Y

u

( u

i

; v

i

) j , j Y

v

( u

i

; v

i

) j gr

•

o�ere

W erte annehmen und umgek ehrt b ei gr

•

o�erem Abstand zwisc hen den Punkten j Y

u

( u

i

; v

i

) j ,

j Y

v

( u

i

; v

i

) j kleinere W erte hab en.

In der Zielfunktion (4.6) sind die homogenen Darstellungen
�

x ( t

i

),
�

p

i

mit den j Y

u

( u

i

; v

i

) j ,

j Y

v

( u

i

; v

i

) j gewic h tet, so da� in Bereic hen der P arametereb ene mit kleinerem Abstand der

Punkte ( u

i

; v

i

)

>

und damit gr

•

o�eren W erten v on j Y

u

( u

i

; v

i

) j , j Y

v

( u

i

; v

i

) j ein kleinerer Ap-

pro ximationsfehler j C ( t

i

) � ( u

i

; v

i

)

>

j zu erw arten ist als in Bereic hen mit gr

•

o�erem Abstand

der Punkte ( u

i

; v

i

)

>

. Dies ist auc h sinn v oll, denn die in den Abbildungen 4.9, 4.11 ge-

zeic hneten u - und v -P arameterlinien liegen in der P arametereb ene gleic habst

•

andig, d. h.

liegt ein Fl

•

ac henpunkt Y ( u

i

; v

i

) in einem Bereic h der Fl

•

ac he, in der die P arameterlinien

gr

•

o�ere Abst

•

ande hab en, dann ist der Appro ximationsfehler j Y ( C ( t

i

)) � Y ( u

i

; v

i

) j auf der

Fl

•

ac he gr

•

o�er als der Appro ximationsfehler j Y ( C ( t

k

)) � Y ( u

k

; v

k

) j auf der Fl

•

ac he f

•

ur einen

Fl

•

ac henpunkt Y ( u

k

; v

k

), der in einem Fl

•

ac hen b ereic h mit kleineren Abst

•

anden der P ara-

meterlinien liegt, w ob ei die Appro ximationsfehler j C ( t

i

)) � ( u

i

; v

i

)

>

j , j C ( t

k

)) � ( u

k

; v

k

)

>

j in

der P arametereb ene gleic h sind. Nun liegen ab er gerade die Punkte ( u

i

; v

i

)

>

in Bereic hen

der P arametereb ene dic h ter, w o die en tsprec henden Fl

•

ac hen b ereic he P arameterlinien mit

gr

•

o�eren Abst

•

anden hab en. Dagegen b er

•

uc ksic h tigt die V ergleic hsmetho de diesen Asp ekt

nic h t, da in (4.1) n ur die Punkte ( u

i

; v

i

)

>

der P arametereb ene eingehen.

In Bezug auf die Rec henzeit erw eist sic h das neue V erfahren nic h t w esen tlic h langsamer

als die V ergleic hsmetho de. Insgesam t gesehen stellt das neue V erfahren daher eine w esen t-

lic he V erb esserung gegen

•

ub er der bisherigen Metho de dar.



Sc hlu�w ort

In dieser Arb eit wurden neue V erfahren zur Appro ximation mit rationalen B-Splinekurv en

und -


•

ac hen, zur Bestimm ung einer geeigneten Segmen tanzahl f

•

ur rationale B-Splinekur-

v en, um einen v orgegeb enen Appro ximationsfehler einzuhalten, und zur Appro ximation mit

rationalen T rimmkurv en v orgestellt.

Die V erfahren zur Appro ximation mit rationalen B-Splinekurv en und -


•

ac hen so wie mit

rationalen T rimmkurv en stellen, wie die angef

•

uhrten Beispiele zeigen, eine erheblic he V er-

b esserung gegen

•

ub er den bisher b ek ann ten Metho den zur L

•

osung dieser Appro ximationspro-

bleme dar. Im einzelnen sind dies: die L

•

osung jew eils n ur linearer Systeme (geringer Rec hen-

aufw and), geringer Sp eic herv erbrauc h, k eine Besc hr

•

ankung der Ordn ung der B-Splinekurv en

und -


•

ac hen, Gew

•

ahrleistung p ositiv er Gewic h te und die Ber

•

uc ksic h tigung der P arameter-

darstellung der Fl

•

ac he Y ( u; v ) durc h Wic h tung der Zielfunktion (4.6) mit den partiellen

Ableitungen j Y

u

() j , j Y

v

() j .

Auc h das Iterationsv erfahren, das die Segmen tanzahl v on B-Splinekurv en ermittelt, er-

w eist sic h durc h die V erw endung des abgew andelten Sek an ten v erfahrens als wirkungsv oller

L

•

osungsansatz zu dieser Problemstellung.

Alle pr

•

asen tierten V erfahren eignen sic h auc h w egen der in den T estb eispielen gezeig-

ten Stabilit

•

at zum k

•

unftigen Einsatz in einem CAD-System, das rationale B-Splinekurv en

und -


•

ac hen v erw endet, da v on w eiteren Steigerungen der Rec hnerleistungen ausgegegangen

w erden k ann.

Aus dieser Arb eit heraus ergeb en sic h w eiterf

•

uhrende F ragestellungen, z. B.: Es w

•

are

in teressan t zu un tersuc hen, ob sic h analog zur in tegralen Fl

•

ac henappro ximation, b ei der

die Zielfunktion (2.4) minimiert wird, b ei der rationalen Fl

•

ac henappro ximation auc h ein

Energieterm zur Gl

•

attung der Fl

•

ac he zur Zielfunktion (2.2) hinzuf

•

ugen l

•

a�t, so da� ein

lineares Optimierungsproblem erhalten bleibt. Der Energieterm soll dab ei wie im in tegralen

F all n

•

aherungsw eise die Biegeenergie der d

•

unnen Platte b esc hreib en und die de Bo or-Punkte

so wie die Gewic h te als Optimierungsv ariablen en thalten.
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